
I Reunião Mineira de Matemática
A I Reunião Mineira de Matemática foi realizada com su-

cesso na forma online de 15/09 a 17/09 de 2021. O evento con-
tou com uma comissão organizadora composta por 10 profes-
sores das seguintes instituições: UFJF, UFMG, UFOP, UFU,
UFV e UNIFEI. O evento contou com mais de 400 inscritos
de instituições mineiras, 4 palestras plenárias, 9 sessões temá-
ticas, 86 palestras, além de apresentações de pôsteres. Houve
uma sessão de homenagem aos Professores Olímpio H. Miya-
gaki e Márcio G. Soares. O evento finalizou com uma mesa
redonda na qual foi decidida a criação da Rede Mineira de
Matemática.
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Jorge Manuel Sotomayor Tello 1942-2022

J.M. Sotomayor - Impa 2018

Jorge Manuel Sotomayor Tello (Soto)
nasceu no Peru em 25/03/1942. Ele
foi casado com Marilda Antonia de
Oliveira Sotomayor e pai de Leonardo
e Mariana. Juntamente com Ivan
Kupka foram os dois primeiros douto-
res pelo IMPA. Orientado por Maurí-
cio Peixoto (1921-2019), defendeu sua
tese de doutorado intitulada “Estabili-
dade Estrutural de Primeira Ordem e
Variedades de Banach”, em 1964, aos
22 anos de idade.

No Brasil, sua atividade profissi-
onal foi ligada ao IMPA até 1992 e
à USP (1992 até sua aposentadoria)
e foi professor visitante na UNIFEI
(Itajubá, MG). Era Pesquisador Sê-
nior do CNPq e anteriormente pesqui-
sador 1A. Orientou 12 dissertações de
mestrado e 22 teses de doutorado. Pu-
blicou mais de cem artigos científicos
em várias áreas, escreveu livros, en-
saios, contos etc.

Com Carlos Gutierrez (1944-2008)
introduziu o conceito de estabilidade
estrutural e inaugurou a teoria qua-
litativa das equações diferenciais na
Geometria Diferencial, publicando em
1982 dois trabalhos pioneiros sobre o
comportamento qualitativo das linhas
de curvatura em superfícies imersas
no espaço Euclidiano tridimensional.
Uma geração de matemáticos apren-
deu EDO’s no seu livro inspirador in-
titulado Lições de Equações Diferen-
ciais Ordinárias. O livro Foundati-
ons of Mechanics, de R. Abraham e
J.E. Marsden, leitura obrigatória no
estudo da Mecânica Clássica e dos Sis-
temas Dinâmicos, na segunda edição,
traz o seguinte comentário, na página
544, numa tradução livre:

“A origem da teoria das bifurca-
ções, como um ramo da dinâmica di-
ferenciável, é geralmente atribuída a
Poincaré, o pai da dinâmica. A ênfase
atual – sobre a relação entre bifurca-
ções e estabilidade estrutural – começa
com os trabalhos de Andronov e Leon-
tovich. Esta teoria assumiu sua forma
moderna durante os anos da década de
1960, especialmente nos trabalhos de
Sotomayor.”

Soto recebeu homenagens da Uni-
versidade Nacional de San Marcos,
Facultad de Ciencias – Universidad
Nacional de Ingenieria – Peru, da Or-
dem Nacional do Mérito Científico,
em grau de Grã-Cruz, e foi membro
titular da Academia Brasileira de Ci-
ências (ABC). Também foi bolsista da
Fundação Guggenheim.

Palavras do Prof. Dr. Marco
Antonio Teixeira/Unicamp

“Como seus livros, artigos, ensaios
têm sido, e certamente serão ainda
mais, sobejamente discutidos em di-
versos canais de comunicação, abor-
darei aqui alguns aspectos e ativida-
des de Jorge Sotomayor pouco conhe-
cidos decorrentes de nossos inúmeros
encontros e nossa amizade. Conheci
o personagem deste texto, no início
dos anos 70, quando de uma palestra
que ele proferiu no IMECC. Na época
ele estava interessado em se aprofun-
dar na Teoria de Singularidades e Ca-
tástrofes e conversamos sobre alguns
pontos envolvendo a minha disserta-
ção. Ele me convidou para dar uma
palestra no IMPA sobre “Conjuntos
Estratificados” (titulo de minha dis-
sertação) e daí começamos a nos cor-
responder por carta e iniciamos uma
amizade. Um tempo depois, ele e Ja-
cob Palis vieram dar um curso em
Campinas sobre Sistemas Dinâmicos
(havia um revezamento semanal en-
tre eles). Nesta ocasião nos foi apre-
sentada uma lista de problemas em
aberto, um dos quais viria a ser o
título de minha tese de Doutorado,
obtido no IME-USP, em 1975, orien-
tado pelo Angelo Barone e cuja par-
ticipação do Jorge foi enorme. Uma
vez por mês eu ia ao IMPA, para
conversar com ele sobre o andamento

da tese, quando percebi, muito cedo,
quão enorme era seu conhecimento
cientifico, criatividade, versatilidade,
além do seu fascínio com a Geome-
tria e os geômetras ancestrais. O meu
agradecimento e admiração a ele já
eram latentes nessa época. Estam-
pava em suas palestras a enorme ad-
miração que dedicava à Maurício Pei-
xoto.

Sotomayor deixa um enorme le-
gado pessoal, literário, acadêmico e ci-
entífico, sendo seu passamento inesti-
mável para a Ciência e Educação. A
sua obra já está eternizada e só nos
resta aprender com suas memórias e
perpetuar nossa admiração. Se perdi
um grande amigo de longa data, com
quem tive o prazer de partilhar di-
versos momentos inesquecíveis, para a
Matemática, brasileira e peruana, re-
presenta a perda de um de seus mais
prestigiosos representantes. O que me
conforta é ter plena convicção que
ele cumpriu sua missão entre nós e
que Deus o receba de braços abertos.”
(Link Completo)

Palavras do Prof. Dr. Luis
Fernando de Osório

Mello/UNIFEI

“Entre 1965 e 1969, Soto lecionou ma-
temática no Peru e nos Estados Uni-
dos. Em 1969, retornou ao IMPA
como pesquisador, permanecendo lá
até 1992. Em 1993, tornou-se pro-
fessor titular do Instituto de Matemá-
tica e Estatística da Universidade de
São Paulo (IME-USP). Manteve o vín-
culo com esse instituto até sua morte.
De agosto de 2012 a julho de 2014 foi
também professor visitante da Univer-
sidade Federal de Itajubá (UNIFEI).
Soto, como era carinhosamente cha-
mado, contribuiu de maneira essen-
cial para o desenvolvimento da Teoria
das Bifurcações das Equações Diferen-
ciais Ordinárias e, com C. Gutiérrez,
criou a Teoria Qualitativa das Linhas
de Curvatura, sempre com a origina-
lidade que lhe era peculiar. “Lições
de Equações Diferenciais Ordinárias”
é um clássico, considerado livro de re-
ferência em cursos de pós-graduação
no Brasil.” (Link Completo)
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V Encontro de Ex-Alunos do DMA/UFV

Ex-Alunos

O V Encontro de Ex-Alunos do DMA/UFV – Prata da
Casa aconteceu de 02 a 04 de fevereiro de 2022, de modo
remoto, ainda em comemoração aos 50 anos do DMA (cri-
ado em 1969) e do Curso de Matemática, que teve seu
início com turma por vestibular em 1972. A Comissão
Organizadora do evento contou com a participação das
professoras Ariane Piovezan Entringer, Lílian Neves Santa
Rosa Valentim, Marinês Guerreiro, Rosane Soares Moreira
Viana, da UFV, Catarina Mendes Sánchez, da UFJF, dos
discentes do curso de Matemática da UFV, Bruno Wel-
lington Moreira, Carolina Santana Tomaz, Ellen Batista
Dundas Chaves, Ellen Peixoto de Oliveira, Kellton de Oli-
veira Sabino, Luana Aparecida Soares Costa, Luísa Ran-
ção Miranda e da ex-secretária do DMA, Maria de Lourdes
Carvalho Zaidan. O Comitê Científico foi composto pelos
professores Jhone Caldeira Silva da UFG, Margareth da
Silva Alves e Mercio Botelho Faria, da UFV. (Demais in-
formações sobre o evento encontram-se no link V Encontro
de Ex-Alunos).

Breve histórico sobre o evento:

De onde surgiu a ideia destes Encontros de Ex-
Alunos?

Em 2003, o DMA não contava com muitos recursos
para realizar um evento, mas havia uma demanda discente
por atividades extracurriculares que precisava ser suprida.
Muitos egressos do Curso de Matemática da UFV, que ha-
viam terminado seus mestrados e doutorados com sucesso,
já atuavam em instituições de ensino superior e outras.
Alguns já tinham boas experiências para compartilhar e
foram convidados a colaborar no evento de modo solidário.
Após aceitarem o desafio, o I Encontro de Ex-Alunos do
DMA foi realizado com sucesso e com a participação ex-
pressiva dos estudantes da época também na organização.
Este evento trouxe um novo ânimo tanto para os discen-
tes do Curso de Matemática quanto para os docentes do
DMA.

Em 2006, II Encontro de Ex-Alunos ocorreu com um
Workshop de Matemática realizado em parceria com a
UFSJ, do qual participaram como palestrantes muitos pro-
fessores que ocupavam posições importantes nos órgãos de
fomento à epoca. Foi decisivo para colocar a UFV no ce-
nário nacional da Matemática e mostrar a qualidade da
formação dos egressos do Curso de Matemática da UFV.
No ano seguinte, foi submetido à CAPES o projeto do
Programa de Pós-Graduação em Matemática da UFV, as-
sociado à UFMG, que foi aprovado. O Programa iniciou
em março de 2008 e obteve sua independência em 2010.

O III Encontro de Ex-Alunos foi realizado em para-
lelo a outro Workshop de Matemática, em 2009, com uma
participação muito grande dos ex-alunos. O IV Encon-
tro de Ex-Alunos aconteceu em 2011, nas comemorações
dos 40 anos do DMA e em paralelo ao III Workshop de
Matemática e à Semana Acadêmica de Matemática.

Em todos os eventos, a contribuição dos ex-alunos foi
muito importante, pois além das palestras com conteúdo
de Matemática e de Ensino de Matemática, a interação
com os estudantes que outrora cursavam a Licenciatura ou
o Bacharelado serviu de estímulo a muitos para que não
desistissem do curso, apesar de suas dificuldades. Para
os docentes, a certeza de que seu trabalho estava dando
frutos muito consistentes.

A quinta edição do evento, embora realizada de modo
remoto, teve uma excelente repercussão entre os estudan-
tes do Curso. A contribuição com palestras, minicursos,
participação em mesas redondas dos egressos e dos docen-
tes do DMA abrilhantou o Encontro. Houve um emocio-
nante momento de homenagens a todos os que contribuí-
ram com o DMA e com o Curso de Matemática ao longo
de seus 50 anos. Parabéns a todos!

Frases de Grandes Matemáticos:

Embora a física e a matemática possam nos dizer como o universo começou,
elas não são muito úteis para prever o comportamento humano

porque há muitas equações para resolver.

-Stephen Hawking.
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Profª. Simone Maria de Moraes (UFBA)

Simone Maria de Moraes

Profª. Simone Maria de Moraes pos-
sui Graduação em Matemática pela
PUC-SP (1993), Mestrado em Mate-
mática pelo ICMC-USP (1995), Dou-
torado em Matemática pela UNI-
CAMP (2002) e Pós-Doutorado pela
Universidade de Valência na Espanha
(2007-2008). Foi docente da Univer-
sidade Federal de Viçosa (UFV) en-
tre 1996 e 2014 e atualmente é Profes-
sora da Universidade Federal da Bahia
(UFBA). Sua área de pesquisa é Geo-
metria e Topologia.

(1)Uma breve informação so-
bre sua formação acadêmica.
Sou da cidade de São Paulo, fui cri-
ada em um bairro da periferia e estu-
dei em escola pública no ensino fun-
damental e médio. Fiz o ensino mé-
dio na modalidade noturna, pois já
trabalhava desde essa época. Minha
geração foi a primeira a completar o
ensino médio na minha família. Eu
queria continuar estudando e, mesmo
não tendo condições tão favoráveis,
com meu salário conseguia pagar a
mensalidade. Fui fazer Matemática
na PUC-SP, pois gostava da matéria.
Com alguns meses de curso, a mensa-
lidade aumentou absurdamente e eu
não conseguia mais pagar, foi então
que consegui uma bolsa para conti-
nuar o curso. Na graduação conheci a
professora Silvia Machado, uma pes-
soa muito importante pra mim, que
me apresentou a coisas de matemática
mais abstratas. Fiz Iniciação Cientí-
fica com ela na área da Álgebra e com
o professor Benedito Silva, na área da
Análise. Daí, comecei a me interes-
sar mais e queria continuar, tentei o
mestrado na USP, mas não fui aceita.
Acabei entrando como aluna especial
e fiquei dois anos refazendo algumas
disciplinas do bacharelado e fazendo
algumas disciplinas do mestrado. En-

tão fui aceita e fiz o mestrado na área
de Topologia Algébrica na USP- cam-
pus de São Carlos. Eu tinha bolsa,
por isso eu não precisava trabalhar
e conseguia me concentrar totalmente
nos estudos. Quando estava no último
período do mestrado, comecei a dar
aula na Faculdade Tecnológica do Es-
tado de São Paulo (FATEC), em Ta-
quaritinga. Depois fiz concurso para
UFV e para Universidade Estadual de
Maringá, obtive sucesso nos dois, mas
escolhi ir para UFV. Fiquei 2 anos em
Viçosa e fui fazer o doutorado na UNI-
CAMP, já pensando em fazer um dou-
torado sanduíche. Fui para a Espa-
nha, fiquei dois anos lá e voltei para
Viçosa, onde trabalhei bastante até ir
para Valência fazer o pós-doutorado.

(2)Durante esses anos, que
funções acadêmicas você assu-
miu? Quanto tempo em cada
uma delas?

Na UFV fui professora e não tive
muitos cargos administrativos. Tra-
balhei em diversas comissões para or-
ganizar eventos, comissão coordena-
dora de curso, participei de várias re-
formulações curriculares, por exemplo
quando estava separando a licencia-
tura do bacharelado. Fui orientadora
de diversos trabalhos de iniciação ci-
entífica e fui coordenadora da pós-
graduação do mestrado acadêmico por
4 anos, inclusive ajudei as articulações
para o início do mestrado. Na UFBA,
participo desse tipo de comissões tam-
bém e tenho participado do núcleo do-
cente estruturante. Meu maior foco
atualmente é acolher bem as pessoas
negras dentro da matemática, levando
a matemática para as escolas públicas
de Salvador.

(3)Qual sua área de pesquisa?
No mestrado trabalhei com Topo-

logia Algébrica, mas comecei a estu-
dar mais coisas ligadas à Geometria
Diferencial, sendo esse o tema que tra-
balhei na minha tese, mais especifica-
mente o estudo da Geometria Diferen-
cial usando técnicas de Teoria de Sin-
gularidades.

(4)Qual dos seus projetos de
pesquisa você considera mais im-
portante?

Eu acho que minha tese de dou-
torado sobre Elipse de Curvatura em
Superfícies Imersas em Rn, n ≥ 5
foi uma ótima contribuição, pois na

época haviam alguns trabalhos desse
tipo, mas para superfícies imersas em
dimensão 4, e penso que houve, a par-
tir da minha tese, nesse sentido, al-
guns desenvolvimentos bem interes-
santes.

(5)A universidade que você
trabalha tem um programa de
pós-graduação em Matemática?
Existe um grupo de pesquisa em
sua área?

A UFBA tem programas de mes-
trado profissional, mestrado acadê-
mico e também tem um doutorado as-
sociado com a Universidade Federal
de Alagoas que já é um programa con-
solidado. O mestrado acho que existe
desde 1974 e o doutorado tem 10 anos
ou até mais. Eu faço parte do pro-
grama de mestrado profissional. Na
UFBA não tem grupo de pesquisa na
minha área, mas tem um grupo de 2
ou 3 professores da área de Geome-
tria, focado em geometria Riemanni-
ana e eu já contribuí bastante com
esse grupo de pesquisa em alguns cur-
sos, minicursos, palestras e até o ano
de 2020, por exemplo, fizemos uma se-
mana de geometria nos programas de
verão do Departamento de Matemá-
tica.

(6) Como podemos criar atra-
tivos para melhorar o nível de
pesquisa em universidades?

Vemos estudantes brilhantes tendo
que abandonar a pós-graduação por
não ter bolsa, pois as pessoas precisam
se alimentar, pagar aluguel, trans-
porte. E a estrutura do mestrado não
mudou, então as exigências que vai ter
sobre o estudante que não tem bolsa é
a mesma de um estudante com bolsa,
assim realmente estamos em um mo-
mento muito difícil que não imaginá-
vamos que aconteceria. Eu acho que
a primeira coisa que temos que fazer é
lutar para reverter esse quadro de des-
monte das nossas estruturas de ensino
e pesquisa porque isso é uma situação
muito séria. Tirar sonhos de jovens
é um problema sério. Eu sinto o se-
guinte: sobre a questão da pesquisa,
ter motivação, ter um ambiente apro-
priado, ter grupos de pesquisa, con-
seguir pessoas com quem seja possí-
vel discutir o que é pesquisado, é tudo
muito importante. Mas antes disso os
estudantes e pesquisadores precisam
se sustentar, porque se a pessoa não
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comer, não dormir e não descansar,
será difícil fazer pesquisa, pois fazer
pesquisa requer concentração, tempo,
disposição e para tudo isso precisamos
estar, no mínimo, bem.

(7)Uma breve explicação so-
bre sua área de pesquisa, de 5 à
10 linhas, listando os principais
focos e possíveis aplicações.

Ao utilizar as ferramentas de teo-
ria de singularidades para estudar su-
perfícies, teve uma coisa que quando
eu descobri eu achei muito bonito que

é aplicar o Teorema da transversali-
dade de Thom. Dentro da geome-
tria, dentro da teoria de singulari-
dades existe uma parte que é cha-
mada geometria genérica onde pode-
mos analisar propriedades e descartar
algumas, esse teorema de Thom ana-
lisa quando um conjunto dentro de ou-
tro, é um conjunto denso ou um con-
junto residual que podemos descartar.
Na verdade, o que eu estou querendo
dizer com isso é que podemos ter uma
propriedade em uma superfície e po-

demos nos perguntar se essa proprie-
dade é importante. Ou, será que tem
muitas superfícies com essa proprie-
dade? Assim, com técnicas de teoria
de singularidades podemos algebrizar
essa propriedade e conseguir ver qual é
a codimensão desse conjunto, ou qual
a dimensão desse conjunto que encon-
tramos dentro do conjunto todo e de-
pendendo disso podemos dizer se esse
conjunto é descartável, ou seja, que ele
é quase que como um ponto isolado
dentro do espaço todo.

Frases de Grandes Matemáticos:

- A matemática é a rainha das ciências e a aritmética é a rainha da matemática.
Ela muitas vezes se digna a prestar um serviço à astronomia e outras ciências naturais,

mas em todos os relacionamentos ela tem direito à primeira fila.

-Carl Gauss

XIII Workshop de Verão do DMA

O XIII Workshop de Verão em Matemática do
DMA/UFV ocorreu de forma virtual dos dias 16 a 18 de
fevereiro de 2022.

Breve histórico sobre o evento:

Desde 2008, o Departamento de Matemática da UFV
oferece um Programa de Verão em Matemática. Nesses
13 anos, ofereceu cursos de Álgebra Linear, Análise na
Reta, Análise no Rn, Álgebra e Medida e Integração, em
nível de pós-graduação, além de minicursos e palestras de
divulgação das áreas de pesquisa dos docentes do DMA.

Os períodos de verão também foram utilizados para
reuniões entre pesquisadores do DMA e de outras insti-
tuições para discutir projetos e pesquisas em andamento.

Desde a edição de 2009 do Programa de Verão, vem sendo
realizado um Workshop em Matemática, com o objetivo
de promover o intercâmbio entre pesquisadores, estudantes
de graduação e pós-graduação em Matemática da região
com pesquisadores de Matemática de centros de excelên-
cia, ampliar a formação acadêmica de estudantes da gra-
duação e da pós-graduação em Matemática e áreas afins
e despertar o interesse de estudantes para a pesquisa e o
ensino de Matemática.

A décima terceira edição do evento, realizada integral-
mente de modo remoto, foi um sucesso e contou com ex-
pressiva participação de professores e estudantes de cur-
sos de graduação e de pós-graduação do DMA/UFV e de
outras instituições do país e do exterior. Inclusive, justa-
mente pelo fato do evento ter ocorrido de modo virtual, foi
possível contar com a participação de palestrantes de ins-
tituições renomadas do país, como UnB, UFOP, UFMG,
UEL, UFG e de instituições do exterior como Universidad
de la República no Uruguai e University of California.

O evento contou com 11 palestras, 4 minicursos e 10
apresentações de vídeo-pôsteres. (Mais informações sobre
o evento encontram-se no link XIII Workshop de Verão do
DMA/UFV). Parabéns a todos os envolvidos!

Piadas Matemáticas:

- Por que o 3 e o 7 não podem se casar?
Porque são primos. O que é uma pena, pois eles formariam um casal 10.

- Como o matemático come o x-burguer?
Ele tira x e come o burguer.
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Uma análise de um modelo íntegro-diferencial do
tipo Lotka-Volterra com controle ótimo
Estudante: Kamila Fernanda Lobo
Madalena
Orientador: Prof. Dr. Anderson
Luis Albuquerque de Araujo
Ano de Obteção do título: 2021

Contextualização

Neste trabalho, apresentamos um
modelo matemático do tipo Lotka-
Volterra associado à modelagem e es-
tudo do crescimento de câncer com-
posto por um sistema de equações
íntegro-diferenciais parciais parabóli-
cas.

O modelo inicial de Lotka-Volterra
é o que hoje chamamos de modelo
predador-presa. O modelo de Lotka-
Volterra desempenha um papel im-
portante no estudo de sistemas ecoló-
gicos, pois foi o primeiro modelo pro-
posto para tentar compreender como
duas espécies estão relacionadas na di-
nâmica entre presas e predadores. De
fato, é possível categorizar as intera-
ções entre duas espécies em três tipos,
cada qual descrito por um modelo do
tipo Lotka-Volterra generalizado. As-
sim pode-se ter:

a) predação ou parasitismo:

du(t)

dt
= auu(t)− buu(t)v(t)

dv(t)

dt
= avu(t)v(t)− bvv(t).

(1)

b) simbiose ou mutualismo -
ocorre quando as espécies envol-
vidas se beneficiam entre si:

du(t)

dt
= u(t) (a+ bv(t))

dv(t)

dt
= v(t) (cu(t) + e) .

(2)

c) competição - ocorre quando
as espécies envolvidas disputam
algo entre si:

du(t)

dt
= ρ1u(t) (1− u(t)− a12v(t))

dv(t)

dt
= ρ2v(t) (1− v(t)− a21u(t)) .

(3)

Consideramos os modelos apresen-
tados anteriormente e com algumas

adaptações aplicamos tais modelos
para o estudo da interação (e compe-
tição, que generalisa (3)) entre células
normais e células tumorais ou infec-
tadas com ambas as populações apre-
sentando processos difusivos e não-
localidade nos termos de competição.

Sejam T ∈ (0,∞) e a, b ∈ R tal
que a < b e (a, b) ∈ R um inter-
valo aberto e limitado. Denotemos
por Q = (a, b) × (0, T ). Nesta disser-
tação estudamos o seguinte modelo:

∂N

∂t
= DNNxx +

(
rN (x)−

αNN

∫ b

a

Ndx− αIN
∫ b

a

Idx
)
N + f,

∂I

∂t
= DIIxx +

(
rI(x)− αII

∫ b

a

Idx

−αNI
∫ b

a

Ndx
)
I + g,

Nx(a, t) = Nx(b, t) = 0,
Ix(a, t) = Ix(b, t) = 0,
N(x, 0) = N0(x), I(x, 0) = I0(x).

(4)
em que N representa as células nor-
mais em um dado tecido do corpo hu-
mano e I representa as células infecta-
das neste tecido. O parâmetro rN (x)
representa a reprodução total de célu-
las normais, e rI(x) representa a re-
produção total de células infectadas,
ambos são assumidos não-constantes.

Contribuições

Descrevemos resultados sobre exis-
tência e unicidade de soluções para
(4). Além disso, estudamos um pro-
blema de controle ótimo, mostrando a
existência de um controle ótimo e es-
tabelecendo resultados de otimalidade
para tal controle.

Teorema 1. Suponhamos que
rN , rI ∈ L∞(a, b), N0, I0 ∈
H1(a, b) e f, g ∈ L4(Q) satisfa-
zendo N0, I0, f, g ≥ 0. Então,
existe uma única solução (N, I) ∈
W 2,1

2 (Q) × W 2,1
2 (Q) do sistema (4).

Mais ainda,

‖(N, I)‖W 2,1
2 (Q)×W 2,1

2 (Q) ≤

M0

(
‖(f, g)‖L4(Q)×L4(Q)+(

1 + ‖(f, g)‖L4(Q)×L4(Q)+

‖(N0, I0)‖L4(a,b)×L4(a,b)

)
×‖(N0, I0)‖H1(a,b)

)
,

onde M0 depende de αNN , αIN , αII ,
αNI , ‖rN‖L∞ , ‖rI‖L∞ , T , a e b.

Considerando o seguinte funcional
de custo:

J [N, I; f, g] :=
α1

2

∫
Q

|N −Nd|2 dxdt

+
α2

2

∫
Q

|I − Id|2 dxdt+
β1
2

∫
Q

|f |4dxdt

+
β2
2

∫
Q

|g|4dxdt,

(5)
com Nd, Id ∈ L2(Q) funções dadas,
α1, α2, β1, β2 satisfazendo α1+α2 = 1
e β1, β2 ≥ 1. Demonstramos a exis-
tência de um controle ótimo que mi-
nimize o funcional (5).

Suponha Uad um subconjunto con-
vexo, fechado e não-vazio do espaço
de Banach L4(Q) × L4(Q), demons-
tramos ainda o seguinte resultado:

Teorema 2. Suponha que Nd, Id ∈
L2(Q). Então existe um controle
ótimo (fopt, gopt) ∈ Uad minimizando
o funcional (5), isto é,

J [N, I; fopt, gopt] = inf
(f̂ ,ĝ)∈Uad

J [R,S; f̂ , ĝ]

onde (N, I) = F (fopt, gopt) e (R,S) =
F (f̂ , ĝ).

Os teoremas apresentados são re-
sultados originais desta dissertação de
mestrado.

Referências:

[B]- BREZIS, H. Function Analy-
sis, Sobolev Spaces e Partial
Differential Equations. Springer,
2011.
[E]- EVANS, L. Partial Differential
Equations. Berkeley: University of
California, 1998.
[F]- FRIEDMAN, A. Partial Dif-
ferential Equations of Parabolic
Type. New York: Mineola, Dover
Publications, 2008
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Envelope de retas intermediárias de curvas planas
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Ano de Obteção do título: 2021

Contextualização

No campo da geometria diferencial afim de uma curva
γ plana, convexa e fechada, um estudo interessante está
relacionado com um certo conjunto conhecido como enve-
lope de uma família de retas chamadas de retas médias
associadas à curva γ.

Nesse sentido, os resultados apresentados a seguir es-
tão relacionados com a generalização do envelope das retas
médias, conjunto o qual chamamos de envelope de retas
intermediárias.

Precisamente, o Envelope das Retas Intermediárias
(EIL) é composto por 3 outros conjuntos: o Affine En-
velope of Intermediate Lines (AEIL), o qual está associ-
ado aos pares de pontos (p1, p2) de γ com tangentes não
paralelas; o Intermediate-Parallel Tangent Locus (IPTL),
associado aos pares de pontos (p1, p2), p1 6= p2, com tan-
gentes paralelas e o Coincident Tangent Lines (CTL), o
qual está relacionado com o caso limite, quando p1 tende
a p2. Tais conjuntos foram recentemente apresentados por
Cambraia Junior, Salarinoghabi e Trindade no artigo [2] e
esse assunto foi o tema central da dissertação apresentada
em 2021 por este que vos escreve.

A seguir, serão apresentados os resultados a respeito
do envelope das retas intermediárias quando as tangentes
nos pontos p1 e p2 da curva γ são concorrentes e distin-
tas. Fica o convite ao leitor, visitar a dissertação [3] para
acompanhar os detalhes técnicos e os outros dois casos.

Resultados

Definição 1. Dada uma curva oval γ, a reta interme-
diária de p1 = γ1(t) e p2 = γ2(s), quando l1 e l2 são
concorrentes, isto é, t 6= s, é a reta que passa pelo ponto
intermediário Mα = (1− α)γ1(t) + αγ2(s), α ∈ (0, 1), e R
o ponto de intersecção de l1 com l2.

O primeiro passo é encontrarmos a equação da reta
intermediária. Para tanto, usaremos o funcional linear de-
finido a seguir.

Definição 2. Os conormais ν1 e ν2 referentes a cada um
dos pontos p1 e p2, respectivamente, são ν1(u) =

[γ′
1,u]

[γ′
1,ξ1]

1
3

ν2(u) =
[γ′

2,u]

[γ′
2,ξ2]

1
3
, u ∈ R2, de forma que ν1(γ

′
1(t)) =

0 e ν1(ξ1) = 1, ν2(γ
′
2(s)) = 0 e ν2(ξ2) = 1, onde ξ1 e ξ2

são os normais afins nos pontos p1 e p2, respectivamente.

Lema 3. A equação da reta intermediária é dada por:

(1− α)ν2(C)ν1(X −Mα) + αν1(C)ν2(X −Mα) = 0,

onde α ∈ (0, 1) e C = p2 − p1 é a corda ligando os pontos
p1 e p2.

Considere a família F : γ1 × γ2 × R2 → R dada por:
F (s, t,X) = (1−α)ν2(C)ν1(X−Mα)+αν1(C)ν2(X−Mα),
com α ∈ (0, 1).

Logo, o envelope EF da família F é: EF = {X ∈
R2 | ∃(s, t); F = Ft = Fs = 0 em (s, t,X)}.

Teorema 4. A condição necessária e suficiente para que
um par (s, t) determine um ponto no envelope das re-
tas intermediárias é que ν1(C) = −λν2(C), onde λ =(
(1− α)ν1(γ′′1 )ν21(γ′2)
αν2(γ′′2 )ν

2
2(γ
′
1)

) 1
3

.

De posse da condição do teorema anterior, encontra-
mos uma parametrização para um ponto X ∈ EF .

Teorema 5. Seja F a família de retas intermediárias.
Um ponto X pertencente ao envelope de retas intermediá-
rias com tangentes não paralelas é dado por:
X−Mα =

αν1(C)

αν2(γ′1)ν1(C) + bν22 (C)

(
(1− α)ν2(C)γ′1 −

αν1(C)ν2(γ′1)

ν1(γ′2)
γ′2

)
.

O modelo local abaixo pode ser uado para estudar a
estrutura local do envelope das retas intermediárias. Para
γ uma curva plana, suave e fechada, p1 = γ(t) e p2 = γ(s)
dois pontos distintos de γ, sem perda de generalidade, po-
demos assumir que

p1 =

(
t,
1

2
t2 + a3t

3 + a4t
4 + a5t

5 +O6(t)

)
,

p2 =
(
s, b0 + b1s+ b2s

2 + b3s
3 + b4s

4 + b5s
5 +O6(s)

)
,

em que b0 > 0, a3 > 0, b21 − b0 > 0 e O6(t) (resp. O6(s))
representa os termos de ordem maiores ou iguais a 6 em
relação ao parâmetro t (resp. s).

Teorema 6. Dada uma curva plana γ, suponha que dois
pontos de γ, p1 e p2, satisfazem a parametrização local an-
terior, de modo que não tenham tangentes paralelas. As-
sim:

i) Se p1 e p2 não são pontos de inflexão, a condição
de regularidade do envelope da família de retas in-
termediárias é que{
α 6= b0

b21
, 1

b3 6= (α−1)(−6αa3b0b21+4αa3b
2
0−3αb

3
1−2a3b

2
0)

2αb0(6αa3b0b1+3αb21+2αb0−b0) ,

ii) Se p1 é um ponto de inflexão, então o envelope da
família de retas intermediárias é regular em s = 0
se b3 6= 0. De forma equivalente, se p2 é um ponto
de inflexão na origem.

A seguir, temos a curva γ(t) = (0.1 cos(2πt) + cos(πt),
0.1 sin(2πt + 1) + sin(πt)), em preto, e o envelope de re-
tas intermediárias com tangentes concorrentes, em azul,
quando α = 0.6
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Resultados mais aprofundados da Teoria de Singula-
ridades nos mostram que quando o Envelope das retas
intermediárias deixa de ser regular, ou seja, quando pos-
sui uma singularidade, tal singularidade é do tipo A2 e,
localmente, o envelope é difeomorfo à uma cúspide.

Os detalhes técnicos dessa constatação podem ser en-

contrados em [1].

Referências:

[1] BRUCE, J. W.; GIBLIN, P. J.Curves and Singu-
larities: A geometrical introduction to singularity theory.
2. ed. Cambridge: Cambridge University Press, 1992. 340
p.

[2] CAMBRIA JUNIOR, A.; SALARINOGHABI, M.;
TRINDADE, D. Envelope of intermediate lines of a
planar curve. Results Math. v. 75, n. 87, 2020.

[3] TRINDADE, D. Sobre envelopes de retas in-
termediárias de curvas planas. 2021. Dissertação
(Mestrado em Matemática) - Departamento de Matemá-
tica, Universidade Federal de Viçosa, Viçosa, MG, 2021.

Desafios Matemáticos
André Junqueira: andre.junqueira@ufv.br

Nessa edição vamos abordar o
tema equações funcionais, que são
equações cujas incógnitas são funções
a serem determinadas. Note que equa-
ções diferenciais ou integrais são um
tipo particular de equações funcionais
que não abordaremos aqui, já que
são estudadas nos cursos de gradua-
ção. Uma atenção especial deve ser
dada sobre as condições da função f
(contínua, diferenciável,...). Vamos ci-
tar agora algumas equações funcionais
importantes na teoria:

1. A Primeira Equação de Cauchy:
Determinar todas as funções f :
R→ R contínuas tais que:

f(x+y) = f(x)+f(y),∀x, y ∈ R.

2. A Segunda Equação de Cauchy:
Determinar todas as funções f :
R→ R contínuas tais que:

f(x+ y) = f(x)f(y),∀x, y ∈ R.

3. A Terceira Equação de Cauchy:
Determinar todas as funções f :

R∗+ → R contínuas tais que:

f(xy) = f(x)+f(y),∀x, y ∈ R∗+.

4. A Quarta Equação de Cauchy:
Determinar todas as funções f :
R+ → R contínuas tais que:

f(xy) = f(x)f(y),∀x, y ∈ R+.

5. A Primeira Equação de
D’Alembert Poisson:
Determinar todas as funções
f : R→ R contínuas tais que:

f(x+y)+f(x−y) = 2f(x)f(y),

∀x, y ∈ R.

6. A Segunda Equação de
D’Alembert Poisson:
Determinar todas as funções
f : R→ R contínuas tais que:

f(x+y)f(x−y) = [f(x)]2−[f(y)]2,

∀x, y ∈ R.

Equações funcionais são bastante co-
bradas em questões de Olimpíadas de
Matemática e também podem apa-
recer, quando menos se espera, em
diversos temas de pesquisa matemá-
tica como, por exemplo, a equação
cohomológica em sistemas dinâmicos
entre outras. Sendo assim, aprender
técnicas de equações funcionais pode
ser bastante útil. Para a solução das
equações acima e mais informações
sobre o tema ver a referência biblio-
gráfica.

Desafio: Determine todas as
funções f : C→ C tais que:

f(z + w) = f(z) + f(w),∀z, w ∈ C

Referências:

E- Costas Efthimiou; Introduc-
tion to Functional Equations,
Department of Physics, Univer-
sity of Central Florida.

Piadas Matemáticas:

- O que o x disse ao y na equação x+ y = z?
Aceite. Você não é a solução e sim parte do problema.

- As retas paralelas têm tanto em comum.
É uma pena que nunca se encontrarão!
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NOTÍCIAS DO DMA

Canal do Jornal no
YouTube
JMAT agora tem um ca-
nal no YouTube no qual va-
mos postar vídeos associa-
dos com cada edição do jor-
nal e a entrevista com a
professora Simone já pode
ser encontrada por lá. Se
inscrevam e ativem o sini-
nho no seguinte link JMAT
UFV

O Processo Seletivo

Estão abertas as inscri-
ções para o processo sele-
tivo para ingresso no curso
de Mestrado em Matemá-
tica da UFV até o dia
15/07/2022. Para mais in-
formações acesse o site Pós-
graduacão

OBMEP
A OBMEP expandiu sua
tradicional competição para
incluir também alunos do
segundo e terceiro ano do
ensino fundamental e que
está sendo chamada de
Olimpíada Mirim de Mate-
mática. As inscrições para
essa nova modalidade estão
abertas até o dia 16 de ju-
nho no link OBMEP

SOTO 80

Para homenagear a me-
mória do professor Jorge
Sotomayor está sendo orga-
nizado, na Universidade Fe-
deral de Itajubá (UNIFEI),
um conjunto de seminários,
realizados de forma remota,
ao longo do primeiro se-
mestre de 2022, intitulado
SOTO 80. Link do site

Referências:

1- https : //www.lifeder.com/frases−matematicas/
2- https : //planetapi.es/2017/01/29/frases− de−matematicas− gauss/
3- https : //chalababa.com.br/piadas−matematicas− para− rir − e− aprender/
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