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Resumo

FERREIRA, Bruno de Sousa, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, dezembro de 2020.
Emparelhamentos de arestas de poligonos associados a grafos regulares. Orientador:
Mercio Botelho Faria.

Este trabalho tem como objetivo descrever emparelhamentos de arestas para poligonos
hiperbdlicos, associados a grafos regulares, mergulhados em superficies compactas e
orientdveis. Os emparelhamentos descritos determinam um conjunto de isometrias
do espago hiperbdlico, que é um conjunto de geradores de um grupo Fuchsiano I
em que o espago orbital ]HTZ é uma superficie compacta e orientdvel. Explicitamos
todos os emparelhamentos de arestas associados a grafos regulares, mergulhados em
uma superficie compacta e orientdvel de género 2. Construimos grafos com estrutura
indutiva os quais utilizamos para obter novos grafos que geram emparelhamentos para
poligonos da tesselagdo {8g—4, 4} e assim explicitamos emparelhamentos generalizados

para poligonos da tesselagdo {8g — 4, 4}.

Palavras-chave: Emparelhamento de Arestas. Grafos. Geometria Hiperbolica.



Abstract

FERREIRA, Bruno de Sousa, M.Sc., Universidade Federal de Vigcosa, December, 2020.
Side-pairings of polygons associated with regular graphs. Orientador: Mercio Bote-
lho Faria.

This work aims to describe side-pairings for hyperbolic polygons, associated with
regular graphs, imbedded on compact orientable surfaces. The side-pairings described
determine a set of isometry of hyperbolic space, which is a set of generators of a Fuchsian
group I' where the ¥ orbital space is a compact orientable surface. We explain all side-
pairings associated with regular graphs, imbedded on a compact orientable surface of
genus 2. We build graphs which inductively structured which we use to obtain new
graphs that generate side-pairings for polygons of the tesselation {8¢ — 4,4} and thus

we explain generalized side-pairings for tesselation polygons {8 — 4, 4}.

Keywords: Side-pairings. Graphs. Hyperbolic Geometry.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo descrever emparelhamentos de arestas para
poligonos hiperbélicos, associados a grafos regulares. E conhecido na literatura que o
emparelhamento de arestas de um poligono hiperbdlico determina um grupo discreto
I, de isometrias do espago hiperbélico H?, também denominado grupo Fuchsiano. A
acdo de tal grupo tessela o espago hiperbdlico e sob determinadas condic¢des, o espago
orbital ]HTZ é uma superficie compacta e orientdvel.

Iniciamos descrevendo, no Capitulo(ljaspectos topoldgicos das superficies com-
pactas, onde apresentamos os conceitos de Espago Topolégico, Variedades e Estruturas
Simpliciais. Nesse contexto, damos atengado especial a Topologia Quociente e aos espa-
¢os quocientes, tratados na Sec¢do

No Capitulo2|apresentamos o Modelos de Lobachevski e o Modelo de Poincaré
para a Geometria Hiperbodlica. Fazemos também uma breve discussdo sobre o grupo
de isometrias do Espaco Hiperbdlico e damos um destaque especial aos subgrupos
discretos de isometrias, conhecidos na literatura como Grupos Fuchsianos. Os conceitos
tratados no capitulo culminam no teorema de Poincaré para poligonos.

No Capitulo 3} apresentamos as defini¢des bésicas e classes especiais de grafos.
Fazemos o estudo de grafos em superficies e sistemas de rotagdes para grafos. Esses
conceitos serdo as principais ferramentas para a construgdo dos emparelhamentos.

No Capitulo [}, apresentamos nossa contribuigéo a qual fazemos uso dos con-
ceitos da Teoria de Grafos para determinar emparelhamentos de aresta para poligonos
regulares com 8, 10 e 12 arestas e emparelhamentos generalizados. Primeiramente, na
Secdo 4.1 utilizamos o método do mergulho de grafos em superficies para determinar
todos os emparelhamentos para Ps, P1y € P12. Esse método foi utilizado em [13] para
determinar os possiveis padrdes de emparelhamento para um poligono hiperbdlico
com dezoito arestas. Salientamos que em [8] e em [23] sdo apresentados alguns desses
emparelhamentos.

Ja na Secdo 4.2 construimos emparelhamentos generalizados para poligonos da
tesselacdo hiperbdlica {8g — 4,4} associados a grafos 4-regulares. Em [23] sdo apresen-

tados alguns emparelhamentos generalizados para poligonos dessa tesselacdo. Aqui
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construimos novos emparelhamentos generalizados estabelecidos por meio da exten-

sdo de grafos 4-regulares.
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Capitulo 1
Topologia das Superficies

Neste capitulo descreveremos aspectos bésicos da teoria das superficies. Nos
baseamos, principalmente, nas obras [15], [16],[18], [19] e [20]. para este tratamento

topolégico.

1.1 Espaco Topolégico e Variedades

Nesta segdo descreveremos aspectos relacionados a espagos topolégicos e defi-

nimos variedades topoldgicas. Iniciemos definindo um espago Topolégico.

Definic¢do 1.1 (Espaco Topolégico). Seja X é um conjunto ndo vazio, uma topologia em X é

uma colegdo T de subconjuntos de X satisfazendo as sequintes condigoes:

1. X e 0 sio elementos de t;

2. téfechado sob a intersegio finita. Ou seja, se Uy, Us, . .., U, estdo em T, entdo a intersegdo
UyNnU,N...NnU, estd em T;

3. T é fechado sob a unido arbitrdria. Ou seja, se (Uy)yea € uma familia (finita ou infinita)

de elementos de T, entdo a uniido Uyca U, estd em T.

Um par (X, t), constituido de um conjunto X nio vazio e uma topologia t sobre X é denominado

Espago Topolégico.

Sendo X um conjunto dotado de uma topologia 7 diremos que os elementos de
X sdo seus pontos e os subconjuntos de X que compdem a topologia 7 sdo chamados
de subconjuntos abertos de X. Diremos que uma topologia 7; é mais fina que uma
topologia 7, se, T1 D T, ou seja, cada conjunto da colec¢do 7, é também um conjunto da
colecdo t;.

Com essas observagdes podemos expressar as trés condigdes da Definicao[I.1|da

seguinte forma:
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e X e () sdo abertos de X;

e A interse¢do de uma familia finita de subconjuntos abertos de X é também um

subconjunto aberto de X;

e A unido arbitrdria de conjuntos abertos de X é também um conjunto aberto de X.

Dizemos que um subconjunto Y, aberto de X, é uma vizinhanga aberta de um
ponto p € X se p € Y. De modo andlogo dizemos que Y é vizinhanca aberta de um
subconjunto Kse K C Y.

Além da nogdo de conjunto aberto, outro tipo de conjunto que desempenha
papel relevante em um Espaco Topolégico sdo os conjuntos fechados. Se X é um Espaco
Topolégico, um subconjunto F é dito subconjunto fechado de X se seu complementar
X\ F é um subconjunto aberto de X.

Segue da definigdo de Espaco Topolégico as seguintes propriedades:

e X e () sdo subconjuntos fechados de X;

e Aintersecdo arbitraria de subconjuntos fechados de X é um subconjunto fechado
de X;

e A unido finita de subconjuntos fechados de X é um subconjunto fechado de X.

Uma topologia de um conjunto X pode ser definida descrevendo a colegdo
de seus subconjuntos fechados, desde que ela satisfaca as trés condi¢des acima, pois
os conjuntos abertos do Espaco X sdo exatamente os complementares dos conjuntos
fechados de X.

Suponhamos que X seja um Espago Topolédgico e Y um subconjunto de X. Defi-

nimos o Fecho de Y em X, denotado como Y, por;
Y = ﬂ{BQXlBQYeBéfeChadoemX}.
Definimos o interior de Y em X, denotado por Int Y, como;
IntY = U{D CX|DCcC YeDéabertoemX}.

Segue das propriedades dos conjuntos abertos em um espacgo topolégico que Int Y é
um subconjunto aberto do espago. Decorre das propriedades dos conjuntos fechados
que Y é um subconjunto fechado do espago. O exterior de um subconjunto Y, denotado
por Ext Y, de um espaco topolégico X é o conjunto Ext Y = X \ Y e a fronteira de Y,
denotado por dY é o conjunto dY = X \ (Int Y U Ext Y).
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Se A e B sdo espagos topoldgicos, uma aplicagdo ¢ : A — B é dita continua
se para cada subconjunto aberto U C B, a pré-imagem ¢ '(U) for um aberto de A.
A continuidade de aplicagdes entre espacos topoldgicos também pode ser caracteri-
zada pela pré-imagem de conjuntos fechados. A seguinte proposi¢do fundamenta esta

caracterizacao.

Proposicao 1.1. Uma aplicagio entre espagos topolégicos é continua se e somente se, a pré-

imagem de cada subconjunto fechado for também um subconjunto fechado.

Um homeomorfismo entre dois espagos topoldgicos é uma aplicagdo bijetiva,
continua e cuja a inversa é também continua. Dados dois espagos topolégicos X e Y
tais que existe homeomorfismo ¢ : X — Y dizemos que X é homeomorfo a Y ou que
X e Y sdo topologicamente equivalentes.

Uma colegdo A de subconjuntos abertos de um espago X é dita uma cobertura

aberta de X (ou cobrindo X), se a unido dos elementos de A é igual a X.

Definicao 1.2. Um espaco X é dito compacto se toda cobertura aberta de X admitir uma
subcobertura finita de X.

Um espago topolégico X é dito ser Espaco de Hausdorff se para quaisquer dois
de seus pontos p; e p,, existir vizinhanga U; de p; e U, de p, com U; NU, = 0. A
condicdo de ser Hausdorff diz a grosso modo que quaisquer dois pontos desse espaco
podem ser separados por conjuntos abertos.

Uma base para uma topologia em um conjunto X é uma cole¢do 8 de subcon-
juntos abertos de X, chamados de elementos bésicos, que satisfaz a seguinte condigdo:
todo subconjuntos aberto A C X se exprime como a unido de elementos basicos de
8.

Se B satisfaz esta condicdo, definimos a topologia T gerada por 8 da seguinte
maneira: um subconjunto U de X é dito aberto em X se para cada x € U, existir um
elemento basico B € Btal que x € Be B C U. Se existir uma correspondéncia biunivoca

Y : 8 — L C N diremos que B é uma base enumeravel.

Definicao 1.3. Um espaco topoldgico M é dito ser localmente Euclidiano de dimensdo n se todo

ponto de M possuir vizinhanga em M, homeomorfa a um subconjunto aberto de R".

A seguinte proposi¢do nos permite substituir os conjuntos abertos da definigdo

acima por bolas abertas em R".

Proposicao 1.2. Um espago topolégico M é localmente Euclidiano se, e somente se, uma das

duas condigdes abaixo é satisfeitas.

(a) Cada ponto de M possui uma vizinhanga homeomorfa a uma bola aberta em IR".
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(b) Cada ponto de M possui vizinhanga homeomorfa a R".

Defini¢ao 1.4. Uma variedade topoldgica n-dimensional M é um espago topoldgico de Hausdorff

localmente euclidiano com base enumerdvel.

Diremos a partir daqui que uma 1-variedade C é uma curva e uma 2-variedade S
(ou variedade bidimensional) é uma superficie. =~ Um exemplo de variedade
n-dimensional é o espaco euclidiano R". A esfera $* = {x € R® | |lx]| = 1} é um
exemplo de superficie. A seguinte proposi¢do nos permite citar mais exemplos de

variedades a partir de uma variedade conhecida.
Proposic¢ao 1.3. Cada subconjunto aberto de uma n-variedade é também uma n-variedade.

Uma variedade n-dimensional com bordo é um Espaco topolégico de Haus-
dorff, com base enumerdvel, tal que cada ponto tem vizinhanca homeomorfa a um
subconjunto aberto de R" ou ao subconjunto aberto de H" = {(x1,...,x,) € R" | x,, 2 0},
considerando H" como um espaco topolégico com a topologia Euclidiana. O bordo
de uma n-variedade é o conjuntos de todos os seus pontos que tém vizinhanga home-
omorfa a H". Notemos que uma n-variedade com bordo satisfaz a Definicao [1.4|se e
somente se, seu bordo é vazio. Como exemplo de uma variedade bidimensional com

bordo, citamos a faixa de Mobius.

Figura 1.1: Faixa de Mobius.

Entendemos por superficie fechada, uma superficie compacta cujo o bordo é

vazio, tal como a Esfera S?, o Toro e a Garrafa de Klein.

1.2 Estruturas Simpliciais

Nessa secdo trataremos das estruturas bdsicas que utilizaremos para tratar su-

perficies. Os conceitos aqui apresentados podem se consultados pelo leitor em [15],

[16] ou [19].



16

1.2.1 Simplexos em R"

Consideremos W = {vy, ..., v} um subconjunto de ponto do espago Euclidiano
R". Diremos que os pontos de W sdo geometricamente independentes (ou de maneira

abreviada, independentes) se o conjunto {v; -7y, ..., Uxr—0p} é linearmente independente.

Definicao 1.5. Seja W = {vy, ..., vx} um subconjunto de k + 1 pontos do espago Euclidiano
R", independentes. O k-simplexo, denotado por sy = (vy,...,x), é 0 conjunto de todas as

combinagdes convexas dos pontos de W. Ou seja,

k k
SkZ{Zti'0i|tiZO€ ZUZ‘=1},
i=0

i=0

com a topologia herdada do espago Euclidiano R". Para cada ponto x = Zf:o ti-v; € 8, 0S
niimeros t; sdo chamados coordenadas baricéntricas de x com respeito a vy, ..., v,. Cada ponto

v; é chamado vértice do simplexo. O niimero k é dito a dimensdo do simplexo.

Um k-simplexo geométrico é o menor invélucro convexo (fecho convexo) de k+1
pontos (ou vértices) independentes no espago Euclidiano R".

Seja W = {oy, ..., v} um subconjunto de pontos independentes de R" e s, =
(v, ..., vr) 0 k-simplexo gerado por W. Cada simplexo gerado por um subconjunto ndo-
vazio de W é denominado uma face do simplexo s¢. Os 0-simplexos sdo denominados
vértices de s, e correspondem a cada v;, os 1-simplexos sdo denominados arestas de s;
e 0s k — 1-simplexos sdo denominados faces de fronteira. Cada face de dimensdo d < k
¢ denominada face prépria do simplexo s;. A unido de todas as faces préprias de um
simplexo é denominado bordo do simplexo e serd denotado por d(si). O interior de s
é o conjunto Int s, = si \ d(s¢).

A seguinte proposicdo formaliza algumas propriedades dos simplexos.

Proposicao 1.4. Seja si o simplexo determinado pelo conjunto de pontos geometricamente
independentes {vy, ..., vr}. Se x € s, denotemos suas coordenadas baricéntricas por {t;(x)}, que
sdo determinadas unicamente pelas condi¢oes x = Zf:o ti-a;e Zf:o t; = 1. Entdo as sequintes

propriedades seguem:
a) As coordenadas baricéntricas t;(x), com respeito a vy, ..., Uy, sdo fungdes continuas de x.
(a) A denadas b t t t t d

(b) sk éaunido de todos os segmentos de reta ligando vy a pontos do simplexo s = (v, ..., Un)

e quaisquer dois desses segmentos se intersectam somente no ponto vy.

(c) sk é um subconjunto compacto e convexo de R" e é igual a intersecdo de todos os subcon-

juntos convexos de R" contendo vy, . . ., V.
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(d) Dado um simplexo s, = (v, ..., v¢) = {co,...,Ck), entio {vy,..., vk} = {co,...,ck}. Em
outros termos, exite um e, somente um conjunto geometricamente independentes que gera

Sk.

(e) Int sy é um subconjunto convexo e aberto no plano P e seu fecho é s,. Além disso, Int s

é igqual a unido de todos os segmentos de reta abertos ligando vy pontos do interior de

S ={0V1,..., ).

(f) Existe um homeomorfismo de sy com a bola unitdria B* que leva d(sy) sobre a esfera unitdria
Sn—l

Exemplo 1.1. Consideremos W = {vy, v1,v2, 03} em R3® onde vy = (0,0,0), v; = (0,0,1),
v, = (0,1,0) e v3 = (1,0,0) e o simplexo gerado por W. Temos um simplexo de dimensdo
3: (v, v1,02,03), 0 simplexo gerado por W. Quatro complexos de dimensdo 2: (v, v1,02),
(vo,01,03), (U0, V2,V3) € (V1,02,03). Seis simplexos de dimensio 1: vy, v1), {Vo, V2), {Vo, V3),

(v1,02), {v1,V3) € V2, v3). Quatro simplexos de dimensio 0: (vy), (v1), (vV2) € (V).

U1

Vo

U2

U3

Figura 1.2: Representagdo geométrica do Exemplo[L.1]

1.2.2 Complexos Simpliciais

Defini¢ao 1.6. Um Complexo Simplicial Geométrico K é uma colegio de simplexos que

satisfaz as sequintes condigoes:
(a) Cada face de um simplexo em K também estd em K;
(b) A intercessdo de dois simplexos é um simplexo de K.

Uma subcolegdo de um complexo K que satisfaz a Definigdo [1.6] ¢ chamado

um subcomplexo de K. Um subcomplexo que é a cole¢do de todos os simplexos de
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dimensao no méximo p é denominado p-complexo ou p-esqueleto de K e serd denotado

por K®. Um complexo K é finito se possui quantidade finita de simplexos.

Figura 1.3: Complexo simplicial geométrico em IR?.

Consideremos K um complexo simplicial geométrico e |K| = | J,x s, 0 subcon-
junto de R", unido de todos os simplexos de K. Dando a cada simplexo s a topologia
herdada de IR", definimos uma topologia 7 para |K| afirmando que um subconjunto A
de |K]| é fechado de |K]| se e somente se ANs é fechado em s para cada s € K. O espago |K]
com a topologia 7 é chamado de espago subjacente de K, ou o politopo de K ou poliedro
de K.

De acordo com [19], a topologia 7 definida acima é mais fina que a topologia de
IK|, herdada como subespago de R". De fato, se F é fechado em |K| com a topologia de
subespaco, entdo F = A N |K]| para algum conjunto A fechado em R". Segue entdo que
A Ns é fechado em s para cada simplexo s em K e assim F = A N [K| é fechado em |K]
pela topologia 7.

As duas topologias de |K|, T e a topologia herdada como subespaco de R",
coincidem quando K é finito. Com efeito, suponhamos K finito e F C |K]| fechado.
Entdo, F N's é fechado em s e em R"” para cada s € K. Como F é a unido finita de

conjuntos F N s e o conjunto F é fechado em R".

Proposicao 1.5. Uma aplicagio f : |K| — X é continua se, e somente se, a restrigio de f a

cada simplexo s € K é continua.

Se f é continua, entdo a restri¢do f|; de f a cada simplexo s € K é continua uma
vez que cada simplexo s é um subespaco de K. Reciprocamente, suponha cada mapa
fls continuo. Se F é fechado em X, entdo f'(F) Ns = (fls)"*(F) é fechado em s pela
continuidade de fl;. Portanto f é continua pela Proposicdo

Agora apresentaremos uma defini¢do que nos fornecera argumento para a demonstra-

cdo da Proposicao (1.6

Definicdo 1.7. Se x é um ponto de um poliedro |K|, x é interior a exatamente um simplexo s de

K, cujos os vértices sdo v4,...,v,. Entdo, x = Z?:o ti-v,ondet; >0e Y ot =1 Sevéum
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vértice arbitrdrio de K, definimos a coordenada baricéntrica t,(x) de x com respeito a v por:

0, sev+#uv;
tv(x) =
ti, sev=u,.

para algum i.

Para v fixado, a funcdo t,(x) é continua quando restrita a um simplexo fixado s,
uma vez que f,(x) = 0 ou igual a coordenada baricéntrica de x com respeito ao vértice
v de s, no sentido da Defini¢do[1.5 Portanto f,(x) é continua pela Proposigdo

Proposicdo 1.6. |K| é Hausdorff.

Suponhamos xy # x; em |K]|, entdo existe pelo menos um vértice v tal que
ty(x0) # ty(x1). Tomando r > 0 entre um desses nimeros, digamos t,(xy), teremos que
os conjuntos {x | t,(x) < r} e {x | t,(x) > r} sdo subconjuntos abertos disjuntos que

satisfazem a condicdo de Hausdorff.
|

Proposic¢do 1.7. Seja K e L complexos e f : K© — LO uma aplicagdo. Suponha que sempre
que os vértices vy, . .., v, de K geram um simplexo de K, os pontos f(vp), ..., f(v,) sdo os vértices
de um simplexo de L. Entdo f pode ser estendido como um mapa continuo g : |K| — |L| tal

que:
x= ) tveo g() = Y b f(0).
i=0 i=0
Chamamos g mapa simplicial (linear) induzido pelo mapa de vértices f.

Proposigao 1.8. Suponhamos f : KO — LO wuma correspondéncia tal que os vértices
Vo, ..., Uy SA0 Vértices de um simplexo em K se, e somente se, f(vg),..., f(v,) geram um

simplexo de L. Entdo o mapa simplicial induzido g : |K| — |L| é um homeomorfismo.
Diremos que g € um homeomorfismo simplicial, ou isomorfismo entre K e L.

Definicao 1.8. Um espaco C é dito uma célula (fechada) de dimensdo n se é homeomorfo ao
disco n-dimensional D" = {x € R" | ||x|| < 1}. C é dito ser uma célula aberta se é homeomorfo a
Int D".

Uma célula é uma estrutura mais geral que um simplexo. Notemos que um

simplexo de dimensao 7 é uma célula de dimenséao n.

Definicao 1.9. Um Complexo Celular (ou complexo CW) é um espago topoldgico X e uma

colegdo finita {C,}aer, de células abertas disjuntas, cuja unido é X, tal que:
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(a) X é Hausdorff;

(b) Para cada n-célula aberta C, da colegio, existe uma aplicagdo continua f, : D" — X que
mapeia homeomorficamente Int D" sobre C,, e mapeia D" em uma unido finita de células

abertas, cada uma de dimensdo menor que n.

(c) Um conjunto F é fechado em X se, e somente se, F N C, é fechado em C,,, para cada a.

Segundo [19], a condicdo de finitude da parte (b) é denominada pelo termo em
inglés closure-finiteness, atribuido por J. H. C. Whitehead. A condigdo (c) expressa
o fato de que o espaco X tem o que J. H. C. Whitehead chamou de weak topology,
relativa a colecao {Ea}aeL. Esses termos dédo origem as letras C e W que compde termo
em inglés CW complexes, cuja tradugdo para o portugués é Complexos CW. A colecdo
{Cs}acr € denominada decomposicao celular do espago X ou CW-decomposigao de X.

O poliedro de complexo simplicial é evidentemente um complexo celular.

Definicao 1.10. Uma triangulacio de um espago topolégico X é um homeomorfismo h do
poliedro de um complexo simplicial K sobre X, se existir. Caso exista tal homeomorfismo h

dizemos que X é trianguldvel.

A triangulagdo de um espaco X determina um decomposi¢do celular de X.
A imagem de cada 2-simplexo é dita um tridngulo da triangulagdo e a imagem de
cada 1-simplexo e 0-simplexo sdo ditas arestas e vértices. Um espacgo X pode admitir
triangulacdes distintas. Feitas estas observagdes, enunciamos o seguinte resultado,

provado por Tibor Radé em 1925.

Teorema 1.9 (Triangulagdo de Superficies). Toda superficie é homeomorfa ao poliedro de
algum complexo simplicial bidimensional, de modo que cada 1-simplexo é aresta de exatamente

dois simplexos.

1.2.3 Complexos Simpliciais Abstratos

Definicao 1.11. Um Complexo Simplicial Abstrato é uma colegdo S de conjuntos nio vazios
finitos, tal que, se A é um elemento de S, entdo cada subconjunto nio vazio de A também

pertencea S.

Cadaelemento A € S échamado simplexo abstrato de S. Definimos a dimensao
de A, denotada por dim (A), como a maior dimensdo de um seus subconjuntos, tomado
dentre todos seus subconjuntos ndo vazios, dada por dim(A) = #A — 1, onde #A é a
cardinalidade de A. Os subconjuntos nao vazios de A sdo chamados faces de A.

A dimensdo de S é a maior dimensdo de um de seus simplexos e infinito, se ndo

tem uma tal maior dimensdo. O conjunto V dos vértices de S é a unido de todos os
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subconjuntos unitdrios de S. Nao faremos distin¢do entre o vértice v € V e o 0-simplexo
abstrato {v} € S.

Exemplo 1.2. Consideremos a colegio;

S = {{all az, ﬂ3}, {a2/ as, 114}, {all 112}, {all a3}l {aZI 03}, {a2/ ﬂ4}, {aBI a4}/ {a4l 05}, {a5/ a6}/

{ae, a7}, 1ae, as}, (a1}, {ax}, {as}, {aa}, {as), {ae}, {az}, {ﬂs}}~

Pela definigio S é um complexo simplicial abstrato tal que dim(S) = 2.

Notemos que S é um subconjunto do conjunto P, das partesde V = {ay, ..., as}.
De modo mais geral, um Complexo Simplial Abstrato é um par (V,C), onde V é um
conjunto finito ndo vazio e C é uma cole¢do de subconjuntos finitos e ndo vazios de V
de modo que a unido dos elementos de C é V e cada subconjunto de um membro de C
é também um membro de C.

Dois Complexos Simpliciais Abstratos S e S’ sdo ditos isomorfos se existe uma
correspondéncia biunivoca f, entre o conjunto de vértices V de S e o conjunto de

vértices V' de &' tal que, {vy, ..., v,} € S se, e somente se, {f(v), ..., f(vy)} €S-

Definigao 1.12. Seja K um complexo simplicial geométrico e V seu conjunto de vértices.
Definamos K a colegdo de todos os subconjuntos {vy, ..., v,} de V tal que os vértices vy, ..., v,

geram algum simplexo de K. A colegio K é chamada esquema de vértices de K.

Notemos que das Defini¢des(1.6]e conclui-se que K é um Complexo Simpli-
cial Abstrato.

O seguinte teorema deixa essa afirmacdo mais precisa.

Teorema 1.10. (a) Todo Complexo Simplicial Abstrato S é isomorfo ao esquema de vértice

de algum complexo simplicial K.

(b) Dois complexos simpliciais geométricos sio lineamente isomorfos se, e somente se, seus

esquemas de vértices sdo isomorfos como complexos simpliciais abstratos.

Defini¢ao 1.13. Se um complexo simplicial S é isomorfo ao esquema de vértices de um complexo
simplicial geométrico K, dizemos que K é uma realiza¢do geométrica de S. Esta realizagio é

determinada unicamente por um isomorfismo linear.

O complexo da Figura [1.3|é uma realizacdo geométrica do complexo simplicial
abstrato do Exemplo
Notemos que pela parte (b) do Teorema se dois complexos simpliciais

abstratos S; e S, sdo isomorfos, suas realiza¢des geométricas K; e K5, respectivamente,
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também sio isomorfas e pela Proposi¢ao[I.8|o poliedro de K; é homeomorfo ao poliedro
de K;.

Agora digamos que para dois complexos simpliciais K e L tenhamos |K| home-
omorfo a |[L|. Os complexos simpliciais abstratos associados a K e L sdo isomorfos? A
resposta é ndo! Através da operacdo de subdivisdo, que definimos a seguir, é possivel

construir exemplos que corroboram esta afirmagéao.

Definic¢do 1.14. Se K é um complexo simplicial, uma subdivisdo de K é um complexo simplicial
K’ tal que, cada simplexo de K’ estd contido em um simplexo de K e cada simplexo de K é a unido

de simplexos de K'.

Segue que |[K| = |K’|. Notemos ainda que K ndo é isomorfo qualquer uma de
suas subdivisdes ndo trivial, assim como seus complexos simpliciais abstratos associ-
ados. Dizemos que dois complexos simpliciais sio combinatériamente equivalentes
se eles tém uma subdivisdo comum. Segundo [12] e [16], Ernest Steinitz e Heinrich
Tietzeem conjecturaram em 1908 que se dois complexos simpliciais tém poliedros
homeomorfos eles sio combinatériamente equivalentes. Esta conjectura é conhecida
como Hauptvermutung, da Topologia Combinatéria. A conjectura segue para comple-
xos de dimensdo 2 e 3. Para complexos simpliciais de dimensdo d > 4 a conjectura ndo
procede.

Na Subsegédo anterior mencionamos que uma dada superficie trianguldvel pode
admitir mais de uma triangulacdo distinta. Uma questdo que se levanta é se existe
alguma relacdo entre os poliedros de duas determinadas triangula¢ées de uma mesma

superficie? Hauptvermutung garante que tais poliedros sio homeomorfos.

1.3 Topologia Quociente e Superficies Compactas

Na Subsecao definimos o objeto simplexo, bem como algumas de suas pro-
priedades e na Subsecdo uma estrutura constituida por estes objetos. Nesta secao
trataremos de propriedades das superficies compactas e orientdveis, e de representa-

¢Oes poligonais para estas. Comecemos descrevendo a topologia Quociente.

1.3.1 Topologia Quociente

Seja X um espago topoldgico e Y um conjunto ndo vazioe g : X — Y uma
aplicagdo sobrejetiva. Definimos uma topologia em Y declarando que um conjunto
U C Y é aberto se, e somente se, a sua pré-imagem q‘l(ll), é aberto em X. Esta

topologia é chamada topologia Quociente induzida pela aplicacdo g.
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Se X e Y sdo espagos topoldgicos, uma aplicagdo g : X — Y é chamada aplica¢ao
quociente se é sobrejetiva e a topologia de Y é a topologia quociente induzida pela
aplicacdo 4. Fica claro pela defini¢do que a aplicagdo quociente é continua uma vez
que, para cada aberto A C Y a pré-imagem g '(A) é aberto em X.

Seja X um espago topoldgico e ~ uma relacdo de equivaléncia em X. Denotemos
por [p] a classe de equivaléncia de p, para cada p € X e o conjunto das classes de

equivaléncia por X/ ~. Notemos que a colecdo X/ ~ é uma particao de X. Seja,

¢:X—>§

~

p — [p]

a projecdo candnica que associa cada elemento de X a sua classe de equivaléncia.
Entdo, X/ ~ juntamente com a topologia quociente induzida por ¢ é chamado Espaco
Quociente (ou Espaco de identificagcdo) de X pela relagdo de equivaléncia ~.

O espago quociente também pode ser definido explicitando uma dada partigdo
de X.

Exemplo 1.3 (Exemplo 3.49 de [16]). Consideremos I = [0,1] e o quadrado definido por
P = I X 1. Definamos a relagio de equivaléncia em P dada por, (x,0) ~ (x, 1), para todo x € I e

(0,y) ~ (1,y) para todo y € 1. O espago quociente resultante é homeomorfo ao toro T2.

&0 € O

Figura 1.4: Toro obtido pela topologia quociente.

Proposicao 1.11. Suponhamos P um espago topologico com base enumerdvel e M é um espago
quociente de P. Se M é localmente Euclidiano, entdo também tem base enumerdvel. Assim, se

M é localmente Euclidiano e Hausdorff, é portanto uma variedade.
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Teorema 1.12. Suponha que X e Y sio espagos topoldgicos e q : X — Y é um mapa quociente.
Para qualquer espago topolégico Z, um mapa f : Y — Z é continuo se e somente se a composicio

f o g é continua:

foq

N
T

<

Z

Este resultado segue imediatamente do fato de que para qualquer U C Z, f~1(U)
é aberto em Y se, e somente se ¢~ 1(f1(U)) = (f o g)"}(U) é aberto em X.

A teoria dos espagos quocientes nos permite construir novos espagos a partir de
outros por um processo denominado adjungao de espagos. Suponhamos X e Y espagos
topoldgicos, A um subespaco fechado de Y e f : A — X uma aplicag¢do continua. Seja
~ arelagdo de equivaléncia definida pora ~ f(a), paratodoa € A, sobre a unido disjunta

XITY. O espaco de adjuncao de X com Y é o espaco,

Xy
XUfY: .

~

A aplicagdo f é chamada aplica¢do de adjuncgao.

Exemplo 1.4 (Exemplo 3.78 — b de [16]). Consideremos A = $' C Bef:A— Ba

aplicagdo inclusdo. Entdo o espago de adjungdo B2 U 7 B2 ¢ homeomorfo a esfera $°.

1.3.2 Superficies Compactas

Nesta Subsecdo buscamos representar as superficies compactas por poligonos
(complexos celulares) através da identificagdo de lados (topologia quociente). Come-

cemos com a definicdo de superficie mencionada anteriormente.

Definicao 1.15. Uma superficie compacta é uma variedade topoldgica bidimensional S, com-

pacta.

Como exemplos de superficies compactas citamos o toro do Exemplo [L.3| e a
esfera5? do Exemplo[L.4] A adjuncio de espagos nos permite construir novas superficies
com a soma conexa de superficies. Dadas duas superficies compactas M e N, com
By € M e B, C N, abertos em M e N, respectivamente, os espagos M’ = M \ By e

N’ = N \ By sdo superficies com bordo dM’ e IN’, respectivamente, homeomorfos a
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S'. Se f : IM’ — JN’ é a aplicagdo de adjungdo, o espago M’ Uy N’, é chamado soma
conexa entre duas superficies compactas M e N e serd denotado por M#N.

Agora descreveremos outra forma de representar uma superficie, a representa-
¢do por regides poligonais, ja empregada anteriormente em exemplos. Um poligono é
um subconjunto de R* homeomorfo a $' e é a unido de 1-simplexos que se intersectam
somente em seus extremos. Os 0-simplexos sdo denominados vértices e os 1-simplexos
sdo chamados arestas. Uma regido poligonal (2-célula) é um subconjunto compacto IR?
cujo interior € homeomorfo a um disco aberto e seu bordo é um poligono.

Ressaltamos que a orientagdo de um segmento de reta no plano é uma ordenagao
de seus extremos. Dizemos que um segmento /; = [a,b] estd orientado de a para b, e
representamos este fato desenhando uma seta apontando no sentido de b. O ponto a é
dito ponto inicial e o ponto b ponto final. De forma paramétrica, [y = {x = (1—¢t)-a+t-b |
0<t<1}

Dado um segundo segmento [, = [c,d], orientado de c para d, definimos o mapa
linear positivo i : I; — I, que associa cada x = (1 —t)-a+t-b em [; ao ponto
h(x)=1—-1t)-c+t-deml.

Seja P uma regido poligonal no plano. Uma rotulac¢do de P é uma mapa do con-
junto de arestas de P sobre um conjunto S denominado conjunto de rétulos. Dada uma
orientagdo a cada aresta de P e uma rotulacdo, definimos uma relagdo de equivaléncia

em P da seguinte forma;
a) cada ponto em Int P é equivalente a si proprio;

b) dadas quaisquer duas arestas de P com mesmo rétulo e orientadas, tomemos /1 o
homeomorfismo linear positivo de uma aresta sobre a outra e defina cada ponto

x da primeira como equivalente ao ponto h(x) da segunda.

O espago quociente X obtido dessa relagdo de equivaléncia é dito ser obtido

colando as arestas de P de acordo com a rotulagao e a orientagdo das arestas.

Definic¢do 1.16. Seja P uma regido poligonal com vértices py, . .., pn com py = p,. Dando uma
orientagdo e uma rotulagdo das arestas de P, sejaay, . . ., a,, 0s rétulos distintos que sdo atribuidos
as arestas de P. Para cada k, deixe a;, ser o rétulo atribuido a aresta [px_1,pi], e seja €, = +1
ou —1 de acordo com a orientagio atribuida a esta aresta de py_, para py ou reverso. Entdo o
niimero de arestas de P, a orientagdo das arestas e a rotulagio sido completamente especificadas

pelo simbolo (ou palavra),

w = (a;,)"(a;,)? ... (a;,)".

Chamamos este simbolo de um esquema de rotulagem de comprimento n para

as arestas de P e é simplesmente uma sequéncia de rétulos com expoentes +1 ou —1. A



26

Definigao nos permite tratar a representacdo poligonal de um determinado espaco
X apenas com seu esquema de rotulagem, dispensando-se a representagdo geométrica.

Note que dado um esquema de rotulagem

w = (a;,)"(a,)? ... (a;,)"

podemos determinar uma regido poligonal em R* que tenha w como esquema de

rotulagem. Esta regido é denominada uma realizagdo geométrica de w.

p1 a Po

P2

SQ

p3

P1 a Po

P2

TQ

4

P2

]P)Q

a

Po

Figura 1.5: Rotula¢des do quadrado.

Na Figura acima temos trés rotulagdes para um quadrado, bem como uma
orientagdo de suas arestas. No primeiro, temos o esquema de rotulagem w; = aa~'bb™"
— 0 espaco quociente resultante ¢ homeomorfo a esfera $°. No segundo temos o simbolo
w, = aba™'b™! - 0 espago quociente resultante é homeomorfo ao toro T2 E no terceiro
quadrado, temos o simbolo w; = abab - o espago resultante é homeomorfo ao plano
projetivo P?.

Seja P uma regido poligonal em IR?, com vértices sucessivos po, p1,---,Pn = Po,
convencionamos estas disposi¢do no sentido anti-horario. Tome k de modo que que
1 < k < n—1econsideremos as regides P;, cujos os vértices sucessivos sdo po, pi, - - - , Pk, Po
e P, cujos vértices sdo po, px, - - ., Pn = Po- A aresta [p, px] € comum a essas duas regides.
Notemos que P é a unido dessas duas regides.

Aplicando uma translagdo apropriada t : Py — RR? obtemos uma regido P,
disjunta de P,, cujos vértices sdo t(po), t(p1), ..., t(px), t(po). Dizemos que P} e P, sé@o
obtidas por corte de P ao longo da aresta [py, pi]. A regido P é homeomorfa ao espago
quociente de P; e P, obtido colando a aresta orientada de p, para py de P, com a aresta
orientada de t(py) a t(px) de P}, de acordo com o mapa linear positivo. O processo
inverso também pode ser realizado, ou seja, dadas regides Q; e Q, disjuntas, podemos

obter uma regido poligonal homeomorfa ao espago quociente de Q; e Q, colando uma
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aresta orientada [po, pr] de Q; a aresta orientada [qy, gi] pelo mapa linear positivo.

t(ps) t(pa)
P3 P2 t(p4) t(p1)
P4 P1 P4

t(po)

ps = D5
E Po = P10 ? Po = P1o

Pe Ps Dy

pr Ds pr bs
Figura 1.6: Corte de P.

Dado um ntimero finito de regides poligonais disjuntas, com uma orientagao
e rotulagdo das arestas de cada regido, podemos obter o espago quociente da mesma
forma a empregada a uma tnica regido.

Suponhamos que se tenha uma colecdo finita de regides poligonais disjuntas
Py,P,,...,P, e esquema de rotulagem w;, w,, ..., w,, onde w; é o esquema de rotula-
gem das arestas de P; e X o espaco quociente obtido desse esquema de rotulagem.
Cortando P; ao longo da aresta [po, px], orientada de py para pir, obtemos n + 1 re-
gides Q1,Qy, P, ..., Py, onde Q; corresponde a traslagdo da regido determinada pelas
sequéncia de vértices py, ..., Pk, po. Indicamos a colagem de Q; com Q,, atribuindo um
rétulo, distinto dos presentes em cada w; (digamos d) a aresta [p, px], com expoente
+1. Atribuimos este mesmo rétulo a aresta [t(po), t(pr)] de Q1, mas com expoente —1.
Dessa forma obtemos um esquema de rotulagem para Q; e outro para Q,. Com efeito,
suponhamos w; = Y1y, onde y; é a lista dos k primeiros termos de w; e vy, os demais
termos de w;. Dessa forma constroi-se os esquemas de rotulagem w} = y;d™" de Q; e
wi =d™y, de Q,.

Obtemos o espago X dessas regides com estes esquemas de rotulagem uma
vez que a composicdo de mapas quocientes é também mapa quociente. Em outras
palavras o espago obtido pelo quociente ndo depende da escolha de se colar as arestas
[po, pr] e [t(po), t(pk)] primeiro para sé depois colar as demais ou a escolha de tomar
a colagem simultanea das arestas de cada regido. Cada regido é denominada face
da representacdo poligonal, as arestas e vértices da regido sdo denominadas arestas
e vértices da representagdo poligonal. Diremos que uma determinada representacdo
é de superficie fechada se cada rétulo ocorrer exatamente duas vezes no esquema de

rotulagem.
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a a
p1 Po t(p1) t(po) Do
d
b d b b d b
j2) a D3 tp2) P2 a ps
~ T? ~ TQ

Figura 1.7: Corte do quadrado.

No quadrado a esquerda da Figura temos o esquema de rotulagcdo w; =
aba~ b1 cujo espago quociente resultante ¢ homeomorfo ao toro T2. O triangulo Q; tem
sistema de rotulagdo w] = abd™' e o tridngulo Q, o sistema w? = da~'b~'. Note que cada
rétulo aparece duas vezes no esquema de rotulagem.

Agora apresentaremos algumas Opera¢des elementares sobre esquemas de
rotulagem que deixam o espago quociente resultante inalterado. As operacdo, aqui
citadas, podem ser consultadas com mais detalhes pelo leitor em [16], no capitulo 6 ou

em [20], no capitulo 12.

Definic¢do 1.17 (Operacoes Elementares). Seja wy, ..., w, um esquema de rotulagem e X o

espago quociente resultante. As sequintes operacoes sdo chamadas operagoes elementares.

(i) - Corte - Substituir o esquema w; = y,y, pelos esquemas w} = y;c~" e w? = cy, desde

que Y, e Y, tenha comprimento pelo menos 2 e ¢ ndo apareca em nenhum w;, 1 < j <n;

(ii) - Colagem - Se w; = yoc™ e wy = cyy, substituir w; e wy por wix = Y1y, desde que ¢ nio

apareca em nenhum w;j, 1 < j < n;

(iii) - Renomear - Substituir todas as ocorréncias de um dado rétulo por algum outro que nio
aparega em outro lugar no esquema. Substituir o expoente de todas as ocorréncias de um

dado rétulo a, esta operagio reverte a orientagio da aresta que recebe este rétulo;

(iv) - Permuta¢do - Substituir qualquer dos esquemas w; por uma permutagio ciclica de
seus termos. Esta operagio resulta na renumeragdo dos vértices da regido poligonal P;

correspondente ao esquema w;;

(v) - Reflexdo - Substituir o esquema w; = (a;)(a;,) ... (a;)" pelo esquema (w;)™! =
(ai,)~" ... (ay,)"(a;,)~'. Esta operagio consiste em "virar”a regido poligonal correspon-

dente a w; invertendo a ordem dos vértices e a orientacdo das arestas;

(vi) - Cancelamento - Se w; = yicc™'y,, substituir w; pelo esquema 1y, desde que ¢ nio

apareca em nenhum wj, 1 < j < ne yy e y, tenha comprimento pelo menos 2;
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(vii) - Desdobrar - Substituir o esquema w; = Y1y, pelo esquema yicc™ 'y, desde que o rétulo

¢ ndo apareca em nenhum w;, 1 < j < n.

A Figura ilustra como cada operagdo atua sobre o esquema de rotulagem

apresentado para o toro T?.

b b~ taba! b < s b

D3 Do P2

1

aba™b~

1

Po

P3

Po

3

bab~ta~

1

P1

P2

. D a :
1 c Po t(p1) t(po) o 2 a Do

cb~ e b

[

D2 D3 t(p2) p3

Figura 1.8: Operagdes elementares sobre o Toro.

Dizemos que dois esquema de rotulagem sdo equivalentes se um pode ser obtido

do outro por uma sequéncia de operagdes elementares.

Proposicao 1.13. Cada operagio elementar sobre uma representagio poligonal produz repre-

sentagdes topologicamente equivalentes.

Teorema 1.14. Seja X o espago obtido de uma colegio finita de regides poligonais colando arestas

de acordo com algum esquema de rotulagdo. Entdo X é um espago de Hausdorff compacto.

Com as operacdes elementares apresentadas na Defini¢ao[I.17]podemos caracte-
rizar a soma conexa de superficies compactas através de suas representa¢des poligonais
e exibir representagdo poligonal para a superficie resultante. Apresentemos a seguir

esta caracterizacdo para a soma conexa de toros.

Exemplo 1.5. Consideremos os esquema de rotulagem wy = a;bia;'b;' e wo = axbya;'b;?,
ambos com espago quociente associado homeomorfo ao toro T?. Definamos o esquema wz =
(a1b1a;' b ) (a2bya5'b, "), obtido concatenando os esquemas de rotulagem wy e w,. ws tem
como realizagdo geométrica uma regido poligonal octogonal. O espago quociente resultante é

homeomorfo a soma conexa T*#T? ( bi-toro).
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Note que aplicando a operagéo (vii) sobre w; obtemos, o esquema (a1b14; b, )ec ™ (a2b,a; ')

X (i 1_ “13-1\ . — 2 _ -1 “17-1y — 1
e pela operagéo (i), 0s esquemas w; = (a1b1a; b ")c = wic e w3 = ¢ (azbra; b ") = ¢~ wy.

a
p1 Po q b q0

-1
by aibiay by by by ashoay byt Y 02

3 q2 q3

a a,

D1 L

Po by L

b
! a

D
e a3

b no A T24T?

P Po 'y

&Q

ay
q2

D3 by 2
b3 by j 2

Figura 1.9: Obtencdo de uma representagdo poligonal para o bi-toro.

A seguinte proposicdo generaliza este procedimento.

Proposicao 1.15. Seja Sy e Sy superficies que admitem representagdes poligonais (com face
uinica) disjuntas P, e P, respetivamente. Suponhamos wy o esquema de rotulagem associado
a Py e wy 0 esquema de rotulagem associado a P,. Entdo ws = wiw,, obtido concatenando os
esquemas wy e wy, € o esquema de rotulagem de uma representagio poligonal da soma conexa
51#52.

Proposicao 1.16. Toda superficie compacta admite uma representagio poligonal.
Inspirados no Exemplo[I.5/e na Proposigao|[I.15|citamos a seguinte definicao.

Definicao 1.18. Uma superficie S que tem esquema de rotulagem de uma de suas representacoes

poligonais da forma,
w = (mbya; ' b7 ) (abaay b3y . (aybua, b))
é dita soma conexa de n copias do toro. Se S tem esquema de rotulagem associado da forma,
w = (m1b1)(@2b2) . . . (anbn),

S é dita soma conexa de n copias do plano projetivo.
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Teorema 1.17 (Classificagdo de Superficies Compactas). Cada superficies compacta conexa

é homeomorfa a um dos seguintes espagos:
a) aesfera 5%
b) a soma conexa de um ou mais cdpias do toro T?;
c¢) asoma conexa de um ou mais cpias do plano projetivo P2.

Aqui estamos assumindo o fato que essas trés classes de superficies sdo topolo-

gicamente distintas.

1.3.3 Caracteristica de Euler

Nesta Subsecdo apresentaremos a generalizacdo da férmula de Euler, assunto
presente nos curriculos da educagdo basica. Nesse contexto estuda-se que todo poliedro
convexo satisfaz a relacdo de Euler V— A + F = 2, onde V é o nimero de vértices, A é o
nimero de arestas e F o nimero de faces do poliedro.

No contexto dessa dissertagdo, um poliedro P C R® é uma superficie poliédrica
(complexo celular) que é o bordo de um conjunto aberto convexo de IR®. A relagdo de

Euler tem a seguinte generalizagdo para Complexos celulares.

Definic¢do 1.19. Se X é um complexo celular finito de dimensdo n, definimos a Caracteristica

de Euler, a qual denotamos por X(X), por,

X(X) =Y (=D,
k=0

onde ny é o niimero de células de dimensio k de X.

Proposicao 1.18 (Caracteristica de Euler de superficies compactas). A caracteristica de

Euler para uma superficie compacta S é,
(a) 2, se S é homeomorfa a esfera;
(b) 2 —2n, se S é homeomorfa a soma conexa de n toros;
(c) 2—n, se S é homeomorfa a soma conexa de n planos projetivos.

Cabe mencionarmos que a caracteristica de Euler é um invariante topolégico.
Para sermos mais precisos, se dois espagos X e Y sdo homeomorfos, entdo X(X) = X(Y).
Nao demonstraremos este fato, pois foge do objetivo dessa dissertacdo. Ressaltamos

que a reciproca desse resultado nao é verdadeira. A exemplo, segue da Proposicao[I.18]
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que se X é a soma conexa de k toros e Y a soma conexa de 2k planos projetivos, entao
X(X) = X(Y) mas pode-se demonstrar que X e Y sdo topologicamente distintos.

Um fato que distingue essas duas classes de superficies é a chamada orientabi-
lidade. Na verdade, as superficies fechadas podem ser classificadas em dois grupos —
das superficies orientdveis e das superficies ndo-orientdveis. Nao discutiremos nessa
dissertacdo com detalhes os aspectos tedricos referentes a esse assunto mas apresenta-

remos alguns pontos de interesse e relevancia a continuidade deste trabalho.

Definicao 1.20. Seja s, um simplexo (geométrico ou abstrato) de dimensido n < 0. Duas
ordenagdes no conjunto de vértices de s, sio ditas equivalentes se diferem uma da outra apenas
por uma permutagdo par. Dessa forma, as ordenagdes dos vértices de s, resultam em apenas duas
classes de equivaléncia denominadas orientagoes do simplexo s,. O simplexo s, é dito simplexo

orientado se é designada uma das orientagoes possiveis a este.

A orientagdo de um simplexo induz uma orientagdo para cada uma de suas

faces. Notemos ainda que um 0-simplexo possui somente uma orientagao.

Exemplo 1.6. Consideremos o complexo simplicial abstrato

S = {tv1, 02,03}, {01, 021, {01, 03}, {0, 03}, {01}, {02}, fo31),

que tem uma regido triangular como realizagdo geométrica. As ordenagdes dos vértices de

S podem ser organizadas em duas classes ci e ¢, de acordo com a Definigio Assim,
€1 = {(vlvzvg,), (020301), (030102)} ec, = {(010302), (030201), (7)20103)}

Na Figura o tridngulo da esquerda representa o simplexo S com a orientagao
c1 onde a orientacdo é representada com uma seta curva no sentido anti-horario. O

tridngulo da direita S com a orientagdo ¢, com seta curva indicando o sentido horério.

A orientac¢do induzida em cada aresta é indicada por uma seta.

(%] U1

O O

(%) U3 (%) 0:

Figura 1.10: Orienta¢6es de um 2-simplexo.

Seja K um complexo simplicial, dando a cada simplexo um orienta¢do obte-
mos um complexo orientado. Dizemos que um complexo tem orientacdo coerente se

quaisquer dois simplexos adjacentes induzem orientagdes opostas a sua face comum.
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01 U1
U4 Uy

O O

(%) U3 (%) U3

Figura 1.11: Complexos orientados.

Na Figura o complexo da esquerda tem orientagdo coerente enquanto o
complexo da direita ndo. Com a nog¢édo de orientagdo de simplexos citamos a seguinte

definicao.

Definicao 1.21. Uma superficie fechada S é dita orientdvel se todas suas triangulagdes admitem
uma orientagdo coerente. Se S nio admite triangulacio orientada coerentemente dizemos que S

é ndo orientduvel.

Como exemplo de superficies orientdveis temos a esfera 5%, o toro T? e a soma
conexa de n toros. Um exemplo cldssico de superficie ndo-orientavel é a faixa de
Mobius.

Para finalizar essa breve discussdo sobre orientabilidade apresentamos a se-
guinte proposicdo que nos permite estabelecer mais aspectos das superficies compactas.
A demostragdo dessa proposigdo pode ser consultada pelo leitor em [16]. Aqui estamos

assumindo que a soma conexa de um ou mais planos projetivos é ndo-orientavel.

Proposicao 1.19 (Proposicao 6.20 em [16]). Uma superficie compacta S é orientdvel se, e

somente se, é homeomorfa a esfera $* ou a soma conexa de um ou mais Toros.

Decorre da Proposicao juntamente com a Proposicao que superficies
compactas orientdveis S; e S, que possuam mesma caracteristica de Euler sdo ho-
meomorfas. Munidos dessa classificagdo de superficies fechadas em orientdveis e

nao-orientdveis definimos o género de uma superficie S.

Definicao 1.22 (Género de uma superficie fechada). O género de uma superficie fechada S

é,
(a) 0, S é homeomorfa a esfera $2 (orientdvel);
(b) n, se S é homeomorfa a soma conexa de n toros (orientdvel);

(c) n, se S é homeomorfa a soma conexa de n planos projetivos (ndo-orientdvel).
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Capitulo 2

Geometria Hiperbodlica

Neste capitulo descreveremos tépicos da Geometria Hiperbdlica essenciais ao
tratamento de superficies compactas e orientdveis de género g > 2, como espaco orbital
pela agdo de grupos de isometrias do espago hiperbélico. Para isso, trataremos dos
modelos euclidianos para a Geometria Hiperbolica — o modelo do semi-plano H? e o
modelo do disco de Poincaré ID?. Cabe observar que a Geometria Hiperboérica pode
ser desenvolvida sobre um conjunto de axiomas, assim como a Geometria Euclidiana

e que os modelos aqui citados sdo consistentes com essa construgdo axiomaética.

2.1 Transformagdes de Mobius

Para descrevermos os modelos para a Geometria Hiperbolica trabalharemos
com o plano complexos C = {z =a+b-i|a,b € R} o qual identificamos com o plano

Euclidiano R? = {x = (x1, x2) | x1, X2 € R} através da aplicacéo,

S: C — R?

‘ (2.1.1)
Z=X1+X -1 > x=(x1,X2)

e 0 plano complexo estendido € = C U {co} também conhecido com esfera de Riemann.
O subconjunto R = R U {oo}, eixo real estendido, é um circulo em C.
Convém descrevermos sobre C um conjunto de aplica¢des que serdo de nosso

interesse quanto ao estudo das isometrias hiperbdlicas.

Definicdo 2.1. Uma aplicacdo da forma

é chamada uma transformagdo linear fraciondria. Se a, b, c e d também satisfazem ad — bc # 0,
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entdo T(z) é chamada uma transformagio de Mobius.

Observemos que se T é uma transformacdo de Mdbius entdo a transformacao de
Mobius

satisfaz
T(T™'(2)) = T(T(2)) = z,

ou seja, T™! é a aplicagdo inversa de T. Além disso, se T e S sdo transformagoes de
Mobius, entdo T o S também é uma transformagdo de Mobius. Portanto o conjunto
de transformagdes de Mdbius constitui um grupo sob a operagdo de composicdo de
transformacoes.

Seja 6 € C um namero complexo ndo nulo e T uma transformacdo de Mobius

expressa por

entao,
6-(@-z+b) (6-a)-z+(6-D)

S-(c-z+d)  (0-¢)-z+(5-d)

o que evidencia que os coeficientes a, b, ¢ e d ndo sdo tnicos.

T(z) =

Pode-se considerar cada transformagdo de Mobius definida continuamente em
€ = C U o colocando T(co0) = g T(—%) =oosec # 0e T(c0) =00 caso c = 0. Verifica-se
que T mapeia C sobre C.

Dentre as transformagdes de Mobius destacamos as aplica¢des da forma T(z) =

z+b,b # 0 denominadas translacdo, D(z) = a - z chamada dilatacdo, R(z) = ¢ -

za
rotagdo e as transformacgoes da forma I(z) = % denominada a inversao.
Um fato relevante ao nosso estudo é que uma dada transformacgao de Mobius T,

diferente da identidade, possui no méximo dois pontos fixos. Com efeito, suponha

entdo z é raiz da equacao
c-Z2+d-a)-z-b=0

que possui no méaximo duas raizes. Agora suponha z1, z, e z3 trés pontos distintos em C
e T uma transformagdo de Mobius tal que T(z1) = w1, T(z2) = w e T(z3) = ws. Suponha

S uma outra transformacdo de Mobius com essa mesma propriedade. Dai,

(SloT)z)=2z1, (S oD)(z) =2, (S'oT)(zs) =2z,
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ou seja, z1, 2, € z3 sd0 pontos fixos da transformagdo S~ o T. Assim, S7! o T deve ser

a transformacao identidade e dai T = S. Portanto uma transformacao de Mobius é

unicamente determinada por sua agio em quaisquer trés pontos distintos em C.
Agora consideraremos zy, z3 e z4 pontos distintos em C. Definamos R : C — C

por,

zZ—Z
R(z) = 2, sezy = o0
Z— Z4

Zyr — Z
R(z) = 2 24, se z3 = 00;

Z—Z4
Z—1Z3

R(z) = , 5@ Z4 = 00;
27 —Z3

zZ—Z3
Z—Z4
2223
Z2—2Z4

Em todos os casos R(zp) = 1, R(z3) = 0 e R(z4) = o0 e R é a tnica transformacao

R(z) = , Se zy,23,24 € C.

com essa propriedade.

Motivados por essa observagdo, passemos a seguinte defini¢do.

Definicdo 2.2 (Razdo Cruzada). Seja z;, € C entdo (z1, 2, 23,24), a Razdo Cruzada de z1, z,
z3 e zy , éaimagem de z; sob a vinica transformagdo de Mobius T que mapeia z, sobre 1, z3 sobre

0 e z4 sobre oo.

Uma das propriedades da razdo cruzada é que ela é invariante sob a acdo de

transformacgdes de Mobius como mostrado na seguinte proposigao.

Proposicao 2.1. Se zy, z3 e z4 sdo pontos distintos em CeTéuma transformagio de Mobius
qualquer entdo,

(le 23,23, 24) = (T(Zl)/ T(ZZ)/ T(Z3)/ T(Z4))/
pam L]uﬂlquer Ponto Z1.

Suponha R(z) = (z,2»,23,24) a Unica transformacdo de Mobius que mapeia z,
sobre 1, z3 sobre 0 e z; sobre co. Se M = R o T~! entdo M(T(z,)) = 1, M(T(z3)) = O e
M(T(z4)) = oo, portanto,

M(z) = Ro T7'(2) = (z, T(z2), T(23), T(z4))

para todo z € C. Em particular se z = T(z;) e assim o resultado segue.
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Com a Proposigdo 2.1 temos ferramentas para mostrar a seguinte proposicao.

Proposicdo 2.2. Se z,, z3 e z4 sdo pontos distintos em C e wy, wy e wy sido também pontos
distintos de C, entdo existe uma, e somente uma, transformagio de Mobius T tal que T(zp) = wo,

T(z3) = ws e T(z4) = wy.

Seja R(z) = (z,22,23,24) € S(z) = (z,wy, w3, wy), entdo tomando T = S'o R é
tal que, T(z2) = wy, T(z3) = ws e T(z4) = wy. Para mostrar a unicidade, suponha
K outra transformagcdo tal que, K(z;) = w,, K(z3) = w3 e K(z4) = ws. Dessa forma,
(Ko T)(z2) = 22, (K10 T)(23) = z3 € (K1 0 T)(24) = 24, ou seja, K™ o T possui trés pontos

fixos. Dai, K™ o T = I;, onde I; é a transformacao identidade. Portanto, K = T.
|

Em outros termos, a Proposicao 2.2} nos diz que a agao do grupo de transforma-
¢oes de Mobius é transitiva no conjunto de triplas de pontos distintos de C.

Agora enunciamos uma proposicdo que nos servird de ferramenta na demos-
tracdo do Teorema Omitiremos sua demostragdo a qual pode ser consultada pelo

leitor em [5]].

Proposicao 2.3. Sejam z1, zo, z3 € z4 quatro pontos distintos em C. Entdo (z1,z2,23,24) é um

niimero real se, e somente se, estes quatro pontos estdo sobre um mesmo circulo.
Com esse resultado em méaos enunciamos e mostramos o Teorema
Teorema 2.4. Toda transformagio de Mobius leva circulos em circulos.

Seja C um circulo em C e T uma transformacio de Mébius genérica. Tome z,, z3
e z4 trés pontos distintos de C. Sejam w, = T(z), w3 = T(z3) e wy = T(z4). Note que w,,
w3 e wy determinam um um circulo C’ em €. Afirmamos que T(C) = C’". Com efeito,
pela Proposicao 2.1

(2,22, 23, 24) = (T(2), wo, W3, Wy).

Agora pela Proposigao ambos os lados da igualdade sdo ntimeros reais. Portanto
T(z) € C"eassim T(C) = C'.

Destacamos que dados dois circulos C e C" em C, existe uma transformacao de Mobius
T que mapeia C sobre C’. A existéncia de T ndo é tnica uma vez que pode-se tomar
quaisquer trés potos distintos em C de modo a mapeé-los sobre quaisquer trés pontos

distintos em C’. No entanto, fixados trés pontos distintos, z,, z3 e z4 em C e trés pontos
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distintos w,, w; e wy em C’, se especificarmos previamente T(z;) = wy, T(z3) = ws,
T(z4) = w4 a transformagdo T é tnica em decorréncia da Proposicado
Finalizamos essa Subse¢do descrevendo condigdes necessdrias e suficientes para

que uma dada transformagado de Mdobius T, seja de tal sorte que T(R) = R.

Proposicio 2.5. Seja T uma transformacdo de Mobius, entdo para que T(R) = R é necessdrio

e suficiente que se possa determinar niimeros reais 11, 1, 13 € 14 tais que,

r1-z+71

T(z) = .
(Z) r3:-zZ+ 1y

Suponha, T(IR) =R Sejam kj, k3 e ky nimeros reais distintos tais que, T(k,) = w;,

T(ks) = w3 e T(ky) = w4 sdo também ntmeros reais distintos. Tomando,

R(Z) = (Z/ kZ/ k31 k4)/ S(Z) = (Z/ w», w3, w4)'

Note que,
R(z) = Z—k3.kz—k4 _ (ko —ks) -z —ks - (kp — ky)
z—ks ko—ks (ka—ks)-z—ky- (ko —k3)
S(Z)=Z—w3.wz—w4 _ (W —wy) -z — w5 - (wr — wy)

Z—wy Wy—w3 (Wy—w3) -z — Wy (W — Ws)

possuem coeficientes reais assim como suas inversas. Pela Proposi¢do

T(z) = (57 o R)(2)

que tem coeficientes reais.

_ a-z+b
Reciprocamente se T(z) = e

com 4, b, c e d nameros reais, temos que

+d
T = a-z+b (@-z+b)(c-z+b) alzPP+ad-z+bc-z+bd
Ccoz+d lc-z+d|? B lc-z+d]?
Segue que,

T(z) - T(z) _ (alzP +ad -z +bc-Z +bd) — (alz* + ad - Z + bc - z + bd)

3(T) 2.1 2i-|c-z+d]?

(ad —bc)-(z—2z) _ (ad - bc) - B(z)
2i-lc-z+dP  e-z+dP

Logo, sez € Rentio T(z) € R, o que conclui a demonstracao.
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2.2 O Modelo H? para a Geometria Hiperbélica

Consideremos o conjunto H? = {z = x+y-i € C | y > 0} e T,,H? 0 espago tangente

a H? no ponto zp. Para cada ponto z, € H? esta definido o produto interno,

gre : T,H?X T, H> — R
(u,v) , Yu,veT,H (2.2.1)

3%(z0)

(u,v) — (U, V) =

onde, (1, v) expressa o produto interno usual do espago Euclidiano.
Associada a esse produto temos a norma || - [z em T,,H?> que, para cada vetor

w = (wy, wy) € T,,H> tem-se,

2 2
w2 + w
w, W \/i w
[l = V(w, W = (w,w) _ _ el

B2z) Bz  B(z0)
Além disso gy define uma métrica Riemanniana em H?.

Defini¢do 2.3 (Modelo H?). O conjunto H?> = {z = x+y-i € C | y > 0}, 0 semi-plano

superior, equipado com a métrica,

dx? + dy?

7 (2.2.2)

8H2 =

é chamado espago hiperbélico, também conhecido como plano de Lobachevski.

A métrica definida em (2.2.2)) é denominada métrica hiperbélica. O conjunto
dH? = {z € C | J(z) = 0} U {00} = R U {oo}

é denominado bordo assintético de H? e conjunto IH? = H? U d.,JH? é chamado plano
complexo fechado.
Seja y : [to, 1] — H? uma curva parametrizada, onde, y(t) = x(f) +i- y(t), o

comprimento hiperbdlico de y denotado por ||yl é dado por,

2 2
foly h /(t '(t
Iyl = ft lz((:))ldt: ft \/(x()?/(; <y()> dt. (2.2.3)

Define-se a distancia hiperbdlica entre dois pontos p e g em H? como,

d(p,q) = i?é 1Y llz2, (2.2.4)
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onde Q) é o conjunto de todas aos curvas diferencidveis por partes que ligam p a 4. Para
expressarmos a distancia d(p, ) em funcdo de p e g necessitamos explicitar as geodésicas
de H?, ou seja, as curvas que minimizam distancias. Para isso precisamos expressar as

isometrias de H?.

Defini¢do 2.4. Uma transformagio T : H?> — H? é uma isometria se ela preserva distincia

em HA.

A composicdo de isometrias é também uma isometria e pode-se mostrar que o
j de i ias de H? id ao d icdo é
conjunto de isometrias de H* munido com a operacdo de composi¢do ¢ um grupo o

qual denotaremos por Isom (IH?).

Proposi¢do 2.6. Sejaa € Rel = {z € H? | R(z) = a} a semi-reta vertical em H> U d,H%. A

transformagio r; : H?> — H? induzida pela reflexio Euclidiana sobre | é uma isometria de H?.

Através da identificagdo dada em (2.1.T) podemos tomar H? = {(x,y) € R* | y >

0} = IR%, munido com a métrica gp2. A reflexdo sobre [ é dada por,

T IR%_ —> lR_Z,_

(x,y) — (=x+2a,y) '

-1 0
drl = .
0 1

Mostraremos que {u, v)p2 = {dr; - u, dr; - v)p2 para todo zp = (x, y) e para todo u e

Sua diferencial é,

v em T,,H? De fato, suponha u = (uy,up) e v = (v1,v,) em T,,JH?. Entdo,

Uy 01+ Uy -0V

y2

dry-u,dry - v)ype = ((—uy, Uu2), (=01, 02) )2 = = (U, V)p

e portanto, r; € uma isometria de H2.
|

Para descrevemos mais isometrias de H? descreveremos um grupo de transfor-
magoes que mantém H? invariante e que podem ser estendias continuamente sobre
H? = H? U 9., H2.

Consideremos o grupo SL(2,R) das matrizes Gyx,, de entradas reais, tais que

det(G) = 1. De maneira explicita,

SL(2,R) = {G =

b
v d};a, b,c,deR, det(G):a-d—c-bzl}.
c
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Agora consideremos o conjunto das transformagdes de Mabius, T : € — € da
forma
_a-z+b

PSL(Z, R) = {T(Z) = m

;a, b, c, de]R,a-d—c-bzl}.
Este conjunto é um grupo com a operagdo de composi¢do de aplicagdo. A
composicdo de duas transformagdes corresponde ao produto de suas matrizes corres-

pondentes. Com efeito, sejam

temos que,
(ak + bm) - z + (al + bn)

(ck +dm) -z + (cl + dn)

(T1 0 T7)(z) =

Agora fazendo a correspondéncia entre as matrizes obtemos as matrizes G; e G, cor-

respondente a transformagdes T, é T, respectivamente onde,

k1

m n

a b

Gy =
! c d

, G =

Tomando o produto dessas duas matrizes obtemos,

a b
c d

G1XG2: X

4

k l] [ak+bm al + bn

m n ck+dn cl+dn

que é exatamente a matriz correspondente a transfonagéo T10T,. Note queas matrizes G
e —G de SL(2, R) representam uma mesma transformacdo T. Assim cada transformacgao
T pode ser representada por um par matrizes +G € SL(2,R). Portanto PSL(2,IR) é

isomorfo ao grupo quociente,

SLeR) ., [10
(14, ~1a) Id‘[o 1}'

Note que PSL(2, R) contém todas as transformacdes de Mobius da forma,

a-z+b

T = c-z+d

|a,b,c,d € R,ad —bc =k >0,

pois dividindo-se o numerador e o denominador de T(z) por Vk obtemos uma nova
matriz cujo determinante é 1. Em particular PSL(2,R) contém todas as transformacdes

da forma, T(z) = a-z + b;a > 0 e a transformacdo T(z) = —1.
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Teorema 2.7. PSL(2,R) age em H? por homeomorfismos.

Primeiro vejamos que cada transformagdo T € PSL(2,R) mapeia H? sobre si

az+b

mesmo. Suponha w = T(z) = 25,

z = x + y - i. Mostraremos que J(w) > 0. De fato,

a-z+b _(a-z+b)(c-z+b) alzP+ad-z+bcz+bd

= T = = =
w @) c-z+d lc-z+d]? lc-z+d]?

a(x* + y?) + ad(x + yi) + be(x — yi) + bd
lc-z+d]?

Logo,
(ad = bc)y y 3z
lc-z+dP  Jc-z+dP  |c-z+dP

I(w) =

(2.2.5)

Dessa forma, se J(z) > 0 entdo, I(w) > 0. O Teorema segue da continuidade de

T(z) e de sua inversa.
|

O Teorema nos garante que cada transformacdo T € PSL(2,IR) é um ho-
meomorfismo de H? sobre si mesmo. Mostraremos que além disso cada uma dessas

transformacdes é uma isometria de H2.
Teorema 2.8. PSL(2,R) C Isom (IH?).

Mostraremos que, se y : [4,b] — H? é uma curva diferencidvel por partes,
entdo T preserva o comprimento hiperbdélico de y, para toda T € PSL(2,R). Suponha
P(t) = (1) + i y(t), e T(2) = 2222,

Tome (T o y)(t). Pela Equagéo (2.2.5),

_3yw)
3(T(y) = B +dpP
Pela regra da cadeia, (T o )’(t) = T'(y(t)) - () onde,

a-(c-y®)+d)y—c-@-y®)+b)  ad-cb 1
(c-y(t) +d)> Syt +a)? oyt +a)?

Dai, aplicando (2.2.3),

T'(y(®) =

IT o e "IToyy® ol f T -y ol

I(T(®) I(T®))

Ol ey P O
o lc-y®+aP I . I0®)

= Iyl (2.2.6)
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Portanto, toda transformacdo T € PSL(2,R) preserva distdncia em IH? e além

disso preservam a orientagdo.

Teorema 2.9. As geodésicas de H? sdo semi-circulos e semi-retas ortogonais a d.,IH?.

Seja z; e z; dois pontos distintos em H2. Inicialmente suponha z; = ia e z, = ib,
com b > a. Sey :[0,1] — H? é uma curva diferenciével por partes ligando ia e ib com

y(t) = x(t) + iy(t), entdo,

L) + (v (1) (8| Lyt (b)
) = d d — _dt=1Inl-].
Il f V0 e NV Bl v Sl

Em particular, o segmento de reta [ig, ib], parametrizado por y(t) = (1-t)-(ia)+t-ib
é uma curva diferencidvel cujo comprimento hiperbdlico é In (%) Dessa forma [ia, ib]
minimiza a distancia entre z; = iaz e z, = ib. Logo, este segmento estd sobre uma
geodésica de H>.

Agora sejam z e w arbitrarios em H?. Considere agora @ como o0 unico circulo
ou semi-reta ortogonal a dJH? ligando estes pontos. E possivel encontrar uma trans-
formagdo de Mobius T que transforma w no eixo imagindrio. Utilizando o argumento

acima, conclui-se que w é a geodésica ligando z e w.

________________________________ /A W T W

Figura 2.1: Geodésicas no Modelo H>.

Teorema 2.10. Cada transformagio T € PSL(2, R) mapeia geodésicas de H? sobre geodésicas
de H>.
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Basta observamos que cada transformacdo de Mdobius T € PSL(2, R) mantém
R = RU 0 = 9d,H? invariante. Como T mapeia circulos e linhas Euclidianas em
circulos ou linhas Euclidianas, entdo T transforma circulos e linhas ortogonais a 0 H?

em circulos e linhas ortogonais a d.IH?.
m

Consideremos agora, zj e wy pontos genéricos de H? e seja y a tnica geodésica
ligando zp a wy. Suponha z*, w* € d,H?> N y extremos de y, de modo que z, € [z*, wy] e
T a tnica transformagdo de Mobius tal que T(z") = 0, T(zp) = i e T(w*) = co. Usando o

raciocinio empregado na demostragdo da Proposi¢do 2.2 temos que T = S~! o R, onde
R(Z) = (Z/ 2o, Z*/ w*)/ S(Z) = (Z, i, 0, OO) =—i-Z

Note que S7(z) = i - z. Dessa forma, T(z) = SY(R(z)) = i - (z,2,2", w"). Pode-
se mostrar que T € PSL(2,R) e que 1 < (wy,zp,z", w*) € R. Temos que T(wy) = i -
(wo, zo,z*, w") estd sobre o eixo imagindrio e que a imagem do segmento geodésico
[z0, wo] é 0 segmento de reta geodésico [T(zo), T(wo)] = [i,i - (wo,zo,2", w*)] que tem
comprimento hiperbélico In((wy, zo, z*, w*)).

Mas d(zg, wg) = d(T(z), T(wo)) = In((wy, 2o, z*, w*)). Com isso obtemos,
d(z, w) = In((wy, 2o, 2", W")). (2.2.7)

A distancia em H? satisfaz as seguintes relagoes.

Teorema 2.11. Para z e w em H?,

(i) d(z, w) = ln(Iz—?l + Iz—wl)
Iz —w| - |z — w]

(i) cosh(d(z, w)) = 1+ - Iﬂ'f(z_) Z,Ull;(w)
(1) sinh (% e w)) 2. (Iml(zz)_- ZIUrln(w))%
(iv) cosh(% ~d(z, ZU)) =7 (Im|fz;~?1l1(w))%
(0) tanh(% d(z, w)) - :i :;:
Agora consideremos, PS*L(2,R) = % onde,

S'L2,R) = {G =
Cc

b
g d};a, bc deR, det(G):a-d—c-b:il}.
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o grupo das matrizes reais com determinante +1. PSL(2, R) é subgrupo de indice 2 em
PS*L(2,IR). Com essas consideracdes identificamos todas as isometrias de H2, como

explicitado no teorema abaixo.

Teorema 2.12. O grupo Isom (H?) é gerado pelas transformagdes lineares fraciondrias de
PSL(2,R) juntamente com a transformagio induzida pela reflexdo Euclidiana sobre a reta
R(z) = 0dada por r(z) = —z. Além disso, Isom (H?) é isomorfo a PS*L(2,R) e PSL(2, R) é um
subgrupo de Isom (H?) de indice 2.

Definimos o dngulo hiperbdlico entre duas geodésicas que se intersectam em
um ponto z, € H? como o angulo hiperbolico entre seus vetores tangentes em T, IH?.
Supondo y; e y, duas geodésicas que se intersectam em z, cujos vetores tangentes sdo

U1 e v, respectivamente, o angulo S entre v; e v, é tal qual

(U1, V)2
01522 - |02l

cos(p) =

Verifica-se que o angulo hiperbélico entre y; e 7, é 0 mesmo angulo euclidiano
entre essas curvas. De fato,
(01,02) Fo _ o) 3e)IG) | (o0
’ g ’ : ’
cos(ﬁ) . 1, 02 )2 _ (z0) _ 1,02) 0 0) _ 1,02

- . T ol el . 2 = : .
01522 - [0l S | S [o1]] - [|v2]] I2(z0) [o1]] - [[02]]

Defini¢do 2.5. Uma transformagio de H? é dita conforme se preserva angulos e anti-conforme

se preserva o valor absoluto de dngulos e inverte sinal.

As transformacoes T € PSL(2,R) sdo conformes e as transformacoes

+0b
+d

N

s=%

€ PS'L(2,R); ad —cb = -1

N

C .

sdao anti-conformes.

2.3 O Modelo ID? para a Geometria Hiperbdlica

Agora apresentaremos o modelo do Disco de Poincaré para a Geometria Hiper-
bélica.

Seja P : C — C a transformacdo analitica definida por

z—1

Pa =
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P aplica H? bijetivamente sobre ID? e além disso d.,H? é também aplicado bijetivamente
sobre JD?. Note ainda que # é uma transformacéo de Mébius e pela Proposigao2.4leva

circulos sobre circulos. Com célculos diretos obtemos, P(0) = —1, P(i) = 0 e P(c0) = 1.
Definicao 2.6. O disco aberto ID? = {z € C; |z| < 1} munido com a métrica,

2]
1z

ds (2.3.1)

é denominado Modelo do disco de Poincaré para a Geometria Hiperbélica.

O circulo dD? = {z € C; |z| = 1} é chamado fronteira de ID? ou circulo no infinito

e 0 conjunto ID? = D? U JID? o fecho de euclidiano de ID? . Defini-se a distancia dp» (z, w)
entre z, w € ID? como,

dpe(z,w) = dip(P7(2), P~ (W)). (2.3.2)

Mostra-se que d pode ser identificada com a métrica associada a diferencial (2.3.2).
O modelo ID? para a Geometria Hiperbdlica apresenta uma versdo "limitada"para

o espago Hiperbdlico, o que contribui para a visualizagdo de elementos geométricos.

Um fato que se destaca sobre este modelo é que as geodésicas sdo segmentos de circulos

ortogonais a JID? e os didmetros de ID?.

Figura 2.2: Geodésicas no Modelo ID?.

Definicdo 2.7. Um Poligono hiperbélico com n lados, denotado por P, é um conjunto fechado
em H?2 limitado por segmentos geodésicos chamados de lados. Um vértice de P, é a intersegdo

de dois de seus lados. Admite-se vértices na fronteira de H?, chamados de vértices ideais.

A Figura 2.3|ilustra diferentes triangulos em H? com nenhum, um, dois ou trés

vértices ideais respectivamente.
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N AN

Figura 2.3: Triangulos em H?.

A Definicdo [2.7|estende-se naturalmente a ID%.

Definicao 2.8. Um poligono P,, com n lados, todos de mesmo comprimento e Angulos internos

iguais é dito um poligono regular.

Figura 2.4: Poligono regular em D?.

Agora apresentamos a defini¢do de drea de uma regiao hiperbdlica.

Definigdo 2.9. A drea de uma regido O C H? ¢,

A(Q)szg%-dxdy (2.3.3)

se a integral existir.

Teorema 2.13 (Teorema de Gauss-Bonnet). Area hiperbélica de um triangulo hiperbdlico A

com dngulos internos a, B ey é
Ald))=nn—(a+p+Y). (2.3.4)

Segue da Teorema que a soma dos angulos internos de um tridngulo hi-

perbodlico é menor que 7@ e que drea de um tridngulo cujos trés vértices sdo ideais é
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exatamente . Note que a 4drea de um tridngulo hiperbélico qualquer depende so-
mente de seus angulos internos. De modo mais geral, a drea de um poligono qualquer

depende unicamente de seus angulos internos como destacado no seguinte teorema.

Teorema 2.14. Se P,, é um poligono hiperbdlico qualquer, com dngulos internos, 61, 0, ..., 0y,

entdo a drea hiperbélica de P, é dada por,

AP =(n=2) 11— (01 + 65 +...+0,). (2.3.5)

Dizemos que um subconjunto H do espaco hiperbdlico é convexo se tomados
dois pontos quaisquer z, w € H o segmento geodésico [z, w] estiver inteiramente contido
em H. A Teorema estabelece condigdes necessdrias e suficientes para que um

poligono P, seja convexo.

Teorema 2.15. Seja P, um poligono com com dngulos internos 61, 0, ... , 0,. Entdo P, é

convexo se, e somente se, cada 0;, i € {1, ..., n}, satisfaz 0 < 6; < 7.

Agora damos as condic¢Oes para a existéncia de um determinado poligono hi-

perbdlico.

Teorema 2.16. Sejam 01, 0,, ..., 0, tais que cada 0;, i € {1, ..., n}, satisfaz 0 < 0; < 7.

Entdo existe um poligono hiperbélico P, que tem cada 0; como dngulo interno se, e somente se,

01+60,+...+0, <(n-2)n (2.3.6)

2.4 Grupos Fuchsianos

Iniciamos essa Se¢do dando uma classificagdo as isometrias do Espaco Hiper-
bélico. Lembremos que uma dada transformagdo de Mobius possui no maximo dois

pontos fixos.

Defini¢do 2.10. Seja T € Isom (H?), uma isometria que preserva a orientagdo. Dizemos que:
e T é eliptica se possui um ponto fixo em H?;
e T é parabdlica se possui um tinico ponto fixo na fronteira de H?;
e T ¢ hiperbdlica se possui dois pontos fixos, ambos pertencentes a fronteira de H>.

Uma outra caracterizagdo as isometrias pode ser dada através do trago da iso-

-z+Db
metria definido como segue. Seja T(z) = Z §+ i PSL(2,R), definimos o trago de T
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por tr (T) = |tr (A)| = |a + d| onde

A=

e SL(2, R)
) R).

Dessas observagdes obtemos a seguinte proposicdo cuja prova serd omitida.
Proposic¢do 2.17. Seja T € Isom (H?), uma isometria que preserva a orientagio.
o T ¢éeliptica se, e somente se, tr (T) > 2;
o T ¢ parabélica se, e somente se, tr (T) = 2;
o T ¢ hiperbdlica se, e somente se, tr (T) < 2.

Agora voltaremos nossa atengdo a subgrupos discretos de PSL(2,IR). Apresen-
taremos algumas defini¢des cruciais ao desenvolvimento do estudo desses grupos e
admitiremos sem mais detalhes que Isom (IH?) é um grupo topolégico como descrito
em [14] e [2].

Defini¢do 2.11. Um subgrupo T de Isom (H?) é dito discreto se a topologia induzida em T
é a topologia discreta. Em outros termos, I é um subconjunto discreto do grupo topoldgico
Isom (H?).

A seguinte definicdo delimita os subgrupos discretos de nosso interesse.

Defini¢do 2.12. Um subgrupo discreto de Isom (H?) é chamado um grupo Fuchsiano se cada
um de seus termos preservar orientacdo, ou seja, um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto
de PSL(2, R).

Agora damos uma caracterizagdo a agdo de grupos discretos sobre H? (ou em
ID?). Para isso facamos as seguintes consideragdes, de modo mais geral sobre um espago
métrico X arbitrdrio. Seja X um espago métrico. Uma familia {A,},¢; de subconjuntos
de X é dita localmente finita se para todo subconjunto compacto K € X, Ay NK # 0
somente para uma quantidade finita de indices A € L.

Agora consideremos G é um grupo de homeomorfismos de X. Para cada x € X,

a familia G, = {g(x) | ¢ € G} é denominada a G-6rbita de x.

Definicao 2.13. Um grupo G age de maneira propriamente descontinua em um espago

métrico X se a G-0rbita de cada ponto x € X é localmente finita.

Note que segue da Definicdo que a acdo um grupo G em X é propriamente

descontinua se, e somente se, cada Orbita é discreta e a ordem do estabilizador de cada
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ponto x € X é finita. Ou seja, cada G-6rbita é discreta e para cada ponto x € X, o
subgrupo de G dado por G, = {g € G | g(x) = x} possui ordem finita.
O seguinte teorema estabelece uma caracterizagdo para agdo de grupos propri-

amente descontinua.

Teorema 2.18. Um grupo G tem agio propriamente descontinua em X se, e somente se, cada

ponto x € X possui uma vizinhanga V tal que
TVNV #0
somente para uma quantidade finita de transformacoes T € G, ou seja, o conjunto
{TeG|T(V)NV # 0}
é finito.

Com este resultado podemos seguir a uma caracterizagdo para grupos Fuchsia-

nos.

Teorema 2.19. Seja I um subgrupo de PSL(2,R). I' é um grupo Fuchsiano se, e somente se, I

age de maneira propriamente descontinua em H?,

Corolario 2.20. Seja I' um subgrupo de PSL(2,R). Entdo I' age de maneira propriamente
descontinua em H? se, e somente se, para todo z € H?, T, a T-6rbita de z, for um subconjunto
discreto de H?.

Agora definiremos o conceito de regido fundamental para um determinado
grupo Fuchsiano. Para isso enunciamos a seguinte definicdio em um contexto mais

geral de espacos métricos, que se aplica obviamente ao espaco hiperbélico.

Definicdo 2.14. Seja X um espago métrico e F C X uma regido fechada nio vazia. F é dita uma

regido fundamental para um grupo G de homeomorfismos de X se
(i) Int (F) #0;
(i) Urec T(F) = X;
(iii) Int (F) N T(Int (F)) = 0.

O conjunto d (F) = F \ Int (F) é denominado a fronteira de F. A colegdo {T(F) |

T € G} é dita uma tesselagao de X.
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Defini¢do 2.15. Seja I um grupo Fuchsiano arbitrdrio e p € H*> um ponto que nio é fixado por

nenhum elemento I; # T € I'. Uma regido de Dirichlet para ', centrada em p é o conjunto,

D,(I) = {ze H? | d(z,p) <d(z, T(p)) Y T € T}.

Ponderamos que tal ponto p existe uma vez que o conjunto dos pontos fixos
de cada elemento T € I' — {I;} é um conjunto discreto. Verifica-se que uma regido de
Dirichlet é uma regido fundamental para I'. Para sermos mais precisos, enunciamos o

seguinte teorema cuja prova encontra-se em [14].

Teorema 2.21 (Katok, 1992, p.54). Se p é ponto ndo-fixado por qualquer elemento T € I — {14},

entdo D,(T') é uma regido fundamental conexa para T’

Diz-se que uma regido fundamental é localmente finita se a tesselagdo
{T(E) I Tel}

é localmente finita. Uma das propriedades de uma regido de Dirichlet é que esta é
localmente finita.

O bordo de um regido de Dirichlet é constituido por segmentos geodésicos
em H? e possivelmente por segmentos do bordo assintético d..JH?. Estes segmentos
sdo chamados arestas da regido de Dirichlet. Quando dois segmentos geodésicos se
intersectam em um ponto v € IH? dizemos que v é um vértice de D,(I'). Uma regido de
Dirichlet é também conhecida por Poligono de Dirichlet (ou Poligono Fundamental),
essa denominacdo se torna mais coerente com a construgdo a qual nos propomos no

Capitulofd]
Teorema 2.22. Seja I um grupo Fuchsiano e D,(I') um Poligono de Dirichlet para T

(a) Se a éuma aresta de D,(I'), entdo existe T € I — {I;} tal que a € D,(I') N T(D,(I'));

(b) Se v éum ponto em D,(T'), entdo v é um vértice se, e somente se, exitem Ty e T, distintos
em I — {1} tais que,
v = D,(T) N Ty(D,()) N To(D,(D).

Destacamos que a agdo de I' em H? determina uma relagdo de equivaléncia
(particdo) em H?. Dois ponto z; e z; em H? sdo congruentes se z; e z, pertencem a
uma mesma I'-6rbita. Segue que se z; e z; pertencem a uma regido de Dirichlet D,(I')
e z; é congruente a z, entdo, z; e z, pertencem a fronteira de D,(I'), em decorréncia
da definicdo de regido fundamental. Note ainda que a congruéncia é uma relacdo
de equivaléncia sobre o conjunto dos vértices de D,(I'). Diz-se que cada classe de

equivaléncia de um vértice é um ciclo de vértices.
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Teorema 2.23. Seja D,(I') um Poligono de Dirichlet para I'. Seja C = {vy,..., v} um ciclo
vérticee 04, ..., 0, 0s Angulos internos dos respectivos vértices do ciclo C. Considere m a ordem

do estabilizador de um desses vértices em I'. Entio,
61+...+0, = —.

Note que como D,(I') é localmente finita e cada ciclo possui uma quantidade
tinita de vértices congruentes. Além disso, o estabilizador de dois vértices congruentes
sdo subgrupos conjugados em I' e possuem mesma ordem. Se um determinado vértice
nao é fixado por nenhum elemento de I' — {I;} entdo seu estabilizador é (I;) tem ondem
lefi+...+0,=2m.

Agora, dada uma aresta a de um Poligono de Dirichlet D,(T') para um grupo I,
existe uma elemento T € I — {I;} tal que = T(«) é também uma aresta de D,(I'). Além
disso, cada classe de equivaléncia de uma aresta contém exatamente dois elementos
ou seja, T é tnico elemento de I' que mapeia a sobre . Dessa forma, se a fronteira de
D,(T') possui um ntimero finito este necessariamente ¢ um nimero par. Dizemos que
as arestas de uma determinada classe sao emparelhadas pelo elemento T.

Com essas observagdes enunciamos um teorema crucial ao desenvolvimento do

nosso trabalho.

Teorema 2.24. Seja @ = {T;} o subconjunto dos elementos de um grupo Fuchsiano I', que
emparelham arestas de algum Poligono de Dirichlet para I'. Entdo ® é um conjunto gerador

paral.

Associamos cada grupo Fuchsiano I' a um Poligono de Dirichlet convexo Pr que
ladrilha H?. O Teorema estabelece a condi¢do geométrica necessdria para que Pr
tessele H2 — que a soma dos angulos internos de cada ciclo seja da forma 2Z, onde m é
a ordem do estabilizador de um dos vértices do ciclo.

Agora estabeleceremos condigdes para uma reciproca parcial do Teorema [2.24]
no sentido de determinar um grupo Fuchsiano a partir de uma dado Poligono e que
este seja um Poligono fundamental para um grupo Fuchsiano I'. Nos restringimos a
tratar no Capitulo 4] dos caso em que a regido é um poligono hiperbdlico regular.

Seja P um poligono hiperboélico convexo em H?. Digamos que A seja o conjunto

de arestas de P. Com essas consideragdes tomemos a seguinte definigao.

Defini¢ao 2.16. Um Emparelhamento de arestas para P é um conjunto de isometrias ® = {T, |

a € A} que satisfaz as sequintes condigoes:

(a) existe aresta o’ € Acom Ty(a) = a;

(b) as isometrias T, e T, satisfazem a relagio T, = T,*;
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(c) Se a for aresta de P entdo o’ é aresta de P’, entido P N T,(P) = a.
Diremos nesse caso que as arestas « e o sio emparelhadas por T, (ou por T;*).

Em outros termos, a Definigdo nos diz que um Emparelhamento de arestas

de P é uma particdo do conjunto de aresta A,
A= Jla, o) (2.4.1)
e que @ é o subconjunto de isometrias
® = {T eIsom (H?) |a=PNTP),ac A. (2.4.2)
Neste caso, ® admite partigdo

P = U (T, T3 (2.4.3)

Ta#l;

coma=PNT,(P)ea’ =PnN T;l(P) e dizemos que @ é subordinado a partigao (2.4.1).

Dito isso, enunciamos o principal resultado dessa Secéo.

Teorema 2.25 (Teorema de Poincaré). Seja P um poligono hiperbélico convexo com niimero
par de arestas. Seja A o conjunto de arestas de P e A = Ula, a’} uma partigio de A em pares

de arestas. Suponha que:
(a) ® ={T €Isom (H?) | @« = PN T(P),a € A} é um conjunto de isometrias subordinado a
particio A = Ula, a'};

7T

(b) para todo ciclo de vértices C, a soma dos angulos internos do ciclo é da forma sg = 2.

Entdo, o grupo I' = (®), grupo gerado por @, é um grupo Fuchsiano e P é um poligono

fundamental para T
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Capitulo 3
Teoria de Grafos

Neste capitulo apresentaremos conceitos inerentes a Teoria de Grafos. Trata-
remos de aspectos combinatérios e topoldgicos desta teoria, que serdo ferramentas
de interesse ao desenvolvimento deste trabalho. Nos baseamos principalmente em [4]
para a abordagem combinatdria e em [7], [11], [12] e [22] para um tratamento topoldgico

da Teoria de Grafos.

3.1 Grafos

Definicao 3.1 (Grafo). Um grafo G é um par ordenado (V(G), A(G)), constituido de um
conjunto V(G) de vértices e um conjunto A(G) de arestas, disjunto de V(G) e uma fungio
de incidéncia g que associa cada aresta de G a um par nio-ordenado de vértices de G (ndo

necessariamente distintos).

Se ¢ é uma aresta de G e u e v sdo vértices de G tais que Pg(e) = {u, v} entdo
dizemos que e liga 1 e v e que u e v sdo extremidades de e. Denotaremos por |V] e |A|
a cardinalidade do conjunto de vértices e arestas de G respectivamente. O par {u, v}

é denotado de maneira abreviada por uv e a estrutura de incidéncia estabelecida pela
funcdo 1 por Y(A).

Exemplo 3.1. Consideremos o grafo G = (V(G), A(G)), onde V(G) = {u,v,w, x,y}, AG) =
{a,b,c,d,e, f, g} e Vg definida por: Pg(a) = uv, Ps(b) = vw, Ps(c) = wx, Ye(d) = xu,
Ve(e) = wx, Yo(f) = xy e Ps(g) = xx.

Uma forma conveniente de descrever um grafo é através de uma representagao
grafica no plano. Nesse esquema de representacdo cada vértice corresponde a um
ponto e cada aresta a uma curva ligando seus extremos. A seguir explicitamos uma

das possiveis representacdes gréficas do grafo G.
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Figura 3.1: Representacdo grafica de G.

Os extremos de uma aresta sdo ditos incidentes a esta e vice e versa. Dizemos
que dois vértices sdo adjacentes quando sdo incidentes a uma mesma aresta e que duas
arestas sdo adjacentes se sdo incidentes a um mesmo vértice. Uma aresta com extremos
idénticos é denominada lago (ou loop). A aresta ¢ do Exemplo é um lago. Duas
arestas distintas com mesmo par de extremos sao ditas arestas paralelas ou multiplas.
As arestas c e e do Exemplo 3.1/sdo paralelas.

Dizemos que um determinado grafo é simples quando este ndo possui lagos ou
arestas paralelas. Notemos que para todo grafo simples a funcao de incidéncia ¢ fica
determinada de maneira tinica pelo conjunto de arestas, uma vez que cada aresta fica
unicamente determinada por seu par de vértices extremais. Note que um grafo simples

é um complexo simplicial abstrato.

3.1.1 Classes Especiais de Grafos

Definigao 3.2 (Grafo Completo). Um Grafo G é dito completo se G é simples e quaisquer dois

vértices sdo adjacentes. Denotaremos o Grafo completo com n vértices por K,,.

No que segue, a partir desse ponto, ndo faremos distingdo e entre um grafo e
sua representacdo geométrica. Desse forma, nos referimos a representacdo geométrica

de um determinado grafo como "o grafo".

/N

Figura 3.2: Grafos completos Kj, K3, K4 e Ks.

Definicao 3.3 (Grafo Bipartido). Um grafo G é bipartido se seu conjunto de vértices puder
ser particionado em dois conjuntos ndo vazios X e Y, de modo que cada arestas tenha uma

extremidade em X e outra em Y. Tal partigdo é chamada uma biparticdo do grafo.
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Se um grafo G é bipartido simples e cada vértice de X é adjacente a cada vértice
de Y entdo dizemos que G é um grafo completo bipartido. Dizemos que G é um grafo

estrela ou estrelado se G é bipartido com |X| =1 ou [Y| = 1.

U3 U4
as
ar i ay
(%) i U5
as
ai ds
a
(%] 6 (3

Figura 3.3: Grafos bipartidos.

Na figura o grafo da direita é bipartido completo, pois seu conjunto de
vértices pode ser particionado em A = {v1,v3, U5} € B = {v;, 04, U6} € cada vértice de A é
adjacente a cada vértice de B. O grafo da direita é um grafo estrelado.

Um passeio W em um grafo G é uma lista alternada de vértices e arestas,
W:i=voa1v1a,0,a; ... a, v,

tal que para j = {1,...,n} os vértices v;_; e v; sd0 os extremos da aresta a;. O vértice v,
é dito inicio do passeio e o vértice v, o final do passeio. Define-se o comprimento de
um passeio W como sendo o ntimero de arestas que este tem, contando-se também as
repeti¢des de arestas. Dizemos que um passeio é aberto se vy # v, e que o passeio é
fechado se vy = v,,.

Um passeio que ndo apresenta arestas repetidas é denominado trilha. Uma
trilha em que os vértices intermedidrios nao se repetem é denominado caminho. Um
ciclo é um caminho fechado de comprimento pelo menos 1. Com essas defini¢des

podemos caracterizar uma classe de grafos de nosso interesse.

Definic¢ao 3.4 (Grafo Conexo). Um grafo G é dito conexo se para todo par de vértices u e v

existir um caminho de u para v, do contrdrio G é desconexo.

Em outros termos, um grafo G é desconexo se seu conjunto de vértices puder
ser particionado em dois conjuntos X e Y de modo que nenhuma aresta tenha uma
extremidades em X e outra em Y. O grafo do Exemplo [3.1] e das Figuras 3.2 e[3.3|sdo

exemplos de grafos conexos. Um exemplo de grafo desconexo é dado no Exemplo
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Exemplo 3.2. Seja G = (V(G),A(G)), onde, V(G) = {v1,02,03,04,05 €
A(G) = {a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,as} com fungdo de incidéncia ¢ definida por: Vg(ar) = v1v1,

V() = 010y, Ye(az) = vavs, P6(as) = V203, P6(as) = V406, Yilae) = VeUs, Yelay) = U505
e Yglag) = v4vs. V(G) pode ser particionado em X = {v1,v,,v3} e Y = {v4, 05,06} e nenhuma

aresta de G tem um extremos em X e outroem Y.

(%) (3
e
a
as ay Us
(%)
ag
Mopy oy

Figura 3.4: Grafo do Exemplo

Definicao 3.5 (Arvore). Um grafo drvore é um grafo conexo que nio contém ciclos.

Figura 3.5: Grafo Arvore.

Definicao 3.6 (Buqué). Um grafo Buqué em n lagos é um grafo conexo que contém um 1inico

vértice e n lagos incidindo a este. O Grafo buqué com n lagos serd denotado por B,

B,

Figura 3.6: Buqués.

Se G = (V(G),A(G)) e H = (V(H), A(H)) sdo dois grafos, entdo dizemos que H é
um subgrafo de G se, e somente se, V(H) C V(G), A(H) C A(G) e Yy for a restrigdo
de Y ao subconjunto A(H). Se além disso, V(G) = V(H) dizemos que H é grafo de
abrangéncia de G. Em especial, se H é uma arvore ele é dito drvore de abrangéncia de
G. Uma componente de um grafo é um subgrafo conexo maximal. Notemos que um

grafo é conexo, se e somente se possui uma tinica componente.
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Dado um grafo G = (V(G), A(G)), podemos obter novos grafos das seguintes
operacdes: delecao de arestas e dele¢do de vértices. Se 2 é uma aresta de G denotaremos
o subgrafo obtido de G deletando a aresta a por G \ a. Este grafo mantém V(G) como
conjunto de vértices e A(G) \ {a} como conjunto de arestas e Pc(A(G)) \ Yc(a) como
estrutura de incidéncia. O subgrafo obtido de G deletando um determinado vértice v
é denotado por G\ v. Este grafo tem o conjunto V(G) \ {v} como conjunto de vértices e
seu conjunto de arestas é obtido de A(G) excluindo-se as arestas incidentes a v.

O grafo induzido por um subconjunto V' de V(G) é o subgrafo de G que tem
V'’ como seu conjunto de vértices e seu conjunto de arestas A’ é constituido das arestas
de G que tem extremos em V’. Este grafo pode ser obtido por delegdo dos vértices de
V(G)\ V.

Outras formas de manipularmos grafos, com o intuito de obtermos novos grafos,
é através da identificacdo de vértices ndo-adjacentes ou da contracdo de arestas. A
identificacdo de dois vértices v; e v, ndo-adjacentes em um grafo G, consiste em
substitui-los por um tinico vértice v que incidira com todas as arestas incidentes a v; e

v,. O grafo resultante serd denotado por Gy,y,.

a, U1 aj
de 43
az
a ag a4 I ﬂ a4
(%) as = v as
G levz

Figura 3.7: Grafo G e identificacdo dos vértices v; e v,.

A contragdo de uma determinada aresta a de um grafo G, consiste em deleté-la

e identificarmos seus extremos. Denotaremos este grafo por G,.

a, 01 aj
ag a3
az
a1 ay a ay
g
asg
(%) as = v as
G Gag

Figura 3.8: Grafo G e G,,.

Podemos pensar de maneira a se obter o resultado inverso ao obtido com a

operagao de contracdo de uma arestas. Na verdade, definiremos a operacado de divisdo
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de um determinado vértice. Seja v um vértice de um determinada grafo G, a divisao
de v consiste em substituir este vértice por dois vértices adjacentes v; e v, e substituir
cada aresta incidente com v por uma aresta incidente com v; ou v, mas ndo a ambos a
menos que a aresta em questdo seja um lago. O outro extremo de cada aresta incidente

com v continua inalterado.

R =K A A

Figura 3.9: Divisdo de v em By. Figura 3.10: Divisdo de v.

Existem outras formas de se obter novos grafos a partir de um dado grafo. Para

mais informagdes o leitor pode consultar [4] e [12].

3.1.2 Representacdes Matriciais

Vejamos agora formas de representarmos um determinado grafo de maneira
algébrica. Essas representacdes consistem em expressar as relagcdes de adjacéncia e
incidéncia através de matrizes.

Consideremos um grafo genérico G com conjunto de vértices
V(G) = {vy,vy,...,0,} e de arestas A(G) = {ay,ay,...,a,}. Construiremos a matriz
Ag = [bjjluxn, onde b;; é o nimero de vezes em que v; é adjacente a v;. Esta matriz
é denominada Matriz de Adjacéncia de G.

Agora, determinaremos uma outra representa¢do matricial para G: a Matriz de
Incidéncia. Consideremos a matriz I = [c;j]uxm, Onde ¢;; € o nimero de vezes em que v;
e a; sdo incidentes. Convenciona-se que um lago incide duas vezes com seu vértice base
e considerando essa observagdo temos que ¢;; assume o valor 0 para ndo-incidéncia, 1
para incidéncia simples e 2 para lagos. Para exemplificar determinaremos as matrizes

Ag e I; para o grafo do Exemplo

Figura 3.11: Grafo do Exemplo
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Aclu v w x vy Icla b ¢c d e f g
u |01 0 1 0 u |1 001 00O
v |1 01 00 v /1 1 0 00 O0 O
w [0 1 0 2 0 w|0 1 1 01 0 O
x [1 0 2 0 1 x 0011110
y |0 00 1 2 y|0 00 O0O01 2
Tabela 3.1: Matriz Ag. Tabela 3.2: Matriz I;.

Notemos que a matriz de adjacéncia de qualquer grafo é sempre simétrica em
relacdo a sua diagonal principal. A matriz de incidéncia tem a propriedade que a soma
das entradas de cada coluna ser sempre 2, uma vez que cada aresta possui somente dois
extremos. A soma das entradas de cada linha indica o nimero de arestas que incidem
ao seu vértice correspondente, observando que lagos sdo computados duas vezes. Essa

altima observagdo motiva a seguinte definicao.

Definic¢do 3.7 (Grau de um vértice). O grau de um vértice v de um grafo G, denotado por
g(v), é o miimero de arestas incidentes a v, com cada laco sendo computado duas vezes. O
grau de um vértice v corresponde a soma das entradas da linha da matriz de incidéncia de G,

correspondente ao vértice v.

O grau de um vértice é também chamado de valéncia e pode também ser obtido
pela soma das entradas da linha ou coluna da matriz de adjacéncias de G correspon-

dentes a este vértice.

Teorema 3.1. Para qualquer grafo G(V(G), A(G)),

Y s0) =2-1A@G),

veV

onde g(v) denota o grau do vértice v.

Com efeito, seja s a soma das entradas da matriz de incidéncia I de G. Podemos

expressar s em parcelas, computando a soma das entradas de cada linha. Assim,

s = Z g(v).

Por outro lado, podemos também expressar s por parcelas correspondentes a soma das

entradas de cada coluna. Como cada coluna de I; tem soma 2 e temos |A(G)| colunas,
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obtemos,
s =2-1A(G)|

e o resultado segue.
|

Um Grafo é dito n-regular se todos seus vértices tem mesmo grau. Decorre do
Teorema [3.1|que, se G é n-regular, entdo n - [V(G)| = 2 - |A(G)|. Todo grafo n-completo é

também (n — 1)-regular.

3.1.3 Isomorfismos e Automorfismos de Grafos

Definicado 3.8. Dizemos que dois grafos G(V(G), A(G)) e H(V(H), A(H)) sdo isomorfos e
denotamos por G = H, se existir bijecdes ¢ : V(G) — V(H) e 1 : A(G) — A(H) de modo que
Yc(e) = uv se, e somente se, Py(t(e)) = P(u)P(v), onde Y¢ e Yy sdo as fungdes de incidéncia

de G e H respectivamente. Expressaremos tal isomorfismo pelo par f = (¢, 7).

Um isomorfismo de um grafo G em si mesmo é também denominado um au-
tomorfismo de G. A composicdo de automorfismos de um grafo G é também um
automorfismo. Com isso, o conjunto de todos os automorfismos de G munido da
operagdo de composicdo de automorfismos é um grupo que denotaremos por Aut(G).

Dados dois grafos Ge G’ e f : H — H’ um isomorfismo entre o subgrafo H de
G e o subgrafo H' de G’, definimos a fusdo de G com G’, denotada por G *; G’, como

sendo a unido de G com G’ respeitando o isomorfismo.

Exemplo 3.3. Seja H e H' subgrafos de G e G’ respectivamente, (ver Figura ), onde
A(H) = {e1}, V(H) = {us, us}, A(H') = {a1}, V(H') = {v1, v} e isomorfismo f : H — H' de
modo que, f(e1) = a1, f(u3) = vy e f(uy) = v1. A fusiio G +¢ G’ é obtida identificando as arestas

e1 e ay bem como seus extremos, observando o isomorfismo f.

Uz e U3 U2
(%) as
ez
e4 e]. al ﬂz €4
es as
€6
Uy €5y (4] . U3
4
G G’

Figura 3.12: Fusao.
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3.1.4 Representacao Topoldgica de Grafos

Como visto na Se¢do[3.1} podemos atribuir a cada grafo G uma representagao ge-
ométrica no plano. Veremos agora que essa nocdo pode ser estendida de maneira mais
geral, possibilitando representar um determinado grafo em uma superficie qualquer.

Um determinado grafo G pode ser representado como um Espaco Topolégico
de modo que cada vértice de G é representado por um ponto distinto e cada aresta
representada por um arco distinto, homeomorfo ao intervalo fechado I = [0,1]. Os
extremos de cada arco correspondem aos extremos da aresta correspondente. Os
interiores de cada arco sdo dois a dois disjuntos sem pontos representantes de vértices.
Esta representagdo é denominada representagdo topolégica do grafo G.

Dado um grafo G, definimos a subdivisdo de uma aresta a = v;v, como sendo
a remogao da aresta a acrescentando um novo vértice 1, com grau dois e duas novas
arestas a; = vju e a, = vou incidentes com u. A subdivisio de uma aresta de G da
origem a um novo grafo G’ onde V(G’) = V(G) U {u} e A(G") = A(G) \ {a} U {a;, a2} e
estrutura de incidéncia ¢ (A(G")) = {¢c(A(G)) \ Ys(a)} U {¢Ye (m)} U {Ye(az)}, de modo
que, Y (a1) = viu e P (az) = vu. A subdivisdo de um grafo G é definida por uma
sucessdo finita de subdivisdes de arestas de G. Uma subdivisdo de um grafo é uma
operagdo que ndo muda o tipo de homeomorfismo de uma representacdo topolégica.

Através da operagdo de subdivisdo pode-se transformar qualquer grafo néo-
simples em um grafo simples. Se o grafo possui lagos, subdivide-se cada um deles. Tal
subdivisdo da origem a arestas paralelas. Prossegue-se o processo, subdividindo cada

aresta paralela.

Vo (%)
€1 Us
e
€2
U
¢ d p—
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U1 U3 U1 03

a

a

251
Figura 3.13: Grafo e sua subdivisdo.

Dois grafos G e H sdo ditos homeomorfos se existem subdivisdes G’ e H’ tais

que G’ = H’. Note que dois grafos sao homeomorfos se, e s se, suas representagdes
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topolégicas sdo homeomorfas como Espagos Topoldgicos. Os dois grafos da Figura

sao homeomorfos.

3.2 Grafos em Superficies

Nesta Secdo trataremos do mergulho de grafos em superficies. O mergulho de
grafos em superficies compactas serd nossa principal ferramenta na determinacdo de
emparelhamentos de arestas de poligonos. Os conceitos explanados aqui podem ser
consultados pelo leitor de forma mais abrangente em [4], [7], [11], [12] e [22]. Trataremos
nesta Se¢do do mergulho de grafos conexos em superficies, assim como algumas de
suas propriedades como orientagdo e caracteristica de Euler. Descreveremos sistemas

de rotagdo de grafos e o mergulho que estes sistemas determinam.

3.2.1 Mergulho de grafos em Superficies

Iniciemos definindo mergulho de grafos em superficies. Convencionamos que
que ao tratarmos de mergulho de um determinado grafo G estaremos tratando de
sua representacdo topoldgica a qual nos referimos como o grafo G. A partir daqui,

assumiremos as superficies S compactas, salvo em casos previamente explicitado.

Defini¢ao 3.9 (Mergulho). Um mergulho de um grafo G em uma superficie S é uma aplicagdo

injetivai: G — S.

O grafo G é de certa forma visto como um subconjunto de S, e a aplicagdo i
o mapa inclusdo. A grosso modo a imagem I(G) é um "desenho"de G sobre S e por
isso ndo faremos distin¢do entre G e i(G). Denotaremos o mergulho de um grafo G, da
mesma forma que [12]], por G — S. Notemos que segue da Defini¢ao[3.9|que a imagem
de duas arestas de G se intersectam somente em seus extremos, caso sejam adjacentes.

Consideremos G — S um mergulho e S\ G o complemento de G em S. Dizemos
que cada componente conexa de S \ G é uma regido. Se cada regido do mergulho é
homeomorfa a um disco aberto diremos que G — S é um mergulho celular (ou 2-
célula) e cada regido é uma face do mergulho. Destacamos que o mergulho celular de
um dado grafo G em uma superficie S induz uma decomposicgdo celular de S e podemos
tomar S como um complexo celular.

Consideremos G — S um mergulho celular e F uma face genérica do mergulho.
A colecdo de todos os vértices e arestas que estdo na fronteira de F podem ser dispostas
em um passeio fechado sobre o grafo G atravessando a curva fechada que constitui a
fronteira de F. Este passeio é denominado passeio de fronteira da face F e é tinico

a menos de escolha de seu vértice inicial e uma direcdo. Tomando-se todas as faces
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do mergulho, cada aresta de G é atravessada exatamente duas vezes, uma em cada
sentido, estando no passeio de fronteira de no méaximo duas faces. A ocorréncia de
uma aresta do grafo neste passeio é denominada lado da face e o comprimento do
passeio de fronteira é o comprimento da face. Geralmente a face F é determinada
por seu passeio de fronteira e nos referimos a uma determinada face explicitando seu
passeio de fronteira.

Cada face de um mergulho G — S tem exatamente duas dire¢des para seu
passeio de fronteira. A atribuicdo de uma dessas orientag¢des ao passeio de fronteira de
uma face induz uma orientac¢ao nesta face de modo anédlogo ao descrito na Defini¢do
Uma orientacdo para o mergulho é a atribuigdo (se possivel) de uma orientagao
para cada face de modo que faces adjacentes induzam orienta¢des opostas a arestas
comuns, (orientagdo coerente). Notemos que o 1-esqueleto de uma triangulacdo de
uma superficie S é um grafo T e que S é orientdvel se T — S é orientavel.

Vimos na Subsegao[I.3.2que toda Superficie compacta admite uma representagao
poligonal (Proposigao[l.16). Aquicabe mencionar que um dado mergulho G — S pode
ser representado (geometricamente) em uma representagao poligonal de S. Quando
uma aresta atinge um lado do poligono da representacdo ela continua em outro lado

que recebe o mesmo rétulo, caso este exista.

n a Po

ay

as as

ay

D2 a P3

Figura 3.14: Mergulho de B, no Toro.

Notemos que toda representagdo poligonal induz um grafo mergulhado na su-
perficie representada onde cada aresta do grafo mergulhado corresponde a uma classe
de equivaléncia dos lados identificados da representacdo poligonal. Os vértices do
grafo correspondem a identificagdo dos vértices equivalentes da representacao.

Um mesmo grafo pode ser mergulhado em superficies distintas ou mesmo ter
dois ou mais mergulhos em uma mesma superficie. Esses mergulhos podem ser
comparados. A seguinte defini¢do estabelece condi¢oes para que dois mergulhos sejam

equivalentes.
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Definicao 3.10 (Equivaléncia de Mergulhos). Dois mergulhos de um dado grafo Gi: G —
S1es: G — Sy sio ditos equivalentes se existir um homeomorfismo h : Sy — S, tal que

preserva orientacdo e além disso hoi = s.

3.2.2 Decomposicao em faixas e Sistemas de rotacao

Apontamos na Subsegao[3.2.T|que uma determinada representagao poligonal de
uma superficie S induz um grafo mergulhado em S como por exemplo a representa¢do
poligonal do Toro induz neste um mergulho do grafo buqué B,. Agora descreveremos
uma maneira de se obter uma dada superficie S tendo como ponto de partida o mer-
gulho G — S. Descreveremos uma maneira de se obter uma representacdo poligonal
para S partindo do mergulho G — S.

Consideremos G — S um mergulho celular de um grafo G em uma superficie S
compacta e orientdvel. Podemos tomar em S, para cada vértice de G, uma vizinhanga
homeomorfa ao disco unitdrio e para cada aresta uma faixa homeomorfa a uma regido
retangular compondo assim uma vizinhanga para G (com mesmo aspecto). O comple-
mento dessa vizinhanca é uma familia de regides homeomorfas a discos abertos, uma
em cada regido do mergulho.

Para sermos mais precisos, definimos cada um desses conjuntos. Defina uma
1-faixa como um espacgo topolégico ¥7 juntamente com um homeomorfismo h : IX] —
%1 onde I denota o intervalo unitario [0, 1]. Ascurvash(IX{j}), paraj = 0,1sdochamadas
de extremos da faixa 77, e as curvas h({j} X I), para j = 0,1, sdo chamadas de lados da
faixa 7. Uma 0-faixa é um espaco topolégico Fy homeomorfo ao disco unitario. Uma
2-faixa é um espago ¥, também homeomorfo ao disco unitario.

Uma vez estabelecida a defini¢do de cada tipo de faixa damos a seguinte defini-

¢ao.

Defini¢ao 3.11 (Decomposicdo em Faixas). Uma decomposicio em faixas de uma superficie

S é uma colegdo C de O-faixas, 1-faixas e 2-faixas satisfazendo as seguintes condigdes:

(a) Faixas distintas se intersectam apenas ao longo de seus bordos;

(b) A unido de todas as faixas é S;

(c) Cada extremidade de cada 1-faixa estd contida no bordo de uma 0-faixa;
(d) Cada lado de cada 1-faixas estd contido no bordo de uma 2-faixa;

(e) As O-faixas sdo duas a duas disjuntas, assim como as 2-faixas.
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No que se refere a decomposicdo em faixas de uma superficie S relativa a um
mergulho G — S, omitiremos as 2-faixas uma vez que estas ficam determinadas pelas
faces de mergulho. Nomearemos as 0-faixas com a mesma designacdo dada a seus
vértices correspondentes assim como as 1-faixas receberdo a mesma nomeacao de suas
arestas correspondentes. As 2-faixas receberdo a mesma nomeagdo que as faces do

mergulho correspondentes a elas.

(,,.

Figura 3.15: Decomposicdo em faixas do Toro associada a B.

Diremos que uma decomposicdo em faixar é localmente orientada se é atribuido
a cada 0-faixa uma da duas orienta¢des possiveis. A orientacdo de uma O-faixa induz
uma orientagdo aos extremos das 1-faixas que incida com ela. Uma 1-faixa também
pode ser orientada de duas maneiras. Diremos que uma 1-faixa preserva orientagdo se
a direcdo induzida em seus extremos pelas O-faixas coincide com o induzido por uma
de suas orientagdes possiveis. Do contrério, a 1-faixa é dita que reverte a orientacdo.

Uma aresta a de um grafo mergulhado em uma superficie S, associado a uma
decomposicdo em faixas localmente orientada é dita ter orientagao do tipo 0 se a 1-faixa
correspondente preserva orientagao e do tipo 1 caso contrario. Um passeio nesse grafo
é dito do tipo 1 se tem um ntimero impar de arestas do tipo 1 e é do tipo 0 caso contrério.
Uma superficie S compacta é ndo-orientavel se, e somente se, possui um ciclo do tipo
1. Para mais detalhes sobre a decomposi¢do em faixas de superficies o leitor pode
consultar [7] e [12].

Agora apresentaremos uma forma de descrever um mergulho G — S ou sua
decomposicdo em faixas associada. Para descrever uma decomposigdo em faixas, com
a omissao das 2-faixas, basta descrevermos como as 1-faixas sdo atadas as 0-f