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Resumo

OLIVEIRA, Pedro Henrique Antunes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, marco de
2020. Tempo de Recorréncia e Espera para Rotagoes Irracionais. Orientador:
André Junqueira da Silva Corréa.

Este trabalho aborda recorréncia em sistemas dindmicos (motivada pelo Teorema da Re-
corréncia de Poincaré) com foco nas rotagdes irracionais do circulo. Tratamos o circulo
como R/Z = {x+Z : x € R} e assim também fazemos um estudo das estruturas to-
polégica, métrica e de medida em R/Z. Em particular, damos uma definicdo do que
entendemos pela medida de Lebesgue sobre o circulo e definimos uma métrica dz compa-
tivel com a topologia quociente de R/Z. O principal resultado apresentado neste trabalho
diz que dado @ € R\ Q, pondo f : R/Z — R/Z dada por f(x +Z) = (v + o) + Z (i.e.
rotagao do circulo por um angulo «), para todo ponto z do circulo e para pu'-quase todo
ponto y do circulo (sendo p' a medida de Lebesgue sobre circulo), tem-se % = R(x) <

R(x) = 1 = R(z,y) < R(z,y) = B, sendo = sup {t > 0 : liminf j'd(jo, Z) :0},
j—00

log(7r(2,y))

R(z,y) = liTII_1>i£1f i eyl R(z,y) = limsup 6@ (2 0) = inf{n € Z : n >

0 P Tog(r)
r—0

1,dz(f"(x),y) < r}, R(x) = R(z,z) e R(z) = R(x,x). E um fato conhecido que para
quase todo nimero real « (de acordo com a medida de Lebesgue sobre R), tem-se 3 = 1,
o que enfatiza a relevancia deste resultado. Também estudamos resultados mais gerais
sobre a relagao entre recorréncia e dimensao pontual de uma medida, a saber, uma desi-
gualdade apresentada por Barreira e Saussol e uma outra desigualdade apresentada por
Galatolo.

Palavras-chave: Circulo. Rotacao Irracional. Recorréncia.



Abstract

OLIVEIRA, Pedro Henrique Antunes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March,
2020. Recurrence and Hitting Time for Irrational Rotations. Advisor: André
Junqueira da Silva Corréa.

In this work, we study recurrence in dynamical systems (motivated by the Poincaré Re-
currence Theorem) with a focus on irrational circle rotations. The circle is treated as the
quotient R/Z = {x +7Z : « € R} and thus we explore some of its topological, metric, and
measure-theoretical structure. In particular, we give a definition of what is understood
by the Lebesgue measure in the circle and we also define a metric d; compatible with
the quotient topology of R/Z. The main result of this work states that given a € R\ Q,
if we put f : R/Z — R/Z given by f(z +Z) = (v + o) + Z (i.e. circle rotation of
angle ), then for all x € R/Z, and for pu!-almost every y € R/Z (u' denotes the Lebes-
gue measure in the circle), we have: % = R(z) < R(z) =1 = R(z,y) < R(z,y) = 5,
where § = sup {t > 0: liminf j'd(jo, Z) = 0} , R(x,y) = liminflog_(?”w, R(z,y) =
j—o0 r—0+ og(r)
lim sup %, T(x,y) = inf{n € Z : n > 1,dz(f"(x),y) < r}, R(x) = R(z,z), and

r—0+t
R(z) = R(x,z). Tt is a known fact that for almost every real number « (with respect

to the Lebesgue measure in R), the § above is 1, which emphasizes the above result’s
relevance. Throughout this dissertation, we also study more general results about recur-
rence reates, relating them to pointwise dimension of a measure, namely, an inequality
presented by Barreira and Saussol and another inequality presented by Galatolo.

Keywords: Circle. Irrational Rotation. Recurrence.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos certos conceitos em sistemas dinamicos. Em particular,
¢ abordada a nocao de recorréncia cuja motivacao é dada pelo Teorema da Recorréncia
de Poincaré. Nesta dissertacao focamos no estudo do tempo de primeiro retorno no
caso particular das rotacoes irracionais e também no estudo de certos modos com que se
relacionam as ideias de recorréncia e de dimensao pontual, termos cujas defini¢oes serao
apresentadas no capitulo terceiro. Nos capitulos primeiro e segundo, apresentamos nogoes
que servem de base para os resultados principais deste trabalho, que serao apresentados
no ultimo capitulo.

No primeiro capitulo, que é o de conceitos preliminares, introduzimos a linguagem
topolodgica e de medida utilizada no texto. Mencionamos os resultados principais que
serao utilizados aqui. Nestas secoes, o objetivo é apenas explicitar teoremas, observacoes,
terminologias e comentarios que serao relevantes ao longo deste trabalho. Além disso,
ainda no primeiro capitulo, de modo parecido com o que é feito nas se¢des de Topologia
e de Teoria da Medida, certas nogoes basicas de sistemas dinamicos e fragoes continuas
sao expostas em suas respectivas secoes. Estas ainda tem um carater preliminar, porém
recebem uma atencao maior. A importancia da se¢do de fragoes continuas deve ser enfa-
tizada pelo seu papel na demonstracao do resultado principal deste trabalho (Proposigao
221)).

O resultado principal deste trabalho é uma afirmacao sobre dindmica no circulo.
Sendo assim, o segundo capitulo dd uma visao geral e introdutéria sobre este assunto.
Definimos a aplicacao principal deste trabalho, que é a rotac¢ao no circulo sobre ele mesmo.
Mostramos também como se apresentam, no circulo, certos aspectos topoldgicos e de
medida, além de certas propriedade métricas. Mostramos algumas propriedades dinamicas
das rotacoes. Entretanto, nao exploramos os resultados padroes envolvendo niimero de
rotacdo por exemplo (para tais resultados, ver [12] e [21]).

Finalmente, no ultimo capitulo, o terceiro, introduzimos um dos assuntos centrais
deste trabalho: recorréncia. A nocao de dimensao pontual também é dada aqui. Os
resultados individualmente fortes que estao nesta se¢do sdo as Proposi¢oes [216] [205] e [221]
e o Lema As duas primeiras exemplificam como as nogoes de recorréncia e dimensao
pontual se relacionam de modo util. A terceira, e mais importante, explora noc¢oes de
recorréncia no caso particular da rotagao irracional. O lema faz uma afirmagao sobre
a "velocidade" da recorréncia fazendo uma relacdo com a nocao de dimensdao pontual,
dando algo como um limitante para a recorréncia. Ressaltamos aqui que a demonstracao
apresentada para a Proposicao ¢ inédita e de autoria dos seguintes mateméaticos
Alexander Arbieto, Jairo Bochi, Artur Avila e Carlos Gustavo Tamm de Aratijo Moreira.
O resultado em si dado pela Proposicao [221| ndo ¢é inédito e ja foi exposto por Kim em
[14] e por Kim e Seo em [16].

Como ja foi dito, o estudo feito neste trabalho visa abordar nog¢oes de recorréncia,
dimensao pontual e rotagoes irracionais do circulo de modo interligado. Relagoes entre




recorréncia e dimensao pontual, de modo geral, ja foram abordadas em outros trabalhos.
Nesta dissertagao estudamos (através das Proposigoes e e através do Lema
o trabalho ja realizado por Barreira e Saussol em [I], Galatolo em [I1] e por Bonano e
Galatolo em [4].

Ha outros trabalhos que estudam formas de recorréncia de uma rotagao irracional.
Por exemplo, em [16], Kim e Seo estudaram o que se entende pelo tempo de espera
de rotacoes no circulo. Uma das conclusoes deste trabalho citado é que para pu-quase
todo dngulo a de rotagdo (u aqui denota a medida de Lebesgue da reta), definindo f :
[0,1] — [0,1] dada por f(z) = (z 4+ a) — [z + ], Qu(x) = [27™,27"(i + 1)) tal que
re27,27"(i+ 1)) e K,(z,y) =min{j € N: fi(y) € Q.(x)}, tem-se

i 108(Ka(2,y))

n—o0 n

=1

A nogdo de tempo de entrada estudada por [16], que é capturada pela definicao de K,
logo acima, ¢é ligeiramente diferente da abordada nesta dissertacao e que sera introduzida
no capitulo 3.

Neste trabalho, abordamos o que se entende pela dimensao pontual de uma medida
em um ponto e a relacionamos com recorréncia. Ha outros objetos que também se relacio-
nam com recorréncia. Um exemplo disso é a medida-a de Hausdorff, o > 0, (ver [5]). Em
[5], Boshernitzan expoe um resultado quantitativo sobre a recorréncia provando que se a
medida-a de Hausdorff, que é de fato uma medida de acordo com a Teoria da Medida,
for o-finita, entao

lim inf néd(ac7 T"(x)) < 00

n—oo

para p-quase todo z € X, sendo (X, d) um espago métrico separdvel, 1 uma medida de
probabilidade boreliana sobre X e T': X — X uma transformacao Borel mensuravel -
invariante. O Teorema da Recorréncia de Poincaré, que motiva o estudo de recorréncia em
sistemas dindmicos, apenas afirma, no caso topoldgico, que ligg iolgf d(z, T"(x)) = 0 para
p-quase todo x € X (ver Proposigao m para um enunciado formal do teorema), o que
pode ser visto como uma consequéncia do resultado de Boshernitzan para os casos em que
as hipoteses do Teorema de Boshernitzan sao satisfeitas. Assim, nestes casos, o restuldado
de Boshernitzan pode ser visto como uma afirmagao mais forte sobre recorréncia.

O trabalho de Boshernitzan, de certa froma, da informagoes quantitativas sobre a
recorréncia de Poincaré. Perceba que, como consequéncia do Teorema de Bosheritzan,
pode-se conseguir uma constante C' > 0 e infinitos indices n € N tais que d(z, T"(z)) <
Cn~«. Entdo é como se este resultado ajudasse na obtencao de uma certa cota superior
para a recorréncia. No que diz respeito a este tipo de estudo no caso especifico das
rotagoes, temos [I5], onde Kim prova que dado a € R\ Q, vale que para p-quase todo s €
R, tem-se ligbr_l) g}f nd(na — s,Z) = 0. Na linguagem deste trabalho, que serd introduzida
no capitulo 2, pode-se reformular o resultado de Kim da seguinte forma: dado qualquer
a € R\ Q e dado qualquer x € S!, entdo para p'-quase todo y € S!, tem-se que
lim inf ndz(Rot?(z),y) = 0 (sendo que p'-quase é a medida de Lebesgue do circulo, que

serd também introduzida no capitulo 2).

Como uma dissertacao usual de mestrado, o objetivo do mestrando neste trabalho
é entender, em um certo nivel de detalhe mais aprofundado, os resultados centrais apre-
sentados (as Proposi¢oes [216] 205] e 221] e 0 Lema [217). Por isso, observa-se que foram
dadas demonstragoes detalhadas das mesmas. Nenhuma demonstragdo aqui é de autoria
do mestrando. O que foi feito é um estudo destes resultados e de suas demonstragoes.




Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho, usamos certos conceitos basicos de Topologia, Teoria da Medida,
Fragoes Continuas e Sistemas Dinamicos, dentro dos resultados expostos. Este capitulo
tem como objetivo deixar claro o que destes assuntos serd usados neste trabalho. Além
disso, certas consideragoes e convengoes validas para o texto todo serao introduzidas.

As sec¢oes preliminares sobre Topologia e Teoria da Medida essencialmente listam
defini¢oes, proposigoes e observagoes de interesse. Nao ha provas inclusas. No que diz
respeito as de Fracoes Continuas e Sistemas Dinamicos, o que é de conhecimento comum,
nao serd provado. Entretanto, certos resultados sdo ao mesmo tempo mais especificos e
fortemente associados ao trabalho, e assim sao provados.

1.1 Topologia

Existe uma extensa literatura sobre espagos topologicos e também espacos métricos.
Abordagens mais detalhadas sobre estes assuntos podem ser encontradas em varios livros,
como [I7], [7] e também [I18]. Nesta secdo, falaremos das nogoes de Topologia Geral
usadas neste trabalho. Nenhuma proposicao serd provada aqui. As referéncias logo acima
possuem todas as provas dos fatos enunciados nesta secao.

Definicao 1. Um conjunto X munido de uma cole¢ao 7 de subconjuntos de X ¢é dito um
espaco topologico se:

1. X,0er.

2. Dado A C 7 finito, vale que ) a € 7.
a€A

3. Dado A C 7 (arbitrario), vale que U « € 7.
acA

Cada elemento de 7 é dito ser um aberto de X.
Observacgao 2. Estritamente falando, o espago topolégico é o par (X, 7), porém é comum

omitir 7 e dizer apenas que X é o espago topoldgico. Isso é um abuso de notagao. O
espaco topolégico depende tanto de X quanto de 7.

Defini¢ao 3. Dizemos que (X, 7) é um espago topoldgico separavel se existe 5 C 7
enumeravel tal que para todo G € 7, e para todo x € X, existe U € g tal que x € U C G.



1.1. TOPOLOGIA

Observacao 4. Uma consequéncia imediata de X ser um espacgo topologico separavel é
que existe § C 7 enumeravel tal que todo aberto de X é igual a alguma unido enumeréavel
de abertos, cada um dos quais em (. E f4cil ver que se existe 3 C 7 enumerdvel tal
que todo A € 7 é uma unido de certos elementos de 3, entao X é um espacgo topoldgico
separavel.

Definicao 5. Um espaco topologico X é dito ser compacto se dado uma colecao qualquer

{A;}ier de abertos de X tal que X C U A;, entdo existe J C I finito tal que X C U A;.
i€l jET

Observacao 6. Dizemos que, num espaco topolégico compacto, toda cobertura por aber-
tos admite uma subcobertura finita.

Definigao 7. Seja X um espago topoldgico e A C X. Dizemos que A é um fechado de
X se X \ A é um aberto de X.

Proposicao 8. Seja X um espago topoldgico com os abertos dados por 7. Se v é o
conjunto de todos os subconjuntos fechados de X, temos:

1. X,0€n.

2. Dado F' C v com F finito, tem-se U a € 7.
a€F

3. Dado F' C 7, tem-se ) a € 7.
acF

De acordo com a proposicao logo acima, temos entao que ser fechado é uma pro-
priedade preservada por interse¢oes arbitrarias, falando a grosso modo. Como em varios
outros contextos dentro da matemaética, este fendmeno motiva a no¢ao do menor conjunto
fechado que contém um certo conjunto dado.

Definigao 9. Seja X um espago topologico e A C X, chamamos de fecho de A, denotado
por A, a intersecao de todos os fechados de X que possuem A como subconjunto.

Observacao 10. Seja X um espaco topologico e A C X. De acordo com a proposicao
acima, A é um fechado de X. Além disso, ¢ fdcil ver que se F' é um fechado de X com
ACF,entao AC F.

Definicao 11. Seja X um espaco topologico. Sejam A, B C X com A C B. Dizemos
que A é denso em B se B C A.

Proposigao 12. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja Y C X Ponha v = {Y N A :
A € 1}, Entao (Y,7) é um espago topoldgico.

Observacao 13. Dentro do contexto da proposicao acima, dizemos que v ¢é a topologia
de Y induzida pela topologia de X. De modo geral, quando falamos sobre um subconjunto
de um espaco topoldgico, fica sempre implicito que estamos tomando a topologia induzida
pela de X sobre Y, a nao ser que seja dito o contrario. Utilizando-se da topologia induzida,
varios conceitos que comumente falamos para o espaco todo podem ser transferidos para
subconjuntos (como é feito na defini¢ao seguinte).

Definicao 14. Seja X um espago topolégico e Y C X. Dizemos que Y é compacto se

10



1.1. TOPOLOGIA

for compacto de acordo com a topologia induzida de X. Similarmente, dizemos que Y é
separavel se Y for separavel com a topologia induzida de X.

Observacao 15. Um espago topoldgico leva a outros espacos topoldgicos de varias for-
mas. Falamos de uma acima (i.e. o espago induzido no subconjunto), mas ha outras.
Dois exemplos de como um ou mais espacos topologicos levam a certos outros espacos
topoldgicos sao os produtos de espacos topoldgicos e também os quocientes de espagos
topologicos, de acordo com uma certa relacao de equivaléncia. Neste trabalho, estamos
mais interessados na nogao de espaco topologico quociente. Usaremos espagos produtos
poucas vezes e 0 que usamos de espacos produtos se da dentro do contexto de espagos
métricos.

Proposicao 16. Seja X um espago topologico e ~ uma relacao de equivaléncia sobre X.
Seja ) o conjunto quociente de X por ~ cujos elementos sao as classes de equivaléncia
com relacao a relacao ~. Seja m : X — () a projecao candnica ao quociente com relagao
ao ~. Definay={ACQ:3dBe€1,B=n"1(A)}. Entdo (Q,7) é um espago topoldgico.

Defini¢ao 17. O espaco topolégico (Q),7) da proposigao acima é chamado de espago
topolégico quociente, ou simplesmente espago quociente, de X pela relacao de equiva-
léncia, ~.

Observagao 18. A nocao de espaco quociente é mais geral do que a introduzida aqui
(ver [18]), porém esta daqui é a que é 1til no nosso trabalho e ndo serd necessario nada
mais geral. A nogao de espago quociente utilizada nesta dissertagao é baseada em [7].

Defini¢ao 19. Sejam X,Y espagos topolégicos e f : X — Y. Dizemos que f é uma
fungdo continua se f~!(B) ¢ aberto de X sempre que B for aberto de Y.

Proposicao 20. Sejam X, () e m como na definicao acima de espago quociente. Sejam
Z um espaco topoldgico e F': () — Z uma funcao. Entao F' é contina se, e somente se,
F o7 for continua.

Observacio 21. E direto da definicdo de espaco quociente que a projecio ao quociente
¢ uma funcao continua de X sobre o espago quociente. Na verdade a topologia quociente
é feita de modo a ter a projecdo ao quociente continua. Pode-se tornar preciso que a
topologia quociente é a menor topologia que se poe no espago quociente de modo a ter m
continua, mas nao faremos isso aqui.

Definicao 22. Um espago topoldgico X se diz Hausdorff se dados quaisquer dois x,y €
X com z # y, existem abertos G,U de X taisque GNU =0,z € GeyeU.

Neste trabalho, de modo geral, estaremos interessados em uma classe de espagos
topologicos mais especifica. S@o os espagos topologicos cuja topologia é dada por uma
métrica. Estes espacgos sao chamados de espacgos métricos. Os abertos destes espagos
topoldgicos sao caracterizados por um padrao mais forte (dado pela métrica), sendo assim
menos arbitrarios e possuindo varias propriedades boas.

Definicao 23. Uma meétrica sobre um conjunto X é uma funcdo d : X x X — R tal
que:

1. d(z,y) > 0 para todo =,y € X.

11



1.1. TOPOLOGIA

2. d(z,z) = 0 para todo = € X.

3. d(z,y) = d(y, x) para todo z,y € X.

4. Dados z,y € X tais que = # y, tem-se d(x,y) > 0.
5. Dados z,y,z € X, tem-se d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

A 1ltima propriedade é conhecida como a desigualdade triangular por causa da sua pos-
sivel interpretagao considerando x,y, z como vértices de um triangulo.

Definicao 24. Um conjunto X munido de uma métrica d sobre X é chamado de espaco
métrico.

Observagao 25. Estritamente falando, o espago métrico é o par (X,d) e ndo apenas
X. E comum, no entanto, dizer que X é um espaco métrico e deixar implicito, quando é
claro, qual é a métrica que esta sendo considerada.

Exemplo 26. R" = {(z1,xs, ..., x,) : ; € R} com a métrica usual euclidiana,

d2(([[‘17$2, "')xn)) (yh Y2, 7yn)) = (xl - y’b)z
\ i=1

Ou entao R™ com as métricas d; ou d,, sendo

d1(<$1,$2, "-axn)a (y17y27 ;yn)> = Z ’xl - yl|
=1

doo (21, 22, s ), (Y1, Y2, - Yn)) = I{l:aﬁ | — wil-

Exemplo 27. Sejam a,b € R. Seja Cy([a,b]) = {f : [a,b] = R : f continua }. A fungao
doo : Co([a,b]) x Co([a,b]) — R dada por duo(f,g) = sup |f(z) — g(z)| é uma métrica

z€[a,b]

sobre Cy([a, b]) e, logo, faz (Cy([a,b]),ds) ser um espago métrico.

Definicao 28. Sejam X um espago métrico, x € X e r > 0. Definimos a bola aberta
centrada em x de raio r, denotada por B(x,r), como sendo o conjunto dado por {y € X :

d(z,y) <r}.

Proposicao 29. Seja X um espago métrico com uma métrica d. Ponha 7 o conjunto dos
subconjuntos A de X satisfazendo a seguinte condigao: para todo x € A, existe r > 0 tal
que B(z,r) C A. Entao (X, 7) é um espago topoldgico.

Observagao 30. A topologia dada por 7, como na proposi¢ao acima, sobre X é dita ser
a topologia da métrica (ou ainda induzida pela métrica).

Observacao 31. Fenomenos como separabilidade e compacidade sao consideravelmente
simplificados em espagos métricos no sentido de existirem critérios relativamente mais
simples para decidir se um conjunto é ou nao separavel e/ou compacto. A seguinte
proposicao exemplifica o que foi dito aqui para o caso da separabilidade.
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1.1. TOPOLOGIA

Proposicao 32. Seja X um espacgo métrico. Temos que X é separavel se, e somente se,
X possui um subconjunto enumeravel e denso (em X).

Definicao 33. Seja {ay}, .y tma sequéncia de termos em um espaco métrico X. Dizemos
que a sequéncia {a,}, . converge para o limite L € X se dado € > 0, existe ng € N
(dependendo de €) tal que para todo n € N com n > ng, tem-se d(a,, L) < €. Escrevemos
a, — L, ou ainda nh_)rrgo an = L. Dizemos que a sequéncia {n,}, na. ¢ convergente.

Definigao 34. Seja {a,},y Uma sequéncia de termos em um espago métrico X . Dizemos
que {an}, oy ¢ uma sequéncia de Cauchy se para qualquer que seja ¢ > 0, existe ng € N
(dependendo de €) tal que para todo n,m € N com n,m > ng, tem-se d(a,, a,,) < .

Definicao 35. Dizemos que um espaco métrico X é completo se toda sequéncia de
Cauchy é convergente.

Definicao 36. Em um espaco métrico X, um subconjunto ¥ C X se diz sequencial-
mente compacto se para toda sequéncia {a,}, . de termos em Y, tem-se que {a,}, oy
admite uma subsequéncia convergente que converge para um elemento de Y, ou seja,
existe o0 : N — N estritamente crescente tal que {ag(nﬁ N é uma sequéncia convergente

ne
e seu limite é elemento de Y.

Além de um critério mais conveniénte para a separabilidade, os espacos métricos
possuem uma caracterizacado dos conjuntos compactos. A seguinte famosa proposicao
sobre compactos em espagos métricos nos da essa caracterizagao.

Proposicao 37. Seja X um espaco métrico. Dado Y C X, sdo equivalentes:
1. Y é compacto
2. Y é sequencialmente compacto.

3. Y é competo e para todo € > 0, existe A C Y finito tal que para todo y € Y, existe
a € A tal que d(y,a) < e.

Proposigcao 38. Sejam XY espagos topologicos e f : X — Y continua. Se C' C X é
compacto, entdao f(C') é compacto.

Definicao 39. Sejam X,Y espacos topolégicos. Uma funcao f : X — Y continua e
bijetora cuja inversa também é continua é chamada de homeomorfismo. Dizemos que
os espacos topologicos X e Y sao homeomorfos caso haja um homeomorfismo entre os
dois.

Espacos métricos também admitem uma ferramenta para a identificacdo de homeo-
morfismos.

Proposicao 40. Seja f uma bijecdo continua de X, um espaco topolégico compacto,
sobre Y, um espaco topoldgico Hausdorff. Entao f é homeomorfismo.

Nosso interesse em espacos topoldgicos se da pelo fato da rotagao, como estudada
neste projeto de mestrado, ser uma aplicacao de um espago métrico compacto que provem
de um espaco quociente (i.e. o circulo S' como serd introduzido posteriormente). A
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proposicao acima, por exemplo, sera utilizada para mostrar que o circulo, como trabalhado
neste projeto, ¢ homeomorfo ao circulo usual do R? centrado na origem e de raio igual a
1.

Observacao 41. No R", n € N qualquer, a topologia considerada sera sempre a usual
dada pela métrica euclidiana:

a@hm@uxmww%»:(fxw—ym)a

=1

sendo (1, ..., Zn), (Y1, -, Yn) € R™. No R™, tem-se propriedades ainda mais conveniéntes
do que em um espac¢o métrico arbitrario. Por exemplo, é conhecido que todo subconjunto
de todo R™, qualquer que seja n € N, é separdvel. E conhecido também que um subcon-
junto X C R"™ é compacto se, e somente se, é fechado e limitado. Ha outras propriedades
fortes sobre o R™. Uma grande vantagem do R" é que varias propriedades possuem um
apelo geométrico forte, o que facilita na vizualizacao a na prova dos resultados.

Definicao 42. Sejam X e Y espagos métricos com dx a métrica em X e dy a métrica
em Y. Seja f: X — Y uma funcdo tal que para todo z,y € X, tem-se dx(z,y) =
dy (f(z), f(y)). Dizemos que f é entdo uma isometria.

Observacao 43. Certos autores pedem que isometrias sejam sobrejetoras e chamam
uma funcdo entre espacos métricos que meramente preservam distdncias de imersao
isométrica. Esta distingdo nao nos é util. Assim, usaremos apenas o termo "isometria'
como na defini¢ao logo acima.

Finalmente, introduziremos a nocao de espago métrico produto, que é fortemente
motivada pela seguinte proposicao.

Proposicao 44. Sejam (X1, d;), (Xo,ds) espagos métricos. Defina as fungoes d;, doo, de :
(X1 x Xy) x (X7 x X3) — R dadas por:

d+((2,9), (a,)) = di(z, a) + d2(y, )
doo((,y), (a,b)) = max{d;(z,a),d2(y,b)}

d((2,y), (a,b) = \/di (z,0)? + da(y, b)?

Entao tanto d, do, quanto d. sdo métricas em X; x Xy5. Além disso, elas ddao origem a
mesma topologia, ou seja, A C X; X X, é aberto de acordo com a métrica d. se, e somente
se, for de acordo com a métrica d, e, também, A é aberto de acordo com a métrica d,
se, e somente se, for de acordo com a métrica d. .

Definicao 45. O espago métrico introduzido na proposi¢do acima dada pelo produto
cartesiano de X; com X3 é conhecido como espago métrico produto.

Observagao 46. Como a topologia obtida com qualquer uma das trés métricas é a
mesma, nao se costuma especificar qual das métricas é usada na definichio. Na pra-
tica, costuma-se usar a que for mais conveniénte ja que os resultados de interesse nao
dependem da métrica em si, mas sim da topologia que ela gera. E claro que nog¢oes como
uma funcao ser isometria depende da métrica especifica e, para resultados desta natureza,
especifica-se a métrica.
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Observacao 47. Ha outras métricas que podem ser utilizadas no espago produto de
modo a ainda obter a mesma topologia que se obtem com as trés acima.

1.2 Teoria da Medida

Todos os trés principais resultados desta dissertacao fazem afirmacoes que dependem
fortemente de conceitos de Teoria da Medida. Como na se¢do anterior, ndo provare-
mos nada do que for enunciado aqui. As referéncias que podem ser consultadas para as
demonstragoes e elaboracoes do contetido desta segao sao: [3], [10] e [20].

Defini¢ao 48. Uma o-algebra M de subconjuntos de X (ou simplesmente o-dlgebra) é
um subconjunto do conjunto das partes de X (i.e. os elementos de M sao subconjuntos
de X) tais que:

1. X e M.

2. Dado {F,}, .y uma sequéncia de conjuntos em M, tem-se U F, € M.
1

n=

3. Dado A € M, tem-se X \ A € M.

O par (X, M) é chamado de espago mensuravel e os elementos de M sao chamados de
conjuntos mensuraveis de X (com relagdo a o-dlgebra M). Diremos, comumente, que
X é um espago mensuravel e deixaremos implicita a o-adlgebra em questao.

Proposic¢ao 49. Seja M uma o-dlgebra de subconjuntos de X. Entao ) € M e M ¢é
fechada para unides e interse¢oes enumeraveis (finitas ou infinitas).

Proposicao 50. Seja X um conjunto e {M;};c; uma familia de o-dlgebras de subcon-
juntos de X. Entao, pondo M* = N M;, temos M* uma o-algebra de X.

iel
Definicao 51. Sejam X um conjunto arbitrario e A C 2% (2% denota o conjunto de

todos os subconjuntos de X). Considere F o conjunto formado por todas as o-algebras

M de subconjuntos de X com A C M. A o-dlgebra (| B é chamda da o-algebra (de
BEF

subconjuntos de X) gerada por A, e é denotada por o(A).
Observacgao 52. O conjunto F acima é ndo vazio pois 2% € F.

Definicao 53. Seja X um espaco topologico e 7 a colegdo de abertos de X. Chamamos
o(1) de o-algebra de Borel, ou o-algebra boreliana, de X (com relagdo a escolha dos
abertos 7).

Definigcao 54. Sejam X um conjunto e M uma o-algebra de subconjuntos de X. Uma
fungao p : M — [0,00] é chamada de uma medida sobre X (com relagao a o-algebra

M) se:

(Ej;) sempre que {£;},.y for uma sequéncia de termos em M tal

S =

para todo m,n € N com m # n.
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Defini¢ao 55. Uma tripla (X, M, ), sendo X um conjunto arbitrario, M uma o-algebra
de subconjuntos de X e p uma medida sobre X definida em M, é chamada de espacgo
de medida. Comumente, omitiremos os dois ultimos termos da tripla e diremos apenas
que X é um espago de medida (ficard implicito qual é M e qual é p).

Defini¢ao 56. Seja X um espaco de medida com p(X) < oco. Dizemos que p é uma
medida finita. Caso u(X) = 1, dizemos que p é uma medida de probabilidade e,
neste caso, dizemos também que X é um espago de probabilidade (mais uma vez, fica
ficam implicitas quais sdo as o-algebra e medida em questdo).

Definicao 57. Seja X um espaco de medida com p a medida posta neste espago. Dizemos
que 1 ¢ uma medida o-finita se existe uma cole¢ao enumeravel de conjuntos mensuraveis

oo
Ey, Es, ... tais que X = U E; e que u(E;) < oo para todo i € N.
i=1

Definicao 58. Num espaco de medida X com medida p, dizemos que um conjunto
mensuravel A C X é de medida nula se (A) = 0. Dizemos que A é de medida total
se A é de medida nula.

Observagao 59. Seja X um espago de medida e suponha que N C X é um conjunto
de medida nula. Se uma certa propriedade vale para todo x € X \ N, dizemos que esta
propriedade vale para p-quase todo ponto de X, ou seja, ela vale para todo ponto de X
exceto possivelmente para os pontos de um certo conjunto de medida nula.

Definicao 60. Se X é um espaco topolédgico e i é uma medida definida na o-algebra de
Borel de X, dizemos que i ¢ uma medida boreliana em X.

Observagao 61. No R”, para n € N qualquer, fica implicito que consideramos sempre a
o-algebra de Borel dada pela topologia padrao do R™ (a da métrica euclidiana), a ndo ser
que seja dito o contrario.

Proposigao 62. Dado n € N, existe uma tunica medida p boreliana sobre R™ que faz
p([ar, by] X lag, ba] X ... X [an,by]) = (b1 — a1)(by — ag)...(b, — ay), quaisquer que sejam
bi,ba,...,b, € R, ay,as,...,a, € R com b; > a; para todo i € {1,2,...,n}.

Definicao 63. A medida da proposicao acima é chamada de medida de Lebesgue no
R"™.

Observacao 64. Que a definicdo acima estda de fato de acordo com o que se entende,
dentro da literatura relevante, pela medida de Lebesgue em R™, pode ser confirmado
em [3]. Além disso, estritamente falando, o que se entende na pela medida de Lebesgue
(dentro da literatura relevante, ver [3] e também [10]) é uma medida definida em uma
o-algebra sobre o R™ que, nao s estritamente contém a o-algebra de Borel no R”, mas
também possui cardinalidade estritamente maior (ver [3] para mais detalhes). Neste
trabalho, estamos apenas interessados nos conjuntos borelianos e assim nao nos faz mal
tratar dessa versao mais restrita da medida de Lebesgue.

Proposicao 65. A medida p de Lebesgue satisfaz que dados A, B C R"™ mensuraveis
tais que A = f(B), sendo f : R" — R"™ uma isometria com rela¢ido a métrica euclidiana,
tem-se p(A) = u(B).
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A nocao de medida esta fortemente relacionada a nocao de integracdo. A partir de
uma medida, pode-se definir o que se entende pelas fungdes integraveis dentro do espaco
de medida em consideracao. Neste trabalho, nao somente a nog¢ao de medida e o-algebras
borelianas serao usadas, mas também certos teoremas sobre integracgao.

Definicao 66. Sejam X,Y espacos mensuraveis. Uma funcdo f : X — Y é dita ser
mensuravel se para cada conjunto A mensurdvel de Y, f~!(A) é um mensurdvel de X.

Observagao 67. Nos reais extendidos R = R U {00, —o0}, a o-dlgebra padrio, também
chamada de o-algebra de Borel em R é o seguinte conjunto, pondo M a o-dlgebra de
Borel sobre R,
U {4, AU {oo}, AU{—o0}, AU {—00,0}}.
AeM

Definigao 68. Seja (X, M, ) um espaco de medida. Uma fungao ¢ : X — R ¢é dita
simples se for mensurdvel e possuir imagem finita. A integral de uma funcao simples nao

negativa ¢ é definida como Y. au(¢~'(a)) e é denotada por [ @du. Uma funcio nao
a€d(X)

negativa mensuravel f : X — R tem sua integral [ fdu definida como

sup {/¢du c¢: X = R, ¢ simples ,Vor € X,0 < ¢(x) < f(x)},

que é um real estendido nao negativo. Uma funcao f : X — R mensuravel é dita integravel
se f* e f~ tem integrais finitas, sendo fT(x) = max{0, f(z)} e f~(x) = max{0, —f(z)}
(prova-se que fT,f~ : X — R sdo fungdes mensurdveis nao negativas). No caso de f
ser integravel, define-se a integral de f, denotada por [ fdu, como [ f*du — [ f~du. O
conjunto das fungoes integraveis serd denotado por L(X, M, i), ou somente por L(X) ou
L quando nao houver problemas.

Observagao 69. Cada nocao de integrabilidade acima (para fundes simples, fungoes
mensuraveis nao negativas e funcoes mensuraveis f : X — R com f e f~ de integrais
finitas), de certa forma, extende a anterior. No caso em que mais de uma noc¢ao de inte-
grabilidade se aplica a uma mesma fungao, prova-se que estas coincidem. Deve-se prestar
atencao especialmente no salto de integrais de fungoes mensuraveis nao negativos para o
caso de integrais de fungoes em L. Se f : X — R for mensuravel e nao negativa, tem-se
que f € L se, e somente se, [ fdu < oco. No caso [ fdu = oo, ndo temos f integravel,
porém ainda falamos da integral de f com relacao a medida p (sendo +o00). Assim, para
fungbes ndo negativas mensuraveis, sempre podemos falar da integral desta fungao (com
relagdo a medida em questao), independente da integrabilidade ou nao desta fung¢do. Per-
ceba também que podemos falar das integrais das funcdes f : X — R mensurdveis nao
negativas, mas que todas as fung¢oes em L sao de contra-dominio real.

Proposigao 70. O espago das fungoes reais integraveis em um espago de medida (X, M, u)
é um espaco vetorial real com as operagoes usuais entre fungoes. O mesmo é verdade para
o espago das fungoes reais mensuraveis.

Proposigao 71. Seja (X, M, u) um espago de medida. Se f,g : X — R sdo fungoes
integraveis e f(z) = g(z) para p-quase todo x € X, tem-se [ fdu = [ gdp. Além disso,

se f,g : X — R sa@o fungbes ndo negativas mensuraveis com f(x) = g(z) para pu-quase
todo x € X, tem-se [ fdu = [gdu. A relagdo ~ que poe f e g mensuraveis como sendo
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relacionadas exatamente quando sao iguais em p-quase todo ponto de X é uma relacao
de equivaléncia.

Observacao 72. Nas proximas proposicoes, defini¢oes, dentre outros, a menos que seja
dito o contrario, ~ denota a relagao de equivaléncia introduzida na proposi¢ao logo acima.

Observacio 73. E fécil ver que se f,¢g : X — R sdo mensurdveis com f integravel e
f ~ g, entdo g também é integravel.

Defini¢ao 74. Seja (X, M, ) um espago de medida e seja M o conjunto de todas as
fungoes f: X — R mensuraveis. Dada uma classe o de equivaléncia em M /~, entao para
todo f,g € a, temos [ integravel se, e somente se g for integravel e, em caso afirmativo,
[ fdu = [gdu. Assim, definimos a integral de «, [adu, como a integral de qualquer
um de seus elementos, caso pelo menos um (e logo todos) seja integravel. Dadas classes
a, B € M/~, com representantes f € a, g € (3, e dado um nimero real k£ € R, definimos:

1. ka como a classe de kf,
2. o+ [ como a classe de f + g,
3. aff como a classe de fg,

4. é como a classe de % (no caso em que f(x) # 0 para p-quase todo = € X),

5. dado k € R, o* como a classe de f* (no caso em que f(x) > 0 para u-quase todo
reX)e

6. || como a classe de | f].

Todas essas definigoes acima fazem sentido (pode-se mostrar a independéncia com relagao
a escolha dos representantes para todas elas).

Definicao 75. Seja X um espaco de medida e seja p € R com 0 < p < oo. Dado uma
J— 1

fungdo f : X — R mensuravel, definimos |[f[|, = ([ |f[Pdp)?. A aplicagdo ||.||, é chamada

de norma-p (a motivagdo por tras deste nome ficard clara posteriormente).

Observacao 76. Note que ||.||, estd definida para toda funcdo mensurdvel pois |f[P é
sempre uma fungdo ndo negativa mensurdvel. Além disso, note que || f[|, pode ser occ.

Proposigao 77. Seja X um espaco de medida e p € R com 0 < p < co. Dados f,g :
X — R, temos que f ~ g se, e somente se, ||f — g||, = 0. Além disso, f ~ g implica em

A1, = Tlgll,,

Defini¢do 78. Seja X um espago de medida e p € (0,00). Denote por M o conjunto
de todas as funcoes f : X — R mensuraveis. Definimos o espaco L, como sendo o
conjunto das fungdes f € M tais que |[f]|, < co. Dado f € M e a« € M/ ~ a classe
de f, definimos [|a[, = [|f|[,- Da mesma forma que falamos do espago L, para fungdes
mensuraveis, falamos também do espaco L, para as classes de equivaléncia das fungoes
mensuraveis de acordo com ~. E costume usar a mesma notagao para os dois conjuntos e
fica claro do contexto o que se quer dizer por L,. Formalmente, o conjunto L, das classes
de equivaléncia (de acordo com ~) de fungoes mensurdveis é o conjunto cujos elementos
sdo as classes a € M/ ~ tais que |[af|, < oco.
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Proposigao 79. Seja p € (0,00). O espago L, é um espago vetorial (tanto no caso das
classes quanto no outro). Suponha daqui pra frente nesta proposigdo que p > 1. No
espago L, das classes, |[[.|[, ¢ uma norma (no sentido usual utilizado na teoria de espagos
vetoriais normados) e o espago L, é um espago de Banach (i.e. é um espago vetorial
normado completo). Para p = 2, L, é um espago de Hilbert (i.e. um espago vetorial
normado completo cuja norma provem de um produto interno), sendo que o produto
interno entre «, 8 € L, é dado por [afBdu. No caso do L, como espago das fungdes, ||.[|,
¢ uma semi-norma em L,,.

Observagao 80. Dado X um espaco de medida, prova-se que dado f : X — R mensura-
vel, entdo f € L se, e somente se, ||f||; < oco. Assim, L = L;. O modo usual de se tomar
uma func¢ao integravel que se encontra em varios livros sobre o assunto é tomar f € L;.

Observacao 81. A teoria sobre espagos L, possui um foco para o caso p > 1. H4,
porém, resultados para o caso p € (0,1). Um destes resultados serd utilizado neste
trabalho. Antes de falarmos do mesmo, definiremos o que entendemos por L.

Defini¢ao 82. O conjunto L., (X, M, i), ou simplesmente L, é definido como o conjunto
de todas as fungoes f : X — R mensuraveis essencialmente limitadas, ou seja, o
conjunto das fungdes f : X — R mensuraveis tais que existe My mensuravel com p(M§) =
0 e existe Ay € R com |f(x)] < Af para todo z € M;. A norma-oco de o é definida
como ||a|| = inf{sup f(A4) : A € M, u(A°) = 0}. Mostra-se que se f,g : X — R sdo
mensuraveis com f ~ g, entao ||f|| = ||g||... Assim, extende-se a nocao de ||.||, para
as classes a € M/ ~, sendo M o conjunto das fungoes mensuraveis de X em R. Assim,
Lo ={feM:||fll, <oo}. De modo andlogo, define-se o conjunto L., para as classes
aeM/~.

Proposicao 83. O conjunto L..(X, M, u) é um espago vetorial (tanto para o caso das
classes quanto para o caso das fungdes mensurdveis) com as operagoes usuais. No caso
das classes, ||.||,, é uma norma em L., que o faz ser um espaco de Bannach. No caso do
L., para as funcoes mensuraveis, ||.||, é uma semi-norma.

Os seguintes resultados sao de extrema importancia para o trabalho desenvolvido
nesta dissertacao. Estes servem como resultados auxiliares que serao usados nas provas
dos principais resultados deste texto (Proposigoes [205] 216] e [221]).

Proposigao 84. (Lema de Borel-Cantelli) Sejam (X, A, ;) um espago de medida e { B, }
uma sequéncia de conjuntos mensuraveis. Suponha

neN

(e}

z_: w(B,) < oo.

Entao: o -
" (m U Bn> 0.
k=1n=k

Prova. Ver [10].
|

Definicao 85. Seja X um espaco topologico e 1 uma medida boreliana sobre X. Defini-
mos o suporte de p, denotado por supp(u), como o conjunto dos elementos = de X que
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possuem a seguinte propriedade: para todo aberto A C X com z € A, tem-se u(A) > 0.

Proposicao 86. Seja X um espago métrico separavel e p uma medida finita boreliana
em X. Entao, supp(u) é Borel mensuravel e p(supp(p)) = p(X).

Prova. Ver [20].
|

Proposigao 87. (Desigualdade de Chebyshev) Seja (X, A, 1) um espago de medida. Se

p
f e Ly(X,A u), pe (0,+00), entdo para todo a € (0,+00), tem-se u(E,) < (Ifallp>
sendo E, = {z € X : |f(z)| > a}.

Prova. Ver [10].
[ |
Neste trabalho, usaremos certas nogoes de produto de epagos mensuraveis. Em par-
ticular, durante a prova da Proposigao [205 precisaremos aplicar o Teorema de Tonelli,
que é a Proposicao Também usaremos nogoes gerais sobre medidas produto e, conse-
quentemente, o-algebra produto

Definicao 88. Dados X, X5 conjuntos com M, My o-algebras sobre X; e X5 respecti-
vamente, definimos o espago produto de (X;, M;) por (Xs, Ms) como o conjunto X; x X
munido da o-algebra gerada pelo conjunto {A x B: A € My, B € Ms}. Esta o-dlgebra
¢ chamada de o-algebra produto entre X; e X5.

Proposicao 89. Sejam (X, My, u1), (X2, Mo, p2) espacos de medida o-finitos. Assim
existe, e é unica, uma medida g definida no espago produto de modo que para todo
Ay € M e que para todo Ay € My, tem-se u(A; x Ag) = pi(Aq)pz(As).

Definicao 90. A medida da proposicao acima é chama de medida produto com relagao
as medidas p; e po.

Proposigao 91. (Teorema de Tonelli) Sejam (X7, My, u1), (Xa, Mo, u12) espagos de me-
dida o-finitos. Seja p a medida produto com relacao as medidas u; e ps. Seja M a
o-4lgebra produto entre M; e Ms. Seja F': X; x X5 — R ndo negativa e mensuravel.
Ponha, para cada z € X, F, : Y — R dada por F,(y) = F(x,y) e ponha também,
para cada y € Y, F¥ : X — R dada por F¥(z) = F(z,y). Defina f : X — Re
g:Y — R dadas por f(z) = [ Fudus e g(y) = [ FYdu,. Entao, f e g sdo mensurdveis e
[ fdp = [ gdps = | Fdp.

Prova. Ver [3].

1.3 Fracoes Continuas

Contrario do que ocorre com Topologia e Teoria da Medida, no caso de Fracoes
Continuas, estamos interessados em certos resultados especificos da teoria e nao nas nogoes
gerais da mesma. O resultado principal deste trabalho utiliza fortemente nogoes de fragoes
continuas como um ferramental para a sua demonstragao. As referéncias principais para
esta se¢ao sao [22] e [13].
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A teoria de Fragoes Continuas faz certas afirmagoes sobre aproximagoes 6timas de
numeros reais através de niimeros racionais, além de dar sentido a noc¢ao de aproximacao
otima de um real por um racional. Estas aproximagoes podem ser completamente e
unicamente especificadas por uma sequéncia infinita de inteiros que sao, exceto no caso
do primeiro, positivos. O caso em que se deseja aproximar um racional de modo 6timo
através de outros racionais é pouco interessante. Neste caso, a sequéncia acima é na
verdade finita e eventualmente obtem-se uma "aproximacao" racional que na verdade é
igual ao niimero que se quer aproximar. O caso em que se quer aproximar um nimero
irracional é mais interessante e é o caso sobre o qual daremos foco.

Proposigdo 92. Seja x € R\Q. Existe uma sequéncia de inteiros positivos {a,}, .y € um
inteiro, nao necessariamente positivo, ag tais que se definirmos indutivamente ¢_; = 0,
g =1, ¢iy1 = ai1qi + ¢i1, p-1 = 1, po = ag € piy1 = Gi41p; + pi—1, € se definirmos

para todo ¢ € Ny, C; = %, temos lim C; = x. Além disso, a sequéncia ag, ag, ... com a
T 71— 00

propriedade acima ¢é unicamente determinada por z, ou seja, se by, by, ... ¢ uma sequéncia
de inteiros (com b; > 0 para i € N) tal que definido os §,’s, p,’s e os C,,’s como acima,
obtemos li_)rn C, = x, entao b; = a; para todo i € Nj.

n oo

Definigao 93. Os a,’s acima sdo chamados de quocientes da representagao (ou expan-
sdo) de = em fragoes continuas. Dizemos = = [ag; a1, az,...]. Os C,’s sdo chamados de
convergentes da expansao. Dado n € N, é comum dizer que g, é o denominador de C,,
e que p, é o numerador de C,,. Essa nomenclatura é justificada pela Proposigao [96]

Observagao 94. Dizemos que todo irracional possui uma tnica representacao em fragoes
continuas.

Observacgao 95. Pode-se provar que

1 1
C(]:CL0701:CL0+*,CQ:a0+71,02:a0+71,...
aq a; + — a

0 que motiva o nome fracoes continuas.

Estamos interessados, neste trabalho, em varias afirmacoes que relacionam x com
os dados de sua expansao em fragoes continuas, em particular com os denominadores
dos convergentes na forma simplificada (i.e. os ¢,’s). Lembrando mais uma vez que nao
trataremos o caso em que x € Q e assim, as proposi¢oes daqui pra frente serdo enunciadas
para x € R\ Q, mas varias dessas proposi¢oes valem igualmente ou quase que igualmente
para o caso racional.

De modo geral, daqui pra frente, estamos sempre falando de um irracional x cujos
quocientes da expansao em fragoes continuas sao ag, aq, as, ..., cujos denominadores dos
convergentes na forma simplificada sao q_1, qo, q1, ..., cujos convergentes sao Cy, Cy, Cy, ...,
cujos numeradores dos convergentes na forma simplificada sao p, = ¢,C,, para n € Ny e
p—1 = 1 (exatamente como na proposi¢ao acima).

Proposigao 96. Temos, dado k € Ny, g, > 0e (—1)*! = prqr_1—pr_1qx. Em particular,
Cy é um racional cuja forma simplificada tem numerador p, e denominador g.

Proposigao 97. A sequéncia {g,}n>—1nez ¢ crescente estritamente.
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1.3. FRACOES CONTINUAS

Definicao 98. Defina, para k € Ny, Dy = qi.x — pr é a k-ésima diferenca da expansao de
x em fragdes continuas.

Definig¢ao 99. Definimos, para a € R, ||a||, como d(a,Z) = ir€1£ la — z| (aqui, d denota a

distancia usual em R dada pelo valor absoluto da diferenga entre dois ntimeros).

As duas seguintes proposicoes sao de extrema importancia para este trabalho.

Proposicdo 100. Para todo k € N, temos |Dy| < ——, ||gxz||, = |Di| e |Dg| > —2

qr+1 qk+qp+1”
Além disso, a sequéncia {|Dy|}, .y converge para zero de modo estritamente decrescente.

A seguinte proposi¢ao é um teorema que [22] atribui a Lagrange e é o resultado mais
importante desta segao.

Proposigao 101. Sejam k € N, a,b € Z com 0 < b < gr41. Suponha § # Cyy1. Entao:

|bx — a| > |grx — pi| > | Q1T — Prtal-

Observacao 102. Nao tratamos aqui em detalhe o aspecto 6timo dos convergentes como
as melhores aproximacoes racionais para x, porém a proposi¢ao acima de certa forma
ajuda a entender o motivo da otimalidade dos convergentes. Uma primeira motivagao
para a denominacgao dos convergentes como aproximagoes racionais 6timas para x vem da
seguinte proposicao, que é uma consequéncia direta da proposi¢ao acima.

Proposigao 103. Seja k € Z com k > 2, dado a,b € Z com 0 < b < g, e com § # Cy,
> |CC — Ck|

entao ’x — %

A seguinte proposi¢ao também é uma consequéncia direta das proposicoes anteriores
e sera util para este trabalho.

Proposicao 104. Para todo ¢ € N com ¢ > 2 e para todo 7 € N com 1 < j < ¢;, tem-se
lizllz = [lgi-a2l]2-

Prova. Existe a € Z tal que ||jz|[; = |jz — a|. Temos ¢ # C;. De fato, se C; = §,
teriamos % = % e logo jp; = ag;. Sendo mdc(p;,q;) = 1, temos que se r € N é um primo
e m € N, com r™ divisor de ¢;, entao r™ divide j (pois mde(r™,p;) = 1, ou se nao p;
e ¢; nao seriam coprimos). Logo ¢; divide j. Sendo assim, j > g¢;, uma contradigdo. A
Proposicio entdo nos dé |jz — a| > |gi_12 — pi—1| = |Di_1|. Pela Proposicao [100]
tem-se [lgi_1z]l, = | Di]. Assim, [[jel, > llgroll,

[ |

1.3.1 O Tipo de um Numero

Fortemente relacionado a nocao de fragdes continuas neste trabalho é a nocao de
tipo de um niimero. Nesta se¢do daremos a definicdo do que entendemos pelo tipo de um
nimero e o resultado principal é a Proposigao [I09] que é uma consequéncia quase que
imediata da Proposicao (ver [6]). Diferente das segbes anteriores, provaremos certos
fatos.
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1.3. FRACOES CONTINUAS

Defini¢ao 105. Dados z € R, v € RU {o0o}, dizemos que x é do tipo v se
7y = sup {t > 0 : liminf j*||jz||, = 0}
j—00

Proposigao 106. Sejam = € R e v € RU {00} com z do tipo v. Ponha Z = {t > 0 :
liminf j* ||jz||, = 0}. Temos v = sup Z. Entao:
j—00

i. Se v for finito, entdo x nao ¢é racional.

ii. Dados t,s € R com ¢t > s > 0 ¢ com liminf n’||nz||, = 0, entdo lim inf n® ||nz||, = 0.
n—00 n—0o0
iii. Sey € R, entdo para todo r > 0, lim inf n7™" ||nz||, = 0.
iv. Se v € R, entdo para todo r > 0, lim inf n"*" ||nzx||, > 0.
n—oo
v. Se v = 00, entdo Z = (0, 00).

Prova. (i) Suponha z € Q. Tem-se que existem infinitos indices j € N tal que jx € Z
e logo ||jz||, = 0. Assim todo t > 0 é tal que t € Z, o que implica em v = sup Z = oc.
Logo, se x for de tipo finito, ndo pode ser que x é racional.

Seja {%}ZENO é a sequéncia dos convergentes de = (da teoria de fracoes continuas) na
forma candnica (p; € Z, ¢; € N e mdc(q;, p;) = 1 para todo i € Np).

(ii). Sejat > 0 tal que lim inf n*|lazn||, = 0. Sejam 0 < s < t e {j;},y Uma sequéncia
estritamente crescente de naturais tal que llgg]f ||jiz||, = 0. Sendo 0 < j7||siz||, <
31l entio im jz L], = 0, o que dé T inf n |l = 0.

(iii). Seja r > 0 e suponha v < oo. Se v —r < 0, temos para todo j € N
0 < 777" ||gzll, < 777" sendo que lim j77" = 0. Assim liminf ;77" ||jz||, = 0. Se

—00 j—o0
v—r =0, 77" =1 para todo j € N. Sendo lim [|¢;z||, = 0, temos lim inf n?~" ||nz|| = 0.
1—00 n—o00
Suponha agora que v —r > 0. Temos supZ =~y > v —1r > 0. Logo existe t € Z tal que
v —r <t <. De (i), iminf n"™" [|zn||, = 0.

(iv). Sejar > 0 e suponha v < r. Sendo v+ r >y =supZ, temos vy +1r ¢ Z e
logo lim inf n’*"||nz||, # 0. Sendo n'*"||nz||, > 0 para todo natural n, tem-se entdo
que liminf 7" ||nz||, > 0.

n—oo

(v) Para todo s > 0, existe t > s > 0 tal que t € Z pois supZ = v = co. De (ii),
(0,t] C Z elogo s € Z. Sendo Z C (0,00), segue que Z = (0, 00).

[ |

Um fato util para este trabalho é que quase todo (de acordo com a medida de Lebesgue
em R) nimero é do tipo 1. Isso fica mais preciso nas trés seguintes proposigoes. Para este
trabalho, a importancia deste fato vem de um dos resultados principais desta dissertacao,
a Proposicao @ Nesta afirmacao % é cota inferior para certos ntimeros e [ é cota
superior para estes mesmos ntimeros, sendo 3 o tipo de um certo nimero «. No caso em
que =1, que é o que vale para quase todo «, temos que estes nimeros sao entao todos

iguais.

Proposicao 107. Sejam x € R e v € RU{oo}, sendo v o tipo de z. Temos entao v > 1.
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1.3. FRACOES CONTINUAS

Prova. Sejat € (0,1). Considere a sequéncia ¢, dos denominadores dos convergentes
na forma simplificada de = em sua expansao em fragdes continuas. Suponha ~ finito (se
for oo, ja temos v > 1). Logo z nao é racional. Assim g segue indefinidamente. Temos
t=1—¢ecome € (0,1). Assim, usando a Proposi¢ao m,

dillanelly = 2 gl < — 2 = =
qy. qr Qk+1 qr.

Sendo que lim ¢, ° = 0. Logo, lim inf j* ||jz||, = 0. Sendo v = sup{t > 0 : liminf j*||jz||, =
k—o00 Jj—o0 Jj—oo

0}, temos v > 1.
[ |
Foi dito antes que quase todo niimero é do tipo 1. O que provamos acima é que todo
numero ¢ de tipo maior do que ou igual a 1. Nao é possivel mostrar que todo niimero
é de tipo menor do que ou igual a 1 (os racionais e os nimeros de Liouville, que serdo
introduzidos posteriormente nesta se¢ao, sdo de tipo infinito por exemplo). Para mostar
que quase todo nimero é do tipo 1, a seguinte proposicao, cujos enunciado e prova estao
em [0], é essencial.

Proposicao 108. Seja ¢ : N — [0, %} mondtona nao crescente. Fixe n € N. Dados
Ty, T2, ..., T, € R, considere o conjunto S(z1, xg, ..., x,) = {¢ € N: Vi € {1,2,....n}, ||qui||, <
¢(q)}. Ponha A C R"™ o conjunto de todas as n-uplas de reais (z1, s, ..., 2,) tais que
S(x1,x, ..., x,) é infinito. Temos:

1. Se § ®(q) converge, entdo a medida de Lebesgue de A é nula.
q=1

2. Se § ¢(q) diverge, entdao R" \ A tem medida de Lebesgue nula.
q=1

Usando a proposi¢ao acima para n = 1, é possivel provar que quase todo niimero real
possui tipo 1.

Proposigao 109. Para quase todo nimero real = (de acordo com a medida de Lebesgue
em R), tem-se que o tipo de z é 1.

Prova. Seja k € N. Defina Defina ¢ : N — {0, %} dada por

1

drlq) = 54"

Ponha A, o conjunto de todos os ¢ € N tais que ||gz||, < ¢x(¢) possui infinitas solucoes

1
k .

(como no enunciado da Proposigao [108). Como 1 + % > 1, temos i% ¢r(q) convergente.
q=1

Logo Aj tem medida de Lebesgue nula (pela Proposigao [108]). Ponha A, = OLj Ayg.
k=1

Temos que A, tem medida de Lebesgue nula. Seja x € R com z de tipo v > 1. iogo,
existe k € N tal que v > 1+ % Ponha t =1+ % Assim,

timint |||, = 0.
j—o0
Sendo assim, existem entdo infinitos indices j € N tais que j* |[jz|, < 3 e logo

= ok (7).

) 1
7zl < 27t
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Isso implica que € A, C A. Assim, todos os niimeros reais de tipo v > 1 sao elementos
de As. Sendo A, de medida nula, segue-se que o conjunto dos ntimeros reais de tipo
estritamente maior do que 1 também é de medida nula.
[ |
De certa forma ja é claro que ha relagdes entre nocgoes de fragdes continuas com o
tipo de um numero. A seguinte proposicao reforca esta relagao.

Proposicao 110. Se z € R é de tipo v € RU {o0}, entdo

L log(gn+1)
v = limsup ——-=,
e também . |
— = lim inf 7Og(qn)

v =0 log(gngt)’

sendo que {’qﬁ} N é a sequéncia dos convergentes da expansao de x em fragdes continuas.
n Jne

. . 1 , A . . 1
Prova. Primeiro veremos que = = liminf logi) é consequéncia de v = lim sup 281
n—oo  1og(gn+1) n—00 log(gn)
log(gn+1)

Depois provaremos que de fato Vale ~v = lim sup log(02) "

n—oo

Ponha a, = % > 0 e k = limsupa,. Temos trés casos: k = 0, k = +o0 e

n n—00
o ultimo caso é k € (0,00). No caso em que k = +o00, existe um subconjunto infinito
N C N tal que h% a, = +0o e logo hm — = 0. Entao 0 < hm mf = < hII]\l[ — = () donde

0 = liminf L
n—oo @

n
temos lim -
n—oo an

. No caso em que k = O, temos lim a, = 0 e assim, Sendo cada a,, positivo,
n—0o0

= 00, 0 que implica her?v i = 00. Suponha agora que k € (0,00). Existe um

subconjunto infinito N C N tal que lim a, = k e logo lim + = 1. Entdo liminf 1 < %
neN neN an n—oo 0n

Ponha [ = liminf . Existe M C N infinito tal que lir]r\14 ai =le logo hr]r\14 a, = l', sendo
ne n ne

n—oo Aan

l’zjsel#Oel’:—i—oosel:O. Assim, k = limsupa, > l'. Entéolﬁ%ekzl’,
n—oo
donde k = I'. Assim, liminf - = [ = % Com isso, se provarmos que v = limsup a,,
n—oo  4n n—00
log(gn)
log(gn+1)
Vamos agora a prova da igualdade v = limsupa,. Para isso vamos mostrar que
n—o0
qualquer que seja t > limsup a,, tem-se t > ~ e, também, que qualquer que seja t > 7,
n—oo

entdo teremos 1 = liminf 1, sendo que X =
v n—oo an an

temos ¢t > lim sup a,,.
n—0o0

De fato, suponha primeiro que t € R satisfaz ¢ > limsupa,,. Primeiro, observe que
n—oo

entao existe e > 0 e ng € N tal que para todo n € N com n > ng, tem-se t > € +a,,. Além
disso, ¢ = @n+1. Seja n > ny. Temos:

—_

d antlly = a2 11gnelly = @oanin [1nally = dniilgnr — pa] > —2E— > =

Gn + dn+1 2
Aqui, estamos usando certos resultados do capitulo de preliminares expostos na secao de
Fragoes Continuas (mais especificamente as Proposi¢oes e a defini¢do dos quocientes
da expansao de x em fragoes continuas que permite concluir a ultima desigualdade pois
sendo 0 < ¢, < ¢n+1, temos q‘ﬂfﬁ > 2) Agora, observe que dado 5 € N com ;5 > ¢y,
existe um tnico n € N tal que j € {¢n, ¢, + 1, ..., gnr1 — 1}. Considere jo, € N tal que para
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todo j € N com j > jo, 7 € {qn,qn + 1, ..., ¢ns1 — 1} com n > ng (isso é possivel pois a
sequéncia {gn },,cy ¢ de naturais e estritamente crescente). Assim, dado j > jo, sejan € N
comn>ngejE{q,q +1,...,¢u1 — 1}. Assim, usando a Proposicao [104] temos:

. . 1

I Wizllz = 3 llanells = @i llgnzlly = -
Isso implica que liminf j|jz||, > 1. Pela Proposicdo m, temos entdao que t > v pois
ouy=0edait >~y poist>limsupa, > 0, ou entao v > 0 e assim se se t < 7y, entao

n—oo
terfamos lim inf j* |[jz||, = 0 pela Proposicao [106]
Assim, se limsupa, = oo, é claro que limsupa, > 7. Caso oo > limsupa, > 0,

n—oo n—oo n—oo
entdao vimos que para todo t € R com ¢t > limsupa,, tem-se t > . De qualquer forma,
n—o0

concluimos que lim sup a,, > 7.
n—oo

Suponha agora que ¢ € R satisfaz ¢ > . Entao liminf j*||jz||, > ¢ > 0 (ou se ndo
j—o0

v > t), sendo ¢ € R. Temos

. . t > i . R )
liminf g, [|gnzlz > liminf j° ||jz(lz > ¢ >0

Existe ny € N tal que para todo n € N com n > ng, tem-se ¢, ||g,z||, > ¢ > 0, o que
implica em ¢'|¢,x — p,| > ¢. Da Proposigao [100} temos:

t

a, > ¢! |qnt — pal > c.

qn+1
Assim: ¢' > gy e tlog(g,) > log(c) + log(gny1) donde

log(c)  10g(gn41)

t> .
log(gn)  log(qn)

Sendo lim 2. — 0, temos entdo ¢ > lim sup ay.
n=co log(qn) Nn—00
Como antes, isso implica em v > lim sup a,,. Logo, v = lim sup a,, e fica entao provado
n—00 n—00

a pProposicao.
[

Observacao 111. Dentro do contexto da proposi¢cao acima, temos entdo que para u-
quase todo x € R, temos v = 1 e assim 1 = lim supM Note, porém, que para

oo log(an) -
todo n € N, 18lnt1) - 1 Tg50 implica em liminf 26U+ > 1 Agsim, existe o limite
log(qn) n—oo  log(qn)
lim leglann) o ¢ 1,

n—oo 1og(qn)

Exemplo 112. Ja vimos da Proposi¢ao [I06] que se € R for racional, entdo o seu tipo
tem que necessariamente ser co. Assim, mesmo que quase todo tipo seja do tipo 1, os
ndimeros comuns com que estamos acostumados (me refiro aqui aos racionais) nao possuem
esta propriedade.

Exemplo 113. Daremos agora um exemplo de uma classe infinita, porém enumeréavel,
de nimeros de tipo 1. Estes nimeros sao simples do ponto de vista de suas representacoes
em fracoes continuas, a saber, sdo os nimeros em que para todo i € N, a; = a; € N. Seja
r € R\ Q tal que existe £ € N de modo que para todo i € N, tem-se a; = k. Suponha
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1.3. FRACOES CONTINUAS

ap = 0. E facil ver que sabendo calcular o tipo de x para ag = 0, entdo sabe-se calcular
o tipo de x para qualquer que seja o valor inteiro de ag ja que para todo j € N, para
todo t > 0, tem-se j* ||jz||, = j*||jz + jm||,, qualquer seja o inteiro m. Seja {gn},cn @
sequéncia dos denominadores dos convergentes na forma simplificada de x na sua expansao
em fragoes continuas. Temos ¢, 12 = k@ni1 + qn, 1 € N, e logo

Gn+2 | _ ko1 n+1

Qn+1 1 0 dn
Qnv2 | _ k1 e q1
Int1 10 q )

o que nos da

Diagonalizando a matriz

obtemos

E 1 o1 P2 o1 0 1;21+4 l$2+4
10 L1 0 ¢ k;+4 \/;Z)ﬁ

sendo ¢ = k=vk+d V2k2+4 e (g = kv k2 . Ponha A = k2 4+ 4. Assim:

iz \ _ [ 91 92 (;571”1 0 —% % q1
i1 )\ 1 1 0 ! % 77(]51 9o

Fazendo as contas, usando que gy = 1 e que ¢; = k, temos

Gnio = ¢2A 1;—‘,—2 + A¢1 ;H—Q

P2 — k k=1
A T %2

Qn+1 =

Assim

log(gnta) _ log(2"gi ™ + 252 cb"“)
log(gn+1)  log(“f ey + =

1)
 log ((b"” (@A (ﬁ;)nﬁ +
log (qb"H (@Afk (ﬁ;)nﬂ +
(n +2) log(¢) + log (¢

(1) log(on) + log (225
oe S22k (61\" b0y
_ log(¢o) + lg( &) - )

X 10g<¢>2Ak (aﬁ;)"”JrkAm)
s log(d2) +

n+2

:>
\_/\_/
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Note que

o 1—yl+4
¢z 1+,/1+ 5
e assim 2* ¢ um ndmero de valor absoluto estritamente menor que 1. Entdo

@2
' ¢1 n+2 B
i (¢ -

2

Isso implica em

log(qn+2) _ log(2) —1

lim =
n=0 log(gnt1)  log(¢)
Pela Proposigao [110} o tipo de x é 1.

145
2

Observacgio 114. E um fato conhecido (ver [22]) que a razdo durea, , ¢ um nimero

1+V5
2

como no exemplo acima tendo kK =1 e ag = 1. Assim, é do tipo 1.

Observacao 115. Conhecendo-se um pouco mais sobre a teoria introdutoéria das fracoes
continuas, pode-se provar que todo ntimero que satisfaz a equagdo x = k + i se encaixa
no exemplo acima e, assim, tem tipo 1. Além disso, pode-se provar também que todo
nimero r € R que se encaixa no exemplo acima é tal que existe m € Z de modo que
r+m=Fk+ xfﬂ Nao faremos a demonstracao deste fato aqui. O que é feito em [22],
porém, para o caso particular da razao durea pode ser facilmente estendido para o caso
geral (i.e. o descrito nesta observagao). Usando este resultado obtemos que todo niimero
da forma M, sendo k € N e m € 7Z arbitrarios, tem tipo 1 e, além disso, estes
sao exatamente todos os nimeros que se encaixam no exemplo acima.

Observacao 116. A Proposicao [106| nos da que todo racional é de tipo infinito. Fica a
pergunta se ha niimeros de tipo infinito que sao irracionais. A resposta é sim. Uma classe
de ntimeros irracionais de tipo infinito sao os chamados de niimeros de Liouville.

Definicao 117. Um ntmero irracional x é dito ser um nimero de Liouville se para
cada n € N, existir p € Z e q € N tais que

eq>1.

Observacao 118. A definicdo de nimero de Liouville dada acima foi retirada do livro
[19].

o0
Proposicao 119. Seja a > 1 um inteiro e seja ¢ € Ny. Considere o nimero z = Y a,—lﬂ

k=1
Entao x é um niimero de Liouville.

Prova. A série
1

ai!+c

>

k=1
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o0
converge e isso pode ser verificado fazendo uma comparagao com a série geométrica > ai
k=1

o0
~ , b . .
A expansao de x na base a é dada por x = '21 ~,sendo b; = 1 se j = i! + ¢ para algum
]:
i € N e sendo b; = 0 caso contrario. I um fato conhecido que a expansao de um
numero racional na base a é finita ou infinita eventualmente periédica. Afirmamos que
x € irracional. De fato, se x fosse racional, sendo sua expansao em a infinita, teriamos
a mesma eventualmente periddica. Assim, haveria ig € N e P € N tais que para todo

j,m € Ny e para todo [ € {0,1,..., P — 1}:
bio+Pj+l = bio+Pm+l7
o by =1 se, e somente se, k = i! + ¢ para algum ¢ € N. Assim, = é de fato irracional.
) J
Seja j € N. Ponha g =a’ ¢ C =Y —f=. Sendodl +¢c> (i — 1)l +c> .. > 1l +¢,
i=1
tem-se C' = § para algum p € Z. Além disso,

s 1
r—C= 'Zl qilte

1 00 a(j+1)!

aU D! £ (41!
1=

1 s 1

- (a7")i+1 g ql+i+1D)!—=(+1)!

1 1 X 1
= (a7')7 (a?") ; 2(i+j+1)I=(j+1)!

1 1 &1
< Z —

(a.]!)] (a]!) = A

o2 11

@ @) = @ "¢
Assim, |z — 2] < %. Sendo j € N arbitrario, ¢ um nimero de Liouville.

Observagao 120. A Proposigao[119/nos d4 uma familia infinita de exemplos de ntimeros
de Liouville entre 0 e 1. Por exemplo

Observacgao 121. E facil ver que se 2 é um nimero de Liouville, entdo qualquer trans-
ladado inteiro de x também é um nimero de Liouville. De fato, dados z um ntmero de
Liouville e m € Z, pondo y = x + m, tem-se que se j € N, p € Z e q € N satisfazem

entao
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Observacao 122. Para mostrarmos que os numeros de Liouville tem tipo infinito, pre-
cisaremos da seguinte caracterizagdo dos mesmos.

Proposigao 123. Seja r € R um niuimero irracional. Sao equivalentes:
1. x é um ntmero de Liouville.
2. Para todo n € N, existem sequéncias { Py }, oy de inteiros e {Qx}, .y de naturais com

. . P _n
l}l_}ﬂéloQk——i-ooe]:c ol <@

Prova. Que o segundo item implica no primeiro é claro. Suponha agora que z € R é um
numero de Liouville. Para cada n € N, existe p, € Z e q, € N, ¢, > 1, tais que

n 1
P 3 Py
In| dy
Note que, dado n € N, tem-se
1 1 1 1
n < n—1 < n—2 <<
9 4n n, Gn
e, logo, para todo k € {1,2,...,n},
Pn 1
r——| < —.
| 4

Dados k € N en € N, ponha Q,, = quin € P, = Pryn (as sequéncias {Qn},cn ©
{P.},,cn dependem, claramente, de k, mas isso nao ficard implicito na notagao para a
mesma nao ficar carregada). Temos entdao que para todo n € N|
P, 1

l‘—@ aﬁ

Resta ver que lim Q, = oco. E claro que basta ver que lim ¢, = oco. De fato,
n—oo n—o0

note que ¢, > 2 para todo n € N e logo |r — §—Z| < 2% Seja A > 1. Ponha D =
{B'qupEZ q<A} Sendo = ¢ D e D fechado tem-se que d(z,D) = daq > 0.
Ponha ny € N tal que 2n0
e logo ¢, > A, ou, se nao, 2= € D, o que contradlzerla |z — E2[ < d4. Desse modo, fica

provado que nh_}ngo ¢n = oo pela arbitrariedade de A > 1.

<dg. Assim, |z — 22| < o L < d4 para todo n € N com n > ny,

Proposicao 124. Todo nimero de Liouville é de tipo infinito.

Prova. Seja x € R um nimero de Liouville. Ponha Z = {t > 0 : liminf j*||jz||, = 0}.
Jj—o0

Seja m € N. Ponha n = m + 2. Pela Proposicao acima, existem sequéncias { Py},
de inteiros e {Q},cy de naturais com klim Qr = +oo e |z — %| < @Q". Assim, dado
— 00

k €N, tem-se |Qpr — P < Q"™ = Q™! e entdo
Qi Qx| < QF1Qurr — Pl < Q" = Qi

Sendo k£ € N arbitrario e hm Qr = +00, isso implica em m € Z. Como m € N qualquer,

tem-se N C Z. O tipo de:vesupZ ~+00.
|
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1.3. FRACOES CONTINUAS

Corolario 125. O conjunto dos niimeros de Liouville tem medida de Lebesgue nula.

Prova. Este fato é uma consequéncia direta da Proposicao [124] e da Proposigao 109}
|
Queremos agora relacionar a no¢ao de tipo de um ntimero com o fato do ntimero ser
algébrico. Mostraremos que todo niimero algébrico de grau 2 é de tipo 1 e, de modo geral,
mostraremos que um numero algébrico de grau N > 2 tem tipo certamente menor que ou
igual a N — 1.

Definicao 126. Um niimero real z é um niimero algébrico se existe um polinémio
p(t) = ag+ ayt + ... + axt®, de coeficientes inteiros, tal que p(x) = 0. O grau do polindmio
nao nulo de coeficientes inteiros de menor grau que tem x como raiz é chamado de grau
do ntmero algébrico x ou simplesmente de grau de x (caso seja claro qual é a nogao de
grau sendo utilizada no contexto).

Exemplo 127. Todo racional é algébrico pois dados p € Z e ¢ € N, o polinémio de
coeficientes inteiros f(x) = gz — p tem g como raiz. Fica entao provado também que o
grau de qualquer racional é 1. Também ¢é facil ver que todo niimero algébrico de grau 1
é racional. E um fato conhecido que se p € N ndo é um quadrado perfeito, entéo VD €
um irracional e assim, como /p € raiz de f(z) = 2% — 2, tem-se que /P € um numero
algébrico de grau 2.

Observacao 128. Técnicas para se determinar o grau de niimeros algébricos podem se
encontradas em varios livros padroes de Algebra que incluem segoes sobre extensoes de
corpos como por exemplo [9].

Proposicao 129. Seja z € R um nimero algébrico de grau n € N com n > 2. Existe

entao M € N tal que
1

Mg

p
x_i

q

Vge N,VpeZ: >

Prova. Seja x € R um ntmero algébrico de grau n € N com n > 2. Seja f(t) =
ap + ait + ast* + ... + a,t™ um polindmio com coeficientes inteiros tal que f(z) = 0. Seja
I = [r— 1,z 4 1] e ponha M € N qualquer natural que sirva de cota superior para
{If'(t)| : t € I} (f" denota a derivada de f). Como t € I — |f'(t)| é uma fungao continua
no conjunto compacto I, existe um tal M. Seja t € [z — 1,2 + 1]. O Teorema do Valor
Médio nos da que [f(t)| = |f(t) — f(x)] < M|t — x| (lembrando que f(x) = 0). Sejam
agora p € Z e q¢ € N. Temos dois casos a considerar:
1. |z =B >1,
q
2. x -2 <L
q
No caso (1), temos |z — g] > 12> Mlqn.
proposigao. No caso (2), g € I e logo

rf<z>
7

Vamos tratar agora o caso (2) e ficard provada a

SM‘x—p‘
q

donde

<q"M x—p‘.
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Perceba que ¢" f (g) ¢ um inteiro ja que o grau de f é n e os coeficientes de f sao inteiros.
Além disso, f(p/q) # 0, ou se ndo poderiamos fatorar o polinomio f(t) = g(t)(t —p/q) e
concluirfamos que o grau de = é menor ou igual do que o grau de g(t), que é estritamente
menor do que n, contradizendo entdo que z é um ntmero algébrico de grau n (note que
g(t) ndo necessariamente tem coeficientes inteiros, porém é certamente verdade que tem
coeficientes racionais, o que implica em existir um inteiro K tal que K g(t) tem coeficientes
inteiros — é claro que ¢(t) e Kg(t) tem as mesmas raizes). Entao ¢" M|z —p/q| > 1. Sendo
x irracional (o grau algébrico de x é n > 2), temos que a desigualdade é estrita. Portanto

1

Observagao 130. A Proposicao e sua prova foram retiradas do livro [19].

Proposigao 131. Seja = € R um nimero algébrico de grau n € N com n > 2. Seja v o
tipo de z. Entao v <n — 1.

Prova. Seja M € N como na Proposicao[129 acima. Seja j € N arbitrario. Existe p; € Z
tal que ||jz||, = |jx — pj|. Temos

1
Mjn’

Dj

—| >
J

xr —

donde

n—1]: -n pj 1
— .| = — = > —.
J |j:E pj| J |x ; v

Isso implica que se pér-mos Z = {t > 0 : liminf j*||jz||, = 0}, entdo temos n — 1 ¢ Z.
J—00

Pela Proposicao o tipo de x entao nao pode ser maior do que n — 1.
|

Corolario 132. Seja z € R um nimero algébrico de grau 2. Entao x tem tipo 1.

Corolario 133. Os nimeros de Liouville nao sao algébricos.

1.4 Sistemas Dinamicos

Introduziremos aqui o que usaremos da linguagem bdésica sobre sistemas dinamicos
discretos. Neste trabalho, o nosso foco se da na dindmica de mapas definidos no circulo.
Devido a este fato, no¢oes de dinamica especificas do circulo possuem um capitulo proprio.
Por mais que este trabalho seja sobre sistemas dinamicos, a teoria bésica do assunto
nao é fortemente utilizada. Essencialmente, estamos interessados em deixar claro o que
entendemos por orbitas e por invariancia.

Defini¢do 134. Sejam X um conjunto e f : X — X uma fungdo. O par (X, [f) é
chamado de sistema dindmico discreto. E comum nos referirmos a fungdo f como
uma dinamica sobre X ou simplesmente como dindmica.
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Observacao 135. Comumente dentro deste trabalho, X assumird uma certa estrutura
topoldgica juntamente de uma de espago de medida. De modo geral nestes casos, os
resultados apresentados no texto assumem uma dindmica f continua ou entao mensuravel.
Além disso, no caso de X apresentar uma estrutura topolédgica, a maioria dos resultados
aqui presentes sao para o caso de X sendo pelo menos um espago métrico separavel com
f continua.

Observacao 136. O termo "discreto" refere-se ao interesse em estudar as iteradas de
f sobre um certo ponto # € X, ou seja, a sequéncia {f"(x)}, . Pode-se pensar que f
descreve como um processo evolui de um certo estado x para o préximo f(z), sendo que X
é o conjunto de todos os estados sendo considerados. O contraste é feito entre os termos
"discreto" e "continuo". Dinadmica "continua' se preocupa em estudar fluxos (dados por
equagoes diferenciais ordindrias por exemplo).

Definicao 137. Seja X um conjunto e f : X — X. Dado x € X, definimos a érbita
(ou ainda a Orbita positiva ou a érbita para a frente) de = por f, ou simplesmente
a orbita de z, como orb(f,z) = {f™(x) : n € N}. Em certos casos, tomaremos a 6rbita,
de = por f como o conjunto {f™(x) : n € Ny}, nestes casos, a érbita de = serd denotata
por orbg(f,x) e serd chamada de 6rbita semi-positiva. Quando for claro, omitiremos
f e denotaremos orb(f, z) apenas por orb(z) (analogamente para orbg(x)). No caso em
que f for bijecdo, definimos a érbita total de = por f como o conjunto {f"(z) : n € Z}
(ndo daremos aqui uma notagdo para a orbita total).

Definigao 138. Seja X um conjunto e f : X — X uma fungao. Dizemos que Y C X ¢é
f-invariante, ou invariante por f, se f(Y) C Y.

Proposicao 139. Sejam X um espago métrico e f : X — X contina. Dado z € X,
temos orb(z) f-invariante.

Prova. Dados x € X e y € orb(z), temos dois casos: y € orb(z) ou entdo y ¢ orb(z). Se
y € orb(z), entdo y = fi(x) e logo f(y) = fi(x) € orb(z) (i € N). Sey € orb(z)\orb(z),
entao existe uma sequéncia {n;},.y de entradas em N com f"(r) — y para i — oco. Da

continuidade de f: f(y) = f (Zlg(r)lo fm (x)) = Zli)r(r)lo frit(z) € orb(z).
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Capitulo 2

O Circulo e suas Rotacoes

2.1 O Circulo como um Quociente

Ponha Sg. = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}. Este é o circulo unitdrio centrado na
origem usual do R2. De modo geral, ndo trabalharemos com este diretamente, mas sim
com um outro espago, que ¢ homeomorfo ao Sg.. Sabemos que F' : R — S, dada
por F(t) = (cos(27t),sen(27t)) é sobrejetora e continua. Além disso, sabemos que toda
funcdo induz uma relagdo de equivaléncia em que dois elementos do seu dominio sdao
equivalentes exatamente quando possuem a mesma imagem pela fungdo. Denote por ~
a relacao de equivaléncia induzida por F. Assim, dados z,y € R, temos = ~ y se, e
somente se F(x) = F(y), ou seja, se x —y € Z. Denote por R/~ o conjunto das classes
de equivaléncia com relagdo ao ~ e denote também 7 : R — R/~ como sendo a fungao
passagem ao quociente que leva um elemento x € R na sua classe de equivaléncia em
R/~. A relacdo de equivaléncia induzida por F' nos permite definir uma fun¢ao, que é
comumente referida como a passagem ao quociente da fungao F, F : R/~ — Sg, injetora
com Vz € R, F(n(z)) = F(x). Perceba que, sendo F' sobrejetora, F' é bijegdo.

Proposigao 140. R/~ = {xn(z) : 2 € [0,1)}.

Prova. Dado z € R, temos = ~ x — [z], sendo = — [z] € [0, 1).
[ |
A partir de agora denotaremos R/~ por S'. O trabalho que faremos sobre o circulo
serd feito em cima de S' e nao sobre Sg.. Além de ser um resultado interessante por si s6,
a proxima proposigao justifica a possibilidade de trabalhar com S* no lugar de Sg.. Daqui
pra frente considere sobre S! a topologia quociente induzida por R e ~ (ver a Definicao

17).
Proposigao 141. S' é compacto e homeomorfo ao Ss.

Prova. Seja {A;}ic; uma cobertura de S* por abertos. Ponha B; = 7~ !(A4;) (que é um

aberto pela defini¢do da topologia quociente), para cada i € I. Assim, por S' C U A,
il
temos que {B;}ier é uma cobertura por abertos de R e, com maior razao, de [0, 1], que é

.
compacto. Existem, entdo, r € N e iy, ..., i, € I tais que [0,1] C U B;,. Assim:
=1

S' = 7(0,1]) C (L_J B,-j) - L_J (B,) = | A,
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(acima, na tltima igualdade, estamos usando que 7 é sobrejetora). Isso prova que St é
compacto.

Jé& sabemos que F : S — S, é uma bije¢do. F é continua pois F' e 7 sdo continuas e
F = For (ver Proposigao . F é, entdo, uma bijecao continua de um espaco topoldgico
compacto em um espago métrico, e logo Hausdorff. Entao F é homeomorfismo (Proposicao

10).
[ |

Proposigao 142. Dados 7 (), 7(y) € St, defina dz(7(z), 7(y)) = d(x — y,Z). Temos dz,
bem definida e também que é uma métrica em S?

Prova. Sejam x,,y,3 € R com 7(z) = 7(a) e 7(y) = 7(f). Dala =x+a (a € Z) e
f=y+b(beZ). Dai
d(z —y,2) = inf [z —y —n]
:ilr61£|(x+a)—(y+b)—n—a+b|
= nf |(z +a) = (y +b) —nl
= inf |o —  — n|

nez

=d(a—p,2)

Isso resolve a boa definicao de dz.
Dados z,y € R, se dz(n(z),n(y)) = 0, entdao d(x — y,Z) = 0. Sendo Z fechado,
x —y € Z. Logo m(z) = m(y). Além disso, se w(z) = 7(y), entdo x —y € Z e, claro,
dz(m(z),7(y)) = d(x — y,Z) = 0. Como ja sabemos, d(z — y,Z) > 0 para quaisquer
z,y € R. Isso d& que: Vz,y € R, d(z —y,Z) > 0, sendo que d(z —y,Z) = 0 se, e somente
se, m(x) = 7(y).
Dados 7(z),7(y) € S*:
dZ(ﬂ—(‘r)u W(y)) = d(l’ - Y, Z’)
“ il
= nfly—x+nl
= infly—o—nl
=d(y —z,2)
= dz(7(y), 7(x))

Resta ver a desigualdade tridngular. Sejam 7(z),7(y),m(z) € S' e a € Z. Entéao
para todo n € Z:

dlz —y,2) <[z -y —n|
=lr—y+z—2z+a—a—n|
<lr—z—a|+|—-y+2z+a—n|
e logo para todo inteiro n, tem-se d(x — y,Z) — |t — 2 —a| < | —y+2+a—n|, e

assim d(x — y,Z) — |z — z — a| < 122‘ —y+z+a—n| =d(—y+ 2,7Z). Isso entao

35



2.1. O CIRCULO COMO UM QUOCIENTE

déd que d(z — y,Z) —d(—y + 2,Z) < |x — z — a|. Sendo a € Z arbitréario, tem-se que
d(z —y,Z) —d(—y + 2,Z) < in£ |t — 2z —a|] = d(x — 2,Z). Segue dai que:
ac

dz(m(2), 7(y)) < dz(w(2), w(2)) + dz(7(2), 7(y))

[ |

Estamos interessados em usar as propriedades topoldgicas provenientes do quociente

em S!, mas também nas propriedades topolégicas da métrica dz. A proposicao seguinte

nos diz que as duas geram a mesma topologia. Assim, pode-se usar a que for mais
conveniente.

Proposicao 143. Em S!, a topologia quociente e a topologia da métrica d coincidem.

Prova. Seja U C P (S') os abertos de S* de acordo com a topologia quociente, sendo
que P (S') denota o conjunto de todos os subconjuntos de S*.

Afirmagao 1. Dado A € U com A # () e dado a € A, existe r > 0 tal que B(a,r) C A,
sendo que, aqui, B(a,r) denota a bola de acordo com a métrica dz.

Sendo A € U, tem-se 7~ (A) é um aberto de R. Seja b € 771(A) tal que 7 (b) = a.
Existe r > 0 com (b—r,b+7r) C 7 !(A). Vamos ver que B(a,r) C A. Seja w(c) € B(a,r).
Assim, d(c—b,Z) < r. Sejan € Z tal que |c+n—b| seja minimo. Ponha ¢ = ¢+n. Como
|c +n — b ¢ minimo, temos d(c —b,Z) = |c+n—0b|=|d —b| <r. Daid € (b—r,b+7)
e logo ¢ € 7' (A). Entdo 7(d) = w(c) € A. Sendo 7(c) € Bla,r) qualquer, tem-se
B(a,r) C A.

Isso prova a afirmagao 1.

Da afirmacao 1, todo A € U com A # () é a uniao de bolas abertas do espaco métrico
(S',dz). Segue-se que A ¢ um aberto da topologia da métrica. Claro que se A = 0,
entdo A também é um aberto da topologia da métrica. Logo, todo aberto da topologia
quociente ¢ um aberto da topologia métrica.

Afirmagédo 2 Dado a € S' e r > 0, temos B(a,r) € U.
Queremos ver aqui que 7 1(B(a,r)) é um aberto de R. Seja a = w(x). Dado y € R:

y € m (B(a,r)) <= 7(y) € B(n(x),r) <= d(z —y,Z) <r

Defina f : R — R dada por f(q) = d(x — ¢,Z). Sabemos que f é continua, donde
7 Y(B(a,r)) = f}((—00,7)) é aberto.

Isso termina a prova da afirmacao 2.

Dado agora um aberto A C S' de acordo com a topologia da métrica dy, tem-se que
A é a unido de bolas abertas pois para cada = € A, existe r, > 0 tal que B(z,r,) C Ae

assim tem-se A = |J B(x,r;). Logo A é um aberto de acordo com a topologia quociente.
T€A
Assim, como consequéncia direta das afirmacoes 1 e 2, a topologia da métrica e a

topologia quociente compartilham dos mesmos abertos.
[ |

Esta préoxima proposicao nos da uma caracterizagao simples, porém util das pré-
imagens da projecao 7 de R sobre S*.
Proposigao 144. Dados A C S' e B C R com 7(B) = A, entdo 7 '(A) = U (B +n).

nez

Prova. Dado z € 7 '(A), hd b € B com w(b) = 7w(x) pois 7(x) € A = n(B). Logo
x—b € Z, ou seja, existe n € Ztal que x =b+n € U (B+n). Sendo z € 7 (A)
nez
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qualquer, segue que 7 (A) C U (B +n). Dado agoraz € x € U (B +n), hd n € Z tal
nez nez

que r € B+ n. Assim, tem-se x = b+ n para algum b € B e logo n(z) = w(b) € A, ou

seja, © € 7 1(A). Sendo x € U (B+n) qualquer, segue que |J (B+n) C 7~ '(A). Entdo
neL nez

71 A) = U (B+n).

neL

[ |
Proposicao 145. 7 : R — S! é uma aplicacao aberta.

Prova. Seja A C R aberto. Ponha B = 7(A). Dai 7='(B) = U (A +n). Sendo cada
nez

A + n aberto, por ser um transladado do aberto A, temos 7~1(B) aberto. Assim, pela
definicao da topologia quociente, segue-se que B ¢ aberto.
[ |

Proposicao 146. Sejam a,b,c,d € R com a < b e ¢ < d. Suponha 7((a,b)) = 7((c,d)),
b—a<1led-—c<1. Entao existe ng € Z tal que a = c+ng e b =d + ny.

Prova. Temos 7~ (n((a,b)) = 7 (7((c,d)) e assim nLéJZ((a, b) +n) = nLEJZ((c, d) + n).
Entéao (a,b) C LEJZ((C, d) +n).

Sejam z,y € (a,b) com x < y. Existem n,m € Ztaisque z € (¢,d)+ney € (¢, d)+m.
Essencialmente, a prova desta proposicao consiste em justificar a igualdade m = n, o que
serd feito adiante. Como x < y, temos que n < m pois se n > m, terfamos (por
0<d—c<1):

ctm<y<d+m<c+m+1<c+n<z<d+n
o que contradiz z < y. Agora, se n < m, temos:
c+n<zx<d+n<c+l4+n<c+m<y<d+m

o que da ¢ +m € (a,b), e logo c+m € U ((c,d) +1i). Assim existe t € (¢,d) e ig € Z
i€z

tal que ¢+ m =t + 19, 0 que implica em ¢ — ¢ € Z, mas isso ¢ uma contradicao ja que
1>d—c>t—c>0. Entao, de fato, m = n.

A argumentagao acima implica na existéncia de um inteiro ng tal que (a,b) C (¢, d)+
no. De fato, seja xg € (a,b) arbitrario. Seja ng € Z tal que zg € (¢,d) + ng. Sejam
y € (a,b) com y # xg e n € Z tais que y € (¢,d) +n. Nao importa se y < xo ou xy9 < ¥, a
argumentacao acima d& que n = ng e assim y € (¢, d) + ny.

De modo inteiramente analogo, existe um inteiro n; tal que (¢,d) C (a,b) +n;. Logo
(a,b) C (¢,d) +ng C (a,b) + ng + ny e, assim, ng + ny = 0. Entdo (a,b) C (¢,d) +ng e
(¢,d) C (a,b) — ng, ou seja, (a,b) = (¢,d) + ng e, em particular, a = ¢+ ng e b = d + ny.

[ |

2.1.1 Intervalos no Circulo

Definicdo 147. Dizemos que I C S! é um intervalo do circulo, ou simplesmente
intervalo caso nao haja conflito de significados do termo no contexto utilizado, se existe
um intervalo J C R, usual de R, tal que I = 7(J). Se I é um itervalo do circuloe I C A
(com A C S, dizemos que I é um intervalo de A ou em A.
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Proposicao 148. Dados A C S e 2 € A, entdo sao equivalentes:
i. x € intA.

ii. Existe J C A intervalo aberto com x € J.

Prova. Suponha (7). Seja B C A aberto com z € B. Seja C' = 7 }(B) (C é aberto de
R). Tome a € C tal que 7(a) = z. Existe entdo § > 0 tal que (a — d,a + 0) C C. Logo
ren((a—d,a+0)) C A Pondo J =7((a—9,a+9)), (ii) segue. Que (i7) implica em (¢)
é consequéncia direta da definicdo de ponto de interior. Sendo J C A um aberto e x € J,

segue que x é ponto de interior de A.
[ |

Proposigiao 149. Sejam A C S, z € intA e {J;};c; uma familia de intervalos abertos
de A contendo z. Entao |J J; é um intervalo aberto de A contendo x.
i€L
Prova. E claro que U J; é aberto e que x € U J; C A. Seja I; intervalo de R com
1€L i€l
7([;) = J; para cada i € L. Seja a € R tal que w(a) = x. Para cada i € L, escolha n; € Z

tal que a € I;+n; (lembrando que 7~1(J;) = U (I;+7) para todo i € L). Logo {I;+n;}icr,
JET
é uma familia de intervalos contendo a. Logo K = U (I;+n;) é um intervalo de R. Sendo
i€L

Udi=Urli+n)=m (U I + nz> = m(K), temos que |J J; é um intervalo do circulo.
iel i€l iel i€l
[ |

Definicao 150. Dados A C S' e 2 € A, dizemos que J C S' é um intervalo aberto
maximal de A contendo z se: x € J C A, J é um intervalo aberto e se I C A é intervalo
aberto com x € I, entao I C J.

Proposicao 151. Dados A C S!' e o € intA, entdo existe um tnico J C S! intervalo
maximal aberto de A contendo .

Prova. Ponha L, = {J C A: J intervalo aberto e z € J}. Sendo = € intA, j4 vimos da

Proposicao [148 que L, # (). Da Proposicao [149, temos Jo, = U J C A é um intervalo
JEL,

aberto de A contendo x. Agora é de verificacao imediata que Jy é intervalo maximal
aberto de A contendo x pois se J é um intervalo aberto em A contendo x, tem-se J € L,
e logo J C Jy. Que Jy é tnico também ¢é imediato pois se J; é um intervalo aberto
maximal de A contendo z, entdo da definic¢do, tem-se Jy C J; e J; C Jy.

Definigao 152. Se A C S! e x € intA, entdo o tnico intervalo aberto maximal de A
contendo x serd denotado por IM°(A, x).

Proposigdo 153. Seja A C S' e z € intA. Se y € IM°(A,z), entdo IM°(A,z) =
IM°(A,y).

Prova. Dado y € IM°(A,x), temos IM°(A,z) C IM°(A,y) pela maximalidade de
IM?(A,y). Além disso, z € IM°(A,y). Pela maximalidade de IM°(A, x), IM°(A,y) C
IM°(A, z). Logo IM°(A,y) = IM°(A, x).

|
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Proposicao 154. Seja J C S! um intervalo aberto nao vazio. Existe entdo I C R
intervalo aberto limitado com 7(I) = J. Além disso, se J # S' e J = w(I) com [
intervalo, entdao I é um intervalo aberto e limitado.

Prova. Se J = S', tome I = (—1,1). Suponha agora que J # S'. Seja I C R intervalo
com 7(I) = J. Vamos ver que [ é intervalo aberto e limitado. Como Va € R, [a,a+1) é um
sistema completo de representantes para S!, temos que J # S! implica no comprimento
de I menor ou igual que 1. Dai I ¢ limitado.

Seja I de extremos a < bcom 0 < b—a < 1. Assim: [ = [a,b), I = (a,b], [ = [a,]
oul = (a,b).
Afirmacgao 1: Se o comprimento de [ for 1, entdo I tem que ser (a,b).

De fato, supondo que b — a = 1, temos:

1. Se I = [a,a + 1], entao S' = 7([a,a + 1)) C 7([a,a + 1]) = J, uma contradigao.
2. Se I = [a,a+ 1), entdo J = 7([a,a + 1)) = S*, uma contradigao.

3. Se I =(a,a+1],entdo J=n(l)=n({U(I+1)) =7n((a,a+1]U(a+1,a +2]) =
m((a,a+ 2]) = S! pois [a + 3,0+ %) C (a,a + 2]. De novo, uma contradigao.
)

Assim, se b —a = 1, entdo I = (a,b) e ndo ha nada mais a provar. Isso termina a
afirmagao 1.

Suponha agora que b — a < 1. Vamos ver que I é aberto neste caso também.

Ponha b =a+r com 0 <r <1 (r > 0 ¢é consequéncia de .J ser aberto e nao vazio).
Temos que J é aberto e logo 7~ 1(J) é aberto. Vamos ver que se I = [a,b], I = [a,b) ou
I = (a,b], entao 71 (J) tem ponto que nio é de interior.

Suponha [ = [a,b] ou I = (a,b]. Dadon > 1, I +n é de extremos a +n e a + 1+ n.
Sendoa+r<a+l<a+n<a+r+mn,temos (a+r,a+1)N{I+n)=10 Sen=0,
I=I+nédeextremosaea+redal (a+r,a+1)NI=0. Sen < —1,entdo [ +n éde
extremos a+n < a+r+nelogo (a+r,a+1)N(I+n)=0 (poisa+r+n<a<a+r).
Dai:

(a+ra+1)NaH(J)=(a+ra+1)N (U(I—l—n)) =0
nez
o que implica em b = a +r € 7~ 1(J), mas com a + r fora do interior de 7~1(.J), o que
contradiz 7—!(J) ser aberto.
O caso em que I = [a,b) é tratado de modo inteiramente andlogo. Teremos aqui que
a € 7 1(J) sem que a € int(7(J)). Entdo I = (a,b) de fato.
[

2.2 Medida no Circulo

Introduziremos aqui uma caracteriza¢ao da o-algebra de Borel do circulo (com relagao
a topologia quociente) e definiremos o que se entende pela medida de Lebesgue no circulo.
Nesta segao, entenderemos que B denota a o-dlgebra de Borel de R.
Defina B! = {A c S' : 77'(A) € B}. E fécil ver que (S',B!) é uma o-algebra
de subconjuntos de S'. Seja B' a o-dlgebra de Borel do circulo S*. Defina também
L. BY — [0,1] dada por p'(X) = wu([0,1) N 771(X)), sendo que p ¢ a medida de
Lebesgue em R. E de verificacdo imediata que p!' é uma medida de probabilidade e assim
(S, B!, ut) é um espago de probabilidade.
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Nosso objetivo nesta secdo é mostrar que B! = B! e desenvolver alguns resultados
sobre pt.

Definicao 155. A medida p! é a medida de Lebesgue no circulo.

Proposigio 156. Todo intervalo I de S ¢ Bl-mensuréavel e p!(I) > 0 se I = x(.J) com
J C R um intervalo ndo degenerado.

Prova. Coomo I é um intervalo de S', segue que I = 7(J) com J C R um intervalo.

Assim 77 1(I) = U (J4n). Como cada J +n € B, tem-se que 7~ '(I) € B e logo I € B'.
nez

Suponha agora que J nao é degenerado. Sejam a < b reais com a,b € J. Dai
(a,b) € J. Como (a,b) é infinito nado-enumeravel e Z é enumeravel, segue que ha x €
(a,b) \ Z. Ponha 6, = d(x,Z) > 0 (Z é fechado) e seja dy > 0 tal que (z — do, x4+ d2) C J.
Tome r = min{dy,d2}. Com isso, temos (z — r,oz +r) C J \ Z. Ponha ny = |z —r].
Assim # —r —ng € [0,1) e também (z —r —ng,z +r —ng) C J —ng C 7 *(I). Entao
(x —r —ng,c) C[0,1) N7~ (1), onde ¢ = min{x + r — ng, 1} (note que ¢ >z —r — ny).
Dai vale que u([0,1) N7~ (1)) > u((z —r — ng, ¢)) > 0, ou seja, pu'(I) > 0.

|

Proposicao 157. B! C B

Prova. Dado A C S* aberto, temos 7*(A4) aberto ¢ o que da 71(A4) € B. Logo A € B,

Assim, todo aberto de S* é elemento de Bl, o que implica em B! C B
[

Proposigao 158. Dado x € S!, tem-se {z} € B.

Prova. Como S' é um espago métrico, e logo Hausdorff, os conjuntos unitarios {x},
x € S', sao fechados de S'. Como B! contem todos os abertos e fechados de S! como
elementos, fica provada a proposicao.

[
Proposigio 159. B' = Bl.

Prova. Defina X = {A € B: n(A) € B'}. Se X = B, entdo VA € B, n(A) € B! e logo
VA € B!, temos A = 7(A’) com A’ € B donde A € B!. Disso segue que B! C B!. Junto
da proposicao anterior em que foi provado que B! C B!, temos a igualdade entre B! e B

Resta entao ver que X = B.
Defina Y = {A C R: A é aberto de R}. Vamos ver que:

.YCX
2. X é uma o-algebra de subconjuntos de R.

Isso entao nos da que B C X ja que B é a g-algebra de subconjuntos de R gerada por Y
e Y C X. Pela definicao de X, ja temos que X C B. Dai teremos mostrado que X = B.

Prova de (1)

Dado A € Y, w(A) é aberto pois 7 é uma aplicagio aberta (Proposi¢ao . Logo
m(A) € B' e assim A € X.

Prova de (2)
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Temos R, ) € X pois n(R) = S*, 7(0) = 0 € B, sendo que R, € B.
Dado {A;}, .y uma colegao enumerével de elementos A; € X. Temos que:

i (g A,-) = fj m(A;) € B

=1

Logo: OLj A; EBCOHI’]T(G Ai> € B'. Dai OLj A e X.
i=1 i=1 i=1
Seja agora A € X, temos A € B e wm(A) € B'. Temos A° € B. Vamos ver que

m(A) € B'. Ponha A= Az U | U An> com Az = ANZeA,=AN(n,n+1). E facil

nez

ver que A° = (Z\ Az) U ( U (n,n+1) \An> e entao:

nel

T(A°) =7(Z\ Az) U (U m((n,n+1)\ An))

Temos:

1. m(Z\ Az) = {=(0)} ou @, de todo modo é um elemento de B'. Lembrando que ji vimos
que conjuntos unitdrios sao elementos de B'.

2. Em cada (n,n + 1), sabemos que 7 é injetora e A, C (n,n+ 1) e logo 7((n,n + 1)\
A,) = m((n,n+ 1))\ n(A4,) com 7((n,n+ 1)) = S'\ {#x(0)} € B' e com 7(4,) =
7(AN(n,n+1)) =m(A) oum(A)\ {7(0)}, que ¢ um elemento de € B' de todo modo.

Logo m(A€) é unido enumeravel de elementos de B'. Assim, 7(A¢) € B'. Entao A° € X.
Isso termina a prova de (2) e também a prova da proposicao.

Proposicao 160. Para todo o € R, [a, & + 1) é um sistema completo de representantes
para S, ou seja, m|[aat1) : [@, o+ 1) — ST é bijeco.

Prova. Sejam a,b, € [a,a+ 1) coma <b. Daia<a<b<a+lelogo0<b—a<]l.
Assim a — b ¢ Z e logo w(a) # m(b). Isso dé 7|j4.a+1) injetora. Dado agora x € S*, seja
a € R com w(a) = z. Seja n € Z o maior inteiro tal que a+n < a. Assima+n+1 < a+1
e, pela maximalidade de n, a4+n+1 > «. Entao n(a) = m(a+n+ 1) = x. Logo 7|j,a+1)
é sobrejetora. Portanto, [o, a + 1) é um sistema completo de representantes para S'.

[ |

Proposigao 161. Seja a € R. Existe f = f, : [a,a + 1) — [0,1) bijegdo mensuravel
com inversa mensuravel tal que

1.Vt € [a,a+ 1), 7(t) = n(f(£)).
2. VA € B, pu([0,1) N A) = u(£71([0,1) N A)).

3. VAe B, u(fla,a+1)NA) = u(f([a,a + 1) N A)).

4. VA C St tem-se [0,1) N7 H(A) = f([a,a+ 1) N7 1(A))

Observagao 162. Pareceba que o item (1) acima caracteriza f(x) como o elemento em
[0,1) tal que 7(z) = w(f(x)), ou seja, f(z) é o representante em [0, 1) de 7(z).
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Prova. Defina F, = F : [a,a+ 1) — R dada por F(t) =t — |a] set — |a] < 1 e por
F(t)=1t—|a] —1set— |a] > 1. Vamos ver que f, satisfaz as condigoes entinciadas na
proposicao.

Seja t € [a,av + 1). Temos F(t) —t € Z da definicao de F. Logo w(F(t)) = n(t).
Além disso:

i. Set € [a,a+1) comt—|a] <1,entdao F(t) =t—|a] < 1e,além disso, |a] <a <t
donde F(t) =t — |a] > 0.

ii. Set € [a,a+1) comt— |a] > 1, entdo a < 1+ |a] <t < a+1elogo 0 <
t—la]—-1=Ft)<a—|a) <1.

De todo modo, Vt € [a, a+1), tem-se F(t) € [0,1). Ponha f = f, : [o,a+1) — [0, 1)
dada por f(t) = F(t). Pelo que foi feito acima, f estd bem definida e mo f = 7.
Afirmacgao 1: f ¢é bijecao.

Dados a,b € [a,a+ 1), temos w(a) = 7(f(a)) e 7(b) = w(f(b)). Logo se f(a) = f(b),
entdo m(a) = m(b). Sendo a,b € [a,a + 1) e sendo [a,a + 1) um sistema completo de
representantes para S', tem-se que f ¢ injetora.

Dado a € [0,1), seja x = 7(a) e b € [a,a + 1) tal que 7(b) = z. Temos 7(f(b)) =
7(b) = x = m(a). Assim, f(b) = a pela injetividade da 7 em [0,1). A arbitrariedade de
a € [0,1) d& que f é sobrejetora.

Afirmacgao 2: f é mensuravel.

Temos, para todo z € R, f(z) = (xaT-|a) + xBT-|aj-1)(x), sendo que A = [o, |a| +
1), B=[la]+1,a+1),T,:R—= R (y € R) é dada por T'(xz) = z +y (¢ a translacao por
y) e xx denota a funcdo caracteristica de X. Assim, f é mensurdvel.

Afirmacao 3: f~! é mensurdvel.

Seja g : R = R dada por ¢ = xaTla) + XBT|aj41 com A = [ — |a],1) e B =
[0, — [a]). E facil ver que para todo = € [0,1), g(z) = f~'(z). Dai f~' mensuravel.
Afirmacao 4: VA € B, tem-se p(AN[a,a+1)) = u(f(AN|o, a0+ 1))).

Seja = |a]+1. Logo [a,a+1) = [, ) W[5, a+1) (obs.: | denota unido disjunta).

Do que foi feito na afirmacdo 2, em [a, (), f coincide com T |4 e, em [, + 1),
f coincide com T_ |, ;. Além disso, a medida de Lebesgue é invariante por translacao.
Assim:

pANfa,a+1)) = p((AN e, B) AN B+ 1))
—u(Aﬂ[ ))+u( N[B,a+1))
= pu(AN[e, B) = la]) + w(AN[B,a+1) — [a] = 1)
= nu(f(A [ B)) + u(f(AN[B, a+1)))
= ( [, B Y F(AN (B, +1)))

p(f(AN [ @, a+1)))

Afirmacao 5: VA € B, tem-se u(AN[0,1)) = u(f~1(ANI0,1))).
Dado A € B, ponha B = f~!(A) € B. Dali, pela afirmacio 4, tem-se:

p(BN[a,a+1)) = p(f(BNlo,a+1)))
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Afirmagao 6: VA C 5!, tem-se [0,1) N7 }(A) = f([o,a+ 1) N7 (A
Seja x € [0,1) N7 1(A), entdo 7(x) = a € A. Sejay € [a,a +
) p—t

—1

Assim, f(y) = x (pois f(y) é o elemento em [0,1) tal que 7(y 7r(f( )))- Entéo
y € [a,a+1)N71(A) com x = f(y). Logo x € f([a,a+ 1) N7 (A)). Dado agora
r € f(la,a + 1) N7 1(A)), entdao z € [0,1). Além disso, como = = f(y) com y €
[, a+1)N7 1 (A), entdao m(y) = 7(f(y)) € A. Logo w(x) € A,0oqueddx € [0,1)N7 1 (A).

|

Proposicio 163. Seja A € B! e a € R, entdo
s+ 1) A (A)) = ([0, 1) N 7 (4))
Prova. Seja f : [a,a+ 1) — [0,1) como na Proposi¢ao [161] Temos:
0, )Nz YA4) = f(la,a+ 1) N7 1 (A))
e logo

p([0. 1) N7 (A) = p(f(la,a+ 1) N (A) = pla,a+ 1) N (A))

Proposigao 164. Sejam r > 0 e z € S*. Temos p!'(B(x,7)) = min{1, 2r}.

Prova. Parar =0, B(z,r) =0 e logo pu*(B(z,r)) =0=2r < 1.

Suponha agora 0 < r < 1 e seja a € R tal que 7(a) = z. Temos 7((a —r,a +7)) =
B(z,r). De fato, dado t € (a —r,a+7r), d(t —a,Z) < |t —a| < r e logo n(t) € B(z,r).
Dado y € B(z,7), seja t € [a— 3,a+ 1) tal que 7(t) = y. Como |t —a| < 1, temos
d(t—a,Z) =|t—al. Dai|t—a| <relogote (a—r,a+r),oquediay € n((a—r,a+r)).
Com isso,

No caso em que r > %, tem-se B(z,r) = S*. De fato, sendo a € R tal que 7(a) = z,
temos que ([a — %,a + %)) C B(x,r). Pois dado t € [a — %, a+ %) arbitrario, tem-se
t—a| < 3 elogod(t—a,Z) = |t—a| <1 <r, donde 7(t) € B(z,r). Com isso, concluimos
que B(z,r) =S e p*(B(x,7)) = p'(S') = u([0,1) NR) = pu([0,1)) =1 < 2r.

|

2.3 Rotacao

Dado « € R, defina Rot,, : S — S* dada por Rot,(7(z)) = m(z+ ). Rot, estd bem
definida pois:

Ve,yeRim(zx)=7(y) <= v2—y€Z < (r—a)—(y—a)€Z
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Definicao 165. O mapa do circulo Rot,, definido logo acima é chamado de rotagao no
circulo, ou simplesmente rotacao. No caso de « ser racional ou irracional, dizemos que
Rot, é uma rotacgao racional ou uma rotacao irracional respectivamente.

Observacgao 166. O principal resultado desta dissertacdo é uma afirmacgao que diz res-
peito as rotagoes irracionais. Por isso, existe uma prioridade no caso a € R\ Q neste
trabalho.

Observacao 167. Os resultados vistos até entao sobre o circulo foram todos dados de
modo a serem usado no estudo de rotagoes apresentado neste trabalho.

Proposicao 168. Para todo a € R, Rot,, ¢ uma isometria.
Prova. Sejam z,y € S'. Ponha x = 7(a),y = m(b). Temos:

dz(z,y) =d(a—0,Z) =d(a+a — (b+ «),Z) = dz(Rot.(z), Rota(y)).

Corolario 169. Para todo o € R, Rot, é uniformemente continua.

Proposicdao 170. Dado o € Q, tem-se que para todo a € S, a é ponto periédico de
Rot,. Além disso, todo ponto a € S* tem um mesmo periodo.

Prova. Ponha o = g comq € NepeZ. Dado x € R:

Rotl (n(z)) = m(x + qa) = w(x + p) = w(x).

Proposicao 171. Dado a € R\ Q, tem-se que Rot, ndo possui pontos periédicos.

Prova. Suponha que Rot, tem algum ponto periédico 7(x). Assim, hd n € N com
Rot!(m(x)) = 7(x), ou seja, w(x) = 7(z + na). Sendo assim, r = x + na+ a com a € Z
e logo a = =* € Q, uma contradicao.

[

Proposigao 172. Seja a € R e J C S! um intervalo, entao Rot,(J) é um intervalo.
Prova. Seja I C R intervalo tal que 7(/) = J. Ponha F, : R — R dada por F,(t) = a+t
e assim Rot, o m = mo F,. Dai Rot,(J) = Roty(n(I)) = 7(F,(I)). Sendo F,(I) um
intervalo, segue que Rot,(J) é um intervalo.

|
Proposigao 173. Dados o« € R e A € B!, tem-se Rot,(A4) € B e p'(A) = p'(Roto(A)).

Prova. Temos Rot,(A) € B! pois R_,, ¢ continua com Rot,(A) = RZ.(A) € B'. Seja
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C =n"1(A). Ponha F : R — R dada por F(t) =t + a. Assim:
p' (Rota(A)) = p' (Rota(m(C))) = p' (n(F(C)) = p([0,1) N7~ (x(F(C))))

— ([o,lm U(F(©) +n>>) - ([0@) n U<0+a+n>>)

nez nez

(a medida de Lebesgue é invariante por translagio)
= ([—a, —a+1)N J(C+ n))) = p ([~ —a+1) N7 (4))

nez
(Proposigao
=u([0.1)N7(4)) = p'(A)

Observagio 174. Uma consequéncia da proposicio acima é que p'(A) = pu'(Rot, ' (A))
para todo A € B' e para todo a € R pois Rot,' = Rot_,. Se diz que a transformacio
Rot, é invariante com relacdo & medida u', ou ainda que p! é invariante com relacdo a
transformacao Rot,,.

O seguinte resultado nao tem diretamente a ver com a teoria desenvolvida neste
capitulo, porém é uma ferramenta que sera usada para provar a Proposicao [L76]

Proposigao 175. Sejaa € R. Ponha G = {m+an : m,n € Z}. Entao (G, +) é subgrupo
de (R, +) e além disso:

i. Sea € Q, entao G é um grupo ciclico.

ii. Sea € R\ Q, entdo G é nao é ciclico e G é denso em R.

Prova. Sejam a € R e G como no enunciado. Que G é subgrupo aditivo de R é evidente
dado que para todo m,n,p,q € Z, temos m+an — (p+qa) = (m —p)+ (n—qla € G e
temos também 0 = 0 + Oa € G.

Suponha a racional. Se a = 0, entdo G = Z, que é ciclico. Suponha a # 0. Seja a = g
com ¢ € N e mde(p,q) = 1. Afirmamos que G é o grupo gerado por %. De fato, o grupo
(aditivo) H gerado por % é {2 irE Z}. Dado m+n§ € (G, temos m+n§ = %*”p € H.
Dado agora © € H, r € Z, existem m,n € Z tais que mq + pn = 1 pois mde(p, q) = 1.
Logo rmq + rpn = r, donde 2 =rm+ rng € G. Assim, G = H é grupo ciclico.

Suponha agora a irracional. Primeiro vamos ver que G nao é ciclico. De fato, se G
fosse ciclico, existiria g € G tal que a = tg, sendo t € Z. Temos g = mg + ang. Considere
as seguintes observagoes:

1. Temos a = tg = tmg + atng e assim a(1l — tng) = tmy.
2. Sendo a # 0 e a = tg, temos t # 0.

3. Suponha 1 — tng = 0. Assim, tmg = 0 e, sendo ¢t # 0, terlamos my = 0. Dal
g = nga. Temos Z C G e assim haveria s € Z tal que 1 = sg = snpa, o que implica
a = -+ € Q, uma contradicdo. Logo 1 — tng # 0.

sSno
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tmo
1—tng

Assim a(1—tng) = tmgy com (1—tng) # 0 implica em a = € Q, uma contradicao.
Logo G nao ¢ ciclico.

Ponha GT = {x € G : © > 0}. Vamos provar que inf G = 0. De fato, temos
inf G* > 0. Suponha que inf G* > 0. Ponha g = inf G*. Temos duas possibilidades:
pode ser que g € G ou entdo que g ¢ G. Se g ¢ G, existe € G tal que g < x < 2g e
também y € G tal que g <y < x < 2g. Assim, x —y € GT com 0 <z —y < g, 0 que
contradiz ¢ = inf G*. Assim, g € G se inf G* > 0. Neste caso, afirmamos que G é ciclico
gerado por g. De fato, seja t € Gt e seja m € Ny o maior inteiro tal que mg < t. Como
G é grupo, temos t —mg € G. Sendo t —mg > 0, temos t —mg € GT. Logo g <t — mg.
Além disso, (1 +m)g > t pela maximalidade de m. Temos entdo mg < t < (1 + m)g,
oquedd 0 <t—mg < (1+m)g—mg=g. Entdot —mg = g elogot = (m+ 1)g.
Isso mostra que todo elemento em G+ é um multiplo inteiro de g, o que implica em todo
elemento de G ser multiplo inteiro de g. Assim, no caso de inf G* > 0, temos G ciclico
gerado por inf GT. Sendo G nao ciclico, temos inf GT = 0.

Para ver que G é denso em R, seja z € Ree > 0. Seja k € GT tal que 0 < k < 5. Se
x > 0, entdo tome 5 € Ny o maior inteiro tal que jk < x. Se x — jk > ¢, entdo x — jk >
e >k elogo z > (j+ 1)k, contrariando a maximalidade de j. Assim |x — jk| = 2 — jk < ¢,
sendo jk € GG. No caso de z = 0, o préprio z é um elemento de G que esta e-préximo de
z. Se x < 0, faga o argumento acima para —z e obtenha t € G com |t — (—z)| < &, donde
e>|t+z|=|r— (—t)| com —t € G.

[

Proposigio 176. Seja o € R\ Q e seja z € S'. Temos entdo que a drbita total O de
x por Rot, estd contida no fecho da drbita de x por Rot,, ou seja, O C orb(Rot,, x).
Lembrando que O = {Rot(x) : n € Z} e que orb(Roty, z) = {Rotl(z) : n € N}.

Prova. Seja y € O. Temos que y = R!(xz) com n € Z. Sen > 0, entdo y €
orb(Rot,, ) C orb(Rot,, ).

Suponha n < 0. Ponha a € R com 7(a) = z. Temos y = 7(a + na). Seja G =
{k+la: k,l € Z} como na Proposic¢ao (175, Temos G grupo aditivo denso em R e logo
existem {k;},.y, {Ji}ien Sequéncias de inteiros tais que 11;120 (k; + jia) = 0. Faremos agora
algumas consideracoes sobre as sequéncias acima. Podemos assumir que estas possuem
certas propriedades boas:

i. Podemos supor que para todo i € N, j; # 0 pois {i € N : j; = 0} é finito ou se nao
lim (k; + j;a) # 0. Assuma entao daqui pra frente j; # 0 para todo ¢ € N.
1—00

ii. Podemos supor que para todo ¢ € N, j; > 0 pois ha ou ndo uma quantidade infinita
de indices ¢ € N tais que j; > 0 e, caso haja, use a subsequéncia dos indices i com
Ji > 0. Caso nao haja, troque as sequéncias {k;};cy € {Ji}ieny POT {=Fi}ien € {—Jitien
e entdo extraia a subsequéncia como indicado. Daqui pra frente, entao, assumimos
7: > 0 para todo ¢ € N.

iii. Caso n < 0, podemos assumir também que para todo i € N, j; > —n pois o
conjunto de indices tais que j; > —n é infinito j4 que se fosse finito, |k; + j;a| >
min{d(ba,Z) : b = 1,2, ..., —n} para todo i € N suficientemente grande, o que con-
tradiz zliglo (ki + jia) = 0. Assumimos assim que j; +n > 0, i € N, daqui em diante.

Temos:

lim (a+ k; + (Ji + n)o) = a + na

11— 00
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Seja F': R — R dada por F(t) =t + a. Temos Rot, o™ = w o F. Entao:

lim F/*(a 4+ k;) = lim (a + k; + (j; + n)a) = a + na

1—00 1—00
— T (hm Fji+”(a + k,’l)> = 7'('(@ + na) =y
i—00

— lim Rot!""(7(a + k;)) =y

1—00

— lim Rot!""(z) =y

1—00

— y € orb(Rot,, x).

Sendo y € O qualquer, segue que O C orb(Rot,, ).
[

Proposigao 177. Sejam A C S' e z € intA. Para todo a € R, Rot,(IM°(A,z)) =
IM°(Rots(A), Roty(x)).

Prova. Sejam K = IM°(Rot,(A),Rot(x)) e J = IM°(A, x). Temos Rot,(J) intervalo
aberto (pois J ¢ intervalo aberto de S', Rot, é homeomorfismo e Rot, leva intervalos em
intervalos). Assim, sendo Rot,(J) C Rot,(A) com Rot,(z) € Rot,(J), tem-se Rot,(J) C
K. Temos Rot,(z) € K, R_4(Roty(x)) = 2, R_o(K) C R_4(Roty(A)) = Ae J =
IM?(A,z). Logo R_,(K) C J, o que d4 K C Rot,(J). Segue que K = Rot,(J), ou seja,
IM°(Rots(A), Roty(x)) = Roty (IM°(A, x)).

|

Observacao 178. Usando a Proposi¢ao acima, pode-se provar que Va € R, Vn € Z,
VA C S, Vx € intA, tem-se:

Rot! (IM°(A, x))) = IM°(Rot, (A), Rot.(x)).
Proposigao 179. Dado a € R\ Q, tem-se que Vz € S, orb(Rot,, z) ¢ denso em S'.

Observagao 180. Na observagdo mais abaixo (Observagao [182), daremos uma prova
mais simples dessa proposicao. O interessante da prova dada aqui é o tanto que ela toca
em varios conceitos relacionados as rotagoes e ao circulo.

Prova. Suponha que hd z € S' com O = orb(Rot,, ) ndo denso em S'. Logo Ot é
um fechado com OF # S'. Ponha A = S\ OF, que é um aberto nio vazio de S*. Seja
yeAeJ=IM°(A,y). Como J # (e J#S' temos J = w(I) com I = (a,b), sendo
a,beR, a<bel<b—a<1.
Afirmacao 1: Rot,(A4) = A.

Se ha w € A com Rot,(w) ¢ A, ou seja, com Rot,(w) € OF, entdo existe uma

sequéncia {i;}, y de naturais com ]h_glo Roti(xz) = Roty(w). Temos {j € N :i; = 1}

finito pois caso fosse infinito, entdo Rotq(w) = Rota(z), 0 que dd w = z € A° jé que

x € Ot (Proposigao|176)), uma contradi¢ao. Assim, existe jo € N tal que para todo j € N

com j > jo, vale que i; > 2. Com isso, lim Rot,” '(z) = w (continuidade de R_,)
j—o0

e logo w € OF = A°, o que é uma contradicdo novamente. De todo modo se w € A,
é nao podemos ter Rot,(w) ¢ A. Isso mostra que Rot,(A) C A. Dado agora a € A,
existe b € S* com Rot,(h) = a. Como Rot,(OF) C OF (Proposigao , tem-se que
b ¢ OF, ou se ndo a € Ot = A°, uma contradigdo. Logo b € S'\ Ot = A. Sendo
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assim, a = Rot,(b) € Rot,(A). Pela arbitrariedade de a € A, temos A C Rot,(A). Logo
Rot,(A) = A e fica provada a afirmagao 1.
Afirmacgao 2: Vn € N, tem-se Rot”(J) N J = (.

De fato, ponha F' : R — R dada por F(t) = t + . Assim: R}(J) = Rl (n(])) =
7(F™(I)) = w(F"((a,b))) = 7((a 4+ an,b+ an)). Suponha que para algum ng € N, tem-se
R™(J)NJ # (). Primeiro vamos ver que é um absurdo ter R™(J) = .J. Depois vamos
ver que R™(J)NJ # ) implica em R?(J) = J, o que entdo, pelo que foi feito primeiro,
nos da uma contradicao.

Suponha R (J) = J. Temos:

©((a,b)) = J = R}(J) = R’ (7((a,b))) = 7((a + noa, b+ npar)).

Logo 7((a,b)) = m((a + noa, b+ noar)) e entdo m(a) = 7(a + noar) (pela Proposicao [146)),
o que dd R (m(a)) = m(a). Isso é uma contradi¢do ja que o € R\ Q implica em Rot,
nao ter pontos periddicos.

De modo geral, supondo que R (J) N J # (), temos:

1. J=IM°(4,y).

2. Bpp(J) = IMP(Rg (A), B (y)) = IMP(A, Bg* (y)-
Seja z € J N R™(J). Entdo (pela Proposicao [153):

1. J=1IM°(A,y) = IM°(A4, 2).

2. Rot?(J) = IM°(A, R (y)) = IM°(A4, z).

Logo J = RI°(J) e assim, pelo o que foi feito acima, temos uma contradi¢do aqui também.
Isso termina a afirmacao 2.
Com a afirmagao 2 provada, segue-se que para todo m,n € N tal que m > n, temos
R™(J)NJ =0 e logo Rotl'(J) NRot,(J) = 0. Em particular, isso implica que a unido

U R%(J) é disjunta. Como J é um intervalo aberto niao vazio, tem-se p!(J) > 0. Entao:
n=1

1> (fj R3<J>) = 3 W (Ro() = 3o ) = o0

o que é uma contradicdo. Logo, de fato, O+ = S*.
[ |

Corolério 181. Dado o € R\Q e dado z € S*, tem-se que Ot =0 = 0~ = of = 070_ =
St sendo que O = {Rot'(z) : n € Z}, OF = {Rot’(z) :n € Z,n > 0}, O~ = {Rot’(z) :
n € Z,n <0}, 0f ={Rot’(x) :n€Z,n>0}eOy ={Rotl(x) :n€Zn<0}.

Observagao 182. A Proposigio [[79 admite uma outra prova, que é drasticamente mais
simples. Nas hipéteses da Proposicao , a 6rbita total de o € S* por Rot, é dada por
7(G), sendo G = {k+ja : k,j € Z}. Sendo « irracional, G é denso em R (pela Proposigao
175). Sendo 7 continua e sobrejetora, segue-se que 7(G) = S* pois dado qualquer y =
m(z) em S, existe uma sequéncia {g;},.y de entradas em G tais que zliglo g; = z e logo

lim 7(g;) = 7(2) =y, donde y € 7(G). Como a érbita total de x por Rot,, é subconjunto
1—00

de orb(f, x) (pela Proposicio [L76), segue-se que orb(f,z) = S'. Isso basta para provar
a Proposigao [[79, A vantagem da prova dada acima como a demonstragdo de fato da
proposicao se da no fato dela auxiliar num melhor entendimento das rotagoes e do proprio

circulo.
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Definicao 183. Chamamos de topologicamente transitivo um sistema dinadmico dis-
creto (X, f) num espago métrico separavel que tem a propriedade: dx € X com orb(z)
denso em X.

Observagiao 184. (S! Rot,) ¢ topologicamente transitivo para qualquer « irracional.
Uma consequéncia disso é que dados z,y € S!, a 6rbita de x for Rot, fica tdo préximo
de y quanto se queira. Pode-se dizer também que dado uma vizinhanca V' de y, a érbita
de = por Rot, visita esta vizinhanca em infinitos instantes futuros de tempo, ou seja,

#{i eN: fi(z) € V} = o0.

Observacdao 185. Ponha (X, f) um sistema dindmico discreto. E facil ver que dado
r € X, se orb(f,x) é denso em X, entdo também vale que orb(f, f(x)) é denso em X.
Isso implica que, no caso de (X, f) ser topologicamente tansitivo, tem-se que é denso
em X o conjunto de pontos cujas o6rbitas formam conjuntos densos em X. A nogao de
transitividade topoldgica pode ser estudada em situagoes mais gerais com uma defini¢ao
mais abrangente, mas foge consideravelmente do que nos é de interesse nesta dissertacao.

2.4 Mapas do Circulo

E de se esperar que existam mapas interessantes de S* nele préprio além das rotacoes.
Nesta secao falaremos superficialmente sobre outros mapas do circulo. Sera feita uma
exposicao em aberto, diferente do que é feito no resto deste trabalho, sem a preocupacao
de enunciar proposi¢oes ou destacar defini¢des. Queremos mostrar um modo, a fim de
se obter exemplos, de se conseguir mapas do circulo nele préprio através de um método
sistemdatico. Considere F': R — R tal que F(x) — F(y) € Z sempre que z —y € Z. Defina
f: St — St dada por f(m(z)) = m(F(x)). Que f estd bem definida é claro pois dados
y,z € R tais que 7(x) = 7(y), tem-se  — y € Z, o que implica em F(x) — F(y) € Z e,
logo, m(F(z)) = m(F(y)). Como consequéncia da Proposi¢ao [20] se F' for continua, entdo
f também é continua. Dizemos que f ¢é a aplicagao do circulo induzida por F'. Com isso,
podemos facilmente produzir mapas do circulo. Seguem alguns exemplos (em todos os
itens abaixo, F' ¢ uma fun¢ao de R em R).

1. Dados k € Z, v € Re g € R, ponha F(x) = fsen(2kmz)+ x +~. Aqui, dado = € R,
F(x+1) = Bsen(2km +2kmx)+x+ 1+~ = fsen(2knz)+x+ 1+~ = F(z)+1 e logo
F(z)—F(x+1) € Z, o que implica em F'(z)—F(y) € Z sempre que x—y € Z. Entao
F induz uma aplicagao f : S' — S' dada por f(7(z)) = 7(Bsen(2kwz) + = + 7). A
continuidade de F' d& que f é continua.

2. F(z) = sen(4nzx) + cos(2rx) — z. Dado x € R, temos F(x + 1) = sen(4dnzx +
A1) + cos(2mx + 27) — v — 1 = sen(4dnzx) + cos(2mx) —x — 1 = F(z) — 1. Isso
implica em F(z) — F(y) € Z dados quaisquer x,y € R com z —y € Z. A aplicagao
f:S' — S!induzida por F' é continua. Como feito no exemplo acima, pode-se
introduzir parametros nesta F' para obter algo mais geral.

3. F(z) = x + a, sendo a € R qualquer. A fun¢ao f induzida por F' é uma rotacao, a
saber, Rot,.

4. F(x) = tan(sen?(27z)). A periodicidade de sen com perfodo 27 d4 que para todo
z,y € R com x —y € Z, tem-se F(x) — F(y) =0 € Z.
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E de facil verificacio que o conjunto F das funcdes F : R — R tais que F(z)—F(y) €
Z sempre que x —y € Z forma um espago de fungoes que tem, dentre outras, as seguintes
propriedades:

1. Qualquer fungao constante pertence ao espaco F.

2. A funcao identidade pertence ao espago F.

3. Dada uma funcao F' € F e dado a € Z, entao alF' € F.
4. Dados F,G € F, tem-se que F + G € F.

5. Se F': R — R é uma fungao periédica de periodo 7', entdao, pondo G : R — R dada
por G(z) = F(Tx), tem-se que G € F.

Todos os exemplos acima foram encontrados explorando essas cinco propriedades.
Uma tultima observagao sobre o conjunto JF antes de encerrarmos esta secao é que se
considerarmos o conjunto F¢ das funcdes em F que sdo continuas, temos que estas sdo
determinadas, de modo tnico, por uma certa funcao continua e periédica de periodo
1 (porém 1 ndo necessariamente é o periodo fundamental desta fungdo) e um nimero
inteiro. Seja F' € FY. Ponha G : R — R dada por G(z) = F(x + 1) — F(z). Sendo
G continua e com G(R) C Z, tem-se G constante. Seja k € Z com G(x) = k qualquer
que seja x € R. Considere agora H : R — R dada por H(z) = F(z) — kx. Temos
H periédica de periodo 1. Assim, fica provado que para todo F € FC, existe uma
funcao continua periédica H : R — R de periodo 1 e um inteiro £ tal que para todo
r € R, F(x) = H(x) + kxz. Portanto, o comportamento de F' fica determinado por H
e k. Além disso, F' unicamente determina H e k. Suponha que F(z) = H'(z) + Kz
para todo x € R, sendo k' € Z e H' : R — R continua peridédica de periodo 1. Temos
k=F(1)—F(0)=H'(1)+k —H'(0) =k, donde k' = k. Sendo H'(z)+k'x = H(x)+ kx
para todo = € R, tem-se H' = H. Isso termina o que queriamos fazer nesta segao.

Pode-se elaborar sobre esta ideia (de se obter mapas do circulo através de mapas em
F), mas isso nao sera feito neste trabalho. H4 teorias que estudam propriedades de f
a partir de propriedades de F'. Para encontrar mais sobre este tipo de assunto, pode-se
consultar [12], [8] e também [21].
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Capitulo 3

Recorréncia e Dimensao

Neste capitulo, apresentamos as nog¢oes de dimensao pontual e recorréncia. Aqui
seguiremos para os outros dois objetivos deste trabalho (sendo que o primeiro foi o es-
tudo desenvolvido no capitulo anterior), que é um desenvolvimento de certos resultados
interligando as duas nogdes (recorréncia e dimensido pontual) e uma proposicao que fala
de como a rotacdo em S estudada no capitulo anterior se comporta com relacio a estes
conceitos. Usaremos aqui certos fatos sobre Teoria Ergodica que serao enunciados, mas
nao serao provados.

3.1 Introducao, Definicoes e Preliminares

3.1.1 Recorréncia

Considere uma dinamica f : X — X sobre um espago X e um estado x € X inicial.
Em Sistemas Dinamicos, queremos fazer afirmagoes interessantes sobre {f"(z)}, oy sob
certas condigoes. Em alguns casos, podemos concluir que a dindmica ¢é trivial, que é o
que dizemos quando {f"(x)}, .y converge (assumindo que X seja um espago métrico por
exemplo). No caso em que {f"(z)}, oy D0 converge, pode se buscar outras perguntas a
se fazer sobre a sequéncia. Por exemplo, pode-se considerar uma certa funcao ¢ : X — R
possuindo algumas propriedades de interesse e estudar {¢(f"(z))},cy (Pode-se pensar em
¢ como uma projecao ou alguma funcao que extrai algum atributo de um elemento de X
como por exemplo se x é ou nao é de um certo tipo, ou qual é a distancia de x até um certo
conjunto fixado, etc). Em linhas gerais, a no¢ao de recorréncia tem a ver com escolher ¢
como a funcao caracteristica de um certo conjunto £ C X. Assim {¢(f"(x))},cy se torna
uma sequéncia de zeros e uns capturando o "padrao de visitas' que a orbita de x por f
tem com relacao ao conjunto E. Esse estudo ¢ motivado pelo Teorema da Recorréncia da
Poincaré.

O Teorema da Recorréncia de Poincaré

Os primeiros teoremas sobre recorréncia, que deram inicio ao estudo do assunto, sdo
os dois Teoremas da Recorréncia de Poincaré: a sua versao probabilistica e a sua versao
topoldgica.

Definicao 186. Seja X um espaco de medida com medida p. Dizemos que f: X — X
é p-invariante se para todo conjunto mensurdvel £ C X, tem-se u(E) = p(f~'(E)).
Também dizemos que i é f-invariante com o mesmo sentido.
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Proposicao 187. (Teorema da Recorréncia de Poincaré Probabilistico) Seja X um espago
de medida com medida p finita e seja f : X — X uma funcdo mensuravel p-invariante.
Seja £ C X mensuravel com p(E) > 0. Assim, para p-quase todo ponto z € E, {n € N :
f™(x) € E} é infinito.

A versao topologica do Teorema da Recorréncia de Poincaré depende da seguinte
definicao.

Definicao 188. Seja X um espacgo topoldgico e seja f : X — X. Dizemos que x € X
¢ um ponto recorrente com relagao a f se existe uma sequéncia de naturais {n;},.y com
lim n; = 0o e lim f™(x) = x.

12— 00 1— 00

Observacao 189. No caso de X acima ser um espago métrico com uma métrica d,
dado x € X, dizer que x ¢é ponto recorrente com relacao a f é o mesmo que dizer que
ligrl)iogf d(f™(x),z) = 0. No caso em que x ndo é ponto peridédico de f, tem-se que z € X
é um ponto recorrente com relagdo ao f se, e somente se, x pertence ao fecho do conjunto

{fi(z):i e N}.

Proposigao 190. (Teorema da Recorréncia de Poincaré Topoldgico) Seja X um espago
topoldgico com uma base enumeravel de abertos. Seja f : X — X Borel mensuravel e
uma medida finita e boreliana em X. Suponha f p-invariante. Entao para p-quase todo
x € X, tem-se z recorrente com relacao a f.

Provas de ambas versoes do teorema podem ser encontradas em [23]. O Teorema
da Recorréncia de Poincaré é um dos teoremas que motiva o estudo de recorréncia em
Sistemas Dinamicos. Neste trabalho, olharemos para certos aspectos quantitativos da re-
corréncia. Para isso, precisamos do seguinte resultado fortemente relacionado ao Teorema
da Recorréncia de Poincarré.

Proposicao 191. (Lema de Ka¢) Sejam (X, A, i) um espaco de medida com u(X) < oo,
f: X — X mensurdvel y-invariante e E € A com u(E) > 0. Defina pg : X — NU {400}
dada por pg(z) = inf{n € N: f*(z) € E}. Ponha Ef = {xr € X :Vn € N, f*(x) ¢ E}.
Entdo pg é mensurdvel, ppxg € integravel (yg denota a funcdo caracteristica de E) e
Je pedp = p(X) — p(E7).

Prova. Ver [23]

Aspectos Quantitativos

Definigao 192. Seja (X, d) um espago métricoe f : X — X. Dadoz € X er > 0,
define-se o tempo de primeiro retorno de x a bola de centro z e raio r como 7,.(x) =
inf{n € N: d(f"(z),z) < r}. Dados z,y € X e r > 0, define-se o tempo de primeira
entrada de z a bola de centro y e raio r como 7,.(z,y) = inf{n € N : d(f"(z),y) <r}. O
tempo de primeiro retorno também é chamado de tempo de recorréncia e o tempo de
primeira entrada também ¢é chamado de tempo de espera. O titulo deste trabalho faz
referéncia a estes nomes.

Observacao 193. Na defini¢do acima e também em alguns outros lugares deste texto, ao
tomarmos o infimo de um certo subconjunto de R, estamos assumindo a noc¢ao extendida

52



3.1. INTRODUCAO, DEFINICOES E PRELIMINARES

de infimo, podendo ser —oo ou +o00. Por exemplo, inf R = —oo e inf ) = +00. O mesmo
vale para supremos.

Observagao 194. No contexto da defini¢do acima, é claro que 7,(z, x) = 7,.(x).

Observacio 195. E ficil ver que 7 admite uma certa monotonicidade, no seguinte sen-
tido, dados z,y € X e dados 0 < s < r, tem-se 7s(z,y) > 7.(x,y). Isso se d& pois
se d( fM(x),y) < s, entdao d(f"(z),y) < r. Da observacao anterior, essa monotonicidade
também ocorre para a funcao r € (0,00) — 7.(x).

Defini¢ao 196. Sejam (X, d) um espago métrico, f: X — X, e sejam z,y € X. A taxa
de recorréncia superior de x em y, R(z,y), é definida como:

Y 1 T )
Riz.y) = limsup B @)
oot —log(r)

A taxa de recorréncia inferior de x em y, R(z,y), é definida como:

R(z,y) = lim inf log(7:(z, y))

r—0t  —log(r)
A taxa de recorréncia superior de z, R(x), é definida como: R(z) = R(z,z) e a
taxa de recorréncia inferior de z, R(x), é definida como: R(z) = R(x,z). No caso
em que R(z) = R(z), falamos da taxa de recorréncia de z, R(z) = 7( ) = R(z).

Similarmente, no caso em que R(z,y) = R(z,y), falamos da taxa de recorréncia de x
em y, R(z,y) = R(z,y) = R(z,y).

Observagao 197. No contexto da defini¢ao acima, temos R(x) = lim (1)£1f % e tam-
r—
bém R(z) = lim sup 10552;253)'
r—0+

Observacao 198. Comumente tomaremos, como uma extensao da definicdo da funcao
log, log(0) = —oo neste trabalho.

E conveniente ter uma abordagem sequencial para o estudo de recorréncia. Para isso,
precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 199. Seja {a,}, .y uma sequéncia de nimeros reais positivos, monétona nao cres-
cente, convergindo para 0 e com

iy 108(an)

~ 1.
1= log (1)

Seja também f : (0,00) — [1,00) uma fun¢do mondtona nao crescente. Entao:

log(f(r) log(f(an))

L lim inf 25500 = lim inf 2500
. log(f(r log(f(an))

2. hiri> igp log(r) — llﬁnjoljp —log(an)

Prova. Faremos a prova do primeiro item (para o limite inferior). A prova do segundo
item se d4 de modo inteiramente analogo.
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Considere r € (0,00) e n € N tais que a,41 < 7 < a, < 1. Temos log(a,1) <
log(r) < log(a,) < 0 e assim

1 1 1
< <

0< .
—log(ant1) = —log(r) = —log(an)

Além disso:
log(f(ant1)) = log(f(r)) = log(f(an)) = 0.
Segue entao que:

log(an1) log(f(ant1)) _ log(f(r)) o log(an) log(f(an))
log(a,) —log(an+1) — —log(r) — log(ani1) —log(ay)

Defina 7 : (0,00) — R dada por y(r) = i%f : %. Temos:
se(U,r

> 0.

lim inf log(f(r)) = lim ~(r)
r—0t  —log(r)  r—o0+
Vamos ver primeiro que
1 1
boning OB @) o log(£(1)
n—oo —log(ay,) r—0+t  —log(r)

Considere {n},.y uma sequéncia estritamente crescente de naturais com
1 n 1 n
L log(flan)) o Tos(f(on)
k—oo —log(ay,, ) n—oo —log(ay,)

Seja ky € N tal que para todo kK € N com k > kg, tem-se a,,_1 < 1. Pondo 7, = ay,
(k € N com k > k), temos a,, <1, < a,,_1 < 1. Assim, pelo que foi feito acima, temos
que para todo k > kq:

log(an,) log(f(an,)) - log(f(r)

> y(rE).
log(an,—1) —log(a,,) — —log(r) = ()
Fazendo o limite para k — oo, temos
o Jog(f(an) . . log(f(r)
oV — = AL A
MR g e, 2 70 = B0 = B e

Vamos ver agora que

lim inf M < —_—
n—oo —log(ay) r—0+  —log(r)

Para cada k € N, escolha ry, € (0, 1] tal que 13g1(o];((:2))) € {’Y (%) Y(3) + %)

Seja k1 € N tal que ry, < ay. Seja entao n; € N o maior inteiro tal que ri, < ay,.
Entao temos a,,+1 < 15, < ap,. Seja ko € N tal que ky > ki, 7, < apy1. Escolha
no € N o maior inteiro tal que r;, < a,,. Temos entao que a,,+1 < 7541 < ap,. Note
que ny > ny necessariamente (pois a,,+1 > i, € logo ny > ny + 1). Siga indutivamente
da seguinte forma. Suponha que temos os naturais k; < ks < ... < k,; (¢ € N) e também
os naturais n; < ny < ... < My COM Gp,+1 < T, < ay, para todo i € {1,2,...,q}. Escolha
agora kg1 > k, tal que ry, ., < a,,41. Escolha ngy; o maior inteiro tal que ry,,, < ay,, ;-
Assim: ngy > ng (POiS p 41 > T,y €10g0 ng1 > ng+1) € apyy 11 < Thyyy < anyy,y- IS0
termina a construgao indutiva da sequéncia de indices {k;};.y € {n:};cy tais que:
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(1) {ki},en © {ni},;en Sequéncias estritamente crescentes de niimeros naturais e logo lim k; =
11— 00

oo e lim n; = oo.
1—00

(2) Para todo i € N, tem-se a,,+1 < 7k, < ap,.
log(f(rx;)) 1 1 1
<3) —log(rx,;) < ['Y (h) 7 (kz) T kz)

De (2) e (3) acima, para todo ¢ € N suficientemente grande (mais precisamente, para
todo @ > 49 e sendo i € N tal que a,, < 1):

I\ 1 log(f(r)) . log(an) log(f(an,))
7(5) T 5 = Dhoatn) 2 gt ) —logte)

log(an,) 1 " . .
Ponha b, = 1025,5:;)1) igl(ofg ((’ani))) ec =r (,%) + ki e entao, claro, ¢; > b; para todo i € N

suficientemente grande.
Agora temos trés possibilidades. Primeiramente, se {b;},. admite subsequéncia

{bl} que converge para um numero real, segue-se que lim ¢;. > lim b;., donde
j ) : j : Rl
JEN j—o0 j—o0

lim inf M > lim inf M'
=0t —log(r) n—oe —log(ay)
Segundo, se lim ¢; = 0o, entao
1—00
limimfM — 00> 1iminfw'
r—0t — log(r) n—soo log(an)

Finalmente, terceiro, se lim ¢; < oo e {b;},.y ndo admite subsequéncia convergente (para
71— 00

um niimero real), entdo (por {b;},.y ser limitada superiormente neste caso), deve neces-

sariamente ser verdade que lim b; = —oo. Isso implica em
1—00
1 1
liminfM > —00 = hmmfw
r—0+  —log(r) n—oo —log(ay)

Assim, de todo modo (em qualquer um dos casos):

! 1
lim inf M > lim inf M
r—0+  —log(r) no0 —log(ay)
Fica entao provado que
1
i 102G ) L los(f(an)
r—0+  — log(r) n—s" —log(ay)

A prova para o limite superior é inteiramente analoga.

Proposicao 200. Sejam (X, d) um espago métrico, f : X — X, esejam z,y € X. Entao,
para todo b > 0:

1. R(z,y) = lim inf lo8(ryn (5:)

log(1y,—n (z,y))

2. R(x,y) = limsup

n—oo
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3. R(z) = lim inf M

n—o0
I 08(1y—n (1))

. R(z) = ligl_ilip Log -

Prova. Primeiro, ¢ claro que (3) e (4) sdo consequéncias diretas de (1) e (2) pois, para
b > 0, log(mpe—n(x)) = log(mpe—n(z, 7)), R(r) = R(x,x) e R(xr) = R(x,z). Daremos aqui
a prova de (2). A prova de (1) se faz de modo inteiramente andlogo. Usaremos aqui o

Lema [199]

Sejam b > 0 e z,y € X. Suponha que exista r > 0 tal que 7,.(x,y) = co. Neste caso,

log(7,,—n (z,y))

~ = oo pois para todo n € N suficientemente grande, tem-se

temos lim sup
n—oo

be™™ < 1 e logo Tye-n(z,y) > To(x,y) = co. Além disso, neste caso R(z,y) = oo pois

R(z,y) = limsup % e para todo s € (0,7), tem-se 7s(x,y) > 7.(x,y) = co. Assim
0+

s—
a igualdade de (2) vale.

Suponha agora que para todo r > 0, 7.(z,y) < co. Defina a,, = be ™ e f : (0,00) —
[1,00) dada por f(r) = 7.(z,y). Assim:

1. {an}neN ¢ uma sequéncia mondtona nao crescente de termos positivos que converge
para O.

1_10g(b)
ey — 1 (para n — 00).

2 log(an) __ log(be™™) _ log(b)—mn __
" log(an+1) — log(be™m=1) T log(b)—n—1 ~— 141

n

3. f é monétona nao crescente de fato (ver Observagao [195)).

Assim, do Lema [199] temos

1 1
lim sup M = lim sup M'
n—oo Og(an) rs0t  — 10g(7')
Sendo que
1 1
lim sup M = lim sup M
n— oo — log(an) n— o0 — log(an)
: log(Tpe—n(2,y))
=1
i log(be—m)
: log(Tpe—n (2,9))
pr— l .
121;8;}13 — log(b) n
Como -
i — 18 +n g
n—o0 n
tem-se
1 1 _n
lim sup M = lim sup Og<Tbe (SC7 Z/))
n—oo = — log(an) n—oo = — log(b) +n

n—o0

i sup [(— log(b) + n) <log(fbe—n(fﬂ,y))>]
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Além disso,

lim sup log(/(r)) = lim sup log(r:(z,y))

=R .
ot — log(r) 0+ —log(r) (z,9)

Isso entao prova (2). A prova de (1) é inteiramente andloga.

3.1.2 Dimensao

Defini¢ao 201. Seja X um espago métrico com uma medida boreliana p. A dimensao
pontual superior de ;x em x € X, denotada por d,(x), ¢ difinida como

d,(r) = liiigp log('li(()géax)’ T)))

De modo similar, define-se a dimensao pontual inferior de ; em x € X, denotada por
d,(x), como

i 8B 1)
Bl = gy

Observacao 202. No caso em que X = R" e p é a medida de Lebesgue, tem-se que
pu(B(z,r)) = Cpr™ onde C,, > 0 é um constante que depende de n apenas. E logo
nlog(r) + log(C,,)

1 B
i o8B, 1) _ .
r—0+ log r r—0+ log r

Assim, pode-se pensar que a no¢ao de dimensao definida acima captura a poténcia a qual
deve-se elevar o raio para que se obtenha o volume da bola deste raio, a menos de um
certo termo de ordem menor (do que o log) como uma constante por exemplo.

Observagao 203. A ideia da dimensao ser pontual estd claro da definigdo. A dimensao
pontual ¢ um nimero que depende do z € X e leva em consideracao bolas centradas em
x de raio r > 0 cada vez menores, tomando o limite » — 07. Para a medida de Lebesgue
no R", vimos que este limite sempre existe e independe do x, mas a definicdo de dimensao
pontual deixa livre a possibilidade deste limite ser de natureza diferente dependendo do
ponto que se considera. Um exemplo trivial da dependéncia da dimensao no ponto que
se escolhe é o caso da medida atomica ¢, centrada em p € X, sendo esta medida definida
como 0,(A) =1sepe€ Aedy(A) =0sep ¢ A, A C X um boreliano. Aqui, a dimensao
pontual em todo ponto é +00, exceto em p, que ¢ 0.

Assim como ha um método sequéncial para a caracterizacdo das taxas de recorréncia
como consequéncia do Lema [199] também ha um resultado inteiramente andlogo para
dimensbes pontuais.

Proposigao 204. Sejam (X, d) um espago métrico e u uma media boreliana sobre X.
Entao, para todo b > 0:

L. du($) = liggg)lf *log(#(Bém,be—n)))

— log(u(B(z,be™)))

2. d,(z) = limsup

n—oo
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Prova. A ideia para provar tanto (1) quanto (2) é usar o Lema [199] Dividimos a prova
em casos. Os que o lema se aplica, o usamos. Nos casos em que o lema nao se aplica,
a igualdade ocorre de modo trivial. Vamos provar (1). A prova de (2) se da de modo
parecido e nao sera feita aqui.

Se ha ro > 0 tal que pu(B(z,70)) = 0, entdo, da definicao de d, e da expressao para o

limite inferior do enunciado de (1), a igualdade segue trivialmente pois *log(“(i (@e™)) _
oo para todo n € N com n > % e W = oo para todo r € (0,min{l,ry})
(lembrando que, neste trabalho, estamos tomando log(0) = —o0).

Se nao ha tal rg, ponha a, = be™™ e f : (0,00) — [l,00) dada por f(r) =
max{l,m}. Assim:

1. {an}neN é uma sequéncia mondtona nao crescente de reais positivos que converge

para 0.
_ log(b)
log(an) __ log(be™™) __ log(b)-n _ 1——
" log(ant1)  log(be="=1) — log(b)—n—1 — 141_los(®) — 1 (para n — OO)

n n

3. Dados r,s € (0,00) com r < s, tem-se u(B(x,r)) < u(B(z,s)) e logo f(r) > f(s).
Dai f é mono6tona nao crescente.

Se hd r > 0 tal que pu(B(z,7)) < 1, entdo o Lema nos dé (1). Note que, neste

caso, para r € (0,71) e para n > %:

log(f(r)) _ 108 (atery) _ —log(u(B(x,))) _ log(u(B(z.1)))

—log(r) —log(r) — log(r) log(r)

-1 -n
log(f(an)) _ lOg (,u(B(:c,e*"))) _ lOg<IM(B(l‘, € ))
“logan) | —log(e™) n
Se nao hé tal r1, entdo para todo r € (0,00), u(B(z,r)) > 1, o que implica que
ambos os limites inferiores sdo de fato limites e vao para zero. De novo, segue (1).
A prova de (2) é inteiramente andloga.

3.2 Desigualdade de Barreira-Saussol

A seguinte desigualdade (Proposi¢ao [205]) foi provada no artigo [I] e também no livro
[2]. Esta desigualdade exemplifica uma forma como recorréncia e dimensao pontual sao
conceitos relacionados. A presente secao é dedicada a dar uma prova detalhada do referido
resultado.

Proposigao 205. (Desiguladade de Barreira-Saussol) Seja m € N e X C R™. Seja p
uma medida boreliana finita sobre X e f: X — X uma fun¢do mensuravel p-invariante.
Entao, para p-quase todo x € X:

R(z) < d,(x) e R(z) < dy(x).

A prova desta proposicao é longa e depende de varios passos. A prova de fato da
desigualdade de Barreira-Saussol vem no final desta secao.
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Proposicdo 206. Seja (X,d) um espago métrico separavel e seja f : X — X Borel
mensuravel. Assim, para todo k € N, tem-se que a funcio que leva z € X em d(f*(z), z)
é Borel mensurével e, também, para todo r > 0, a fun¢ao que leva x € X em 7,.(z) é Borel
mensuravel.

Prova. O espaco produto X x X = X? tem sua o-dlgebra de Borel gerada por {A x B :
A, B borelianos de X}. Temos D : X — X? dada por D(x) = (z,z), mensurdvel pois
dados A, B C X borelianos, tem-se D™'(A x B) = AN B é um boreliano de X. Dado
k € N, defina F, : X? — X? como Fy(a,b) = (f*(a),b). Dados A, B C X borelianos,
temos F;, '(A x B) = f~'(A) x B é um dos conjuntos que geram a o-algebra de Borel
de X2. Sendo Fj, Borel mensuravel e d continua, segue-se que d o F}, é Borel mensurével.
Seja agora r > 0 e n € N. Temos

1({n}) = (do Fy 0 D)([0,1)) A (”ﬁ (do Fyo D) ([r. oo>>)

i=1
e assim 7, '({n}) é boreliano de X. Além disso:

“+oo

7 ({+o0}) = [ (do F; 0 D)™([r, 00))

=1

donde 71 ({+00}) também ¢é um boreliano de X. Dado entdao A C R Borel mensuravel,
temos 7,1 (A) = 7,1 (AN (NU +00)), que é uma unido enumerdvel de conjuntos Borel

mensuraveis de X pelo o que foi feito acima.
[ |

Definigao 207. Sejam (X, d) um espaco métrico e £ C X. Dizemos que F é e-separado,
e € R, se para todo x,y € E, temos d(x,y) > ¢.

Proposicao 208. Seja m € N. Existe M € N, que depende apenas de m, tal que para
todo € > 0 e para todo £ C R™ e-separado com relacao a distdncia dada pela norma

.||, em R™, existem Ej, ..., E,, com n < M, tais que E = EJ E;, sendo que cada E; é

1=
4e-separado com relacdo a distdncia dada pela norma ||.||, no R™. Além disso, se E é
boreliano, entao cada F; também é.

Prova. Temos que, no R™, as normas ||.||, e ||.||,, sdo equivalentes. Existe entdo r > 0
tal que para todo z € R™, tem-se ||z||, < %|[z||,. Segue-se que para todo p > 0 e
para todo © € R™: By (z,7p) C Ba(x,p) (sendo que By (x,rp) denota a bola na norma
||.||, de centro x e raio rp e By(x, p) denota a bola na norma ||.||, de centro x e raio p).
Seja ¢ € N com ¢r > 4. Considere J = ([1,q + 1] N N)™ (i.e. o produto cartesiano de
[1,¢+ 1] NN tendo m cépias do conjunto), que é finito. Para cada o = (o;)]~, € J, defina

Co = ﬁ [(a; — D)re, ayre]. Ainda para o € J, ponha P, = U (Cy+ (1 + ¢)rea).
=1 aczZ™

Ponha M = #J e N, C={ENP,:a€ J}en=#C < M. Além disso, liste os

elementos de C' como C = {E}, Es, ..., E,}. Para terminar a prova, resta ver o seguinte:
n
1. U P,=R", oqueimplicaem |J E; = FE.
acd =1

2. Para todo a € J, EN P, ¢é 4e-separado.
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Prova de (1).

Dado z € R™, ponha = = (x;)/",. Prai € {1,2,...,m}, seja t; = |;/(re)]| e sejam
d;, g; € Z como na divisao euclidiana de t; por ¢+ 1, ou seja, t; = d;(q+ 1) + g; sendo que
g; € {0,1,...,q}. Ponha a = (g; + 1), € J. Vale que x € P,. De fato:

T
t < —<t;+1
re
e logo

di(q + V)re + gire < x; < di(q + 1)re + (gi + 1)re

donde = € C, + (¢ + 1)rea para a = (d;)*, € Z™. Isso prova (1).

Prova de (2).

Dados x,y € E, = P, N E, para algum « € J, com z # y. Temos =z € EN (C, +
(1+q)eray), y € EN(Cy + (1 + ¢)eray), com a,,a, € Z™. Primeiro temos que a, # a,
pois caso contrario, |z; — y;| < re, 0 que dd x € B (y,er), 0 que implica em = € By(y, €),
o que é um absurdo pois E ¢é e-separado com a norma ||.||,. Assim, pondo a, = (a})", e
ay = (a})i,, existe i € {1,...,m} tal que a}, # a}, entdo ||z — y|| > |z; — ¥, sendo:

z; € [(y — Dre + a1 + q)re, ayre + a.(1 + q)re]
yi € [(ai — Dre 4+ al,(1+ q)re, cure + ai (1 + q)re]

e entao '
(i — Dre+al(1+ q)re < x; < ayre + al (1 + q)re

(a; — V)re + al (1 + q)re < y; < ayre + aj, (1 + q)re
—apre —al(1+q)re < —x; < —(o — )re — al (1 + q)re
—aure — al (1+q)r5< —y; < —(a; — 1)re — al (1+q)
o que da em
re+ (al, —al )1+ @)re < m; —y; < —re + (al, — al ) (1 + q)re
—re+ (a), —al)(1+ q)re <y; —x; <re+ (a, —al)(1+ q)re
Considere a seguinte analise de casos para terminar a prova desta proposicao:

L. Se a; — a, > 0, entdo |v; — yi| = z; — y; = re + (a5, — a,)(1 + q)re > gre. Sendo
qr > 4, temos ||z —yl|, > |x; — yi| > 4e.

2. Se al,—a <0, entdo a;, —al, > 0 elogo |z; —y;| = y; —x; > —re+(a}, —al)(1+q)re
> —re + (14 q)re = qre > 4e. Portanto, ||z — y||, > |v; — yi| > 4e.
Isso termina a prova de (2), e logo da proposicao.
|
Proposicao 209. Seja (X, d) um espago métrico. Dado r > 0, ponha A, = U ({z} X
rzeX

B(z,r)). Entdao A, é um aberto de X? = X x X.
Prova. Seja (z,y) € A,. Considere a distancia da soma d; em X? (i.e. di((x,y),
(p,q)) = d(z,p) + d(y,q)). Temos y € B(x,r) e logo d(z,y) = p < r. Ponha ¢ = r — p.

)

Seja (a,b) € X? com d;((x,y), (a,b)) < e. Dai d(a,b (a,z) + d(z,y) + d(y,b) =

<d
di((a,b), (z,y)) +d(z,y) <r—p+ p=r. Segue-se (a,b) € A,.

60



3.2. DESIGUALDADE DE BARREIRA-SAUSSOL

Proposicao 210. Sejam (X, d) um espago métrico, M a o-adlgebra dos borelianos de
X com relagdo a topologia induzida pela métrica e p uma medida o-finita definida em
M. Dado r > 0, ponha f, : X* - R, g, : X — R dadas por f.(z,y) = XBur(y) €
gr(z) = u(B(x,r)). Entao f,. e g, sdo mensuraveis.

Prova. Ponha A, como na Proposi¢ao 209] Dado B C R boreliano, temos:

1. [71(B)=A,sele€Bel¢B.

2. [7Y(B)=X?*\A,sel1¢ Bel€B.
3. /71 (B)y=0sel¢ Bel¢ B.

4. f7Y(B)=X?*sel € Bele€B.

De todo modo f, é mensuravel pela arbitrariedade de B. Assim, sendo f,, uma func¢ao
mensuravel nao negativa, o Teorema de Tonelli entao nos da que g, é mensuravel pois para

todo z € X, tem-se g, (x) = (B, (2)) = [p(e 1dpt = [ X (y)dp(y) = [x fr(@,y)du(y).
m

Proposicao 211. Seja (X, d) um espago métrico separavel. Sejam g uma medida bore-
liana finita sobre X e G C supp(p) com G Borel mensuravel. Dado r > 0, existe £ C G
enumeravel tal que

1. Para todo z,y € FE com z # y, B(xz,r) N B(y,r) = 0.

2. G C U B(z,2r) e, em particular, p (G\ U B(m,2r)> = 0.
el

zel

Prova. Ponha A = {E C G : para todo x,y € E com z # y, tem-se B(x,r)NB(y,r) =
0}. Considere a relagdo de ordem partical C (i.e. "ser subconjunto de") e use o Lema
de Zorn sobre (A, C) para extrair um elemento £ € A maximal. De fato podemos usar
o Lema de Zorn pois A # () (ja que ) € A) e dado S = {E;}ic; (I um conjunto de

indices) uma familia totalmente ordenada de elementos E; € A, ponha E=UE,. Por S
iel

ser totalmente ordenado, é facil ver que E € A é cota superior para S de acordo com a

relacdo de ordem parcial C.

Sehd z € G com x ¢ | B(y,2r), entdao E é subconjunto préprio de FU {z} C G.
yelr
E facil ver que para todo y,z € EU {z} com y # z, tem-se B(y,r) N B(z,7) = () pois:
1. Se y,z € E, entdao B(y,r) N B(z,r) = () vale por E € A.

2. Se y = x, entdo vale z € E e B(y,r) N B(z,7) = () ou se ndo haveria t € B(x,r) N
B(z,r). Dal d(z, z) < d(z,t) +d(t, z) < 2r, o que contradiz « ¢ B(z, 2r).

3. Se z =z, faca como acima e obtenha B(y,r) N B(z,r) = 0.

Assim, a existéncia de um tal z contradizeria a maximalidade de E. Logo nao ha
um tal x e G C U B(y,2r), donde p (G\ U B(x, 27“)) = () = 0. Provamos entao os
yeE el

itens (1) e (2) do enunciado. Resta ver que E é enumeravel.
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Temos p ( U B(x,2r)> < u(X). Além disso, sendo E C supp(u), vale u(B(z,7)) >
zckE

0 para todo x € E. Considere E, = {m € E:uB(xz,r)> %} Afirmamos que cada FE,
deve ser finito. De fato, se ha ny € N tal que E,, ¢ infinito, ponha D = {y;},.y C En,

enumeravel infinito. A unidao U B(y;,r) é disjunta (pelo item (1) do enunciado, que ja
i=1

foi provado), o que da:

u(X)ZM(GB(yz‘aT)>:§N( (yi, 7 Zi

=1

e assim u(X) = 400, uma contradigdo. Sendo assim, cada E,, ¢ de fato finitoe £ = U E,
n=1

é enumeravel.

Observacgao 212. Na proposi¢ao acima, ndo concluimos que E é mensuravel, porém todo
espac¢o métrico é Hausroff, o que implica que os conjuntos unitarios sao fechados e assim
todo conjunto enumeréavel é Borel mensuravel. Isso implica em E ser mensuravel.

Proposicao 213. Sejam m € N, X C R™, p uma medida finita boreliana sobre X.
Existe Z C X boreliano de medida total e Ny : X — R Borel mensuravel tal que
para todo x € Z, tem-se Ny(z) € N e para todo n € N com n > Ny(z), vale que
u(B(z,27")) < n’u(B(z,27"71)).

Prova. Sejan € Ne d > 0. Defina K,(0) = {z € supp(p) : u(B(z,27" 1)) <
dpu(B(z,27™))}. K,(0) C X é Borel mensuravel pois, sendo ¢,, r > 0, como na Pro-
posicao 210} temos K,,(6) = supp(u) N (6ga-n — ga—n-1)~1(0, +00).

Afirmacgao. Existe M € N tal que para todo n € N, para todo § > 0, tem-se u(K,(0)) <
Méu(X).

Prova. Seja M como na Proposi¢do 208 Seja n € N e § > 0. Veremos que
(K, (8)) < Méu(X). Ponha A, = {E C K,(§) : E é2 " 'separado}. Pelo lema
de Zorn, temos que A, admite um elemento maximal com a relacdo de ordem parcial
"ser subconjunto de'. De fato, A, # 0 (pois 0 € A,) e dado S = {F;}ic; uma familia
totalmente ordenada de elementos de A,,, ponha E = U;c; E;. Temos E C K, (d) e, por
S ser totalmente ordenado, E é 27" l-separado pois se tomarmos z,y € £ com z # v,
ha 41,10 € [ com z € E;,,y € F;, e, sem perda de generalidade, F;, C E;,. Isso nos d&
x,y € E;, elogo d(z,y) > 27" (pois E;, € A, é 27" Lseparado). Assim E € A, é cota
superior para S.

Seja B um elemento maximal de A Ponha ET,EY, ..., E]' como na Proposi¢ao

208, sendo [ € N com [ < M, E" = U E" sendo cada E" (4 x 27" 1)-separado, e

logo 2 "*l-separado. Note que para cada i € {1,2,...,1l} e para cada =,y € E! com
r # y, temos d(z,y) > 27" e logo B(x,27") N B(y,2_") = (). De fato, se ha z €
B(z,27") N B(y,2™"), entao 27" < d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < 27" + 27" = 27"+
uma contradi¢do. Assim, para todo i € {1,2,...,l}, a unido U,ep, B(x,27") é disjunta.
Temos K, (0) C Uyep B(z,27"71), ou se nao, haveria y € K,(§) com d(y,x) > 27! para
todoz € E" elogo E C EU{y} C K,(0) com E U {y} 27" !-separado, o que contraria
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a maximalidade de E™ € A,,. Assim:

P (0) < D7 p(B(z,27"7)

<3 Su(B(z,27")) (por £ C K,(6))

< 5 u(X) = 16u(X) < Méu(X).

Fim da Afirmacao.
A afirmacao acima nos da:

o0

i <M,l},(X)anQ<+OO.

n=1

Pelo Teorema de Borel-Cantelli (Proposicao , temos que u(Y) = 0, sendo YV =
Oﬁ OLj K;(372). Ponha Z = (X \'Y) Nsupp(p) = Y°Nsupp(p). Dado x € Z, existe

n=1j=n

no € N tal que = ¢ G K;(j7?) e assim x ¢ K;(j7?) para todo j € N com j > ng. Entao
J=no

nao vale que p(B(z,2777")) < j2u(B(x,277)) e logo j*u(B(z,27771)) > u(B(x,277))

para todo j > ng com j € N pois se fosse verdade o contrario (i.e. se fosse verdadeiro

que p(B(x,2777Y)) < j72u(B(x,277))), entdo z € K;(j72) j4 que = € supp(p) (re-veja a

definigao de K;(j72) caso necessario).

Defina agora Ny : Z — R dada por N;(z) = min {n eN:z ¢ U K;(j~ )} Extenda

) =
N; para Ny : X — R dada por Ny(z) = Ny(z) se z € Z, eporNo() +oosex ¢ Z.
Assim, dado z € Z, para todon € N com n > Ny(z) = Ny(z), tem-se n?u(B(z,27"71)) >
,u(B(x, 27™)) como ja foi visto acima.
Resta ver que Ny é Borel mensuravel. Dado = € Z e dado n € N, considere a seguinte
cadeia de equivaléncias:

r€N'(n) & Vk<nuzel|JK;j(j ea:¢UK Jex €Z
j=k =n
n—1 oo 00 €
— zezZNn| N UKGH|n|UKEK;G?
k=1 j=k j=n

n—1 oo o) ¢
Ponha T, = <ﬂ U Kj(j_2)> N <'U Kj(j_2)> . Dai N{*(n) = ZNT,, sendo que T, é

k=1 j=k j=n
Borel mensuravel.
Finalmente, dado A C R mensuravel, temos:

1. Casooo ¢ A, Ny'(A) = U N;'(a) é R-Borel mensuravel e logo R-Borel mensu-
ac€ANN
ravel.

2. Caso oo € A, Ny'(A) = ( U Nl_l(a)> U Z¢ é R-Borel mensuravel.

a€ANN
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Assim N, é Borel mensuréavel.
[ |
Na verdade, a proposicao acima é apenas uma versao "discreta'do resultado de fato
utilizado, que é o proximo. A prova desta proposicao seguinte usa a proposi¢do anterior.

Proposicao 214. Sejam m € N, X C R™, u uma medida finita boreliana sobre X.
Existe Z C X boreliano de medida total tal que para todo n > 1, para todo € > 0, existe
d=0": X — (0,+00) Borel mensuravel tal que para todo x € Z, para todo r € (0,d(x)),
tem-se u(B(x,nr)) < r~cu(B(z,1)).

Prova.
Seja Z C X e Ny como na Proposicao . Sejam ¢ > 0,7 > 1, k € N tal que 2¢ > 7.
Temos:
(2)"
im
n—o00,neEN,n>k n2(n — 1)2(n — ]C)

5 = 100

e logo ha n; € N com n; > k tal que para todo n € N com n > ny, tem-se
27" > n?(n —1)%..(n — k)%

Ponha 0" : Z — (0, +00) dada por

. 1
n _
55 (iIZ’) - omax{ni,No(z)+k}"

Extenda 67 para 07 : X — (0, +00) dada por 67(z) = 67(z) se z € Z e dada por §7(x) = 1
se x ¢ Z, ou seja

50(x) = xz(x) ((t = (1/2)") o (> max{ny, No(z) + k}) () + xx\2(x)

e logo 07 é Borel mensuravel.

Vamos ver agora que para todo x € Z e para todo r € (0,67(z)), tem-se pu(B(z,nr)) <
r=u(B(x,r)).

Sejam z € Z er € (0,07(x)). Ponha n = {%J. Entao:

log(1/7)
< =17 1
n < 10g(2) <n-+

implica em
1 1
on+1 <rs 27

Além disso 7 € (0,67(x)), sendo que §7(x) = 2~ maxtnNo@+k} o que implica em

e assim

log ( =
log(1/r) 5 (5?(1))
= | = > | A= + kY
n { log 2 log 2 max{ny, No(z) + k}
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Também temos que 27" > r, o que também nos da r—¢ > (2")°. Com isso, (2°)" >
n*(n—1)%..(n— k)% e, sendo n > Ny(z) + k, temos n,n —1,....,n —k > Ny(z). Aplicando
agora a consequéncia da Proposi¢ao temos:

w(B(w,mr)) < p(B(z,2"r)) (por 7 < 2%)
< u(B(x,2")) (por 27" > 1)
< (n—k)?u(B(z,2"1) (Proposicao [213))
< (n—k)?2n—k+1)*u(B(z,25"2)) (Proposigao [213))
<(n—k?*mn—k+1)>%.n0%u(B(x,27"1) (Proposicao [213))
< (2)u(B(z,27Y)) (por (2" 2 n¥(n — 1)..(n — k)?)
<rfu(B(x,27"1)) (por 7= > (2")%)
< u(B(z,r)) (por r>27""71)
[

Prova da Desigualdade de Barreira-Saussol

Sejam m € N, X C R™, p uma medida boreliana finita sobre X, f : X — X
mensuravel p-invariante. Vamos entao ver que existe J C X mensuravel de medida total
tal que para todo x € J, vale R(v) <d,(z) e R(z) < d, (7).

Observacao 215. Vale lembrar que estamos considerando o espaco métrico X C R™ com
a distancia euclidiana vinda do R™. Este é um espago métrico separavel. As bolas tomadas
nesta demonstragao sao do espago métrico X, assim B(a,b) = {c € X : d(a,c) <b}a e X
e b> 0, sendo d a distancia euclidiana.

Seja € > 0 arbitrario. Sejam r, A > 0 quaisquer. Seja x € supp(u). Defina:
AY, ={y € B(a,4r) : T (y,2) > A pu(B(x, 4r)) 71}

sendo 74, (y, x) = inf{k € N: d(f*(y), z) < 4r}, ou seja, 74, (y, ) = pp(z.4r)(y) (p como no
Lema de Kag, i.e. a Proposicao [191]). Entao

A7)“\7$ = B(Z’, 47”) N pg%x,zlr)([)\il:u’(B(‘ra 47#))717 +OO])

Como p(B(x,4r)) > 0 (por = € supp(p)), o Lema de Kac¢ nos da pp(y,4r) mensuravel e
assim A2, é um boreliano de X.
Afirmagao 1. Para quaisquer 7’ > 0 e y € X com d(z,y) < 21, tem-se 75, (y) <

Ta (Y, ) < 7o (y).
Prova. Se ha k € N com d(f*(y),y) < 2r', entdo
A(f*(y).z) < A(f*(y),y) +dly,2) <27 + 2" = 40",

e assim 7y (y,x) < k. Pela arbitrariedade de k acima, 74 (y,x) < To.(y). Se hd k € N
com d(f*(y),r) < 4r', entdo

Ad(f* (), y) < d(f*y),z) + d(y, =) < 4’ + 2" < 8.
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LOgO TST/(y) < Tyt (ya [lﬁ')
Fim da Afirmacao 1.
O Lema de Ka¢ d& que ppanXp@a) € L'(X). A desigualdade de Chebyshev

(Proposicao nos da:

JB(e.ar) 10B@ar) (Y)|dp(y)
A (B, 4r))

N(Ar,x) = U (’pB(x,4r)XB(x,4r)| > Ail,u(B(xa 470))71> <
Note que ’pB(mAT)XB(xAr)‘ = PB(z,4r)XB(z,4r) € assim

pAL) < Ni(BGr A7) [ iy, @)ty

Ainda pelo o Lema de Ka¢, temos [5(, 4, Tar(y, 2)dp(y) < p(X). Entéo:
A B, 4r))p(X) = p(Arz)
=pu ({y € B(x,4r) : 74 (y, x)pu(B(x, 41)) > /\_1})
> [ ({y € B(z,2r) : 7, (y, x)p(B(x, 4r)) > )\_1}) (%1)

Além disso, se y € X é tal que d(z,y) < 2r, a afirmacao 1 acima nos dé 74,.(y, ) > 75.(y)
e, assim,

Tar (Y, ) (B (2, 47)) > 75, (y) (B (y, 21)) (*2)

Ponha n = 4 e aplique a Proposicao Assim, existe Z C X Borel mensuravel com
u(Z°¢) =0 e existe 97 : X — (0, +00) Borel mensuravel de modo que para todo = € Z e
para todo r € (0,07(x)), tem-se

p(B(w,nr)) <rp(B(x,r)).
Defina G5, = {z € Z : §7(z) > %}, que é Borel mensuravel. Como, §7(X) C
(0, +00), tem-se Z = oLj G5,. Além disso, G5 C G5, para todo i € N e, assim, u(Z) =
n=1
I ( OLj Gi) = lim w(Gy,). Existe entao e tal que u(G5 ) € ((Z) — €, u(Z) +¢), ou seja,
n=1 n—00

u(Gi) > w(X) - =
Coloque 6, = 1/, e G. = G5_Nsupp(p). Como X é um espago métrico separdvel,
tem-se p(supp(p)) = p(X) (Proposicao [86). Entao:

e, sendo G. C G, tem-se (G5 )¢ C (G.)° e logo u((G5.)°) < p((G:)°). Assim u(G.) =
(G5, ). Temos entao que:

1. G. Csupp(p) N Z,
2. w(Ge) = u(G5) > m(X) —ee
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3. Vz € G, tem-se que 67 (x) > 5., sendo que 0. = 1 /7. independe de x (lembre-se que
a escolha de 7. estd na verdade relacionada com a convergéncia lim w(GE) = u(2)

e, de fato, independe de z).

O que foi feito até entao serve para qualquer r,A > 0. Vamos daqui pra frente
restringir a escolha destes valores. Tome r € (0,0.) e A = r?¢. Pela Proposigao existe
E. C G, enumeravel tal que:

1. Va,y € E. com = # y, tem-se B(z,r) N B(y,r) =0 e

2. G. ¢ U B(z,2r) e, em particular, p (GE\ U B(x,2r)> =0.

z€FE. reE:

Defina D.(r) = p({y € G. : 7. (y)u(B(y,2r)) > r=2¢}). Com isso, temos:

D.(r) < > p{y € B(x,2r) : s, (y)p(B(y, 2r)) > r~*})

< r*p(X) % w(B(z,4r)) (por (*1), (*2))
< pu(X)r* > r o u(B(z, ) (por r € (0,0.);Vz € G,

6"(x) > 0 E. € G. C Z;

n=4)
= pu(X)r* > u(B(z,r))
zeF.
= w(X)r°p ( U] B(fﬁﬂ"))
zeE.
< p(X)*r*
Entao
> D.(e™) = > D.(e™) < > e " u(X)? < 400
neN,n>— log(de) n=|log(f)]+1 n=|log(c)] +1

e, pelo Lema de Borel-Cantelli (Proposigao , temos p (hm sup Fa(e_”)> = 0, sendo
n—oo
F.(r) definido como {y € G. : 7g,u(B(y,2x)) > r~*}, ou seja, F.(r) é o conjunto usado
na defini¢do de D.(r), sendo D.(r) = u(F.(r)). Logo u ( oﬁ G Fg(e”)> = 0.
k=1 n=k

Ponha Z. = G. N <cho OLj Fa(e”)> . De < oﬁ G Fa(e”)> = 0, temos u(Z.) =
k=1n=~k k=1n=k
w(Ge) > pu(X) —e. Além disso, para todo = € Z., temos que existe kg = ko(z) tal que

oo
r ¢ U F.(e"), ou seja, para todo n > ko, temos = ¢ F.(e™™) e, sendo também = € G.,
n=ko
tem-se

Tge—n (T) (B (x,2e7 ™)) < ¢

e logo
log(ruc(2) _ log((B(z,2¢ ™))

+ 2¢
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Com isso, pelas Proposicoes e[200] temos que para p-quase todo x € Z., temos:
R(z) <2e+d,(z) e R(z) <2+ d,(z).

Resta agora extender do que foi feito acima a desigualdade para u-quase todo = € X.

Para cada ¢ € N, ponha ¢; = 1/i. Obtemos entao Zy,; C X Borel mensuravel
com pi(Zy;) > w(X) — 1/i, sendo que para todo x € Zy/;, tem-se R(z) < 2 +d,(z) e

R(z) < 2 +d,(x). Ponha J = limsup Z; = Oﬁ oLj Zy; ¢ Borel mensurdvel. Vamos ver
i—+00 k=1i=k

que p(X) = pu(J) e que para todo € J, tem-se R(x) < d, () e R(z) < d,(x).

De fato, dado z € J, para todo k € N, temos x € | Z; e assim existe 79 > 2k tal
i=2k

que x € Zy ;. Logo: R(x) < %%—Eu(:p) <1/k+d,(z) e R(z) < %+du(x) <1/k+d,(z).
Sendo k € N arbitrario: R(z) < d,(z) e R(z) < d,(x). Finalmente:

ut) =1 (A 0 2) = i (U 211

k=1i=k

Sendo que, para todo k € N, <EJO Zl/i) > u(X)—1/k. Dat:
i=k

p(X) = p(J) = lim p(X) =1/k = p(X).

Portanto, p(X) = u(J) e isso termina a prova da desigualdade de Barreira-Saussol.

3.3 Desigualdade de Galatolo

A seguinte desigualdade (Proposicao foi provada por Stefano Galatolo em [I1].
Assim como a desigualdade de Barreira-Saussol, a desigualdade de Galatolo relaciona
recorréncia e dimensdo pontual. E um outro exemplo de como as duas nocoes estéo rela-
cionadas. A desigualdade dada por ela "é no sentido contrario" da dada pela desigualdade
de Barreira-Saussol e, além disso, se aplica em situacoes mais gerais. Esta secao se dedica
a dar uma prova detalhada do resultado.

Proposicao 216. (Desigualdade de Galatolo) Seja (X, p) um espago métrico, p uma
medida boreliana sobre X e f : X — X uma funcdo mensuravel p-invariante. Entao,
dado y € X, para p-quase todo x € X, R(x,y) > d,(y) e R(z,y) > d,.(y).

Antes de dar uma prova desta desigualdade, precisaremos do seguinte lema, que é
enunciado e provado em [4].

Lema 217. Seja (X, p) um espago métrico, f : X — X Borel mensuravel, © uma medida
boreliana sobre X f-invariante e y € X. Suponha que 0 < d,(y). Entdo, para todo
o> d,(y)~", vale que para p-quase todo z € X:

Jiminf n®p(y, f*(2)) = co.

Prova. Seja y € X e suponha que d,(y) > 0. Seja a > d,(y)~'. Escolha d € R com
dte(d,(y) " a)eassim: 0< i <d<d,(y). Como

= limin loalul Bly: 1))
d(y) = liminf ===

> d
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existe 7 € (0,1) tal que Vr € (0,7):
1
og(B(y,r) _
log(r)
= log(u(B(y,r)) < log(r?)
= pu(B(y,r)) <1
Para cada k,n € N, defina I*¥ = f™(B(y,kn™®)). Fixe k € N. Existe nop € N
tal que para todo n € N com n > ny, tem se kn=® < F. Assim, u(B(y,kn=%)) <

kin~d9* Note que a > L d4 ad > 1 e entdo Z 72 converge. Pelo teste da comparacio,
J_

temos entao que Z (k) = Z w(B(y, kn=*)) converge. Pelo Teorema de Borel-Cantelli,
n=1 n=1

14 (hm sup If,f) = 0. Assim, Vk € N:

neN

1A U 5 @tdnn) =0

n=1m=1

Seja agora € X tal que ligl inf n%p(y, f"(z)) < co. Existe entdo ky € N tal que
nelN,n—oo

hlr\lnlnf n*p(y, f"(x)) < ko. Existem entdo infinitos indices n; (j € N) com n; — oo
ne —

(para j — o) e com n$p(y, f"(v)) < ko para todo j € N. Dai p(y, f(z)) < kon;“ e
logo x € f~"(B(y, kon; *)). Assim, Va € N,

ve J 7Bl kom ),

o que dé
re ) U FBkm™).
Ponha . o
= U (N 0 rmsm).

Temos entao x € I. Sendo que p(I) = 0 pois cada ﬁ G f™(B(y, km~®)) tem medida

a=1 m=a
nula.

Portanto, mostramos que Vx € I¢, tem-se

liminf n%p(y, f"(x)) = co.

n—o0,neN

Observacao 218. O Lema acima nos da um certo "limitante" para um certo tipo de
recorréncia. Dado a > 0, y,x € X de modo que valha

lim inf n®p(y, f"(z)) = oo

temos que existe ng € N tal que para todo natural n tal que n > ng, tem-se p(y, f™(z)) >
—-. E assim, mesmo que possa ocorrer

liminf p(y, f"(2)) = 0,

esta proximidade entre y e a érbita positiva de x por f, pontualmente, é limitada de modo
a ter que superar, no n-ésimo passo, n% para todo n suficientemente grande.

n
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Prova da Desigualdade de Galatolo

Sejam (X, p) um espaco métrico, f : X — X Borel mensurdvel, y uma medida
boreliana sobre X f-invariante e y € X. Queremos ver que para quase todo x € X, tem-

se: R(z,y) > d,(y) e R(x,y) > d,(y). Defina N, = 'L_Jl T {y}) ={x € X :y € orb,(x)}.
O teorema é consequéncia direta dos trés seguintes fatos. Daremos uma prova dos trés

fatos abaixo e depois, em um pardgrafo (o ultimo desta se¢do) conclui-se a prova da
desigualdade de Galatolo.

1. Se d,(y) > 0, entdo existe Z C X mensurdvel de medida total tal que para todo
xr € ZN N, vale que R(v,y) > d,(y).

2. Se d,(y) > 0, entao pu(N,) = 0.

3. Se d,(y) > 0, existe A ¢ X mensurdvel tal que u(flc) =0 e, para todo = € A, tem-se
R(:L‘,y) Z dll y)
Prova de (1)

Seja y € X e suponha que d,(y) > 0. Inicialmente, considere x € X e a > 0
arbitrarios. Assim, a sequéncia {a,} dada por a, = n~“, satisfaz ser estritamente

log(an) _ IOg(n)
> log(an+1) ~ log(n+1) —1

(para n — 00). Podemos assim aplicar o Lema sobre {an}, o € f:(0,00) = [1,00)
dada por f(r) = 7.(z,y). Com isso, obtemos

neN?
decrescente, h_)m a, = 0 e a, > 0 para todo n € N. Além disso
n oo

1 —a
lim inf 08(7n- (2, Y)) = lim inf
n—oomeN  —log(n=®) r—0t  —log(r)

_1
d, ()
217 acima, tem-se que, para cada n € N, existe Z,, C X mensurdvel de medida total com

Ponha agora a = . Para cada n € N, defina «,, = % + a > a. Aplicando o Lema

. . an k -
Vo € Zn,klég}kglgok ply, f¥(x)) = o0

Defina Z = Oﬁ Z,. Temos Z mensuravel de medida total. Além disso, temos
n=1

.. an k .
Vo € Z,¥n € Nklelglkl_r)lgok ply, fH(x)) = o0

Seja entao x € Z N Ny. Seja n € N arbitrério, existe ky € N tal que Vk € N com
k> ki, k% p(y, f¥(z)) > 1 e logo p(y, f¥(z)) > k=2. Afirmamos que existe K, € N
tal que Yk € N com k > K, tem-se Tp-an(z,y) > k. De fato, como z € N, pondo

Op = llrzlink p(y, f'(x)), temos o, > 0. Ponha K,, € N tal que K,, > kil ¢ K,,”*" < 0,,.
i=1,2,..., o

Seja k € N com k > K,,. Vamos ver que Ty-an (2,y) > k. Considere i € N. Temos:

i. Se i € {1,2,...,kl}, temos p(y, fi(x)) > o, > K, * > k™. Dal, fi(z) ¢
B(y, k~"). Entao mp-an (z,y) > kj.

ii. Sei € {ki!,kl +1,....,k — 1}, temos p(y, f'(x)) > i * > k=" (pois k > i) e logo
fi(x) ¢ By, k). Entao Tp-an (x,y) >
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Assim:

R(z,y) = liminf log(7y-en (,9)) _ s
JEN,j—oo  — log( ) JEN,j—o0 — log(j—an> o
L

Além disso, lim «, =a= . Segue

neN,n—o0

Sendo n € N qualquer: Vn € N, R(z,y) >

entdo que R(z,y) > d,(y).

Isso termina a prova do primeiro fato: tomamos y € X qualquer e mostramos que
se d,(y) > 0, existe Z C X mensurdvel de medida total tal que Yoz € Z N Ny, tem-se
R(z,y) = d,(y)-

Prova de (2) e (3).

Vamos agora provar os dois tltimos fatos juntamente. Temos que Vz € Ny, R(x,y) =
R(z,y) = 0. De fato, seja & € N,. Existe entdo i € N tal que f'(x) = y. Logo
(x,y) € {1,2,...,i} qualquer que seja r > 0. Assim log(7.(z,y)) € [0,log(i)], o que d4a
que:

d,(v)

i o8(mr(z.y)) _
r—0+  —log(r)

Observe que é consequéncia imediata de qualquer uma das hipéteses de qualquer um
dos dois dltimos fatos que d,,(y) > 0. Assim, para cada d’ € (0,d,(y)), defina

A(d,y)={r e X : R(z,y) < d'}.

Pelo que foi visto logo acima N, C A(d',y) para todo d’ € (0,d,(y)). Com isso, os
dois ultimos fatos decorrem quase que diretamente da seguinte afirmacao.
Afirmagao. A(d',y) é mensuravel e pu(A(d',y)) = 0.
Prova. Primeiro, lembre-se do seguinte (Proposigao para b= 1):

— 1 —n
R y) — Timoup PECn(2:)

n—o00,nEN n

Ponha ~,(z) = M e F(z) = R(z,y) = limsup v,(z). Sendo x — T.-n(z,y)
n—oo,neN
mensuravel para cada n € N e para qualquer que seja o y € X, temos v, mensuravel para

cada n € N. Assim F é mensurdvel. Como A(d',y) = F'([0,d')), segue que A(d',y) é

mensuravel. Vamos agora ver que pu(A(d',y)) = 0. Seja d” € (d',d,(y)). Pela Proposicao

204} temos:
= log(u(B(y,e ™"

neN,n—oo -n

Logo, existe uma sequéncia {n;}, y com klim ng = 00 € com:
—00

log(u(B(y,e ")) - ",

o que implica em u(B(y,e ™)) < e”™%" qualquer que seja k € N.
Dadom € N, defina C,,, = C,,(d',y) = {x € A(d',y) : Yn € N com n > m, 7o (2,y) <
ed/”}. Vamos ver que as seguintes aﬁrmagoes sobre C,, sao verdadeiras.

i. C,, é mensuravel para cada m € N.

ii. C,, C C,,11 para todo m € N.
i. UG = A(d,y).
i=1
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De fato, da definicao de C,,, é facil ver que

Om = A(d/7y) N ( ﬂ O';l((—O0,0))>
sendo o, () = To-n(z,y) — ™. Isso prova (i) e (ii).
Por definigao C,, C A(d',y) para todo m € N. Seja agora x € A(d',y). Vamos ver
que existe mg tal que z € C,,. Sendo x € A(d',y), temos R(x,y) < d’ e logo

1 —n
lim sup 0g(Te—n (2, Y))

neN,n— oo n

<d

Assim, existe my € N tal que para todo m € N com m > my:

log(7e-—m (2, y))
m

U

<d

e, assim, T,-m(z,y) < ™ donde z € C,,, C G C;. Isso termina a prova de (iii).

De (i), (ii) e (iii), tem-se u(A(d',y)) = mli_)lvgolu(Cm). Se mostrarmos que l%nl)ioréfu(Cm) =
0, teremos que u(A(d,y)) = 0. Lembrando que acima concluimos que existe uma
sequéncia {ny}, .y com kh_g)lo ngy = oo e com p(B(y,e ™)) < e~™¢ para todo k € N.
Dado =z € C,,, para algum k € N arbitrario, tem-se que Vm € N com m > ny, vale
Te-m(z,y) < €™ e, em particular, também vale que 7., (z,9) < e™%. Assim, existe
j € NN[L e tal que f/(x) € B(y,e "), ou seja, x € f~7(B(y, e ™)).

Assim

Co.C U f(Bly.e™)

FENN[1,ed k]
e logo
p(C) < Y (7 (Bly,e™™))
FENA[L,ed k]
= > wBly,e™)
FENN[L,e? k]
S Z efnk:d,/
FENN[L,ed' k]
=#(NN[1, ed'”’“])e’"’“d"

_ \‘ed’nkJ 6—nkd” S ed’nke—nkd” _ 6(d’—d”)n;C

Perceba que d — d” < 0 e dai e¥~%" € (0,1). Assim, klim el = — 0 o que da
—00
) =0. Logo limm_}O%fM(Cm) =0 e entao pu(A(d,y)) =0.
(Fim da prova da afirmacao.)
Como j& mencionamos antes, N, C A(d',y) qualquer que seja d' € (0,d,(y)). Aqui
concluimos o fato (2) pois se d,(y) > 0, temos, em particular, que d,(y) > 0, e assim
1 (A <d*‘2(y),y>> = 0com N, C A <d“2(y),y>, o que implica em p(N,) = 0. O fato

(3) também decorre imediatamente da afirmagao acima. Suponha d,(y) > 0 e defina
A={zr € X :R(x,y) <d,(y))}. Temos

A:UA(
n=1

i, #{Cn

k

n -
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e logo A ¢ mensurdvel com medida nula. Além disso, para todo x € flc, tem-se R(x,y) >
3uly).
Fim da prova de (1), (2) e (3).
Com os trés fatos provados, a prova do teorema é uma pequena analise de casos.
Seja y € X. Se d,(y) = 0, entdo Vo € X, R(r,y) > 0 =d,(y). Caso d,(y) > 0, entdo
existe Z C X mensurdvel de medida total tal que Vo € Z N Ny, R(x,y) > d,(y). Além
disso, d,(y) > 0 dd pu(N,) = 0. Assim Z N Ny tem medida total. De todo modo, vale
que para p-quase todo x € X, tem-se R(z,y) > d,(y). Se d,(y) = 0, entdo Vo € X,
R(z,y) > 0 = d,(y). Caso d,(y) > 0, entdo existe A C X mensurével de medida total
tal que Vz € A, tem-se R(z,y) > d,(y). De todo modo, vale que para quase todo = € X,

tem-se R(z,y) > d,(y). Isso termina a prova da desigualdade de Galatolo.
|

3.4 Recorréncia e Dimensao no Circulo

Nesta se¢ao veremos uma realizacao concreta das noc¢oes de dimensao pontual no
circulo e de recorréncia de acordo com a dindmica de rotacoes irracionais. Daqui pra frente,
convencionaremos que « é um numero irracional com expansao em fragdes continuas tendo
quocientes inteiros {Zi}ieNo’ convergentes {%}ieNo ja na forma simplificada. Além disso,
Dy denota sempre a k-ésima diferenca aqr — p, para k € N. p denota sempre a medida
de Lebesgue na reta e u' a medida de Lebesgue no circulo (ver as Definigoes 63| e .
Quando usarmos a funcao d, estamos nos referindo a distancia euclidiana usual de R.
Definimos nas preliminares o que entendemos pelo tipo de a (ver Definigdo . Nesta
segdo € RU{+o00} sempre denotara o tipo de a. Finalmente, denotaremos 7.-»(z) aqui

nesta segdo por R, ().

Observagao 219. Como feito na se¢ao sobre Fragdes Continuas no capitulo das prelimi-
nares, dado x € R, definimos ||z||, como d(z,Z) = in£ |z — z|.
zZe

Proposigao 220. Para todo z € S*, d,(z) = d,(x) =

Prova. De fato, se  # 7(0), seja a € (0,1) tal que = m(a). Para todo r > 0
suficientemente pequeno, temos (a —r,a+7r) C (0,1) e 7((a —r,a+71)) = B(x,r). Assim,

p (B, 1)) = p(r (B(z,1)) N [0,1)) = p((a —r.a+7)) = 2n.

Temos lim 110 fg(é’")) = 1 pois, para todo r > 0 suficientemente pequeno.
log(2r)  log(2) +log(r) , log(2)
log(r) log(r) N log(r)

Assim, d,,(v) = d,(x) =
Se z = 7(0), temos mmﬂarmente que, para todo r > 0 suficientemente pequeno,
(—r,r) C [—1/2,1/2) e 7T(( r,r)) = B(x,r). Pela Proposi¢ao |163] temos

p (B, r)) = p(r (Ble,r) 0 [<1/2,1/2)) = ul(a — r,a+ 1)) = 2r.

Como antes, d,(z) = d,(z) = 1.
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O objetivo desta secao é provar a proposicao que segue. A prova apresentada aqui
é devido aos mateméticos Alexander Arbicto, Jairo Bochi, Artur Avila e Carlos Gustavo
Tamm de Aratjo Moreira. Além disso, este resultado ja foi previamente enunciado e
provado por Kim em [14] e por Kim e Seo em [16].

Proposigao 221. Seja « € R\ Q. Suponha que « é do tipo S € RU {oc}. Assim, com
relacdo as taxas de recorréncia associadas a Rot,, tem-se que para todo z € S! e para
pt-quase todo y € St

= R(z) < R(r) = 1 = R(z,y) < R(z,y) = 5.
Essa proposigao tem o seguinte coroldrio, que é por causa da Proposigao [I09]

Corolario 222. Para p-quase todo a € R, com relacgao as taxas de recorréncia associadas
a rotacio Rot,, tem-se para todo z € S! e para u'-quase todoy € S*, 1 = R(z) = R(x,vy).

Observagao 223. Pela defini¢io do tempo de primeiro retorno R,(z) = min{j € N :
dz(Rot/ (z),z) < e™"}. Dado j € N, temos Rot’ (z) = 7(a+ ja), sendo = = 7(a), e assim
dz(Rotl (z), x) = dz(a+ja—a,Z) = ||jal|,. Porisso, R,(r) = min{j € N: |[ja|l, < e™}
para todo x € S'. Assim, dados xy, 15 € S, temos R, (z1) = R,(x3). Daqui pra frente,
entio, usaremos a notagao R, e nao R,(x) ja que este valor independe do x € S* escolhido.

A demonstracao da proposicao principal desta secao (ie. a Proposicao [221)) se da
em varios passos. Primeiro provaremos que % = R(z) < R(z) = 1 para todo z € S*.
Depois mostraremos que para todo x € S*, para u'-quase todo y € St, vale 1 = R(z,y) <

R(z,y) = 3.

Lema 224. Dado n € N, se n > —log(||q1c||,), entdo existe um tnico ¢ € N tal que
lgially < e <llgially e Bn = ¢

Prova. Seja n € N. Ponha R, = {j € N : l|ljall, < e} Temos R, = min R,,.
Suponha que n > —log(||g1¢||;). Em particular, n > —log(||a||,). Sendo {||g;al|,}
estritamente decrescente e convergindo para 0, existe um tnico ¢ tal que:

s

ieN €

lgiall, < e <|lgimially, .

Sendo n > —log(||q1ct||,), temos e < ||g1c||,, € assim ¢ > 2. Dado j € {1,2,...,¢; — 1},
temos ||ja||, > [|gi—1c]|, > 7™ (ver Proposigéo. Isso implica em j ¢ R, e logo R, >
¢;- Sendo ||g;a||, < e, temos R, = ¢;. Dado 7 € N com ||gra|], < e™ < ||gi-1¢],,
entdo, devemos ter i = 1. De fato, se i’ < i, entao

n

lgrally <e™ < |lgp-1elly < |lgall, <e™,

uma contradi¢do. De modo andlogo, nao podemos ter ¢/ > ¢ também. Assim i’ = 1.
[ |

Proposicao 225. limsup log(Fn) _ 1

n
n—o0

Prova. Sejan € N com n > —log(||qial|;). Seja i € N como no Lema[224] acima. Temos
entdo R, = ¢g; e ||g;all, < e™™ <||gi—1¢||;. Sendo assim (usando a Proposigao [100)),

1
e < llgaallz <

7
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o que implica em ¢; < e™. Dali:

log(R,) = log(q;) < log(e") =n

donde
log(R,)

n

<1

Mostramos entdo que para todo n € N com n > —log(||¢1al|,), tem-se % < 1.
Isso implica em

log(R,)
n

lim sup <1.

n—oo

Por outro lado, dado ¢ € N com i > 2, seja n; € Ny tal que

e " < ||gi—ial], < et

Temos, usando a Proposicao [LOO)

1 S H H S 1 - 1 - 1
— > |lgaf|, > — > — > —.
eni—t iz ¢+ g1 2q;  eq

Isso implica em ¢; > €™ 2. Além disso, para todo j € {1,2,...¢; — 1}, |[jell, >

llgi—1c||, > e™™, donde R,, > ¢;. Entao:
Ry, > q; > em?

e logo
n; n;

Note que {n;},.y ¢ uma sequéncia monétona nao descente, pois {|[g;—10||; },.y ¢ uma

M > 1 — 2 valer para
n

ng

sequéncia estritamente decrescente, com lim n; = oo e assim
1—00 U

todo ¢+ € N implica em
: log(R,)
lim sup

n—oo n

> 1.

[ |
Corolério 226. R(r) =1 para todo x € S*.
Prova. Usando a Proposigao 225 acima também a Proposi¢ao 200 temos
_ log (7, log(R,
R(x) = lim supM = lim sup og(ftn) = 1.
n—00 n n—00 n
[ |

Lema 227. Se v > 0 satisfaz liminf n” ||na||, < oo, entao
n—oo

lim inf M

n—oo n

1
<.
gl

75



3.4. RECORRENCIA E DIMENSAO NO CIRCULO

Prova. Ponha
L = liminfn” ||nal|,
n—oo

e suponha L < oo. Existe {n;},  estritamente crescente tal que nj [|n;al[, < L+1 para
todo j € N. Sejat > 0 tal que L+ 1 < e'. Para cada j € N, escolha m; € Z tal que

emitt < njv < emitttl

Perceba primeiramente que {mj}jeN é uma sequéncia monotona nao decrescente com

lim m; = oo. Vamos ver que para todo j € N, vale a desigualdade
j—o00

log(ij) 1 N %
mio Ty My

Isso entao implica na conclusao do lema:

lim inf M < l
n—sn n fy

Dado j € N qualquer, temos n] ||n;al|, < L+ 1, o que implica em

L+1 L+1 et 1
[Injally < nl = et = gmrt — gmy  ©

Com isso, Ry, < n; (lembrando que R, = min{p € N : ||pal|, < e7*}). Assim, pela
arbitrariedade de j € N, tem-se que para todo j € N,

mj+t+1

ij'énjge v Y

o que implica em
log(Rm,) _ 1 %'

<-4
m; voomy
Como observado acima, isso termina a prova deste lema.
|
log(Rn) 1
Proposicao 228. liminf = =.
n—00 n B

Prova. Como 5 € RU {oo}, vamos considerar aqui os dois seguintes casos: primeiro o
que S € R e, segundo, o que $ = co. Suponha entao que g € R.

Lembre-se de que, pela Proposicao [I07, § > 1. Seja ¢ > 0 tal que 8 — ¢ > 0.
Sendo « do tipo [, a Proposicao [106| nos da lim inf nf— [na||, = 0. Aplicando entdo o

log(Rn
Lema |227] acima, segue-se que hggglf Ogn ) < 5 -. Sendo ¢ € (0,) qualquer, tem-se
lim inf eetin) < 1
n—00 n B
Vamos agora ver que lirr_1> inf log(R”) > 1 . Sejae > 0. Por « ser do tipo 3, a Proposicao
n

106| nos da liminfn5+€ |nall, > O. EX1ste entdo C. > 0 tal que j#*¢||ja||, > C. para

Ce
llgiallz
n > —log(||qic||;) e i € N como na conclusdo do Lema [224] ou seja, vale [|gia||, < e <

H%‘AOKHZ e R, = ¢;. Temos:

todo 7 € Nj. Assnn para cada ¢ € Ny, temos q'8+€ > . Sejam agora n € N com

B+e

q > > (C.e"

||qza||Z
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e logo
log(R, log(g; log(C.
(B+e) 8( ):(5+5) g(a) _ log(Ce)
n n n
o que implica em
log(R,) - lg(Ce) 4 1
n 5 +e
donde lim inf 8&=) > % Sendo ¢ € (0, ) arbitrario, temos lim inf l8Bn) > 1 Ricq
n—00 n +e n—00 n B

entao tratado o caso em que 8 é um nimero real.
No caso em que [ = 0o, a Proposicao [L06/ nos d& que lim inf n' ||nal|, = 0 para todo

t > 0. Aplicando o Lema [227| acima, temos 0 < hr{n 1£f log R”) < % Sendo ¢t > 0 qualquer,
o . log(Rn) _ n _ 1
segue-se hgr_l) g}lf = =0=4
[ |
Corolério 229. R(x) = 5 para todo z € S*.
Prova. Pela Proposicao [200] e pela Proposicao [228] acima, temos:
log(Tp-n log(R, 1
R(z) = lim inf log(ren(2)) = lim inf log(ftn) = .
n—00 n n—00 n 6
[ |

Observacao 230. Corolario e Corolario [229, juntamente, provam entao que % =
R(z) < R(z) = 1 para todo = € S'.

Observagao 231. Sendo « irracional, sabemos pela Proposicao [I71], que Rot, nao pos-
sui 6rbitas periédicas. Assim, dado z € S' e k € N, o conjunto {Rot*(z) : k €
{0,1,....,k — 1}} tem k elementos. Uma outra forma de dizer isso é que z, Rot,(x),
Rot2(z), ..., Rot®(z) sdo dois-a-dois distintos. Pondo 7 : R — S' a projecio de R
ao quociente R/~, sabemos que 7 leva [0, 1) bijetivamente sobre S'. Assim, o conjunto
A = {r*(Rot! (2)) : j € {0,1,...,k — 1}} pode ser ordenado e posto como A = {ay <
a; < ... < ag_1}. Concluimos que existem ap < a1 < ... < ap_ L reais em [0,1) tais que
m(A) = {Rot/ (z) ;:01‘ Se B C [0,1) é tal que 7(B) = {Rotj( )} ¥~, entdo B = A pois m
leva [0, 1) bijetivamente sobre S.

Observagao 232. Em [§], desenvolve-se uma série de resultados que serao usados para
provar este seguinte lema. A grosso modo, este lema é uma consequéncia quase que direta
da construgao feita neste livro. Este desenvolvimento esta presente ja no capitulo inicial
de [8], dentro da secdo The Combinatorial Theory of Poincaré.

Lema 233. Sejam x € S', i € N com 7 > 3. Sendo « irracional, sejan CL() <ar < ag <
.. < g1 0s ¢; nimeros reais em [0, 1) tais que {W(aj)}gi:_ol = {Rot! (z) }j= . Sobre estes
numeros, as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras.

1. Para todo y € [0, 1], existe k € {0,1,...,q; — 1} tal que |ap —y| < =

qi"
2. Para todoj €{1,2,....,q; — 1}, 2%” <aj—aj1 < o . Além disso, ag < i, Ag—1 >

1—% 2q <a0—|—1—aql_1§%.
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Além disso, pondo D = {dz(Rot”(2), Rotl (z)) : k,5 € {0,1,...,¢; — 1} ,k # 5}, tem-se
min D = dz(Rot{1(0),0) = [[gi—10][ -

Prova. Defina f : [0,1] — [0,1] dada por f(t) =t + « mod 1. Ponha ¢ =1—«ae
denote por (a,b)* o intervalo aberto de R de extremos a e b (i.e. (a,b)* = (a,b) se a < b
e (a,b)* = (b,a) se b < a). Fixei € Ncomi >3,z € S'ea€l0,1) tal que m(a) = z.
Usaremos aqui a notagao para a expansao de a em fragoes continuas introduzida no inicio
desta se¢do. Defina J' = (¢, f%(c))* e J" = (¢, f%1(c))*. Em [§] é provado que:

L Jf(J), . fa7 1T, I F(T7), ..., f%71(J") sdo intervalos abertos dois-a-dois dis-
juntos e o fecho da unido dos intervalos J', f(J'), ..., fa=1=1(J"), J", f(J"), ..., fE=1(J")
é o proéprio [0, 1].

2. O comprimento de J" = | f%(c)—c| é igual ao de f7(J') paratodo j € {0,1,....,q;_1 — 1}.
Além disso, este comprimento é igual a |D;|. O comprimento de J” = |f%-1(c) — |
é igual ao de f7(J") para todo j € {0,1,...,¢; — 1}. Além disso, este comprimento
é igual a |D;_4].

3. Em cada intervalo I da forma f/(J'), para j € {0,1,...,¢i.y — 1}, ou da forma
fA(J"), para j € {0,1,...,¢ — 1}, tem-se f7(c) como um dos extremos de I.

Com isso, vamos provar o primeiro item do lema. Os outros seguem essencialmente
deste. Primeiramente, observe que como temos finitos intervalos abertos

J T, fU NN, I FT, L fEN T,

é facil ver que o fecho da unido destes intervalos é igual a unido dos fechos dos mesmos.
Esta afirmacao nao tem exatamente a ver com o fato destes conjuntos serem intervalos
abertos, mas sim tem a ver com a unido ser finita. De fato, tome uma sequéncia {by, },cx
de pontos na uniao dos intervalos convergindo para um certo elemento [ do fecho da uniao
dos intervalos. Observe que ha um certo intervalo I (dentre os acima) tal que hé infinitos
indices n € N com b, € I. Assim [ € I. Isso justifica o fecho da unido ser subconjunto da,
unido dos fechos (pela arbitrariedade do [ tomado). Que a unidao dos fechos é subconjunto
do fecho da uniao é trivial pois, é claro o fecho de cada um dos intervalos é subconjunto
do fecho da unido dos intervalos.

Dado y € [0,1), ponha 3 = (y +c¢—a) mod 1 € [0,1). existe j € {0,1,....,q; — 1}
tal que 3y € I, sendo I = fi(J") ou I = fi(J"). Temos |y — f(c)| < |I|, sendo que |I|
denota o comprimento de I. Como |I| € {|D;|,|D;_1|}, temos |y — fi(c)] < |D;i4| < %i
(estamos usando aqui a Proposigao . Como f7(c) = ¢+ ja mod 1, segue-se que

Yy — fi(c)=((y+c—a) mod1)—((c+ja) mod1)
=(y+c—a—c—ja) modl

(y—a—ja) mod 1

(y mod1l)— ((a+jo) mod1)

y—f'(a)

e logo |y — fi(c)| = |y — fi(a)|. E facil ver que {ag,a,...,aq 1} = {f/(a) : j €

{0,1,...,q; — 1}} pois cada f’(a) € [0,1) e 7(f7(a)) = Rot(x). Isso prova a primeira
afirmagao para o caso y € [0,1). No caso y = 1, ponha y, =1 — i Para cada n € N
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existe k, tal que |y — ag,| < %. Como {ag, a1, ..., ag—1} € finito, certamente ha um certo
3

indice k* tal que é infinito o conjunto {n € N : k* = k,}. Assim |y, — ap+| < % para

infinitos indices n. Isso implica em |y — a-
lema.

O segundo item é uma consequéncia imediata do primeiro. Ha j € {0,1,...,¢; — 1}
tal que [0 — a;| < i. Sendo ag < |0 — a;|, temos ag < i. De modo analogo, ha também

um certo j € {0,1,...,¢; — 1} talque |1 — a;| < qi Sendo 1 — ag_1 < |1 — a ], temos

< i. Fica entao provado o primeiro item do
1

1 —a, < qi Isso implica em ag + 1 — a4-1 < qz Seja j € {1,2,...,¢; — 1}. Caso nao
valha que a;—a;_1 < 2¢;, existe entdo y € (a;_1, a;) tal que |y—a;l, [y—a;_1| > % e, assim
ly — ag| > é para todo k € {0,1,...,¢; — 1} (tome y como o ponto médio entre a; e a;_4
por exemplo), o que contradiz o primeiro item. Sejam agora k,j € {0,1,...,¢; — 1} com
k # j e suponha que |a; — a;| < 2%]1_. Sejam kq,j; € {0,1,...,q; — 1} tais que a; = f7(a)
e ar = f¥(a). Temos, claro, k; # j;. Assim, usando a Proposicao e temos, por
|k1 - .]1| € {1727 e i — ]-}7

LS ) — £ (a)

2q;
> dZ(Rot';l(a:), Rotz)(1 () = d(|k1 — ji|le, Z)
1 1

= llk1 — 1lal|, > |Dicq] > ——— > —,
s = dilolls > 1Dt > ——— > 5

o que ¢ uma contradicdao. Logo fica provado o item 2 do lema.
Para provar a tltima conclusdo do lema, sejam k,j € {0,1,...,¢; — 1}. temos

dz(Rot (2), Rot),()) > [Di-a| = |lgiaall,

(por uma argumentagao feita como acima). Assim, basta ver que o minimo ¢ atingido de
fato para algum par k,j € {0,1,...,¢; — 1} com k # j. De fato, Ponha k =0e j = ¢;_1.
[ |

Observagao 234. Como parte das hipoteses do Lema acima, pede-se ¢ > 3, porém
este fato nao aparece diretamente hora alguma na prova. O que ocorre é que para que
consigamos garantir que os conjuntos J' e J”, assim como definidos na demonstra¢ao
acima, se encaixem nas hipéteses dos resultados em [8], precisamos de i > 3.

Observagao 235. Sejam z,y € S, a Proposicao nos da

E(QZ, y) = hHl)lIlf log(Te*n (,ZU, y)) .
n—00 n

Lembre-se de que 7.« (z,y) = min{j € N : dz(Rot’,(z),y) < e™™}. Ponha 7’ o tempo de
primeiro entrada relacionado & dindmica de Rot_,. Sendo dz(Rot” ,(y), z) = dz(Rot? (z),y)
por Rot_ ' = Rot, e por Rot, ser isometria (Proposigéo, temos To—n (z,y) = 7._n(y, x).
Assim, pondo R’ a taxa de recorréncia inferior com relacao a dindmica de Rot_,, temos
R'(y,z) = R(z,y). De modo inteiramente analogo, R (y,z) = R(x,y) sendo R a taxa de
recorréncia superior com relagao a dinamica de Rot_,,.

Proposigao 236. Dado x € S, vale que para u'-quase todo y € S, R(z,y) = 1.
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Prova. Com a discussao feita na Observacao acima em mente, seja x € S*. Usando
a Proposicao e a Desigualdade de Galatolo (Proposigao sobre a dinamica de
Rot_,, obtemos que existe Z C S' mensurdvel de medida total tal que para todo y € Z,
R'(y,r) > 1. Assim para p'-quase todo y € S! (i.e. paro todoy € Z), tem-se R(x,y) > 1.

Dado y € Z, seja i € N com ¢ > 3. Aplicando o Lema sobre Rot, (), obtemos
que existe j € {1,2,...,¢;} tal que dz(Rot (z),y) < i e entdo Tq;1(a:,y) < ¢;. Existe
n; € Ny tal que €™ < ¢; < ™', o que implica em ¢; ' < e ™ e logo 7,-n, (7,y) < e™tL.
Assim

log(7,—n; (x,y)) < M +1

n; n;

e entao

1Og(7—67" (ZE, y)) < lim lnf log(Tefni (IE, y)) < lim 1 + 1

n 1—00 n; i—00 n;

=1.

1 < R(x,y) = liminf

[ |
Proposigao 237. Dado z € S, vale que para p'-quase todo y € S*, tem-se R(z,y) < .

Prova. Se 3 = oo, entdo para todo z,y € S*, R(z,y) < 3. Suponha 8 € R. Considere
y € S! fora da érbita semi-positiva de x, ou seja y ¢ {Rot/ (z) : j € No}.

Para cada i € N, ponha O; = {Rot? (z) : j € {0,1,...,¢; — 1}}. Seja n € N. Existe
1 € N tal que i < e™", pois {¢;};cy ¢ uma sequéncia estritamente crescente de naturais,
e logo o Lema nos garante que O; N B(y,e™™) # (). Neste caso, para todo i’ > i,
Oy N B(y,e™™) # 0 pois O; C Oy. Assim, se O; N B(y,e ™) = (), podemos falar do maior
inteiro positivo i = i(n) € N tal que O;NB(y,e™™) = . Este inteiro i(n) também depende
de x,y e ndo s6 de n, mas v € S! e y fora da semi-6rbita posiiva de x estdao fixados e
assim usaremos a notagao i(n) e nao i(n, x,y). No caso em que O1 N B(y,e ™) # (), ponha
i(n) = 0. De todo modo, para todo j > i+ 1, temos O; N B(y,e™™) # (. Por y ndo
estar na semi-érbita positiva de z, a fungdo n € N — i(n) € Ny de acordo com o que foi
definido acima ¢ ilimitada mondtona nao decrescente. Em particular, nh_)nolo i(n) = oo.

Considere n € N grande o suficiente de modo que i = i(n) > 3. Vale que e < i,
que é consequéncia de O; N B(y,e™™) = (. De fato, o Lema nos di que existe
ke {0,1,...,¢ — 1} tal que dz(Rot"(z),y) < qi Se i < e, terfamos Rot®(z) € O; e
Rot” () € B(y,e™), ou seja, O; N B(y, e™™) # (), uma contradicio.

Pela discussdo acima, existe k € {0,1,...,g;s1 — 1} tal que dz(Rot®(x),y) < e ™" e,
assim, T, (z,y) < giz1. Além disso, e < ¢; * implica em 1~ > % Assim:

log(gi)
log(7e—n(2,y)) _ 10g(di+1) _ 10g(git1)
n - n 7 log(q)
Lembre-se de que a Proposi¢ao nos dé

1 = lim inf 710g(qn)

B = log(gus)
pois 8 ¢é o tipo de a. Ponha v = % e seja 4 € (0,~) arbitrario. Temos 4 < 7 e logo, existe
log(gj+1)

log(q;)
todo n € N com n > ng, tem-se i(n) > jo e i(n) > 3, donde
log(7e—n (2, y)) < log(gi+1)
n ~ log(a:)

Jo € N tal que para todo j € N com j > jp, tem-se % > Seja ng € N tal que para

1
,3/
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e logo
1 —n
lim sup 0g(Te-n (2, ¥))

n—00 n

<

| =

Sendo 4 € (0,~) arbitrario, tem-se:

n—00 n Yy

— 8.

Assim, foi mostrado que R(z,y) < S para todo z € S* e para todo y € S! fora da
érbita semi-positiva de . Sendo de medida-u! nula a érbita semi-positiva de x por Rot,,
fica provada entao a proposicao.

[ |

Proposigao 238. Dado z € S, vale que para p'-quase todo y € S*, tem-se R(z,y) > 3.

Prova. Com a discussao feita na Observacao em mente, seja z € S'. Usando
a Proposicao e a Desigualdade de Galatolo (Proposigao sobre a dinamica de
Rot_,, obtemos que existe Z C S* mensurdvel de medida total tal que E’(y, x) > 1 para
todo y € Z, sendo que R’ denota a taxa de recorréncia superior para a dinamica de Rot_,,.
Assim paro todo y € Z, tem-se R(z,y) > 1. Esta observacio resolve o caso em que 3 = 1.
Vamos supor de agora em diante que 5 > 1.

Ponha v = % (no caso de § = oo, temos v = 0). De todo modo, v € [0,1). Seja
4 € (v, 1) arbitrario. Seja ¢ > 0. Do Lema temos

1 1
v = — = liminf 70g(qn)

n—roo log(Qn-i-l) '

Existe entdao J C N infinito tal que para todo i € .J, tem-se:

log () <5
10g(Qi+1)

e assim ¢; 41 > qil/ﬁ. Ainda para i € J, defina 6; = dz(Rot¥(x), z). Note que §; = ||ag||,.
Temos, da Proposi¢ao 0; < q[jl e logo ¢§; < 2q;+11. Assim 9; < 2q; e

Dado j € N qualquer, temos j = ng; + m com n,m € Ny e m € {0,1,....,¢q; — 1}.
Pondo O; = {Rot*(2) : k € {0,1, ..., ¢; — 1}}, temos dz(Rot? (x), 0;) < dz(Rot™*™ Rot™(z)) =
dz(Rot}¥ (Rot.' (), Roth' (x)) = dz(Rot.%(z), ), sendo que a tltima igualdade vem de
ser Rot,, ser uma isometria (Proposicao . Além disso, pela desigualdade triangular e,
de novo, por Rot,, ser isometria, tem-se

dZ(Rot{Y(x), 0;) < dz(Rot)¥(z), x)

< >~ dz(Rotg®(x), Roty™ V¥ (x))

= T1M-

dz(Roty™ V" (Rotf: (z)), Roty™ V% (x))

b
Il

1

I
M=

dz(Rotf(x), x)

e
I

1
. . —1/4 :
C15J—my 15 2§ 2J
= nd; < n2g; 7 = TQ% < G A
i i 4q;
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Se, além disso, j < ¢V7°, tem-se dz(Rot!(z),0;) < 2¢;*~°. Defina r; = 2¢;

Defina também .
= |J B(Rot)(z),r),

JEA;
sendo A; = Ny N [0, g “]. Com isso, temos
X; c | B(z,2n).

2€0;

De fato, dado w € X;, existe j € A; tal que w € B(Rot/ (x),r;). Sendo j < g7 temos
dz(Rot/ (z),0;) < r;. Como O; é um subconjunto fechado de S, existe z € O; tal que
dz(Rot/ (1), 2) = dz(Rot? (), 0;) e, assim, dz(z,w) < dz(z, Rot? (z)) + dz(Rot/ (z), w) <
2r;, 0 que implica em w € B(z,2r;) com z € O;.

Seja y € S'\ limsup X;. Assim, {i € J : y € X;} ¢ finito. Existe entdo iy € N tal

1€ J,i—00
que para todo ¢ > i com ¢ € J, tem-se y € X7. Seja entao ¢ € J com 7 > 7. Para todo

j € Ay, temos dz(Rotl (y),y) > r; por y € X¢ e, assim, 7, (2,y) > ¢/ 7. Dat:

log (7, (z,9)) (% - 5) log(g;)
—log(r;) ~ (1+¢)log(g;) —log(2)

Entao, pela arbitrariedade do 7 € J com 7 > 1,

1
1 - (@, =~ — &
lim sup 08(77. (. Y)) > .
i—00 - log(n) 1+e¢

Sendo vélido para todo € > 0 suficientemente pequeno, segue-se que R(z,y) > Sendo

7 € (7,1), temse R(z,y) > 5 = f.

Vamos ver agora que limsup X; tem medida nula. Para tal fim, ponha J = {ix},
i€ J,i—00

com 1y < ixyq para todo k € N. O Lema de Borel-Cantelli, Proposi¢ao [84, nos dé que se

2=

mostrarmos que Y. u(X;, ) < oo, podemos concluir p | limsup X;, | = 0. De fato é isso
k=1 k—o00

que iremos fazer e assim finalizar a prova.

Temos X;, = U B(Rot! (x),7;,) com A;, = {O, 1,.. {qgm J} Assim

JEA,

X, C U B(z,2r;,)
ZEOik

e entao p'(X;,) < 4r;, #0;, = 4ri,q;, = 8/q; . Estamos usando acima que p'(B(z,7)) <
2r para quaisquer que sejam z € St e r >0 (Ver Proposicao [164] D Lembrando que dado
keN, iy e Jelogo ¢, 1 > g7, Entdo

k
> 1/%
qlk+1 Qi +1 > q’L :

Segue-se por um argumento de indugao que, para k € N:

g 412 k-1
Qi > Qikfl(l/”) > qz-k,Q(l”) > > q, Y

Logo:
o © g ® g L\ ()
Spx) <y Lyt sy (L) <
k=1 k=1 %, k=140 i
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Assim, pelo lema de Borel-Cantelli, segue-se que lim sup X; tem medida nula.
i€ J i—00
O conjunto limsup X; depende tanto de & quanto de 4. Denote por Z(e,4) tal
i€ J,i—00

conjunto. Ponha ¢, = %, An =+ 1777 e

v=U U 230

n=1m=1

_ FI
Y é de medida p' nula e dado y € S*\'Y, temos R(r,y) > - para todo n € N.

Tomando o limite para n — +oo, temos R(x,y) > % = B3.
[ |
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