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Resumo

GUIMARAES, Michele Cordeiro, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, setembro de
2020. Sobre a Conjectura de Goldbach em anéis polinomiais. Orientador: Abilio

Lemos Cardoso Janior. Coorientadora: Sonia Maria Fernandes.

A Propriedade de Goldbach estabelece que cada elemento de um anel de polinomios,
de grau n > 1, pode ser escrito como soma de dois elementos do mesmo anel,
irredutiveis e cujos graus sao n. Apresentamos dominios de integridade gerais tais que
seus correspondentes anéis de polinémios satisfazem tal propriedade. Além disso, dado
um polindémio moénico f(x) € Z[z], apresentamos uma formula assintotica para N'(f, k, t),
com k > 2 e quando t — oo, sendo N (f, k,t) o numero de representacoes (distintas) de

f por somas

f(@) = fi(z) + fol@) + .+ filo),

em que fi, fo, ..., fr sdo polindbmios inteiros, moénicos e irredutiveis sobre QQ tais que, para
cada 1 < i < k, a altura de fi(x) = 2% + y; g, 12% ' + ... + yi1x + yio definida por

H(f;) :== maxi<j<a;|Yid,—;| € no maximo ¢.

Palavras-chave: Anéis polinomiais. Conjectura de Goldbach. Foérmula assintotica.



Abstract

GUIMARAES, Michele Cordeiro, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, September 2020.
On Goldbach Conjecture in polynomial rings. Adviser: Abilio Lemos Cardoso

Junior. Co-adviser: Sonia Maria Fernandes.

The Goldbach Property establishes that each element of a polynomial ring, with degree
n > 1, can be written as the sum of two elements of the same ring, irreducible and
whose degrees are n. We present general integral domains such that their corresponding
polynomial rings satisfy this property. Furthermore, given a monic polynomial f(x) €
Z|x], we present an asymptotic formula for N'(f, k, t), with £ > 2 and when ¢ — oo, being
N (f, k,t) the number of (distinct) representations of f by sums

f(z) = fi(x) + fox) + ... + fu(z),

where f1, fo, ..., fr are integer, monic and irreducible polynomials (over Q) such that, for
each 1 < i < k, the height of fi(z) == 2% + y; 0, 12% 1 + ... + yi1x + yio defined by

H(f;) == maxi<j<q,

Yidi—j| 1s at most t.

Keywords: Polynomial rings. Goldbach Conjecture. Asymptotic formula.
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Introducao

Numa carta datada de 7 de junho de 1742, o matematico prussiano Christian Goldbach
escreveu a Leonhard Euler que “qualquer inteiro maior que 2 parecia ser uma soma de
trés nimeros primos”.

Interessando-se pelo problema, Euler observou que, no caso dessa alegacao ser verdadeira,
seria equivalente & dizer que “todo inteiro par n > 2 é uma soma de 2 primos” e que “todo
inteiro fmpar n > 3 é uma soma de 3 primos” .

Apos a convencao de que 1 nao é um ntmero primo, ambas as assertivas foram definidas
como Conjectura de Goldbach: Todo inteiro par n > 2 é uma soma de 2 nimeros
primos. Conjectura Fraca de Goldbach: Todo inteiro impar n > 5 é uma soma de 3
ndmeros primos.

Em 1900, no Congresso Internacional dos Matematicos, David Hilbert listou a
Conjectura de Goldbach como um dos 23 grandes problemas mateméaticos. Muitos desses
ja foram resolvidos e, em 2013, Harald Andrés Helfgott demosntrou a versao fraca. Veja
https : //arziv.org/pdf /1501.05438.pdf. Entretanto, a conjectura segue sendo uma das
mais antigas questoes em aberto da mateméatica. Diante desses fatos, é de se questionar se
existem estruturas diferentes de Z nas quais alguma variacao da Conjectura de Goldbach
¢ verificada. Tal questionamento foi respondido pela primeira vez por David Hayes, em
1965 6], ao provar que o dominio dos ntimeros inteiros R = 7Z satisfaz a Propriedade
de Goldbach, isto ¢, cada elemento de R[x|, de grau n > 1, pode ser escrito como soma
de dois elementos de R[x], irredutiveis e de grau n. A demonstracdo ¢ uma aplicac¢do
inteligente do Critério de Irredutibilidade de Eisenstein. Em 1998 [15], o teorema de
Hayes e sua prova foram redescobertos por Rattan e Stewart.

Assim como na situacgao classica, os resultados esperados sao conhecidos para soma de
trés irredutiveis, como em [7] e [4].

Em 2006 e 2010, respectivamente, Saidak e Kosek consideraram variaveis quantitativas
do teorema de Hayes quando o polinémio dado em Z[z]| é ménico.

Para f(z) € Z[x] moénico com grau d > 2 e dois inteiros positivos t e k > 2, denotamos
por N(f, k,t) o nimero de representagoes (distintas) de f por somas

f(@) = fil@) + fale) + ...+ fi(z),

em que fi, fo, ..., fr sdo polindbmios inteiros, moénicos e irredutiveis sobre Q tais que, para



cada 1 < i < k, a altura de f;(z) := xd + yi,di_lmdi_l + ...+ ¥i1x + o, definida por
H(f;) == maxi<j<q,|Via—;|, € no maximo ¢t. As notacoes <, O, ~ mencionadas a seguir
estao definidas na Secao 1.2.

Saidak descreveu, em 2006 [16], um método de contagem que permitiu deduzir uma
estimativa tipo Chebyshev para o nimero N(f,2,t). Ele obteve

T < N(f,2,1) <t

quando t — o0, onde as constantes implicitas em < dependem apenas do grau e dos
coeficientes do polindémio f(z).

Em 2010 [10], Kozek melhorou tal resultado, estabelecendo que
N(f,2,t) = (2)" + Ot %logt)

e, portanto, que
2.t
lim N—<f’ ) = 1.
t—o00 <2t)d_1
Jaem 2011 [13], Paul Pollack realizou um estudo mais geral ao provar que todo dominio
Noetheriano R possuindo uma infinidade de ideais maximais satisfaz a Propriedade de
Goldbach. Além disso, mostrou que cada elemento de S[z,y| de grau n > 1 pode ser
escrito como soma de dois elementos de S[z,y|, irredutiveis e de grau n, para algum
dominio S. De modo mais geral, isso significa que o dominio R := S[zy, %2, , Tw)
satisfaz a Propriedade de Goldbach, para todo m > 1.

Também em 2011, Arturas Dubickas generalizou os resultados quantitativos sobre
Z[z] ao apresentar formulas assintoticas para N(f,k,t), com k > 2. Dado o n-politopo
(A(n,1,(n—=1)/2)) ={z=(21,... +2,) eR"/O<2; <1, &1+ ...+2, < (n—1)/2}
(o qual é definido de modo geral na se¢ao 1.3 e é uma interse¢ao limitada de um numero
finito de semi-espacos fechados de R™), em [2] Dubickas provou para t suficientemente

grande que
(2k—1(1 _ 2Vk71))d_1

k,t) = $(=1)(d—1) fdk—d—Fk
quando d > 4,
k—1(1 _ 2
N(f, k,t) _ (2 (1 2Vk—1)> tz(kfl) + O(t2k73 log t)
(k—1)!
quando d = 3,
2k=1(1 — 2V
Nkt = B2V o iy

(k—1)
quando d = 2, tal que V,, := vol(A(n,1,(n — 1)/2)), para n > 1. Dubickas também

melhorou o resultado de Kosek ao provar que

N(f,2,t) = (2) + O(t*?)
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para d > 4,
tlogt < (2t)* — N(f,2,t) < tlogt

para d = 3,
Vi< 2t — N(f,2,1) <Vt

para d = 2, e, além disso, obteve o melhor termo de erro possivel para N (f,2,t), quando
d > 4, mostrando que

td_2 < (Qt)d_l _N(fh7 2at)7
para o polinomio f,(x) := 2%+ 241+ h(z¥ 2+ .- -+ 2+ 1), em que h := H(f(x)).

Em 2017 [11], Lemos e De Aratijo realizaram um estudo assintotico da propriedade
sobre Z[0][z], com
9_{ vV—k se —k#1 (mod4)

@ se —k=1(mod4)

e k > 2 um inteiro livre de quadrados, e obtiveram que o nimero de representagoes de
um polindmio monico f(x) € Z[f][z], de grau d > 1, como uma soma de dois polindmios
monicos irredutiveis g(x) e h(z) em Z[#][x], de alturas no maximo ¢, é assintoticamente
equivalente a (4¢)%4~2.

Recentemente ([12], 2020), Paran provou que um elemento f do anel Z[[z]] das séries
de poténcias formais sobre Z é uma soma de dois elementos irredutiveis de Z[[z]] se, e
somente se, o termo constante de f é da forma +p* + ¢' ou da forma +p*, onde p, g sdo
nimeros primos e k, [ sao inteiros positivos.

Com o proposito de apresentar o conteido do trabalho numa ordem coerente, dividimos
seu desenvolvimento em trés capitulos.

De modo geral, o Capitulo 1 possui defini¢coes e teoremas fundamentais que foram
de uso frequente nos capitulos seguintes. Na primeira secao desse capitulo, abordamos
conceitos e resultados da Teoria de Anéis que formaram a base necessiria para o
desenvolvimento do Capitulo 2. Na segunda segao, apresentamos notagoes pertinentes
a Teoria Analitica dos Numeros que estao presentes no Capitulo 3. Na terceira e ultima
secao do Capitulo 1, exploramos defini¢oes, exemplos e proposi¢coes sobre politopos
que nos permitiram relacionar, para alguns casos, seus numeros de pontos inteiros
e volumes. Tal relagao é necesséria para provar o Lema 3.1.2, o qual exibe uma
formula assintética para o nimero de solugoes em Z" de equagoes lineares da forma
Y1+ +yn = bo, com by € Z, |y;| <t et um inteiro suficientemente grande. No Capitulo
2, cumprimos o primeiro objetivo do trabalho que é realizar o estudo estabelecido por
Pollack no artigo [13], apresentando resultados que determinam casos gerais de dominios
de integridade com a Propriedade de Goldbach. O Capitulo 3 apresenta nosso tltimo
objetivo: uma abordagem quantitativa de N'(f, k,t) para k > 2. Nele estabelecemos suas
formulas assintoticas, apresentadas por Dubickas no artigo [2], em termos de volumes
n-dimensionais de determinados politopos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentaremos uma série de defini¢oes e teoremas que serao
de uso frequente no estudo a ser desenvolvido nos capitulos seguintes.

1.1 Conceitos e resultados auxiliares em Teoria de

Anéis

Apresentamos, nesta secao, os conceitos e resultados mais especificos e necessérios
ao desenvolvimento do Capitulo 2, como as definicoes de elemento irredutivel, de
ideais comaximais e de anéis Noetherianos, bem como os teoremas que os permeiam.
Assumiremos previamente um conhecimento basico da Teoria de Anéis detalhada nos
livros [13] e [3].

Definicao 1.1.1. Seja R um dominio de integridade e suponha r € R, um elemento nao-
nulo e nao-unidade.

Dizemos que r € trredutivel em R se toda vez que r = ab com a,b € R, tivermos que a
ou b € uma unidade em R.

Apresentamos a versao mais geral do critério de Eisenstein:

Lema 1.1.2. (Critério de Irredutibilidade de Eisenstein) Seja P um ideal primo de um
dominio de integridade R. Suponha que f(x) = ao + a1z + ... + a,a™ € R[z] é um
polindmio nao-constante cujos coeficientes satisfazem as sequintes condigoes:

(1) aog,ai,...,a,—1 pertencem a P;

(i1) ag nao pertence a P?

(1ii) a, nao pertence a P;
)

() f(zx) € primitivo, isto €, {ag, a1, -+ , a,) = R.

11
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Entao f é irredutivel sobre R.

Demonstra¢ao. Suponhamos f(x) = g(z) h(z), tal que g(z), h(z) € R[x], com
g(x) =by+bix+---ba”, h(z) = co+crx+- - csa®, satisfazendor > 1, s > 1 e r+s = n.

Tomando a igualdade f(x) = g(x) h(z) modulo P, temos
wm=b = 0=b0,

ja que ap € P. Como P ¢é ideal primo, temos que R/P é dominio e, portanto, by ou & é
igual & 0.

Supondo by = 0 e G5 # 0, temos by € P e ¢y & P.

Note que, para s > r,

ag = by co
aq :b0C1+b100 (11)
a9 = bo Ccoy + b1 c + bQ Co (12)

as:bOCs+blcs—l+"'+brcs—r

a, = b, ¢

Por hipotese, {ag, a1, -+ ,a,_1} C Pea, ¢ P. Como ¢y ¢ P, por (1.1), by € P. Por (1.2),
by € P.

Prosseguindo desta forma, indutivamente, obtemos b, € P e, entao, b,.cs = a, € P,
o que um ¢ absurdo. Por outro lado, ¢y € P implica em bycy = ag € P2, o que também
é absurdo! Portanto, f(z) nao admite decomposicao f(z) = g(x) h(x), para g(z), h(x)
polinémios nao-constantes.

Para verificar que se g(x) ¢ uma constante que divide f(z) em R[z] entdo g(x) é unidade
em R|x|, usaremos a hipotese de que f é primitivo. Como g|a; para cada i € {0,--- ,n},
existe ; € R tal que a; = a; g, para todo i € {0,---n}.

Sabendo que R = (ag, a1, -+ , a,), temos 1 = Byag + B1a1 + - -+ + B, a, e, entdo

l=Fvag+Biarg+ -+ B,a,9= (Zﬁk%) g.
k=0

Como R é comutativo, temos 1 = x g = gz, o que confirma que g ¢ uma unidade em R][z].
Portanto, f é irredutivel em R. O

Agora, estamos interessados em garantir a existéncia de uma solu¢ao para um sistema
de simultaneas congruéncias. Para isso, come¢amos com a seguinte definigao:
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Definicao 1.1.3. Seja R um anel comutativo. Dizemos que dois ideais I e I, de R, sao
comaximais quando I, + I, = R.

Exemplo 1.1.4. Os ideais I, = (3) e I, = (5) do anel de inteiros Z sao comazximais. De
fato:
1=2.34(-1)-5¢ L, + L.

Portanto, Z = (1) = I + L.
Aqui, apresentamos o teorema que garante a existéncia da solucdo de que falamos
anteriormente:

Lema 1.1.5. (Teorema Chinés dos Restos para anéis comutativos) Seja R um anel
comutativo com unidade contendo ideais Iy, Iy, -, I. Suponha que os ideais 1;,I; sao
comazximais sempre que i # j. Entao a aplicagao

v: R — R/I} x -+ x R/I}
r —— (rmodly,--- ,rmodlIy)

€ um epimorfismo de anéis com kernel Iy N --- N I,. Além disso,

Demonstracao. Comecamos a prova para k = 2. Sejam A = I[;, B = I, ideais de R e
¢:R— R/AX R/B tal que

o(r)=(r+ A, r+ B).

(i) ¢ ¢ um homomorfismo: dados 7, s € R,

or+s)=(r+s+Ar+s+B)=(r+A)+(s+A),(r+B)+(s+B))
(r+Ar+B)+(s+ A s+ B) =)+ ¢(s).
(r-s+Ar-s+B)=((r+A)-(s+A),(r+B)-(s+DB))
(

p(r-s) =
= (r+Ar+B)(s+A s+ B)=or) - os).

(i) Ker(p) ={r € R/ ¢(r) = (0modA, OmodB)} ={re R/rc Aere B} = ANB.

(iii) ¢ é sobrejetor: como A+ B = R, existem x € A, y € B, tais que 1 = x 4+ y. Dado
(ri+ A, o+ B) € R/A X R/B, temos ryx + 11y € R. Dai,

p(raz +riy) = p(r2) e(x) + (1) e(y)
=(ro+ Ao+ B)o(1 —y) +e(r+ A1+ B)e(l —x)
=(ro+ A,ro+ B)(0,1)+ (1 + A,r1 + B)(1,0)
=(r1+ A,ro+ B),
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donde obtemos que R/A x R/B = Im (p).

(iv) ANB = AB : como A, B C R sao ideais, dado ab € A B, temos que ab € A
e ab € B pois a,b € R. Entao AB C AN B. Por outro lado, ja que A, B sao
comaximais, dado c € AN B, temosc=c-1=cx+cy,comx € Aey € B. Como
AB¢éidealece A, ce B,entaocx € AB, cy € AB, e cx+cy € AB. Portanto,
AB=ANB.

(v) Por ultimo, concluimos que R/AB ~ R/A x R/B, pelo Primeiro Teorema do
Isomorfismo de Anéis.

Para o caso geral, escolnemos A =1, e B = 1I5--- 1}, ideais de R, com k € N. Entao,
basta mostrar que A + B = R para concluirmos a demonstracao, ja que provamos o
teorema para quaisquer dois ideais comaximais de R.

Supondo A + I; = R, para cada i € {2, 3, --- ,k}, existem z; € A, y; € I;, tais que
l=x;+vy; e x;+y; =y; mod A. Entao,

1:(‘r2+y2)($3+y3)(I’k+yk>:x+y2y3yk’

onde x é a soma de todos os termos em que aparece x;, comi € {2, 3,--- ,k}. Como A é
um ideal, z € A. Dali,

l=zx+yys -y €A+ y---Iy)=A+B = RCA+B.

Portanto, A=1; e B =1,---1; sao comaximais. O

Seguimos com alguns resultados, necessérios ao Capitulo 2, que tratam de anéis
Noetherianos. Esses anéis sao definidos como segue:

Definicao 1.1.6. Seja R um anel comutativo. Dizemos que R é um anel Noetheriano,
ou de Noether, se para toda familia {1;},. de ideais de R ordenada pela inclusdo,

Ilg]égg]nga

evistir k € N tal que I,, = I, para todo n > k. Neste caso, dizemos que R satisfaz a
condi¢cao de cadeia ascendente e I, satisfaz a condicao maximal.

Exemplo 1.1.7. 1. O anel Z é Noetheriano.
De fato. Como Z € DIP, uma cadeia ascendente de ideais de Z deve ser do tipo

onde (xp)neny € uma sequéncia de inteiros. Note que (x;) C (Ti41) < Tip1 € um

divisor de x;, para cada © € N. Como o conjunto de divisores de x; € finito, para
todo v € N, concluimos que a cadeia € estaciondria.
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2. Todo corpo K € Noetheriano jd que so possui dois ideais, o (0) e o proprio K.

3. Como aplicacao do prozimo teorema, temos que o anel Z, é Noetheriano, para todo
n € N.

Teorema 1.1.8. Se I € um ideal de um anel Noetheriano R, entdo o quociente R/I é um
anel Noetheriano.

Demonstracao. Pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo de Anéis, uma cadeia ascendente
de ideais de R/I deve ser do tipo

JTCh/IC---CJTC--

[N

onde cada J; é um ideal de R que contém /. Como a cadeia J; C o, C---C J, C ---
estacionaria, a cadeia de ideias de R/I também o é. [

O seguinte teorema é uma caracterizacao para anéis Noetherianos:

Teorema 1.1.9. R ¢ um anel Noetheriano se, e somente se, todo ideal de R € finitamente
gerado.

Demonstragao. (=) Sejam I um ideal de R e € o conjunto de todos os ideais finitamente
gerados de R. Entao () é nao-vazio, pois 0 € €. Seja I; € ). Se I; satisfaz a condigao
maximal, acabou. Caso contrario, existe Iy €  tal que Iy C Iy e I} # I5. Se I, satisfaz
a condicao maximal, acabou. Caso contrério, repita o processo. Eventualmente, esse
processo termina ja que caso contrario obteriamos uma cadeia ascendente I; C Iy C I3 C

- estrita, o que contradiz a hipotese. Entao (2 possui um elemento I satisfazendo a
condigao maximal. Supondo I}, # R, considere o ideal Iy + (r), com r € R e r ¢ I}.. Esse
ideal é finitamente gerado e contém estritamente I, o que é uma contradi¢cao. Logo, R é
finitamente gerado e todo ideal de R também o é.

(<) Seja I; C I, C I3 C --- uma cadeia ascendente de ideais de R. Temos que
I := U2, I, é um ideal (usando a condigao de cadeia) e portanto ¢ finitamente gerado.
Sejam x1, xa, - -+ , x) 0s geradores de [ tal que z; € I,,, e seja n = max;<;<xn;. Entao cada
x; pertence a I,, e dai I = I,,. Portanto, a cadeia é estacionéaria. O

Teorema 1.1.10. (Teorema da Base de Hilbert) Se R é um anel Noetheriano entao R[x]
também o €.

Demonstra¢ao. Suponhamos que R[z| ndo é anel Noetheriano e seja I C R[x], um ideal
que nao seja finitamente gerado. Seja f; € I, com grau minimo ny; > 0, digamos

fi=arx™ + Aq, em que Ay é um polinémio de grau menor que n;.

Ja que I nao é finitamente gerado, temos I # (f1) e entdo I —(f;) # @. Agora, escolhemos
foem I — (f1), com grau minimo ny > 0. Escrevemos

fo=asx™ + Ay, em que Ay é um polinémio de grau menor que ns.
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Suponhamos que tenha sido escolhido f; € I de tal forma que fi11 seja um polindmio de
grau minimo em I — (f1, fo, -+, fx), com

fra1 = appr 2™ 4+ Agyq, em que Agyq é um polindmio de grau menor que 7y 1.

Para todo k € N, sejam n, = df, e ay o coeficiente lider de f;. Pela forma como escolhemos
os polindmios, segue que n; < ny < --- < ny e, além disso, obtemos a cadeia ascendente
de ideais

<(l1> C <a1,a2) C <CL1,CL2,CL3> - C R,

que nao ¢é estacionaria pois, do contrario, existiria algum £ € N tal que

(ay,ag, -+ ar) = {ay,az, -, ax, api1)
e dai teriamos a1 € (a1, as, -+ ,ax). Entao,
k
Qi1 = E r;a;, com r; € A. (1.3)

i=1

Definindo o polinémio

k
9= fe+1 — <Zri$nk+l_m fi) el —{(fi, fa -+ s fu),

=1

observamos que

k
G = Qppr T + Apyq — (Z r xnlﬂ—l—ni(ai . Az))

=1

k k
= Apq1 xnk+1 + Ak+1 _ E r; a; xnk+1 _ E T :L.nk+1*m’ Al

i=1 i=1
k

= Apy1 — Zn ™A por (1.3)

i=1
eentdao g € I — (f1, fo, -+, fr) € um polindmio de grau menor que o grau de fi,1, 0 que

¢ um absurdo. Portanto, R[z] é um anel Noetheriano. O

Proposicao 1.1.11. Se R é um anel Noetheriano e I é um ideal de R, entao existem
ideais primos (nao necessariamente distintos) Py, Ps, ..., Py tais que

PP P, CI.

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que o conjunto €2 dos ideais de R que nao contém
um produto de ideais primos de R seja nao-vazio. Considere uma cadeia ascendente de
ideais em () e seja [, o ideal que satisfaz a condicdo maximal para esta cadeia. Esse
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ideal nao pode ser primo pois se fosse nao pertenceria a €). Dai, existem x,y € R tais
que vy € I mas z,y ¢ Ij,. Considere os ideais I, := I + (x) e I, := I}, + (y). Ambos
contém propriamente o ideal I tais que I,[, C . Pela maximalidade de I, I, e I,
nao pertencem a () e, entao, ambos contém um produto de ideais primos de R. Logo, o
produto desses produtos esta contido em [, o que é uma contradicao. O

1.2 Algumas notagoes em Teoria Analitica dos

Numeros

Para desenvolver um estudo assintético de determinadas fungoes, como faremos
no Capitulo 3, é preciso ter um breve entendimento sobre comparagao da ordem de
crescimento entre duas fungoes. Nesse sentido, usaremos frequentemente os simbolos

<<7 Oa ~

cujos significados daremos a seguir. Importantes propriedades podem ser consultadas no
livro [§].

Seja t um inteiro positivo, tal que t — oo (ou z uma variavel continua que tende ao
infinito). Seja () (ou ¢(x)) uma funcdo positiva de ¢ (ou de z) e seja f(t) (ou f(z)) uma
fungao qualquer. Se existe uma constante ¢ > 0 que nao depende de ¢ (ou x) satisfazendo

|l < cp,

entao escrevemos
f <.

Analogamente, se define > .

Se existe uma fungao g # 0 tal que f — g < ¢, é mais conveniente escrevermos

f=9+0(p). (1.4)

Além disso, f ~ ¢ significa

0 _,

lim —=

tvo0 o(t)
(ou tim 1) _ 1.)
z—00 (1)
1 1 1
Exemplo 1.2.1. lLLz+—<r<Lx+ — pois |x+ —| < 2x;
x x x

2. x+sin(x) =z + O(1) pois x + sin(x) — x = sin(x) < 1;



1.3. SOBRE POLITOPOS E SEUS VOLUMES 18

3. x+sin(x) ~ x pois

lim x + sin(z) 14 lim sin(x) 1

T—00 €T T—00 €T

1.3 Sobre Politopos e seus volumes

Na Geometria Euclidiana, muitos dos objetos definidos em R? e R® podem ser
estendidos ao R™ e mensurados (no sentido de Jordan). Um politopo n-dimensional,
por exemplo, generaliza os termos “poligono” e “poliedro” convexos e possui um volume
n-dimensional. Neste contexto, definimos formalmente um politopo, exibimos os exemplos
relevantes para o trabalho e apresentamos propriedades do volume de um politopo para
casos especiais, assim como sua relagao com o ntmero de vetores inteiros pertencentes ao
politopo em questao.

Esta secao é a base necessaria para tratarmos do Lema 3.1.2, o qual estabelecera uma
formula assintoética para o namero de solugoes em Z" de determinadas equagoes lineares,
por meio da relagao citada.

Consideramos o espago euclidiano n-dimensional R", com n > 2, munido do produto
interno canénico (-,-) e da norma euclidiana | - | . Denotamos por z um ponto arbitrario
n
(1,...,2,) € RY.

1.3.1 Definicoes e exemplos
Definicao 1.3.1. Um conjunto convexo

{z /| Az < B},

onde A = (a;;) € uma matriz real de ordem m xn e B = (b;) € wma matriz real de ordem
m X 1, € um politopo n-dimensional (ou n-politopo), desde que seja limitado.

Defini¢ao 1.3.2. Seja a = (ay,...,a,) um vetor real nao-nulo e b um nimero real.
Definimos o semi-espago fechado n-dimensional

ap =1/ {a;x) <b}.

O correspondente hiperplano (n — 1)-dimensional, normal ao vetor a, é dado por

H') i={x eR"/(a,z) =b}.

Em outras palavras, um n-politopo é uma intersecao limitada de um namero finito de
semi-espagos fechados de R™.
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Exemplo 1.3.3. Vejamos alguns exemplos cldssicos:

1. O congunto [0,7]" = {z/0 < x; < r, paral < i < n}, € o hipercubo n-
dimensional com arestas de comprimento r e um dos vértices sobre a origem.

2. Qualquer corpo convexo n-dimensional que possui n + 1 wvértices € um politopo
chamado n-stmplex. Formalmente, o conjunto

Ao(n,s)={x/0<z;<s, paral<i<n e0<x;+...+xz, <s} (1.5)

€ o simplex com arestas de comprimento s e um dos vértices sobre a origem. Um
simplex também pode ser definido fora da origem, como veremos na Proposi¢ao
1.8.7.

2.1. Ag(1,5s) € o segmento [0, s].
2.2. Ao(2,5s) € o triangulo com coordenadas (0,0), (s,0), (0,s).
2.3. Ao(3,s) € o tetraedro com coordenadas (0,0,0), (s,0,0), (0,s,0), (0,0,s).

Definimos

An,r,s) ={x/0<z; <r, ;1+...+x, <s}, parar,s € R,. (1.6)

Observe que o politopo A(n,r, s) é a interse¢ao do hipercubo [0, 7]" com o semi-espago
fechado G7, em que 1 representa o vetor (1,---,1) € R". Além disso, em alguns casos,
essa intersecao resulta na estrutura de um simplex:

Exemplo 1.3.4. Seja A(n, 1, (n —1)/2).

1. O poligono A(2,1,1/2) = {(x1,22) € [0,1]* /a1 + x2 < 1/2} € o 2-simplex
Ao(2,1/2).

2. 0 poliedro A(3,1,1) = {(z1,72,23) € [0,1]* /21 + 22 + 23 < 1} € 0 3-simplex
Ao(3,1).

1.3.2 Relacionando volumes e nimero de pontos do reticulado Z"

Cada corpo convexo K C R"™ tem um “volume” no sentido de Jordan (isto é, o
corpo K é J-mensuravel), assim como todo n-politopo possui volume n-dimensional.
Geralmente, o célculo desse volume leva a inevitavel construgao de uma triangulagao,
explicita ou implicita, sobre o politopo (ou seja, uma subdivisao desse objeto geométrico
em um conjunto de simplexes satisfazendo algumas propriedades), desde que tais simplexes
tenham seus volumes facilmente calculados. Entretanto, tal construcao nao sera abordada
neste trabalho e pode ser estudada sob diferentes abordagens, como no Capitulo 17 do
livro [5] ou no artigo [9].
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Sejam n > 3,u > 0,v € R et € N. Definimos
|A(n —1,2t,ut + v)| (1.7)

como o niimero de pontos do reticulado Z"~! que pertencem ao politopo A(n—1, 2t, ut+v).

Nosso interesse, aqui, ¢ apresentar uma formula assintotica para |A(n — 1, 2¢, ut + v)|
quando t — oo. Para isso, comecamos provando alguns resultados relacionados & volumes
de politopos anteriormente definidos:

Proposicao 1.3.5. O volume n-dimensional do n-simplex Ag(n, s) € dado por

n

s
vol (Ag(n,s)) = ik

para n > 2.

Demonstragao. Provaremos usando a indugao sobre n > 2.

Seja Ag(2,5) = {z/0 < 21,29 < s e 0 < 27 + 29 < s}. Entdo, seu volume 2-
dimensional é dado por

s s—x2 s &2 &2
vol (A0(278)) = / (/ 1d$1) dre = / (3 — ffl)dflﬁ — 32 — 5 — 5
0 0 0

Agora, suponha vol (Ag(n, s)) = s"/n!, para n > 2. Entao, o volume (n + 1)-dimensional
do simplex Ag(n +1,s) é

n+1

S—Tn+1 S—Tp41—Tn s—y o @y
vol (Ao(n+1,s) / / / / ldxy---dx, | dr,, (1.8)
0

Colocando b := s — x,41, por (1.8) temos

b—xp b= o
vol (Ag(n+1,s) / (/ / / ldx;---dx n) dx, 1

/ V(Ao(n, b))dznsr = / i

0
e com a mudanca de variavel X := s — x,,1, concluimos que

Sn+1

(n+ 1)1

vol (Ag(n+1,s) / ——dX =

]

Caso nao haja a necessidade de mencionarmos outros detalhes, escreveremos apenas
vol(K) para indicar o volume n-dimensional de um n-politopo K.
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Exemplo 1.3.6. Temos
Vo=1/8,V3=1/6,V, =77/384 e V5 =9/40,

para V,, := vol (A(n,1,(n —1)/2)).

De fato, pelo Exemplo 1.3.4 e pela Proposicao 1.3.5, temos

o WP 1

2! 8’

Para calcular Vy, observe que A(4,1,3/2) pode ser wvisto como o simplex Ay(4,3/2)
subtraido por quatro “simplexes” (a menos de faces em comum com o hipercubo [0, 1]*),
que possuem arestas medindo s = 1/2. Cada um desses corpos € uma ponta do Ao(4,3/2) e
possui volume igual ao volume do simplex Ay(4,1/2), jd que translagoes preservam volume
e uma face (n — 1)-dimensional tem o volume n-dimensional nulo. Portanto,

(/2 _, (/2" _81—4 71

V, = -
4 4! 41 384 384

Da mesma forma, o volume de A(5,1,2) é dado pelo volume do simplex Ag(5,2) subtraido
dos volumes de cinco “simplexe” que possuem arestas medindo s = 1, isto €,

95 1 27 9
Viz="-5.—=— =",
> 5l 50 120 40

Proposicao 1.3.7. Parar < s <nr en > 2, temos
vol (A(n,r,s)) = vol (Ag(n,s)) —n-vol (Ag(n, (s —1)).
Demonstracao. Inicialmente, definimos o n-simplex com arestas de comprimento s — 7,
Ailn,s—r):={z/0<z;<s—rparaj#i,r<z;<ser<>;  z<s},
para cada i € {1,--- ,n}. Afirmamos que
UL Ai(n,s — 1) UA(n,r, s) = Ag(n, s). (1.9)

De fato, é claro que A;(n,s —r) e A(n,r,s) estdo contidos em Agy(n,s), para todo
ie{l,---,n}, poiss—r<ser<s. Entdao (U, A;(n,s —r)UA(n,r,s)) C Ao(n,s).

Por outro lado, seja x = (1, -+ ,x,) € Ag(n,s). Se x; < r para todo 1 < i < n,
entdo x € A(n,r,s). Caso contrario, existe i € {1,---,n} tal que r < z; < s. Como
x € Ag(n, s), obtemos

r<>r_ T <s.
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Como r < z;, temos 0 < z; < Z#i xj < s—r para todo j # i. Portanto, x € A;(n,s—r).

Agora, observe que A;(n,s —r) é congruente a Ag(n,s — r) para cada i, pois ambos
sao n-simplexes com arestas de comprimento s —r e entao possuem mesmo volume. Além
disso, para cada i € {1,--- ,n},

Ai(n,s—r)NA(n,r,s) ={z/x;=r,0<z; <s—r para j#ie 0< Y, a5 <s—r},

pois s < nr nos fornece s — r < (n — 1)r, para todo n > 2, e entdo z; < s —r < r para
todo j # 4. Dai, concluimos que as interse¢oes obtidas acima pertencem a hiperplanos
(n — 1)-dimensionais e entdao possuem volumes n-dimensionais nulos. Também temos
Ai(n,s —r)NAj(n,s —r) = 0 para todo i # j. Portanto, tomando o volume de Ag(n, s),
por (1.12) obtemos

vol (U Ai(n,s —r)UA(n,r,s)) =

vol (UP_1Ai(n,s — 1)) +vol (A(n,r,s)) —vol (U (A;(n,s —r)NA(n,r,s))) =

n-vol (Ag(n,s — 1)) +vol (A(n,r,s)) =vol (Ag(n,s)) =

vol (A(n,r,s)) = vol (Ag(n,s)) —n-vol (Ag(n, (s —1)).

]

O proximo resultado mostra que, dados r,s € R, o politopo A(n,r,s) é um corpo
expandido do politopo A(n, 1, s/r), numa escala r : 1.

Proposicao 1.3.8. O volume de A(n,r,s), paran > 2, é dado por
vol (A(n,r,s)) =r"wvol (A(n,1,s/r)).
Demonstra¢ao. Tomamos A := A(n,r,s) e B:= A(n,1,s/r). Se s < r, temos

A={z/0<z;<r, ;1 +...+ 2, <s}
={z/0<z;<s, z1+...+x, <s}
= Ay(n, s),

B={z/0<z; <1, x1+...+xz, <s/r}
={z/0<z; <s/r, x1+...+x, <s/r}
:A()(n’S/T)

e, pela Proposigao 1.3.5, concluimos que

vol (A) = s 't (s/r)" _ r" vol (B).
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Para s > r, dividimos em dois casos.
Se s > nr, entdo A = [0,7]", B = [0, 1]" e, portanto,

vol (A) =r" =7r"-1=r"vol (B).
Se r < s < nr, usamos as Proposic¢oes 1.3.5 e 1.3.7. Dai,

vol (A) =wvol (Ag(n,s)) —n-vol (Ag(n, (s —1)))

s n.(s—r)”

=1 o (1.10)
Como (s/r) —1= (s —r)/r, temos
vol (B) =wol (Ag(n, s/r) —n-vol (Ag(n, (s —1)/1))
sfn (s

:(ZL!) —na i (1.11)

Entéao, por (1.10) e (1.11) concluimos que

vol (A) = Z—T —-n- (s ;!r)n =r". <<S7/;)n —n- (5%7;)") = r"vol (B).

[

Abaixo, provamos o principal resultado desta segdo, necessario para provar o Lema
3.1.2:

Proposicao 1.3.9. Paran > 3, u > 0,v € R fizados e t suficientemente grande, temos
|A(n — 1,2t ut + v)] = 2" wol(A(n — 1,1,u/2))t" 1 + O(t"2).

Demonstracao. Para t — oo,

vol (A(n — 1,2t ut +v)) — (2¢)" 1,
|A(n — 1,2t ut +v)| — (2t +1)"*

ja que A(n —1,2t,ut +v) — [0, 2t]"1. Dali,
| |A(n — 1,2t ut +v)| —vol (A(n — 1,2t,ut +v)) | — |(2t + 1)"" 1 — (2t)" | < Ct" 2
para alguma constante C' > 0 e, entao,

|A(n — 1,2t ut +v)| = vol (A(n — 1,2t,ut 4+ v)) + O(t*72). (1.12)
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Por outro lado, utilizando a Proposicao 1.3.8, obtemos
vol (A(n — 1,2t ut +v)) = (2t)" ' (vol (A(n — 1,1,u/2 4+ v/2t)))

=(2t)"! (Uol (A(n —1,1,u/2)) + M) )

t

é o volume do corpo limitado pelos hiperplanos Hfb;/z e Hfb;/lg oot ©

c(v,n—1)

contido no hipercubo [0, 1]*7, com c(v,n) € R. Dai, temos

tal que

vol (A(n — 1,2t ut +v)) = 2" wol (A(n — 1,1,u/2))t" 1 + Ot ?).

Portanto, por (1.12), concluimos que

|A(n — 1,2t ut +v)| = 2" wol (A(n — 1,1, u/2))t" 1 + O(t"2).

A préxima proposicao é também necessaria para provarmos o Lema 3.1.2:

Proposicao 1.3.10. Para n > 3, temos
vol (A(n —1,1,n/2)) + vol (A(n —1,1,n/2 — 1)) = vol [0,1]" ! = 1.
Demonstracao. Seja
An—1,1,n/2-1)={(z1, - ,2n1) € [0, 1] /2y + -+ 211 <nJ/2—1}.

Considere a reflexdo z; — 1 — x; sobre os pontos de A(n — 1,1,n/2 — 1). Definindo
y; =1 — x;, segue que

x; €[0,1] = y; € [0,1] para todoi € {1,--- ,n} e
n—1 n—1
le<__1:>—zxz>1—— —
=1 i=1

n—1

Entao
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é o politopo obtido pela reflexao de A(n — 1,1,n/2 — 1) e, portanto, possuem o mesmo
volume. Como

Aln—1,1,n/2) = {(z1,- ,2n1) €[0, 1" 21+ - + 1,1 < 1/2},
temos
Aln—1,1,n/2) UR = [0,1]"".
Dai,

=vol ([0,1]"") = vol (A(n —1,1,n/2) UR) =
vol (A(n —1,1,n/2)) + vol (R) — vol (A(n —1,1,n/2)NR) = (1.13)
vol (A(n—1,1,n/2)) + vol (R) =
vol (A(n—1,1,n/2)) +A(n—1,1,n/2 — 1)
De fato, a igualdade (1.13) é valida ja que a interse¢ao A(n—1,1,1n/2)N'R é o hiperplano

Hf;/lQ ={(x1,"+ ,Tp_1)/T1 4+ +Ty_1 =n/2} CR"? e tem volume (n—1)-dimensional
nulo. O



Capitulo 2

Anéis com a Propriedade de Goldbach

Em 1965 [6], Hayes demonstrou que todo polinémio de grau n > 1 em Z[z]| é uma
soma de dois polindémios em Z|x], irredutiveis e de grau n. Este resultado foi, em 1998,
redescoberto por Rattan e Stewart em [15].

Ja em 2011 [14], Pollack buscou generalizar o teorema de Hayes em anéis polinomiais
R]z], com R sendo, a priori, um dominio arbitrario. Consideremos a seguinte propriedade:

Propriedade 2.0.1. (Propriedade de Goldbach) Cada elemento de R[z| de grau n > 1
pode ser escrito como soma de dois elementos de R[], irredutiveis e de grau n.

Neste estudo, Pollack provou que qualquer dominio Noetheriano R com uma infinidade
de ideais maximais satisfaz a Propriedade de Goldbach e, além disso, demonstrou que
R := S|z] satisfaz a Propriedade de Goldbach, para qualquer dominio S.

Neste capitulo nos dedicamos & demonstrar ambos resultados.

2.1 Resultados preliminares

Aqui estao os lemas necessarios e mais relevantes ao desenvolvimento da préxima secao,
que é a principal do capitulo.

Lema 2.1.1. Suponha que P e Q sao ideais comazrimais de um anel comutativo com
unidade. Entao, para quaisquer inteiros positivos m,n, os ideais P™ e Q" sao comaximais.

Demonstracao. Dados P, () ideais comaximais de um anel R com unidade, existem
a € P be @, tais que 1 = a+ b. Como R é comutativo, para quaisquer m,n € Z,,
temos:

m-+n m+n
1= (at+b)™"=3Y" ( . )akbm+n—k —
k=0

26
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m m—+n
M+N\ komin—k M+NN b mtn—k
E ( f >a b + E ( I >a b )

k=0 k=m-+1

Note que a primeira soma da ultima igualdade é divisivel por " € @Q", e portanto
pertence ao ideal Q”. Da mesma forma, a segunda soma é divisivel por a™ € P™, e
portanto pertence ao ideal P™. Logo, 1 pertence ao ideal P™ + (", donde obtemos que
R=P"4+Q". O

Lema 2.1.2. Se R é um dominio Noetheriano e M é um ideal maximal nao-nulo, entao

M? £ M.

Demonstracao. Sendo R um anel Noetheriano e M um ideal maximal de R nao-nulo, pelo
Teorema 1.1.9 existem gy,..., g € R nao-nulos tais que M = <g1, e ,gk>, com k € N.
Supondo M = M?, temos g; € M?, isto é, existem m;,z; € M, tais que g; = m;x;, para
cada i € {1,...,k}. Como z; € <g1, e ,gk>, existem o;; € R tais que:

k k k
gi = my; - Zaijgj = Z(miaij)gj = Zmijgja (2.1)
j=1 j=1 j=1
com m;; = myoy; € M, para cada i,j € {1,...,k}.

Note que a matriz A := ([my;] — Id) anula o vetor v := [g1, ..., gx]*. De fato, por (2.1),
temos:

. i}
Z mi;g; — 91
i—1
(m1 — 1) M2 e mu g1 T
may (M2 — 1) ... Mok 92 Z Mmajgj — g2
) ) . . =1
M1 M2 o (g — 1) Ik . 0

k
Z Mk;g; — 9k
j=1

Portanto, Av = 0. Por outro lado, temos que R/M & corpo e que det(A) # 0 em R/M
ja que, para todo 7,5 € {1,...,k}, mjj = 0mod M e m;; —1 = —1 mod M implica em
det(A) = (—1)* = £1 ¢ M. Dai, A é inversivel sobre R/M e entdao admite inversa A~}
em R. Mas A~'Av = 0 nos da que v = 0, 0 que é uma contradicdo. Logo, M # M?. [

2.2 Resultados principais

Seja S um anel. A ordem (ou numero de elementos) de S serda denotada por #5S.

Lema 2.2.1. Se R é um dominio Noetheriano, entao a familia de todos os seus ideais
mazximais M; satisfazendo #R/M; = 2 ¢é finita.
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Demonstragao. Considere {M;};c; a familia de todos ideais maximais M; de R tais que
#R/M; = 2. Entao R/M; é um corpo de ordem 2, para todo ¢ € I. Dai, para todo x € R,
temos v € M; ou x — 1 € M; e, portanto, 2> — x € M;, para todo i € I.

Definindo J := ﬂMZ e S := R/J, obtemos que 2> — x € J, para todo z € R. Entao,
iel
todo elemento de S é idempotente ja que 22 — x = 0 nos d& que 7% = 7.

Agora, se P ¢ um ideal primo qualquer de S, entdo todo elemento do dominio S/P é
idempotente, por um argumento analogo ao anterior. Entdo S/P ~ Zy ja que se x € S é
nao-nulo entdo z(x — 1) = 0 e dai z = 1. Portanto, S/P é corpo e P é maximal.

Por outro lado, pelo Teorema 1.1.8, temos que S é anel Noetheriano e, pela Proposicao
1.1.11, dado < 0 > ideal proprio de S, existem P, --- , P, ideais primos de S distintos e
ny, - ,ng € N* tais que (0) = P"Py?.-- P*. Entao, S ~ S/P" ... P'*.

Sabendo que cada P, é maximal, P;, P; sdo comaximais e, pelo Lema 2.1.1, P/, Pj’.”

sao também comaximais, para todos 7,7 distintos. Entao, pelo Teorema 1.1.5, obtemos
S ~ S/P" x---x S/P™*.

Além disso, temos que P C P,, para cada i. Como P, C S, dado x € P;, temos
r = 2% e dai ¥ = 2™ para todo 1 < i < k. Portanto, x € P". Isso mostra que P, = P/,

para todo 7 € I. Logo,
S ~ S/P1X><S/Pk ~ Tig X+ X Lo

e S é finito.

Entao podemos afirmar que o conjunto de todos os ideais de .S é finito e, pelo Teorema
da Correspondéncia Bijetiva para anéis, o conjunto de todos os ideais de R que contém .J
é finito. Portanto, a familia {M;};c; é finita. O

Teorema 2.2.2. Suponha que R € um dominio contendo ideais maximais P e (), distintos,
para 08 quais as sequintes condigoes se aplicam:

(i) #R/P>2 ¢ # R/Q > 2;
(i) P*# P e Q*# Q.

Entao R satisfaz a Propriedade de Goldbach.

Demonstragao. Seja f(x) = > ,a;x" um polinémio de R[z] de grau n > 1.

No caso em que n = 1, se a; # 1 entdo podemos escolher a decomposigao f(x) =
((ag —Dax+ 1)+ (x +ap — 1). Se a; = 1, escolhendo r ¢ {0,1}, temos que f(z) =
(re+1)4+ (1 —r)xr + agp — 1 é uma decomposigao na forma desejada.

Para o caso em que n > 2, mostraremos que existem polindmios g(z) = > 1", bz’ e
h(z) = >, ¢;x;, ambos pertencentes & R[X]| e de grau n, satisfazendo as hipoteses do
Lema 1.1.2, tais que f = g+ h.
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Dados P, () ideais maximais de R, temos P C P+ (Q C R e que P, sao distintos,
por hipétese. Portanto, P,Q sao comaximais. Pelo Lema 2.1.1, temos que P? Q?
sdo comaximais. Pela hipotese (ii), podemos fixar elementos p € P, g € @ tais que
p ¢ P? q ¢ Q° Entao, usando a sobrejetividade da aplicacao ¢ do Teorema 1.1.5,
existem bg, b1,...,b, € R tais que

b; =0 (mod P)
bi = a; (mod Q)

para todo i € {1,...,n— 1},

bp =0 (mod P)
=p (mod P?)
ap (mod Q)
= (a0 — q) (mod Q)

o>
o
Il

(2.3)

St S
o (=)
I

. (2.4)

b, Z0 (mod P)
b, Z a, (mod Q)

Dai, definindo ¢; := a; — b;, por esses sistemas de congruéncias conseguimos obter que
bo, b1, ..., by_1 pertencem a P e ¢y, cy,...,Ch_1 pertencem a Q, que by ndo pertence a P>?
e ¢y nao pertence a Q2, e que b, ndo pertence a P e ¢, nao pertence a Q. Isto garante a
existéncia de polindémios g, h em R[z] satisfazendo as trés hipoteses do Lema 1.1.2 com
respeito a P e & ), respectivamente, tais que f = g + h.

Para garantir que a hipotese (iv) seja satisfeita, fixamos os by, ..., b, 1 obtidos em
(2.2) e colocamos condigoes adicionais para as escolhas de by, by e b,, além daquelas ja
estabelecidas.

Como # R/P > 2e # R/Q > 2, é possivel escolher b,, ¢, tais que também satisfagam

b, Z0 (mod Q) e ¢, #0 (mod P).

Agora, escolhemos b, satisfazendo o sistema (2.3) com a congruéncia adicional
bp =1 (mod b,). (2.5)

Isto é possivel pois b, ¢ P,(Q, e entao os ideais P,Q e <bn> sao comaximais. Através do
Lema 2.1.1, podemos usar o Teorema 1.1.5 que garante a existéncia de tal by.

Analogamente, ¢ possivel escolher b; satisfazendo o sistema (2.3) com a congruéncia
adicional by = a; — 1 (mod ¢,). Dai,

1—cp € (cn). (2.6)
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Por (2.5), temos 1 € <b0,bn> e por (2.6), temos 1 € <cl,cn>. Portanto, bg, b, geram
R, assim como c¢i,¢,. Entao, pelo Lema 1.1.2, obtemos polinomios g(z) = >_1 bz’ e
h(z) =3I, ciz; em R[z], irredutiveis de grau n, tais que f = g + h. O

Neste momento, apresentamos o principal teorema do capitulo, cuja demonstracao
segue de forma bem direta dos resultados apresentados:

Teorema 2.2.3. Suponha que R ¢ um dominio Noetheriano que possuit uma infinidade
de ideais maximais. Entao R satisfaz a Propriedade de Goldbach.

Demonstragao. Seja R um dominio Noetheriano com uma infinidade de ideais maximais
M;. Pelo Lema 2.2.1, hé finitos ideais maximais M; tais que # R/M; = 2. Entao, existem
P # @ ideais maximais em R tais que # R/P > 2, # R/Q > 2. Dai, R cumpre a hipdtese
(i) do Teorema 2.2.2. Pelo Lema 2.1.2, P? # P, Q? # Q. Entao R cumpre a hipotese (ii)
do Teorema 2.2.2 e, portanto, R satisfaz a Propriedade de Goldbach. O

Encerramos o capitulo provando mais um importante teorema:

Teorema 2.2.4. Se S é um dominio qualquer, entao R := S[z| satisfaz a Propriedade de
Goldbach.

Demonstracao. Seja S um dominio e seja M um ideal maximal de S. Sabemos que
K := S/M & corpo. Dai, por um analogo ao Teorema de Euclides, garantimos a existéncia
de uma infinidade de polinémios irredutiveis ménicos f(z) em K[z], com f(z) € R := Sla]
sendo monico.

O ideal (M, f(z)) ¢ maximal em R, para cada f(z) moénico irredutivel em K[z]. De
Kz]
(I(x))
h(z) € R a classe h ) + < flx >, ¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor cujo nucleo é

R _ Klz]

" Gr@) = )
(f(z)) ¢ maximal em Klz]. Dai, o ideal (M, f(x)) ¢ maximal em R.

fato, dado f(z) € K[z] monico irredutivel, a aplicagdo v : R —» , que associa cada

<M f(z > Entao, pelo Teorema do Isomorfismo de Anéis, tal que

Note que o dominio R satisfaz a condigao () do Teorema 2.2.2. Com efeito, sabemos
que K[z] é um dominio Noetheriano pelo Teorema 1.1.10 e que possui uma infinidade
destes ideais maximais < flx > Entao, pelo Lema 2.2.1, existem ideais < f(x > + <g >

Klz] Klz]
Ty ™ (o) :

g(z) € R monicos tais que os ideais maximais P := (M, f(z)),Q = (M,g(z)) sdo
R R

, 7
(M, f(w))” ™ (M, g(x))
Observe também que P # P?, Q # Q*. De fato, temos f(x) € P? ja que, do contrério,
terfamos f(x) = a(z) - M*+b(x)- M- f(x)+c(z)- f(x)?, com a(z),b(z),c(z) € R e, entdo,
f (:L‘)2 dividiria f(z) em K[z], o que é um absurdo. Analogamente, obtemos g(z) ¢ Q.

maximais em K[z] tais que # > 2. Consequentemente, obtemos f(z) #

> 2.

distintos e satisfazem #
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Portanto, pelo Teorema 2.2.2, concluimos que R satisfaz a Propriedade de

Goldbach. ]

Observacao 2.2.5. Sabemos que, para qualquer dominio S, R := S|xy,x9, - ,x,] €
também um dominio. Entao, pelo Teorema 2.2.4, concluimos que R satisfaz a Propriedade
de Goldbach, para todo n > 1.



Capitulo 3
Uma analise assintotica para N (f, k,t)

Seja f(z) um polindmio monico em Z[x| de grau d > 2, e sejam k > 2, t dois niimeros
inteiros. Denotamos por N (f, k,t) o ntimero de representagoes (distintas) de f por soma
de k polindmios inteiros monicos e irredutiveis sobre Q, fi, fo, ..., fx,

f(@) = fil@) + fale) + ..+ fi(),

tais que, para cada 1 < i < k, a altura de f;(z) := 2% + yiq,12% 1+ ...+ yi1z + Yio
definida por H(f;) := maxi<j<d,|i,4;—;| € no maximo ¢.

Em 2006 [16], Saidak mostrou que, para t suficientemente grande,
T < N(f,2,1) < 171

Em 2010 [10], Kozek melhorou o resultado provando que N'(f,2,t) ~ (2t)471.

Neste capitulo, mostramos o estudo realizado por Dubickas [2], em 2011, o qual prova
uma formula assintotica para N(f,k,t), com k > 2, e obtém o melhor termo de erro
possivel para N(f,2,t), quando d > 4.

3.1 Resultados preliminares

Nesta secao, provamos lemas auxiliares a proxima secao e apresentamos um lema que
assumimos e utilizamos mais adiante.

Lema 3.1.1. Sejam a,d,t e s inteiros tais que d > 3 et > |s| > 2. Entao o nimero de
solugoes (hg_o, ..., ho) € Z41 da equagdo linear

s+ ast 4+ hy 05?24+ 4 s+ hy =0,

ot d—2
satisfazendo |h;| <t, para cada i € {0,1,...,d — 2}, nao excede (ﬂ + 1) )
s

32
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Demonstracdo. E suficiente provarmos o lema para s > 0 pois se s < 0 podemos trocar s
por —s e a por —a, Se necessario, o que nao altera o niimero de solugoes da equacao.
Ja que slhg, seja Hy := ho/s € Z. Como t > s|Hy|, Hy pode assumir no maximo
2|t/s] +1 < 2t/s + 1 valores, onde |z| é o maior inteiro menor ou igual a z. Entao
ho assume no méaximo 2t/s + 1 valores inteiros. Por

s as® 4 4 hys + hy 4 ho/s =0,

obtemos que s divide hy + ho/s = hy + Hy, tal que Hy := (hy + Hy)/s € Z. Como |hq| < t,
para cada hg fixado temos

t/S Z ‘Hl — Ho/S’ = |H1 — h0/82|,

o que nos fornece o maximo de 2|t/s|+1 < 2t/s+1 valores para H; e entdo hy assume no
méximo 2t/s + 1 valores inteiros para cada hy. Prosseguindo desta maneira, isto é, cada

vez dividindo a equacao anterior por s e considerando h; para h;_i, ..., hy fixos, obtemos
o fator 2t/s + 1, para cada j < d — 3, restando apenas hy_ 5, 0 qual fica unicamente
determinado pelos hg_3, . . . , ho. Logo, o niimero de solugoes (hq_o, . .., ho) € Z& 1N [—t, 1]
da equagao linear nio excede (2t/s + 1)4=2 para s > 0 e (2t/(—s) + 1)?72 para s < 0,
resultando no maximo de (2t/|s| + 1)472 solucoes. O
Lema 3.1.2. Dados by € 7Z, n > 2, e by,...,b, inteiros nao-nulos, definimos
N(by, ..., by, by, t) como o nimero de solugées (yi,...,yn) € Z" da equagao linear

biyy + - + by = o, (3.1)

tais que |y;| <t para cada 1 <i < n. Entao
N(by,... by, by, t) < (2t +1)"71 (3.2)
para cada t € N. Além disso,
N(1,...,1,b,t) = 2" 11 = 2V, _)t" ' + O(t"?) parat — oo, (3.3)

onde V,, foi definido no Fxemplo 1.3.6.

Demonstragao. Para provarmos (3.2), observe que y,, é unicamente determinado, a partir
da equagao (3.1), por cada vetor (y1,...,yn_1) € Z" ' N [—t,t]"! e dai h4 no maximo
(2t +1)"~! de tais vetores, pois cada y; pode assumir até 2t + 1 valores inteiros. Portanto,
existem no maximo (2t + 1)"! solugdes inteiras para a equagao linear dada.

Para (3.3), precisamos estimar o nimero de solugoes (yi, -+ ,y,_1) € Z" N [—t,t]"!
para a equacao y; + - - + yn = bg. Como y,, € [—t, 1], as solugdes de interesse satisfazem

n—1

—t+by <>y <t+ by (3.4)

=1
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Para n = 2 temos y; + y2 = by. Entao, quando ¢t — oo,
N(1,1,bo,t) =2t + 1 =2t + O(1).

Consideramos agora n > 3. Substituindo y; por x; — t, temos

n
0<z,<2t e boz(Za:i)—nté
i=1

n—1

—bognt—2$i§2t—bo<:>
=1

n—1

—by —nt < = 2 < (2= n)t — by

=1

Entao (3.4) equivale a

n—1
(n—2)t+by < le <nt+by, com (xy, -+ ,7, 1) €Z"TN]0,2t" ", (3.5)
i=1
isto é, N(1,---,1,bg,t) é o namero de pontos (x1,--- ,x,_1) satisfazendo (3.5).

Como definido em (1.7), dados u > 0,v € R, [A(n—1,2t, ut +v)| ¢ o namero de pontos
(21, p 1) €Z71 N[0, 2t]71 tais que S0 @y < ut + 0.
Entao, para t > |bg| + 1 e n > 3, temos (n — 2)t + by > 0 e nt + by > 0 e, portanto, (3.5)
implica em
N(1,---,1,bo,t) = |A(n — 1,2t,nt + by)| — |A(n — 1,2t,(n — 2)t + by — 1)]. (3.6)

Usando a Proposicao 1.3.9, temos

|A(n —1,2t,nt + by)| = 2" wol(A(n — 1,1, n/2)t"F + O(t"?),
A(n —1,2t,(n — 2)t + by — 1)| = 2" twol(A(n — 1,1,n/2 — 1))t" 1 + O(t"?)

e, por (3.6), o nimero N(1,---,1,bg,t) para t suficientemente grande é
2" Y (wol(A(n — 1,1,n/2)) — vol(A(n — 1,1,n/2 — 1)))t" ! + O(t"?). (3.7)

Pela Proposi¢ao 1.3.10, vol(n — 1,1,n/2) =1 —vol(n — 1,1,n/2 — 1). Como
Voot :=wol(n —1,1,n/2 — 1), por (3.7) segue que

N(1,--- ,1,bp,t) = 271 = 2V, )"t + O(t"72).

[]

Assumimos o seguinte resultado de Van Der Waerden e omitimos a demonstragao
(detalhada em [18]) devido a falta de uma versao traduzida para o inglés:
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Lema 3.1.3. Seja My(d,t) o conjunto dos polinémios inteiros monicos de grau d > 2,
altura no mdximo t e que possui algum fator de grau £, com 1 < ¢ < d/2. Entdo, para
t — o0,

(i) t37° < |My(d,t)| <t para € < d/2 e

(it) t¥% log t < | My (d,t)| < t¥* log t para d par e { = d/2,
com as constantes em < dependendo apenas de d e (.

Denotamos por M (a,d,t) o conjunto de todos os polindmios inteiros moénicos redutiveis
de grau d, altura no maximo t e com o coeficiente de z¢~! igual & a. Com respeito
a cardinalidade do conjunto M(a,d,t), que denotamos por | M (a,d,t)|, apresentamos o
seguinte resultado:

Lema 3.1.4. Se d,t > 2 e a sao trés inteiros entdo, para t — 0o, temos
(i) 1772 < |M(a,d,t)| < t%72 para d > 4,
(ii) tlog t < |M(a,3,t)| < t log t,

(iii) /'t < |M(a,2,t)| < V1,

onde todas as constantes implicitas em < dependem apenas de d.

Demonstra¢ao. Comegamos por (iii). Precisamos estimar o ntmero de polindémios
monicos redutiveis 2 + ax + b € Z[z], tais que a ¢ um inteiro fixo e |b| < ¢. Tal polinémio
é redutivel se e somente se admite alguma raiz inteira, digamos s. Entao devemos ter
b= —s®—as e, entdo, |s® + as| < t. Resolvendo a inequagao, obtemos

Va? + 4t
|s +a/2] < 5 <lal/2 + V1,
isto ¢, s assume até 1 + |a| + 21/t valores inteiros e, como a ¢ fixo, |M(a,2,t)| < V1.
Além disso, note que no maximo dois inteiros distintos, s e s’, sdo raizes do mesmo
polindmio x? + ax + b que, neste caso, é contado duas vezes em |M (a, 2,t)|. Dai, obtemos

1 24/t
Vit < %—F\/— < |M(a,2,t)| e, portanto,

Vi< |M(a,2,t)] < V.

Para encontrar a limitagao inferior em (77), inicialmente fixamos g(z) := = + a. Note que
qualquer polindémio redutivel da forma f(z) = g(x)x* + hyz + ho, com |hy|, |ho] < ¢, €
hi, ho € Z, pertence & M (a,3,t).

Consideramos todos os pares (y1, 1) € Z? tais que 1 < y; < [tY4], y1 <o € 1y <
t/2, onde [z] é o menor inteiro maior ou igual a x. Entao

[t/2y)] = > t/2p — 1 = 4o — 31 >0
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e o namero de tais pares, para t suficientemente grande, é

[t1/4"| (t1/4"|

t 1 t log t
t/2y1| — > = — >
Z ([t/2y1] = w1) 3 " 13

y1=1 y1=1

. (3.8)

Com efeito, sabendo que [z] < 1+ x, temos t > 6(1 + tV/4)? > 6[t}/4]2, para t
suficientemente grande. Assim, ¢ > 6y? e, entao, [t/2y;| — t/3y1 > t/2y1 — t/3y1 > 1,
para t suficientemente grande. Isto prova a primeira desigualdade.

Para verificar a segunda, vejamos que vale a seguinte desigualdade, para t — oo :

[t1/4] Hl/4‘|
/ —dy; = log — > log t3/13, (3.9)
2 hn 2

Como 1/4 > 3/13, temos [t'/4]/2 > [t3/13] > #3/13 para t suficientemente grande. Isto
prova (3.9).

Agora, considere o polinomio fy, ,,(x) = g(z)z* — (y2 + y19(v1))x + Y1ye € Z[x].
Vejamos que f, ,, € M(a,3,t).

Desde que 110 < t/2, 1 < 1y < w2, € |g(y1)] = |y1 + al, com a fixo, temos
lya|, ly1llg(y1)| < t/2, para algum t suficientemente grande, e entao

ly2 +ig(yn)| < t/2+t/2 =t,

para t suficientemente grande. Portanto, H(f, ,,) < t. Além disso, f,, 4, (y1) = 0, isto &,
fyi.e € redutivel e assim temos fy, 4, € M(a,3,t).

Mostremos que f,, ,, ¢ 0 mesmo para no maximo 3 pares (yi,y2) distintos com as
restrigoes acima pois, combinado com (3.8), resulta que

tlogt
13-3

M(a,3,t) > >t log t,

para t suficientemente grande. Fixamos um par qualquer de inteiros positivos (si,ss) e
assumimos que fs, s, = fy1.40, Para algum par de inteiros positivos (yi, y2). Entao

$182 = Y1y2, S2 + 519(s1) = y2 + y19(v1).

Defina A := y;/s1 € Q. Pela primeira igualdade acima, temos y, = so/\. Usando isto na
segunda igualdade e multiplicando-a por A, segue que

519(As1)A? — (52 + 519(51))\ + 52 = 0.

Assim, obtemos um polinémio em A de grau 3 e o maximo de 3 numeros racionais \
distintos satisfazendo fis, x-15, = fs,,s, i5t0 €, hd no maximo 3 pares distintos de inteiros

positivos (y1,y2) tais que fq, s, = fyi.0.-
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Agora, provemos a limitagdo superior. Para cada d > 3, o numero de polinémios
2+ ar® ! +yg_ox? 2+ .. +yz em M(a,d,t), que possui s = 0 como raiz, é no maximo
(2t +1)4"2, pois cada y; pode assumir até 2t + 1 valores em Z para cada i € {1,--- ,d—2}.
Além disso, o ntimero de solucoes (yo, . . ., Ya—2) € Z3~1 da equacao linear

y0+y1+...+yd72:—(a+1),

com |y;| < t para cada i € {1,---,d — 2}, é exatamente o namero de polinémios em

M/(a,d,t) que possuem s = 1 como raiz e, pelo Lema 3.1.2, este numero ndo excede
d=2 . - )

(2t +1)"° (o mesmo vale para aqueles que possuem raiz s = —1). Entao o namero de

polinémios em M (a, d,t) que possui raiz s € {—1,0, 1} nao excede
3(2t+1)"2. (3.10)

Observe que todo polindmio em M (a, 3,t) possui uma raiz s € [—t,t] (j4 que possui um
fator linear cujo termo constante esté limitado em valor absoluto por ¢ e é uma raiz) e,
caso t > |s| > 2, pelo Lema 3.1.1 ha no maximo

(2t/s| +1) (3.11)

destes polinémios, para cada s fixado. Dai, combinando isto com (3.10) para d = 3,
obtemos

|M(a,3,t)] < 3(2t+1)+ Y (2t/[s|+1) < 6t+3+ 2/t(2t/s + 1)ds

|s|=2
=8+ 1+4tlogt < tlogt,
para t suficientemente grande.

Para o caso (i), suponha d > 4. Se |a| < t, entdo ha exatamente (2t + 1)¢=2 polinomios
em M (a,d,t) que possuem 0 como raiz. Dali,

|M(a,d,t)] > (2t +1)72 > 1972

Resta provar o limitante superior.

Seja Mi(a,d,t) o subconjunto de M (a,d,t) formado por todos os polindmios que
possuem um fator irredutivel de grau d — 1 (isto é, possuem apenas uma raiz inteira) e
seja My(d,t), o conjunto definido no Lema 3.1.3, com 1 < ¢ < |d/2].

Se f(x) = p(z)q(z) € M(a,d,t)\ Mi(a,d,t) é sua decomposigao em fatores irredutiveis
p(z),q(z) € Zlz] entdao 2 < dp(x) < |d/2] ou 2 < dq(x) < |d/2], e dai

Ld/2]
M(CL’ d7 t) \ Ml(av d> t) - U M€<d7 t)
=2
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Assim,

[M(a,d, )\ Mi(a,d,t)] < [Mo(d,8)] + ...+ | Mo (d, ).
Entao, quando ¢ — oo, pelo Lema 3.1.3 obtemos

|M(a,d,t)\ My(a,d, t)| < t72 + .. td714/2) « d=2 (3.12)
para d > 5 e impar, pois |d/2| > 2, e também
|M(a,d,t)\ My(a,d,t)| < t72 + .. +1¥%]log t <« t12 (3.13)

para d > 6 e par, pois 1 < d/2 — 2 nos da que log t <t < t%/272 ¢ entdo t¥/?log t < 972,

Vejamos que também ocorre
|M(a,d,t) \ M (a,d,t)]| < t? (3.14)

quando d = 4.

Note que todo polinémio em M (a,4,t) \ Mi(a,4,t), que ndo é um produto de dois
polindémios quadraticos irredutiveis, possui uma raiz s € [—t, t]. Novamente por (3.10) e
(3.11), o ntumero de tais polindmios nao excede

t t
3(2t +1)% + Z(zt/\s\ +1)% < 272 + 2/ (2t/s +1)*ds

|s|=2 1
< 2712 + 2(4t® + 4tlogt — 3t — 1) < #2,
para t suficientemente grande.

Considere f(z) = (2? + a1z + by)(2? + asx + by) € M(a,4,t) \ Mi(a,4,t), com
22 + a1z + by, 2% + ax + by irredutiveis. Note que a; + a; = a e by,by # 0. Como a
altura de f é no méximo ¢, os coeficientes constantes e de z* nos fornecem

’blbg‘ <t e ‘bl + bg + CL1G2’ = ‘bl + bg + al(a — al)\ <t. (315)

Dai, os pares (b1, bs) tais que biby < tel < by < by satisfazem |t/b;] — by +1 > 0e
totalizam

LVt) Vit VE oy
Z(Lt/blj—b1+1)§t+2(t/bl—bl—l—1)§t+/ b——b1+1db1
bi=1 by=2 1"
1 1
=1 (log\/%—i—g— 2_t+§) < tlogt. (3.16)

Entao, o ntimero de pares (b1, by) € Z? tais que |biby| < t é também < tlogt. Além disso,
—t/|b1| < by <t/|b1] e =t < by <t.Entao —1—t < by +by < 1+4t,isto &, |by +bo| < t+1.
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Dai, usando a segunda desigualdade de (3.15), obtemos
|af — aay| <+ |by + bo| < 2t 41,

para cada par (by,by) fixado. Portanto, o nimero de pares (aj,as) satisfazendo esta
inequacdo ¢ < +/t. Isso combinado com (3.16) fornece que o ntmero de polindmios
f(x) = (22 + a1 + by)(2? + agw + by) € M(a,4,t) \ M;(a,4,t) &

Vi (tlogt) = t*%logt <« 321/ = 2,

como queriamos.

Agora, observe que todo polinémio em M;(a,d,t) possui uma raiz s € [—t,t]. Entao,
utilizando (3.10) e um analogo a (3.11), encontramos que

t t
[Mi(a,d,t)] < 3(2t+ 1) +2) (2t/s+ 1) < 3(3t)" 2 + 371472 (3t/s5)"

s=2 s=2

s=2

jAqued—2>2.

Portanto, segue por (3.12), (3.13) e (3.14) que
|M(a,d,t)] < |My(a,d,t)] +[M(a,d,t) \ Mi(a,d,t)] <72 4172 < 4772

para todo d > 4. O

3.2 Resultados principais

Lema 3.2.1. Sejam f(x) € Z[x] um polinémio ménico de grau d > 2,k > 2 e N1(f, k,t)
o numero de representagoes de f como soma de k polindmios inteiros monicos irredutiveis
f1, fay ooy fr de alturas no mdximo t e graus d,d —1,...,d — 1, respectivamente. Entao

0 < N(f, k,t) = Ni(f, k,t) < tH—d=F

onde a constante em << depende apenas de d e k.

Demonstragao. Fixamos f(z) = 2%+ ag_12 1+ ... +ay € Z[x]. Cada representacao de f
como soma de polindémios inteiros monicos fi, fo, ..., fr, de alturas no maximo ¢ contém
exatamente um polindmio de grau d, digamos f;, e kK — 1 polindmios cujos graus sao no
méximo d — 1. Estimaremos o nimero de tais representagoes em que 0 f;(z) = d e existe
i €{2,...,k} tal que Of;(x) = d — 1. Assumimos que existem ¢ polinémios f/s tais que
Ofi(x) < d—1, para g € {1,---,k — 1}. Entao o coeficiente de z¢~! em f; é igual a
ag1—(k—=1-q)-1=as1—k+qg+1
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Denotamos os coeficientes de 27 em f; por y;4_j, para cada i € {1,--- k},j €
{2,---,d}. Como f = fi+...+ fg, devemos ter

Qg = Zle Yi,0
k
k
Aqg—2 = Zizl Yid—2

e também |y; 4—;| <t, para cadaie€ {1,--- k},j € {2,---,d}.

Se j = 2, temos q coeficientes conhecidos na equagao ag_o = Zle Yi.d—2, j& que alguns
podem ser 1 e outros podem ser 0. Dai, ha no méximo k£ — ¢ incognitas. Pelo Lema
3.1.2, o nimero de solugoes (y14-2,---,Yrd—2) € Z* N [—t,t]* desta equagao nao excede
(2t + 1)k=9=1 Além disso, para cada j € {3,...,d}, a correspondente equacio linear em
(3.17) possui no méximo k incognitas e, novamente pelo Lema 3.1.2, o namero de suas
solugoes nao excede (2t + 1)k1.

Portanto, para cada ¢ € {1,...,k—1} fixado, o nimero de solugoes inteiras do sistema
(3.17), satisfazendo |y; 4—;| <t, é

S (2t+1)k7q71(2t+1)(k71)(d*3+1) — (2t+ 1)(/671)((171)7(] S 3(k71)(d71)td/€7d7k' (318)

Por outro lado, para cada ¢ € {1,...,k — 1}, existem (kgl) possibilidades para escolher
os correspondentes ¢ polindmios f;, com 2 < ¢ < k, cujos graus sao estritamente menores

que d — 1. Entao, combinando com (3.18), obtemos que

k—1
0 < N(f,k,t) —Ni(f, k,t) < 3(k=1)(d-1) (Z (k ; 1)) pdk—d—k  ydk—d—k

q=1

]

Lema 3.2.2. Sejam f(x) € Z|x] um polinémio monico de grau d > 2, um inteiro k > 2 e
No(f, k,t), o nimero de representagoes de f como soma de k polindmios inteiros monicos
fi, fay - ooy fr de alturas no mdrimo t e graus d,d — 1,...,d — 1, respectivamente. Entao,
para t — 00,

(2511 — 2V5_1)) "
(k—1)!

NQ(f’ ka t) - t(k_l)(d_l) + O(tdk‘—d—k’)’

para cada d > 2.

Demonstragdo. Fixamos f(r) = 2%+ ag_12%971 + ... + a¢ € Z[z]. Usando as notacoes do
lema anterior, temos ¢ =0, a = aq_1 — k + 1,

d

fil) =2+ ax®™ +> yra ot
=2
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d
filx) = x4 Z yi,dfjxdija
=2

para i € {2,...,k}. Note que f = f1 + ...+ fi se, e s0 se, as k(d — 1) incognitas y; 4—;
satisfazem o sistema linear (3.17). Entao, aplicando a equagao (3.3) do Lema 3.1.2 em
cada uma das d — 1 equagoes do sistema, obtemos que (3.17) tem

(2k—1(1 - 2%_1)tk_1 + O(tk—2>)d*1 _

d—1

(281 (1 = 2V3_y))" tBTDED g Opdkmdhy (3.19)

solugoes inteiras satisfazendo |y; 4—;| < ¢, para t suficientemente grande.

Agora, vejamos que o numero destas solugoes tais que f; = f;, para algum 7 # [,
& O(t™*=4=F). De fato, como f; é monico de grau d, f; # f;, VI > 1. Se f; = fi, para
alguns indices ¢,[ satisfazendo 2 < i < < k, entao k > 3 e ¥iq—j = Y14—;, para cada
j € {2,...,d}. Portanto, o sistema linear (3.17) possui apenas (k — 1)(d — 1) incognitas.
Aplicando (3.2) em cada uma das d — 1 equagoes lineares, com n = k — 1, obtemos que
o nimero de solugoes inteiras do sistema satisfazendo |y; 4—;| < ¢, para ¢ suficientemente
grande, nao excede

(2t + 1)(k—2)(d—1) = (2t + 1)dk—d—k+2—d _ O(tdk—d—k)

pois 2 —d < 0.

Entao podemos assumir que os polinomios fi,..., fr de grau d,d — 1,...,d —
1, respectivamente, sdo distintos. E claro que todas as colecdes de polindmios
Jis fo@), -+ fok), com o percorrendo todas as permutagoes do conjunto {2,...,k}, sdo
as mesmas. Portanto, ao contar as solugoes de (3.17), em (3.19) levamos em conta cada
colegao de polinémios distintos fi, ..., fx exatamente (k — 1)! vezes. Logo,

No(f, k) (k — 1) = (2571(1 = 2V 1)) D=1 g(gtk—d=hy,

Isso conclui a prova. 0

Seja M(d,t) o conjunto dos polindmios inteiros, monicos, redutiveis, de grau d > 2
e altura no méaximo t. Dada a funcao zeta de Riemann ( e usando o Lema 3.1.3, Chela
provou em |[1| que

|M(d, )| ~ 24(C(d—1) +1/2 =2V, )t (3.20)
para cada d > 3 e t — 00, (ja que a constante ky definida em [1] é igual a 2¢71(1 —2V;_4))

e para d = 2 obteve
|M(2,t)] ~ 2tlogt. (3.21)
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Lema 3.2.3. Com as notagoes dos lemas anteriores, temos

tdk=d=k para d > 4,
0 < No(f, kyt) — Ni(f, Ky t) < & t23logt para d = 3,
th=3/2 para d = 2,

onde as constante em < dependem apenas de d e k.

Demonstracao. Estimaremos o ntimero de representacoes f = fi+. ..+ fr taisque 0f; = d
edf; =d—1,Yi € {2,...,k}, de forma que pelo menos um destes polindmios seja redutivel
e todos tenham altura no méaximo t.

Fixamos ¢ € {1,...,k}. Para cada i > 2, temos Jf; = d — 1, e entdao o numero de
possibilidades do f; ser redutivel e de altura no maximo ¢ é < t?~2 para d > 4, por (3.20),
e < tlogt para d = 3, por (3.21). (Para d = 2, f; é sempre irredutivel.) Agora, para
i = 1 temos que Of, = d e que o coeficiente em f; de ¢~! é um inteiro fixo. Entao, pelo
Lema 3.1.4, o niimero de possibilidades para f; ¢ < t972 para d > 4, < tlogt para d = 3
e < v/t para d = 2. Resumindo, podemos afirmar que, para cada i € {1,... k}, existem
< t%72 escolhas para polinémios f;, redutiveis e de altura no méximo ¢, quando d > 4,
< tlogt escolhas quando d = 3 e < /t quando d = 2.

Por outro lado, por (3.2) e por (3.17), o numero de representagoes de f — f; como
soma de k — 1 polinémios inteiros moénicos fi,..., fi_1, fiz1,--., fx, cujas alturas sao no
maximo ¢, ndo excede (2t + 1){@D*=2) Entao, segue para d > 4 que

No(f, k1) — NU(f, k1) < (2t + 1)(k-2)(d-1)gd=2

< =D (k-2)+d-2 _ ydk—d—k

Similarmente, para d = 3 temos
No(f ke, t) — Na(f, ko t) < (2t +1)2FDtlogt < t* 3 logt
e, para d = 2,
No(f, kt) — Ni(f, ke, t) < (2t 4+ 1D)E2DVE < 7732,
O

Apresentamos, a seguir, o principal resultado deste capitulo, que estabelece uma
formula assintotica para N'(f, k,t), com k > 2.

Teorema 3.2.4. Sejam f(x) € Zlz], um polinémio monico de grau d > 2, e k > 2, um
iteiro. Entao, para t — oo,

(2"1(1 — 2V ) !
(k—1)!

N(f? k? t) - t(k_l)(d_l) + O(ﬂik—d—k)
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para d > 4,
N(f. k) = (2]{1((}{:—_21‘)/?—1))22@1) +O( 3 log 1)
para d = 3,
N(f k) = (Qk_l((; = f)V!“))t’“‘l + O
para d = 2.

Demonstragao. Utilizando os Lemas 3.2.1 e 3.2.3, temos

pdk—d=k y ydk—d—k o ydk—d=k para g > 4
< BFTR R logt < 1P logt para d = 3, (3:22)
t2h=2=k 4 ¢h=3/2 « tk=3/2 para d = 2.

(2"1(1 — 2V ) !

= 1) t*k=DE-1) hara cada d > 2.

Definimos Py(t) :=

Entao, pelo Lema 3.2.2 e por (1.4), existem constantes C;’s tais que
INo(f, ke, t) — Py(t)] < Cat®™ 2>, (3.23)
Portanto, por (3.23) e (3.22), obtemos

Py(t) + O(t%*=4=%) para d > 4,
N(f k,t) = ¢ Ps(t) + O(t*3logt) para d = 3,
Py(t) + O(t*=3/2) para d = 2.

]

Teorema 3.2.5. Seja f(x) € Z[x] um polindomio monico de grau d > 2. Entdo, para
t — 00,

N(f,2,t) = 20) +0@t*?) (3.24)

para d > 4,
tlogt < (2t*) — N(f,2,t) < tlogt (3.25)

para d = 3,
Vi< 2t — N(f,2,1) < Vi (3.26)

para d = 2.

Além disso, o termo de erro para d > 4 € o melhor possivel.

Demonstragao. Para provarmos (3.26), comegamos tomando f(z) = 2?4+ bx + ¢ € Z[z] e
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supondo, sem perda de generalidade,

£2 (16l + 1) + (el +1) = [b] + || +2 > 2.

Para que o polinémio f seja soma de dois polindmios monicos f; e fo, devemos
ter os graus dos somandos iguais a 2 e 0 ou iguais & 2 e 1. No primeiro caso, temos
filz) =22 +br+ (c—1) e fo(x) =1, com H(f1),H(f2) <t pois|c—1] <|c|+1< ¢
Dai, esta representacao seré contada se, e so se, fi for irredutivel. Definimos ¢ := 1 se f;
é irredutivel e 0 := 0 para o caso contrario.

No segundo caso, temos fi(x) = 22+ (b— 1)z +¢1 e fo(x) = T+ ¢, com ¢ = ¢ + ¢
e fo irredutivel para qualquer ¢o € Z. Supondo |c4|, [co| < t, entdo H(f1), H(f2) <t pois
|b— 1| <t. Como ¢y = ¢ — ¢1, temos

—t<c—c<t=c—t<c<c+t

e, portanto,
max{—t,c —t} < ¢; < min{¢t, c+ t}. (3.27)

Se ¢ < 0, entao (3.27) nos da —t < ¢; < ¢+t e nesse intervalo ha 2t + 14 ¢ possiveis valores
inteiros para ¢;. Se ¢ > 0, entdo (3.27) nos da c—t < ¢; <t e nesse intervalo ha 2t +1—¢
possiveis valores inteiros para c;. Entdo o intervalo (3.27) contém exatamente 2t + 1 — |¢|
inteiros distintos ¢y e, dai, o ntimero de representagoes inteiras f = f; + fo tais que fi, fo
sao monicos de altura no maximo ¢, com 9f; = 2,0fy < le f; = 22+ (b— 1)z + ¢4
redutivel, é exatamente

§+ (2t +1—|c|) = N(f,2,1).

Note que o intervalo (3.27) esta contido em [—(|c|+t), |c|+t] e contém [—(t—|c|), t—|c|].
De fato, dado ¢; € [max{—t,c —t}, min{t,c +¢}] , temos

c<0=> —(—c+t)<—t<c <c+t< —c+t,

c>0=—(c+t)<c—t<c¢ <t<cH+t,

e dado ¢; € [—(t —|¢|),t — |c|], temos
c<0=max{—t,c—t} < —(t+c¢) <c; <t+c=min{t,c+t},
¢>0=max{—t,c—t} =—(t—c) <c; <t—c<min{t,t+c}.
Entao, utilizando a notacao do Lema 3.1.4, obtemos

IM(b—1,2t —|e|)] <6 +2t+1—|e|=N(f,2,t) < |[M(b—1,2,t+]|c|)] =

M(b— 1,2, [e])| + lel =1 =6 < 2= N(£,2,8) < [M(b— 1,2, + |el)| +|e] =1 =6
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e pelo item (7ii) do Lema 3.1.4,

Vi—le||+ el =1 -0 <2t =N (f,2,t) < \/t+|c|+|c|] —1—0¢
=Vt <2t —N(f,2,1) < V.

Para provarmos (3.24) e (3.25), assumimos que f(x) € Z[z] é um polinémio moénico de
grau d > 3. Se f é soma de dois polindémios monicos irredutiveis f; e fs, supondo df; = d,
entdo dfy = ¢, com ¢ € {0,1,---,d — 1}. Seja T(f,¢,t) o nimero de representacoes
de f como soma f = f; + fo, para polinémios inteiros monicos fi, fo com graus d e
¢, respectivamente, e alturas no méaximo t e seja também T*(f,¢,t) o nimero de tais
representagoes em que fi, fo sao ambos irredutiveis. Escrevendo

f(@) =2+ ag 12+ agn ™+ agat F a2 4 4 ax + ao,
temos
filr) =2+ a1z 4+ aga ™+ (a0 — D2t + gi(2), folz) = 2° 4 go(a),

para ¢, g2 € Z[x] tal que 0g1,0g92 < ¢ — 1. Desde que H(g1) < t, existem exatamente
(2t +1)* escolhas distintas para g; e, para cada escolha de g;, uma tinica escolha para gs,
ja que

91(x) + g2(x) = ap1z™" + -+ + a1z + ag

se { >1e go(x) =0=gi(z) se £ = 0. Entao segue que
T(f,0,t) < (2t +1)" (3.28)

para 0 < ¢ < d — 1 e t suficientemente grande.

Agora estimaremos tais representagoes para ¢ = d — 1 (as quais nao levam em conta a

redutibilidade). Como 0f; = d,df, = d — 1, temos
fil@) =2+ ag12m " + gi(2), folz) =277 + ga(a),
para g1, go € Z[z] tal que 9g1,0g, < d — 2. Supondo H(f) = h, temos que T(f,d — 1,t)
& pelo menos (2t — 2h + 1)47! (pois cada coeficiente de g; pode ser escolhido no intervalo
[—t + h,t — h]). Entao, por (3.28), temos
(2t —2h + 1) < T(f,d —1,t) < (2t + 1)L, (3.29)

Para um polinémio especial

fu(@) =2+ 2" + (2T a4 1), (3.30)
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cada coeficiente de g;(z) pode estar no intervalo [—t + h,t]. De fato, se ¢; e ¢y sdo
coeficientes de um mesmo grau arbitrario dos polindémios ¢; e go, respectivamente, entao
C1+Cy = he

co<t=c >—-t+h,

cy > —t=c <t+h.

mas ¢; <t <t+ h. Dai, temos

T(fn,d—1,t) = (2t —h + 1)1, (3.31)
Note que N(f,2,t) = 2[;3 T*(f,¢,t) é o namero de representagoes f; + fo, com
0fi =d,0fs < d—1 e ambos irredutiveis. Dai,
d—1 d—1 d—1
ST 00 = N(f,2,) =D T(f,4,0) = T*(f,6,1) (3.32)
=0 (=0 (=0

é o nimero dessas representacoes em que pelo menos um dos polindémios é redutivel. Como
|M(ag_1 — 1,d,t)| é o ntimero de polindémios monicos, redutiveis, com coeficiente de x4~

igual a ay_1 — 1, grau d e altura no maximo ¢, obtemos

T
L

\M(ag_1 —1,d,8)| < S T(f,6,t) — N(f,2,1). (3.33)

Iy
o

Por outro lado,
T(f7€7t> _T*(fvéat) < |M(ad—1 - 17d7t)| -1+ |M(d_ ]-at)| -1
pois cada f; € M(a4_1,d,t) determina no méaximo um fo = f — f; moénico com grau

d — 1, altura ¢, redutivel ou nao e, da mesma forma, cada fo € |M(d — 1,t)| determina no
méximo um f; = f — fo monico com grau d, altura ¢, redutivel ou ndo. Entéo, por (3.32),

d—1 d—1 d—1
ZT(f7£7t) _N(f727t) = ZT(f7£7t) - ZT*(.ﬂgvt) <
(=0 (=0 =0

d—2

ST, 04) +T(f,d—1,8) = T*(f,d = 1,t) <

i

ZT(fa&t) + |M(ad—1’d’ t)| + |M<d - 17t)| =

=0

—N(f,2,t) < |M(ag-1,d, t)|+ |M(d—1,t)| = T(f,d—1,t)
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No caso d = 3, por (3.21) temos « := |M(3 — 1,t)| = |[M(2,t)] ~ 2tlogt e se
B = |M(az — 1,3,t)|, pelo item (i) do Lema 3.1.4, temos tlogt < § < tlogt. Dai, por
(3.29),
202 = N(f,2,t) < (2)* = (2t —2h +1)* +a + 8

<4(2h—1)t—(2h =1 +a+ B <42h— )t +a+ 8 < tlogt.

Como tlogt < 3, por (3.33) temos tlogt < B < T(f,0,t) +T(f,1,t)+T(f,2,t) —
N(f,2,t) e por (3.29), obtemos

tlogt < 1+ (2t + 1)+ (2t +1)> = N(f,2,t) =
tlogt < (2t)* + 6t +3 — N (f,2,t) =

(2t)% — N(f,2,t) > tlogt.

No caso d > 4, ja que V; := wvol (A(1,1,0)) = 0, o Teorema 3.2.4 fornece

N(f,2,t) = (20)1 + O(t?72).

Para finalizar a prova do teorema, devemos mostrar que o termo O(t?~2) acima é o
melhor possivel. Consideramos o polinémio f, definido em (3.30). Por (3.33), temos
T(f, 4, t) — N(fn, 2,t) > 0. Dai, usando (3.28) e (3.31), obtemos

¥
no

(2t +1)t -1
(2t+1)—1

N(fn,2,t) <Y 2t +1)7 + (2t +1-h)"' = + (2t +1—h)"1 (3.34)

<.
Il
o

Fixamos quaisquer h > 2 e d > 4. Entao, para t suficientemente grande,

1\“' 3 3
1 <o (24D < S (2
(1+5) =3=@+n<ien

[\]

(2t +1)4

(2t + 1)t < 3. 20720 o g 3.20734072

(2t + 1)1 —1

< 3.2%73d-2,
(2t+1)—1 —

Entao, como 1 — h < —1, por (3.34) temos

N (fn,2,t) < 3-2973¢772 1 (2¢ — 1)1, (3.35)
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Além disso,

(2t — 1) < (26) — (d — 2)(2t)* 2, quando t — oco. (3.36)

De fato, para t suficientemente grande, temos

(1 1)d1+M<1:>(E)dl+<d_2)<1:>

2 2t 2t 2t
(2t — 1) 4 (d - 2)(2t)7 2 < (2t)T .

Entao, por (3.35), temos

N (fn,2,t) < 3-2973772 1 (24)41 — (d — 2)(2t)* 2
=207 + (3 —2(d - 2))2% 342
= (20)7 — (2d — 7)247 342
< (26)T 1 — 12,
ja que —(2d — 7)2973 < —2 < —1. Dai, por (3.24), concluimos que N (fy,2,t) =
(2t)471 4+ O(t972) e, entdo, que o termo O(t?72) < —t?~2 ndao pode ser aumentado.

O



Consideracoes Finais

Neste trabalho, seguimos uma dire¢ao algébrica e uma analitica para abordar um
analogo a Conjectura de Goldbach, o qual denominamos por Propriedade de Goldbach
e determina que cada elemento de um anel de polindémios R[x] com grau n > 1 é
escrito como soma de dois polindmios de R[z], irredutiveis e de grau n. No Capitulo
1, apresentamos uma série de defini¢bes, exemplos e resultados da Teoria de Anéis,
da Geometria Euclidiana n-dimensional, assim como notagoes da Teoria Analitica dos
Nuameros, que foram necessérias ao longo da pesquisa.

No Capitulo 2, apresentamos resultados que estabelecem casos gerais de dominios de
integridade com tal propriedade. Ao provarmos que um dominio Noetheriano R contendo
uma infinidade de ideais maximais satisfaz a Propriedade de Goldbach, observamos que
nao ha como concluir o mesmo para um dominio local, isto é, um dominio que possui um
unico ideal maximal. Isso ocorre porque o método utilizado pede que R possua pelo menos
dois ideais maximais cumprindo algumas hipoteses. Entretanto, estudos mais profundos
sobre o Critério de Irredutibilidade de Hilbert [17] mostram que um corpo finitamente
gerado satisfaz a Propriedade de Goldbach.

No Capitulo 3, apresentamos uma andlise assintotica de N'(f, k,t) por meio de uma
técnica que envolve volumes de politopos n-dimensionais. N (f,k,t) é definido como
o namero de representagoes de um polindémio f(x) € Z[z] moénico como soma de k > 2
polindmios inteiros, moénicos, irredutiveis e de alturas no méximo ¢, para t suficientemente
grande. Nada se sabe ainda sobre a possibilidade de utilizar esse método para estudar o
comportamento assintotico de N (f, 2, t) para polinomios f(x) € R[x] # Z[z], assim como
para generalizar os resultados obtidos no artigo [11] sobre o anel Z[f][x], considerando
k> 2.
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