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Resumo

RAMALHO, Leandro Quintao Martins, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, outubro
de 2020. Superficies com angulo constante em M? x R. Orientador: Ady Cambraia
Junior.

Um dos problemas interessantes na area de Geometria Diferencial de subvariedades
é a analise, caracterizacao e obtencao de superficies, que possuem uma propriedade
geométrica pré-estabelecida em variedades homogéneas tridimensionais. Neste trabalho
apresentamos o teorema de classificacao das superficies que fazem um angulo constante
com alguma diregao pré-fixada no espaco produto M? x R (onde M? denota uma variedade

bidimensional de curvatura constante).

Palavras-chave: Geometria Riemanniana. Submersao de Killing. Formas espaciais.

Variedades produto. Teorema de Classificagao. Teorema de Frobenius.



Abstract

RAMALHO, Leandro Quintao Martins, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, October,
2020. Constant angle surfaces in M? x R. Adviser: Ady Cambraia Junior.

One of the interesting problems in the area of Differential Geometry of sub-varieties is
the analysis, characterization and obtaining of surfaces, which have a pre-established
geometric property in homogeneous three-dimensional varieties. In this work we present
the theorem of classification of surfaces that make a constant angle with some pre-fixed
direction in the product space M? x R (where M? denotes a two-dimensional variety of

constant curvature)

Keywords: Riemannian geometry. Killing submersion, Space forms. Product manifolds.

Theorem of Classification. Frobenius’s Theorem.
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Introducao

O estudo da Geometria Diferencial das subvariedades, geralmente, se comega pelo caso
de superficies no espaco euclidiano R3. Em seguida, se estende o estudo, variando por
um lado a dimensao ou a codimensao da subvariedade e, por outro lado, alterando o
espaco ambiente. Assim, uma ampla classe de espacos que ganharam o interesse entre os
geometras é representada por espagos homogéneos e teve sua classificagao completa por
Thurston em [14]. Essa classificagdo pode ser feita em termos da dimensao do grupo de
isometrias, ou seja,

i. As formas espaciais canonicas R3, H? e S3, cujo grupo de isometrias ¢ 6-dimensional.

ii. Quando o grupo de isometrias da variedade tridimensional tem dimensao 4,
chamaremos esses espagos de FE>(r, 7). Assim, temos os seguintes casos:

B}k, 7)=H*(k) x Rse s <0eT=0
E*(r,7)=S*(k) x Rse k >0eT =0
E*(k,7) = Nilyse k =0e T #0
E*(k,7) = PSLy(R,7)se k <0 e T #0.

Uma importante variedade que nao aparece nesta lista é chamada esfera de Berger.
As esferas de Berger E?(k,7) = S2, estao faltando, dado que seu grupo de isometrias
esta contido no grupo de isometria de S?.

iii. Quando a dimensao do grupo de isometrias ¢ 3, a variedade possui a geometria do
grupo de Lie Sols.

Uma classe de superficies, chamadas de Superficies com Angulo Constante(S.A.C.),
foi intensivamente estudada na maioria desses espagos recentemente. Por defini¢ao, uma
superficie cujo vetor normal unitario faz um angulo constante com uma direcao fixa é
chamada superficie com angulo constante. Esse problema foi resolvido primeiro em 5|
para o espago produto S? x R e depois para H? x R em [7] e |8], onde usaram o modelo
do meio plano superior e o modelo de Minkowski, respectivamente. Ja uma abordagem,
mais recente, no estudo de superficies com angulo constante em R? ¢é incluida em [9]. O
angulo considerado nestes trabalhos foi o formado entre o normal unitario da superficie
S2 C M2 x R e a direcdo tangente a R.

A ideia de estudar superficies com diferentes propriedades geométricas nos espacos
produto foi iniciada por H. Rosenberg e W. Meeks em [13] e [12], onde eles consideraram



o caso geral de uma superficie S? e procuraram superficies minimas no espaco produto
M? x R.

Neste trabalho pretendemos apresentar, de forma detalhada, o Teorema de
Classificacao das superficies com angulo constante em M? x R, onde M? ¢ R?, H? ou S?.

11
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados algumas nocoes basicas da Geometria Hiperbolica,
Esférica e uma breve revisao da Geometria Riemanniana necessarias para compreensao
do contetido tratado nos capitulos subsequentes. As principais referéncias utilizadas
sao [1], [2], [3] e 4]

1.1 Nocoes de Geometria Hiperbélica

Considere o conjunto H? C C onde,
H?> = {z € C;Im ()}
dotado da seguinte métrica

U, v
gu(u,v) = ]<m2—(z>0)’ para u,v € T, H.

O par (H? gg) é chamado de modelo do semiplano superior de Poincaré e constitui
um dos modelos da geometria hiperboélica plana.

Figura 1.1: Semiplano de Poincaré.
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Definigao 1.1. Sejam 2y € H? e u,v € T, H> Dessa forma, definimos o dangulo
hiperbdlico entre os vetores u e v como sendo o numero 6 € [0, 7] onde

(u, V)

cosf = ———
|l [ 0] |

e o dngulo orientado entre u e v, denotado por Z(u,v) € (—m,m) € dado por

cos (£(u,v)) = {u, V)

lllolls

Definigao 1.2. Seja v : [a,b] — H? uma curva de classe C' em H? e y(t) = (z(t), y(t)).
A curva vy € chamada uma curva reqular se, para cada t € [a,b], tem-se 7'(t) # 0. O
comprimento hiperbolico da curva v € definido por

La() = [ W@t
@ T W0
/a 0 dt. (1.1)

Exemplo 1.3. Considere o segmento de reta
V(t) = (.1'1 + t<x2 - £E1>,y0), te [07 1} € Yo > 0.
Dessa forma, ~'(t) = (2 — x1,0). Assim, seu comprimento é

|$2 — a1
Yo .

Lu(y) =

Obs 1.4. Observe que a altura do segmento de reta horizontal influencia no comprimento
hiperbolico do segmento. Quanto mais alto estd o segmento, menor € o comprimento
hiperbolico. Este exemplo € importante, pois nos dd uma indicacao de que as translagoes
verticais, diferentemente do caso euclidiano, nao sao isometrias do espaco ambiente.

Definicao 1.5. Sejam U,V C C conjuntos abertos. Dizemos que uma aplicacao compleza
f:U —V € uma aplicacao conforme se ela preserva dngulos orientados, ou seja, para
cada zo € U eu,v € T,,U, tem-se

Z(u,v) = Z(Dz f (u), Dz [ (v))-

Obs 1.6. No caso particular de f : U — U ser uma bije¢iao, nomeamos tal funcao de
transformacao conforme de U.

O resultado a seguir, estabelece uma relagao direta entre aplicagoes holomorfas entre
dois abertos de C e aplicagoes conformes.

Lema 1.7. Sejam U,V C C dois conjuntos abertos e f: U — V uma aplicacao. Dessa
forma, f € uma aplicagiao conforme se, e somente se, f € holomorfa e além disso verifica
a condi¢ao que f'(z) # 0, para todo z € U.
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Demonstragao. Veja |3|, pag 48. ]

Enunciamos a seguir o conjunto de transformacoes conformes de H?, o qual denotamos
por pg. Tal conjunto munido da operagao de composi¢ao de fungoes é um grupo.

Proposicao 1.8. O grupo de transformacoes conformes de H? ¢

u:{zHM—M;a,b,c,dER, ad—bc:l}.
cz+d

Demonstracao. Veja |3|, pag 49. ]

A seguir definimos a distancia entre dois pontos de H?. Dados dois pontos quaisquer de
R2, a distancia euclidiana entre eles é igual ao comprimento do segmento de reta ligando
estes pontos, ou seja, ao minimo dos comprimentos das curvas ligando aqueles pontos.
Dessa forma, definimos a distancia hiperbolica entre dois pontos z,y € H?, denotado por
dy(z,y), como

dy(z,y) = inf {Lu(v),7 : [0,1] = H?,7(0) = z,7(1) =y, v € C' por partes} .

Definigao 1.9. Dizemos que uma curva vy : [a,b] — H?, C* por partes e reqular, é uma
geodésica, se para cada par de de pontos em v ([a,b]) a curva v é minimizante entre esses
pontos, ou seja,

du(v(t), v(t2)) = Lu(y)[t, t2] = /t 2 1Y ()| |mdt, ¥ t1,t2 € [a,].

Definicao 1.10. Dizemos que um difeomorfismo ¢ de H? é uma isometria de H?, se ¢
preserva a métrica gy, ou Seja,

gu(u,v) = gu(D,p(u), D,p(v)), z € H?, u,v € T,H?.

Mais ainda, ¢ serd positiva se preserva a orientagao. Caso contrdrio, diremos que @ €
uma isometria negativa.

Obs 1.11. Note que toda isometria de positiva de H? é uma transformacao conforme,
pois, preserva o dngulo orientado entre os vetores tangentes.

Definicao 1.12. Seja C' = C(zg,7) um circulo com centro em zy e raio r. A inversao
com respeito ao circulo C' € a aplicagao Ic que leva um niumero complero z # zy no
numero complero z* que se encontra sobre a semirreta partindo de zy e passando por z
satisfazendo a sequinte relacao

|z — 20||2* — 20| = 7%

No caso em que C' € uma reta entao a inversao por C' € definida como sendo a reflexdo
por C'.
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Figura 1.2: Inversao pelo circulo C.

Obs 1.13. Formula explicita de uma inversao por um circulo de centro zg e raio r. Note
que, z* — zo = Mz — 29), A > 0. Dessa forma,

|z —20llz— 2] = r
|z — 2|Az — 20| = 7?
Mz — 2> = r?
P
Tz =zl
2
Consequentemente, z* = zy + 74—|z — 29|. Assim,
|z — 20|
2
IC = Zo+r—|Z—20|
|z — 20]?
2
= Z+ — |z — 2|

(z — 20)(Z — Z0)

= 2+ |z — z0].

Z—Z
Vejamos algumas propriedades das inversoes:

(I) I o Ic = I D¢, ou seja, ¢ a aplicagao identidade de C U {oco} .
(IT) Todo elemento z € C(zo, ) sao fixados por I¢. De fato,

T2

IC(Z) = 2zp+ m’Z — ZO|
20+ 22— 2

= Z.
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(III) I leva circulos ou retas em circulos ou retas. De fato, observe o seguinte:

R2
Io(z) = ————a
_ R’+a(z—1q)
B zZ—a
_az+ (R —|laf])
B z—a ’
onde —aa — R? + ||a|| = —R? # 0. Consequentemente, I ¢ uma transformagao de

Moebius. Assim, como toda transformacgao de Moebius leva circulos ou retas em
circulos ou retas (veja [3] pag. 52) concluimos a prova da propriedade.

(IV) I preserva angulos orientados de C U {oco} e assim I é uma aplicacdo conforme.

Teorema 1.14. Toda transformacgdao conforme do modelo do semi-plano superior H? ¢
uma isometria de (H?, gg). O grupo de isometrias positivas de (H?, gu) denotamos por
Isom™(H?) e consideraremos a isometria negativa de H? definida por h(z) = —z, dai

az—i—b‘ —az —b

F(T2Y — c -
Isom (H)—{ZHCZ_’_d,zH =1 d

: a,b,c,dER,ad—bczl}.

Demonstragao. Ver [3], pag 57. ]

A seguir, apresentamos alguns lemas e teoremas, afim de apresentar as geodésicas de
H? e suas principais propriedades onde deixamos claro quais sao todas as geodésicas de
H? e que por dois pontos quaisquer de H? passa uma tnica geodésica.

Lema 1.15. As semirretas verticais, r(t) = xo +ti, t € [0,00) e xy € R, sdo geodésicas
de (H27 gH)

Demonstracao. Para se provar esse resultado, basta mostrar que para qualquer curva
de H? ligando os pontos r(t1) e r(ty) tem comprimento maior que Ly(r(t1),r(t2)). De fato,
suponha que v : [0,1] — H? seja uma curva de classe C! por partes tal que y(0) = r(t;) e
(1) = r(tg), entao

Lu(y) = |17 ()] [mdt

Observe que, como por hipotese v(0) = r(t1) e y(t2) = r(t2), entdo

Im(r(t,)) =t = y(0)
Im(r(ty)) =ta = y(1).
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Dessa forma,

Ly(v) = |In(tz) — In(ty)]
= Lu(r)(r(t), r(ty)).

O
Lema 1.16. Os semicirculos ortogonais ao bordo assintdtico sao geodésicas de (H?, gg).
Demonstrag¢ao. Considere dois semicirculos C' = C(zg,7) ¢ C" = C(x + 1, 2r) tangentes
ao bordo de H2. Note que, IC = L é uma semirreta vertical. De fato,

472

Ior(xg—7) = x0+7T+
oo —7) 0 xog—1r— (zo+7)

= Xog—T.
472

Ici(xog+1r) = x20+7+
C(O ) 0 x0+7’—(:v0+r)

= Q.

Como I, por definigao, leva circulos em circulos ou retas temos que Io(C) = L. Sendo
assim, como v é uma isometria e L é uma geodésica de H?, entdo segue que I} (L) = C
também ¢é uma geodésica de H?2. O

@
zo— R¥0 2o+ R o + 3R

Figura 1.3: Geodésicas de H?

Teorema 1.17. Por dois pontos de H? passa uma tinica geodésica. Além disso as tinicas
geodésicas de H? sao as semirretas verticais e os semicirculos ortogonais ao eizo real.

Demonstragao. Ver [3], pag 62. ]

Obs 1.18. Esse fato de que por dois pontos quaisquer de H? passa uma tinica geodésica nao
¢ verdade em todas as superficies. Por exemplo, em (S?,gs), sendo gs a métrica induzida
de R3, existe uma infinidade de grandes circulos, que sao as geodésicas, passando pelo polo
norte e pelo polo sul.

Definicao 1.19. Diremos que uma geodésica v € completa se suas extremidades estao no
bordo assintético de H?2.
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Figura 1.4: Exemplos de geodésicas completas

1.1.1 Isometrias Positivas de H?>

Nesta secao descrevemos, geometricamente, todas as isometrias positivas de H?2,
as quais sao classificadas em trés tipos: isometrias parabolicas, isometrias elipticas e
isometrias hiperbdlicas.

Definicao 1.20. Os circulos tangentes ao bordo assintdtico e as retas horizontais contidas
em H? sao chamados horociclos de H?.

Figura 1.5: Horociclos de HZ.

Proposicao 1.21. Os horociclos de H? sdo preservados por isometrias de H?, ou seja, a
imagem de todo horociclo por uma isometria qualquer de H? € um horociclo.

Demonstragao. Seja f : H? — H? uma isometria e C um circulo tangente ao bordo
assintotico. Como f é uma isometria, entao f é uma transformagao de Moebius, ou seja,
leva circulos ou retas em circulos ou retas.

Se f(zo) € R, entao f(C') nao pode ser uma reta de H? pois nenhuma reta ¢ tangente
ao ponto f(xg).Logo, f(C) tem de ser um circulo tangente ao 0, H?.

Se f(zg) = oo entao f(C) nao pode ser um circulo, pois, nao existe circulo tangente
ao co. Assim, f(C) tem de uma reta e deve ser horizontal tangente ao bordo assintotico.
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O caso em que C' é uma reta horizontal é analogo. m

As isometrias positivas de H? podem ser classificadas quanto ao nimero de pontos
fixos. Vejamos a seguir esta classificagao.

Seja T' uma isometria positiva de H? diferente da identidade, isto ¢,

_az—i—b
x4+ d

T(z) ad —bc=1, a,b,c,d € R.

(I) Suponha ¢ # 0. Um ponto z € H? U 0, ,H? ¢ fixo por T se, e somente, se T(z) = z,
ou seja,

az +b

cz+d
c4+dz—az—b = 0
c2+(d—a)z—b = 0

a—d=++/(a—d)?+4bc
2¢ '

A —=

A =

(IT) Se ¢ = 0, entao T é da forma T'(z) = az+b. O oo é um ponto fixo de T, pois,
T (o) = 0.
Sea=1,T(z) =z+bentao b = 0.

Sea;«él,T(z):az—i-bentéoz:l b :
—a

Definicao 1.22. Seja T uma isometria positiva de H?.

(I) Dizemos que T é uma isometria hiperbolica ou uma transformagao hiperbdlica
quando ¢ # 0 e A > 0. A isometria possui dois pontos fixos no eixo real, ou
se T(z) =az+b, coma# 1, T possui um ponto fixo no eixo real e 0 co.

(II) Dizemos que T é uma isometria parabolica ou transformagao parabolica quando
c#0e/A = 0. A isometria possui apenas um unico ponto no eixo real. Se
T(z) =z+0b, b0 entdo o unico ponto fixo € co.

(III) Dizemos que T' € uma isometria eliptica ou transformagao eliptica sec # 0 e A <0,

entiao T possui apenas um unico ponto fizo em H2.

A seguir, descrevemos geometricamente as isometrias positivas examinando como atua
sobre as geodésicas e horociclos de H? x R.

Isometrias hiperbdlicas

Sejam f uma isometria hiperbolica de H?, x; e x5 os pontos fixos de f sobre o bordo
de H?, ou seja, x1, 79 € O-H2. Seja r a geodésica completa de H? de extremos z; e .
Se x1,x2 € R, entao r é um semicirculo ortogonal ao bordo assintético.
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Figura 1.6: Geodésica completa v com extremos x; e xs.

Figura 1.7: Geodésica completa v com extremos z; e oo.

Se x1 = 00 ou T = o0 entao r € a semirreta vertical que comeca em x7 ou x,.

Note que, a imagem de r por f é uma geodésica cujas extremidades sao x; e xa, pois,
X1 € xg sao pontos fixos e f é isometria. Entao a tnica geodésica com tais extremidades
é r. Logo, f é globalmente invariante, ou seja, f(r) =r.

Sendo p € r, teremos que f(p) € r. Supondo, sem perda de generalidade, que a
orientagao ¢ de x; para xq, seja ¢ # p € r, onde ¢ esté entre p e f(p). Entao f(q) esta
entre f(p) e x5 pois f é injetiva.

Proposicao 1.23. Seja f € uma translacao hiperbolica. A distdancia hiperbélica entre um
ponto qualquer da geodésica completa r e sua imagem por f € constante.

Demonstrag¢ao. Queremos mostrar que dy(p, f(p)) = cte, sendo p € r. Note que,

du(p, f(q)) = du(p,q) + dulq, f(q))
= duz(p, f(p)) + du(f(p), f(q))-

Como f é uma isometria, entao du(p,q) = du(f(p), f(q)). Assim,

du(q, f(q)) = dulp, f(p))-

Logo, du(p, f(p)) = cte. O

Portanto, a distancia hiperbdlica entre um ponto qualquer de r e sua imagem por f é
constante, chamemos de A esta constante, A > 0. Concluimos que, f leva cada ponto de
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r sobre o ponto de r situado entre p e x5, se encontrando a uma distancia hiperboélica A
de p.

Seja zy um ponto qualquer de H?. Seja o a tinica geodésica completa de H? passando
por zp e ortogonal a 7. Seja p a interse¢ao de ov com r. Necessariamente, f(«) é a geodésica
passando por f(p) e ortogonal a r. Mas f(z9) é um dos dois pontos de f(«) situados
a uma distancia hiperbdlica de f(p) igual a dy(zo,p) porque du(zo,p) = du(f(20), f(p)).
Finalmente, como f preserva a orientagao de H?, f(z() se encontra na mesma componente
conexa de H? — {r} que zy. Isto determina completamente a imagem de zy e determina a
descricao geométrica de uma isometria hiperbolica de H?.

L1 T2

Figura 1.8: Isometria hiperbolica.

Obs 1.24. A aplicacao f, definida anteriormente, é denominada transla¢ao hiperbolica
de largura \ ao longo de r no sentido de x1 para .

Isometrias paraboélicas

Suponha f uma isometria parabodlica e z; o seu tnico ponto fixo, ; € 9 H2 Se
1 = 0o entdo f(z) = z+0b, b# 0. Portanto, f é uma translagao horizontal euclidiana do
vetor (b, 0). Neste caso, a descri¢ao geométrica de f se resume a uma translagao euclidiana.
Note que, os horociclos de H? que sao tangentes ao 0o sao as retas horizontais. Além disso,
f fix globalmente cada uma dessas retas.

Considere agora, um ponto p = (z,y) > 0 do horociclo Cy, = {z € H? | Im(z) = yo}
tal que f(p) =p+b=(x+b,yp). O comprimento hiperbélico do arco C,,, delimitado

por p e f(p), € |b|/yo. De fato, o segmento que liga p e f(p) é

alt) = (1-=t)p+tf(p), t €]0,1]
= (x+1tb,yo)
a(t) = (b,0).
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Assim,

La(a) = /0 1||o/(t)||Hdt
_ /Olﬁdt

Yo
1
- [y
o Yo
_ bl
Yo

Concluimos assim, que f leva cada ponto p € H? em um dos dois pontos do horociclo
passando por p, o sinal de b determinara qual dos dois pontos serd a imagem de p por f.
Suponha que x; # oo € R. Observe que, fazendo as relagoes ad —bc =1, [a+d| =2 e
f(x1) = x1, temos

ar; +b
=z
cr1+d !
ary +b = cx% + dx;.

Dai, se |a + d| > 0, entao

cxi+ (d—a)r; =

at+d = 2 (1.2)
ad —bc =
Assim,
b = cxi+(d—a)r
= cri+2(d—1)x. (1.3)
Entao

(2—d)d — (cx]+2(d —1Dx1)e = 1
cd+c*(z;—1) = 0
d = 1—cx. (1.4)

Das equagoes (1.2)), (1.3) e (1.4]), temos a = 1 + cxy, b= —ca?. Assim,

(1+ cxy)z — ca?

f(z) = , ¢ # 0.

cz+1—cx;

Logo, se a + d = 2, entao

(1+cxy)z — ca?

f(z) =

cz+1—cx
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Se a +d = —2, entao

(—1+cxy)z — ca?

f(z) =

cz—1—cxy

Considere a isometria positiva g(z) = , temos g(z1) =00 e g7 H(z) = —1/z+ ;.

I, — 2
Seja R = g o f o g°!, observe que R ¢ uma isometria positiva pois f~1, f, g sao
isometrias positivas. Tome z um ponto fixo de R entdo R(z) = z se, e somente, se
g(f(g71(2))) = = se, somente, se z = g(r;) = oo, entdao R é um a isometria parabdlica
cujo tnico ponto fixo é oo, entdo R(z) = z + k, k # 0V 2z € H2 Isto vai simplificar
consideravelmente a descricao geométrica de f.

Seja C' um horociclo tangente ao O,H? em z; € R, entdo

f = g'oRog
fle) = g7 (R(g(c))).

Logo, g(C) é uma reta horizontal entdo R(g(c))) = g(C), pois, R deixa fixa cada uma
dessas retas por se tratar de uma isometria parabodlica. Assim,

fle) = g7'(g9(c))
- C.

Portanto, f deixa globalmente fixo todo horociclo tangente ao 9,,H? no ponto z; € R.

Determinemos agora, a imagem de um ponto qualquer de H?. Seja p um ponto de H?,
chamemos C), o tnico horociclo passando por p e tangente a R no ponto x;. A imagem
de p se encontra sobre C, porque f preserva cada horociclo tangente ao ponto x;. Note
que, o comprimento hiperbolico do arco de C), delimitado por p e f(p) é

Lulp, f(p)] = Lug(Cp)lg(p), R(g(p))]
|R(g(p)) — 9(p)|
Im(g(p))
le|.|lz1 — p|?
Im(p)

Logo, f leva cada ponto p de H? em um dos dois pontos que se encontram sobre o
mesmo horociclo €, passando por p tangente ao ponto z; € R tal que, o comprimento

2
el ey —pl?

m(p)

hiperbolico do arco C,, delimitado por p e cada um de seus pontos seja

escolha deste ponto é determinada pelo sinal de c.

Isometrias elipticas

Seja f uma isometria eliptica. Seja zy € H? o ponto fixo de f. Lembremos que, se
u € T,,H? é um vetor tangente ao ponto 2y, sua imagem pela D, f é f (z)u, isto &, o vetor
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Figura 1.9: Isometria parabolica.

tangente a zp é obtido fazendo uma rotacao de angulo igual ao arg f/(zg) e multiplicado
por |f (z)|. Assim, se r é a geodésica passando por z, e tangente a u, sua imagem
por f & a geodésica passando por zp e tangente a eu, onde § = argf (z). De fato,

sabemos que cos f = M e além disso, f (20) = |f (20)]€™, onde o = arg(f ()
, 1" (zo)ul [ull
e u = uy + tus.Logo, temos
fzo)u = |f (z0)l€"™ (ur + ius)

= (|f (20)](cos a uy —sen a uy), |f (20)](cos a uy +sen a uy).

Assim,

!

(f (zo)u,u) = |f (20)|(u? + ud) cos a
= |f (20)|||ul|* cos a.

Dessa maneira,
!
|/ (z0)[]|ul|* cos

1 Golllul*

isto, implica que § = o = arg(f (z)), pois, o angulo orientado esta entre (—m, 7).

cos 0 =

Seja z # zp € H2. Tome r a tnica geodésica passando pelos pontos z e z,. Considere
u € T,,H? um vetor nao nulo tangente a r no ponto zy. Chamamos de r™ a componente
conexa de r —{z} contendo z. Sem perda de generalidade, suponha que a orientacao seja
de zyp — z, entdo a imagem de r™ por f é a semi-geodésica que termina em 2, e comeca
em f(z), onde o vetor D, f(a) tangente unitario faz um angulo orientado § = argf (zo)
com u. Logo, f(z) é o tnico ponto de f(r™) tal que d(f(z), z0) = d(z, z0), pois, 2z é ponto
fixo e f é uma isometria. Isto determina completamente f(z). Note que, f se comporta
como uma rotagao hiperbodlica de centro zy e de argumento 6 = argf '(zo).

As isometrias do disco de Poincaré D sao analogamente classificadas como no caso
do modelo do semi-plano superior, que podem ser explicitas mediante a isometria

z—i
o(z) = Pt Os trés tipos de isometrias sdo:
Z+i

(I) As isometrias (translagoes) hiperbdlicas , que admitem dois pontos fixos distintos
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F'(zo)u u

Figura 1.10: Isometria eliptica.

no bordo assintotico de D, sdo translagoes sobre a mesma geodésica (se o ponto esta
na geodésica) ou translagoes sobre a equidistante que junta os dois pontos fixos (se
0 ponto no esta sobre a geodésica).

(IT) As isometrias (translagoes parabdlicas) que admitem um ponto fixo duplo no bordo
assintoético de D, sao isometrias que deixam globalmente fixo cada horociclo tangente
ao ponto fixo, isto é, dado um ponto p sua imagem f(p) mora no horociclo que passa
por p e é tangente ao ponto fixo.

(III) As isometrias elipticas que admitem um tnico ponto fixo em D, sdo as rotagoes
hiperbélicas .

1.2 Nocoes de Geometria Esférica

Nesta se¢ao, iremos introduzir alguns conceitos basicos da geometria esférica, mas
lteis para este trabalho. A principal referéncia utilizada é |11].

Note que, a esfera euclidiana, se trata do conjunto,
S? = {(z,y,2) eR® : 2” + y* + 2° = 1}

dotado da métrica induzida do espaco Euclidiano tridimensional. Porém, ao fazer uso
da projecao estereogréfica podemos escrever o espaco S? de forma intrinseca, isto é, sem
mencao do espago ambiente. Dessa maneira,

S?=R?’Uco

e sua métrica ]
1+ 22492

Sua base natural é dada por {9,,9,} e sua base ortonormal {e; = A7*9,,es = A9, }

ds® = \ (dx2 + dy2) , sendo \ =

Proposigao 1.25. O grupo das isometrias da esfera ¢ formado por Isom (S*) = Os,
sendo Oz o grupo das matrizes ortogonais de R3.

Demonstragao. Veja |2], pag 36. ]
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Proposicao 1.26. As inicas geodésicas de S* sao os grandes circulos.

Demonstracao. Veja [1]. O

1.3 Nocgoes em Geometria Riemanniana

Nesta secao estamos interessados em apresentar algumas definicoes e resultados
da Geometria Riemanniana que serao importantes para compreensao deste trabalho.
Tomamos como referéncia o livro de Geometria Riemanniana do Manfredo do Carmo [4].

Definicao 1.27. Um conjunto M é uma variedade diferencidvel de dimensao n se existe
uma familia de aplicagoes biunivocas p; : Uy C R™ — M, com U; conjuntos abertos de R"
em M, tais que:

() Uit = M.

(II) Para todo i,j onde @;(U;)Np;(U;) = W £ 0, entao o; (W) e ; (W) sio conjuntos
abertos em R™ e cpj_l o @; € uma aplicacao diferencidvel.

(11I) {(Ui, i)} € a maior familia satisfazendo as condigdes anteriores.

Sendo p € ¢;(U;), a aplicagao ¢; é chamada de parametrizagao de M em p e ¢;(U;) é
dita uma wvizinhanca coordenada de M em p.

Exemplo 1.28. 1. R",H" ¢ S" sao wvariedades diferencidveis n-dimensionais com
curvatura de Gauss constante;

2. Uma superficie reqular em R3 € uma variedade diferencidvel bidimensional.

Definicao 1.29. Sejam M[" e M} duas variedades diferencidveis. Dizemos que uma
aplicagao ¢ : My — My € diferenciavel em p € My se dada uma parametriza¢ao
y:V CR" — My em ¢(p) existe uma parametriza¢io z : U C R™ — M; em p
tal que (z(U)) Cy(V) e

yltopor:UCR™ — V CR"

¢ diferencidvel em x7'(p). E ¢ serd diferencidvel em um aberto U C M, quando for
diferencidvel em cada ponto de U.

Observe que, da condigdo (I7) da Definigao [1.27, segue que esta definicao de
diferenciabilidade independe da escolha de = e y.

Definicao 1.30. Seja M wma wvariedade diferencidvel de dimensao n. Uma curva
diferencidvel em M € uma aplicagdo o : (—€,€) — M diferencidvel. Assim, suponha que
a(0) =p € M, e defina D como sendo o conjunto das fungoes de M que sao diferencidveis
no ponto p. O vetor tangente & a emt =0 é o' (0) : D — R e dado por

/ d(foa)

a(0)f = g , [ €D.
=0
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E, um vetor tangente a M em p € o vetor tangente a alguma curva o : (—€, ) — M,
onde a(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M no ponto p serd denotado
por T, M.

Observe que, ao tomarmos uma parametrizagdo « : U — M™ num ponto p = z(0),
obtemos as expressoes de f e de a em funcao desta parametrizacao como sendo

flze,...,zn) = fox(q),q= (x1,...,2,) €U e a(t) = z(x1(t),...,x.(t)).

Portanto, ao restringir f a «, obtemos

/ d(f o
t=0
o df(zy,. . 1y)
B dt t=0

SN0 (50)

- (Z;: 2;(0) <ai>0> f.

o (0) = Zn:a;;(()) (81)0'

Observe que (%) se trata do vetor tangente a curva coordenada da parametrizacao
/o

x em p. Da equagao acima, é possivel concluir que o vetor tangente a uma curva o no
ponto p apenas depende das derivadas coordenadas (%) . E ainda decorre que T,M,
segundo as operagoes usuais de fungoes, forma um espaco vetorial de dimensao n e uma

base deste espaco é {(%) R, <82 ) }
0 n 0

Definicao 1.31. Sejam M, e M, duas variedades diferencidveis. Uma aplica¢ao ¢ :
M, — My ¢ um difeomorfismo quando ela € diferencidvel, bijetiva e sua inversa @'
também € diferencidvel. ¢ € dita um difeomorfismo local em um ponto p € M se existem
vizinhagcas U de p e V de ¢ tais que p : U — V' seja um difeomorfismo.

Teorema 1.32. Sejam M" e M3 variedades diferencidveis e ¢ : My — My uma
aplicagao diferencidvel. Se p € My € tal que dy : Ty,My — T, Mz € um isomorfismo,
entao ¢ € um difeomorfismo local em p.

Definigao 1.33. Sejam M{" e M3 variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ : My —
M, € dita uma imersao quando sua diferencial dp : T,M; — T, M,y € injetiva para
todo ponto p € M. Agora se, além de ser uma imersao, ¢ ainda for um homeomorfismo
sobre sua imagem @(My) C My dizemos que ¢ € um mergulho. Quando My; C M; e
1 : My — My é um mergulho, dizemos que M, é uma subvariedade de My.
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Obs 1.34. Se tivermos ¢ : M™ — N™ uma imersao, entao m < n e a diferencan —m €
definida como a codimensdo de .

Definicao 1.35. Seja M uma wvariedade reqular. Um campo de wvetores X € uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um vetor X(p) € T,M. Em termos
de aplicagcoes, X pode ser definido como sendo uma aplicacao de M no fibrado tangente
M. O campo € diferencidvel, sempre que a aplicacao X : M — T M for diferencidvel.

Ao tomar uma parametrizacao = : U C R — M podemos obter uma expressao para
o campo X em funcao dessa parametrizacao dada por

ondeai:U—>Ue{8%1}éabasedeTpM,izl,...,n.

Definicao 1.36. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade
diferencidvel M. Definimos colchete como sendo o campo [X,Y] = XY — Y X, que
consequentemente também € diferencidvel.

Vejamos agora algumas propriedades envolvendo campos diferenciaveis e colchetes.

Proposicao 1.37. Sejam X,Y e Z campos diferencidveis em uma variedade M, a,b
numeros reais e fungoes diferencidveis f e g. Entao, sao validas as sequintes propriedades:

1. [X,Y] = —[Y, X] - anticomutatividade
2. [aX +bY, Z] = alX, Z] + b]Y, Z] - linearidade
3. XYL, Z1+ Y, Z), X|+ [[Z, X],Y] = 0 - identidade de Jacobi

4. [fX,9Y] = fglX, Y]+ fX(9)Y —gY (/)X

Demonstragao. 1. [X,)Y]=XY -YX =—(YX - XY)=-[Y, X]

2.
aX +by, Z] = (aX —0Y)Z — Z(aX — 1Y)
= aXZ —-bYZ —aZX +bZY
= a(XZ-ZX)+bYZ - 2Y)
= a[X, Z]+ [V, Z]
3. Note que,

= (XY -YX)Z - Z(XY = YX)
= XYZ-YXZ-ZXY +2YX



1.3. NOCOES EM GEOMETRIA RIEMANNIANA 29

Enquanto,
(X, [V, Z)|+ Y2, X]] = XYZ-2Y)-(YZ-2ZY)X+Y(ZX - X7)
—(ZX - X2)Y
= XYZ-XZY+YIX+2ZYX+YZX -YXZ
—ZXY + XZY

= XYZ-YXZ-ZXY+ZYX

Assim, obtemos,

HX> Y],Z] = [X7 [Y7 ZH + [Yv [Zv XH And HX> Y],Z] + HY> Z]’X] + HZ? X]’Y] =0

4. Observe que:

fX,gY]=fX(gY)—gY(fX) = [fgXY +[X(9)Y —gfYX —gY(f)X
= folX, Y]+ fX(9)X —gY (/)X

]

Definicao 1.38. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica riemanniana € uma
correspondéncia que associa cada ponto p € M um produto interno (, ), em T,M que
varia diferencialmente, isto €, para todo par X,Y de campos de vetores diferencidveis em
uma vizinhanga V- C M, a fun¢ao (X,Y) € diferencidvel em V.

Definicao 1.39. Uma variedade diferencidvel M, munida de uma métrica Riemanniana
€ denominada variedade Riemanniana.

Definicao 1.40. Sejam M e N duas variedades Riemannianas. Um difeomorfismo
f:M — N € dito uma isometria se

(u, v)p = (dfp(u), dfp(v)) £ ) (1.5)
para todo p € M;u,v € T,M.

Definicao 1.41. Sejam M e N duas variedades riemannianas e f : M — N uma
aplicacao diferencidvel. Dizemos que f € uma isometria local em um ponto p € M se
existe uma vizinhan¢ap € U C M em que f : U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo
a equagao (|1.5)).

Definicao 1.42. Seja M uma variedade diferenciavel. U aplicagao diferencidvel o : I C
R — M, onde I € um intervalo aberto, € denominada uma curva em M.

Definigao 1.43. Seja o : I — M uma curva em M. Um campo de vetores ao longo
de o € uma aplicagio que em t € I associa um vetor tangente V (t) € T,M. E dizemos
que esse campo V' € diferencidvel se para toda fungao diferencidvel f em M, tivermos que
t— V(t)f é uma aplicacio diferencidvel em I.
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Obs 1.44. Chamamos o campo da(%) de campo tangente de o e o representamos por
Z—i‘. Observe ainda que, nem sempre um campo vetorial ao longo de uma curva o pode ser
estendido a um aberto V-C M.

O conjunto dos campos de vetores C*° em M sera denotado por X(M) e por D(M) o
anel das funcgoes reais de classe C* em M.

Definicao 1.45. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel é uma aplica¢ao

Vo X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VxY

satisfazendo as sequintes propriedades:

1. fo+gyZ = vaZ —l—gVyZ,
2. Vy(Y +2)=VyY +VyZ,
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

sendo X, Y, Z € X(M) e f,g € D(M).

Definigao 1.46. Seja M uma variedade Riemanniana com métrica (,) e conexdao afim
V. A conezao € dita compativel com a métrica (, ), quando

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ) , ¥ X,Y,Z € X(M).

Definicao 1.47. Uma conexdo afim V numa variedade diferencidvel M €é chamada
simétrica quando

VxY —VyX = [X,Y], para todo X,Y € X(M).

E agora, ¢é possivel enunciar um Teorema de grande importancia.

Teorema 1.48. Seja M uma variedade Riemanniana. Existe uma inica conexao afim V
em M satisfazendo as condigoes:

(I) V € simétrica,

(II) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Tal conexdo é denominada conexao de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.
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Demonstracao. Considere inicialmente que exista tal conexao V satisfazendo as condigoes
acima. Assim,

X (Y, Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ) (1.6)
Y (Z,X) = (VyZ,X)+ (Z,VyX) (1.7)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (Y,VY) (1.8)

Ao somar (2.92)),(2.93)) e subtrair (2.94), fazendo uso da propriedade simétrica de V,

encontramos
X(Y,Z) —|—Y<Z,X) — Z(X,Y> = ([X,Z] ,Y> + ([Y,Z] ,X) + ([X,Y] Z> +2<Z,VYX>
Assim,
<Z,VYX> = %{X (Y,Z> +Y(Z,X> — Z(X,Y)
—([X,2],Y) ([, 2], X) = (X, Y] 2)}.

Conforme pode ser visto acima, V estd determinada, univocamente, pela métrica (, ).
Portanto, caso exista a conexao, ela sera tinica.

Agora, para a implicagao contraria, basta definir V segundo a equagdo acima. Dessa
forma, é facil verificar que esta est4 bem definida e que satisfaz as duas propriedades
desejadas. O]

A partir daqui, considere M uma variedade Riemanniana munida de sua conexao
Riemanniana.
Definicao 1.49. Uma curva parametrizada v : I — M € dita ser uma geodésica em
dry

D
to €1 se 7 <$> =0 em ty. Caso v seja uma geodésica para todo t € I, dizemos que y

€ uma geodésica.

Definigao 1.50. A curvatura R de uma dada variedade Riemanniana M € uma
correspondéncia em que a cada par X,Y € X(M) associa uma aplicagio R(X,Y) :
X(M) — X(M) dada por

R(X, Y) =VyvVxZ —-VxVyZ + V[X,y}Z, Z € %(M)
sendo V a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.51. A curvatura R de uwma variedade Riemanniana goza das sequintes
propriedades:

e R ¢ bilinear em X(M) x X(M), ou seja,

R(fX1 +9X2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X5, Y1),

R(X1, fY1+gYa) = fR(X1,y1) + gR(X1,Y2),
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e Para todo X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear,
ou seja,
R(X,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

para D(M), e Z, W € X(M).

Definicao 1.52. Um tensor T' de ordem r em uma variedade Riemanniana € uma
aplicacao multilinear

T:X(M) x...x X(M)— D(M).

Isto significa que, dados Xi,... X, € X(M), T(X,...,X,)é uma funcao diferenciavel
em M e T ¢ linear em cada entrada, ou seja,

T(X1, ..., fX +qY,....X,) = fT(X1,....X,) + gT(Ys,....Y,.... X,),
para todo X,Y € X(M), f,g € D(M)

Exemplo 1.53. Seja o Tensor Curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — D(M)
dado por:
R(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z, W)

para X,Y, Z,W € X(M). E imediato verificar, por tudo visto anteriormente, que R é um
tensor de ordem 4.

1.3.1 Imersoes Isométricas

Definigao 1.54. Sejam M™ e N™ variedades riemannianas. Uma imersao f : M — N
¢ chamada imersao isométrica se (u,v)(df,(u),df,(v))sp), para todo p € M e todo
u,v € T,M.

. . - . —n+
Considere a imersdo isométrica f : M™ — M. Em cada ponto p € M temos a

decomposi¢ao o
T,M =T,M & (T,M)*

que varia diferencialmente com p. A partir daqui, usaremos X,Y, Z,... para indicar
campos diferenciais de vetores tangentes e letras gregas &, 1, ¢, ... para indicar campos
diferenciais de vetores normais. Dados X, 7 temos:

onde A é o operador de forma associado a 7. A componente perpendicular V+ de V1 é

chamada de conexao normal da imersao. Verifica-se facilmente que a conexao normal V
possui as propriedades usuais de uma conexao.

Proposicao 1.55. Dados X,Y,Z, W € X(M) temos a chamada, Equagao de Codazzi

VxAY — Vy AX — A[X,Y] = kcos(8) (g(Y, T)X — g(X,T)Y)
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e a Equacao de Gauss,

RX,Y,Z,W) = g(AX, Z)g(Ay, W) — g(Ay, Z)g(AX, W)
—k(9(X, 2)g(Y, W) — g(Y, Z)g(X, W) — g(Y, T)g(X, Z)g(T, W)
—g(X, 1)g(Z, T)g(Y, W) + g(X,T)g(Y, Z)g(T, W)
+9(Y.T)g(Z,T)g(X, W))

onde g € K sao a métrica e a curvatura de M, respectivamente.

1.4 Teorema de Frobenius

Nesta secao exibimos o Teorema de Frobenius, o qual é parte fundamental na
determinacao da parametrizacao da superficie S. Entretanto, primeiramente se faz
necessario apresentarmos algumas defini¢oes. Para estas defini¢oes, que antecedem o
Teorema, considere M como sendo uma variedade diferencidvel de dimensao n.

Definicao 1.56. Uma distribuicao diferencidvel r-dimensional ® em M € uma atribui¢ao
que associa cada ponto p € M d um subespago vetorial de T,M de dimensao r tal que,
para todo p € M eziste uma vizinhanga U C M de p e campos de vetores diferencidveis
X1, X0, ..., X, € X(U) tais que {X1(q), X2(q), ..., X, (q)} € base de ®, para todo q € U.

Definigao 1.57. S C M ¢ dita ser uma variedade integral de ® se S é uma subvariedade
r-dimensional de M com T,S =9,,Vp € S.

Definicao 1.58. Uma distribuicao diferencidvel ® € completamente integral se, Vp € M
existe uma variedade integral S que passa por p.

Definicao 1.59. Uma distribuicao ® em M ¢é involutiva se,

X,Ye®=[XY]eD. (1.9)

Entao, vejamos o que diz o Teorema de Frobenius.

Teorema 1.60 (Frobenius). Toda distribui¢cao involutiva é completamente integrdvel.

Demonstragao. Ver [10]. O
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Capitulo 2

Superficies com angulo constante em
M? x R

Neste capitulo apresentamos os principais resultados da dissertacao. Mais
precisamente, apresentamos o teorema de classificagdo das superficies com &angulo
constante em M? x R onde onde M? ¢ uma forma espacial bidimensional. Na secao
[2.1] apresentamos o espago ambiente bem como alguns resultados comuns sobre imersoes
em M? x R. Em seguida, apresentamos separadamente a classificacao das superficies com
angulo constante em R3, H? x R e S? x R, respectivamente. As principais referencias
usadas neste capitulo sao: [5], [6], [9]-

2.1 Aspectos de M? x R

M?(k) ¢ uma forma espacial bidimensional, completa e simplesmente conexa de
curvatura constante x, com x = —1,0, 1. Logo,

e para k = —1, M?(—1) = H?, onde H? denota o espaco hiperbdlico.
e para k = 0, M?(0) = R?, onde R? denota o plano euclideano.

e para k = 1, M?(1) = S?, onde S? denota a esfera unitaria euclideana.
O espago M?(k) ¢ munido com a métrica gy = A*(dx?® + dy?) onde

—1

e \(z,y) = — quando k = —1.
Y

e \(z,y) =1 quando k = 0.

e \xz,y) = 5 quando x = 1.

1—a2—y
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Dessa forma, a métrica do espaco ambiente M? x R ¢ a métrica produto, dada por

gvexr = A2(do? + dy?) + dt?

Dada a variedade Riemanniana M? x R munida da métrica produto guzyg, temos a
conexao de Levi-Civita associada, que denominaremos por V.

Lema 2.1. As conexdes de M? x R sao dadas por

Vi, By

Ve E
VB
Ve, B,

Vi, Es

Vi, Es
Vi, Es
Ve, Fs
Vi, Es

Ay
—33 F,
Az
Poh
0

A

Az
_ﬁEl
0

0
0
0

sendo {E1, By, E3} uma base ortonormal de M? x R.

Demonstragao. Considere {Fy, Es, E3} uma base ortonormal de M? x R. Sendo X; =

0 0
AR} a

e X3 = — entao, X; = \E;, parai = 1,2,3. A conexao de Levi Civita em

termos dos simbolos de Christoffel Ffj ¢é dada por:

(2.1)

3
Vi X; =Y TEXe
k=1

Temos que a métrica de M? X R é gyewr = A\?(dz? + dy?) + dt*. Assim, a matriz [g;;] ,

onde gij = <X“X]> s é
A0 0
[gz]] = 0 )\2 0
0 0 1

Note que, a matriz [g;;] é invertivel sendo

0
o= L
A

V)

1

A2
0
0

= o O

0
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a sua inversa. Dessa forma, teremos que
1 3
Iy =5 > X + Xjon — Xigii} g (2.3)
k=1

¢ a expressao dos simbolos de Chistoffel da conexao Riemanniana em termos dos g¢;; (dados
pela métrica).

Assim, da equacgao (2.1)), temos

vxle — F%le + F%lXQ + Fi)ng.

Da equagao ([2.3)), concluimos que:

3
1
ST 5 Z { X191k + X1kt — Xegn } g™
k=1
1
= 3 {X1911 + X191 — X191} g"!
1(0 0 0 1
I _)\2 _)\2__)\2 -
25" Ta o }A
Az
= (2.4)
2 g k2
I = B Z {Xagie + Xagin — Xigui} g
k=1
1
= 3 {X1g12 + X191 — Xogu1} 9
1(0 0 0 1
= —{=0+=0— =N}~
2{@6 5,7, }A
Az
= (2.5)
3 g k3
Iy, = 3 Z {Xagu + Xigi — Xkgutyg
k=1
1
= 3 {Xig13 + X1931 — X391} g%
1(0 0 0
= {04 =0—- =\
215, a4 }
= 0. (2.6)
Consequentemente,

_ A A
X1=-"2X, — 22X, 2.
Vx, AT A (2.7)
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Por outro lado, usando que X; = AF;, temos

Vi, X1 = Vag B

= Vg \E

= ME(A)E, + Vg, B

= \NE| + Vg EL. (2.8)

Ao fazer X; = AE; na equagao ([2.7)) e igualando com (2.8)), obtemos que

— A
Vi By = VB,

Procedendo de forma analoga, se obtém as demais conexoes de M? x R. O

2.1.1 Isometrias de M? x R

Lema 2.2. Seja f: M? x R — M? x R definida por f(z,t) = (f1(2), f2(t)), entdo [ €
uma isometria em M2 x R se, fi € isometria de M? e fy € isometria de R.

Demonstragdo. Seja p = (pp,py) € v = (vp,v,) € T,M? X R, entao

IDHEIE = 15 e+ 20,

8z "z " ot " ot ) yeon

1D fp, (n)[I* + 1D foy,, (v
= lonll* + llvo]I®

= l(vn, w)lI”
= |lll*.
Dai, || D f, ()|l = [Jv]]- O

Obs 2.3. A reciproca do Lema acima, em geral, nao € verdadeira. Um contraexemplo é:
a isometria linear em R, com coordenadas ((z,y),t) dada pela sequinte matriz ortogonal:

10 0
A= |0 cos § —sen 0

0 sen 6 cos 0

Em coordenadas, essa isometria € uma rotacao em torno do eixo x dada por

T(x,y,t) = (x,y cos § —t sen O,y sen 0+t cos 6)=(fi, f2).

Observe que fi = (x,y cos 0 —t sen 6) e fo = (y sen 0+t cos 0) claramente nao
sdo isometrias de R? e R, respectivamente.
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Porém, a reciproca do Lema anterior é verdadeira quando M? = H?, como podemos
ver no Lema a seguir.

Lema 2.4. Seja f: H? xR — H? x R definida por f(z,t) = (fi(2), f2(t)), entdo f € uma
isometria em H? x R se, somente se, fi € isometria de H? e f, € isometria de R.

Demonstragao. A demonstragdo da volta ¢ imediata, basta usar o Lema [2.2] Para a
ida faremos o seguinte: Seja G = {g € Isom(H?> x R) / g = (g1,92)} Como G age
transitivamente sobre H? x R, ento existe uma isometria g € G; g(f(0)) = 0. Note que
do(g o f)(v) = w, w € Ty H?> x R. Compondo com outra isometria de G, digamos g,
obtemos g 0 g o f é a identidade. Logo,

f=gtog! €qG.
Portanto f; é uma isometria de H? e f, é uma isometria de R. m

Na secao apresentamos alguns exemplos de superficies imersas em H? x R
invariantes por isometrias do ambiente.

2.1.2 Imersoes Isométricas em M2 x R

Seja ¢ : S — M2 xR uma imersao de uma superficie completa e orientavel na variedade
produto M? x R. Por uma questao de simplicidade trataremos as propriedades da imersao
¢ como as das superficie S e denotaremos a imagem de ¢(S) por S. Denotaremos por ()
a métrica puxada do ambiente sobre S e por V a conexao de Levi-Civita associada a (, ).

Seja N o campo normal unitério sobre S, que sera fixado com sendo a orientagao de
S. Denotaremos por A o operador de forma. Assim, as formulas de Gauss e Weingartein
sao dadas respectivamente por

VxY =VxY+ <VyY,N > N, (Gauss)

VN = —AX, (Weingarten)
para todo X,Y € X(M).

Dada a imersao S com orientacao fixada pelo normal unitario N, denotaremos por &
o campo vertical tangente a variedade R. Vamos decompor o campo £ nas componentes
tangente e normal com relagao a superficie S. Isto é,

§=T+vN, (2.9)

onde T' é a projecao tangente de & sobre S e vV é a projecao de £ sobre o campo normal
N. A funcao v = cos é chamada de func¢ao dngulo.

Como o campo T € X(S) definimos um tensor 7 de ordem quatro sobre S

T:X(9*—=R
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dado por
Ty = 9(X,Y)g(Y,t)g(W,T) — g(X, W)g(Y,T)g(Z,T)

onde X, Y, Z W € X(S).

Proposicao 2.5. Seja S uma superficie Riemanniana simplesmente conexa com métrica
g, conexdo V e tensor de curvatura Riemanniana R. Entdo, para todo X,Y, Z, W € X(5),
temos

R(X,Y, Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) = g(SX, Z)G(SY,W) + g(SX,W)g(5Y, Z).
(Equagao de Gauss)

VxAY —VyAX — AX,Y]| =kcosO (g(Y,T)X — g(X,T)Y). (Equagao de Codazzi)

E também, as sequintes equagoes sao satisfeitas pela imersao

TP +v? = 1 (2.10)
VxT = vAX (2.11)
Xcost] = g(AX,T). (2.12)

onde

R(X’ Y. Z, W) = _5[9(X> W)Q(Ya Z) o g(X, Z)g(Y, W)] - ’%[T){(Z> W) o 7;/X<Z’ W)]

Demonstragao. Veja [16]. O

T
Daqui para frente, iremos considerar # constante com 6 & <0, 5) . No caso § = 0

temos que ¢ ¢ ortogonal a superficie e, portanto, S ¢ localmente M? x {ty}, enquanto no

™ . . .
caso # = > & é sempre tangente a superficie. Isso corresponde ao produto Riemanniano

entre uma curva em M? e R.
Como & =T + cos N, segue que

L= [[¢]* = IT|I* + cos® OI|N||* = ||T||* + cos® 6.

Assim, ||T']| = sen 6. Defina a seguinte base ortonormal sobre o plano tangente de S:
T
6 = —— (2.13)
1Tl
JT
eg = —0, (2.14)
Jeal

onde J é a rotagao de angulo 7/2 no sentido anti-horério sobre o plano tangente a S.

Proposicao 2.6. Os vetores ey e ey sao diregoes principais.

Demonstracao. Da equagao (2.12), como 6 é constante, segue que

g(AX,T) =0,V X € X(S).
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Como A é um operador autoadjunto, temos
g(X,AT) =0,V X € X(9), (2.15)
consequentemente, AT = 07. Logo T' é uma direcao principal associada a 0.
Como JT = ~T + oJT, segue que

_ g(AJT,T)  g(JT,AT)
-San ~ emn " (2.16)

Logo, JT também é uma direcao principal,associada a o. O

Proposicao 2.7. Seja S uma superficie imersa em M? x R fazendo dngulo constante com
a dire¢ao vertical . Seja {ey,es} a base ortonormal definida em . A conexao de Levi
Cwita V de S € dada por

V6161 - 0 Veleg - O
Ve,e1 = ocotg(f)es Ve,ea = —ocotgbe;.

Demonstragao. Da equagao (2.11)), decorre que

VT = 0 (2.17)
VT = ocosOJT. (2.18)
E consequentemente,
VrJT = 0 (2.19)
VrJT = ocostT. (2.20)
Assim, obtemos
T 1
Vel = Ve T e

Logo, V., e; = 0. Procedendo de forma semelhante encontramos as demais conexoes.
O

Proposicao 2.8. Se S € uma superficie com dngulo constante 0 # 0 em M? x R, entdo
M tem curvatura Gaussiana constante K = kcosf.

Demonstracao. Ao tomar X = e,Y = ey, Z = X e Y = W na [Equacao de Gauss|
obtemos o resultado em questao. O

2.1.3 Sistema de coordenadas

Com a finalidade de simplificar os calculos, introduziremos um sistema de coordenadas
locais em torno de um ponto fixado sobre a superficies S. Para tanto, usaremos uma
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ferramenta classica da geometria, a saber: o Teorema de Frobenius. Considerando
as notacoes estabelecidas na secao anterior, provamos no préximo resultado que a
distribuicao ey, es é involutiva.

Proposicao 2.9. A distribuicio ® = {e1,ea} € involutiva.

Demonstragao. Para provar que esta é uma distribuigao involutiva mostramos que [e;, €]
é paralelo a ey. Segue das equacgoes | Gauss| e de [Weingarten| que

Vees =V es e Veep =Ve,e.

Assim, da Proposigao 2.7 temos
[e1, €2] = o cotg fes.

Portanto a distribuigao ¢é involutiva.

]

Logo, do Teorema de Frobenius segue que existe um sistema de coordenadas ortogonal
(U, (u,v)) suficientemente pequeno em torno de p € S, ou seja, uma parametrizagao local
¢: U — S tal que ¢, = aey e ¢, = feg com «, f € C°(M).

Como [y, ¢,] = 0, obtemos

0= [pu, 0] = [aer,Pes]
= Vﬁegael - Va615€2
= fuea+ afiVe e — aner — afiVe,en
= er — (Bu + afBo cotgb)es.

Assim,

ay = 0 (2.21)
Bn = afocotgh. (2.22)

A equagao ([2.21]) nos da que aw = a(u). Assim, através de uma mudanga de coordenadas,
podemos assumir que o = 1. Logo, a métrica de S é dada por:

gs = du® + *(u,v)dv’.

O operador de forma referente a base {¢,, ¢, } é dado por
0 0
0 o)’

onde 0 = tgfH—.
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Note que ao substituir, na (Equagao de Codazzi), X = 0, e Y = 9,, obtemos

oy + Kksenfcosd + o? cotg = 0

(2.23)

onde k é a curvatura de Gauss da base M?. Dessa forma, temos a seguinte Proposicao.

Proposigao 2.10. As equagoes

oy + Kksenfcosd + o? cotg = 0

By — PBocotgh =0

sendo k a curvatura Gaussiana de M, possuem as solugoes:

para kK =0
_ tgd
o(u,0) = u+ a(v)
Blu,v) = ¢(v)(u+ afv))
ou,
o(u,v) =0
B(u,v) = B(v)
para k = —1
o(u,v) = sen d tanh(ucosd + C(v))
B(u,v) = D(v) cosh(ucosd + C(v))
ou,
o(u,v) = £senf
B(u’ U) — D(U)e:lzucosé‘
para kK =1

o(u,v) = —senftg(ucosf + C(v))

B(u,v) = D(v) cos(ucosd + C(v)).

(2.24)

(2.25)

(2.26)
(2.27)
(2.28)

(2.29)

(2.30)
(2.31)
(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Demonstracao. Basta resolver usando o método de variaveis separaveis. Vejamos o caso

de Kk = 1.
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0, = —senfcosf—c?cotgh
Oy
= -1
sen 6 cosd + o2 cotg
1 Ou
7 7 o2 = —1.
sen 6 cos 1+< >
sen 0
Integrando,
1 o
“ du = -—1.
sen@cos@/l ( o )2 “
_I._ -
sen ¢

Resolvendo a integral acima e isolando o, obtemos

o = —senftg(ucosd + C(v)). (2.36)

Agora, vamos resolver a EDO de . Substituindo a equacao (2.36]) em (2.25), temos

B sen(ucosf + C(v))
fu = =P Cosecos(u cosf + C(v))
Bu sen(ucosf + C(v))
B s cos(ucos® + C(v))

Integrando a equagao acima encontramos,

In(B) = In(cos(ucosd+ C(v))) + D(v) (2.37)
B = D(v)cos(ucosf + C(v)).

E assim, concluimos a prova para o caso de k = 1. Os demais casos nao apresentaremos
aqui, mas sao feitos de forma semelhante a este. O

2.1.4 Sistema de equacoes diferenciais

Seja ¢ : S — M? x R uma superficie com angulo constante imersa na variedade
produto M? x R, com orientacao dada pelo vetor normal unitario NV e com um sistema de
coordenadas locais tais que as curvas coordenadas sejam linhas de curvatura, conforme
apresentado na secao anterior. Isto é, ¢, = e1 e ¢, = [Bes. Assim, as fungoes coordenadas
devem satisfazer.

Lema 2.11. Seja ¢ : S — M? x R uma superficie com dngulo constante imersa em
M? x R. Seja (U, (u,v)) um sistema de coordenadas locais em torno de p € S. Nesta
vizinhanga coordenada ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v), t(u,v)). As fungées coordenadas x(u,v),
y(u,v) e t(u,v) satisfazem:

e para a fungao t
ty =senf et, =0 (2.39)
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® para as fungoes x ey

N(22 +y2) = cos’ (2.40)
N(zh+yy) = B (2.41)
2 2 2 T2 2 -
onde A =1,— ou [ quando M = R* H* ou S, respectivamente.
Y - =y

Demonstracao. Note que,
¢u = (:ru(u, ’U), yu(uv U), tu(“’a U))
G = (T, 0), yo(u,v), ty(u,v)).
Usando a métrica g temos

ty = 9(du, &) =gler, T+ cosON) = g(e1,T) = send
by = g(¢07€) = g(ﬂe%T) =0

Logo, t(u,v) = usenf + ¢, com ¢ € R. Como as translagdes verticais sdo isometrias
do espago ambiente, podemos, sem perda de generalidade, assumir que ¢ = 0, ou seja,
t(u,v) = send.

Por outro lado,

1=g(du,du) = N(2l+ys)+12=N(x) +y,) +sen’0
9(Du, b0) = N(Tuy + Yuly) + tuty = N (200 + Yuly)
B% = g(dv, ¢u) = Nz +yl)+t=N(a)+ ).

E assim concluimos a segunda parte do Lema. O]
O préximo resultado serda de suma importancia para demonstragao dos Teoremas de
classificagao nas secoes subsequentes.

Proposicao 2.12. A imersao ¢ satisfaz o sequinte sistema de equagoes
diferenciais(EDP’s)

Au A
0 = Quut 3 2oy, >\52 5y sen 0 (2.43)
0 = ¢w+ ~+ al qﬁu (A“ %) by — A— sen O¢ (2.44)
B 52 Bu  Au Ao By sen 0/ A D
0 = owt I (%) o (A 2 Yoo+ 20 (-2 )6 )

Demonstracao. Usando as propriedades da conexao, juntamente com o Lema [2.11}
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obtemos:
_ Ay
Vioubu = Guu+ cos’ 9 qbu — oS 9)\52% sen 6 cos QTN (2.46)
— )\ Ay
Voo = Gy + — cOS 200, + qﬁv — Tsenécos ON (2.47)
_ A
_ _ 2_ v 2 u
Voubo = =B+ A¢U+5 tg 6N (2.48)
Por outro lado, da Equacao de Gauss temos
Vb = Voo + (Voo NYN = Veer + (¢u, Sler)) = 0 (2.49)
v(ﬁugbv = v(f)vqbu + <v¢u¢v7 N> N = vﬁegel + <¢ua S(¢v) > ﬁﬁuqsv (250)
Vit = Vobut (Voo NN = 50, = 58,6, + 68, t0N. (251

Assim, igualando as equagoes (2.46)), (2.47) e (2.48) com (2.49), (2.50) e (2.51)),
respectivamente, juntamente com o fato de N = (£ — T')/ cos 6 segue o resultado. ]

Agora, usando os resultados provados até o momento, iremos provar o Teorema
de Classificacao das superficies com angulo constante em M? x R. Apresentamos,
nas proximas secoes, cada caso separadamente, uma vez que cada espago tem suas
peculiaridades.

2.2 Superficies com angulo constante em R?

Teorema 2.13 (Teorema de Classificacio em R3). Uma superficie S em R3 é uma
superficie com dngulo constante se, e somente se, € localmente isométrica a uma das
sequintes superficies:

a) ou a superficie dada por

¢: S — R (u,v) — (ucosf(cosv,senv) + v(v), usen )

com
y(v) = cos (—/ a(T) SeanT,/ a(T) COSTdT) :
0 0

b) ou uma parte aberta do plano xsenf — z cosf = 0.

c) ou uma parte aberta do cilindro v x R onde v € uma curva suave em RZ.
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Demonstracao. Primeiramente, iremos mostrar que as superficies acima sao de fato
superficies com angulo constante. Para o item (a):

¢ = (ucosB(cosv,senv)+ y(v),usend)
¢y = (cosfcosv,cosfsenwv,send)
¢y = (cosB(u—+ a(v))(—senwv,cosv),0).
Assim,
¢u X ¢y = ((u+ a(v))(cosfsen b cos(v), cos 0 sen d sen(v), cos® §)) .

E,
60 X 6l = (u+ a(v))?cos 8 = [|6u x Gyl = (u+ a(v)) cos .

Consequentemente, o normal unitario de .S é dado por

Pu X P

N = = (—senf cos(v), —senfsen(v), cosf).

ldux dull

Dessa forma, sendo ® o angulo entre os vetores N e £, temos

cos(®) = ({, N) = (senfe; + cosON,N)
= senf (e;, N) + cosf (N, N)
= cosfb.

Logo o angulo entre £ e N é constante e portanto, esta é uma superficie com angulo
constante.

De modo andlogo, se conclui que as superficies dos itens (b) e (¢), também sao
superficies com angulo constante.

Reciprocamente, vamos provar que todas as superficies com angulo constante sao
isomorfas as superficies dadas pelo Teorema [2.13] De fato, segue da Proposi¢ao que
a terceira componente de ¢(u,v) é dada por

t(u,v) = usenb.

E assim,
¢ = (h(u,v),usenf)
onde h(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) € R2

Ao considerar A = 1 na Proposicao [2.12] obtemos que o sistema de equagoes
diferenciais para R? ¢ dado por

¢uu =0
¢uv - _%¢U
b = Bfu— %@ 86, tgbN

A Proposicao [2.10| nos diz quais sao as possibilidades para a fungao [ e para o autovalor
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associado a diregao principal ¢,. Estudaremos cada caso separadamente:

tgd

Caso (1): 0 = o)

¢ B =¢)(u+a))
Como ¢y, = 0, temos h,, = 0. Por outro lado,
€1 = Qbu - (hu,SGIl 0)

ller]| = 1 = |hy| = cos O
consequentemente,
hy = cos@f(v)
onde f(v) € R* e |[f(v)| = 1 para algum v. Dessa forma, podemos considerar f como
sendo uma parametrizacao de S'. Integrando com relacao a u,

h(u,v) = ucosOf(v) + v(v)

onde v € R? ¢ uma curva suave. E, ao derivar h com relacao a v, temos

by = (ucosOf'(v) ++'(v),0).

Como ¢, = &qﬁv, segue que

B

By

1
Puv 3 o)

(ucosOf' (v) ++'(v),0).

Por outro lado, ¢y, = ¢y, = (cos@f'(v),0). Assim,

1

cos O f'(v) o)

[uwcos 6f'(v) + ' (v)

\
(u~+ a(v)) cosbf'(v) I ucos@f (v) ++'(v)
V' (v) = cosba(v)f(v)
U’ v
y(v) = COSG/O a(r)f (7)dr.

Sem perda de generalidade, vamos tomar f(v) = (cos#,senf). Dai,

¢(u,v) = (ucosB(cos(v),sen(v)) + v(v), usen )

ondefy:cose(— /0 " a(r) sen(r)dr, /0 Ca(r) cos(T)dT)
Caso (2): o(u,v) =0 e fu,v) = B(v).

Procedendo de forma semelhante ao Caso (1), encontramos:
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d(u,v) = (ucosf(cos(u),sen(u)) + v, usend)
onde v(v) = a(v)(—sen(u), cos(u)),a € C=(I).

Ao aplicarmos uma rotagao de angulo p no plano — xy em ¢, obtemos:

(cosm) sen() ) (ucosecosw)—Z(v) sen(w) _ (ucosd, a(v)).

—sen(u) cos(p) wcos @ sen(p) +

Logo,
od(u,v) = (ucosf, a(v),usen )

que parametriza o plano xsenf — zcosf = 0.

Casos particulares de angulo constante

e =0

48

Neste caso, o vetor normal coincide com a direcao . Assim ¢, e ¢, s@o tangentes
a M e segue (¢,,&) = 0= (¢,,&). Entao (¢,&) = cte. Logo ¢ é um plano paralelo

ao plano — ry e sua parametrizagdo ¢, a menos de isometria, ¢(u,v) = (u,v,0).

0(9:E

Neste caso, & é tangente a superficie M. Assim, M é o produto de uma curva em
R? ¢ R que pode ser parametrizada, a menos de isometria, por ¢(u,v) = (v(v),u)

onde y(v) € R?.

O

A seguir, apresentamos alguns exemplos nao triviais de superficies com angulo

constante em R3.

Exemplo 2.14. Seja 0 = % Para cada funcao o dada abaizo,

1. a(v) =1
2. alv)=v

3. a(v) =2cosv

obtemos uma S.A.C ao usar o item a) do Teorema . Veja os grdficos destas superficies

nas figuras abaixo.
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10

Figura 2.1: SA.Cem R* a(v)=1e6=7/3.

Figura 2.2: S.A.C em R?: a(v) =ved =n/3.
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Figura 2.3: S.A.C em R3: a(v) =2cosv e § = 7/3.
2.3 Superficies com angulo constante em H? x R

Nesta secao, vamos apresentar o Teorema de classificacao das superficies com angulo
constante em H? x R. As principais referéncias para esta se¢ao sao |]§|| e .

Seja ¢ : S ¢+ H? x R uma superficie completa, orientada pelo vetor normal unitario
N, com angulo constante, imersa no espaco produto H? x R. Da Proposicao
juntamente com o Teorema de Frobenius podemos escolher um sistema de coordenadas
locais (U, (u,v)) tal que ¢, = e; = T/||T|| e ¢, = Bey onde T é a projegao do campo
vertical £ sobre a superficie e e = Je; com J a rotagdo de 7/2 no sentido anti-horério
sobre o plano tangente de S.

Seja ¢(u, v) = (x(u,v),y(u,v), t(u, v) a parametrizagao local em torno de um ponto p €
S. Segue do Lema que t(u,v) = usinf. Portanto, para explicitar a parametrizac¢ao
local temos que determinar as fungoes x(u,v) e y(u, v). Aqui, iremos considerar o modelo
do semi-plano superior para H?. Assim, o fator conforme da métrica de H? ¢ dado por
Az,y) = 1/y. Dai, o sistema de equagoes diferenciais parciais dado na Proposigao
tem a seguinte configuragao:
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Yuu

':C’U/U

y’ll/U

Yov

2y — 2= cos® Oz,
Y Y32

Yu Yo )
—Yu cos” 0y,
Y y 32

Yy y B

i <&_@x+&_&x
cos0\ By )" \y )T

51

Entretanto, ao fazer uso das equagoes (2.40)) - (2.42]) é possivel reescrever o sistema

acima como

Yuv

tf’lr"’l)’l)

yvv

2

—ZTyYu

Yy

1

;(3/3 — )

1 Bu

_<xuyv + YuToy) + — Ty

y ) 5

1 Bu

—YulYv — Ty + - Yo

y< ) p

2 1 Bu
&xvyv - mﬁﬂuxu + Exv
1 2 2 1 Bv

Vamos agora resolver este sistema. Integrando (2.52)),

Ty = Ty = — = 2=—

Ty, Y
In(z,) = 2ln(y) + r1(v)

R

Substituindo a equacdo (2.58) em (2.53)), obtemos:

Yuu =~ (g — 7*(v)y")

1
v
“(

Yuuy =y + 2 (0)ye ") =0
YuulY — yi

" + r2(v)e?m¥) =,

z, = y*r(v); r(v) > 0, V.

(2.52)
(2.53)
(2.54)
(2.55)
(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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Fazendo p := Iny na equagao (2.59)) encontramos:
Pun + 172 (0)e* = 0. (2.60)
Dessa forma, temos 2 casos a considerar: z, #* 0 e z, = 0. Isto é equivalente a
considerar na equagao (2.60) 7(v) > 0 para todo v e r(v) = 0 respectivamente.

Caso 1: Se r(v) # 0 para todo v, segue da equacao (2.60|) que
pun + 12 (0)€* = 0= 2pupu = =12 (0)e*2p, = Du(p?) = —1%(v)Du(e*).

E integrando,

[ouiau=- [ oo

2 = 1) +720)
'O“ 11.

\/77 _ 702 62p

Integrando novamente com respeito a u,

/ / 1dw.
m

Ao resolver esta integral, encontramos:

C(v)
n(v)

—1L In <\/772(v) —r2(v)e? + 77(11)) + L In(r(v)e’) = tu + (2.61)

n(v) n(v)

onde C(v) = C(v)n(v). Dai,

<\/n T(v)e cass )) = Fun(v) - C(v).

p

Note que, se fizermos x = Fun(v) — C(v) e A =r(v)e”/n(v), obtemos

L VI— 2,
a4 —

Dessa forma,
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'1+\/1—A2Jr A }
I A 14+ +1— A2

B 1'A2+1+2\/1—A2+1—A2}
2 Al ++/1 - A2)

[\
N | —

|

Logo A = sech(x) e portanto

r(v)ef =

Como e” =y, resulta que

n(v)
u,V) = . 2.62
) = ) coshn(o)u + p(0) (262
Ao substituirmos a expressao de y na equagao ([2.58|) obtemos:
2
" (v)
Tyulu,v) = . 2.63
(u,0) r(v) cosh?(un(v) + p(v)) (263)
Assim, ao integrarmos esta expressao com respeito a u, encontramos
tgh(u cos € + p(v
ofu,0) = (o) BT o), (2.6

Substituindo as equagoes (2.62)) e (2.64) em (2.40]), encontramos n*(v) = cos? 6. Dai,
y(u,v) > 0. Usando que r(v) > 0 e n(v) = cos # nas equagdes (2.62) e (2.64)), encontramos

tgh(ucos @ + p(v))

p— 2-
x(u,v) = cosf (0] +q(v), (2.65)
) f
cos
= . 2.66
ylu,v) r(v) cosh(ucos(0) + p(v)) (266)
Agora, substituindo as equagoes (2.65) e (2.66) em (2.41) e (2.42) encontramos,
respectivamente,
P
cos ) +q¢'(v)=0 (2.67)
e
(In(r)) cosh(ucos @ + p) + p'(v) senh(ucos O + p) = £. (2.68)

Temos que, as equagoes (2.52)-([2.55)) sao satisfeitas para as equagoes de z e y, dadas
em (2.65)) e (2.66). Ao derivar a equagao (2.65)) com relagao a u e depois a v obtemos .
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Por outro lado, substituindo as equagoes (2.65)) e (2.66) em (2.54) obtemos uma segunda
expressao para T,,. Igualando essas expressoes encontramos

+ cos @ senh(u cos + p(v))S F cosh(ucos @ + p(v))B, —p cosf =0 (2.69)

De forma semelhante, derivando a equacao (2.66: com relacao a u e depois a v obtemos
Yuv- Por outro lado, substituindo as equagoes (2.65) e (2.66) em (2.55) obtemos uma

segunda expressao para 1,,. Igualando essas expressoes encontramos a mesma condi¢ao
(2.69) E levando em consideragao a condicao ([2.69)), juntamente com as equagoes ([2.65))

e (2.66)), concluimos que as equagoes (2.56]) e (2.57)) também sao satisfeitas.

Usando ([2.68]) e a expressao de 3 encontramos que as funcoes integrais p e r satisfazem:

se 8 = cosh(ucosf + C(v))

P (v) — +tsenh(p(v) — C(v))
{ (In(r(v)) = Fcosh(p(v) — C(v)) (2.70)
se 6 — e:l:ucosG
p'(v) = £(Inr(v)) (2.71)

Obs 2.15. A menos de uma mudanc¢a na varidvel v, podemos considerar as erpressoes

de 8 das equagoes (2.31) e (2.33) com sendo, respectivamente, 3 = cosh(ucosf + C(v))

e 5 — e:ﬁ:ucose.

Caso 2: Se r(v) = 0, para todo v real, entdo obtemos das equagdes (2.58) e (2.60)) que:

z(u,v) = z(v) (2.72)

y(u,v) = q(v)e! (2.73)

onde ¢q(v) > 0 para todo v. Assim, podemos reescrever as equagoes (2.54)) - (2.56)) como
sendo

0 = <% + %) Zs (2.74)
_ (Vu Bu

Yuo = (y + ﬁ>yv (2.75)

Ty = (2% + %) T (2.76)

e a equagao permanece inalterada. Ao substituir (2.72) e (2.73)) em (2.40)), (2.41)) e
encontramos, respectivamente, p(v) = F cos 6, z%(v) = (By)* e ¢ (v)q(v) = 0. J& que
y(u,v)>0 e se impormos a condi¢ao que ¢(0,0) = (0, 1,0) segue que, y(0,0) = ge® = ¢ = 1.
Dai, y(u,v) = ¢qeT*? ¢ € R%, ¢ uma funcdo de u, portanto a equacao (2.75) &

u cos 6

automaticamente satisfeita. Como x, = £8y e, = cosh(ucos + C(v)) ou f = e ,
temos que By s6 pode ser uma funcao de v se 3 = €“*s?. Neste caso, z, = 1 e, portanto,
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x = v, pois 2(0,0) = 0. Assim, a parametrizacao da superficie é¢ dada por:
o(u,v) = (v, eT*? usin ).

CasoParticular : p(v) e q(v) constantes, ou seja, p(v) = p e q(v) = ¢, com p,q € R. Sem
perda de generalidade, vamos tomar ¢ = 0 pois as translacoes ao longo do eixo-z sao
isometrias do espago ambiente. Assim,

_ tgh(ucos® + p) (u,v) = 1
B r(v) y PNY = r(v) cosh(ucosf +p)

x(u,v) (2.77)

Da condicao inicial ¢(0,0) = (0,1,0), segue que p =0 e r(0) = 1. E como r(v) > 0
para todo v, segue que esta funcio pode ser escrita na forma r(v) = e=¢*) com ¢(0) = 0.
Dessa forma, podemos enunciar o seguinte Teorema de Classificagao.

Teorema 2.16 (Teorema de Classificacio em H? x R). Uma superficie S C H? x R ¢
uma superficie com dngulo constante se, e somente se, € localmente isométrica a uma das
sequinte superficies:

(1) ou ¢y : S — H? xR com

tgh(ucos @ + p(v)) cos
(0) 400) T coshucos(@) 1 p(0)) 5" 9)

onde p,q e 1 sio fungoes integrais satisfazendo (2.3)), (2.70), (2.71) e r # 0,
(i) ou ¢g : S — H? x R com

o1(u,v) (cos 0

Py = (v, e“mse,usenﬁ) )

A seguir apresentamos alguns exemplos de superficies com angulo constante em H? x R.

Exemplo 2.17 (S.C.A. invariantes por isometrias hiperbdlicas). Seja o uma curva
parametrizada pelo comprimento de arco no semi-cilindro de H? x R dado pelo produto
da geodésica x* + y*> = 1 pela reta R, ou seja, a parametrizacio de o« € dada por
a(s) = (cos p(s),sen p(s),t(s)). Assim, a superficie invariante por isometrias hiperbolicas
tem a segquinte parametrizagao:

(s, w) = (weos(p(s)), wsen(p(s)), (s)) . (2.78)

O vetor normal unitario N desta superficie € dado por:

E, E FEj
N o= | ¢ o W
by VL UL

= (el — vivs) By + (Wi, — $at) B + (el —vivy) Bs - (2.79)
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onde E; com i = 1,2,3 sio os campos ortonormais de H? x R, o, = (YL, 42 ¢43) e
Yo = ( 317 3%3% ou seja,

El EQ EE;
N = —Ps COt(p)ps ts
cot(p) 1
O 2y
w w
= —ts(senp(s))Ey + tscos(p(s))Eay — pscsc(p(s))Es. (2.80)

Assim, para que uma superficie invariante por isometrias hiperbolicas faga um dngulo
0 constante com a dire¢ao vertical & = (0,0,1), a sequinte equagao diferencial deve ser
satisfeita

cosf = (N,&) = cos = —p, csc(p(s)).

Portanto p(s) = 2arctan(e”27%). Dai, ao usarmos o fato de o estar parametrizada
pelo comprimento de arco obtemos, a menos de uma translagao vertical, que t(s) = ssen 6.
Portanto, a parametrizacao da superficie com dngulo constante que € invariante por
wsometrias hiperbolicas € dada por

Y(s,w) = (w tanh (g — C’) ,wsech (g - C’) , S sen 0) . (2.81)

Na figura abaizo apresentamos um caso particular de superficie invariante por isometria
hiperbolica com dngulo constante em H? x R.

T
Figura 2.4: S.A.C. invaraiante por isometria hiperboélica. Consideramos C' = 0 e 6 = 3
na parametrizagao [2.81]

Obs 2.18. Note que uma S.A.C. invariante por isometria hiperbolica € um caso particular

do Teorema item (1).

Exemplo 2.19 (S.C.A. invariantes por isometrias parabdlicas). Seja o uma curva
parametrizada pelo comprimento de arco mo plano-yt, ou seja, a parametriza¢ao de o €
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dada por a(s) = (0, p(s),t(s)). Assim, a superficie invariante por isometrias parabdlicas
tem a sequinte parametrizacao:

(s, w) = (w, p(s),1(s)) - (2.82)

O wvetor normal unitdrio desta superficie € dado por

E, E, Es
2
pS ps
_ o & -5
N = p p?
1
- 0
P
2
p Ps
p? p

Assim, para que uma superficie invariante por isometrias parabolicas faca um dngulo
0 constante com a dire¢ao vertical £ = (0,0,1), a sequinte equagdo diferencial deve ser
satisfeita

cosf = (N,£) = cosf = _Ps
P
Portanto p(s) = Ce™*°%%  Dai, ao usarmos o fato de « estar parametrizada pelo

comprimento de arco obtemos, a menos de uma translagio vertical, que t(s) = ssenf.
Portanto, a parametrizacao da superficie com dngulo constante que € invariante por
1sometrias parabolicas € dada por

Y(s,w) = (w, Ce > ssend). (2.84)

Veja Figura 2.5.

Obs 2.20. Note que uma S.A.C. invariante por isometria parabolica € um caso particular

do Teorema item (11).



2.4. SUPERFICIES COM ANGULO CONSTANTA EM S? x R 58

Figura 2.5: S.A.C. invaraiante por isometria parabdlica. Consideramos C' =0 e 0 =
na parametrizagao [2.84]

2.4 Superficies com angulo constanta em S? x R

Vamos considerar S? x R como uma hipersuperficie do R* e denotaremos 9, =
(0,0,0,1). A principal referéncia para esta segao é [5].

Seja ¢ : S ¢+ S? x R uma superficie completa, orientada pelo vetor normal unitario
N, com angulo constante, imersa no espaco produto S? x R. Da Proposicao
juntamente com o Teorema de Frobenius podemos escolher um sistema de coordenadas
locais (U, (u,v)) tal que ¢, = e; = T/||T|| e ¢, = Bey onde T' é a projegao do campo
vertical £ sobre a superficie e e5 = Je; com J a rotagdo de 7/2 no sentido anti-horério
sobre o plano tangente de S. Assim, a métrica de S é gs = A\?(da? + dy?) + dt? e a matriz
do operador de forma, na base {¢,, ¢,}, é dada por:

(07)

V61€1 =0 v31€2 =0
Ve,e1 = ocotg(f)ey Ve,ea = —ocotgbe;.

Da Proposicao [2.7] obtemos:

Na Proposicao encontramos que as funcoes \ e 3 sao dadas por

o(u,v) = —senftg(ucosh+ C(v))
B(u,v) = D(v)cos(ucosf+ C(v)),

para k = 1. E a seguir, enunciaremos o Teorema de Classificacao das superficies com
angulo constante em S? x R.

Teorema 2.21 (Teorema de Classificagio em S*xR). Uma superficie S imersa em S* x R
€ uma superficie com dngulo constante se, e somente se, a imersao ¢ € localmente dada
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por ¢: S —S* X R, (u,v) — F(u,v) sendo
d(u,v) = (cos(ucos ) f(v) + sen(ucosf) f(v) x f'(v),usenb), (2.85)

onde f: I —S* é uma curva unitdria e 6 € [0, 7] é um dngulo constante.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos mostrar que a imersao ([2.85)) é uma superficie com
angulo constante em S? x R. De fato,

¢y = (cosf(—sen(ucosh)f(v)+ cos(ucosh)f(v) x f'(v)),senh) (2.86)
¢y = (cos(ucosh)f'(v) +sen(ucosf)f(v) x f’(v),0)
= ((cos(ucos®) + sen(ucos@)r(v)f'(v),0) (2.87)

sendo 7 alguma fungao sobre S. Note que, f(v) x f”(v) é um multiplo escalar de f'(v) ja
que f é uma curva unitaria em S2.

O vetor N normal a S? x R em E* é obtido pelo vetor posicio de ¢ colocando a tltima
componente como sendo 0, assim

N = (cos(ucos®) f(v) + sen(ucosf) f(v) x f'(v),0).

Agora, o vetor N normal a S em S? x R C R* é obtido da seguinte forma, temos
N = (P, cosf), com P € S* x R. De fato, do Lema ¢4 = ucosf. Como ¢, =T/||T||,
segue que T'=senOF, e

E-T
N pr—
cos
1 send
= <_ tg 9¢1u7 _tg 9¢2u7 _tg 0¢3u7 - ¢4u)
cos cosf

cos 6
= (—tgbopy,, —tgbpa,, —tglps,, cosb). (2.88)

1 —sen?6
= (— tg 01, —tg s, — tg s, —)

e consequentemente, para obter o vetor N precisamos identificar P. Temos que,

(N,¢u) = 0 (2.89)
(N,¢y) = 0 (2.90)
(N,N) =0 (2.91)

e consequentemente obtemos, respectivamente, que

cos B(—sen(ucos ) (P, f(v)) + cos(ucosO)P, f(v) x f'(v)) +senfcos =0  (2.92)

(cos(ucos @) + sen(ucos)7(v)) (P, f'(v)) = 0= (P, f'(v)) =0 (2.93)

cos(ucosf) (P, f(v)) + sen(ucosf) (P, f(v) x f'(v)) =0. (2.94)
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Isolando (P, f(v)) na equagao (2.94) e substituindo em (2.92)) encontramos

(P, f(v) x f'(v)) = —senf cos(ucosh) (2.95)
e substituindo ([2.95)) em (2.92)) encontramos
(P, f(v)) = senfsen(ucos0) (2.96)

e assim,

N = (—senf(—sen(ucosf)f(v) + cos(ucosh)f(v) x f'(v)),cosb).

Logo, (N, &) = cosf é constante.

Agora, precisamos mostrar que a parametrizacao das superficies com angulo constante
é localmente isométrica a imersao . Para tal, conforme ja mencionado anteriormente,
iremos considerar a superficie S como sendo uma superficie de codimensao dois imersa
em R*, denotaremos por D a conexao Euclidiana e por V+ a conexdo normal de R*.
Assim, S possui dois vetores normais unitarios, um que é tangente a S? x R, sendo ele
N = (Ny, Ny, N3,cosf), e outro que é ortogonal a S? x R, sendo ele N = (¢, ¢, ¢3,0)
com dois operadores de forma A e A, respectivamente.

Para todo vetor X = (X1, Xs, X35, X4) € T,,S temos
VL = {DxN}" = aN + N
ou seja, a parte normal de {DXN}N . Segue que

a =

X —(X,T)0;) N
X,N)—(X,T){d,, Ny N
= —cosf (X, T)N. (2.97)

(
{
= (X —1(0,0,0,X4),N) N
{
{

Agora, b = <DXN, N> = 0. De modo semelhante, temos

VxN = {DxN}" = (DxN,N)N
= X(N,N)N—(N,DxN)N

= cosf(X,T)N. (2.98)

Como ja temos o operador de forma A associado ao vetor N, precisamos agora
determinar o operador A associado ao vetor N. Da equagao (Weingarten|), Dy N =
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—A(X) + V% N. Consequentemente,

Do N = —A@0)+VEiN
(¢1u7¢2u7¢3u70) = _Z< ) — cos <¢U7T> N
A0) = — (P1y) P2 D34, 0) — cos O sen (Ny, Ny, N3, cos d).
E,
Dy, N = —A(0,)+ Vs N
(¢1U7¢2v7¢3v’ ) = Z( ) _COSQ<¢U7T>N
ADy) = = (P14, P20, 93,,0) — cos 0 (¢, T) N
( ) = (¢1v7¢2v7¢3v7 )
Assim,
{ E(au> = - (¢1u7¢2u7¢3u70> - COSGSGHG<N17N27N37COS9)
A(av) - - (¢1v7 ¢2v7 ¢3v7 O)

Dessa forma, usando ([2.88))

Z(au) = _<¢1u7 (,b2u7 ¢3u7 0) + (SeIl2 e(bluu SeIl2 e(b?uu Sen2 6¢3u7 sen ¢ COS2 ‘9)
= - COSZ 9 <¢1u7 ¢2u7 ¢3u7 sen 9)
= —cos?00,
e
Z(a?)) = = (gblua ¢2ua ¢3ua O) - _1811
Assim,

— —cos?0 0
A (00

Agora que possuimos os operadores de forma A e A vamos determinar o sistema de EDPs
ao qual a superficie S deve satisfazer:

Guu =Dy, 0 = Vo, bu+ (du, A(du)) N
= 0+ <¢u,—0082 ¢u>N
= —cosON
= —cosf(¢y, da, P3,0).

Suw = Do, bu = Vi, 0u + (90, A(du)) N
= ocosfo, + <¢u7 _¢v> N
= 0cos0(¢1,, Pa,, @3, 0).
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¢vv = D¢v¢v = v¢u¢v + <¢’U7Z(¢U)>N

- —ﬁﬁmﬁ%mﬂm,—@ﬁ
— B0+ ot -5,
E dessa forma, temos
Gjw = —cos60, (2.99)
Djuy = 0cCOS0Q;, (2.100)
bhos = —BBuds,+ 01,4 —5%, 2.101)

para j =1,2,3.

Por fim, para concluir a demonstragao, precisamos resolver o sistema acima. Fazendo

uso da equagao (2.10) de o em (2.100)) e integrando com respeito a u, encontramos
¢, = cos(ucosf + C(v))H;(v) (2.102)

e integrando novamente, agora com respeito a v, resulta que

¢; = /U cos(ucos @ + C(y))H;(y)dy + I;(u) (2.103)

vo

para j = 1,2,3 e onde H; e I; sao funcoes arbitrarias definidas em S. Da equagéo (2.99),
usando ([2.103)), obtemos
I.

Juu

(u) — cos® 01;(u) =0
donde concluimos que

I;(u) = K, cos(ucos @) + Ljsen(ucosf) (2.104)
para constantes K, L; € R. Assim, obtemos que ¢ é da forma:

(u, v) = ((IQ + / " cos(Cly)) Hi (y)dy) cos(u cos 0)

vo

+ <L1 - / " sen(Cy)) Hy (y)dy) sen(ucosh),. .., usen e) .

0

(2.105)

Agora, defina as fungoes

Do que foi feito até aqui, possuimos as seguintes condigoes
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<¢u7¢U> =1, <¢va ¢v> = 52(%7})7 <¢U7 (bv) =0
<¢u7]i>:0, <¢vu]i>:07 <]ia]i>:17
2;@ %V>> = 0o (¢, N) =0, (N,N) =1
donde concluimos que,
3
o =1, (2.106)
7j=1
3
> g =1, (2.107)
=1
3]
Y figi =0, (2.108)
j=1
3
> flgi =0, (2.109)
j=1
3 3
SH? = D (f)*+(g))’ = D). (2.110)
j=1 j=1

De (2.106) e (2.107) podemos concluir que f(v) = (fi(v), f2(v), f3(v)) e g(v) =
(91(v), g2(v), g3(v)) sdo curvas em S%. Portanto, g = +f x f’ e sem perda de generalidade,
podemos tomar g = f x f’. Consequentemente, a imersao ¢ : S — S? x R ¢ dada por

é(u,v) = (cos(ucosb) f(v) + sen(ucosf)f(v) x f'(v), usenh) (2.111)

e concluimos assim a prova do Teorema. O
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos e apresentamos resultados sobre a classificagao de superficies
com angulo constante imersas em M? x R , onde M? ¢ uma forma espacial bidimensional
podendo ser R%, H? ou S?, para isso, foi preciso recorrer a diversas literaturas, visto que,
cada ambiente tem suas peculiaridades, apesar de que, para atingir o objetivo principal
a técnica seja semelhante. Vale ressaltar que os trabalhos utilizados como referéncia sao
recentes e existe uma convergéncia entre os autores sobre as técnicas aplicadas, o que é
altamente interessante pois possibilita aplicar tais técnicas em trabalhos futuros.

Por fim, este tipo de trabalho é fundamental para treinamentos a nivel de mestrado.
No meu caso, por exemplo, possibilitou um aprofundamento em temas relevantes da
geometria que tém recebido foco de diversos gedmetras pelo mundo e consequentemente
este embasamento tedrico permitira pesquisas mais avangadas futuramente.
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