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Resumo

BARREIRA, João Carlos Fernandes M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de
2020. Múltiplas soluções para uma classe de problemas elípticos. Orientadora:
Jéssyca Lange Ferreira Melo Gurjão.

Nesta dissertação estudamos a existência e a multiplicidade de soluções não triviais
para o problema elíptico crítico

−∆pu = µuq−1 + up
∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω, (Pµ)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

em que Ω é um domínio limitado suave de RN , N ≥ p2, 2 ≤ p < q < p∗, p∗ = pN/(N−p)
é o expoente crítico de Sobolev, e µ um parâmetro positivo. Seguindo Azorero & Alonso
[13], [14] e Alves & Ding [1], mostraremos a existência de, pelo menos, catΩ(Ω) soluções
não triviais para o problema (Pµ).

Palavras-chave: Métodos Variacionais. Crescimento Crítico. Categoria de Lusternik-
Schnirelman.



Abstract

BARREIRA, João Carlos Fernandes M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February of
2020. Multiple solutions for a class of elliptical problems. Adviser: Jéssyca Lange
Ferreira Melo Gurjão.

In this dissertation we study the existence and multiplicity of nontrivial solutions for
the critical elliptical problem

−∆pu = µuq−1 + up
∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω, (Pµ)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

where Ω is a bounded and smooth domain of RN , N ≥ p2, 2 ≤ p < q < p∗,
p∗ = pN/(N −p) is Sobolev’s the critical exponent and µ a positive parameter. Following
Azorero & Alonso [13], [14] and Alves & Ding [1], we show the existence of, at least,
catΩ(Ω) nontrivial solutions for the problem (Pµ).

Keywords: Variational Methods. Critical Growth. Lusternik-Schnirelman Category.



Lista de Símbolos

RN Espaço euclidiano N -dimensional;
M(RN) Espaço de medidas em RN ;

Ω Domínio limitado e suave de RN ;
Ω Fecho de Ω;
∂Ω Fronteira do conjunto Ω;

med(Ω) Medida do conjunto Ω;
B(x, r) Bola aberta de centro em x e raio r;
Br Bola aberta de centro em 0 e raio r;

catX(A) Categoria de A em X;
catX,Y (A) Categoria de A em X relativa a Y ;
Lp(Ω) Funções mensuráveis cuja potência de p, |.|p, são integráveis no

sentido de Lebesgue em Ω;
|.|r Norma no espaço Lr;
|.|∞ Norma no espaço L∞;

W 1,p(Ω) Espaço das funções em Lp(Ω) com derivadas parcias em Lp(Ω);
C∞0 (Ω) Espaço das funções em C∞(Ω) com suporte compacto;
W 1,p

0 (Ω) Fecho de C∞0 (Ω) em W 1,p(Ω) ;
‖.‖ Norma no espaço W 1,p

0 (Ω);
p∗ = pN/(N − p) Expoente crítico de Sobolev, N ≥ 3;
D1,p(RN) Espaço das funções em Lp

∗
(RN) com derivadas parcias em

Lp(RN);
‖.‖∗ Norma no espaço D1,p(RN);
on(1) Ordem pequena;
O(ε) Ordem grande;
X ′ Dual do espaço X;

S = inf
u∈D1,p(RN )

|u|p∗=1

|∇u|pp Constante ótima de Sobolev;

∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
Gradiente de u;

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) Operador p-Laplaciano de u;
suppu Suporte de u;
u+, u− Parte positiva de u, parte negativa de u, respectivamente.
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Introdução

Nesta dissertação estudamos a existência e a multiplicidade de soluções não triviais
para o problema elíptico crítico

−∆pu = µuq−1 + up
∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω, (Pµ)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

em que Ω é um domínio limitado suave de RN , N ≥ p2, 2 ≤ p < q < p∗, p∗ = pN/(N−p)
é o expoente crítico de Sobolev, e µ um parâmetro positivo.

A dificuldade em mostrar a existência de solução não trivial para esse problema crítico
deve-se a falta de compacidade da imersão de Sobolev de W 1,p

0 (Ω) em Lp
∗
(Ω), e com isso,

em geral, o funcional energia associado a tal problema elíptico não satisfaz a condição de
Palais-Smale (ou condição PS). Além disso, tal espaço, para p 6= 2, não possui a norma
usual proveniente de um produto interno. Associaremos a multiplicidade de soluções
de (Pµ) à topologia do domínio Ω, mais precisamente, usando a categoria de Lusternik-
Schnirelman.

O Capítulo 1 foi dedicado ao estudo da constante de Sobolev

S = inf
u∈D1,p(RN )

|u|p∗=1

|∇u|pp > 0,

que será utilizada ao longo dos próximos capítulos da dissertação. Neste, vimos também as
consequências de um Lema de Concentração e Compacidade, Lema 1.1, que caracteriza a
falta de compacidade da imersão de D1,p(RN) em Lp

∗
(RN), e a existência de u ∈ D1,p(RN)

tal que
|u|p∗ = 1 e |∇u|pp = S,

ou seja, que a constante de Sobolev é atingida. O Lema 1.2 apresentado nesse capítulo
será útil na demonstração de resultados do próximo capítulo.

No Capítulo 2, estudamos a existência de solução para o problema (Pµ) seguindo [13]
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e [14]. Trabalhando com o funcional associado ao problema (Pµ), dado por

Iµ(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx− µ

q

∫
Ω

(u+)qdx− 1

p∗

∫
Ω

(u+)p
∗
dx, ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω),

e usando o Teorema do Passo da Montanha, Teorema 2.3, provamos o resultado principal
deste capítulo que segue devido a [13] e é dado da seguinte forma:

Teorema 0.1. Se Ω é um domínio limitado de RN , p2 ≤ N e p < q < p∗, então para
cada µ > 0 o problema (Pµ) possui solução não trivial.

O Capítulo 3 foi voltado para definições e resultados da teoria de categoria, seguindo
Lusternik-Schnirelman [19], os quais serão utilizados no capítulo seguinte.

No Capítulo 4, estudamos a multiplicidade de soluções para o problema (Pµ), com o
mesmo funcional Iµ do Capítulo 2, juntamente com a variedade de Nehari associada a
este funcional,

Nµ = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} : I ′µ(u)u = 0}.

Segundo Alves & Ding [1], relacionamos a quantidade de pontos críticos do funcional Iµ,
que são as soluções fracas para o problema (Pµ), à topologia do domínio Ω, obtendo o
resultado principal deste capítulo:

Teorema 0.2. Seja Ω um domínio limitado suave de RN , N ≥ p2 e 2 ≤ p < q < p∗.
Então existe µ∗ > 0 tal que, para cada µ ∈ (0, µ∗), o problema (Pµ) possui, pelo menos,
catΩ(Ω) soluções não triviais.

No Apêndice A, descrevemos uma introdução sobre os espaços de Sobolev,
apresentando algumas definições e resultados.

O Apêndice B é formado por uma definição e três resultados que foram úteis para o
enunciado dos Lemas 1.1 e 1.2.

Finalmente, no Apêndice C, enunciamos algumas definições e importantes resultados
que foram utilizados ao longo da dissertação.
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Capítulo 1

A constante de Sobolev S

Neste capítulo estudaremos a constante de Sobolev S, dada por

S = inf
u∈D1,p(RN )

|u|p∗=1

|∇u|pp > 0, (1.1)

ou

S = inf
u∈D1,p(RN )\{0}

|∇u|pp
|u|pp∗

, (1.2)

em que N ≥ p2, p∗ =
pN

N − p
é o expoente crítico de Sobolev e

D1,p(RN) =

{
u ∈ Lp∗(RN) :

∂u

∂xi
∈ Lp(RN),∀i = 1, . . . , N

}
munido da norma

‖u‖∗ =

(∫
RN
|∇u|p dx

)1/p

.

De (1.2) obtemos a desigualdade de Sobolev

|u|pp∗ ≤ S−1|∇u|pp, ∀u ∈ D1,p(RN).

Seja Ω ⊂ RN , o espaço D1,p
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) em D1,p(Ω) munido com a norma

‖u‖D1,p
0 (Ω) = |∇u|p,Ω.

Pela desigualdade de Sobolev, ‖.‖∗ e ‖.‖D1,p
0 (Ω) são equivalentes em D1,p

0 (Ω). Para todo
Ω ⊂ RN temos a inclusão W 1,p

0 (Ω) ⊂ D1,p
0 (Ω). Além disso, se med(Ω) < ∞ então

D1,p
0 (Ω) = W 1,p

0 (Ω) e o espaço D1,p
0 (Ω) está imerso continuamente em Lq(Ω) para cada
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q ∈ [1, p∗] e compactamente se q < p∗. No caso de med(Ω) < ∞, D1,p(Ω) está imerso
continuamente em Lq(Ω) para cada q ∈ [1, p∗] e esta imersão é compacta se q < p∗.

Veremos alguns resultados sobre S, dentre eles, que existe u ∈ D1,p(RN) tal que

|u|p∗ = 1 e |∇u|pp = S,

ou seja, S é atingido em RN . Para tal, usaremos alguns resultados de Teoria da Medida
(Apêndice B) e seguiremos [4], [17], [18] e [23].

As demonstrações dos próximos dois lemas podem ser encontradas em [17] e [18].

Lema 1.1 (Concentração e Compacidade). Seja (un) ⊂ D1,p(RN) uma sequência tal
que

un ⇀ u em D1,p(RN), (1.3)

|∇(un − u)|p ⇀ λ emM(RN), (1.4)

|un − u|p
∗
⇀ ν emM(RN), (1.5)

un → u q.t.p. em RN . (1.6)

Defina

λ∞ = lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫
|x|≥R

|∇un|p dx,

ν∞ = lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫
|x|≥R

|un|p
∗
dx.

Então,

‖ν‖p/p∗ ≤ S−1‖λ‖, (1.7)

ν
p/p∗
∞ ≤ S−1λ∞, (1.8)

lim sup
n→∞

|∇un|pp = |∇u|pp + ‖λ‖+ λ∞, (1.9)

lim sup
n→∞

|un|p
∗

p∗ = |u|p
∗

p∗ + ‖ν‖+ ν∞. (1.10)

Mais ainda, se u = 0 e ‖ν‖p/p∗ = S−1‖λ‖, então λ e ν são medidas singulares e estão
concentradas em um único ponto.

Lema 1.2. [14, Lema 2.2] Seja (un) uma sequência fracamente convergente em W 1,p
0 (Ω)

para u, tal que temos as seguintes convergências:

(i) |∇un|p ⇀ λ emM(RN);

(ii) |un|p
∗
⇀ ν emM(RN).

13



Então para um conjunto de índices J , no máximo enumerável, temos

ν = |u|p∗ +
∑
j∈J

νjδxj , νj > 0,

λ ≥ |∇u|p +
∑
j∈J

λjδxj , λj > 0,

νj
p/p∗ ≤ λj

S
,

em que xj ∈ Ω, S é a constante de Sobolev e δxj é a massa de Dirac em xj, definida por

δxj(A) =

0, se xj /∈ A,

1, se xj ∈ A,

para todo A subconjunto de RN mensurável.

Agora, vamos estabelecer a seguinte notação. Dados v ∈ D1,p(RN), y ∈ RN e λ > 0,
definimos

vy,λ(x) = λ
N−p
p v(λx+ y).

Note que vy,λ satisfaz

|∇vy,λ|p = |∇v|p e |vy,λ|p∗ = |v|p∗ .

De fato,

|∇vy,λ|pp =

∫
RN
|∇(λ

N−p
p v(λx+ y))|p dx = λN−p

∫
RN
|λ∇v(λx+ y)|p dx

= λN
∫
RN
|∇v(λx+ y)|p dx,

usando mudança de variáveis,

|∇vy,λ|pp = λN
1

λN

∫
RN
|(∇v)(z)|p dz = |∇v|pp;

e

|vy,λ|p
∗

p∗ =

∫
RN
|λ

N−p
p v(λx+ y)|p∗ dx = λN

∫
RN
|v(λx+ y)|p∗ dx = λN

1

λN

∫
RN
|v(z)|p∗ dz

= |v|p
∗

p∗ .

Teorema 1.3. Seja (un) ⊂ D1,p(RN) uma sequência satisfazendo

|un|p∗ = 1, |∇un|pp → S.

14



Então existe uma sequência (yn, λn) ⊂ RN × (0,+∞) tal que (uyn,λnn ) admite uma
subsequência convergente em D1,p(RN). Em particular, existe um minimizante para S.

Demonstração. Defina as funções de concentração de Lévy,

Qn(λ) = sup
y∈RN

∫
B(y,λ)

|un|p
∗
dx, λ > 0.

Note que, para cada n ∈ N,

lim
λ→0+

Qn(λ) = 0 e lim
λ→∞

Qn(λ) = 1.

Sendo Qn contínua, existe λn > 0 tal que Qn(λn) = 1/2. Mais ainda, existe yn ∈ RN tal
que

Qn(λn) = sup
y∈RN

∫
B(y,λn)

|un|p
∗
dx =

∫
B(yn,λn)

|un|p
∗
dx =

1

2
,

pois

lim
|y|→∞

∫
B(y,λn)

|un|p
∗
dx = 0.

Definindo vn = uyn,λnn , temos

|vn|p∗ = |uyn,λnn |p∗ = |un|p∗ = 1, ‖vn‖p∗ = |∇vn|pp = |∇uyn,λnn |pp = |∇un|pp → S,

e

1

2
=

∫
B(yn,λn)

|un|p
∗
dx =

∫
B(0,1)

|uyn,λnn |p∗dx =

∫
B(0,1)

|vn|p
∗
dx = sup

y∈RN

∫
B(y,1)

|vn|p
∗
dx.(1.11)

Como (vn) é limitada em D1,p(RN), podemos supor, passando a uma subsequência se
necessário, que

vn ⇀ v em D1,p(RN),

|∇(vn − v)|p ⇀ η emM(RN),

|vn − v|p
∗
⇀ ν emM(RN),

vn → v q.t.p. em RN .

Pelo Lema 1.1 temos

S = lim |∇vn|pp = lim sup |∇vn|pp = |∇v|pp + ‖η‖+ η∞ (1.12)
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e

1 = lim |vn|p
∗

p∗ = lim sup |vn|p
∗

p∗ = |v|p
∗

p∗ + ‖ν‖+ ν∞, (1.13)

com

η∞ = lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫
|x|≥R

|∇vn|pdx,

ν∞ = lim
R→∞

lim sup
n→∞

∫
|x|≥R

|vn|p
∗
dx.

Logo, de (1.7), (1.8), (1.12) e da desigualdade de Sobolev, obtemos

S ≥ S[(|v|p
∗

p∗)
p/p∗ + ‖ν‖p/p∗ + νp/p

∗

∞ ],

e portanto, de (1.13), |v|p
∗

p∗ , ‖ν‖ e ν∞ devem ser iguais a 0 ou 1, pois

S ≥ S[(|v|p
∗

p∗)
p/p∗ + ‖ν‖p/p∗ + νp/p

∗

∞ ]⇒ 0 ≤ (|v|p
∗

p∗)
p/p∗ + ‖ν‖p/p∗ + νp/p

∗

∞ ≤ 1.

Daí, supondo que 0 < |v|p
∗

p∗ < 1, como p/p∗ < 1 temos

(|v|p
∗

p∗)
p/p∗ > |v|p

∗

p∗ .

Analogamente, obtemos
‖ν‖p/p∗ > ‖ν‖ e νp/p

∗

∞ > ν∞,

e consequentemente,

|v|p
∗

p∗ + ‖ν‖+ ν∞ < (|v|p
∗

p∗)
p/p∗ + ‖ν‖p/p∗ + νp/p

∗

∞ ≤ 1,

o que contradiz (1.13).

Da igualdade (1.11), ν∞ ≤
1

2
. De fato, pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema C.12) temos

∫
B(0,1)

|v|p∗dx+

∫
B(0,1)

|vn − v|p
∗
dx =

∫
B(0,1)

|vn|p
∗
dx+ on(1),

e definindo φ ∈ C∞0 (RN) da forma

φ(x) =


1, x ∈ B(0, 1),

0, x ∈ B(0, 2)c,

φ(x) ∈ [0, 1], ∀x ∈ RN ,

16



temos ∫
B(0,1)

|v|p∗φ dx+

∫
B(0,1)

|vn − v|p
∗
φ dx =

∫
B(0,1)

|vn|p
∗
dx+ on(1),

e como∫
RN
|v|p∗φ dx+

∫
RN
|vn − v|p

∗
φ dx ≥

∫
B(0,1)

|v|p∗φ dx+

∫
B(0,1)

|vn − v|p
∗
φ dx,

segue por (1.11),∫
RN
|v|p∗φ dx+

∫
RN
|vn − v|p

∗
φ dx ≥

∫
B(0,1)

|vn|p
∗
dx+ on(1) =

1

2
+ on(1).

Fazendo n→∞, obtemos ∫
RN
|v|p∗φ dx+ 〈ν, φ〉 ≥ 1

2
.

Como ‖φ‖∞ = 1 e 〈ν, φ〉 ≤ ‖ν‖‖φ‖ então 〈ν, φ〉 ≤ ‖ν‖ e sendo 0 ≤ φ ≤ 1 temos∫
RN
|v|p∗ dx+ ‖ν‖ ≥

∫
RN
|v|p∗φ dx+ 〈ν, φ〉 ≥ 1

2
,

isto é,

|v|p
∗

p∗ + ‖ν‖ ≥ 1

2
.

Logo, de (1.13)

1 = |v|p
∗

p∗ + ‖ν‖+ ν∞ ≥
1

2
+ ν∞ ⇒ ν∞ ≤

1

2
,

donde podemos concluir que ν∞ = 0. Agora, observe que, se ‖ν‖ = 1 teríamos |v|p
∗

p∗ = 0

implicando em v = 0 e, de (1.12),

S = ‖η‖+ η∞ ≥ ‖η‖ ⇒ S−1‖η‖ ≤ 1 = ‖ν‖p/p∗ .

Assim, v = 0 e de (1.7), ‖ν‖p/p∗ = S−1‖η‖ implicando, pelo Lema 1.1, que a medida de ν
está concentrada em um único ponto z. Note que, considerando ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que

ϕ(x) =


1, x ∈ B(z, 1/2),

0, x ∈ B(z, 1)c,

ϕ(x) ∈ [0, 1], ∀x ∈ RN ,

temos∫
B(z,1)

|vn|p
∗
dx ≥

∫
B(z,1)

|vn|p
∗
ϕdx =

∫
RN
|vn|p

∗
ϕdx→ 〈ν, ϕ〉 = ‖ν‖ϕ(z) = ‖ν‖. (1.14)
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Definindo agora ψ ∈ C∞0 (RN) dada por

ψ(x) =


1, x ∈ B(z, 1),

0, x ∈ B(z, 2)c,

ψ(x) ∈ [0, 1], ∀x ∈ RN ,

obtemos∫
B(z,1)

|vn|p
∗
dx =

∫
B(z,1)

|vn|p
∗
ψ dx ≤

∫
RN
|vn|p

∗
ψ dx→ 〈ν, ψ〉 = ‖ν‖ψ(z) = ‖ν‖. (1.15)

De (1.14) e (1.15) concluímos que∫
B(z,1)

|vn|p
∗
dx→ ‖ν‖,

donde, por (1.11),

1

2
= sup

y∈RN

∫
B(y,1)

|vn|p
∗
dx ≥

∫
B(z,1)

|vn|p
∗
dx→ ‖ν‖ = 1,

o que é um absurdo. Dessa forma, ‖ν‖ = 0 e de (1.13) podemos concluir que

|v|p
∗

p∗ = 1.

Pela desigualdade de Sobolev, S ≤ |∇v|pp, e usando a Proposição C.21 temos

S = lim |∇vn|pp = lim inf |∇vn|pp ≥ |∇v|pp,

pois vn ⇀ v em D1,p(RN). Assim,

S = ‖v‖p∗ = |∇v|pp = lim |∇vn|pp = lim ‖vn‖p∗.

Portanto, como D1,p(RN) é uniformemente convexo (Proposição C.15), concluímos, pela
Proposição C.18, que vn → v em D1,p(RN).

Lema 1.4. W 1,p(RN) = W 1,p
0 (RN) ( D1,p

0 (RN) = D1,p(RN).

Demonstração. Veja [4].

Proposição 1.5. Seja N ≥ p2. A função

U(x) = CN(1 + |x|
p
p−1 )

p−N
p ∈ D1,p(RN) (1.16)
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é um minimizante para S, isto é, |U |p∗ = 1 e |∇U |pp = S, em que CN =[
N

(
N − p
p− 1

)p−1
](N−p)/p2

.

Demonstração. Veja [2] e [23].

Proposição 1.6. Para todo subconjunto aberto Ω de RN ,

S(Ω) = inf
u∈D1,p

0 (Ω)

|u|p∗=1

|∇u|pp = S = inf
u∈D1,p(RN )

|u|p∗=1

|∇u|pp,

e S(Ω) nunca é atingido, exceto quando Ω = RN .

Demonstração. De D1,p
0 (Ω) ⊂ D1,p

0 (RN) = D1,p(RN), temos S ≤ S(Ω). Dados
u ∈ C∞0 (RN) e Ω aberto de RN , mostraremos que existem y ∈ RN e λ > 0 tais que
uy,λ ∈ C∞0 (Ω), ou seja, suppuy,λ ⊂ Ω. Suponha inicialmente que 0 ∈ Ω. Escolhendo y = 0

obtemos

u0,λ(x) = λ
N−p
p u(λx),

em que λ > 0 será determinado. Note que se x ∈ suppu0,λ então existe (xn) ⊂ RN com
xn → x e u0,λ(xn) = λ

N−p
p u(λxn) 6= 0 implicando u(λxn) 6= 0, ou seja, λxn ∈ suppu

donde λx ∈ suppu e consequentemente x ∈ (1/λ) suppu; portanto

suppu0,λ ⊂ 1

λ
suppu.

Reciprocamente, se x ∈ (1/λ) suppu, isto é, se λx ∈ suppu, então existe (xn) ⊂ RN

tal que xn → λx e u(xn) 6= 0, ou seja, xn/λ → x e u0,λ(xn/λ) = λ
N−p
p u(λxn/λ) =

λ
N−p
p u(xn) 6= 0 o que implica xn/λ ∈ suppu0,λ e consequentemente x ∈ suppu0,λ; assim

1

λ
suppu ⊂ suppu0,λ.

Logo, (1/λ) suppu = suppu0,λ e para λ suficientemente grande podemos concluir que

suppu0,λ =
1

λ
suppu ⊂ Ω,

donde u0,λ ∈ C∞0 (Ω). Se 0 /∈ Ω, fixe y0 ∈ Ω arbitrário e considere a translação

T : RN −→ RN

x 7−→ T (x) = x− y0.
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Observe que, sendo T um difeomorfismo, temos T (Ω) um aberto com 0 ∈ T (Ω). Pelo
estudo anterior, existe λ suficientemente grande tal que

suppu0,λ =
1

λ
suppu ⊂ T (Ω).

Daí, se x ∈ suppu−λy0,λ então existe (xn) ⊂ RN com xn → x e u−λy0,λ(xn) =

λ
N−p
p u(λxn − λy0) 6= 0, ou seja, λx− λy0 ∈ suppu donde x− y0 ∈ (1/λ) suppu ⊂ T (Ω) e

consequentmente x = T−1(x− y0) ∈ Ω. Logo,

suppu−λy0,λ ⊂ Ω.

Fazendo y = −λy0, obtemos

suppuy,λ ⊂ Ω

donde uy,λ ∈ C∞0 (Ω). Com isso, considere (un) ⊂ C∞0 (RN) uma sequência minimizante
para S. Escolhendo (yn, λn) ⊂ RN × R+ tal que vn = uynλnn ∈ C∞0 (Ω) ⊂ D1,p

0 (Ω) temos
|vn|p∗ = 1 e S(Ω) ≤ |∇vn|pp, donde

S(Ω) ≤ lim
n→∞

|∇vn|pp = lim
n→∞

|∇un|pp = S.

Portanto, S(Ω) = S.
Suponha agora que Ω 6= RN e que u ∈ D1,p

0 (Ω) seja um minimizante para S(Ω), então
da inclusão D1,p

0 (Ω) ⊂ D1,p(RN) e da igualdade S(Ω) = S concluimos que u também é
um minimizante para S. Assumindo que u ≥ 0 (o que é possível, pois |u|p∗ = | |u| |p∗ e
|∇u|pp = |∇|u||pp), pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema C.23) existe
β ∈ R tal que ∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx = β

∫
Ω

|u|p∗−2u v dx, ∀v ∈ D1,p
0 (Ω), (1.17)

ou seja, u é solução fraca para o problema

−∆pu = β up
∗−1,RN .

Fazendo v = u em (1.17), obtemos

S =

∫
Ω

|∇u|pdx = β

∫
Ω

|u|p∗ dx = β

e consequentemente u é solução fraca para o problema

−∆pu = S up
∗−1,RN .
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Pelo Princípio do Máximo (Teorema C.28), u > 0 em RN , o que é um absurdo, pois
u ∈ D1,p

0 (Ω), o que implica u = 0 em RN \Ω. Logo, S(Ω) não é atingido quando Ω 6= RN .
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Capítulo 2

Existência de solução para (Pµ)

Neste capítulo, seguindo [13] e [14] estudaremos a existência de solução para o
problema elíptico crítico 

−∆pu = µuq−1 + up
∗−1, x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω, (Pµ)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

com Ω sendo um domínio limitado suave de RN , N ≥ p2, 2 ≤ p < q < p∗, em que
p∗ = pN/(N − p) é o expoente crítico de Sobolev, e µ um parâmetro positivo. Em
W 1,p

0 (Ω) usaremos a norma usual ‖u‖ = |∇u|p.
O resultado principal deste capítulo é dado pelo seguinte:

Teorema 2.1. Se Ω é um domínio limitado de RN , p2 ≤ N e 2 ≤ p < q < p∗, então para
cada µ > 0 o problema (Pµ) possui solução não trivial.

2.1 Resultados Importantes

Nesta seção veremos alguns resultados que serão utilizados para a demonstração do
Teorema principal deste capítulo.

Definição 2.2. Dizemos que u ∈ W 1,p
0 (Ω) é solução fraca para o problema (Pµ) se∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx = µ

∫
Ω

|u|q−2u v dx+

∫
Ω

|u|p∗−2u v dx, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

Iµ : W 1,p
0 (Ω)→ R é o funcional energia associado ao problema (Pµ) dado por

Iµ(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx− µ

q

∫
Ω

(u+)qdx− 1

p∗

∫
Ω

(u+)p
∗
dx, ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω). (2.1)

O funcional Iµ é de classe C2(W 1,p
0 (Ω),R) (veja [10] e [11]), e para todo v ∈ W 1,p

0 (Ω) temos

I ′µ(u)v =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx− µ
∫

Ω

(u+)q−2u vdx−
∫

Ω

(u+)p
∗−2u v dx. (2.2)

Afirmamos que todo ponto crítico para o funcional Iµ é não negativo. De fato, se u é
ponto crítico de Iµ, então I ′µ(u)v = 0 para todo v ∈ W 1,p

0 (Ω), em particular, fazendo
v = u− = max{0,−u} ∈ W 1,p

0 (Ω) (Proposição C.6), obtemos

I ′µ(u)u− =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇u−dx− µ
∫

Ω

(u+)q−2uu−dx−
∫

Ω

(u+)p
∗−2uu−dx = 0.

Observe que:

(i) µ
∫

Ω

(u+)q−2uu−dx = µ

∫
[u>0]

(u+)q−2uu−dx + µ

∫
[u≤0]

(u+)q−2uu−dx = 0, pois

u+ = 0 em [u ≤ 0] e u− = 0 em [u > 0], uma vez que u+ = max{0, u}.

(ii) Seguindo da mesma forma que o item (i), obtemos∫
Ω

(u+)p
∗−2uu−dx = 0.

(iii)
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇u−dx =

∫
[u>0]

|∇u|p−2∇u∇u−dx +

∫
[u≤0]

−|∇u−|p−2∇u−∇u−dx,

visto que ∇u = ∇(u+ − u−) = ∇u+ −∇u− = −∇u− em [u ≤ 0]. E sendo ∇u− = 0

em [u > 0], então∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇u−dx = −
∫

[u≤0]

|∇u−|p−2|∇u−|2dx = −
∫

[u≤0]

|∇u−|pdx.

Logo, dos itens (i), (ii) e (iii),

−
∫

[u≤0]

|∇u−|pdx = I ′µ(u)u− = 0,

assim,

‖u−‖p = ‖u−‖p
W 1,p

0 (Ω)
=

∫
Ω

|∇u−|pdx =

∫
[u>0]

|∇u−|pdx+

∫
[u≤0]

|∇u−|pdx = 0,

donde u− = 0 q.t.p. em Ω e, portanto, u = u+ q.t.p. em Ω. Logo, de acordo com a
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

Definição 2.2, os pontos críticos do funcional Iµ são soluções fracas para o problema
(Pµ).

Teorema 2.3 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espaço de Banach,
ϕ ∈ C1(X,R), e ∈ X e r > 0 tais que ‖e‖ > r e

b = inf
‖u‖=r

ϕ(u) > ϕ(0) ≥ ϕ(e).

Defina
c = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

ϕ(γ(t))

com
Γ = {γ ∈ C ([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Então existe uma sequência (un) ⊂ X tal que

ϕ(un)→ c e ϕ′(un)→ 0 em X ′.

O número c é conhecido como o nível do passo da montanha.

Demonstração. Tomando no Teorema C.26 M = [0, 1], M0 = {0, 1}, Γ0 =

{γ0}, γ0(0) = 0 e γ0(1) = e temos, para t ∈M, γ ∈ Γ, ε ∈ (0, (c− a)/2) e δ > 0,

ϕ(γ(t)) ≤ max
t∈M

ϕ(γ(t))

implicando, pela definição de c, que

ϕ(γ(t)) ≤ c < c+ ε.

Portanto,

sup
M

(ϕ ◦ γ) ≤ c+ ε,

donde existe u ∈ X verificando os itens (a), (b), (c) do Teorema C.26. Considerando
então, para cada n ∈ N, ε = 1/n existe (un) ⊂ X tal que

c− 2

n
≤ ϕ(un) ≤ c+

2

n
e ‖ϕ′(un)‖ ≤ 8

δn
,

e assim, fazendo n→∞,

ϕ(un)→ c e ϕ′(un)→ 0 em X ′,

como queríamos.
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

Definição 2.4. Sejam X um espaço de Banach e ϕ ∈ C1(X,R). Dizemos que (un) é uma
sequência (PS)d com d ∈ R quando

ϕ(un)→ d em R e ϕ′(un)→ 0 em X ′.

Corolário 2.5. Sob as hipóteses do Teorema 2.3, ϕ admite uma sequência (PS)c em X.

Definição 2.6. Sejam X um espaço de Banach, ϕ ∈ C1(X,R) e c ∈ R. A função ϕ

satisfaz a condição (PS)c quando toda sequência (un) ⊂ X tal que

ϕ(un)→ c, ϕ′(un)→ 0

admite uma subsequência convergente em X.

Definição 2.7. Sejam X um espaço de Banach e ϕ ∈ C1(X,R). Dizemos que ϕ verifica
a condição de Palais-Smale ou simplesmente, a condição (PS), quando toda sequência
(PS)d admite uma subsequência que converge forte em X.

Definição 2.8. Sejam X um espaço de Banach e ϕ ∈ C1(X,R). Dizemos que c ∈ R é
um valor crítico de ϕ se existe u ∈ X tal que ϕ(u) = c e ϕ′(u) = 0.

Corolário 2.9. Sob as hipóteses do Teorema 2.3, se ϕ verifica a condição (PS)c, então
c é um valor crítico de ϕ.

Demonstração. Do Corolário 2.5, existe (un) ⊂ X tal que

ϕ(un)→ c em R e ϕ′(un)→ 0 em X ′. (2.3)

Da condição (PS)c existe u ∈ X tal que, a menos de uma subsequência,

un → u em X.

Como ϕ ∈ C1(X,R) temos

ϕ(un)→ ϕ(u) em R e ϕ′(un)→ ϕ′(u) em X ′. (2.4)

Logo, de (2.3), (2.4) e da unicidade do limite temos

ϕ(u) = c e ϕ′(u) = 0,

mostrando que c é um valor crítico de ϕ.
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

Lema 2.10. O funcional Iµ satisfaz a geometria do passo da montanha.

Demonstração. De (2.1), temos Iµ(0) = 0. Além disso, como p < q < p∗ temos
as imersões contínuas, ver Teorema C.8 e Teorema C.9, de W 1,p

0 (Ω) em Lp
∗
(Ω) e Lq(Ω),

donde existem α1,α2 > 0, tais que

|u|p∗ ≤ α1‖u‖ e |u|q ≤ α2‖u‖.

Daí,
|u+|p

∗

p∗ ≤ |u|
p∗

p∗ ≤ α1‖u‖p
∗

e |u+|qq ≤ |u|
q
q ≤ α2‖u‖q,

logo

Iµ(u) =
1

p
‖u‖p − µ

q
|u+|qq −

1

p∗
|u+|p

∗

p∗ ≥
1

p
‖u‖p − µ

q
α2‖u‖q −

1

p∗
α1‖u‖p

∗
.

Escolhendo então r > 0 e considerando ‖u‖ = r temos

Iµ(u) ≥ 1

p
rp − µ

q
α2r

q − 1

p∗
α1r

p∗ = rp
(

1

p
− µ

q
α2r

q−p − 1

p∗
α1r

p∗−p
)

e para r ≈ 0 temos

Iµ(u) ≥ 1

2p
rp se ‖u‖ = r.

Assim, para u ∈ W 1,p
0 (Ω) com ‖u‖ = r temos Iµ(u) limitado inferiormente, e pelo

postulado de Dedekind, existe ρ ∈ R tal que

ρ = inf
‖u‖=r

Iµ(u) ≥ 1

2p
rp > 0.

Agora, fixe u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}, e observe que para t ≥ 0 temos

Iµ(tu) =
tp

p
‖u‖p − µtq

q
|u+|qq −

tp∗

p∗
|u+|p

∗

p∗

≤ tp

p
‖u‖p − tp∗

p∗
|u+|p

∗

p∗ −→ −∞, quando t→ +∞.

Logo, para t1 ≈ +∞ temos ‖t1u‖ > r e Iµ(t1u) < 0. Tomando e = t1u obtemos
e ∈ W 1,p

0 (Ω) \ Br(0) com Iµ(e) < 0 = Iµ(0) e, desta forma, Iµ satisfaz a geometria
do passo da montanha.

Visto que o funcional Iµ satisfaz a geometria do passo da montanha, denotemos por
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

c̃µ o nível do passo da montanha associado a este funcional, ou seja,

c̃µ = inf
v∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tv) > 0. (2.5)

(veja Observação C.27)

Lema 2.11. Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, µ > 0 e q > p. Toda sequência
(PS)c para Iµ é limitada em W 1,p

0 (Ω).

Demonstração. Seja (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) uma sequência (PS)c para Iµ, isto é,

Iµ(un)→ c em R, (2.6)

e

I ′µ(un)→ 0 em W−1,p′(Ω), em que W−1,p′(Ω) = (W 1,p
0 (Ω))′,

1

p
+

1

p′
= 1. (2.7)

Observe que, de (2.6) e (2.7) temos, respectivamente,

Iµ(un) = c+ on(1) e ‖I ′µ(un)‖ → 0,

e sendo

0 <

∣∣∣∣I ′µ(un)

(
un
‖un‖

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

‖un‖
I ′µ(un)(un)

∣∣∣∣ ≤ 1

‖un‖
‖I ′µ(un)‖‖un‖ = ‖I ′µ(un)‖,

consequentemente, on(1) =
1

‖un‖
I ′µ(un)(un). Assim, podemos escrever

c+ on(1) + on(1)‖un‖ = Iµ(un)− 1

q
I ′µ(un)(un)

=
1

p
‖un‖p −

µ

q
|u+
n |qq −

1

p∗
|u+
n |
p∗

p∗ −
1

q
‖un‖p +

µ

q
|u+
n |qq +

1

q
|u+
n |
p∗

p∗

=

(
1

p
− 1

q

)
‖un‖p +

(
1

q
− 1

p∗

)
|u+
n |
p∗

p∗

≥
(

1

p
− 1

q

)
‖un‖p,

donde (‖un‖) é limitada em R e (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω) pois, caso contrário, a menos

de uma subsequência, teríamos(
1

p
− 1

q

)
≤ c+ on(1)

‖un‖p
+

on(1)

‖un‖p−1
→ 0,

o que seria um absurdo. Além disso, sem perda de generalidade, podemos supor un ≥ 0,
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

para todo n ∈ N, uma vez que

I ′µ(un)(u−n ) = ‖u−n ‖p → 0.

Lema 2.12. Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, µ > 0 e q > p. Se (un) é uma
sequência (PS)c para Iµ, então, a menos de subsequência, un ⇀ u em W 1,p

0 (Ω). Mais
ainda, se ∇un → ∇u q.t.p. em Ω então u é solução fraca para o problema (Pµ).

Demonstração. Do Lema 2.11 temos (un) limitada em W 1,p
0 (Ω), donde existe u ∈

W 1,p
0 (Ω) tal que, a menos de subsequência, un ⇀ u em W 1,p

0 (Ω), uma vez que W 1,p
0 (Ω) é

um espaço reflexivo. Mostremos agora que, se ∇un → ∇u q.t.p. em Ω então u é solução
fraca para (Pµ). Note que, da imersão contínua de W 1,p

0 (Ω) em Lp
∗
(Ω) temos un ⇀ u em

Lp
∗
(Ω) donde, usando o Lema C.11, |un|p

∗−2un ⇀ |u|p
∗−2u em L

p∗
p∗−1 (Ω), ou seja,∫

Ω

|un|p
∗−2un ϕdx→

∫
Ω

|u|p∗−2uϕdx, ∀ϕ ∈ Lp∗(Ω),

em particular, ∫
Ω

|un|p
∗−2un ϕdx→

∫
Ω

|u|p∗−2uϕdx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). (2.8)

Seguindo de forma análoga, mostra-se que∫
Ω

|un|q−2un ϕdx→
∫

Ω

|u|q−2uϕdx, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). (2.9)

A sequência (un) ser limitada em W 1,p
0 (Ω) implica (∇un) limitada em Lp(Ω) e de

∇un → ∇u q.t.p. em Ω temos, pelo Lema C.11, ∇un ⇀ ∇u em Lp(Ω). Logo, novamente
usando o Lema C.11, |∇un|p−2∇un ⇀ |∇u|p−2∇u em L

p
p−1 (Ω), isto é,∫

Ω

|∇un|p−2∇un ϕdx→
∫

Ω

|∇u|p−2∇uϕdx, ∀ϕ ∈ Lp(Ω)

e consequentemente,∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇v dx→
∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω), (2.10)

já que ∇v ∈ Lp(Ω) para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω). Por fim, como visto no Lema 2.11, podemos
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supor, un ≥ 0 para todo n ∈ N e por (un) ser uma sequência (PS)c para Iµ, temos

I ′µ(un)v =

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇v dx− µ
∫

Ω

(un)q−2unv dx−
∫

Ω

(un)p
∗−2unv dx = on(1),

para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω), e fazendo n→∞ concluímos por (2.8), (2.9) e (2.10) que∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx− µ
∫

Ω

(u)q−2uv dx−
∫

Ω

(u)p
∗−2uv dx = 0, ∀v ∈ W 1,p

0 (Ω),

ou seja, u é solução fraca para o problema (Pµ).

Lema 2.13. Seja N ≥ p2. Então Iµ satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈
(
0, SN/p/N

)
.

Além disso, c̃µ ∈
(
0, SN/p/N

)
para µ > 0 e q > p.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para Iµ então, do Lema 2.11, podemos
supor un ≥ 0 para todo n ∈ N, temos (un) uma sequência limitada emW 1,p

0 (Ω) e, portanto,
existe u ∈ W 1,p

0 (Ω) tal que, se tomarmos a subsequência apropriada, se necessário, pelo
Lema 1.2 podemos assumir os casos

un ⇀ u em W 1,p
0 (Ω),

un → u em Lr(Ω), 1 < r < p∗,

un → u q.t.p. em Ω,

|∇un|p ⇀ λ ≥ |∇u|p +
∑
j∈J

λjδxj ,

|un|p
∗
⇀ ν = |u|p∗ +

∑
j∈J

νjδxj .

Tome xk ∈ Ω para algum k ∈ J , e dado ε > 0 considere ϕ ∈ C∞0 (RN), tal que

ϕ ≡ 1 em B(xk, ε), ϕ ≡ 0 em B(xk, 2ε)
c e |∇ϕ| ≤ 2

ε
. (2.11)

A sequência (ϕun) é limitada em W 1,p
0 (Ω) donde I ′µ(un)(ϕun) converge para 0 e,

consequentemente,

I ′µ(un)(ϕun) =

∫
Ω

|∇un|p−2∇un.∇(ϕun) dx− µ
∫

Ω

(un)q−2(un).(ϕun) dx+

−
∫

Ω

(un)p
∗−2(un).(ϕun) dx

=

∫
Ω

|∇un|p−2un∇un.∇ϕdx+

∫
Ω

ϕ|∇un|p dx− µ
∫

Ω

(un)qϕdx+

−
∫

Ω

(un)p
∗
ϕdx→ 0,
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quando n→∞, ou seja,

lim
n→∞

[∫
Ω

|∇un|p−2un∇un.∇ϕdx+

∫
Ω

ϕ|∇un|p dx− µ
∫

Ω

(un)qϕdx−
∫

Ω

(un)p
∗
ϕdx

]
= 0.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema C.19) e pelas conclusões
do Lema 1.2 temos a existência do limite

lim
n→∞

(∫
Ω

ϕ|∇un|p dx− µ
∫

Ω

(un)qϕdx−
∫

Ω

(un)p
∗
ϕdx

)
=

∫
Ω

ϕdλ−µ
∫

Ω

ϕuqdx−
∫

Ω

ϕdν,

portanto,

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p−2un∇un.∇ϕdx =

∫
Ω

ϕdν + µ

∫
Ω

ϕuqdx−
∫

Ω

ϕdλ. (2.12)

Dito isso, sendo

0 ≤ lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p−2un∇un.∇ϕdx
∣∣∣∣ = lim

n→∞

∣∣∣∣∫
B(xk,2ε)

|∇un|p−2un∇u.∇ϕdx
∣∣∣∣ ,

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Hölder (Teorema C.20) e de (2.11) obtemos∣∣∣∣∫
B(xk,2ε)

|∇un|p−2un∇un.∇ϕdx
∣∣∣∣ ≤ ∫

B(xk,2ε)

|∇un|p−2|un||∇un.∇ϕ| dx

≤
∫
B(xk,2ε)

|∇un|p−2|un||∇un||∇ϕ| dx

≤ 2

ε

∫
B(xk,2ε)

|∇un|p−1|un| dx

≤ 2

ε
|∇un|p−1

p,B(xk,2ε)
|un|p,B(xk,2ε)

≤ 2

ε
M |un|p,B(xk,2ε),

uma vez que |∇un|p,B(xk,2ε) = ‖un‖ ≤ M , já que (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω). Como o

limite dos extremos da desigualdade anterior existem, então

0 ≤ lim
n→∞

∣∣∣∣∫
B(xk,2ε)

|∇un|p−2un∇un.∇ϕdx
∣∣∣∣ ≤ lim

n→∞

2

ε
M |un|p,B(xk,2ε) =

2

ε
M |u|p,B(xk,2ε).

Agora, note que, usando novamente a desigualdade de Hölder,

|u|p,B(xk,2ε) =

(∫
B(xk,2ε)

|u|p dx
)1/p

=

(∫
B(xk2ε)

1N dx

)1/N (∫
B(xk,2ε)

|u|p∗dx
)1/p∗

≤
[
(2ε)NwN

]1/N |u|p∗,B(xk,2ε),
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pois
1

p∗
+

1

N
=

1

p
e com wN denotando o volume da bola unitária em RN . Daí,

2

ε
M |u|p,B(xk,2ε) ≤

2

ε
M(2ε)w

1/N
N |u|p∗,B(xk,2ε) = C|u|p∗,B(xk,2ε),

com C = 4Mw
1/N
N . Assim,

0 ≤ lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p−2un∇un.∇ϕdx
∣∣∣∣ ≤ C|u|p∗,B(xk,2ε) = C

(∫
B(xk,2ε)

|u|p∗dx
)1/p∗

→
ε→0

0.

(2.13)
Por (2.12), (2.13) e pelo Lema 1.2 obtemos,

0 = lim
ε→0

[∫
B(xk,2ε)

ϕdν + µ

∫
B(xk,2ε)

uqϕdx−
∫
B(xk,2ε)

ϕdλ

]
≤ νk − λk,

donde νk ≥ λk. Pelo Lema 1.2, νp/p
∗

k ≤ λk/S, donde νk ≥ λk ≥ Sν
p/p∗

k e assim νk = 0 ou
νk ≥ SN/p. Suponha que exista k0 ∈ J com νk0 6= 0, isto é, νk0 ≥ SN/p então

c = lim
n→∞

Iµ(un) = lim
n→∞

(
Iµ(un)− 1

p
I ′µ(un)(un)

)
= lim

n→∞

[
µ

(
1

p
− 1

q

)∫
Ω

(un)q dx+

(
1

p
− 1

p∗

)∫
Ω

(un)p
∗
dx

]
= µ

(
1

p
− 1

q

)
|u|qq +

1

N
lim
n→∞

|un|p
∗

p∗ .

Fixando ψ ∈ C∞0 (RN) tal que ψ ≡ 1 em Ω e ψ ≡ 0 fora de uma vizinhança de Ω, temos

lim
n→∞

∫
Ω

(un)p
∗
dx = lim

n→∞

∫
Ω

(un)p
∗
ψ dx =

∫
Ω

up
∗
ψdx+

∫
Ω

(∑
k∈J

νkδxk

)
ψ dx

=

∫
Ω

up
∗
dx+

∑
k∈J

νk. (2.14)

Assim,

c = lim
n→∞

Iµ(un) = µ

(
1

p
− 1

q

)∫
Ω

uqdx+
1

N

∫
Ω

up
∗
dx+

1

N

∑
k∈J

νk

≥ µ

(
1

p
− 1

q

)∫
Ω

uqdx+
1

N

∫
Ω

up
∗
dx+

1

N
SN/p

≥ 1

N
SN/p,

pois νk0 ≥ SN/p, o que contradiz o fato de c ∈
(
0, SN/p/N

)
. Logo, νk = 0 para todo k ∈ J
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e assim, por (2.14),

lim
n→∞

∫
Ω

(un)p
∗
dx =

∫
Ω

up
∗
dx.

Por un ⇀ u emW 1,p
0 (Ω) e pela imersão contínua temos un ⇀ u em Lp

∗
(Ω), daí, juntamente

com o fato de |un|p
∗

p∗ → |u|
p∗

p∗ podemos concluir, usando o Teorema C.17 e a Proposição
C.18, que un → u em Lp

∗
(Ω). Agora, demonstremos que un → u em W 1,p

0 (Ω). Sendo (un)

limitada em W 1,p
0 (Ω) concluímos que (∇un) é limitada em Lp(Ω) e seguindo as ideias de

[17] e [22] obtemos ∇un → ∇u q.t.p. em Ω, logo, pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema C.12),

|∇un|pp = |∇un −∇u|pp + |∇u|pp + on(1). (2.15)

Tomando vn = un − u temos, de (2.15),

|∇un|pp = |∇vn|pp + |∇u|pp + on(1). (2.16)

Observe que, (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω) e I ′µ(un) → 0 logo, pela imersão compacta de

W 1,p
0 (Ω) em Lq(Ω) mais a convergência |un|p

∗

p∗ → |u|
p∗

p∗ e a equação (2.16), obtemos

on(1) = I ′µ(un)(un) = ‖un‖p − µ|un|qq − |un|
p∗

p∗ = |∇un|pp − µ|un|qq − |un|
p∗

p∗

= |∇vn|pp + |∇u|pp − µ|un|qq − |un|
p∗

p∗ + on(1)

= |∇vn|pp + ‖u‖p − µ|u|qq − |u|
p∗

p∗ + on(1)

= |∇vn|pp + I ′µ(u)(u) + on(1), (2.17)

quando n → ∞. Pelo Lema 2.12 u é solução fraca para o problema (Pµ) donde, em
particular, I ′µ(u)(u) = 0 e assim, de (2.17),

on(1) = |∇vn|pp + on(1),

implicando que |∇vn|pp → 0. Logo, de (2.16), |∇un|pp → |∇u|pp e, consequentemente,
un → u em W 1,p

0 (Ω).
Mostremos agora que o nível do passo da montanha c̃µ pertence ao intervalo(

0, SN/p/N
)
. Para ε > 0, considere a função

Uε(x) =
(
ε+ |x− x0|p/(p−1)

)(p−N)/p
, (2.18)

em W 1,p
0 (RN), em que U é dada por (1.16). Podemos assumir que 0 ∈ Ω, e considerar

x0 = 0 em (2.18). Seja agora φ ∈ C∞0 (Ω) tal que φ ≡ 1 em uma vizinhança da origem e
suppφ ⊂ Ω. Defina uε(x) = φ(x)Uε(x) e

vε =
uε
|uε|p∗

.
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Daí, obtemos as seguintes estimativas (ver [7] e [13]):

|∇vε|pp = S +O(ε(N−p)/p), (2.19)

c1ε
[(p−1)/p][N−q(N−p)/p] ≤ |vε|qq ≤ c2ε

[(p−1)/p][N−q(N−p)/p], (2.20)

donde

|vε|qq → 0, ε→ 0. (2.21)

Mostremos que existe ε > 0 tal que

max
t≥0

Iµ(tvε) <
SN/p

N
,

pois com isso teremos

c̃µ = inf
v∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tv) ≤ max
t≥0

Iµ(tvε) <
SN/p

N
.

Considere as funções de [0,+∞) em R,

g(t) = Iµ(tvε) =
tp

p

∫
Ω

|∇vε|p dx− µ
tq

q

∫
Ω

vqε dx−
tp
∗

p∗

∫
Ω

vp
∗

ε dx

=
tp

p

∫
Ω

|∇vε|p dx− µ
tq

q

∫
Ω

vqε dx−
tp
∗

p∗
,

e

g(t) =
tp

p

∫
Ω

|∇vε|p dx−
tp
∗

p∗
.

Observe que

g(t)→ −∞ quando t→∞,

então max
t≥0

Iµ(tvε) é atingido para algum tε > 0, e dessa forma

0 = g′(tε) = tp−1
ε

∫
Ω

|∇vε|p dx− µtq−1
ε

∫
Ω

vqε dx− tp
∗−1
ε

= tp−1
ε

(∫
Ω

|∇vε|p dx− µtq−pε

∫
Ω

vqε dx− tp
∗−p
ε

)
,

portanto ∫
Ω

|∇vε|p dx = µtq−pε

∫
Ω

vqε dx+ tp
∗−p
ε ≥ tp

∗−p
ε ,
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isto é,

tε ≤
(∫

Ω

|∇vε|pdx
)1/p∗−p

. (2.22)

Esta desigualdade implica que

∫
Ω

|∇vε|p dx = tp
∗−p
ε + µtq−pε

∫
Ω

vqε dx ≤ tp
∗−p
ε + µ

(∫
Ω

|∇vε|p dx
) q−p

p∗−p
∫

Ω

vqε dx

= tp
∗−p
ε + µ‖vε‖

p(q−p)
p∗−p |vε|qq,

donde

tp
∗−p
ε ≥ ‖vε‖p − µ‖vε‖

p(q−p)
p∗−p |vε|qq

= ‖vε‖p[1− µ‖vε‖
p(q−p)
p∗−p −p|vε|qq].

De (2.19) e (2.21) podemos escolher ε suficientemente pequeno de modo que

tp
∗−p
ε ≥ S

2
. (2.23)

De forma análoga ao estudo da função g, podemos observar que a função g atinge máximo
e com isso existe t > 0 tal que g′(t) = 0 implicando que

t =

(∫
Ω

|∇vε|p dx
) 1

p∗−p

,

e que g é crescente no intervalo [0, (
∫

Ω
|∇vε|p dx)

1
p∗−p ]. Logo, por (2.22),

g(tε) = g(tε)− µ
tqε
q

∫
Ω

vqε dx

≤ g

((∫
Ω

|∇vε|p dx
) 1

p∗−p
)
− µt

q
ε

q

∫
Ω

vqε dx.

Note que, usando (2.19),

g

((∫
Ω

|∇vε|p dx
) 1

p∗−p
)

=
1

p

(∫
Ω

|∇vε|p dx
) p

p∗−p

‖vε‖p −
1

p∗

(∫
Ω

|∇vε|p dx
) p∗

p∗−p

=
1

p
(‖vε‖p)

p
p∗−p‖vε‖p −

1

p∗
(‖vε‖p)

p∗
p∗−p

=
1

p
‖vε‖N−p‖vε‖p −

1

p∗
‖vε‖N
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=
1

p
‖vε‖N −

1

p∗
‖vε‖N =

1

N
‖vε‖N =

1

N
(‖vε‖p)N/p =

1

N
[S +O(ε

N−p
p )]N/p

=
1

N

[
S

(
1 +

O(ε
N−p
p )

S

)]N/p
=

1

N
SN/p[1 +O(ε

N−p
p )]N/p.

Assim, de (2.23)

g(tε) ≤
1

N
SN/p[1 +O(ε

N−p
p )]N/p − µ

q

(
S

2

) q
p∗−p

∫
Ω

vqε dx.

Escrevendo f(t) = (1 + t)N/p, do Teorema no Valor Médio, obtemos

[1 +O(ε
N−p
p )]N/p =

N

p
(1 + θ)

N
p
−1O(ε

N−p
p ) + 1 = O(ε

N−p
p ) + 1, θ ∈ (0, O(ε

N−p
p )),

donde

g(tε) ≤
1

N
SN/p +O(ε

N−p
p )− µ

q

(
S

2

) q
p∗−p

∫
Ω

vqε dx

≤ 1

N
SN/p + c3ε

N−p
p − µ

q

(
S

2

) q
p∗−p

∫
Ω

vqε dx.

Logo, de (2.20) obtemos

g(tε) ≤
1

N
SN/p + c3ε

N−p
p − µ

q

(
S

2

) q
p∗−p

c1ε
{[(p−1)/p][N−q(N−p)/p]}

≤ 1

N
SN/p + c3ε

N−p
p − µc4ε

{[(p−1)/p][N−q(N−p)/p]},

sendo N ≥ p2 então
N − p
p

>
p− 1

p

(
N − q(N − p)

p

)
.

De fato, caso contrário, por p < q teríamos

N − p
p
≤ p− 1

p

(
N − q(N − p)

p

)
<
p− 1

p
(N − (N − p)) =

(p− 1)

p
p,

donde N < p2, o que é uma contradição. Assim, para ε ≈ 0 temos

c3ε
N−p
p − µc4ε

{[(p−1)/p][N−q(N−p)/p]} < 0.

Portanto,

max
t≥0

Iµ(tvε) = max
t≥0

g(t) = g(tε) <
SN/p

N
,
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e temos o resultado desejado.

2.2 Demonstração do Teorema principal

Demonstração do Teorema 2.1.
Pelo Lema 2.10, o funcional Iµ satisfaz a geometria do passo da montanha, então existe

uma sequência (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) tal que

Iµ(un)→ c̃µ em R e I ′µ(un)→ 0 em W−1,p′(Ω) = (W 1,p
0 (Ω))′.

Além disso, o Lema 2.13 nos garante a existência de u ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que, a menos de

uma subsequência,
un → u em W 1,p

0 (Ω).

Dessa convergência e da continuidade dos funcionais Iµ e I ′µ temos

Iµ(un)→ Iµ(u) em R e I ′µ(un)→ I ′µ(u) em W−1,p′(Ω),

implicando, pela unicidade do limite,

Iµ(u) = c̃µ e I ′µ(u) = 0.

Portanto, u é um ponto crítico do funcional Iµ e, consequentemente, uma solução não
trivial para o problema (Pµ), visto que c̃µ > 0.

�
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Capítulo 3

Categoria de Lusternik-Schnirelman

Neste capítulo apresentaremos definições e provaremos alguns resultados sobre a teoria
de categoria, ferramenta essencial deste trabalho. A definição de categoria a seguir foi
dada por Lusternik-Schnirelman (veja [19]).

Definição 3.1. Um subconjunto fechado A é contrátil em um espaço topológico X se
existem uma aplicação h : [0, 1]× A→ X contínua e w ∈ X tais que

h(0, u) = u, h(1, u) = w, ∀u ∈ A.

Proposição 3.2. [16, Corolário, p.12] Seja X um espaço topológico. Se X é contrátil
em X, então X é conexo por caminhos.

Definição 3.3. Sejam A,B e Y subconjuntos fechados de um espaço topológico X.
Dizemos que A é deformado em B preservando Y , e denotamos por A ≺Y B em X,
se Y ⊂ A ∩B e se existe h : [0, 1]× A→ X contínua tal que

(a) h(0, u) = u, h(1, u) ∈ B, ∀u ∈ A;

(b) h(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

Definição 3.4. Sejam Y ⊂ A subconjuntos fechados de um espaço topológico X. A
categoria de A em X relativa a Y é o menor inteiro n tal que existem n+ 1 subconjuntos
fechados A0, A1, . . . , An em X satisfazendo:

(a) A =
n⋃
j=0

Aj;

(b) A1, . . . , An são contráteis em X;

(c) A0 ≺Y Y em X.
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A categoria de A em X relativa a Y é denotada por catX,Y (A).

Definição 3.5. Seja A um subconjunto fechado de um espaço topológico X. A categoria
de A em X é o menor inteiro n tal que existem n subconjuntos A1, . . . , An fechados e

contráteis em X tais que A =
n⋃
j=1

Aj. Usamos a notação catX(A).

Observe que
catX(A) = catX,∅(A),

e
catX(A) = +∞, se A não admite cobertura finita.

Exemplo 3.6. (a) Sendo B uma bola fechada do RN , então catB(B) = catRN (B) = 1;

(b) Sendo A um anel em R2, então catA(A) = 2;

(c) Sendo T2 o toro em R3, então catT2(T2) = 3.

Proposição 3.7. Seja A um subconjunto finito e não vazio de um espaço topológico X.
Se catX(A) = n então A possui, pelo menos, n elementos.

Demonstração. Se catX(A) = 2 então A não é unitário, pois a categoria de um
conjunto unitário em X é igual a 1. Com isso, A possui, pelo menos, 2 elementos.

Suponha, por indução, que a proposição seja verdadeira para o inteiro n. Provaremos
que o resultado é válido para n+ 1. Se catX(A) = n+ 1 então

A = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ An+1,

em que Aj, j = 1 . . . , n, n + 1 são fechados e contráteis em X. Considere Z =

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An, e como A = Z ∪ An+1 temos catX(Z) = n, pois caso contrário
teríamos uma contradição em catX(A) = n+1. Logo, por hipótese, Z possui, pelo menos,
n elementos. Agora, se An+1 ⊂ Z temos Z = Z ∪ An+1 = A e assim catX(A) = n, o que
também é uma contradição. Portanto, existe y ∈ An+1 tal que y /∈ Z donde A possui, pelo
menos, n+1 elementos. Dessa forma, o resultado é válido para n+1 e, consequentemente,
temos o desejado.

Lema 3.8. Sejam A, B, C e Y subconjuntos fechados de X tais que Y ⊂ A∩B ∩C. Se
A ≺Y B e B ≺Y C em X, então A ≺Y C em X.

Demonstração. Por hipótese, existem as deformações
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h : [0, 1]× A→ X contínua tal que

h(0, u) = u, h(1, u) ∈ B, ∀u ∈ A;

h(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1],

e g : [0, 1]×B → X contínua tal que

g(0, u) = u, g(1, u) ∈ C, ∀u ∈ B;

g(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

Com isso, considere a deformação f : [0, 1]× A→ X dada por

f(t, u) =

h(2t, u), 0 ≤ t ≤ 1
2
, u ∈ A,

g(2t− 1, h(1, u)), 1
2
< t ≤ 1, u ∈ A.

Observe que f é contínua, uma vez que os limites laterais quando t tende a 1/2 são iguais
à h(1, u), e que

f(0, u) = h(0, u) = u,∀u ∈ A;

f(1, u) = g(2.1− 1, h(1, u)) = g(1, h(1, u)) ∈ C, ∀u ∈ A, pois h(1, u) ∈ B.

Para 0 ≤ t ≤ 1
2
e u ∈ Y ,

f(t, u) = h(2t, u) ∈ Y,

e para 1
2
< t ≤ 1 e u ∈ Y ,

f(t, u) = g(2t− 1, h(1, u)) ∈ Y, pois h(1, u) ∈ Y uma vez que u ∈ Y.

Portanto f(t, Y ) ⊂ Y , para todo t ∈ [0, 1], provando assim que A ≺Y C em X.

Proposição 3.9. Sejam A,B, Y subconjuntos fechados de X tais que Y ⊂ A. A categoria
relativa satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Normalização: catX,Y (Y ) = 0;

(b) Subaditividade: catX,Y (A ∪B) ≤ catX,Y (A) + catX(B);

(c) Monotonicidade: A ≺Y B ⇒ catX,Y (A) ≤ catX,Y (B).

Demonstração.

39



(a) Considerando A0 = Y , temos A0 ≺Y Y em X, pois Y ⊂ A0 ∩ Y ,

h : [0, 1]× A0 −→ X

(t, u) 7−→ h(t, u) = u

é contínua e satisfaz

h(0, u) = u, h(1, u) ∈ Y, ∀u ∈ A0; e h(t, Y ) ⊂ Y ∀t ∈ [0, 1].

Logo, catX,Y (Y ) = 0.

(b) Suponha catX,Y (A) = n e catX(B) = m, ou seja, existem A0, A1, . . . , An

subconjuntos fechados em X tais que

A =
n⋃
j=0

Aj, A1, . . . , An são contráteis em X, A0 ≺Y Y em X,

e existem também B1, . . . , Bm fechados e contráteis em X tais que

B =
m⋃
k=1

Bk.

Assim,
A ∪B = A0 ∪ [A1 ∪ . . . ∪ An ∪B1 ∪ . . . ∪Bm],

em que n + m é uma cota superior para a quantidade de elementos na união
entre colchetes de conjuntos contráteis em X, e como A0 ≺Y Y concluímos que
catX,Y (A ∪B) ≤ n+m = catX,Y (A) + catX(B).

(c) Suponha A ≺Y B pela deformação h, isto é, Y ⊂ A ∩ B e h : [0, 1] × A → X é
contínua satisfazendo

h(0, u) = u, h(1, u) ∈ B, ∀u ∈ A e h(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

Se catX,Y (B) = ∞, o resultado é imediato. Agora, se catX,Y (B) = n, seja
(B0, B1, . . . , Bn) a cobertura fechada de B correspondente. Defina

Aj = {u ∈ A : h(1, u) ∈ Bj}, j = 0, 1, . . . , n.

Com isso, temos:

(i) A =
n⋃
j=0

Aj. De fato, que Aj ⊂ A é imediato. Por outro lado, dado u ∈ A temos

h(1, u) ∈ B, e sabendo que (B0, B1, . . . , Bn) é uma cobertura fechada de B obtemos
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B =
⋃n
j=0Bj. Daí, h(1, u) ∈ Bj para algum j = 0, 1, 2, . . . , n, e assim u ∈ Aj.

Portanto, A ⊂ Aj para algum j = 0, 1, 2, . . . , n e, consequentemente, temos a
igualdade desejada.

(ii) Afirmamos que A0 ≺Y B0. De fato, a cobertura (B0, B1, . . . , Bn) satisfaz B0 ≺Y Y
em X, o que nos da que Y ⊂ B0. Note que, Y ⊂ B0 implica, pela definição de Aj e
por Y ⊂ A, que Y ⊂ A0, pois

u ∈ Y ⇒ h(1, u) ∈ Y ⊂ B0 ⇒ u ∈ A0.

Portanto, Y ⊂ A0 ∩B0 . Agora, definindo

h0 : [0, 1]× A0 −→ X

(t, u) 7−→ h0(t, u) = h(t, u)

obtemos, h0 contínua;

h0(0, u) = h(0, u) = u, h0(1, u) = h(1, u) ∈ B0, ∀u ∈ A0;

h0(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1],

justificando assim a afirmação. Logo, de B0 ≺Y Y , segue do Lema 3.8 que A0 ≺Y Y .

(iii) Aj ≺∅ Bj, j = 1, . . . , n. De fato, defina

hj : [0, 1]× Aj −→ X

(t, u) 7−→ hj(t, u) = h(t, u).

Sendo Bj contrátil, considere gj : [0, 1]×Bj → X a respectiva deformação e também
fj : [0, 1]× Aj → X dada por

fj(t, u) =

hj(2t, u), 0 ≤ t ≤ 1
2
, u ∈ Aj,

gj(2t− 1, hj(1, u)), 1
2
< t ≤ 1, u ∈ Aj.

Observe que fj é contínua, uma vez que seus limites laterais com t tendendo a 1/2

coincidem. Além disso, essas funções implicam que os conjuntos Aj são contráteis
em X, pois

fj(0, u) = hj(0, u) = h(0, u) = u,∀u ∈ Aj, j = 1, . . . , n,

e dados u, v ∈ Aj, j = 1, . . . , n, temos:

fj(1, u) = gj(1, hj(1, u)) = gj(1, h(1, u)),
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fj(1, v) = gj(1, hj(1, v)) = gj(1, h(1, v)),

como cada Bj é contrátil, então gj(1, h(1, u)) = gj(1, h(1, v)). Daí, fj(1, u) =

fj(1, v), para todo u, v ∈ Aj, j = 1, . . . , n. Portanto, cada Aj com j = 1, . . . , n

é contrátil em X. Finalmente, definindo a função

f : A −→ X

u 7−→ f(u) = h(1, u),

obtemos que a mesma é contínua e que Aj = f−1(Bj), donde cada Aj, j = 0, . . . , n

é fechado em X. Logo, dos itens (i), (ii) e (iii), concluímos que catX,Y (A) ≤ n =

catX,Y (B).

Proposição 3.10. [25, Proposição 5.7] Seja φX,Y uma função definida na classe de
subconjuntos fechados de X que contém Y . Se φX,Y satisfaz as propriedades (a), (b), (c)

da Proposição 3.9, então φX,Y ≤ catX,Y .

Podemos concluir da proposição anterior que, dentre as funções que satisfazem as três
propriedades da Proposição 3.9, a catX,Y é a que possui maior valor e, portanto, será a
melhor função para buscarmos a multiplicidade de soluções, como veremos no Capítulo 4.

Definição 3.11. Um espaço métrico X é um extensor absoluto de vizinhança (EAV),
se para todo espaço métrico E, para todo subconjunto fechado F de E e toda aplicação
contínua f : F → X, existe uma extensão contínua de f definida em uma vizinhança de
F em E.

Definição 3.12. Um espaço topológico X é normal se para todo par de conjuntos disjuntos
fechados A e B de X existe f : X → [0, 1] contínua tal que f(A) = {0} e f(B) = {1}.

Observação 3.13. Todo espaço métrico X é normal. De fato, dados A e B fechados e
disjuntos em X basta considerar a função de Urysohn f : X → [0, 1] dada por

f(x) =
dist(x,A)

dist(x,A) + dist(x,B)
.

Proposição 3.14. Seja A um subconjunto fechado de um EAV X. Então existe uma
vizinhança fechada B de A em X tal que catX(B) = catX(A).

Demonstração. Suponha inicialmente que catX(A) = 1, ou seja, que A é fechado e
contrátil, e considere h : [0, 1]× A→ X a deformação correspondente. O conjunto

N = ([0, 1]× A) ∪ ({0, 1} ×X)
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é fechado em M = [0, 1]×X. A aplicação f : N → X dada por

f(t, u) =


h(t, u), t ∈ [0, 1], u ∈ A,

u, t = 0, u ∈ X,

h(1, u0), t = 1, u ∈ X,

onde u0 ∈ A é fixo, é contínua. Por hipótese, X é um EAV donde existe uma extensão
contínua g de f definida em uma vizinhança U deN emM . ComoM é um espaço métrico,
segue da Observação 3.13 que o mesmo é normal. Logo, podemos supor U fechado. De
fato, sendo N e U c fechados disjuntos de M , existe f̃ : M → [0, 1] contínua tal que
f̃(N) = {0} e f̃(U c) = {1}; considerando então Ũ = {x ∈ M : f̃(x) ≤ 1

2
}, temos Ũ

fechado com N ⊂ Ũ ⊂ U , pois

x ∈ N ⇒ f̃(x) = 0 <
1

2
⇒ x ∈ Ũ ⇒ N ⊂ Ũ

e
x ∈ U c ⇒ f̃(x) = 1 >

1

2
⇒ x ∈ Ũ c ⇒ U c ⊂ Ũ c ⇒ Ũ ⊂ U.

Além disso, de ([0, 1]×A) ⊂ N ⊂ U , temos ([0, 1]×A)∩∂U = ∅. Considerando a projeção

π : [0, 1]×X −→ X

(t, u) 7−→ π(t, u) = u,

afirmamos que π(∂U)∩A = ∅. Com efeito, suponha por absurdo que exista v ∈ π(∂U)∩A,
então existe (t, v) ∈ [0, 1] × ∂U tal que π(t, v) = v, mas como v ∈ A e t ∈ [0, 1] temos
um absurdo, pois ([0, 1]× A) ∩ ∂U = ∅. Assim, fazendo B = π(U) \ int(π(∂U)) temos B
fechado, A ⊂ B e ([0, 1]×B) ⊂ U . Com isso, B é contrátil em X, visto que g : U → X é
contínua e como ([0, 1]×B) ⊂ U tome

φ = g |[0,1]×B: [0, 1]×B → X,

que é contínua e, se u ∈ B então u ∈ A ou u ∈ (B \A). Se u ∈ A, então (0, u), (1, u) ∈ N
e

φ(0, u) = g(0, u) = f(0, u) = u;

φ(1, u) = g(1, u) = f(1, u) = h(1, u0),

e se u ∈ (B \ A), então u ∈ X de modo que (0, u), (1, u) ∈ N , assim

φ(0, u) = g(0, u) = f(0, u) = u,
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e
φ(1, u) = g(1, u) = f(1, u) = h(1, u0).

Em vista disso,
φ(0, u) = u e φ(1, u) = h(1, u0), ∀u ∈ B,

logo B é contrátil, donde
catX(B) = 1 = catX(A).

Se catX(A) = n, então A =
n⋃
i=1

Ai, em que cada Ai é fechado e contrátil, isto é,

catX(Ai) = 1, para todo i = 1, . . . , n. Como visto anteriormente, existe Bi vizinhança

fechada de Ai tal que catX(Bi) = catX(Ai). Definindo B =
n⋃
i=1

Bi, temos B vizinhaça

fechada de A com cada Bi, i = 1, 2, . . . n, contrátil, donde

catX(B) ≤ n = catX(A). (3.1)

Por outro lado, A ⊂ B implica A ≺∅ B. De fato, tomando

ψ : [0, 1]× A −→ X

(t, u) 7−→ ψ(t, u) = u,

temos ψ contínua e,
ψ(0, u) = u, ψ(1, u) = u ∈ B, ∀u ∈ A.

Logo, do item (c) da Proposição 3.9,

catX(A) = catX,∅(A) ≤ catX,∅(B) = catX(B). (3.2)

Pelas desigualdades (3.1) e (3.2) obtemos

catX(A) = catX(B).
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Capítulo 4

Multiplicidade de soluções para (Pµ)

Neste capítulo, seguindo [1] estudaremos a multiplicidade de soluções para o problema
elíptico crítico (Pµ), enunciado no Capítulo 2, fazendo uso da teoria de categoria
desenvolvida no Capítulo 3.

O resultado principal deste capítulo é dado pelo seguinte:

Teorema 4.1. Seja Ω um domínio limitado suave de RN , N ≥ p2 e 2 ≤ p < q < p∗.
Então existe µ∗ > 0 tal que, para cada µ ∈ (0, µ∗), o problema (Pµ) possui, pelo menos,
catΩ(Ω) soluções não triviais.

4.1 Preliminares

Considere a variedade de Nehari associada ao funcional Iµ,

Nµ = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} : I ′µ(u)u = 0}.

Proposição 4.2. O número cµ = inf{Iµ(u) : u ∈ Nµ} está bem definido.

Demonstração. Basta mostrarmos que Iµ(u) é limitado inferiormente na variedade
Nµ. Dado u ∈ Nµ temos u 6= 0 e

I ′µ(u)u =

∫
Ω

|∇u|pdx− µ
∫

Ω

(u+)qdx−
∫

Ω

(u+)p
∗
dx = 0,

ou seja,
‖u‖p = µ|u+|qq + |u+|p

∗

p∗ .
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Logo,

Iµ(u) =
1

p
‖u‖p − µ

q
|u+|qq −

1

p∗
|u+|p

∗

p∗ =
1

p

(
µ|u+|qq + |u+|p

∗

p∗

)
− µ

q
|u+|qq −

1

p∗
|u+|p

∗

p∗

= µ|u+|qq
(

1

p
− 1

q

)
+ |u+|p

∗

p∗

(
1

p
− 1

p∗

)
,

e sendo 2 ≤ p < q < p∗ temos
(

1

p
− 1

q

)
> 0 e

(
1

p
− 1

p∗

)
> 0, assim Iµ(u) > 0. Portanto,

0 é cota inferior para o conjunto {Iµ(u) : u ∈ Nµ} donde cµ está bem definido.

Lema 4.3. Para cada u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} existe único tu ∈ (0,+∞) tal que tuu ∈ Nµ e

max
t≥0

Iµ(tu) = Iµ(tuu).

Demonstração. Dado u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}, defina

f : [0,∞) −→ R

t 7−→ f(t) = Iµ(tu) =
tp

p
‖u‖p − µtq

q
|u+|qq −

tp
∗

p∗
|u+|p

∗

p∗ .

A função f admite um ponto de máximo, ou seja, existe tu ∈ (0,∞) tal que

max
t≥0

Iµ(tu) = Iµ(tuu).

Observe que tuu ∈ Nµ, pois tuu 6= 0 e pelo fato de Iµ, em particular, pertencer a
C1
(
W 1,p

0 (Ω),R
)
temos

f ′(tu) = 0⇔ I ′µ(tuu)u = 0⇔ tuI
′
µ(tuu)u = 0⇔ I ′µ(tuu)(tuu) = 0.

Agora, tu é único pois

f ′(t) = 0⇔ tp−1‖u‖p − µtq−1|u+|qq − t
p∗−1|u+|p

∗

p∗ = 0⇔ ‖u‖p = µtq−p|u+|qq + tp
∗−p|u+|p

∗

p∗ ,

assim, se existissem t1 e t2 distintos tais que f ′(t1) = f ′(t2) = 0, teríamos

‖u‖p = µtq−p1 |u+|qq + tp
∗−p

1 |u+|p
∗

p∗ e ‖u‖p = µtq−p2 |u+|qq + tp
∗−p

2 |u+|p
∗

p∗ ,

que seria um absurdo. Logo, f possui único ponto de máximo e assim tu é único.
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Corolário 4.4. Se u ∈ Nµ então

Iµ(u) = max
t≥0

Iµ(tu).

Lema 4.5. Se N ≥ p2 e p < q < p∗, temos cµ = c̃µ para µ > 0, em que c̃µ é o nível do
passo da montanha de Iµ dado em (2.5).

Demonstração. Do Teorema do Passo da Montanha, Teorema 2.3, existe (un) ⊂
W 1,p

0 (Ω) tal que
Iµ(un)→ c̃µ e I ′µ(un)→ 0.

E, do Lema 2.13, Iµ satisfaz a condição (PS)c̃µ , daí existe uµ ∈ W
1,p
0 (Ω) tal que, a menos

de uma subsequência,
un → uµ em W 1,p

0 (Ω).

Pela continuidade de Iµ e I ′µ obtemos

Iµ(un)→ Iµ(uµ) e I ′µ(un)→ I ′µ(uµ),

respectivamente, implicando, pela unicidade do limite, que

Iµ(uµ) = c̃µ e I ′µ(uµ) = 0.

Agora, observando que Iµ(0) = 0 e c̃µ > 0, temos uµ 6= 0 e assim uµ ∈ Nµ. Como uµ ∈ Nµ
e Iµ(uµ) = c̃µ, então

cµ = inf
u∈Nµ

Iµ(u) ≤ Iµ(uµ) = c̃µ. (4.1)

Por outro lado, dado v ∈ Nµ temos, pelo Corolário 4.4,

Iµ(v) = max
t≥0

Iµ(tv) ≥ inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tu) = c̃µ,

ou seja, c̃µ é uma cota inferior para o conjunto {Iµ(u) : u ∈ Nµ} e como cµ é a maior das
cotas inferiores deste conjunto, segue

cµ = inf
u∈Nµ

Iµ(u) ≥ c̃µ. (4.2)

Logo, de (4.1) e (4.2) concluímos que

cµ = c̃µ.

47



4.1. PRELIMINARES

Lema 4.6. Se µ2 ≤ µ1 então cµ1 ≤ cµ2, isto é, cµ é não-crescente em µ.

Demonstração. O funcional Iµ nos dá que, se µ2 ≤ µ1 então para quaisquer t ∈ [0,∞)

e u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} temos

Iµ1(tu) ≤ Iµ2(tu),

logo
max
t≥0

Iµ2(tu) ≥ max
t≥0

Iµ1(tu) ≥ inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ1(tu) = c̃µ1 ,

e pelo Lema 4.5 obtemos

cµ2 = c̃µ2 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ2(tu) ≥ c̃µ1 = cµ1 ,

como queríamos demonstrar.

Proposição 4.7. O funcional

I0(u) =
1

p
‖u‖p − 1

p∗

∫
Ω

(u+)p
∗
dx,

satisfaz a geometria do passo da montanha.

Demonstração. Análoga à demonstração do Lema 2.10.

Proposição 4.8. Para qualquer Λ > 0 existe ρ = ρ(Λ), relacionado a geometria do passo
da montanha, tal que

0 < ρ ≤ cµ ≤ c0, ∀µ ∈ [0,Λ],

em que c0 é o nível do passo da montanha associado ao funcional I0.

Demonstração. Dado t ∈ [0,∞) e u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}, como µ > 0 temos

Iµ(tu) ≤ I0(tu),

donde
max
t≥0

I0(tu) ≥ max
t≥0

Iµ(tu) ≥ inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tu) = c̃µ,

ou seja, c̃µ é uma cota inferior para o conjunto {max
t≥0

I0(tu) : u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}}. Usando

o Lema 4.5 e a definição de ínfimo, temos

c0 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

I0(tu) ≥ c̃µ = cµ. (4.3)
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Agora, se µ ∈ [0,Λ], então µ ≤ Λ e, pelo Lema 4.6,

cΛ ≤ cµ. (4.4)

Como IΛ satisfaz a geometria do passo da montanha, sejam ρ > 0 e r > 0 tais que

ρ = inf
‖u‖=r

IΛ(u),

logo, IΛ(u) ≥ ρ para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω) com ‖u‖ = r. Observe que ρ é cota inferior para

o conjunto {max
t≥0

IΛ(tu) : u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}}. De fato, dado u ∈ W 1,p

0 (Ω) \ {0}, existe
t0 > 0 em R tal que ‖t0u‖ = r, daí

IΛ(t0u) ≥ ρ,

então
max
t≥0

IΛ(tu) ≥ IΛ(t0u) ≥ ρ.

Portanto, novamente pelo Lema 4.5,

cΛ = c̃Λ = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}}
max
t≥0

IΛ(tu) ≥ ρ. (4.5)

Por (4.3), (4.4) e (4.5) obtemos

0 < ρ ≤ cΛ ≤ cµ ≤ c0.

Apresentemos agora as seguintes funções. Dado r > 0, seja ψ ∈ C∞0 (RN) uma função
não negativa que satisfaça suppψ ⊂ Br(0) e ψ ≡ 1 em Br/2(0). Para ε > 0 seja

uε(x) =
CNψ(x)ε(N−p)/p(p−1)

[εp/(p−1) + |x|p/(p−1)](N−p)/p
,

com

CN =

[
N

(
N − p
p− 1

)p−1
](N−p)/p2

.

Segundo [14] ou [21] temos as seguintes estimativas:∫
RN
|∇uε|p dx = SN/p +O(ε(N−p)/(p−1))
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e ∫
RN
|uε|p

∗
dx = SN/p +O(εN/(p−1)).

Seja
vε =

uε
|uε|p∗

, (4.6)

então vε é radial, não negativa e satisfaz

‖vε‖p ≤ S +O(ε(N−p)/(p−1)). (4.7)

Com efeito,

‖vε‖p =
‖uε‖p

|uε|pp∗
=

SN/p +O(ε(N−p)/(p−1))

[SN/p +O(εN/(p−1))]p/p∗
=

SN/p +O(ε(N−p)/(p−1))[
SN/p

(
1 +

O(εN/(p−1))

SN/p

)]p/p∗
=

SN/p +O(ε(N−p)/(p−1))

S(N−p)/p[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗

=
SN/p

S(N−p)/p[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗
+

O(ε(N−p)/(p−1))

S(N−p)/p[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗

=
S

[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗
+

O(ε(N−p)/(p−1))

[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗

=
S +O(ε(N−p)/(p−1))

[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗
,

e fazendo f(t) = (1 + t)−p/p
∗ obtemos, pelo Teorema do Valor Médio,

f(O(εN/(p−1))) =
1

[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗
= 1− p

p∗
(1 + θ)(−p/p∗)−1O(εN/(p−1))

= 1−O(εN/(p−1)), θ ∈
(
0, O(εN/(p−1))

)
.

Logo,

‖vε‖p =
S +O(ε(N−p)/(p−1))

[1 +O(εN/(p−1))]p/p∗
= [S +O(ε(N−p)/(p−1))][1−O(εN/(p−1))]

= S −O(εN/(p−1)) +O(ε(N−p)/(p−1))−O(ε(N−p)/(p−1))O(εN/(p−1))

≤ S +O(ε(N−p)/(p−1)).

Lema 4.9. c0 =
SN/p

N
.

Demonstração. Seja vε definida em (4.6). Sendo |vε|p∗ = 1 obtemos, pelas
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desigualdades S ≤ ‖vε‖p e (4.7), que

‖vε‖p → S, quando ε→ 0. (4.8)

Defina
g : [0,∞) −→ R

t 7−→ g(t) = I0(tvε) =
tp

p
‖vε‖p −

tp
∗

p∗
|vε|p

∗

p∗ ,

e note que g assume máximo, donde existe tε > 0 tal que

g′(tε) = tp−1
ε ‖vε‖p − tp

∗−1
ε |vε|p

∗

p∗ = I ′0(tεvε)vε = 0.

Daí,

tp−1
ε (‖vε‖p − tp

∗−p
ε ) = 0⇒ tp

∗−p
ε = ‖vε‖p ⇒ tε = ‖vε‖p/(p

∗−p),

logo,

1

N
tp
∗

ε =
1

N
(‖vε‖p/(p

∗−p))p
∗

=
1

N
‖vε‖pp

∗/(p∗−p) =
1

N
(‖vε‖p)N/p

e com isso,

c0 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

I0(tu) ≤ max
t≥0

I0(tvε) = I0(tεvε) =
tpε
p
‖vε‖p −

tp
∗
ε

p∗
|vε|p

∗

p∗

=
t
p+(p∗−p)
ε

p
− tp

∗
ε

p∗
=

1

N
tp
∗

ε =
1

N
(‖vε‖p)N/p.

Fazendo ε→ 0, de (4.8), obtemos

1

N
(‖vε‖p)N/p →

1

N
SN/p,

ou seja, tomando o limite quando ε→ 0 temos

c0 ≤
1

N
SN/p. (4.9)

Por outro lado, pela Proposição 4.7, o funcional I0 satisfaz a geometria do passo da
montanha, logo existe (un) ⊂ W 1,p

0 (Ω) verificando

I0(un)→ c0 e I ′0(un)→ 0.

Afirmamos que a sequência (un) é limitada emW 1,p
0 (Ω). Com efeito, para n suficientemente
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grande, temos
I0(un) ≤ c0 + 1,

e como
− 1

p∗
I ′0(un)(un) ≤

∣∣∣∣− 1

p∗
I ′0(un)(un)

∣∣∣∣ ≤ 1

p∗
‖I ′0(un)‖‖un‖

e ‖I ′0(un)‖ → 0, para n suficientemente grande, temos
1

p∗
‖I ′0(u)‖ � 1 donde

− 1

p∗
I ′0(un)(un) ≤ ‖un‖.

Logo, para n suficientemente grande, obtemos

c0 + 1 + ‖un‖ ≥ I0(un)− 1

p∗
I ′0(un)(un) =

1

p
‖un‖p −

1

p∗
|un+|p

∗

p∗ −
1

p∗
‖un‖p +

1

p∗
|un+|p

∗

p∗

=

(
1

p
− 1

p∗

)
‖un‖p.

Assim, podemos concluir que (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω) pois, caso contrário, a menos

de uma subsequência, teríamos ‖un‖ → ∞ e daí(
1

p
− 1

p∗

)
≤ c0 + 1

‖un‖p
+

1

‖un‖p−1
→ 0,

o que seria um absurdo. Desse modo, a menos de uma subsequência, podemos assumir
‖un‖p → l para algum l ∈ (0,+∞), visto que, de

‖un−‖p = I ′0(un)(un
−)→ 0

podemos assumir un ≥ 0, para todo n ∈ N e ainda, se tivéssemos ‖un‖p → 0 então pela
imersão contínua W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω) teríamos a existência de α1 > 0 tal que

|u+
n |
p∗

p∗ ≤ |un|
p∗

p∗ ≤ α1‖un‖p
∗

= α1(‖un‖p)p
∗/p → 0⇒ |u+

n |
p∗

p∗ → 0,

donde,

I0(un) =
1

p
‖un‖p +

1

p∗
|u+
n |
p∗

p∗ → 0,

nos dando um absurdo, já que c0 > 0. Logo, de

I ′0(un)un = ‖un‖p − |un|p
∗

p∗ → 0 e ‖un‖p → l com l > 0,
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obtemos

|un|p
∗

p∗ → l. (4.10)

Considerando vn =
un
|un|p∗

, temos |vn|p∗ = 1 e

S ≤ ‖vn‖p =
‖un‖p

|un|pp∗
→ lp/N ,

isto é,

S ≤ lp/N . (4.11)

Agora, sabemos que

I0(un) =
1

p
‖un‖p −

1

p∗
|un|p

∗

p∗ → c0

mas, de (4.10), temos
1

p
‖un‖p −

1

p∗
|un|p

∗

p∗ →
l

p
− l

p∗
=

l

N
,

e assim l = c0N , donde concluímos por (4.11) que

(Nc0)p/N ≥ S ⇒ c0 ≥
SN/p

N
. (4.12)

Portanto, das desigualdades (4.9) e (4.12) obtemos

c0 =
SN/p

N
.

Observação 4.10. a) Se G é um domínio limitado de RN , o nível do passo da
montanha relacionado aos funcionais

I0,G(u) =
1

p

∫
G

|∇u|p dx− 1

p∗

∫
G

(u+)p
∗
dx

e
Ĩ0,G(u) =

1

p

∫
G

|∇u|p dx− 1

p∗

∫
G

|u|p∗ dx

é
SN/p

N
, isto é, o nível do passo da montanha de I0,G independe do domínio G.

b) Vimos na demonstração do Lema 2.11 que podemos assumir que todas as sequências
de Palais-Smale de Iµ são não negativas.
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Lema 4.11. Se µn → 0, então cµn → c0.

Demonstração. Sabemos que

cµn ≤ c0 ∀n ∈ N.

Se cµn = c0, o resultado segue. Para n suficientemente grande, cµn < c0, então pelos Lemas
2.13 e 4.9 Iµ satisfaz a condição (PS)cµn . Logo, pelo Lema 4.5, para cada n natural, existe
uma sequência (uk) ⊂ W 1,p

0 (Ω) tal que uk ≥ 0 ,

Iµn(uk)→ cµn e I ′µn(uk)→ 0, quando k → +∞.

Além disso, a menos de uma subsequência, para cada n existe un ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que

uk → un, quando k → +∞, em W 1,p
0 (Ω), daí,

Iµn(uk)→ Iµn(un) e I ′µn(uk)→ I ′µn(un), quando k → +∞.

Portanto, a sequência (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) é tal que un ≥ 0 e satisfaz

Iµn(un) = cµn e I ′µn(un) = 0

e, adaptando a demonstração do Lema 4.3, existe (tn) ⊂ (0,+∞) tal que tnun ∈ N0 =

{u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} : I ′0(u)u = 0} e I0 atinge máximo em tnun. Note que,

c0 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

I0(tu) ≤ max
t≥0

I0(tun) = I0(tnun) = Iµn(tnun) +
µn
q

∫
Ω

[(tnun)+]q dx

= Iµn(tnun) +
µntn

q

q

∫
Ω

(un)q dx = Iµn(tnun) +
µntn

q

q
|un|qq.

Como I ′µn(un) = 0 então I ′µn(un)un = 0 e, consequentemente, un ∈ Nµn para cada n ∈ N,
logo

Iµn(tnun) ≤ max
t≥0

Iµn(tun) = Iµn(un) = cµn ,

e com isso,

c0 ≤ cµn +
µntn

q

q
|un|qq. (4.13)

A sequência (tn) é limitada. De fato, suponha por contradição que, a menos de uma
subsequência, tn →∞. Sendo cµn ≤ c0 então (un) é limitada em W 1,p

0 (Ω) pois,
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cµn = Iµn(un)− 1

q
I ′µn(un)un

=
1

p
‖un‖p −

µn
q
|u+
n |qq −

1

p∗
|u+
n |
p∗

p∗ −
1

q
‖un‖p +

µn
q
|u+
n |qq +

1

q
|u+
n |
p∗

p∗

=

(
1

p
− 1

q

)
‖un‖p +

(
1

q
− 1

p∗

)
|u+
n |
p∗

p∗ ≤ c0.

E, como tnun ∈ N0 temos max
t≥0

I0(tun) = I0(tnun), ou seja,

d

dt
I0(tun)

∣∣∣∣
t=tn

= 0⇒ ‖un‖p = tn
p∗−p|un|p

∗

p∗ ,

donde |un|p
∗

p∗ → 0, quando n → ∞. Daí, pela desigualdade de interpolação (Proposição
A.8), |un|qq → 0. Além disso, de I ′µn(un)un = 0, obtemos

‖un‖p = µn|un|qq + |un|p
∗

p∗ ,

implicando que ‖un‖p → 0 e, consequentemente, da igualdade

cµn = Iµn(un) =
1

p
‖un‖p −

µn
q
|un|qq −

1

p∗
|un|p

∗

p∗

temos cµn → 0, o que é um absurdo pois, sendo (µn) decrescente, µn < µ1 para todo
n ∈ N, e portanto

0 < cµ1 ≤ cµn , ∀n ∈ N.

Dessa forma, (tn) é limitada e por (4.13),

c0 ≤ lim inf
n→∞

(
cµn +

µntn
q

q
|un|qq

)
= lim inf

n→∞
cµn ≤ lim sup

n→∞
cµn ≤ c0,

e concluimos que lim
n→∞

cµn = c0.

4.2 Teoremas Minimax

Nesta seção considere o funcional Jµ ∈ C2(W 1,p
0 (Ω),R) dado por

Jµ(u) = ‖u‖p − µ
∫

Ω

(u+)qdx−
∫

Ω

(u+)p
∗
dx, ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω). (4.14)
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Considere também Y um subconjunto fechado de Idµ = {u ∈ Nµ : Iµ(u) ≤ d} com d ∈ R
fixo, em que Iµ é o funcional energia associado ao problema (Pµ) e, para cada j ≥ 1,
defina

Aj = {A : A ⊂ Idµ, A é fechado, Y ⊂ A, catIdµ,Y (A) ≥ j},

e
cj = inf

A∈Aj
sup
u∈A

Iµ(u).

Observação 4.12. O numéro cj está bem definido para todo j ≥ 1. Com efeito,

Iµ(u) ≤ d, ∀u ∈ A⇒ sup
u∈A

Iµ(u) ≤ d,

e
sup
u∈A

Iµ(u) ≥ sup
u∈Y

Iµ(u), ∀A ∈ Aj,

donde
cj = inf

A∈Aj
sup
u∈A

Iµ(u) ≥ sup
u∈Y

Iµ(u).

Observação 4.13. Se catIdµ,Y (Idµ) ≥ n então sup
Y
Iµ ≤ c1 ≤ . . . ≤ cn ≤ d, para todo n ≥ 1.

De fato, catIdµ,Y (Idµ) ≥ n implica Idµ ∈ An e daí,

sup
Y
Iµ ≤ cn = inf

A∈An
sup
u∈Idµ

Iµ(u) ≤ sup
u∈Idµ

Iµ(u) ≤ d.

E sendo An ⊂ An−1 ⊂ . . . ⊂ A1 temos

c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn,

donde segue a afirmação.

Observação 4.14. Seja Pµ = Jµ + 1. Note que Nµ = {u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} : Pµ(u) = 1},

pois I ′µ(u)u = Jµ(u) = 0 para todo u ∈ Nµ. Mais ainda, P ′µ(u) = J ′µ(u) 6= 0 para todo
u ∈ Nµ. De fato, se u ∈ Nµ então

0 = I ′µ(u)u = Jµ(u) = ‖u‖p − µ|u+|qq − |u+|p
∗

p∗ ,

portanto,
‖u‖p = µ|u+|qq + |u+|p

∗

p∗ .

De
J ′µ(u)u = p‖u‖p − qµ|u+|qq − p∗|u+|p

∗

p∗ ,
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obtemos

J ′µ(u)u = p(µ|u+|qq + |u+|p
∗

p∗)− qµ|u+|qq − p∗|u+|p
∗

p∗

= µ(p− q)|u+|qq + (p− p∗)|u+|p
∗

p∗ < 0,

donde temos o desejado.

Teorema 4.15. Se
a = sup

Y
Iµ < c = ck = . . . = ck+m ≤ d,

então para todos ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0, A ∈ Ak+m e B ⊂ Idµ fechado tais que

sup
A
Iµ ≤ c+ ε, catIdµ(B) ≤ m,

existe u ∈ Nµ tal que

(a) c− 2ε ≤ Iµ(u) ≤ c+ 2ε;

(b) dist(u,A \ int(B)) ≤ 2δ;

(c) ‖I ′µ(u)‖∗ ≤
8ε

δ
,

em que a norma do item (c) é a norma da derivada da restrição do funcional Iµ a Nµ,
(ver Definição C.22).

Demonstração. Suponha, por contradição, que existem ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0, A ∈
Ak+m e B ⊂ Idµ fechado tais que

sup
A
Iµ ≤ c+ ε, catIdµ(B) ≤ m

tais que, para todo u ∈ Nµ com c− 2ε ≤ Iµ(u) ≤ c+ 2ε e dist(u,A \ int(B)) ≤ 2δ, temos
‖I ′µ(u)‖∗ > 8ε/δ. Por simplicidade, façamos S = A \ int(B). Daí, podemos escrever

∀u ∈ I−1
µ ([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ, temos ‖I ′µ(u)‖∗ >

8ε

δ
,

com
S2δ = {u ∈ W 1,p

0 (Ω) : dist(u, S) ≤ 2δ}.

Temos S ⊂ Nµ, pois

u ∈ S ⇒ u ∈ A e como A ∈ Ak+m ⇒ A ⊂ Idµ ⊂ Nµ ⇒ u ∈ Nµ.
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Logo, pelo Lema C.24, existe η ∈ C([0, 1] × Nµ,Nµ) tal que η(t, u) =

u, se t = 0 para todou ∈ Nµ ou se u /∈ I−1
µ ([c − 2ε, c + 2ε]) ∩ S2δ, para todo t ∈

[0, 1], e também η(1, Ic+εµ ∩ S) ⊂ Ic−εµ . Dito isso, observe que:

(i) Y ⊂ Ic−εµ :

u ∈ Y ⇒ Iµ(u) ≤ c− 2ε, pois sup
Y
Iµ = a < c− 2ε⇒ Iµ(u) ≤ c− ε⇒ u ∈ Ic−εµ .

(ii) Y ⊂ S = A \ int(B):
Y ⊂ A, pois A ∈ Ak+m. Se Y ∩ int(B) = ∅, segue o desejado. Caso contrário,
tome B̃ = (B \ Yα) em que α > 0 suficientemente pequeno e Yα = {u ∈ W 1,p

0 (Ω) :

dist(u, Y ) < α}. O conjunto B̃ é fechado, está contido em Idµ e catIdµ(B̃) ≤ m, pois,
pela Proposição 3.9, item (c),

B̃ ⊂ B ⇒ B̃ ≺∅ B ⇒ catIdµ(B̃) ≤ catIdµ(B) ≤ m.

Mostremos que Y ∩ int(B̃) = ∅. Note que, Y ⊂ Yα ⊂ Yα e como

(int(B̃))c = (B̃)c = (B \ Yα)c = (B ∩ Y c
α)c = Bc ∪ Yα = Bc ∪ Yα,

então Y ⊂ (Bc ∪ Yα) = (int(B̃))c, implicando que Y ∩ int(B̃) = ∅, como queríamos.
De (i) e (ii) concluímos que Y ⊂ S ∩ Ic−εµ .

(iii) Ic+εµ ∩ S = S:
Se u ∈ S então u ∈ A, daí Iµ(u) ≤ c + ε, pois sup

A
Iµ ≤ c + ε, implicando u ∈ Ic+εµ ,

ou seja, S ⊂ Ic+εµ e assim S = S ∩ Ic+εµ .

(iv) η(0, u) = u para todo u ∈ Nµ, em particular, η(0, u) = u, para todo u ∈ S.

(v) u ∈ S = S ∩ Ic+εµ ⇒ η(1, u) ∈ Ic−εµ .

(vi) η(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1]:
Com efeito, se u ∈ Y então Iµ(u) < c − 2ε, daí, u /∈ I−1

µ ([c − 2ε, c + 2ε]), e assim,
u /∈ I−1

µ ([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ donde η(t, u) = u para todo t ∈ [0, 1]. Portanto,

η(t, Y ) ⊂ Y, ∀t ∈ [0, 1].

Definindo τ = η |[0,1]×S : [0, 1]× S → Nµ, concluímos que A \ int(B) = S ≺Y Ic−εµ . Deste
modo, usando os itens (b) e (c) da Proposição 3.9, obtemos

A ∈ Ak+m ⇒ k +m ≤ catIdµ,Y (A) = catIdµ,Y ([(A \ int(B)) ∪ (A ∩B)])
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≤ catIdµ,Y (A \ int(B)) + catIdµ(A ∩B)

≤ catIdµ,Y (A \ int(B)) + catIdµ(B) ≤ catIdµ,Y (Ic−εµ ) +m,

e portanto, catIdµ,Y (Ic−εµ ) ≥ k. Sendo Y ⊂ Ic−εµ ⊂ Idµ e Ic−εµ é fechado, então Ic−εµ ∈ Ak, e
assim

c = ck = inf
A∈Ak

sup
u∈A

Iµ(u) ≤ sup
u∈Ic−εµ

Iµ(u) ≤ c− ε,

o que é um absurdo. Logo, o Teorema fica provado.

Definição 4.16. A função Iµ
∣∣Nµ satisfaz a condição (PS)c se toda sequência (un) ⊂ Nµ

tal que
Iµ(un)→ c, ‖I ′µ(un)‖∗ → 0,

admite uma subsequência convergente em Nµ.

Teorema 4.17. Sob a hipótese

a = sup
Y
Iµ < c = ck = . . . = ck+m ≤ d,

se Iµ
∣∣Nµ satisfaz a condição (PS)c, então catIdµ(Kc) ≥ m + 1, em que Kc = {u ∈ Nµ :

Iµ(u) = c e ‖I ′µ(u)‖∗ = 0}.

Demonstração. Suponha que catIdµ(Kc) ≤ m. Pela Proposição 3.14, existe uma
vizinhaça fechada B de Kc em Idµ tal que catIdµ(Kc) = catIdµ(B) ≤ m. Pelo Teorema
4.15, existe (un) ⊂ Nµ tal que

Iµ(un)→ c, dist(un, An \ int(B))→ 0 e ‖I ′µ(un)‖∗ → 0,

em que An ∈ Ak+m para todo n ∈ N. Por hipótese, existe u ∈ Nµ tal que, a menos de
uma subsequência, un → u em Nµ. Em particular, Iµ ∈ C1(W 1,p

0 (Ω),R) então

Iµ(un)→ Iµ(u), ‖I ′µ(un)‖∗ → ‖I ′µ(u)‖∗ emR.

Da unicidade do limite, Iµ(u) = c e ‖I ′µ(u)‖∗ = 0 implicando que u ∈ Kc. Além disso,

An ⊂ Idµ ⇒ An \ int(B) ⊂ Idµ \ int(B)

daí,

dist(un, An \ int(B))→ 0⇒ dist(un, Idµ \ int(B))→ 0⇒ dist(u, Idµ \ int(B)) = 0
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e, sendo (Idµ \ int(B)) fechado, temos u ∈ (Idµ \ int(B)). Logo, u ∈ Kc e u ∈ (Idµ \ int(B))

implicando que u ∈ Kc e u /∈ int(B), o que é um absurdo, pois Kc ⊂ int(B). Portanto,
catIdµ(Kc) ≥ m+ 1, como queríamos.

Teorema 4.18. Se sup
Y
Iµ < c1 e Iµ

∣∣Nµ satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ [c1, d],

então I−1
µ ([c1, d]) contém, pelo menos, catIdµ,Y (Idµ) pontos críticos de Iµ

∣∣Nµ .(ver item (c),
Definição C.22).

Demonstração. Se catIdµ,Y (Idµ) = n, pela Observação 4.13, obtemos

sup
Y
Iµ < c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn ≤ d.

Pelo Teorema 4.17, catIdµ(Kc) ≥ m + 1 = n − 1 + 1 = n. Se c ∈ [c1, d], então
Kc ⊂ I−1

µ ([c1, d]), daí, Kc ≺∅ I−1
µ ([c1, d]) e com isso

catIdµ(I−1
µ ([c1, d])) ≥ catIdµ(Kc) ≥ n = catIdµ,Y (Idµ).

Se Kc é infinito, então I−1
µ ([c1, d]) contém infinitos pontos críticos. E, se Kc é finito e

catIdµ(Kc) ≥ n então, pela Proposição 3.7, Kc possui, pelo menos, n pontos críticos. Logo,
de Kc ⊂ I−1

µ ([c1, d]) concluímos que I−1
µ ([c1, d]) contém, no mínimo, n pontos críticos de

Iµ
∣∣Nµ .

Teorema 4.19. Se Iµ
∣∣Nµ é limitado inferiormente e satisfaz a condição (PS)c, para

todo c ∈ [inf
Nµ
Iµ, d], então Iµ

∣∣Nµ tem um mínimo e Idµ possui, pelo menos, catIdµ(Idµ) pontos

críticos de Iµ
∣∣Nµ .

Demonstração. Mostremos que c1 = inf
Nµ
Iµ. Fazendo Y = ∅, observe que

A1 = {A : A ⊂ Idµ, A é fechado, catIdµ(A) ≥ 1} = {A : A ⊂ Idµ, A é fechado e não vazio}.

Note que, dado u ∈ Idµ temos Iµ(u) ≥ c1 pois, fazendo A = {u} então A ⊂ Idµ e

c1 = inf
A∈A1

sup
u∈A

Iµ(u) ≤ sup
v∈{u}

Iµ(v) = Iµ(u).

Logo, α := inf
Idµ

Iµ ≥ c1. Por outro lado, tomando (un) ⊂ Idµ tal que Iµ(un)→ c1 temos

c1 ≥ inf
u∈{un}

Iµ(u) ≥ inf
Idµ

Iµ = α,
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e portanto, c1 = α. Escreva agora, β = inf
Nµ
Iµ. Como Idµ ⊂ Nµ então β ≤ α e também

d ≥ c1 = α ≥ β implica que β ≤ d. Observe que, se β = d então

α = inf
Idµ

Iµ ≤ sup
Idµ

Iµ ≤ d = β ⇒ α ≤ β.

Se β < d, seja (un) ⊂ Nµ tal que Iµ(un)→ β. Para n suficientemente grande, Iµ(un) ≤ d,
ou seja, (un) ⊂ Idµ e assim, para n suficientemente grande,

β = inf
u∈{un}

Iµ(u) ≥ inf
Idµ

Iµ = α.

Desta forma, em ambos os casos, temos β ≥ α donde β = α. Com isso, concluímos que

c1 = α = β = inf
Nµ
Iµ.

Como Iµ
∣∣Nµ satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ [inf

Nµ
Iµ, d] = [c1, d] então, pelo

Teorema 4.18, I−1
µ ([c1, d]) = I−1

µ ((−∞, d]) = Idµ contém, pelo menos, catIdµ,∅(I
d
µ) =

catIdµ(Idµ) pontos críticos de Iµ
∣∣Nµ . E, pelo Teorema 4.17, como Iµ

∣∣Nµ satisfaz a condição
(PS)c1 temos catIdµ(Kc1) ≥ 1, ou seja, existe u ∈ Kc1 tal que Iµ(u) = c1 = inf

Nµ
Iµ e

‖I ′µ(u)‖∗ = 0, donde u é ponto de mínimo de Iµ
∣∣Nµ .

4.3 Lemas Técnicos

Nesta seção, exibiremos e provaremos lemas cruciais para a prova do Teorema principal,
enunciado no início deste capítulo.

Lema 4.20. Seja (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) uma sequência de funções não negativas tal que

|un|p∗ = 1 e ‖un‖p → S. Então existe uma sequência (yn, λn) ∈ RN × R+ tal que

vn(x) = λ(N−p)/p
n un(λnx+ yn)

admite uma subsequência convergente, denotada novamente por (vn), tal que vn → v em
D1,p(RN) com v(x) > 0 em RN . Além disso,

λn → 0 e yn → y ∈ Ω.

Demonstração. Como W 1,p
0 (Ω) = D1,p

0 (Ω) ( D1,p
0 (RN) = D1,p(RN), a demonstração

da primeira parte segue de forma análoga à demonstração do Teorema 1.3. Mostremos
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a segunda parte. Suponha, por contradição, que λn → ∞. Escrevendo Ωn =
(Ω− yn)

λn
,

note que∫
Ωn

|vn|pdx ≤
∫
RN
|vn|pdx =

∫
RN
|λ(N−p)/pun(λnx+ yn)|pdx = λN−pn

∫
RN
|un(λnx+ yn)|pdx.

Usando mudança de variáveis, obtemos

0 ≤
∫
RN
|vn|pdx =

λN−pn

λNn

∫
RN
|un(z)|pdz =

1

λpn
|un|pp ≤

M

λpn
→ 0,

pois (un) é limitada em Lp(RN). A menos de uma subsequência, vn → v em D1,p(RN)

então da Proposição C.21 obtemos

0 = lim inf
n→∞

∫
RN
|vn|pdx ≥

∫
RN
|v|pdx ≥ 0,

implicando que v = 0, o que nos da um absurdo, visto que |vn|p∗ = 1, vn → v em D1,p(RN)

e pela imersão de Sobolev, D1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN), obtemos

|vn|p∗ → |v|p∗ .

Logo, λn → λ0 ≥ 0. Agora, se, a menos de uma subsequência, |yn| → ∞ então

|λnx+ yn| ≥ |yn| − λn|x| → ∞ ∀x ∈ Ω,

donde, para n suficientemente grande, un(λnx− yn) = 0 implicando que |un|p∗ = 0, o que
é um absurdo, assim yn → y ∈ RN . Suponha agora que λn → λ0 > 0, daí,

Ωn =
Ω− yn
λn

→ Ω− y
λ0

= Ω̃ 6= RN .

Com isso, |v|p∗,Ω̃ = 1 e ‖v‖p = S, ou seja, v assume a melhor constante de Sobolev em Ω̃,
o que, pela Proposição 1.6, não é possível. Portanto, λn → 0. Supondo que y /∈ Ω, como

λnx+ yn → y, ∀x ∈ Ω,

para n suficientemente grande λnx + yn /∈ Ω, donde un(λnx + yn) = 0 e daí |un|p∗ = 0, o
que é um absurdo. Desta maneira, y ∈ Ω, como queríamos demonstrar.

Desde que Ω é um domínio limitado e suave de RN , podemos escolher r > 0
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suficientemente pequeno tal que

Ω+
r = {x ∈ RN : dist(x,Ω) ≤ r}

e
Ω−r = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≥ r}

sejam homotopicamente equivalentes a Ω (ver Definição C.2) e, sem perda de generalidade,
podemos assumir Br = B(0, r) ⊂ Ω.

Seja agora
W 1,p

0,rad(Br) = {u ∈ W 1,p
0 (Br) : u é radial}

e defina
m(µ) = inf{Iµ,Br(u) : u ∈ Nµ,Br}

em que

Iµ,Br(u) =
1

p

∫
Br

|∇u|p dx− µ

q

∫
Br

(u+)q dx− 1

p∗

∫
Br

(u+)p
∗
dx

e
Nµ,Br = {u ∈ W 1,p

0,rad(Br) \ {0} : I ′µ,Br(u)u = 0}.

Como na Proposição 4.2, o número m(µ) está bem definido. Além disso, m(µ) é não
crescente em µ. Denote por m̃(µ) o nível do passo da montanha associado ao funcional
Iµ,Br em W 1,p

0,rad(Br). Note que, m̃(µ) > 0 para todo µ ≥ 0.

Lema 4.21. Suponha N ≥ p2 e p < q < p∗. Temos:

(a) Iµ,Br satisfaz a condição (PS)c para todo c ∈ (0, SN/p/N) em W 1,p
0,rad(Br). Mais

ainda, m̃(µ) ∈ (0, SN/p/N) para µ > 0;

(b) m(µ) = m̃(µ);

(c) m(µ)→ SN/p/N quando µ→ 0.

Demonstração. Seguindo de forma análoga as demonstrações dos Lemas 2.13, 4.5 e
4.11 temos, respectivamente, os itens (a), (b) e (c).

Defina agora a aplicação

β : Nµ −→ RN

u 7−→ β(u) =
1

SN/p

∫
Ω

(u+)p
∗
x dx, (4.15)

e o conjunto
Im(µ)
µ = {u ∈ W 1,p

0 (Ω) : Iµ(u) ≤ m(µ)}.
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Observe que a aplicação β é contínua. De fato, como

β(u) =

(
1

SN/p

∫
Ω

(u+)p
∗
xidx

)N
i=1

= (βi(u))Ni=1,

basta mostrarmos que βi é contínua para cada i = 1, . . . , N . Seja un → u em Nµ, note
que, para i = 1, . . . , N , temos

|βi(un)− βi(u)| =
1

SN/p

∣∣∣∣∫
Ω

(u+
n )p

∗
xi dx−

∫
Ω

(u+)p
∗
xi dx

∣∣∣∣
=

1

SN/p

∣∣∣∣∫
Ω

[(u+
n )p

∗ − (u+)p
∗
]xi dx

∣∣∣∣
≤ 1

SN/p

∫
Ω

|(u+
n )p

∗ − (u+)p
∗||xi|dx ≤

diam(Ω)

SN/p

∫
Ω

|(u+
n )p

∗ − (u+)p
∗|dx,

pois 0 ∈ Ω. Como un → u em W 1,p
0 (Ω), pela imersão de Sobolev, un → u em Lp

∗
(Ω).

Logo, u+
n → u+ em Lp

∗
(Ω) implicando (u+

n )p
∗ → (u+)p

∗ em L1(Ω) e, consequentemente
(u+

n )p
∗ é limitada em L1(Ω). Além disso, a menos de uma subsequência, (u+

n )p
∗ → (u+)p

∗

q.t.p. em Ω. Daí, aplicando o Lema C.12, obtemos |(u+
n )p

∗ − (u+)p
∗ |1 → 0 donde

|βi(un)− βi(u)| ≤ diam(Ω)

SN/p
|(u+

n )p
∗ − (u+)p

∗|1 → 0,

e assim β é contínua.

Lema 4.22. Existe µ∗ > 0 tal que, se µ ∈ (0, µ∗) e u ∈ Nµ ∩ Im(µ)
µ , então β(u) ∈ Ω+

r .

Demonstração. Suponha, por contradição, que para todo µ > 0, existem µ ∈ (0, µ)

e u ∈ Nµ ∩ Iµm(µ) tal que β(u) /∈ Ω+
r . Em termos de sequência, existem µn → 0, un ∈

Nµn ∩ I
m(µn)
µn tal que β(un) /∈ Ω+

r . Veja que

cµn = inf
u∈Nµn

Iµn(u) ≤ Iµn(un) =
1

p

∫
Ω

|∇un|p dx−
µn
q

∫
Ω

(u+
n )q dx− 1

p∗

∫
Ω

(u+
n )p

∗
dx

≤ m(µn), (4.16)

e

0 = I ′µn(un)un =

∫
Ω

|∇un|p dx− µn
∫

Ω

(u+
n )q dx−

∫
Ω

(u+
n )p

∗
dx. (4.17)

Note que, do item (c) do Lema 4.21, temos m(µn)→ SN/p/N . E, sendo (un) limitada em
W 1,p

0 (Ω), pois

m(µn) ≥ Iµn(u)− 1

q
I ′µn(un)un =

(
1

p
− 1

q

)∫
Ω

|∇un|pdx+

(
1

q
− 1

p∗

)∫
Ω

(u+
n )p

∗
dx
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≥
(

1

p
− 1

q

)
‖un‖p,

então pela imersão de Sobolev, W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), temos (un) limitada em Lq(Ω), e

portanto, µn|u+
n |qq → 0. Além disso, de c0 = SN/p/N (Lema 4.9) e cµn → c0 quando

µn → 0 (Lema 4.11), obtemos

cµn →
SN/p

N
,

portanto, de (4.16),

SN/p

N
+ on(1) ≤ 1

p

∫
Ω

|∇un|pdx−
1

p∗

∫
Ω

(u+
n )p

∗
dx ≤ SN/p

N
+ on(1), (4.18)

e, por (4.17), ∫
Ω

|∇un|pdx−
∫

Ω

(u+
n )p

∗
dx = on(1). (4.19)

De (4.18) e (4.19), a sequência wn =
un
|u+
n |p∗

verifica

|w+
n |p∗ = 1 e

∫
Ω

|∇wn|pdx→ S.

De fato, por (4.19)

‖un‖p − |u+
n |
p∗

p∗ → 0, (4.20)

e sendo (un) limitada em W 1,p
0 (Ω) então ‖un‖p é limitada em R, daí, a menos de uma

subsequência, ‖un‖p → l para l ∈ R. Assim, de (4.20),

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|pdx = lim
n→∞

∫
Ω

(u+
n )p

∗
dx = l

e, por (4.18),
SN/p

N
≤ l

p
− l

p∗
≤ SN/p

N
⇒ l

N
=
SN/p

N
⇒ l = SN/p

e com isso,∫
Ω

|∇wn|pdx = ‖wn‖p =
‖un‖p

|u+
n |
p
p∗

=
‖un‖p

(|un|p
∗

p∗)
p/p∗
→ SN/p

(SN/p)p/p∗
= S.

Dessa forma, a sequência w̃n = w+
n satisfaz

|w̃n|p∗ = 1 e ‖w̃n‖p =

∫
Ω

|∇w̃n|pdx→ S,
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já que
S ≤ ‖w̃n‖p = ‖w+

n ‖p ≤ ‖wn‖p → S.

Portanto, do Lema 4.20, existe (λn, yn) ⊂ R+ × RN tal que a sequência vn(x) =

λ
(N−p)/p
n w̃n(λnx + yn) admite uma subsequência que converge forte para v em D1,p(RN).

De

β(un) =
1

SN/p

∫
Ω

(u+
n )p

∗
x dx =

|u+
n |
p∗

p∗

SN/p

∫
Ω

(w̃n)p
∗
(x)x dx,

e fixando ϕ ∈ C∞0 (RN) com ϕ(x) = x, para todo x ∈ Ω, temos

β(un) =
|u+
n |
p∗

p∗

SN/p

∫
Ω

(w̃n)p
∗
(z)z dz =

|u+
n |
p∗

p∗

SN/p

∫
Ω

(w̃n)p
∗
(z)ϕ(z) dz

=
|u+
n |
p∗

p∗

SN/p

∫
RN

(w̃n)p
∗
(z)ϕ(z) dz

=
|u+
n |
p∗

p∗

SN/p

∫
RN

(w̃n)p
∗
(λnx+ yn)ϕ(λnx+ yn)λNn dx

=
|u+
n |
p∗

p∗

SN/p

∫
RN

(vn)p
∗
(x)ϕ(λnx+ yn) dx. (4.21)

Observe que |u+
n |
p∗

p∗ → SN/p e sendo |vn|p∗ = |w̃n|p∗ = 1 com |vn|p∗ → |v|p∗ então |v|p∗ = 1.
Daí, aplicando o Lema 4.20, λn → 0 e yn → y em Ω. Além disso, pela continuidade de ϕ,
temos

ϕ(λnx+ yn)→ ϕ(y) = y ∈ Ω.

Logo, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema C.19),

lim
n→∞

β(un) =
SN/p

SN/p

∫
Ω

lim(vn)p
∗
(x)ϕ(λnx+ yn)dx =

∫
Ω

vp
∗
(x)ϕ(y)dx = y

∫
Ω

vp
∗
(x)dx = y,

ou seja, para n suficientemente grande temos β(un) ∈ Ω+
r , o que é uma contradição.

Assim, o lema fica provado.

Agora, pelo Lema 4.21, existe vµ ∈ Nµ,Br tal que

Iµ,Br(vµ) = m̃(µ) = m(µ),

e vµ é não negativa, pois

I ′µ,Br(vµ) = 0⇒ I ′µ,Br(vµ)v−µ = ‖v−µ ‖p = 0.
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Defina então a aplicação γ : Ω−r → I
m(µ)
µ por

γ(y) : Ω −→ R

x 7−→ γ(y)(x) =

vµ(x− y), x ∈ B(y, r)

0, c.c.
. (4.22)

Veja que, para cada y ∈ Ω−r temos γ(y) ∈ Im(µ)
µ . De fato,

Iµ(γ(y)) =
1

p
‖γ(y)‖p − µ

q
|γ(y)|qq −

1

p∗
|γ(y)|p

∗

p∗

=
1

p

∫
B(y,r)

|∇(vµ(x− y))|pdx+
1

p

∫
B(y,r)c

|∇(vµ(x− y))|pdx

−µ
q

∫
B(y,r)

vµ(x− y)qdx− µ

q

∫
B(y,r)c

vµ(x− y)qdx

− 1

p∗

∫
B(y,r)

vµ(x− y)p
∗
dx− 1

p∗

∫
B(y,r)c

vµ(x− y)p
∗
dx

=
1

p

∫
Br

|∇vµ(z)|pdz − µ

q

∫
Br

vµ(z)qdz − 1

p∗

∫
Br

vµ(z)p
∗
dz

= Iµ,Br(vµ) = m(µ),

em que B(y, r)c = Ω \ B(y, r). Mais ainda, γ(y) ∈ Nµ pois para γ(y) 6= 0, seguindo de
modo análogo ao raciocínio anterior, obtemos

I ′µ(γ(y))γ(y) = ‖γ(y)‖p − µ|γ(y)|qq − |γ(y)|p
∗

p∗

=

∫
Br

|∇vµ(z)|pdz − µ
∫
Br

vµ(z)qdz −
∫
Br

vµ(z)p
∗
dz

= I ′µ,Br(vµ)vµ = 0.

Portanto, para cada y ∈ Ω−r , a composta (β ◦ γ)(y) está bem definida e

(β ◦ γ)(y) =
1

SN/p

∫
Ω

xvµ(x− y)p
∗
dx =

1

SN/p

∫
B(y,r)

xvµ(x− y)p
∗
dx

=
1

SN/p

∫
Br

(z + y)vµ(z)p
∗
dz

=
1

SN/p

∫
Br

zvµ(z)p
∗
dz +

1

SN/p

∫
Br

yvµ(z)p
∗
dz,

ou seja,

(β ◦ γ)(y) =
1

SN/p

∫
Br

yvµ(z)p
∗
dz = α(µ)y, (4.23)
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pois vµ é radial, com

α(µ) =
1

SN/p

∫
Br

vµ(z)p
∗
dz.

Note agora que a aplicação γ é contínua. Com efeito, seja yn → y em Ω−r e usando a
norma |.|∗∗ de RN , dada por |x|∗∗ = (|x1|p + . . . + |xN |p)1/p para x ∈ RN e 1 ≤ p <∞, a
qual é equivalente a norma usual de RN , obtemos

‖γ(yn)− γ(y)‖p =

∫
Ω

|∇(γ(yn)− γ(y))|p∗∗ dx =

∫
Ω

|∇(vµ(x− yn)− vµ(x− y))|p∗∗ dx

=

∫
Ω

( N∑
i=1

|∂i(vµ(x− yn)− vµ(x− y))|p dx

)1/p
p

=

∫
Ω

N∑
i=1

|∂i(vµ(x− yn)− vµ(x− y))|p dx

=

∫
Ω

N∑
i=1

|∂i(vµ(x− yn))− ∂i(vµ(x− y))|p dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(vµ(x− yn))− ∂i(vµ(x− y))|p dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

|Tyn(∂ivµ)(x)− Ty(∂ivµ)(x)|p dx

=
N∑
i=1

|Tyn(∂ivµ)(x)− Ty(∂ivµ)(x)|pp → 0,

pois, fixado f ∈ Lp(RN), a aplicação

T : RN −→ Lp(RN)

y 7−→ Tyf : RN −→ R
x 7−→ Tyf(x) = f(x− y),

é contínua (Proposição A.9), implicando que γ é contínua.

Lema 4.23. Se µ→ 0, então α(µ)→ 1.

Demonstração. Observe que,

m(µ) = Iµ,Br(vµ) =
1

p

∫
Br

|∇vµ|p dx−
µ

q

∫
Br

vqµ dx−
1

p∗

∫
Br

vp
∗

µ dx <
SN/p

N
(4.24)

e

1

q
I ′µ,Br(vµ)vµ =

1

q

∫
Br

|∇vµ|p dx−
µ

q

∫
Br

vqµ dx−
1

q

∫
Br

vp
∗

µ dx = 0.
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Com isso,

Iµ,Br(vµ)− 1

q
I ′µ,Br(vµ)vµ =

(
1

p
− 1

q

)∫
Br

|∇vµ|p dx+

(
1

q
− 1

p∗

)∫
Br

vp
∗

µ dx

≥
(

1

p
− 1

q

)∫
Br

|∇vµ|p dx,

donde (
1

p
− 1

q

)∫
Br

|∇vµ|p dx <
SN/p

N
,

mostrando que a sequência (vµ) é limitada em W 1,p
0,rad(Br) e, portanto, ‖vµ‖p é limitada

em R. Logo, a menos de uma subsequência, podemos supor que ‖vµ‖p → l, para l ∈ R.
De

‖vµ‖p − µ|vµ|qq − |vµ|
p∗

p∗ = 0 e µ→ 0,

temos |vµ|p
∗

p∗ → l. De (4.24) e do item (c) do Lema 4.21, obtemos l = SN/p, ou seja,
|vµ|p

∗

p∗ → SN/p e assim

α(µ) =
1

SN/p

∫
Br

vp
∗

µ dx =
1

SN/p
|vµ|p

∗

p∗ →
SN/p

SN/p
= 1, quando µ→ 0,

como queríamos.

Pelo Lema 4.23, para µ suficientemente pequeno, fica bem definido a aplicação

Hµ : [0, 1]× (Nµ ∩ Im(µ)
µ ) −→ RN

(t, u) 7−→ Hµ(t, u) =

(
t+

1− t
α(µ)

)
β(u). (4.25)

Lema 4.24. Existe µ∗ > 0 tal que se µ ∈ (0, µ∗) então

Hµ([0, 1]× (Nµ ∩ Im(µ)
µ )) ⊂ Ω+

r .

Demonstração. Suponha, por contradição, que existem tn ∈ [0, 1], µn → 0 e
un ∈ (Nµn ∩ I

m(µn)
µn ), tais que Hµn(tn, un) /∈ Ω+

r . Sem perda de generalidade, podemos
supor tn → t0 ∈ [0, 1]. Pelo Lema 4.23 e como visto na demonstração do Lema 4.22,
temos

α(µn)→ 1 e β(un)→ y ∈ Ω,

portanto,

Hµn(tn, un) =

(
tn +

1− tn
α(µn)

)
β(un)→ y ∈ Ω,
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consequentemente, para n suficientemente grande, Hµn(tn, un) ∈ Ω+
r , o que é uma

contradição. Assim, o lema fica provado.

4.4 Demonstração do Teorema principal

Provemos alguns lemas antes.

Lema 4.25. Se uµ é um ponto crítico de Iµ em Nµ, isto é, I ′µ(uµ)v = 0 para todo v ∈ Nµ,
então o mesmo é um ponto crítico de Iµ em W 1,p

0 (Ω).

Demonstração. Se uµ ∈ Nµ então I ′µ(uµ)uµ = 0. Por outro lado, pelo Teorema C.23,
existe θ ∈ R tal que

I ′µ(uµ) = θJ ′µ(uµ), (4.26)

em que Jµ é o funcional dado em (4.14). A Observação 4.14 nos diz que

J ′µ(uµ)uµ = p(µ|u+
µ |qq + |u+

µ |
p∗

p∗)− qµ|u+
µ |qq − p∗|u+

µ |
p∗

p∗

= µ(p− q)|u+
µ |qq + (p− p∗)|u+

µ |
p∗

p∗ < 0.

De (4.26),
0 = I ′µ(uµ)uµ = θJ ′µ(uµ)uµ

e portanto, θ = 0 , consequentemente, I ′µ(uµ) = 0, ou seja, I ′µ(uµ)v = 0 para todo
v ∈ W 1,p

0 (Ω), mostrando que uµ é ponto crítico de Iµ em W 1,p
0 (Ω).

A seguir, denotaremos por INµ a restrição de Iµ em Nµ.

Lema 4.26. Toda sequência (un) ⊂ Nµ tal que Iµ(un) = INµ(un) → c < SN/p/N e
I ′Nµ(un)→ 0 admite uma subsequência convergente em W 1,p

0 (Ω), para µ > 0 e p < q < p∗.

Demonstração. Tomando o funcional Jµ como na demonstração do Lema 4.25 então,
pelo Teorema C.23, dado u ∈ Nµ, temos

‖I ′Nµ(u)‖∗ = min
θ∈R
‖I ′µ(u)− θJ ′µ(u)‖.

Logo, por hipótese, existe (θn) ⊂ R tal que

‖I ′Nµ(un)‖∗ = ‖I ′µ(un)− θnJ ′(un)‖ → 0,
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4.4. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA PRINCIPAL

ou seja,

I ′µ(un) = θnJ
′
µ(un) + on(1). (4.27)

Na Observação 4.14, vimos que J ′µ(u)u < 0, para todo u ∈ Nµ. Temos (un) limitada, pois

c+ on(1) = Iµ(un)− 1

q
I ′µ(un)un ≥

(
1

p
− 1

q

)
‖un‖p.

Suponha então J ′µ(un)un → 0. Da igualdade

0 = I ′µ(un)un = ‖un‖p − µ|u+
n |qq − |u+

n |
p∗

p∗

temos
‖un‖p = µ|u+

n |qq + |u+
n |
p∗

p∗ ,

e assim,

J ′µ(un)un = p‖un‖p − qµ|u+
n |qq − p∗|u+

n |
p∗

p∗ = µ(p− q)|u+
n |qq + (p− p∗)|u+

n |
p∗

p∗ → 0.

Portanto,
|u+
n |qq → 0, |u+

n |
p∗

p∗ → 0,

e, consequentemente, ‖un‖p → 0, implicando que ‖un‖ → 0. Além disso, da igualdade
‖un‖p = µ|u+

n |qq + |u+
n |
p∗

p∗ e das imersões de Sobolev, obtemos

‖un‖p ≤ µ|un|qq + |un|p
∗

p∗ ≤ µc1‖un‖q + c2‖un‖p
∗ ≤ c3(µ‖un‖q + ‖un‖p

∗
),

sendo c3 = max{c1, c2}, e com isso,

1 ≤ c3(µ‖un‖q−p + ‖un‖p
∗−p)→ 0,

o que é um absurdo. Portanto, podemos assumir que J ′µ(un)un → l < 0. De (4.27), temos

0 = I ′µ(un)un = θnJ
′
µ(un)un + on(1),

donde θn → 0, e portanto, I ′µ(un)→ 0. Logo,

Iµ(un)→ c < SN/p/N e I ′µ(un)→ 0,

e aplicando o Lema 2.13, INµ satisfaz a condição (PS)c e assim (un) ⊂ Nµ admite uma
subsequência convergente em W 1,p

0 (Ω).
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4.4. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA PRINCIPAL

Lema 4.27. Se N ≥ p2 e µ ∈ (0, µ∗) (µ∗ dado pelo Lema 4.24) então

cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) ≥ catΩ(Ω).

Demonstração. Se cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) =∞, o resultado segue. Suponha que

cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) = n,

isto é,
I
m(µ)
Nµ = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An,

com Aj, j = 1, . . . , n subconjuntos fechados e contráteis em I
m(µ)
Nµ , ou seja, existem

hj : [0, 1]× Aj → I
m(µ)
Nµ contínuas tais que

hj(0, u) = u, hj(1, u) = wj, ∀u ∈ Aj,

onde wj ∈ I
m(µ)
Nµ é fixo, para cada j = 1, . . . , n. Considere Bj = γ−1(Aj), j = 1, . . . , n,

onde γ é dada em (4.22). Como vimos na Seção 4.3, a aplicação γ é contínua, donde os
conjuntos Bj são fechados e satisfazem

Ω−r = B1 ∪ . . . ∪Bn.

Defina agora a deformação

gj : [0, 1]×Bj −→ Ω+
r

(t, y) 7−→ gj(t, y) = Hµ(t, hj(t, γ(y))),

onde Hµ é a aplicação dada em (4.25), para µ ∈ (0, µ∗)(o Lema 4.24 garante que a função
gj está bem definida). Como também visto na Seção 4.3, a aplicação β, dada em (4.15), é
contínua, donde a aplicação Hµ é contínua e, consequentemente, gj é contínua para todo
j = 1, . . . , n. Agora, dado y ∈ Bj temos, usando (4.23),

gj(0, y) = Hµ(0, hj(0, γ(y))) = Hµ(0, γ(y)) =

(
0 +

1− 0

α(µ)

)
β(γ(y))

=
β(γ(y))

α(µ)
=
α(µ)y

α(µ)
= y,

e

gj(1, y) = Hµ(1, hj(1, γ(y))) = Hµ(1, wj) =

(
1 +

1− 1

α(µ)

)
β(wj)

= β(wj) ∈ Ω+
r .
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4.4. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA PRINCIPAL

Assim, os conjuntos Bj são contráteis em Ω+
r donde

catΩ(Ω) = catΩ+
r

(Ω−r ) ≤ n = cat
I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ).

Demonstração do Teorema 4.1.

Pelos Lemas 2.13 e 4.21, sabemos que

cµ,m(µ) <
SN/p

N
,

para µ > 0 se p∗ > q > p. Além disso, pelo Lema 4.26, INµ satisfaz a condição (PS)c

para todo c ∈ (0, SN/p/N), e para todo u ∈ Im(µ)
Nµ temos

cµ = inf
u∈Nµ

Iµ(u) ≤ Iµ(u) ≤ m(µ).

Logo, pelo Teorema 4.19, concluímos que Im(µ)
Nµ contém, pelo menos, cat

I
m(µ)
Nµ

(I
m(µ)
Nµ ) pontos

críticos de INµ e, pelo Lema 4.27, para µ ∈ (0, µ∗), Im(µ)
Nµ contém, pelo menos, catΩ(Ω)

pontos críticos da restrição de Iµ em Nµ. Agora, pelo Lema 4.25, como todo ponto crítico
de INµ é ponto crítico de Iµ, então Iµ contém, pelo menos, catΩ(Ω) pontos críticos. Como
tais pontos críticos estão em Nµ, os mesmos são não nulos e são soluções para o problema
(Pµ). Dessa forma, (Pµ) possui, pelos menos, catΩ(Ω) soluções não triviais.

�
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Considerações Finais

Nesta dissertação estudamos essencialmente a multiplicidade de soluções positivas para
o problema elíptico crítico (Pµ). Garantimos no Capítulo 2 a existência de solução não
trivial para cada µ > 0 e posteriormente, no Capítulo 4, vimos que para µ positivo e
suficientemente pequeno o problema em questão possui, pelo menos, catΩ(Ω) soluções
positivas.

Uma perspectiva futura é investigar outras ferramentas que possam assegurar a
multiplicidade de soluções no estudo de problemas elípticos, a fim de verificar se é possível
ampliar a quantidade de soluções positivas quando comparado, por exemplo, com a teoria
de categoria utilizada neste trabalho.
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Apêndice A

Espaços de Sobolev

Apresentaremos uma introdução sobre Espaços de Sobolev e alguns resultados
importantes.

Por Ω representa-se um subconjunto aberto do RN e por ∂Ω sua fronteira. Será fixada
em Ω a medida de Lebesgue dx.

Definição A.1. Sejam u uma função numérica definida em Ω, u mensurável, e (Oi)i∈I
a família de todos os subconjuntos abertos de Ω tais que u = 0 quase sempre em (Oi).
Considerando o subconjunto aberto O = ∪i∈IOi, temos u = 0 quase sempre em O. Como
consequência deste fato, o suporte de u, o qual é denotado por suppu, é definido como
sendo o subconjunto fechado de Ω,

suppu = Ω \ O.

Observe que se u é contínua em Ω então

suppu = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}.

Se este conjunto for compacto, dizemos que u possui suporte compacto.

Definição A.2. Representamos por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções numéricas em Ω,
com suporte compacto, possuindo em Ω derivadas parciais contínuas de todas as ordens.
Os elementos de C∞0 (Ω) são denominados funções teste em Ω.

Dado α = (α1, . . . , αN) ∈ NN , define-se |α| = α1 + α2 + . . .+ αN . Por Dα denota-se o
operador de derivação de ordem α definido por

∂|α|

∂x1
α1 . . . ∂xNαN
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e para α = (0, 0, . . . , 0) define D0u = u para toda função u. Por Di, para i = 1, 2, . . . , N ,
representa-se a derivação parcial ∂

∂xi
.

Definição A.3. Diz-se que uma sequência (ϕn) de funções de C∞0 (Ω) é convergente para
zero, quando as seguintes condições forem satisfeitas:

(a) Os suportes de todas as funções teste (ϕn), da sequência dada, estão contidos num
compacto fixo K;

(b) Para cada α ∈ Nn, a sequência (Dαϕn) converge para zero uniformemente em K.

Se ϕ ∈ C∞0 (Ω), diz-se que a sequência (ϕn) de elementos de C∞0 (Ω) converge para ϕ em
C∞0 (Ω), quando a sequência (ϕn−ϕ) converge para zero no sentido dado acima. O espaço
vetorial C∞0 (Ω) com esta noção de convergência é representado por D(Ω) e denominado
espaço das funções teste em Ω.

Definição A.4. Representamos por Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, o espaço de Banach das funções
mensuráveis em Ω, cuja potência p, |u|p, é integrável no sentido de Lebesgue em Ω,
equipado com a norma

|u|p = |u|Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
)1/p

.

Definição A.5. Denotamos por L∞(Ω) o espaço de Banach das funções numérica u,
mensuráveis em Ω que são essencialmente limitadas em Ω, equipado com a norma

|u|L∞(Ω) = sup essx∈Ω |u(x)|.

Definição A.6. Denota-se por Lploc(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço localmente convexo das
funções numéricas u : Ω→ K tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada
compacto K de Ω.

Sejam (un) uma sequência em Lploc(Ω) e u ∈ Lploc(Ω). Dizemos que

un → u em Lploc(Ω)

se para cada compacto K de Ω tem-se

ρK(un − u) =

(∫
K

|un(x)− u(x)|pdx
)1/p

→ 0.

Notemos que Lploc(Ω) ↪→ L1
loc(Ω) com ↪→ denotando a injeção contínua. Além disso,

prova-se que Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω), para 1 ≤ p ≤ ∞.
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Proposição A.7. [20, Corolário 1] C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Proposição A.8 (Desigualdade de Interpolação). [20, Proposição 1.2.1] Se u ∈
Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, então u ∈ Lr(Ω) para todo p ≤ r ≤ q e tem-se a
desigualdade

|u|r ≤ |u|θp|u|1−θq ,

onde 0 ≤ θ ≤ 1 verifica
1

r
=
θ

p
+

1− θ
q

.

Proposição A.9. [20, Proposição 1.2.2] Seja u ∈ Lp(RN), 1 ≤ p <∞. Então a aplicação

T : RN −→ Lp(RN)

y 7−→ Tyu : RN −→ R
x 7−→ Tyu(x) = u(x− y),

é contínua.

Definição A.10. Sejam u ∈ L1
loc(Ω) e α ∈ NN . Dizemos que u tem derivada fraca de

ordem α, se existe vα ∈ L1
loc(Ω) tal que

〈Dαu, ϕ〉 = (−1)|α| 〈u,Dαϕ〉 =

∫
Ω

vαϕdx,∀ϕ ∈ D(Ω).

Denotamos, Dαu = vα.

Definição A.11. O espaço de Sobolev, Wm,p(Ω), é o espaço vetorial de todas as funções
u de Lp(Ω) tais que para todo |α| ≤ m, Dαu pertence a Lp(Ω), sendo Dαu a derivada
fraca de u. Ou seja,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu = vα ∈ Lp(Ω) para |α| ≤ m}

munido da norma

‖u‖m,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|p
1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖u‖m,∞ =
∑
|α|≤m

sup essx∈Ω |Dαu|.

Por equivalência, para 1 ≤ p <∞ a norma de W p,m(Ω) também pode ser dada por

‖u‖m,p = |u|p +
∑
|α|=m

|Dαu|p.

Proposição A.12. [20, Proposição 2.2.1] O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de
Banach.
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Teorema A.13. [8, Teorema 2.14] Se 1 < p < +∞ então Wm,p(Ω) é um espaço reflexivo.

Definição A.14. O espaço Wm,p
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou seja,

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)
.

Proposição A.15. [8, Proposição 2.6] Se Wm,p
0 (Ω) = Wm,p(Ω), então o complementar

de Ω em RN possui medida de Lebesgue igual a zero.

Proposição A.16. [20, Proposição 2.2.4] Se u ∈ Wm,p(Ω) e possui suporte compacto,
então u ∈ Wm,p

0 (Ω).

Definição A.17. Sejam 1 ≤ p <∞ e 1 < q ≤ ∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1. O espaço W−m,q(Ω)

é o dual topológico de Wm,p
0 (Ω). Quando se diz que T pertence a W−m,q(Ω), significa dizer

que T , definida em D(Ω), pode ser estendida como um funcional linear contínuo ao espaço
Wm,p

0 (Ω). Esta extensão contínua é ainda representada por T . Para uma caracterização
das funções de W−m,q(Ω) veja o Lema 2.2.1 de [20].

Dito isso, quando m = 1, W 1,p(Ω) é o espaço vetorial de todas as funções u em Lp(Ω)

tais que
∂u

∂xi
pertence a Lp(Ω), isto é,

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) :

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω), i = 1, . . . , N

}
munido da norma

‖u‖1,p = |u|p + |∇u|p;

e
W 1,p

0 (Ω) = C∞0 (Ω)
W 1,p(Ω)

,

equipado com a norma usual

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|p
)1/p

.

Em virtude da Desigualdade de Poincaré, Teorema C.10, as normas ‖.‖ e ‖.‖1,p são
equivalentes.
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Apêndice B

Resultados de teoria da Medida

Enunciaremos uma definição e três resultados que foram usados nos Lemas 1.1 e 1.2.

Definição B.1. Seja Ω um subconjunto aberto de RN e defina

K(Ω) = {u ∈ C(Ω) : suppu ⊂⊂ Ω}

e
BC(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : ‖u‖∞ = sup

x∈Ω
|u(x)| <∞

}
.

O espaço C0(Ω) é o fecho de K(Ω) em BC(Ω) com respeito a norma uniforme. Uma
medida finita em Ω é um funcional linear contínuo em C0(Ω). A norma de uma medida
finita µ é dada por

‖µ‖ = sup
u∈C0(Ω)

‖u‖∞=1

|〈µ, u〉|.

Denotemos por M(Ω) (respectivamente, M+(Ω)) o espaço de medidas finitas
(respectivamente, espaço de medidas finitas positivas, isto é, as medidas µ tais que
〈µ, u〉 ≥ 0, ∀u ∈ C0(Ω) com u ≥ 0) em Ω. Uma sequência (µn) converge fraco para
µ emM(Ω), e escrevemos

µn ⇀ µ,

se
〈µn, u〉 → 〈µ, u〉, ∀u ∈ C0(Ω),

isto é, ∫
Ω

u dµn →
∫

Ω

u dµ, ∀u ∈ C0(Ω).

Teorema B.2. [24, Teorema 10.8] Toda sequência limitada de medidas finitas em Ω

admite uma subsequência fracamente convergente.
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Proposição B.3. [24, Proposição 10.9] Se µ ∈M+(Ω), então

‖µ‖ = 〈µ, 1〉 = sup
u∈BC(Ω)

‖u‖∞=1

〈µ, u〉.

Proposição B.4. [24, Proposição 10.11] Se µn ⇀ µ emM(Ω) então (µn) é limitada e

‖µ‖ ≤ lim inf
n→∞

‖µn‖.
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Apêndice C

Resultados utilizados na dissertação

Apresentaremos definições, teoria e resultados importantes que foram utilizados ao
longo desta dissertação.

Definição C.1. Sejam X e Y dois espaços topológicos e f, g : X → Y aplicações
contínuas. Dizemos que f e g são homotópicas quando existe uma aplicação contínua
H : X × [0, 1] → Y tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x), para todo x ∈ X. A
aplicação H chama-se então uma homotopia entre f e g.

Definição C.2. Uma aplicação contínua f : X → Y chama-se uma equivalência
homotópica quando existe g : Y → X contínua tal que f ◦ g ' idY e g ◦ f ' idX .
Diz-se então que g é um inverso homotópico de f e que os espaços topológicos X e Y têm
o mesmo tipo de homotopia.

Definição C.3. (a) (Notação O grande de Landau)Escrevemos

f = O(g) quando x→ x0,

se existe uma constante C tal que

|f(x)| ≤ C|g(x)|

para todo x suficientemente próximo de x0.

(b) (Notação de o pequeno de Landau) Escremos

f = o(g) quando x→ x0,

se
lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)|

= 0.
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Definição C.4. Dados X e Y espaços vetoriais normados, diremos que (X, ‖.‖X) está
imerso continuamente em (Y, ‖.‖Y ), e denotamos (X, ‖.‖X)

cont.
↪→ (Y, ‖.‖Y ), quando:

(a) X é subespaço vetorial de Y ;

(b) A identidade id:(X, ‖.‖X) −→ (Y, ‖.‖Y ) é um operador contínuo.

Definição C.5. Dados X e Y espaços vetoriais normados, diremos que (X, ‖.‖X) está
imerso compactamente em (Y, ‖.‖Y ), e denotamos (X, ‖.‖X)

comp.
↪→ (Y, ‖.‖Y ), quando:

(a) X é subespaço vetorial de Y ;

(b) A identidade id:(X, ‖.‖X) −→ (Y, ‖.‖Y ) é um operador compacto.

Proposição C.6. [9, Proposição 5.3.3 e Observação 5.3.4] Considere u+ = max{0, u},
u− = max{0,−u} e suponha 1 ≤ p ≤ ∞.

(i) Se u ∈ W 1,p(Ω), então u+ e u− pertencem a W 1,p(Ω). Mais ainda,

∇u+ =

∇u, se u ≥ 0

0, se u ≤ 0
, ∇u− =

−∇u, se u < 0

0, se u ≥ 0
, quase sempre em Ω.

(ii) Se p < ∞, então as aplicações u 7→ u+ e u 7→ u− pertencem a W 1,p(Ω) e são
contínuas em W 1,p(Ω).

(iii) Se u ∈ W 1,p
0 (Ω), então u+ e u− pertencem a W 1,p

0 (Ω).

Teorema C.7 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). [6, Teorema 9.9] Seja 1 ≤ p < N .

EntãoW 1,p(RN) ⊂ Lp
∗
(RN), com

1

p∗
=

1

p
− 1

N
, e existe uma constante C > 0, dependendo

somente de p e N , tal que

|u|p∗ ≤ C|∇u|p,∀u ∈ W 1,p(RN).

Teorema C.8. [6, Corolário 9.14] Sejam Ω ⊂ RN um aberto de classe C1 e 1 ≤ p ≤ ∞.
Temos as seguintes imersões contínuas

(a) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p, p∗] com
1

p∗
=

1

p
− 1

N
, se p < N ;

(b) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞), se p = N ;

(c) W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω), se p > N .

Teorema C.9 (Rellich-Kondrachov). [6, Teorema 9.16] Sejam Ω um subconjunto
limitado do RN e ∂Ω de classe C1. Então as seguintes imersões são compactas:
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(a) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗), onde
1

p∗
=

1

p
− 1

N
se p < N ;

(b) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞), se p = N ;

(c) W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω), se p > N .

Em particular, a imersão de W 1,p(Ω) em Lp(Ω) é compacta para todo p.

Teorema C.10 (Desigualde de Poincaré). [6, Corolário 9.19] Suponha que 1 ≤ p <∞
e Ω um subconjunto limitado do RN . Então existe uma constante C (dependente de Ω e
p) tal que

|u|p ≤ C|∇u|p, ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Lema C.11. [15, Lema 4.8] Sejam Ω um subconjunto de RN e (un) ⊂ Lp(Ω), 1 < p <∞.
Se

(a) (un) é limitada em Lp(Ω);

(b) un → u q.t.p. em Ω,

então,

un ⇀ u em Lp(Ω).

Lema C.12 (Brezis-Lieb). [25, Lema 1.32] Sejam Ω um subconjunto de RN e (un) ⊂
Lp(Ω), 1 ≤ p <∞. Se

(a) (un) é limitada em Lp(Ω);

(b) un → u q.t.p. em Ω,

então,
lim
n→∞

(|un|pp − |un − u|pp) = |u|pp.

Definição C.13. Um espaço de Banach (E, ‖.‖) é dito uniformemente convexo se, para
cada ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que

x, y ∈ E, ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 e ‖x− y‖ > ε⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1− δ.

Teorema C.14 (Desigualdade de Clarkson). [12, Teorema 2] Se p ∈ [2,+∞), então∣∣∣∣f + g

2

∣∣∣∣p
p

+

∣∣∣∣f − g2

∣∣∣∣p
p

≤ 1

2
(|f |pp + |g|pp), ∀f, g ∈ Lp(RN).
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Proposição C.15. O espaço (D1,p(RN), ‖.‖∗) é uniformemente convexo, em que

‖u‖∗ =

(∫
RN
|∇u|pdx

)1/p

.

Demonstração. Dado ε > 0, sejam u, v ∈ D1,p(RN) satisfazendo ‖u‖∗ ≤ 1, ‖v‖∗ ≤ 1 e
‖u− v‖∗ > ε. Pelo Teorema C.14, obtemos∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p
∗

+

∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥p
∗

=

∫
RN

(∣∣∣∣∇u+∇v
2

∣∣∣∣p +

∣∣∣∣∇u−∇v2

∣∣∣∣p) dx
≤ 1

2

∫
RN

(|∇u|p + |∇v|p)dx

=
1

2
(‖u‖p∗ + ‖v‖p∗) ≤ 1.

Daí, ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥p
∗
≤ 1−

∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥p
∗
< 1−

(ε
2

)p
.

Logo, ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥
∗
<
(

1−
(ε

2

)p)1/p

= 1−
[
1−

(
1−

(ε
2

)p)1/p
]
,

e tomando δ(ε) = 1−
(

1−
(ε

2

)p)1/p

> 0, temos o resultado.

Teorema C.16 (Milman–Pettis). [6, Teorema 3.31] Todo espaço de Banach
uniformemente convexo é reflexivo.

Teorema C.17. [6, Teorema 4.10, Passo 2] O espaço Lp é uniformemente convexo, e
portanto, reflexivo para 2 ≤ p <∞.

Proposição C.18. [6, Proposição 3.32] Seja (E, ‖.‖) um espaço e Banach uniformemente
convexo e seja (xn) uma sequência em E tal que xn ⇀ x em E e lim sup ‖xn‖ ≤ ‖x‖.
Então xn → x em E.

Teorema C.19 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). [3, Teorema
5.6] Sejam (X,Σ, µ) um espaço de medida e (fn) uma sequência de funções mensuráveis
em X tal que (fn) converge q.t.p. em X para uma função mensurável f . Se existe uma
função não negativa g integrável em X tal que

|fn| ≤ g q.t.p. em X para todo n ∈ N,

então
lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.
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Teorema C.20 (Desigualdade de Hölder). [3, Teorema 6.9] Sejam p, q > 1 tais que
1

p
+

1

q
= 1 e (X,Σ, µ) um espaço de medida. Se f ∈ Lp(X,Σ, µ) e g ∈ Lq(X,Σ, µ), então

fg ∈ L1(X,Σ, µ) e
|fg|1 ≤ |f |p|g|q.

Proposição C.21. [5, Proposição 6.2.5, item (a)] Sejam E um espaço vetorial normado
e uma sequência (xn) ⊂ E, então

xn ⇀ x em E ⇒ (‖xn‖)∞n=1 é limitada e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

Consideremos X um espaço de Banach, ψ ∈ C2(X,R), V = {v ∈ X : ψ(v) = 1}, e
suponha que para todo v ∈ V tenhamos ψ′(v) 6= 0.

Definição C.22. (a) O espaço tangente de V no ponto v é dado por

TvV = {y ∈ X : 〈ψ′(v), y〉 = 0}.

(b) Sejam ϕ ∈ C1(X,R) e v ∈ V . A norma da derivada da restrição de ϕ a V em v é
definida por

‖ϕ′(v)‖∗ = sup
y∈TvV
‖y‖=1

〈ϕ′(v), y〉.

(c) O ponto v é um ponto crítico da restrição de ϕ a V se a restrição de ϕ′(v) a TvV é
igual a zero, isto é, se ‖ϕ′(v)‖∗ = 0.

Teorema C.23 (Multiplicadores de Lagrange). [25, Proposição 5.12] Se ϕ ∈
C1(X,R) e u ∈ V então

‖ϕ′(u)‖∗ = min
λ∈R
‖ϕ′(u)− λψ′(u)‖.

Em particular, u é ponto crítico de ϕ |V se, e somente se, existe λ ∈ R tal que

ϕ′(u) = λψ′(u).

A seguir, enunciaremos dois lemas de deformação. O Lema C.24 trata-se de um lema
de deformação para variedades e o Lema C.25 é aplicado em espaços de Banach.

Lema C.24. [25, Lema 5.15] Sejam ϕ ∈ C1(X,R), S ⊂ V, c ∈ R, ε, δ > 0 tais que

(∀u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε] ∩ S2δ)) : ‖ϕ′(u)‖∗ ≥ 8ε/δ. (C.1)

Então existe η ∈ C([0, 1]× V, V ) tal que
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(a) η(t, u) = u, se t = 0 ou se u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ;

(b) η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε;

(c) ϕ(η(., u)) é não crescente, ∀u ∈ V .

Lema C.25 (Lema de Deformação). [25, Lema 2.3] Sejam ϕ ∈ C1(X,R), S ⊂ X, c ∈
R, ε, δ > 0 tais que

(∀u ∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε] ∩ S2δ)) : ‖ϕ′(u)‖∗ ≥ 8ε/δ, (C.2)

com

S2δ = {u ∈ X : dist(u, S) ≤ 2δ}.

Então existe η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que

(i) η(t, u) = u, se t = 0 ou se u /∈ ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ;

(ii) η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε;

(iii) η(t, .) é um homeomorfismo de X, ∀t ∈ [0, 1];

(iv) ‖η(t, u)− u‖ ≤ δ, ∀u ∈ X, ∀t ∈ [0, 1];

(v) ϕ(η(., u)) é não crescente, ∀u ∈ X;

(vi) ϕ(η(t, u)) < c, ∀u ∈ ϕc ∩ Sδ, ∀t ∈ [0, 1].

Teorema C.26. Sejam X um espaço de Banach, M0 um subespaço fechado de um espaço
métrico M e Γ0 ⊂ C(M0, X). Defina

Γ = {γ ∈ C(M,X) : γ|M0
∈ Γ0}.

Se ϕ ∈ C1(X,R) satisfaz

∞ > c = inf
γ∈Γ

sup
u∈M

ϕ(γ(u)) > a = sup
γ0∈Γ0

sup
u∈M0

ϕ(γ0(u)) (C.3)

então, para cada ε ∈ (0, (c− a)/2), δ > 0 e γ ∈ Γ tais que

sup
M

(ϕ ◦ γ) ≤ c+ ε, (C.4)

existe u ∈ X verificando

(a) c− 2ε ≤ ϕ(u) ≤ c+ 2ε;
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(b) dist(u, γ(M)) ≤ 2δ;

(c) ‖ϕ′(u)‖ ≤ 8ε/δ.

Demonstração. Suponha que o teorema seja falso, isto é, existem ε ∈ (0, (c−a)/2), δ >

0 e γ ∈ Γ tais que

sup
M

(ϕ ◦ γ) ≤ c+ ε, (C.5)

e para todo u ∈ X satisfazendo os itens (a) e (b), temos

‖ϕ′(u)‖ > 8ε/δ.

Aplicaremos o Lema da Deformação (Lema C.25) fazendo S = γ(M). Note que ε
satisfaz a < c − 2ε. Como γ ∈ Γ então γ0 = γ|M0

∈ Γ0 e daí, para todo u ∈ M0,
γ0(u) ∈ Γ0 e γ0(u) /∈ ϕ−1([c − 2ε, c + 2ε]), pois ϕ(γ0(u)) ≤ a < c − 2ε. Defina então
β : M → X por β(u) = η(1, γ(u)), e assim, pelo item (i) do Lema C.25,

β(u) = η(1, γ0(u)) = γ0(u), ∀u ∈M0,

mostrando que β ∈ Γ. De (C.5) temos ϕ(γ(u)) ≤ c+ ε para todo u ∈M , implicando que
γ(u) ∈ ϕc+ε, para todo u ∈M . Logo, do item (ii) do Lema C.25,

η(1, γ(u)) ∈ ϕc−ε, ∀u ∈M,

ou seja,

ϕ(η(1, γ(u))) ≤ c− ε, ∀u ∈M.

Com isso,

c ≤ sup
u∈M

ϕ(β(u)) = sup
u∈M

ϕ (η(1, γ(u))) ≤ c− ε,

o que é uma contradição. Portanto, o teorema é verdadeiro.

Observação C.27. Os números

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)) e c̃µ = inf
v∈W 1,p

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

Iµ(tv)

são iguais, em que Γ é o conjunto definido no Teorema 2.3 e Iµ, dado em 2.1, o funcional
energia associado ao problema (Pµ).
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Demonstração. Sejam r > 0 e e ∈ W 1,p
0 (Ω) dados pelo Lema 2.10, ou seja, ‖e‖ > r e

Iµ(e) < Iµ(0) = 0. Definindo γ0 : [0, 1] → W 1,p
0 (Ω) por γ0(t) = te, obtemos γ0(0) = 0 e

γ0(1) = e donde γ0 ∈ Γ. Logo,

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)) ≤ max
t∈[0,1]

Iµ(γ0(t)) ≤ max
t≥0

Iµ(γ0(t)) = max
t≥0

Iµ(te) = max
t≥0

Iµ(tu),

em que u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}, ou seja, c é uma cota inferior para o conjunto {max

t≥0
Iµ(tu) :

u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0}} e portanto

c ≤ c̃µ. (C.6)

Por outro lado, novamente pelo Lema 2.10, existe uma sequência (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) tal que

Iµ(un)→ c e I ′µ(un)→ 0.

Além disso, pela desigualdade (C.6) e pelo Lema 2.13 obtemos c ≤ c̃µ < SN/p/N e,
consequentemente, Iµ satisfaz a condição (PS)c. Portanto, existe u ∈ W 1,p

0 (Ω) tal que, a
menos de uma subsequência, un → u em W 1,p

0 (Ω), donde

Iµ(un)→ Iµ(u) e I ′µ(un)→ I ′µ(u).

Pela unicidade do limite, Iµ(u) = c e I ′µ(u) = 0, isto é, u é um ponto crítico para o
funcional Iµ e u ∈ Nµ, já que c > 0. Com isso, e pelo Lema 4.5, temos

c = Iµ(u) ≥ cµ = c̃µ. (C.7)

Por (C.6) e (C.7) concluímos que c = c̃µ.

O próximo teorema pode ser visto em [15].

Teorema C.28 (Princípio do Máximo). Se u é solução do problema−∆pu = f(x),

u ∈ D1,p(RN)

com f ≥ 0, então u ≥ 0; e se u atinge mínimo, então u ≡ 0.
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