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Resumo

SILVA, Jefferson Barbosa Amorim, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de2020. Fórmulas residuais para folheações logarítmicas e aplicações. Orientador: Diogoda Silva Machado.Nesta dissertação, seguindo o trabalho de M. Corrêa e D. Machado (CORRÊA; MACHADO,2019), vamos abordar o problema de encontrar versões do Teorema Baum-Bott parafolheações logarítmicas ao longo de um divisor. Vamos considerar os casos em que ahipersuperfície D, que compactifica a variedade ambiente, seja uma hipersuperfície suave etambém o caso tenha singularidades do tipo cruzamento normal. Também consideraremoso estudo das folheações projetivas logarítmicas.
Palavras-chave: Folheações logarítmicas. Teorema Baum-Bott. Teorema de Poincaré-Hopf.



Abstract

SILVA, Jefferson Barbosa Amorim, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2020.
Residue formulas for logarithmic foliations and applications. Advisor: Diogo da SilvaMachado.In this work, following the work done by M. Corrêa e D. Machado (CORRÊA; MACHADO,2019), we address the problem of finding versions of the Baum-Bott Theorem for logarithmicfoliations along a divisor. We’ll consider the cases in which the divisor D is an smoothhypersurface and also when D has normal crossing singularities. The study of projectivefoliations is also considered.
Keywords: logarithmic foliations. Baum-Bott theorem. Poincaré-Hopf theorem.
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8
Introdução

Na literatura matemática, dentre os resultados clássicos de topologia e geometria,os teoremas Gauss-Bonnet e de Poincaré-Hopf, juntamente com suas aplicações e seusdesdobramentos figuram entre os resultados mais destacados nessas áreas.Dado uma variedade complexa compacta X de dimensão n, a fórmula Gauss-Bonnetprovada por S.S Chern em (CHERN, 1944) estabelece a seguinte relação entre o númerotop de Chern do fibrado tangente TX e a característica de Euler da variedade X :∫
X cn(TX ) = χ (X ). (Gauss-Bonnet)

Atualmente, são conhecidas versões desta fórmula para alguns casos em que avariedade X não é compacta. Y. Norimatsu (NORIMATSU et al., 1978), R. Silvotti (SILVOTTI,1995) e P. Aluffi (ALUFFI, 1999) obtiveram versões da fórmula Gauss-Bonnet para variedadenão compacta, cuja compactificação é dada por um divisor analítico do tipo cruzamentonormal. Mais recentemente, M. Correa e colaboradores (CORRÊA et al., 2) provaram umaversão desta fórmula para o caso em que a compactificação é determinada por um divisoranalítico com singularidades isoladas.Por outro lado, um dos conceitos mais elementares na teoria de campos de vetoresé o de índice do campo. Neste contexto, o Teorema de Poincaré-Hopf estabelece que asoma total dos índices de um campo sobre uma variedade compacta é independente destecampo e coincide com a característica de Euler da variedade. Mais especificamente, dadoum campo de vetores holomorfo v , com singularidades isoladas, sobre uma variedadecomplexa compacta X , a fórmula de Poincaré-Hopf estabelece a seguinte relação:
χ (X ) = ∑

p∈Sing(v ) Ind(v, p) (Poincaré-Hopf)
onde Ind(v, p) denota o índice do campo v no ponto p e Sing(v ) denota o conjunto dospontos singulares do campo v . Também são conhecidas algumas versões do Teoremade Poincaré-Hopf para o caso de variedades não compactas (ver (CORRÊA; MACHADO,2019),(CORRÊA et al., 2)).Num contexto mais geral, com folheações holomorfas de dimensão 1 no lugardos campos de vetores, P. Baum e R. Bott (BAUM; BOTT, 1972) realizaram um trabalhopioneiro para a teoria de resíduos de singularidades de uma folheação holomorfa definidaem uma variedade complexa compacta. Neste trabalho, encontraram uma relação entrea soma dos resíduos das singularidades de uma folheação holomorfa F, definida sobreuma variedade complexa X , compacta e as classes características do feixe normal de F.
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Mais precisamente, dada uma variedade compacta X de dimensão n e F uma folheaçãoholomorfa sobre X de dimensão 1, com singularidades isoladas, temos:∫

X cn (TX − TF) = ∑
p∈Sing(F) µp (F) (Baum-Bott)

onde TF e µp (F) denotam, respectivamente, o fibrado tangente de F e o número deMilnor de F em p.Mais recentemente, M. Corrêa e D. Machado (CORRÊA; MACHADO, 2019) estuda-ram o problema de encontrar versões do teorema Baum-Bott para variedades complexasnão compactas. Especificamente, consideraram a seguinte questão: considerando-se varie-dades complexas não compactas, como expressar a soma dos resíduos de Baum-Bott emtermos das classes características do feixe normal da folheação? Tomando variedades nãocompactas no sentido de Iitaka (IITAKA, 1976), isto é, variedades complexas que podemser compactificadas com a adição de um divisor D, estes autores obtiveram versões doTeorema de Baum-Bott para o caso em que D tem singularidades do tipo cruzamentosnormais. Também mostraram que a soma dos resíduos de Baum-Bott são dados em termosdas classes características do feixe tangente de F e do feixe tangente logarítmico de D.Neste caso, temos por hipótese que a folheação F é logarítmica ao longo de D.Estas versões do Teorema de Baum-Bott foram aplicadas ao estudo de folheaçõeslogarítmicas em espaços projetivos complexos. Neste contexto, estes autores obtiveram ascondições necessárias e suficientes para que todas as singularidades de tais folheaçõesocorram na hipersuperfície analítica invariante. Estas condições foram dadas em termosdo grau da folheação F e do grau da hipersuperfície D.Nesta dissertação, seguindo o trabalho de M. Corrêa e D. Machado (CORRÊA;MACHADO, 2019), vamos abordar o problema de encontrar versões do Teorema Baum-Bottpara folheações logarítmicas ao longo de um divisor. Vamos considerar os casos em que odivisor D que compactifica a variedade ambiente, seja uma hipersuperfície suave e tambémo caso tenha singularidades do tipo cruzamento normal. Também consideraremos o estudodas folheações projetivas logarítmicas.Este trabalho de dissertação é subdividido em duas partes. Na primeira parte (ParteI), que visa o desenvolvimento de um conteúdo preliminar, vamos discorrer sobre algunstópicos iniciais que serão necessários para compreensão do presente trabalho. Nestaprimeira parte, iremos dar definições e apresentar algumas propriedades importantes dateoria, que julgamos ser necessárias considerar. Em resumo, abordaremos os seguintestópicos: o índice de Poincaré-Hopf, o número de Milnor, o resíduo de Grothendieck ea relação entre estes três importantes conceitos. Finalizando esta primeira parte dadissertação, faremos uma introdução da Teoria Chern-Weil de Classes Características,sendo que para tal consideraremos um estudo introdutório sobre fibrados vetoriais etambém sobre as classes de Chern. Lembrando que esta primeira parte da dissertação,
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visa fornecer os pré-requisitos e a devida contextualização para o desenvolvimento geraldo trabalho.Na segunda parte da dissertação (Parte II), apresentaremos com detalhes osresultados demonstrados por M. Corrêa e D. Machado (CORRÊA; MACHADO, 2019).Inicialmente apresentaremos algumas definições e resultados adicionais, tais como: Oíndice GSV, que é uma generalização do índice Poincaré-Hopf; formas e campos vetoriaislogarítmicos; folheações holomorfas de dimensão 1. Enunciaremos também o TeoremaBaum-Bott, que é tema central desta dissertação. Em seguida, passaremos à demonstraçãode três teoremas, em todos os casos, estes serão acompanhados de definições e resultadosnecessários. O Teorema 4.2 , considera o caso em que o divisor D, que compactifica avariedade ambiente, é uma hipersuperfície suave. Já o Teorema 5.1, considera o caso emque D é uma hipersuperfície do tipo cruzamento normal. Além disso, como consequênciado Teorema 5.1, será apresentado um teorema do tipo Poincaré-Hopf para variedades nãocompactas, que relaciona a característica de Euler da variedade com a soma do númerode Milnor das singularidades de uma folheação de dimensão 1 (definida globalmente porum único campo de vetores). Aplicando os resultados anteriores, o Teorema 6.1 apresentauma caracterização para que uma hipersuperfície D contenha todas as singularidades deuma folheação projetiva logarítmica ao longo de D.



Parte I

Preliminares
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1 O índice de Poincaré-Hopf, o número de Mil-

nor e o resíduo de Grothendieck

O objetivo deste capítulo é apresentar e demonstrar algumas propriedades detrês conceitos matemáticos que, apesar de aparentemente não estarem relacionados, porserem definidos de maneiras distintas, são iguais. Estes são o índice de Poincaré-Hopf, onúmero de Milnor e o resíduo de Grothendieck.Primeiramente, falaremos sobre o índice de Poincaré-Hopf de uma aplicação.Para defini-lo, inicialmente falaremos do Teorema de Sard, que garante a abundância devalores regulares de uma aplicação diferenciável, o que permite o cálculo do grau de umaaplicação diferenciável em um ponto regular. Como o grau independe do ponto regulartomado, pode-se definir o grau de uma função como sendo o grau desta em um pontoregular qualquer. De posse do conceito de grau de uma aplicação passamos à definiçãodo índice de Poincaré-Hopf e à demonstração de algumas propriedades que este índicesatisfaz. Também trataremos de uma caracterização para o cálculo do índice em termosdo número de raízes desta função em uma dada vizinhança.Em seguida, voltaremos nosso foco para o número de Milnor de uma aplicação emum ponto, o qual é definido algebricamente, como a dimensão de uma álgebra quociente.Uma vez devidamente introduzido este conceito, apresentaremos as Aplicações Pham, quesão de extrema importância na demonstração da igualdade entre o número de Milnor e oíndice de Poincaré-Hopf. Feito isso, apresentaremos a demonstração da igualdade entre oíndice de Poincaré-Hopf e o número de Milnor.Finalmente, discutiremos sobre o resíduo de Grothendieck. Este pode ser visto comouma generalização, para dimensões maiores, do resíduo de Abel de funções meromorfas.Além de defini-lo, apresentaremos uma caracterização para o cálculo assim como algumaspropriedades interessantes do resíduo. A principal delas nos diz que para uma aplicaçãof , o resíduo de Grothendieck do determinante jacobiano, det(Jf ) relativo à f coincide como número de Milnor de f e, consequentemente, com o índice de Poincaré-Hopf.
1.1 Índice de Poincaré-Hopf

Esta seção é dedicada à definição e estudo do índice de Poincaré-Hopf de umaaplicação holomorfa em um ponto p. Definido como o grau da aplicação de Gauss destaaplicação em p, este conceito aparece no Teorema de Poincaré-Hopf o qual relaciona acaracterística de Euler de uma variedade compacta com a soma do índice de Poincaré-Hopfdas singularidades isoladas de um campo de vetores sobre esta variedade.
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O Teorema de Sard e o grau de uma aplicação

Começamos falando sobre o Teorema de Sard. De maneira informal, este teoremanos diz que, dada f uma aplicação de classe C 1, o “tamanho” conjunto de valores singularesde f é “muito pequeno”. Devido à esse fato, é garantida a abundância de pontos regularesno domínio de f .
Teorema 1.1 (Sard). Seja U ⊂ Rm um subconjunto aberto e f : U → Rn uma aplicação declasse C 1. Denote por Σ o conjunto dos pontos singulares de f , ou seja,

Σ = {p ∈ U : posto(f ′(p)) < n}
Então, a imagem f (Σ) ⊂ Rn tem medida nula.
Demonstração. Ver em (JUDICE, 2012)
Corolário 1.1.1 (Teorema de Brown). Sejam X e Y variedades de classe C 1 e f : X → Yuma aplicação de classe C 1. Então, o conjunto de valores regulares de f , Y \ f (Σ) é densoem Y.
Demonstração. Pelo Teorema 1.1, temos que f (Σ) tem interior vazio em Y. Deste modo,dados y ∈ Y e ε > 0, temos que B(y, ε) 6⊂ f (Σ), ou seja, existe y0 ∈ Y \ f (Σ) tal quey0 ∈ B(y, ε). Portanto, Y \ f (Σ) = Y e está demonstrado o resultado.

Falaremos agora sobre variedades orientáveis.Seja E um espaço vetorial real de dimensão finita. Dadas duas bases orientadasde E α = {a1, . . . , an} e β = {b1, . . . , bn}definimos a seguinte relação de equivalência:
α ∼ β ⇐⇒ det ([I ]βα) > 0,

onde [I ]βα é a matriz de mudança de base de β para α . Considerando o conjunto
B = {β : β é uma base orientada de E}

, então, tem-se o quociente B�∼. Este quociente possui apenas duas classes de equivalência,chamadas de orientação.Fixada uma base β , diremos que as bases α ∈ B tal que α ∼ β definem a mesmaorientação que β . Já as bases γ ∈ B tais que γ 6∼ β definem a orientação oposta àorientação de β . Denota-se uma orientação por O.
Definição 1.1.1. Um espaço vetorial orientado é um par (E,O) onde O é uma orientaçãoem E . Neste caso, as bases pertencentes à O serão chamadas de bases positivas.
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Observação 1.1.1. Para o espaço Rn, consideraremos a orientação positiva, sendo aorientação definida pela base canônicaβ = {e1, . . . , en}onde e1 = (1, 0 . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).
Definição 1.1.2. Sejam E, F espaços vetoriais de mesma dimensão, orientados. Dizemosque um isomorfismo T : E → F preserva orientação quando T leva bases positivas de Eem bases positivas de F , ou seja, quando det ([T ]αβ) > 0, onde α e β são bases positivasde E e F , respectivamente. Caso contrário, dizemos que T inverte orientação.

A definição de um isomorfismo preservar orientação, induz a definição de quandoum difeomorfismo preserva orientação. Sejam X e Y variedades diferenciáveis com atlasmaximais {Uα , ψα} e {Vβ , θβ}, respectivamente. Para cada p ∈ Uα , consideraremos aorientação positiva em TpX a orientação determinada pela base {ψ′α (p) · e1, . . . , ψ′α (p) · en}.Da mesma maneira, para q ∈ Vβ a orientação positiva tem TqY será a orientaçãodeterminada pela base {θ′β(q) · e1, . . . , θ′β(q) · en}.
Definição 1.1.3. Sejam X e Y variedades diferenciáveis. Um difeomorfismo φ : X → Y édito preservar orientação quando para todo p ∈ X o isomorfismo φ′(p) : TpX → Tφ(p)Ypreserva orientação, onde as orientações positivas em TpX e Tφ(p)Y são as tomadas acima.

A orientação de uma variedade X é induzida pela orientação do espaço vetorialtangente, TpX em cada ponto p ∈ X e pelo isomorfismo induzido pela derivada das cartaslocais conforme veremos a seguir.
Definição 1.1.4. Seja X uma variedade conexa. Dizemos que X é orientável quando paracada p ∈ X , pode-se tomar uma orientação para o espaço tangente TpX de modo queexista uma vizinhança U de p em X e um difeomorfismo φ : U → V , onde V = φ(U) ⊂ Rnque preserva orientação.
Definição 1.1.5. Sejam X e Y variedades. Uma aplicação contínua f : X → Y é ditaprópria quando f−1(K ) ⊂ X é compacto sempre que K ⊂ Y for compacto.
Definição 1.1.6. Sejam X e Y variedades orientáveis, ambas de dimensão n, Y conexa ef : X → Y uma aplicação de classe C 1 própria. Dado a ∈ X ponto regular de f , o sinalde f ′(a), denotado por sgn(f ′(a)) é definido por:

sgn (f ′(a)) =
+1, quando f ′(a) preserva orientação−1, quando f ′(a) inverte orientaçãoDado q ∈ Y valor regular de f , definimos o grau de f em q, denotado por deg(f , q) comosendo: deg(f ;q) = ∑

a∈f−1(q) sgn (f ′(a))
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Observação 1.1.2. O grau de uma aplicação f em um valor regular q está bem definidoe é um número inteiro. De fato, sendo f uma aplicação própria e {q} um subconjuntocompacto de Y , temos que f−1(q) é finito.

A pergunta que surge imediatamente após esta definição é: O grau de f variaquando variamos o valor regular q? O próximo teorema nos garante que o grau independedo valor regular tomado.
Teorema 1.2. Sejam X, Y variedades orientáveis de mesma dimensão, sendo Y conexa ef : X → Y uma aplicação de classe C 1, própria. Então, o grau de f é o mesmo, qualquerque seja o valor regular q ∈ Y .
Demonstração. Ver em (LIMA, 1999)

Em virtude do Teorema 1.2, pode-se fazer a seguinte definição:
Definição 1.1.7. O grau de uma aplicação f : X → Y é dado por

deg(f ) = deg(f ;q)
onde q ∈ Y é um valor regular de f .
Com o objetivo de demonstrar alguns propriedades do índice de Poincaré-Hopf,definiremos o que conceito de homotopia entre aplicações e enunciaremos dois resultados(Teorema 1.3 e Proposição 1.1.1) que serão úteis para demonstrar que o índice de Poincaré-Hopf está bem definido, assim como uma caracterização para seu calculo.

Definição 1.1.8. Sejam f , g : X → Y aplicações entre variedades. Uma aplicaçãoF : [0, 1]× X → Y é homotopia de classe C 1 entre f e g quando F é classe C 1 e va-lem:
F (0, x) = f (x) ∀x ∈ XF (1, x) = g(x) ∀x ∈ X.

Quando existe uma homotopia de classe C 1 entre f e g, dizemos que f é suavementehomotópica à g.
Teorema 1.3. Se f é suavemente homotópica à g, então

deg(f ) = deg(g).
Demonstração. Ver em (MILNOR; WEAVER, 1997)
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Proposição 1.1.1. Seja X uma variedade de dimensão n + 1 compacta, orientável combordo, denotado por ∂X e Y uma variedade compacta orientável. Considere f : ∂X → Yuma aplicação de classe C 1 própria. Se f admite uma extensão F : X → Y de classe C 1,então, deg(f ) = 0.
Demonstração. Ver em (MILNOR; WEAVER, 1997)
O índice de Poincaré-Hopf

Partiremos agora para a definição do índice de Poincaré-Hopf. Para o que segue,considere a seguinte norma em Cn para cada z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn
|z| :=√√√√ n∑

j=i zjzj .
Definição 1.1.9. Seja p ∈ Cn. Um germe (suave, holomorfo) em p é uma classe deequivalência de aplicações (suaves, holomorfas) definida pela relação:

f ∼ g ⇐⇒ ∃U ⊂ Cn, U aberto , p ∈ U tal que f|U = g|U
ou seja, f ∼ g quando existe uma vizinhança de U de p tal que f , g coincidem quandorestritas à esta vizinhança. Denotaremos o germe de f em p por:

f : (Cn, p)→ (Cm, q)
onde q = f (p).
Observação 1.1.3. Dado um germe f : (Cn, p) → (Cn, q), pode-se, sem perda de ge-neralidade, considerar f (p) = q = 0 ∈ Cn. Neste caso, diremos que p é uma raiz def.
Definição 1.1.10. Seja f : (Cn;p) → (Cn; 0) o germe de uma aplicação holomorfa comf−1(0) = {p}. O índice de Poincaré-Hopf de f em p, denotado por Ip (f ), é o grau daaplicação f|f | : S2n−1ε (p)→ S2n−11 (1.1)
onde S2n−1ε (p) é a esfera de raio ε > 0 e centro p e S2n−11 a esfera unitária centrada naorigem.
Observação 1.1.4. Na definição acima, como f−1(p) = {0}, temos que existe um ε > 0suficientemente pequeno tal que a definição do índice faça sentido, ou seja

|f (x)| 6= 0, ∀x ∈ S2n−1ε (p).
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A proposição abaixo garante que o índice de Poincaré Hopf independe do ε tomado,desde que o índice esteja bem definido.

Proposição 1.1.2. O índice de Poincaré-Hopf independe do ε > 0 tomado.
Demonstração. Sejam ε1 > ε2 > 0 dois valores para os quais deg( f|f |

) esteja definidoe considere as aplicações:
α = f|f | : S2n−1ε1 (p)→ S2n−11
β = f|f | : S2n−1ε2 (p)→ S2n−11 .

Mostremos que deg(α) = deg(β).Sejam B[p, ε1] e B[p, ε2] as bolas fechadas centradas em p de raio ε1 e ε2 res-pectivamente. Estas bolas são variedades orientáveis. Consideraremos como orientaçãopositiva para as bolas, a orientação em que o vetor normal aponta para fora.

p

X

ε2 ε1

Figura 1 – Variedade X = B[p, ε1] \ B[p, ε2].
Considere a variedade X dada por X = B[p, ε1] \ B[p, ε2], representada na Figura1.1. Neste caso, X é uma variedade compacta orientável, uma vez que ambas B[p, ε1] eB[p, ε2] o são.Agora, olhando para a fronteira de X , tem-se que, ∂X = S2n−1ε1 (p)∪S2n−1ε2 (p) tambémé uma variedade orientável, com a orientação induzida das bolas fechadas em questão.Tal orientação é definida como sendo a orientação positiva em S2n−1ε1 (p) e a orientaçãonegativa em S2n−1ε1 (p), ou seja, estas orientações são opostas.Assim, a aplicação: g = f|f | : ∂X → S12n−1
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está bem definida e além disso, pode ser estendida de maneira natural à X,

G = f|f | : X → S12n−1.
Deste modo, pela Proposição 1.1.1, tem-se que deg(g) = 0. Porém, por um lado,para y ∈ S12n−1 valor regular de g, tem-se deg(g, y) = deg(g) = 0. Por outro lado, peladefinição de grau de uma aplicação,

deg(g, y) = ∑
x∈g−1(y) sgn(g′(x)).

Decompondo g−1(y) ∩ ∂X como segue
g−1(y) ∩ ∂X = [g−1(y) ∩ S2n−1ε1 (p)] ∪ [g−1(y) ∩ S2n−1ε2 (p)] .

e denotando
M = [g−1(y) ∩ S2n−1ε1 (p)]N = [g−1(y) ∩ S2n−1ε2 (p)]

podemos escrever
deg(g, y) =∑x∈M sgn(g′(x)) +∑x∈N sgn(g′(x))

=∑x∈M sgn(α ′(x))−∑x∈N sgn(β ′(x))
onde o sinal negativo segue das orientações opostas de S2n−1ε1 (p) e S2n−1ε2 (p). Assim, segueque ∑

x∈α−1(y) sgn(α ′(x)) = ∑
x∈β−1(y) sgn(β ′(x))

deg(α, y) = deg(β, y)deg(α) = deg(β)
ou seja, o índice independe do ε tomado.

A primeira propriedade que o índice de Poincaré-Hopf satisfaz, que será demons-trada diz que se f é o germe de um biholomorfismo, então, Ip (f ) = 1. Lembrando queuma aplicação é um biholomorfismo quando ela é holomorfa e possui inversa tambémholomorfa. Antes de demonstramos esta propriedade, precisamos do seguinte lema.
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Lema 1.1. Seja U ⊂ Cn um subconjunto convexo, p = (p1, . . . , pn) ∈ U e φ : U → C umafunção holomorfa. Então, existem funções holomorfas g1, . . . , gn : U → C tais que:

φ(z) = φ(p) + n∑
j=1 gj (z)(zj − pj ).

Além disso, gj (p) = ∂φ∂zj (p).
Demonstração. Fixado z ∈ U , como U é convexo, tem-se que a aplicação

h : [0, 1] −→ Ct −→ h(t) = φ(p+ t(z − p))
está bem definida e pela regra da cadeia:

h′(t) = n∑
j=1

∂φ∂zj (p+ t(z − p))(zj − pj )
Além disso, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, tem-se que:

φ(z)− φ(p) = h(1)− h(0) = ∫ 1
0 h′(t)dt

e assim, segue que:
φ(z) = φ(p) + ∫ 1

0
 n∑

j=1
∂φ∂zj (p+ t(z − p))(zj − pj )dt


φ(z) = φ(p) + n∑

j=1
∫ 1

0
(∂φ∂zj (p+ t(z − p))dt) (zj − pj )

φ(z) = φ(p) + n∑
j=1 gj (z)(zj − pj )onde a última igualdade segue fazendo:

gj (z) = ∫ 1
0
∂φ∂zj (p+ t(z − p))dt.

Finalmente, tem-se:
gj (p) = ∫ 1

0
∂φ∂zj (p+ t(p− p))dt = ∫ 1

0
∂φ∂zj (p)dt = ∂φ∂zj (p).

Proposição 1.1.3. Seja f : (Cn, p)→ (Cn, 0) o germe de um biholomorfismo. Então,
Ip (f ) = 1.
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Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos considerar p = 0 ∈ Cn. Neste caso,a derivada de f em 0 é dada por:

f ′(0) · z = limt→0 f (0 + tz)− f (0)t = limt→0 f (tz)t .
Agora, defina

F (z, t) =

f (tz)t , para 0 < t 6 1f ′(0) · z , para t = 0.Cada função coordenada de F (z, t) é dada por

Fi(z, t) =

fi(tz)t , para 0 < t 6 1n∑
j=1
∂fi∂zi (0) · zj , para t = 0. (1.2)

Vamos aplicar o Lema 1.1 em cada função coordenada Fi(z, t) para encontrar aexpressão
F (z, t) =  n∑

j=1 g1j (tz)zj , . . . , n∑
j=1 gnj (tz)zj

 ∀t ∈ [0, 1]
ou, equivalentemente, encontrar para cada i = 1, . . . , n,

Fi(z, t) = n∑
j=1 gij (tz)zj ∀t ∈ [0, 1]. (1.3)

Com efeito, para t0 = 0, a igualdade 1.3 é equivalente à
Fi(z, t0) = Fi(z, t) = n∑

j=1 gij (tz)zj ⇐⇒ Fi(z, 0) = n∑
j=1 gij (0)zj (1.4)

e pelo Lema 1.1,
Fi(z, 0) = n∑

j=1 gij (0)zj ⇐⇒ Fi(z, 0) = n∑
j=1

∂fi∂zj (0)zj .
Logo, para t0 = 0, temos que 1.3 é válida, ou seja,

Fi(z, 0) = n∑
j=1

∂fi∂zj (0)zj .
Agora, para t0 6= 0 (0 < t0 6 1). Vejamos que 1.3 é válida, ou seja, vejamos queFi(z, t0) = n∑

j=1gij (t0z)zj . De fato, considerando a aplicação auxiliar α = (α1, . . . , αn), dadapor α(t, z) = (α1(t, z), . . . , αn(t, z)) = (t0tz1, . . . , t0tzn).
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Podemos tomar a composta Hi(t, z) := (fi ◦ α)(t, z).Pela Regra da cadeia: ∂∂t (Hi(t, z)) = n∑

j=1
∂fi∂zj (α(t, z)) ∂αj∂t (t, z)

= n∑
j=1

∂fi∂zj (t0tz1, . . . , t0tzn) t0zj
= n∑

j=1
∂fi∂zj (tt0z) t0zj

(1.5)
Por outro lado, como t0 6= 0, segue da definição 1.4 que

Fi(z, t0) = fi(t0z)t0=[fi(t0z)− fi(0)]t0=[Hi(1, z)− Hi(0, z)]t0
=

1∫
0
∂Hi∂t (t, z)dt
t0utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo. Agora, usando 1.5, obtemos:

Fi(z, t0) =
∫ 1

0
n∑
j=1

∂fi∂zj (tt0z)t0zjdtt0= ∫ 1
0

n∑
j=1

∂fi∂zj (tt0z)zjdt
= n∑

j=1
[∫ 1

0
∂fi∂zj (tt0z)dt

] zj
= n∑

j=1 gij (t0z)zj .Logo, Fi(z, t0) = n∑
j=1 gij (t0z)zj .Assim, como F (z, t) 6= 0 para todo t ∈ [0, 1], a aplicaçãoF (z, t)|F (z, t)|
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é uma homotopia suave entre f|f | e f ′(0)|f ′(0)| . Assim,

1 = I0 (f ′(0)) = I0 (f ) .

Apesar de ser possível calcular o grau de uma aplicação, isto nem sempre é umtrabalho simples. A próxima proposição fornece uma maneira alternativa para calcular oíndice de Poincaré-Hopf.
Proposição 1.1.4. Dado f : (Cn, p) → (Cn, 0) o germe de uma aplicação holomorfa, sejaε > 0 tal que na bola Bε(p), o ponto p seja a única raiz de f . Então, o índice dePoincaré-Hopf de f em p, é o número de pontos do conjunto

f−1(α) ∩ Bε(p)
onde α é um valor regular de f, suficientemente próximo de 0. Consequentemente, o índicede Poincaré-Hopf é um número inteiro positivo.
Demonstração. Denotando S = S2n−1ε (p), seja δ = infS |f | > 0. Tem-se que δ > 0, pois pé uma raiz isolada. Assim, para t ∈ [0, 1], z ∈ S e α valor regular de f suficientementepróximo de zero, vale

|f (z)− tα| > |f (z)| − |tα| > δ − t|α| > 0.
Deste modo, segue que f−1(tα) ∩ S = ∅. De fato, suponha z ∈ f−1(tα) ∩ S , então,f (z) = tα de modo que |f (z) − tα| = 0, o que contradiz a inequação acima. Portanto,tem-se |f (z)− tα| 6= 0.Assim, a aplicação

F : S × [0, 1] −→ Cn
(z, t) −→ F (z, t) = f (z)− tα|f (z)− tα|

é uma homotopia de classe C 1 entre as aplicações f (z)− α|f (z)− α| e f (z)|f (z)| e pelo Teorema 1.3,tem-se que Ip (f ) = deg f|f | = deg f − α|f − α| = Ip (f − α) (1.6)
Considere agora {α1, . . . , αk} = f−1(α) ∩ Bε(p). Pode-se tomar esferas pequenaso suficiente, centradas em cada αi, denotadas por S2n−1δi (αi), de modo que sejam duas aduas disjuntas e tais que S2n−1δi (αi) ∩ S2n−1ε (p) = ∅.
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Sendo Bε(p) uma bola centrada em p de raio suficientemente pequeno de modo quea única solução para f (z) = 0 em Bε(p) seja p, considere a seguinte variedade orientável

X = Bε(p) \ k⋃
j=1Bδj (αj )

cujo bordo é a união disjunta
∂X = S2n−1ε (p) ∪ k⋃

j=1S2n−1δj (αj )
 .

Deste modo, a aplicação f − α|f − α| está bem definida em ∂X e admite extensão trivial
(ela própria) para X . Assim, pelo Teorema 1.1.1, deg( f − α|f − α|

) = 0. Porém, pela maneiraque ∂X foi tomado e considerando a orientação positiva, segue que
deg( f − α|f − α|

) = Ip (f − α)− Iα1 (f − α)− . . .− Iαk (f − α)
e assim Ip (f − α) =Iα1 (f − α) + . . .+ Iαk (f − α)Ip (f − α) =k (1.7)
onde a última igualdade segue do fato de que f −α é um biholomorfismo na vizinhança deαi para todo i ∈ {1, . . . , k} e, consequentemente, Iαi (f − α) = 1. Finalmente, substituindo1.6 em 1.7, tem-se: Ip (f ) = Ip (f − α) = k
Exemplo 1. Seja f (z1, z2) = (z21 , z1 + z32 ). Primeiramente note que f−1(0) = {0}, uma vezque f (z1, z2) = (0, 0) implica em{z21 = 0z1 + z32 = 0 =⇒ z1 = z2 = 0.
Deste modo, dado α = (α1, α2) valor regular de f , suficientemente próximo de (0, 0), tem-seque I0 (f ) é dado pelo número de soluções do sistema{z21 = α1z1 + z32 = α2.
Assim, tem-se I0 (f ) = 6, uma vez que a primeira equação do sistema possui 2 soluçõesdistintas e a segunda possui 3 soluções distintas.
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Teorema 1.4. Seja X ⊂ Cn uma variedade complexa suave, compacta, conexa e com bordotal que dimR X = 2n. Considere f : U → Cn uma aplicação holomorfa, onde U é umdomínio contendo X. Dado p ∈ X \ ∂X tal que, f (p) = 0 e f−1(0) ∩ ∂X = ∅, suponha que ograu da aplicação φ = f|f | : ∂X −→ S2n−11 (0)
seja k. Então, a equação f = 0 tem um número finito de soluções no interior de X e alémdisso a soma dos índices de f nesses pontos é exatamente k.
Demonstração. Suponha, por absurdo, que existam k + 1 pontos distintos no interior deX, α1, . . . , αk+1 satisfazendo f (αi) = 0. Pode-se tomar esferas suficientemente pequenas,de raio δi > 0 centradas em cada αi, duas a duas disjuntas tais que S2n−1δi (αi) ∩ ∂(X ) = ∅.Considere a variedade orientável

X̃ = X \ k+1⋃
j=1 Bδj (αj )

sua fronteira é a seguinte união disjunta
∂X̃ = ∂X ∪k+1⋃

j=1 S2n−1δj (αj )


A aplicação φ̃ : ∂X̃ → S2n−11 (0) dada por φ̃ = f|f | pode ser estendida suavemente
a todo X̃ tomando como extensão a função f|f | : X̃ → S2n−11 (0). De fato, esta extensão
ocorre pois os únicos pontos onde f|f | poderia não estar definida, onde |f (z)| = 0, sãoos αi’s tomados inicialmente, os quais não pertencem à X̃ . Assim, pela Proposição 1.1.1,deg(φ̃) = 0. Porém, considerando a orientação em X̃ ,

deg(φ̃) = deg(φ)− Iα1 (f )− . . . Iαk+1 (f )deg(φ) =Iα1 (f ) + . . . Iαk+1 (f )
Deste modo, tem-se que deg(φ) > k + 1, o que é um absurdo. Portanto, existem nomáximo k soluções para a equação f = 0 e, além disso, a soma dos índices de f nessespontos é exatamente k .
Com isto, obtemos o seguinte teorema, que será muito importante mais adiante, oqual apresenta a aditividade do índice de Poincaré-Hopf.

Teorema 1.5. Seja f : (Cn, p) → (Cn, 0) um germe holomorfo e p uma raiz isolada def = 0. Considere a deformação holomorfa fλ do germe f = f0 dependendo do parâmetro
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complexo λ. Então, a medida que λ varia em uma pequena vizinhança de 0, a raiz p sedecompõe em um número finito de raízes de fλ e a soma dos índices de fλ nestas raízes éigual ao índice de f0 em p.
Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, p = 0 e tome uma bola Bδ (0) comδ > 0 suficientemente pequeno tal que f não possua raízes na esfera ∂Bδ (0). Seja δ1 > 0tal que se |λ| 6 δ1, então, fλ não possui raízes na esfera ∂Bδ (0). Definainf|λ|6δ1z∈∂Bδ (0)

|fλ(z)| = K > 0. (1.8)
Dado ε < K , existe δ2 > 0 tal que quando |λ| 6 δ2, entãosup∂Bδ (0) |f (z)− fλ(z)| < ε. (1.9)
Seja δ3 = min{δ1, δ2}. Neste caso, tem-se que, para |λ| < δ3, as aplicaçõesfλ|fλ| : ∂Bδ (0)→ S2n−11 (0).
são homotópicas. Porém, basta mostrar que elas são homotópicas à f|f | = f0|f0| . Para isto,considere: φ(t, z) : [0, 1]× ∂Bδ (0) −→ S2n−11 (0)(t, z) 7−→ φ(t, z) = (1− t)f + tfλ. (1.10)
Mostremos agora que φ(t, z) = φt(z) 6= 0 para todo t ∈ [0, 1] e z ∈ ∂Bδ (0). Suponha queexistam t0 ∈ [0, 1] e z0 ∈ ∂Bδ (0) tais que φt0(z0) = 0. Deste modoφt0(z0) =0(1− t0)f (z0) + t0fλ(z0) =0

f (z0) =− t01− t0 fλ(z0) (1.11)
Porém, neste caso, segue de 1.8, 1.9 e 1.11

ε > |f (z0)− fλ(z0)| = ∣∣∣∣− t01− t0 fλ(z0)− fλ(z0)∣∣∣∣
= ∣∣∣∣ t01− t0 + 1∣∣∣∣ |fλ(z0)|
= ∣∣∣∣ 11− t0

∣∣∣∣ |fλ(z0)|
> K1− t0 > K

(1.12)

o que é um absurdo. Portanto, φ(t, z) = φt(z) 6= 0 e φt(z)|φt(z)| é uma homotopia suave entref|f | e fλ|fλ| . Consequentemente
I0 (f ) = deg f|f | = deg fλ|fλ| = ∑

α∈f−1λ (0) Iαi (fλ) (1.13)
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onde a última igualdade segue do Teorema 1.4.

A seguir, definiremos quando dois germes de aplicações são A-equivalentes. GermesA-equivalentes serão importantes para a demonstração da igualdade entre o entre o índicede Poincaré-Hopf e o número de Milnor. Mostraremos que tanto o índice de Poincaré-Hopfe o número de Milnor são invariantes por A-equivalência.
Definição 1.1.11. Sejam f , g : (Cn, p)→ (Cn, 0) dois germes holomorfos. Dizemos que f eg são A-equivalentes quando existe um germe holomorfo A : (Cn, p)→ GL(n,C) tal que

f (z) = A(z)g(z).
Proposição 1.1.5. Se f , g : (Cn, p)→ (Cn, 0) são A-equivalentes e f−1(f (p)) = {p}, então,

Ip (f ) = Ip (g) .
.
Demonstração. Utilizando o fato de que GL(n,C) é um subconjunto aberto, denso e conexode M(n,C), tome V ⊂ GL(n,C) uma vizinhança de A(p). Assim, existe uma homotopiasuave G(z, t) tal que G(z, 0) = A(z) e G(z, 1) = A(p). Deste modo,G(z, t)g(z)G(z, t)g(z)
é uma homotopia suave entre f (z)|f (z)| = A(z)g(z)|A(z)g(z)| e A(p)g(z)|A(p)g(z)| . Agora, como a aplicaçãoidentidade I é um elemento de GL(n,C), pode-se tomar um caminho suave em GL(n,C), γ(t)tal que γ(0) = A(p) e γ(1) = I . Portanto, γ(t)g(z)|γ(t)g(z)| é uma homotopia suave entre A(p)g(z)|A(p)g(z)|e g(z)|g(z)| e, finalmente, como a composição de homotopias é uma homotopia, tem-se que
existe uma homotopia suave entre f (z)|f (z)| e g(z)|g(z)| e, consequentemente, Ip (f ) = Ip (g).
1.2 Número de Milnor

Falaremos agora sobre o número de Milnor. O número de Milnor é um invariantealgébrico do germe de uma função, muito importante na geometria algébrica.
Primeiros resultados

Antes de começarmos, introduziremos algumas notações:
• Denotaremos por Op,n o anel de germes holomorfos em p ∈ Cn. Uma propriedadeimportante deste anel é que ele é um anel local. Além disso, este conjunto tambémtem estrutura de C-álgebra;
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• O (único) ideal maximal de Op,n será denotado por Mp e este pode ser descrito por:

Mp = {h ∈ Op,n : h(p) = 0}
• Dado um germe f : (Cn, p)→ (Ck , 0), f = (f1, . . . , fk ), denotaremos por if o ideal emOp,n gerado por f1, . . . , fk , ou seja:

if = {h1f1 + . . .+ hk fk : hi ∈ Op,n} = 〈f1, . . . , fk〉Op,n
Definição 1.2.1. Seja f : (Cn, p)→ (Cn, 0) um germe holomorfo. A álgebra local de f em pé a C-álgebra quociente: Qf = Op,n

if
Definição 1.2.2. Seja f : (Cn, p)→ (Cn, p) um germe holomorfo. O número de Milnor def em p ou multiplicidade de f em p, denotado por µp (f ), é a dimensão de Qf como umespaço vetorial complexo.
Observação 1.2.1. Ao se tratar de germes holomorfos e o cálculo do número de Milnorem p = (p1, . . . , pn), podemos no preocupar apenas com os produtos das potências dez1 − p1, . . . , zn − pn. De fato, sendo f uma aplicação holomorfa, a mesma possui umarepresentação sem séries de potência centrada em p. Assim, basta procurarmos quaispotências de z1 − p1, . . . , zn − pn não pertencem ao ideal if e determinam classes deequivalência distintas.
Exemplo 2. Considere f = (z21 , z1 + z32 ), a mesma função considerada do exemplo 1.Calculemos agora o número de f Milnor no ponto 0. Com efeito, neste caso, tem-se

f1 = z21 , f2 = z1 + z32
e assim:

if = 〈z21 , z1 + z32〉 .Como {zn11 zn22 : n1, n2 ∈ N} é uma base para O0,2, basta verificar quais são os elementosdesta base não pertencem à if , pois esta será uma base para Qf . Com isso em mente,tem-se
• z21 ∈ if . Deste modo, todos os elementos que possuírem fator z1 com potência maiorou igual à 2, pertencerão à if ;
• z1z32 = z1(z1+z32 )−z21 = z1f2−f1 ∈ if . Do mesmo modo que o caso anterior, elementosque forem múltiplos de z1z32 serão elementos de if .;
• z62 = z32 (z1 + z32 )− z1z32 ∈ if .
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Feito isto, basta verificar, dentre os elementos {1, z1, z2, z21 , z1z2, z32 , z1z22 , z42 , z52}, quaisdestes possuem a mesma classe de equivalência. Note que

• z32 + z1 ∈ if =⇒ z32 = z1;
• z42 = z2(z1 + z32 ) = z1z2 + z42 ∈ if =⇒ z42 = z1z2;
• z52 = z22 (z1 + z32 ) = z1z22 + z52 ∈ if =⇒ z52 = z1z22

e assim, o conjunto β = {1, z1, z2, z1z2, z1z22
}

é uma base para Qf . Portanto, µ0 (f ) = 6, o qual coincide com o I0 (f ).
Como dito anteriormente, o índice de Poincaré-Hopf, o número de Milnor tambémé invariante por A-equivalência.

Proposição 1.2.1. Sejam f , g germes de funções holomorfos A-equivalentes, então, elestêm o mesmo número de Milnor em p.
Demonstração. Como f , g são A-equivalentes, tem-se f = Ag onde A ∈ GL(n,C). Sendo

A =
a11 . . . a1n... . . . ...an1 . . . ann


segue que f1...fn

 =
a11 . . . a1n... . . . ...an1 . . . ann


g1...gn


ou seja, podemos escrever fk = n∑

j=1ajkgj . Isto implica que fk ∈ ig, para todo k ∈ {1, . . . , n}
ou seja, if ⊂ ig. Como A é inversível, pode-se escrever g = A−1f . Denotando por

A−1(z) =
b11 . . . b1n... . . . ...an1 . . . ann


obtém-se gk = n∑

j=1ajk fj , ou seja, gk ∈ if para todo k ∈ {1, . . . , n}. Assim, conclui-se que
if = ig. Portanto, Qf = Qg e, consequentemente, µp (f ) = µp (g).
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A Proposição 1.2.2 abaixo, nos dá uma condição suficiente para que dois germessejam A-equivalentes e, portanto, tenham o mesmo número de Milnor. Essa propriedadeserá útil para demonstrarmos um resultado mais a frente.

Lema 1.2. Seja f : (Cn, p)→ (Cn, 0) um germe holomorfo com número de Milnor µ em p.Dada qualquer coleção de µ germes de funções em Mp, digamos, h1, . . . , hµ , o produtodelas pertence à if .
Demonstração. Considere os seguintes µ + 1 germes:

H1 = 1, H2 = h1, H2 = h1h2, . . . Hµ+1 = h1 . . . hµ.
Como dimCQf = µ, o conjunto formado pelas classes dos Hi é linearmente dependente emQf , ou seja, existe uma combinação linear, não nula, resultando em 0 ∈ Qf . Logo, tem-seque tal combinação linear pertence à if , isto significa que existem ai ∈ C tais que:

a1H1 + a2H2 + . . .+ aµ+1Hµ+1 ∈ if .
Se apenas um ak for diferente de zero, então diretamente que hk ∈ if e o resultado segue.Caso contrário, seja k o menor inteiro tal que ak 6= 0, então:

akHk + ak+1Hk+1 + . . .+ aµ+1Hµ+1 ∈ if
e segue que

akHk + ak+1Hk+1 + . . .+ aµ+1Hµ+1 =HK (ak + ak+1Hk+1Hk + . . . aµ+1Hµ+1Hk
)

=HK (ak + ak+1hk + . . . aµ+1hk+1 . . . hµ+1) .
Colocando F = ak + ak+1hk + . . . aµ+1hk+1 . . . hµ+1, tem-se

F (p) = ak + ak+1hk (p) + . . . aµ+1hk+1 . . . h(p)µ+1(p) = ak 6= 0
pois hi ∈Mp.Assim, F é um elemento inversível em Op,n, ou seja, existe F−1 ∈ Op,n. ComoHkF ∈ if , pela propriedade de ideal, tem-se que HkFF−1 = Hk ∈ if , ou de outra forma,h1h2 . . . hk−1 ∈ if . Multiplicando pelos fatores hi restantes, obtém-se

h1h2 . . . hµ+1 ∈ if
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Observação 1.2.2. Uma característica importante de funções holomorfas F (z1, . . . , zn)definidas em uma vizinhança de um ponto p = (p1, . . . , pn) é que, usando a expansão emsérie de Taylor ela sempre pode ser escrita como uma soma infinita

F = Fm + Fm+1 . . .+ Fm+k + . . .
com Fm 6≡ 0 e onde cada Fj é um polinômio de grau j nas variáveis z1 − p1, . . . , zn − pn.Chamamos o número m de ordem de F em p.
Proposição 1.2.2. Sejam f , g : (Cn, p)→ (Cn, 0) germes holomorfos com f tendo númerode Milnor µ em p. Suponha que cada componente da diferença g− f tenha expansão daforma gi − fi = Fiµ+ri + Fiµ+ri+1 + . . .+com ri > 1. Então, f e g são A-equivalentes.
Demonstração. Para l > 1, escreva:

Fiµ+l =∑J aiJ (z1 − p1)j1 . . . (zn − pn)jn
com J = (j1, . . . , jn) ∈ Nn, |J| = j1 + . . .+ jn = µ + l.Note que zi − pi é uma função tal que (zi − pi)(p) = 0, ou seja, zi − pi ∈ Mp e,consequentemente, cada termo de Fiµ+ri+l é o produto de µ + l > µ funções de Mp. Assim,pelo Lema 1.2, cada termo de Fiµ+ri+l pertence à if e pode ser escrito como

aiJ (z1 − p1)j1 . . . (zn − pn)jn = gJ1f1 + gJ2f2 + . . .+ gJnfnonde cada gJk ∈ Mp, uma vez que do lado esquerdo, tem-se uma expressão de grauµ + l > µ e do lado esquerdo um elemento de if . Assim, temos:
Fiµ+l = n∑

j b(µ+l)ij fj
com b(µ+l)ij ∈Mp. Agora, somando em l, para i ∈ {1, . . . , n} tem-se:

gi − fi = ∞∑
l=1

n∑
j b(µ+l)ij fj =⇒

gi = n∑
j cijfi + fi. (1.14)

Escrevendo da forma matricial, temos a seguinte relação entre f e g:
g1g2...gn

 =

c11 + 1 c12 . . . c1nc21 c22 + 1 . . . c2n... ... ... ...cn1 cn2 . . . cnn + 1



f1f2...fn

 (1.15)
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ou seja, g = (I+C )f onde [I ] é a matriz identidade n×n e [C ] = [cij ]. Como C (p) = 0,em uma vizinhança de p, a matriz I + C é invertível e, assim, f e g são A-equivalente.
A seguir, verificaremos que o número de Milnor de um biholomorfismo é 1. Para isso,primeiramente mostraremos que este fato ocorre para transformações lineares inversíveis.

Proposição 1.2.3. Seja T : Cn → Cn uma transformação linear inversível. Então,
µ0 (T ) = 1.

Demonstração. Seja T : Cn → Cn uma transformação linear inversível. Então, existeT−1 ∈ GL(n,C) tal que TT−1 = I , ou seja, T é A-equivalente à transformação linearidentidade. Com isso, basta mostrar que µ0 (I) = 1.Neste caso, temos que iI = 〈z1, . . . , zn〉. Mostremos que β = {1} é uma base paraQI como espaço vetorial complexo. De fato, primeiramente, pela igualdade de polinômios,a equação 1 = h1z1 + . . .+ hnznnão possui solução para hi ∈ Op.n. O que implica que 1 /∈ iI . Por outro lado, vejamos quepara f ∈ QI qualquer, este pode ser escrito como um múltiplo de 1. Com efeito, tomandof ∈ Op.n, pela Observação 1.2.2, tem-se:
f = F0 + . . .+ Fn + . . .

onde os Fi são formado por monômios de grau i nas variáveis zj . Mais especificamente,tem-se:
F0 =f (0)
F1 = n∑

i=1
∂f∂zi (0)zi

F2 = n∑
i,j=1

∂f∂zizj (0)zizj
...

Porém, note que para todo k > 1, Fk ∈ iI e, consequentemente, Fk = 0. Deste modo, segueque f = F0 = f (0)1 = f (0)1sendo que na última igualdade, utilizamos o fato de que 1 é a função constante igual à 1,f (0) ∈ C é uma constante.
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Proposição 1.2.4. Se f : (Cn, 0)→ (Cn, 0) é o germe de um biholomorfismo, então,

µ0 (f ) = 1.
.
Demonstração. Primeiramente, utilizando o fato de que f (0) = 0, pode-se escrever f como

f (z) = f ′(0)z + F2(z) + . . . Fn(z) + . . .
o que implica em f (z)− f ′(0)z = F2(z) + . . . Fn(z) + . . .Assim, pela Proposição 1.2.2, considerando f ′ = g e f = f , temos que f ′(0) e f são A-equivalentes. Como f ′(0) é um isomorfismo, pela proposição 1.2.3, temos que µ0 (f ′(0)) = 1e pela relação de A-equivalência µ0 (f ) = µ0 (f ′(0)) = 1.
1.3 Relação entre o índice de Poincaré-Hopf e o número de Milnor

Dedicamos esta seção do trabalho para apresentar a demonstração da igualidadeentre o índice de Poincaré-Hopf e o número de Milnor de um germe holomorfo. Maisprecisamente, apresentaremos a demonstração do seguinte resultado:
Teorema 1.6. Seja f : (Cn, 0)→ (Cn, 0) um germe holomorfo. Se µ0 (f ) é finito, então,

µ0 (f ) = I0 (f ) .

O primeiro passo para a demonstração deste resultado envolve o estudo dasaplicações Pham. Estas aplicações têm um papel fundamental no decorrer da demonstração.Dentre os resultados apresentados a seguir, pode-se destacar o Lema 1.3, o qual mostraque, no caso particular das aplicações Pham, o índice de Poincaré-Hopf e o número deMilnor coincidem.
Aplicação Pham

Definição 1.3.1. Uma aplicação Pham é uma aplicação da forma
γJ : Cn −→ Cn(z1, . . . , zn) 7−→ γJ (z1, . . . , zn) = (zj11 , . . . , zjnn )

onde J = (j1, . . . , jn) ∈ Nn.
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O primeiro passo que daremos, para a demonstração da igualdade do índice dePoincaré-Hopf e o número de Milnor é que eles coincidem quando consideramos asaplicações Pham.

Lema 1.3. Seja γJ uma aplicação Pham. Então,
I0 (γJ) = µ0 (γJ) .

Demonstração. Pela Proposição 1.1.4, sabemos que I0 (γJ) é o número de soluções dosistema 
zj11 = ξ1...zjnn = ξnonde ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn é um valor regular de γJ suficientemente próximo de 0 ∈ Cn.Assim, ξi 6= 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}.Deste modo, para cada i ∈ {1, . . . , n}, a expressão zjii = ξi possui ji soluçõesdistintas. Consequentemente, existem j1j2 . . . jn soluções para o sistema, ou seja

I0 (γJ) = j1j2 . . . jn.
Por outro lado, sendo iγJ = 〈zj11 , . . . , zjnn 〉, uma base para QγJ em 0 é formada pelasclasses dos seguintes monômios

zm11 zm22 . . . znmncom 0 6 mi 6 ji para i ∈ {1, . . . , n}, uma vez que estes monômios são todos distintos enão pertencem à iγJ . Como existem j1j2 . . . jn monômios deste tipo, segue que
µ0 (γJ) = j1j2 . . . jn.

Portanto I0 (γJ) = µ0 (γJ).
Proposição 1.3.1. Seja f : (Cn, 0) → (Cn, 0) o germe de uma aplicação com número deMilnor µ0(f ) = µ. Considere a aplicação Pham

γ [µ+1] onde [µ + 1] = (µ + 1, . . . , µ + 1) ∈ Nn
e a deformação holomorfa γ [µ+1]λ = γ [µ+1] + λfcom λ em uma vizinhança de 0 ∈ C. Então, f é A-equivalente à γ [µ+1]λ para λ 6= 0.
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Demonstração. Reescrevendo a deformação considerada:

γ [µ+1]λ − λf = γ [µ+1]
tem-se, em cada componente a seguinte relação

γ [µ+1]λi − λfi = zµ+1i
para i ∈ {1, . . . , n}.Assim, pela Proposição 1.2.2, γ [µ+1]λi e λfi são A−equivalente. Além disso, como λfi ef são A-equivalentes, segue o resultado desejado.
Teorema 1.7. Seja f : (Cn, 0) → (Cn, 0) um germe holomorfo. Então, µp (f ) é finito se, esomente se, p é um ponto isolado de f−1(0).
Demonstração. Ver em (MOL; SOARES, 2001).

O próximo passo em direção à demonstração do Teorema 1.6, será fixar algumasnotações que serão utilizadas no que segue. Considere:
• Seja U ⊂ Cn um domínio, então, O(U) denota a C−álgebra de aplicações holomorfasdefinidas em U;
• Dada f : U ⊂ Cn → Cn uma aplicação holomorfa, denotamos por if o ideal de O(U)gerado pelas funções componente de f ,

if = 〈f1, . . . , fn〉
Definição 1.3.2. A álgebra quociente Qf (U) é a C−álgebra é definida por

Qf (U) = O(U)�if
A subálgebra polinomial Qf [U ] é a imagem da álgebra polinomial C[z1, . . . , zn]U ⊂O(U) pela projeção π : O(U)→ Qf (U)
Seja f : (Cn, 0)→ (Cn, 0) um germe holomorfo com número de Milnor µ0 (f ) = µ <∞e considere a deformação holomorfa fλ = f − λ de f, com λ ∈ Cn e f0 = f .

Lema 1.4. Nas condições acima, dado o ideal i′ = 〈f1, . . . , fn, λ1, . . . , λn〉, tem-se
On+n�i′ ≈ On�ifonde if é o ideal gerado por f1, . . . , fn.
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Demonstração. Denotando

Cn+n = {(z, λ) = (z1, . . . , zn, λ1, . . . , λn) : zi, λj ∈ C},
dada uma aplicação G(z, λ) ∈ On+n, usando a representação em série de potências,podemos escrever

G(z, λ) = ∑
J=(J ′,J ′′)aJzJ ′λJ ′′= ∑
J=(J ′,J ′′)J ′′ 6=0

aJzJ ′λJ ′′ + ∑
J=(J ′,0)aJzJ ′

onde J ′ = (j ′1, . . . , j ′n), J ′′ = (j ′′1 , . . . , j ′′n ) e
zJ ′ = zj ′11 . . . znj ′n e λJ ′′ = λj ′′11 . . . λnj ′′n .

Assim, a classe de G(z, λ) no quociente On+n�i′, denotada por G(z, λ), é dada por
G(z, λ) = ∑

J=(J ′,J ′′)J ′′ 6=0
aJzJ ′λJ ′′ + ∑

J=(J ′,0)aJzJ ′
= ∑
J=(J ′,J ′′)J ′′ 6=0

aJzJ ′λJ ′′ + ∑
J=(J ′,0)aJzJ ′

=0 + ∑
J=(J ′,0)aJzJ ′= ∑

J=(J ′,0)aJzJ ′ (1.16)
Por outro lado, vamos denotar a classe de uma função g ∈ On, no quociente On�if por [g].Agora, usando a igualdade 1.16 vamos definir a seguinte aplicação:

φ : On+n�i′ −→ On�if
G(z, λ) 7−→ φ (G(z, λ)) :=  ∑J=(J ′,0)aJzJ ′


Mostremos que φ está bem definida. Com efeito, sejam G(z, λ), H(z, λ) ∈ On+n�i′ tais queG(z, λ) = H(z, λ). Escrevendo

G(z, λ) =∑J ′′ 6=0aJzJ ′λJ ′′ +
∑
J=(J ′,0)aJzJ ′ (1.17)

H(z, λ) =∑J ′′ 6=0bJzJ ′λJ ′′ +
∑
J=(J ′,0)bJzJ ′, (1.18)
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como G(z, λ) = H(z, λ), tem-se que G(z, λ)− H(z, λ) ∈ i′, ou seja, existem

α1, . . . , αn, β1, . . . , βn ∈ On+n
tais que G(z, λ)− H(z, λ) = n∑

j=1 αjfj +
n∑
j=1 βjλj .Substituindo 1.17 e 1.18 na expressão acima, segue que∑

J ′′ 6=0aJzJ ′λJ ′′ +
∑
J=(J ′,0)aJzJ ′

−∑J ′′ 6=0bJzJ ′λJ ′′ +
∑
J=(J ′,0)bJzJ ′

 = n∑
j=1 αjfj +

n∑
j=1 βjλj =⇒

∑
J ′′ 6=0 (aJ − bJ ) zJ ′λJ ′′ + ∑

J=(J ′,0) (aJ − bJ ) zJ ′ =
n∑
j=1 αjfj +

n∑
j=1 βjλj (1.19)

Afirmação. A igualdade 1.19 implica que∑
J=(J ′,0) (aJ − bJ ) zJ ′ =

n∑
j=1 αjfj (1.20)

Com efeito, a igualdade 1.19 é verdadeira para todo (z, λ) (em uma vizinhança de 0 ∈ Cn+n).Em particular, para todo ponto do tipo (z, 0) = (z1, . . . , zn, 0, . . . , 0), obtemos a igualdade∑
J=(J ′,0) (aJ − bJ ) zJ ′ =

n∑
j=1 αj (z, 0)fj (z)

como queiramos. Portanto a afirmação é verdadeira.
Com isso, note que a igualdade 1.20 nos diz que∑

J=(J ′,0) (aJ − bJ ) zJ ′ ∈ if
no anel On, uma vez que pode-se ver as funções αj (z, 0) como elementos de On. Emparticular,  ∑

J=(J ′,0) (aJ − bJ ) zJ ′
 = [0] ∈ On�if . (1.21)
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Desta forma,

φ (G(z, λ)) = φ (H(z, λ)) ⇐⇒ ∑
J=(J ′,0)aJzJ ′

 =  ∑J=(J ′,0)bJzJ ′
 ⇐⇒ ∑

J=(J ′,0)aJzJ ′
−  ∑J=(J ′,0)bJzJ ′

 = [0] ⇐⇒ ∑
J=(J ′,0)aJzJ ′ −

∑
J=(J ′,0)bJzJ ′

 = [0] ⇐⇒ ∑
J=(J ′,0)(aJ − bJ )zJ ′

 = [0]
o que é verdade por 1.21. Note que pela forma que φ foi definida, segue que φ é umhomomorfismo. Agora, vejamos que φ é um isomorfismo. Primeiramente, φ é sobrejetiva.Com efeito, dado [g] ∈ On�if , como g ∈ On, podemos escrever

g =∑J ′ aJ ′zJ ′.Tomando G(z, λ) ∈ On+n definida por
G(z, λ) =∑J ′ aJ ′zJ ′temos que φ (G(z, λ)) = [g]e portanto, φ é sobrejetiva. Agora, basta verificar que φ é injetiva. De fato, seja G(z, λ) ∈On+n�i′ tal que φ (G(z, λ)) = [0] ∈ On�if .Escrevendo G(z, λ) =∑J ′′ 6=0aJzJ ′λJ ′′ +

∑
J=(J ′,0)aJzJ ′temos

φ (G(z, λ)) = [0] ⇐⇒ ∑
J=(J ′,0)aJzJ ′

 = [0] ⇐⇒
∑
J=(J ′,0)aJzJ ′ =

n∑
j=1 ajfj
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onde α1, . . . , αn ∈ On. Deste modo

G(z, λ) = ∑
J=(J ′,0)aJzJ ′

= n∑
j=1 ajfj=0.

Logo, φ é injetiva.
Lema 1.5. Dada a aplicação

F : (Cn × Cn, 0) −→ (Cn × Cn, 0)(z, λ) 7−→ F (z, λ) = (fλ(z), λ)
temos que, as C−álgebras Qf e QF são isomorfas. Além disso, se e1, . . . , eµ formam umabase para Qf , então, estes também constituem uma base para QF .
Demonstração. Escreva F = (F1, . . . , Fn, λ1, . . . , λn), onde Fi = fλi . Assim, tem-se:

iF = 〈F1, . . . , Fn, λ1, . . . , λn〉
Mostremos que iF coincide com o ideal i′ = 〈f1, . . . , fn, λ1, . . . , λn〉. Com efeito, temos:

• iF ⊂ i′ pois fλi = fi − λi ∈ i′ para todo i ∈ {1, . . . , n};
• i′ ⊂ iF pois fi = fλi + λi ∈ iF para todo i ∈ {1, . . . , n};

Logo, iF = i′. Assim, pelo Lema 1.4, tem-se On+n�iF = On+n�i′ ≈ On�if e, consequentemente,QF ≈ Qf .Agora, dada {e1, . . . , eµ}, uma base de Qf , pelo isomorfismo obtido acima, esteconjunto também forma uma base para QF , via isomorfismo.
Proposição 1.3.2. Seja f : (Cn, 0)→ (Cn, 0) um germe holomorfo com número de Milnorµ0 (f ) = µ. Então, todo g ∈ O0,n pode ser escrito como

g(z) = h1(f (z))e1(z) + . . .+ hµ(f (z))eµ(z) (1.22)
onde hj , ej ∈ O0,n. Chamamos a expressão 1.22 de forma preparada de g.
Observação 1.3.1. O resultado acima será utilizado mais adiante. Este é uma consequênciade um resultado conhecido na literatura como Teorema da Preparação. Veja mais detalhesem (SOARES, 2002).



Capítulo 1. O índice de Poincaré-Hopf, o número de Milnor e o resíduo de Grothendieck 39
Lema 1.6. Seja f : (Cn, 0)→ (Cn, 0) um germe holomorfo com número de Milnor µ0 (f ) =µ < ∞. Então, existem vizinhanças U, V ⊂ Cn de 0, U no domínio e V na imagem de ftais que todos os germes que aparecem na preparação de todo polinômio estão definidasem U e V.
Demonstração. Considere as seguintes funções: 1, z1, z2, . . . , zn e {e1, . . . , eµ} uma basepara Qf . Cada uma dessas funções pode ser escrita da forma preparada como

f ∗(h1(z))e1(z) + . . .+ f ∗(hµ(z))eµ(z).
Seja V um subconjunto aberto de Cn onde todas as funções hi da forma preparada dasfunções consideradas acima estejam definidas. Coloque U ⊂ f−1(V ) ⊂ Cn uma vizinhançade 0 na qual as funções ej estão definidas.Demonstraremos o resultado por indução no grau do polinômio P. Se P tem grau0, então, P = c.1, com c ∈ Cn e o resultado é válido. Suponha o resultado válido parapolinômios de grau menor à d. Um polinômio de grau d, pode ser escrito como

P(z) = d∑
j=1 zjQj (z)c.1

onde Qj (z) é um polinômio de grau estritamente menor que d. Deste modo, pela hipótesede indução, o resultado é válido para P(z), uma vez que todos o resultado é válido paratodos elementos da decomposição.
Lema 1.7. Seja {e1, . . . , eµ} uma base para Qf . Então, existe uma vizinhança U1 ⊂ Cnde 0 tal que para todo |λ|, suficientemente pequeno, o espaço C−linear gerado pelasimagens de e1, . . . , eµ na álgebra Qfλ(U1) contém a subálgebra polinomial Qfλ [U1] ondefλ = f − λ.
Demonstração. Considerando F : (Cn × Cm, 0) → (Cn × Cm, 0), pelo Lema 1.6, existemvizinhanças U1 × U2 ⊂ Cn × Cm de 0 e V ⊂ Cn × Cm, as quais podemos supor convexas,com F (U1 ×U2) ⊂ V tal que todo polinômio P , quando restrito à U1 ×U2 pode ser escritocomo: P(z) = µ∑

j=1 gj (fλ(z), λ)ej (z) = µ∑
j=1 gj (w, λ)ej (z) (1.23)

Pelo Lema 1.1, cada gj pode ser escrito como
gj (w, λ) = Gj (λ) + n∑

i=1 wigji(w, λ) (1.24)
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Substituindo 1.24 em 1.23:

P(z) = µ∑
j=1 gj (fλ(z), λ)ej (z) = µ∑

j=1 gj (w, λ)ej (z)
= µ∑

j=1
(Gj (λ) + n∑

i=1 wigji(w, λ)
) ej (z)

= µ∑
j=1 Gj (λ)ej (z) + n∑

i=1 fλigji(w, λ)ej (z) (1.25)
Agora, tomando λ ∈ U2 com |λ| suficientemente pequeno, tem-se que ∑ni=1 fλigji(w, λ)pertence à ifλ(U1). Com isso, segue que a classe de P(z) pode ser escrita como combinaçãolinear dos ei assim Qfλ [U1] ⊂ 〈e1, . . . eµ〉
Proposição 1.3.3. Seja f : (Cn, 0)→ (Cn, 0) um germe holomorfo com número de Milnorµ0 (f ) = µ finito. Considere a deformação holomorfa fλ de f com λ ∈ Cn e f0 = f . Então,existe uma vizinhança U ⊂ Cn de 0 tal que para |λ| suficientemente pequeno, a dimensãodo espaço C−linear Qfλ [U ] é no máximo µ.
Demonstração. Pelo Lema 1.7, existe uma vizinhança de U ⊂ Cn de 0 tal que para |λ|suficientemente pequeno, tem-se

Qfλ [U ] ⊂ Qfλ(U)
ou seja, dimCQfλ [U ] 6 dimCQfλ(U)Agora, pelo Lema 1.5, dimCQfλ(U) 6 µe assim, dimCQfλ [U ] 6 µ
Lema 1.8. Seja f : U ⊂ Cn → U , onde U é um domínio tal que dimCQf [U ] < ∞. Então,cada zero de f em U tem número de Milnor finito. Além disso, o número de soluções daequação f = 0 em U é limitado por dimCQf [U ] , contando multiplicidades.
Demonstração. Ver em (SOARES, 2002).
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Considere agora, f : U ⊂ Cn → Cn uma aplicação holomorfa com U um domínio.Suponha que α1, . . . , αk sejam todas as soluções de f = 0 em U. Tome os germes de fem cada um dos pontos αi e considere as álgebras locais correspondentes. Para cadai ∈ {1, . . . , k}, tem-se:

• O germe fi : (U, αi)→ (f (U), 0);
• O ideal ifi = 〈fi1, . . . , fin〉;• A álgebra local Qαi,f = Oαi

ifiA soma k⊕
i=1 Qαi,f = (Qα1,f , . . . ,Qαk ,f)

é chamada álgebra multilocal de f em U. Tem-se que a álgebra multilocal é uma C−álgebrapela estrutura herdada de cada componente.Enunciaremos alguns resultados agora que serão utilizados à seguir.
Proposição 1.3.4. Nas condições acima, o número de soluções em U, contando multiplici-dades, da equação f = 0 é limitado por dimCQf [U ].
Demonstração. Ver em (SOARES, 2002).
Proposição 1.3.5. Seja f : (Cn, 0)→ (Cn, 0) um germe holomorfo tal que µ0 (f ) <∞. Então,

µ0 (f ) > I0 (f ) .
Demonstração. Pelo Teorema 1.7, tem-se que 0 é um ponto isolado em f−1 ({0}). Destemodo, pode-se calcular o índice de Poincaré-Hopf de f em 0, I0 (f ). Pela Proposição 1.1.4,I0 (f ) é dado pelo número de soluções da equação fλ = f − λ = 0 para λ valor regularcom |λ| suficientemente pequeno.Pelo Lema 1.8, tem-se que

dimCQfλ [U ] > #{x ∈ U : fλ = 0}
ou seja, dimCQfλ [U ] > #{x ∈ U : fλ = 0} = I0 (f ) .

Agora, pela Proposição 1.3.3, tem-se que µ0 (f ) > dimCQfλ [U ] e, consequentemente,
µ0 (f ) > I0 (f )
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Agora que temos em mãos todos os resultados necessários, passamos à demonstra-ção da igualdade entre o número de Milnor e o índice de Poincaré-Hopf. Com o trabalhofeito anteriormente, a demonstração se resume à unir todas as peças. Apresentamos aseguir, a demonstração do Teorema 1.6

Demonstração do Teorema. Seja µ0 (f ) = µ e considere a aplicação Pham γ [µ+1].Pela Proposição 1.3.1, a deformação holomorfa γ [µ+1]λ = γ [µ+1] + λf é A-equivalenteà f para λ ∈ C em uma vizinhança de 0. Assim, pela Proposição 1.2.1, segue que
µ0 (γ [µ+1]λ

) = µ0 (f ) (1.26)
e pela Proposição 1.1.5, tem-se

I0 (γ [µ+1]λ
) = I0 (f ) . (1.27)

Agora utilizaremos algumas propriedades das aplicações Pham. Para tal, fixe umabola B(0, ε) e um valor λ tal que as condições da Proposição 1.3.3 sejam satisfeitas paraγ [µ+1]λ . Sejam {αi}i∈Λ as soluções de γ [µ+1]λ = 0 na bola B(0, ε). Pela Proposição 1.3.3, segueque µ0 (γ [µ+1]λ
)
> dimCQγ [µ+1]λ [B(0, ε)] .Pela Proposição 1.3.4, vale

dimCQγ [µ+1]λ (B(0, ε)) >∑i µαi
(γ [µ+1]λ

) .
Pela Proposição 1.3.5, para todo i ∈ Λ

µαi (γ [µ+1]λ
)
> Iαi (γ [µ+1]λ

) . (1.28)
Tomando X = B(0, ε) no Teorema 1.4, tem-se:

deg γ [µ+1]λ∣∣∣γ [µ+1]λ
∣∣∣ =∑i∈Λ Iαi

(γ [µ+1]λ
) .

Pelo Teorema 1.5, segue que ∑
i∈Λ Iαi

(γ [µ+1]λ
) = I0 (γ [µ+1]) .

Utilizando o Lema 1.3, conclui-se as seguintes igualdades
I0 (γ [µ+1]) = µ0 (γ [µ+1]) .

e ∑
i∈Λ Iαi

(γ [µ+1]λ
) =∑i∈Λ µαi

(γ [µ+1]λ
) (1.29)
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Como todos os termos envolvidos em 1.29 são positivos e considerando a desigual-dade obtida em 1.28, conclui-se que para todo i ∈ Λ vale

µαi (γ [µ+1]λ
) = Iαi (γ [µ+1]λ

)
Note agora que 0 ∈ {αi}ß∈λ, uma vez que 0 é uma solução para γ [µ+1]λ = 0. Destemodo, segue da igualdade acima que

µ0 (γ [µ+1]λ
) = I0 (γ [µ+1]λ

)
e finalmente, substituindo 1.26 e 1.27 em 1.3 conclui-se que

µ0 (f ) = I0 (f )
1.4 Resíduo de Grothendieck

Nesta seção apresentaremos a definição do resíduo de Grothendieck e algumaspropriedades que ele satisfaz. Dentre estas propriedades, a que estamos mais interessadosé a que relaciona o resíduo de Grothendieck com o índice de Poincaré-Hopf e o númerode Milnor.Podendo ser visto como uma generalização do conceito de resíduo de uma funçãomeromorfa, dado por Abel, o resíduo de Grothendieck aparece em diversos resultadosmuito importantes, dentre eles, o Teorema de Baum-Bott, o qual será abordado na segundaparte deste trabalho.
A aplicação traço

Seja f : U ⊂ Cn → Cn uma aplicação holomorfa com f (0) = 0 ∈ Cn e com númerode Milnor µ0 (f ) = µ finito. Nestas condições, pelo Teorema 1.7, 0 é um ponto isolado def−1(0) e com isso é possível calcular I0 (f ). Agora, pelo Teorema 1.5, existe uma vizinhançaV ⊂ Cn de 0 tal que para todo λ ∈ V , a equação fλ = f − λ = 0 possui um número finitode soluções e além disso, vale ∑
α∈f−1λ (0) Iα (f − λ) = I0 (f ) .

Pelo Teorema 1.6, a equação acima pode ser escrita como∑
α∈f−1λ (0) Iα (f − λ) = µ0 (f ) = µ

Novamente utilizando o Teorema 1.6, para todo α ∈ f−1λ (0) vale:
Iα (f − λ) = µα (f − λ) .
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Portanto, tem-se ∑

α∈f−1λ (0) µα (f − λ) = µ.
Considerando a vizinhança V obtida acima e restringindo à U = f−1(V ), temos que afunção f satisfaz as seguintes propriedades:

i) f é sobrejetiva, dada a maneira que é foi definida;
ii) f é uma aplicação aberta, pelo Teorema da Aplicação aberta;
iii) f é própria. De fato, seja K ⊂ V compacto e β = {βλ}λ∈Λ uma cobertura abertapara f−1(K ). Como f é uma aplicação aberta, f (βλ) é aberto em V para todo λ ∈ Λ eassim o conjunto γ = {f (βλ)}λ∈Λ é uma cobertura por abertos de K . A compacidadede K implica na existência de um subconjunto finito γ ′ = {f (β1), . . . , f (βn)} queainda cobre K , ou seja: K = n⋃

j=1 f (βj )e, consequentemente, f−1(K ) = n⋃
j=1βjassim, obtemos uma subcobertura finita para f−1(K ), ou seja f−1(K ) é compacto e fé uma aplicação própria;

iv) Para todo α ∈ V , o conjunto f−1(α) é finito e vale∑
α∈f−1λ (0) Iα (f − λ) = I0 (f ) = µ.

Definição 1.4.1. Uma aplicação f : U ⊂ Cn → V ⊂ Cn satisfazendo as quatro condiçõesacima é chamada de aplicação finita.
Seja f : U ⊂ Cn → V ⊂ Cn uma aplicação finita e η uma n-forma em U.

Definição 1.4.2. O traço ou push-foward de η por f , denotado por f!(η)
f!(η) : Vreg −→ An (Vreg,C)α 7−→ f!(η)(α) = f!(η)α

é a n-forma holomorfa definida no conjunto Vreg ⊂ V dos valores regulares de f , obtidada seguinte maneira: seja α ∈ Vreg, valor regular de f e considere f−1(α) = {β1, . . . , βµ}.Dada uma n-lista de vetores v1, . . . , vn ∈ Cn, temos para cada vj um vetor uij ∈ Cn talque vj = f ′(βi)uij .
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Esta relação também pode ser vista como se, para cada βi, existem uij com j ∈ {1, . . . , n}tais que vj = f ′(βi)uij . e, além disso, para cada βi, a seguinte n-forma está definida

η(βi) : Cn × . . .× Cn −→ C(v1, . . . , vn) 7−→ η(βi)(v1, . . . , vn) = ηβi(v1, . . . , vn)
Deste modo, defina f!(η)α (v1, . . . , vn) := µ∑

i=i ηβi(v1, . . . , vn) (1.30)
Observação 1.4.1. A construção acima é equivalente a fazer o seguinte: seja α é um valorregular de f e f−1(α) = {β1, . . . , βµ}, então, existem vizinhanças Vα de α e Uβi de βi taisque f|Uβi : Uβi −→ Vαé um biholomorfismo. Denote por f−1i a seguinte aplicação

f−1i = (f|Uβi)−1 : Vα −→ Uβi.
Deste modo, cada f−1i induz um pull-back da n-forma η(f−1i )∗ : An (Uβi,C) −→ An (Vα ,C)η 7−→ (f−1i )∗ (η) = η ◦ f−1i
o qual é definido da seguinte maneira: sejam v1, . . . , vn ∈ Cn:(f−1i )∗ (η)(α)(v1, . . . , vn) = η (f−1i (α)) ((f−1i )′ (α) · v1, . . . , (f−1i )′ (α) · vn) (1.31)
Proposição 1.4.1. Vale a seguinte relação:

f! (η)|Vα = µ∑
i=1
(f−1i )∗ η|Uβi . (1.32)

Demonstração. Seja γ ∈ Vα , f−1(γ) = {β1, . . . , βµ} e v1, . . . , vn ∈ Cn. Mostremos que(f−1i )∗ η|Uβi (βi) (v1, . . . , vn) = ηβi (ui1, . . . , uin) ∀i ∈ {1, . . . , µ}.
Podemos escrever a expressão do lado esquerdo como:(f−1i )∗ η|βi (β) (v1, . . . , vn) = η|Uβi (f−1i (γ)) ((f−1i )′ (γ).v1, . . . , (f−1i )′ (γ)vn) .
Porém, como f−1i (γ) = βi, pelo Teorema da Aplicação Inversa, tem-se que(f−1i )′ (γ) = (f ′(βi))−1 .
Além disso, como vj = f ′(βi) ·uij , segue para todo i ∈ {1, . . . , n} e todo j ∈ {1, . . . , µ} vale(f−1i )′ (γ).vj = uij
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de modo que(f−1i )∗ η|Uβi (βi) (v1, . . . , vn) = ηβi (ui1, . . . , uin) ∀i ∈ {1, . . . , µ}.
e pela definição de f !(η), segue a igualdade desejada.

Encontraremos agora uma expressão local pra f!(η). Escreveremos f = (f1, . . . , fn),no domínio consideraremos as coordenadas z = (z1, . . . , zn) e na imagem as coordenadasw = (w1, . . . , wn). Deste modo, temos:
η(z) =g(z)dz1 ∧ . . . ∧ dzn (1.33)f!(η)(w) =tr(w)dw1 ∧ . . . ∧ dwn (1.34)

onde tr : Vα → C é chamada aplicação traço. Assim, dado w ∈ Vα e v1, . . . .vn ∈ Cn,tem-se que f!(η)w (v1, . . . , vn) = tr(w)dw1 ∧ . . . ∧ dwn (v1, . . . , vn) . (1.35)Por outro lado, utilizando a expressão 1.32, segue que:
f!(η)w (v1, . . . , vn) = µ∑

i=1
[(f−1i )∗ η] (w) (v1, . . . , vn)

= µ∑
i=1 η (f−1i (w)) ((f−1i )′ (w).v1, . . . , (f−1i )′ (w).vn)

= µ∑
i=1 g (f−1i (w)) dz1 ∧ . . . ∧ dzn ((f−1i )′ (w).v1, . . . , (f−1i )′ (w).vn) .(1.36)Assim, avaliando a equação acima na base dual de dzi, tem-se

tr(w) = µ∑
i=1 g (f−1i (w)) det Jf−1i (w)

= µ∑
i=1 g (f−1i (w)) 1det (Jf(f−1i (w))) . (1.37)

Denotando gi(w) = g (f−1i (w))det (Jf(f−1i (w)))tem-se a seguinte expressão: tr(w) = µ∑
i=1 gi(w) (1.38)

A função obtida acima, tr(η) : Vreg :−→ Cestá definida apenas no conjunto de valores regulares de f . Porém, o Teorema do Traçogarante uma extensão holomorfa da função traço para uma vizinhança de 0 ∈ V . Alémdisso, fornece também uma expressão integral para esta função.
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Teorema 1.8 (Teorema do Traço). A função holomorfa

tr(η) : Vreg −→ C

admite uma extensão holomorfa para uma vizinhança de 0 em V. Além disso, tal extensãoé dada por ψ(w) = ( 12πı
)n ∫

Γε
η∏nj=1 (fj −wj)onde ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Cn e Γε = {z ∈ Cn : |fi(z)| = εi, i = 1, . . . , n}.

Demonstração. Ver em (SOARES, 2002)
O resíduo de Grothendieck

Seja f = (f1, . . . fn) : U ⊂ Cn → V ⊂ Cn uma aplicação holomorfa, finita, comnúmero de Milnor µ0 (f ) = µ e considere g ∈ O(U). Dado α um valor regular de f vamosconsiderar f−1(α) = {β1, . . . , βµ}.
Definição 1.4.3. O resíduo de Grothendieck em 0 de g em relação à f é o limite

Res0(g, f ) = limα→0
µ∑
i=1

g(βi)det Jf (βi) (1.39)
O próximo resultado garante não só a existência do limite definido acima comotambém uma expressão integral para o cálculo do resíduo de Grothendieck,

Teorema 1.9. Seja ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Cn εi > 0 e considere o n-ciclo
Γε = {z ∈ Cn : |fi(z)| = εi,∀i ∈ {1, . . . , n}}

com a orientação determinada pela n-forma d arg f1∧ . . .∧d arg fn. Para ε suficientementepequeno tem-se Res0 (g, f ) = ( 12πı
)n ∫

Γε
gdz1 ∧ . . . ∧ dznf1 . . . fn

Demonstração. Considere a n-forma η = gdz1 ∧ . . . ∧ dzn. Pela definição do resíduo deGrothendieck,
Res0(g, f ) = limα→0

µ∑
i=1

g(βi)det Jf (βi)
= limα→0

µ∑
i=1

fi(α)det Jf (f−1i (α))
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onde α varia no conjunto (aberto e denso) de valores regulares de f, com

f−1(α) = {β1, . . . , βµ}.
Por outro lado, por 1.37, tr(η)(α) = µ∑

i=1
fi(α)det Jf (f−1i (α) .Assim, Res0(g, f ) = limα→0 tr(η)(α).Agora, pelo Teorema 1.8,

Res0(g, f ) = limα→0 tr(η)(α) = limα→0
( 12πı

)n ∫
Γε

η(f1 − α) . . . (fn − αn) .Donde segue Res0(g, f ) = ∫Γε
gdz1 ∧ . . . ∧ dznf1 . . . fn

Exemplo 3. Vamos exemplificar o cálculo do resíduo de Grothendieck utilizando a fórmulaintegral provada no Teorema 1.9. Considere f (z1, z2) = (z1 +z2, 4z2) e g(z1, z2) = z21 +z22 +1.Calcularemos Res0(g, f ). Neste caso, tem-se
det(Jf (0)) = ∣∣∣∣∣1 10 4

∣∣∣∣∣ = 4 6= 0
Assim, pelo Teorema da Aplicação Inversa, existem vizinhanças U, V ⊂ C2 de 0, no domínioe contra-domínio tais que f |U : U −→ Vé um biholomorfismo. Para cada w = (w1, w2) ∈ V , denotemos:

• G(w) = g(f−1(w));
• K (w) = 1w1w2 dw1 ∧ dw2;
• Jf (w) = Jf (f−1(w)).

Neste caso, a n-forma ω = z2+z22+11(z1 + z22 )(4z2)dz1 ∧ dz2
pode ser reescrita como o seguinte pull-back

ω = f ∗(GJf K
) .
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Pelo Teorema de Mudança de Variáveis, tem-se

∫
Γε ω = ∫|wi|=εi GKJf = ∫|wi|=εi

G(w)Jf (w)w1w2 dw1 ∧ dw2.
e utilizando a Fórmula Integral de Cauchy, segue que

∫
|wi|=εi

G(w)Jf (w)w1w2 dw1 ∧ dw2 = (2πı)2G(0)Jf (0) = (2πı)2 14 .Portanto, Res0(g, f ) = ( 12πı
)2 ∫

Γε ω = ( 12πı
)2 (2πı)2 14 = 14

Propriedades do resíduo de Grothendieck

A seguir, apresentaremos algumas propriedades do resíduo de Grothendieck. Emespecial, veremos a relação com o número de Milnor e o índice de Poincaré-Hopf.
Proposição 1.4.2. Para a, b ∈ C e g, h ∈ O(U), tem-se

Res0(ag+ bh, f ) = aRes0(g, f ) + bRes0(b, f )
Demonstração. De fato, realizando o cálculo de Res0(ag+ bh, f ), tem-se

Res0(ag+ bh, f ) =( 12πı
)n ∫

Γε
(ag+ bh)dz1 ∧ . . . ∧ dznf1 . . . fn=( 12πı

)n a∫Γε
gdz1 ∧ . . . ∧ dznf1 . . . fn + ( 12πı

)n b∫Γε
hdz1 ∧ . . . ∧ dznf1 . . . fn=aRes0(g, f ) + bRes0(h, f ).

Proposição 1.4.3. Se f é um biholomorfismo, então, para toda g ∈ O(U), tem-se
Res0(g, f ) = g(0)det(Jf (0))

Demonstração. Seja α ∈ U valor regular de f . Neste caso, como f é um biholomorfismo, apré-imagem de α possui apenas um elemento, ou seja, f−1(α) = {βα} e assim:
Res0(g, f ) = limα→0 g(β)det(Jf (β))= limβ→0 g(β)det(Jf (β))= g(0)det(Jf (0))
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Proposição 1.4.4. Se g ∈ if , então,

Res0(g, f ) = 0.

Demonstração. Como g ∈ if , esta pode ser escrita como g = h1f1 + . . . + hnfn, comhi ∈ O(U). Pela Proposição 1.4.2, basta mostrar que Res0(h1f1, f ) = 0. De fato, considerea seguinte n-forma
ω = h1f1dz1 ∧ . . . ∧ dznf1 . . . fn = h1dz1 ∧ . . . ∧ dznf2 . . . fn .

Defina Di = {z ∈ U : fi(z) = 0}. ∀i ∈ {1, . . . , n}Assim, ω é uma n-forma holomorfa no seguinte conjunto
U ′ = U \ (D2 ∪ . . . ∪ Dn)

e, em particular U \ (D1 ∪ . . . ∪ Dn) ⊂ U ′. Por outro lado, conjunto
∆ε = {z ∈ U : |f1(z)| 6 ε1, |fi(z)| = εi i = 2, . . . , n}

é tal que ∆ε ⊂ U ′ e sua fronteira, ∂∆ε coincide com Γε , a menos de orientação, ou seja,∂∆ε = ±Γε . Portanto, segue que:
Res0(h1f1, f ) = ∫Γε ω = ± ∫∂(∆ε) ω.Agora,pelo Teorema de Stokes,

± ∫∂(∆ε) ω = ± ∫δε dω.
Finalmente, como ω é uma n−forma em um espaço de dimensão n, esta é uma formafechada, ou seja dω = 0. Deste modo, segue que:

Res0(h1f1, f ) = ± ∫δε dω = 0.

O próximo resultado relaciona o número de Milnor, o índice de Poincaré-Hopf e oresíduo de Grothendieck de uma aplicação holomorfa. Deste modo, resíduo de Grothendieckpossui representação integral, uma geométrica (dada pelo índice de Poincaré-Hopf) euma algébrica (dada pelo número de Milnor).
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Teorema 1.10. Seja f : U ⊂ Cn → V ⊂ Cn uma aplicação holomorfa finita com númerode Milnor µ0(f ) = µ finito. Então:

Res0(det Jf , f ) = µ0 (f ) = I0 (f )

Demonstração. Como µ0 (f ) = I0 (f ), basta mostrar Res0(det Jf , f ) = µ0 (f ). De fato, sejaµ0 (f ) = µ e considere α valor regular de f então,f−1(α) = {β1, . . . , βµ}. Assim,
Res0(det Jf , f ) = limα→0

µ∑
i=1

det(Jf (βi))det(Jf (βi))
= limα→0

µ∑
i=1 1

= µ
Proposição 1.4.5. Para toda f : U ⊂ Cn → V ⊂ Cn, vale

det Jf /∈ if
Demonstração. De fato, pelo Teorema 1.10, Res0(det Jf , f ) = µ0 (f ) 6= 0. Assim, pela Propo-sição 1.4.4, det Jf /∈ if .

Com todos esses resultados, podemos mostrar a recíproca da Proposição 1.2.4.
Proposição 1.4.6. Se µ0 (f ) = 1, então,f é um biholomorfismo
Demonstração. Como µ0 (f ) = 1, tem-se que Res0(det Jf , f ) = 1 e pela Proposição 1.4.4,det Jf /∈ if . Em particular, det Jf (z) 6= 0, para todo z ∈ U , uma vez que 0 ∈ if . Deste modo,pelo Teorema da Aplicação Inversa, f é um biholomorfismo.
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2 Teoria Chern-Weil de classes características

2.1 Fibrados vetoriais

Definições

Nesta seção, entenderemos por espaço topológico, um espaço topológico de Haus-dorff, com base enumerável e conexo.
Definição 2.1.1. Seja X um espaço topológico. Um fibrado vetorial real de posto n sobreX é um par (E, π) onde E é um espaço topológico e π : E → X é uma aplicação contínuae sobrejetora, satisfazendo:

i) Ex := π−1(x), chamado fibra de E sobre x ∈ X , tem estrutura de espaço vetorial realde dimensão n, para todo x ∈ X ;
ii) existem uma cobertura aberta {Uα}α∈A de X e homeomorfismos

θα : π−1 (Uα ) ⊂ E −→ Uα × Rn ⊂ E × Rn
tais que ∀x ∈ X , se x ∈ Uα , então

θαx = θα |Ex : Ex −→ {x} × Rn ≈ Rn
é um isomorfismo de espaços vetoriais reais.

Nestas condições,
• E é chamado de espaço total do fibrado;
• X é chamado base do fibrado;
• {Uα}α∈A é chamada cobertura trivializadora de X ;
• θα são chamadas trivializações locais de E .

Da definição acima, tem-se que a aplicação π : E → X , chamada projeção faz odiagrama abaixo comutar
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π−1(Uα ) Uα × Rn

Uα
π

θα
proj1

onde
proj1 : Uα × Rn −→ Uα(x, v ) 7−→ proj1(x, v ) = x.

Definição 2.1.2. Uma seção de (E, π) é uma aplicação contínua s : X → E tal que(π ◦ s)(x) = x para todo x ∈ X , ou seja, quando s(x) ∈ π−1(x) = Ex para todo x ∈ X .
Exemplo 4. O fibrado trivial sobre X de posto n, denotado por Rn é definido por Rn = X×Rncom a projeção π : Rn → X dada por π(x, v ) = x .Nestas condições, temos que Rn = X ×Rn é o espaço total do fibrado, X é a basee a projeção como definida acima.

• As fibras, Ex , Ex = π−1(x) = {x} × Rn ≈ Rntem estrutura de espaço vetorial real de dimensão n.
• Dada {Uα}α∈A uma cobertura aberta para X , como π−1(Uα ) = Uα ×Rn, basta tomaras trivializações locais como:

θα : π−1(Uα ) −→ Uα × Rn(x, v ) 7−→ θα (x, v ) = (x, v )
Nesta condição, θα é claramente um homeomorfismo. Em particular, quando restritaà fibra Ex ,

θαx : Ex −→ {x} × Rn(x, v ) 7−→ θα (x, v ) = (x, v )
é um isomorfismo.

Deste modo, Rn tem, de fato, estrutura de fibrado vetorial de posto n sobre X .
Exemplo 5. Seja X uma variedade de dimensão n de classe C k . Considere a coberturapor abertos {Uα}α ∈ A e homeomorfismos

φα : Uα −→ φα (Uα ) = Vα ⊂ Rn.
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Em cada ponto p ∈ X , tal que p ∈ Uα , o espaço tangente à X em p, denotado por TpX ,pode ser definido como

TpX = 〈φ′α (p) · e1, . . . , φ′α (p) · en〉 .Assim, pode-se definir o seguinte espaço:
TUα = ⋃

p∈Uα TpX = {(p, vα ) : p ∈ Uα , vα ∈ Rn}
como a união dos espaços tangentes em todos os pontos em Uα . Agora, fazendo a uniãodisjunta de todos TUα , dá origem à um conjunto chamado Fibrado Tangente de X , denotadopor TX . TX = ⋃

α∈A TUα = ⋃
α∈AUα × Rnde modo que para p ∈ Uαβ fixados, tem-se (p, vα ) = (p, vβ) quando

vα = (φα ◦ φβ)′ (φβ(p)) · vβ
Mostremos que TX tem estrutura de fibrado vetorial de posto n sobre X . De fato,considerando o espaço base como X , com a cobertura por abertos {Uα}α∈A, considere aprojeção

π : TX : −→ X(p, v ) 7−→ π(p, v ) = p
a qual é contínua. Deste modo, dado x ∈ X , sua fibra é dadas por:

π−1(x) = {(p, v ) : πp, v = x} = {(x, v ) : v ∈ Rn} ≈ Rn.
Como trivializações locais, defina

θα := id : π−1(Uα )→ Uα × Rn
a qual é um isomorfismo. Portando, (TX, π) é, de fato, um fibrado vetorial de posto n sobreX .
Observação 2.1.1. Se f : X → Rn é uma aplicação de classe C 0 então, seu gráficos(x) = (x, f (x)) ∈ X × Rn = Rn é uma seção de Rn. De fato, basta notar que para todox ∈ X , (π ◦ s)(x) = π(x, f (x)) = x

Reciprocamente, uma seção s : X → Rn define uma função f : X → Rn de classeC 0. Basta notar que
s : X −→ X × Rnx 7−→ (x, f (x))
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onde f : X → Rn é de classe C 0.Observe que sabemos que a primeira função coordenada de s é a identidade pois,

x = (π ◦ s)(x) = π(f1(x), f2(x)) = f1(x)
para todo x ∈ X , ou seja f1(x) = x para todo x ∈ X .
Observação 2.1.2. Se s : X → E é uma seção de E , então, s|Uα induz uma aplicação deUα com valores em Rn. Com efeito, considerando a seguinte aplicação:

θα ◦ s|Uα : Uα −→ Uα × Rnx 7−→ θα (s(x)) = (x, Sα (x))
nós obtemos Sα : Uα → Rn que é a função procurada.Reciprocamente, uma função f : Uα → Rn define, localmente, uma seção de Uα .Para tal, considere:

ψα : Uα −→ Uα × Rnx 7−→ ψα (x) = (x, f (x))
claramente, ψα é uma seção de Ua.Com isso, temos que seções de um fibrado vetorial estão, localmente, em corres-pondência com funções definidas em Uα com valores em Rn.

Para a próxima construção, consideremos (E, π) um fibrado vetorial de posto nsobre X, {Uα}α∈A uma cobertura trivializadora e {θα}α∈A trivializações locais de E.Como θαx : Ex → {x} × Rn é um isomorfismo, segue que θ−1αx : {x} × Rn → Extambém é um isomorfismo.Denotando Uαβ = Uα ∩ Uβ , vamos definir a aplicação
θαβ : Uαβ −→ I(Rn,Rn) ≈ GL(n,R)x 7−→ θαβ(x) = θαx ◦ θ−1βxonde I(Rn,Rn) e GL(n,R) denotam o espaço dos isomorfismos de Rn em Rn e o espaçodas matrizes inversíveis de dimensão n, respectivamente. Primeiramente, note que defato podemos ver θαβ(x) como a composta de isomorfismos de Rn ou também, na formamatricial, como produto de duas matrizes n× n escritas na base canônica:

θαβ(x) = [θαx ]can . [θβx ]−1can .De agora em diante, denotaremos as matrizes apenas por [θαx ], uma vez estando claroque consideramo-as em relação à base canônica de ambos os espaços.Considerando a aplicação θαβ , pode-se tomar o seguinte diagrama
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Uαβ × Rn π−1(Uαβ) Uαβ × Rnθβ θα

e assim, fica definda a aplicação:
φ : Uαβ × Rn −→ Uαβ × Rn(x, v ) 7−→ φ(x, v ) = (x, θαβ(x) · v )

Antes de continuar, vejamos com mais detalhes como a aplicação φ age:
(x, v ) θ−1βx (v ) ∈ Ex ⊂ π−1(Uαβ) θαx (θ−1βx (v ))θ−1βx θαx

donde segue que
θαx (θ−1βx (v )) = (x, [θαx ] · [θβx ]−1 (v )) = (x, θαβ(x) · v) .

As funções θαβ são chamadas funções de transição de E . Estas funções sãocontínuas, uma vez que as trivializações locais são homeomorfismos.A seguir, mostraremos que as funções de transição satisfazem certas condições.Estas condições são chamadas condições de cociclo.
Proposição 2.1.1. As funções θαβ satisfazem as condições de cociclo. A saber:

• Se Uαβγ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅ então,
[θαβ ] [θβγ ] [θγα ] = [I ]

onde [I ] é a matriz identidade de Rn;
• Em Uαβ , vale [θαβ ] = [θβα ]−1

Demonstração. Seja x ∈ Uαβγ . Neste caso, tem-se:
θαβ ◦ θβγ ◦ θγα (x) = [θαβ(x)] [θβγ(x)] [θγα (x)]= ([θαx ] [θβx ]−1)([θβx ] [θγx ]−1)([θγx ] [θαx ]−1)

= [I ]
onde a última igualidade segue da associatividade do produto de matrizes. Assim, temosθαβ · θβγ · θγα (x) = I .
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Agora, considere x ∈ Uαβ . Mostremos que θαβ ◦ θβα (x) = I . De fato,

θαβ · θβα (x) = [θαβ(x)] [θβα (x)]= ([θαx ] [θβx ]−1) ([θβx ][θαx ]−1)
= [I ]

assim, pela unicidade do inverso multiplicativo em GL(n,R), temos que θαβ = θ−1βα .
A próxima proposição mostra uma relação das seções de um fibrado com as suasfunções de transição.

Proposição 2.1.2. Seja s : X → E uma seção de E , então, no aberto Uαβ , vale a seguinterelação θαβ · Sβ = Sα.
Demonstração. Denotando

Sα : Uα → Rn e Sβ : Uβ → Rn
pode-se restringir ambas funções à Uαβ e considerar as seguintes composições:

θα ◦ s|Uαβ (x) = (x, Sα (x)) e θβ ◦ s|Uαβ (x) = (x, Sβ(x)) .
Por um lado, tem-se θα ◦ θβ ◦ s|Uαβ(x) = (x, θαβ · Sβ(x))enquanto por outro lado,

θα ◦ θβ ◦ s|Uαβ(x) = θα ◦ s|Uαβ(x) = (x, Sα (x)).
Deste modo, segue que θαβ · Sβ(x) = Sα (x)
Definição 2.1.3. Sejam (E, πE ) e (F, πF ) fibrados vetoriais sobre X . Um morfismo φ : E → Fé uma aplicação contínua tal que o diagrama abaixo comuta

E F

X X

φ
πFπE

id
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e a aplicação φ|Ex : Ex → Fxé linear para todo x ∈ X . Além disso, se φ é uma bijeção e φ−1 também é um morfismo,então, φ é chamado de isomorfismo.
Observação 2.1.3. Sejam E, e F fibrados sobre X de posto n e m, respectivamente, {Uα}uma cobertura trivializadora comum à E e F, com {θα} e {ηα} sendo as trivializaçõeslocais de E e F, respectivamente. Um morfismo φ : E → F induz uma família de aplicaçõesφα : Uα × Rn → Uα × Rm dadas por φα = ηα ◦ φ ◦ θ−1α , conforme o diagrama

π−1E (Uα ) π−1F (Uα )

Uα × Rn Uα × Rm

φ
ηαθα

φα
Neste caso, fica também determinada uma família de aplicações

aα : Uα → L(Rn,Rm).
satisfazendo as condições

ηαβ · aβ = aα · θαβ em Uαβ
De fato, como pode se observar no diagrama abaixo:

(x, v ) θ−1αx (v ) ∈ Ex ⊂ π−1(Uαβ) φ(θ−1αx (v )) ∈ Fx (x, ηα ◦ φ ◦ θ−1α (x) · v )θ−1α φ ηα
onde aα (x) = ηα ◦ φ ◦ θ−1α (x). Isso pode ser observado utilizando o diagrama abaixo comoreferência

Uαβ × Rn π−1E (Uαβ) Uαβ × Rn

Uαβ × Rm π−1F (Uαβ) Uαβ × Rm

θα θβ
φα φ φβ

ηα ηβ
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note que φβ = ηβ ◦ η−1α ◦ φα ◦ θα ◦ θ−1β . Assim, para (x, v ) ∈ Uαβ × Rn, tem-se

θβ(x, v ) = ηβ ◦ η−1α ◦ φα ◦ θα ◦ θ−1(x, v ) =⇒ηα ◦ η−1β ◦ θβ(x, v ) = φα ◦ θα ◦ θ−1β (x, v ) =⇒ηα ◦ η−1β (x, aβ(x) · v ) = φα (θαβ(x) · v ) =⇒(x, ηαβ(x) · (aβ(x) · v )) = (x, aα (x) · (θαβ(x) · v )) =⇒(x, ηαβ(x)aβ(x) · v ) = (x, aα (x)θαβ(x) · v )
donde se conclui o que queríamos.Reciprocamente, uma família de funções aα : Uα → L(Rn,Rm) determinam ummorfismo de E em F desde que estas funções satisfaçam ηαβ · aβ = aα · θαβ em Uαβ . Comefeito, primeiramente defina a seguinte função:

φα : Uα × Rn −→ Uα × Rm(x, v ) 7−→ φα (x, v ) = (x, aα (x) · v )
assim, obtemos o seguinte diagrama

E F

Uα × Rn Uα × Rm

φ
ηαθα

φα
onde φ = η−1α φα ◦ θα é o morfismo que procuramos. De fato, mostremos que φ satisfaz ascondições necessárias. Primeiramente, a condição de φ|Ex ser linear para todo x ∈ X étrivialmente satisfeita, uma vez que todas as as aplicações envolvidas são lineares paratodo x ∈ X . Além disso, verifiquemos que πF ◦ φ ◦ π−1E = I , onde I : X → X é a aplicaçãoidentidade. De fato, seja x ∈ X :

πF ◦ φ ◦ π−1E (x) = πF ◦ φ(Ex )= πF (η−1α φα ◦ θα (x))= πF (η−1α φα ({x} × Rn))= πF (η−1α ({x} × Rm))= πF (Fx )= x.
e deste modo, temos que φ é um morfismo entre E e F .
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Antes de seguirmos para a próxima proposição, faremos duas observações: aprimeira, sobre uma maneira de construir um espaço topológico a partir de uma família deespaços topológicos, chamada União disjunta; e a segunda sobre a topologia no espaçoquociente, induzida pelo espaço base.

Observação 2.1.4. Seja {Ai}i∈I uma família de conjuntos. A união disjunta desta família éum conjunto A =∐i∈I Ai juntamente com uma família de funções injetivas φi : Ai → A talque a união das imagens destas funções formam uma partição de A. Neste caso, podemosfazer a seguinte identificação: ∐
i∈I Ai =

⋃
i∈I{(i, x) : x ∈ Ai}

e definir
φi : Ai −→ Ax 7−→ φi(x) = (i, x)

a qual é injetiva. Assim, os conjuntos da forma
A∗i := φi(Ai) = {(i, x) : x ∈ Ai}

formam uma partição de A. Isso ocorre pois mesmo que Ai ∩ Aj 6= ∅, tem-se A∗i ∩ A∗j = ∅para todo i 6= j .Dada uma família de espaços topológicos {Ai, τi}i∈I , podemos definir naturalmenteuma topologia para a união disjunta A =∐i∈I Ai. Com efeito, mostremos que o conjunto
τA = {U ⊂ A : φ−1i (U) ∈ τi,∀i ∈ I}

onde τi é a topologia de Ai para todo i ∈ I , constitui uma topologia para A.
• Temos que φ−1i (∅) = ∅ ∈ τi para todo i ∈ I e assim ∅ ∈ τA;
• Tem-se que φ−1i (A) = Ai ∈ τi para todo i ∈ I e assim A ∈ τA;
• Seja {Uj}j∈J⊂I uma família de conjuntos de τA. Assim, tem-se que φ−1i (Uj ) ∈ τi paratodo i ∈ I e todo j ∈ J . Deste modo:

φ−1i
⋃
j∈J Uj

 =⋃j∈J φ−1i (Uj ) ∈ τi para todo i ∈ I
e, portanto, ⋃j∈J Uj ∈ τA;• De maneira semelhante à feita acima, mostra-se que dada {U1, . . . , Un} um conjuntode elementos de τA, então, a interseção finita n⋂

i=1Ui é um elemento de τA.
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e portanto, tem-se definida em A uma topologia.
Observação 2.1.5. Seja M um espaço topológico com topologia τM . Dada ∼ uma relaçãode equivalência em M, a topologia τM induz no quociente M�∼ uma topologia através daprojeção canônica

p : M −→ M�∼x 7−→ p(x) = x
onde x denota a classe de equivalência de x pela relação ∼. Com efeito, vejamos que oconjunto τ̃ = {U ⊂ M�∼ : p−1(U) ∈ τM}
constitui uma topologia para o quociente M�∼.

• Primeiramente, p−1(∅) = ∅ ∈ τM . Portanto, ∅ ∈ τ̃ ;
• Considerando p−1(M�∼), por definição, temos:

p−1 (M�∼) = {x ∈ M : p(x) ∈ M�∼} = M ∈ τM
• Seja {Ui} uma família de elementos de τ̃ , ou seja, p−1(Ui) ∈ τM para todo i ∈ I .Mostremos que ⋃i∈I Ui ∈ τ̃ . De fato, basta considerar

p−1(⋃
i∈I Ui

) =⋃i∈I p−1(Ui) ∈ τM
pois p−1(Ui) ∈ τM . Portanto ⋃i∈I Ui ∈ τ̃ ;

• Com uma construção semelhante à feita acima, mostra-se que dado um conjuntofinito {U1, . . . , Un} de elementos de τ̃ , então, a interseção finita n⋂
i=1Ui pertence a τ̃ .

Deste modo, τ̃ é de fato uma topologia para o quociente.
No próximo teorema nosso objetivo é fornecer uma maneira alternativa para definirum fibrado vetorial sobre um espaço topológico X . Para isto, utilizaremos as Observações2.1.4 e 2.1.5.Seja {Uα} uma cobertura aberta para X. Suponha dadas aplicações θαβ : Uαβ −→ GL(n,R)contínuas satisfazendo as condições de cociclo. Para cada α , o produto cartesiano Uα ×Rnpossui estrutura de espaço topológico (produto). Dessa forma, ao considerar a uniãodisjunta E = ∐

α∈∆(Uα × Rn)
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podemos tomar a topologia canônica τE .No espaço topológico (E, τE ) vamos definir a seguinte relação de equivalência:

(α, x, u) ∼ (β, y, v ) ⇐⇒ x = y, θαβ(x) · v = u e Uαβ 6= ∅
e considerar o espaço topológico quociente E�∼.
Teorema 2.1. Nas condições acima, E�∼ possui estrutura de fibrado vetorial de posto nsobre X (a qual é única a menos de isomorfismo).
Demonstração. Seja E =∐α∈∆(Uα×Rn) a união disjunta da família {Uα×Rn}α∈∆ . Vamosconsiderar a família de aplicações

φα : Uα × Rn −→ E(x, v ) 7−→ φα (x, v ) = (α, x, v )
e a projeção canônica

p : E −→ E�∼(α, x, v ) 7−→ p((α, x, v )) = [(α, x, v )]
Primeiramente, mostraremos que a relação ∼ em questão é de fato uma relação deequivalência. Com efeito, sejam (α, x, u), (β, y, v ), (γ, z, w) ∈ E .

• Reflexividade: Mostremos que (α, x, v ) ∼ (α, x, v ).De fato, temos que x = x e Uαα = Uα 6= ∅. Além disso, neste caso tem-se que θαα = Ie assim, θαα (x) · v = I · v = v e portanto (α, x, v ) ∼ (α, x, v ).
• Simetria Se (α, x, u) ∼ (β, y, v ), então, (β, y, v ) ∼ (α, x, u).Por hipótese, tem-se que x = y, θαβ(x) · v = u e Uαβ 6= ∅. Assim, basta mostrar queθβα (y) · u = v . Como θαβ(x) é um isomorfismo, tem-se que

θαβ(x) · v = u=⇒ θαβ(x)−1 · (θαβ(x) · v) = θαβ(x)−1 · u=⇒ v = θβα (x) · u=⇒ θβα (y) · u = v
onde a última implicação segue do fato de que x=y. Deste modo, tem-se que(β, y, v ) ∼ (α, x, u);

• Transitividade: Suponha (α, x, u) ∼ (β, y, v ) e (β, y, v ) ∼ (γ, z, w). Mostremos que(α, x, u) ∼ (γ, z, w).
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Por hipótese, tem-se que x = y e y = z, portanto x = y = z o que implica queUαβγ 6= ∅, pois x ∈ Uαβγ . Em particular Uαγ 6= ∅. Além disso, temos as seguintesrelações: θαβ(x) · v = u e θβγ(x) ·w = vFalta apenas mostrar que θαγ(x) ·w = u. De fato

θαγ(x) ·w =θαγ(x) ◦ θγβ(x) · v=θαγ(x) ◦ θγβ(x) ◦ θβα (x) · u=I · u=u
onde I denota a aplicação identidade.

Agora, mostraremos que E�∼ é um fibrado vetorial sobre X. Denotando por τ̃ a topologiade E�∼, definimos a projeção:
π : E�∼ −→ X[(α, x, v )] 7−→ π([(α, x, v )]) = x

Por se tratar de classes de equivalência, precisa-se verificar que π está bem definida. Sejam[(α, x, u)], [(β, y, v )] ∈ E�∼ tais que [(α, x, u)] = [(β, y, v )]. Assim tem-se que (α, x, u) ∼(β, y, v ) o que implica que x = y. Consequentemente,
π[(α, x, u)] = x = π[(β, x, v )]

ou seja, a aplicação π está bem definida. Claramente π é uma aplicação sobrejetora.Mostremos agora que π também é contínua, utilizando a caracterização de que a pré-imagem de abertos é aberta. Assim, tomando um aberto U ⊂ X , mostremos que π−1(U) ⊂E�∼ é aberto. Em outras palavras, devemos mostrar que U ∈ τX implica que π−1(U) ∈ τ̃ .Note que pela definição de τ̃ e da topologia da união disjunta τE , temos uma equivalênciapara esta última condição
π−1(U) ∈ τ̃ ⇐⇒ p−1 (π−1(U)) ∈ τE⇐⇒ φ−1α (p−1 (π−1(U))) ∈ τα ∀α ∈ ∆

Desta forma, pondo ∆′ = {α ∈ ∆ : U ∩ Uα 6= ∅}, temos
π−1(U) = {[α, x, v ] ∈ E�∼ : α ∈ ∆′, (x, v ) ∈ (U ∩ Uα )× Rn} .

Assim,
p−1(π−1(U)) ={(α, x, v ) ∈ E : p(α, x, v ) ∈ π−1(U)}={(α, x, v ) ∈ E : [(α, x, v )] ∈ π−1(U)}={(α, x, v ) ∈ E : α ∈ ∆′, (x, v ) ∈ (U ∩ Uα)× Rn}. (2.1)
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Agora, para finalizar, vejamos que de fato, para todo α ∈ ∆, tem-se

φ−1α (p−1(π−1(U))) ∈ τα .
Com efeito, dado α0 ∈ ∆, se α0 /∈ ∆′, então, por 2.1,

φ−1α0
(
p−1(π−1(U))) =φ−1α0

({(α, x, v ) ∈ E : α ∈ ∆′, (x, v ) ∈ (U ∩ Uα )× Rn})=∅ ∈ τα0.Por outro lado, se α0 ∈ ∆′, então, podemos decompor o conjunto que aparece em 2.1 daseguinte maneira
p−1(π−1(U)) = {(α, x, v ) ∈ E : α ∈ ∆′ \ {α0}, (x, v ) ∈ (U ∩ Uα)× Rn}∪∪ {(α0, x, v ) : (x, v ) ∈ (U ∩ Uα0)× Rn} .

Daí
φ−1α0

(
p−1(π−1(U))) =φ−1α0

({(α, x, v ) ∈ E : α ∈ ∆′ \ {α0}, (x, v ) ∈ (U ∩ Uα)× Rn})∪∪ φ−1α0 ({(α0, x, v ) : (x, v ) ∈ (U ∩ Uα0)× Rn})=∅ ∪ (U ∩ Uα0)× Rn=(U ∩ Uα0)× Rn ∈ τα0.Com isso, chegamos que
φα (p−1(π−1(U))) ∈ τα , ∀α ∈ ∆.

Logo, π−1(U) é aberto em E�∼ e, consequentemente, π é contínua.Agora, vejamos para cada x ∈ X , o conjunto Ex := π−1(x) possui estrutura deespaço vetorial de dimensão n. De fato, dado x0 ∈ X , temos
π−1(x0) ={[(α, x, v )] ∈ E�∼ : π([(α, x, v )]) = x0}={[(α, x, v )] ∈ E�∼ : x = x0}={[(α, x0, v )] ∈ E�∼ : α ∈ ∆′′ e v ∈ Rn}

onde ∆′′ = {α ∈ ∆ : Uα ∩ {x0} 6= ∅}. Fixado α0 ∈ ∆′′, podemos decompor o conjuntoπ−1(x0) como segue
π−1(x0) = {[(α0, x0, w)] : w ∈ Rn} ∪ {[(α, x0, v )] ∈ E�∼ : α ∈ ∆′′ \ {α0} e v ∈ Rn} .

Denotando
M = {[(α0, x0, w)] : w ∈ Rn}N = {[(α, x0, v )] ∈ E�∼ : α ∈ ∆′′ \ {α0} e v ∈ Rn}
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vejamos que N ⊂ M . Com efeito, dado [(α, x0, v )] ∈ N , como x0 ∈ Uα0α podemos tomarw0 := θα0α · v e considerar [(α0, x0, w0)] ∈ M . Daí

(α, x0, v ) ∼ (α0, x0, w0)
ou seja, [(α, x0, v )] = [(α0, x0, w0)] ∈ M.Portanto, N ⊂ M.Desta forma, π−1(x0) = M ∪N = M = {[(α0, x0, w)] : w ∈ Rn} ≈ Rntem estrutura de espaço vetorial de dimensão n.Mudamos agora o foco para definir as trivializações locais. Antes porém, vejamosque cada conjunto π−1(Uα ), com α ∈ ∆, pode ser descrito como

π−1(Uα ) = {[α, x, v ] : E�∼ : x ∈ Uα , v ∈ Rn} .
De fato, se [β, z,w ] ∈ π−1(Uα ), então z ∈ Uβ e z = π([β, z,w ]) ∈ Uα . Logo, z ∈ Uαβ .Tomando u := θβα (x) ·w , temos que

(α, z, u) ∼ (β, z,w).
Portanto, [β, z,w ] = [α, z, u] ∈ {[α, x, v ] ∈ E�∼ : x ∈ Uα , v ∈ Rn}. Ou seja,

π−1(Uα ) ⊂ {[α, x, v ] ∈ E�∼ : x ∈ Uα , v ∈ Rn} .
A inclusão contrária é trivial. Mostremos que a aplicação

ψα : π−1(Uα ) −→ Uα × Rn[(α, x, v )] 7−→ ψα ([(α, x, v )]) = (x, v )
é um homeomorfismo. Para isso, consideremos as duas funções coordenada de ψα

ψα1 : π−1(Uα ) −→ Uα[(α, x, v )] 7−→ ψα1([(α, x, v )]) = x
a qual já vimos ser contínua, e

ψα2 : π−1(Uα ) −→ Rn[(α, x, v )] 7−→ ψα2([(α, x, v )]) = v
que mostraremos estar bem definida e ser contínua. Para mostrar que está bem definida,considere [(α, x, u)], [(α, y, v )] ∈ π−1(Uα ) tais que [(α, x, u)] = [(α, y, v )]. Neste caso, tem-sex = y e θαα (x) · v = I · v = u
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e portanto, u = v . Ou seja

ψα2([(α, x, v )]) = v = ψα2([(α, y, u)])
e assim, ψα2 está bem definida. Para a continuidade, considere U ⊂ Rn aberto. Mostremosque ψ−1α2 (U) é aberto em π−1(Uα ). Como π−1(Uα ) é aberto em E�∼, basta mostrar queψ−1α2 (U) é aberto em E�∼. Como feito anteriormente, precisamos verificar que

φ−1α (p−1(ψα2(U))) ∈ τα , ∀α ∈ ∆.
De fato, temos que

ψ−1α2 (U) ={[(α, x, v )] ∈ π−1(Ua) : ψα2([(α, x, v )]) ∈ U}={[(α, x, v )] ∈ π−1(Ua) : v ∈ U} .
Consequentemente,

π−1(ψ−1α2 (U)) ={(α, x, v ) ∈ E : π(α, x, v ) ∈ ψ−1α2 (U)}= {(α, x, v ) ∈ E : x ∈ Uα , v ∈ U} .
Donde φ−1α (π−1(ψ−1α2 (U))) = {(x, v ) : x ∈ Uα , v ∈ U} = Uα × Uo qual é aberto em Uα × Rn. Portanto, ψα2 é uma aplicação contínua. Além disso ψα é talque

• ψα é injetiva pois
ψα ([(α, x1, v1)]) = ψα ([(α, x2, v2)]) ⇐⇒ (x1, v1) = (x2, v2) ⇐⇒ x1 = x2 e v1 = v2

e, portanto, ([(α, x1, v1)]) = ([(α, x2, v2)]);
• ψα é sobrejetiva, pois dado (x, v ) ∈ Uα ×Rn, basta tomar [(α, x, v )] ∈ π−1(Uα ). Assim,ψ([(α, x, v )]) = (x, v )

logo, ψα é um homeomorfismo. Em particular, quando restrita à fibra sobre x ∈ X ,
ψαx : Ex −→ {x} × Rn[(α, x, v )] 7−→ ψαx ([(α, x, v )]) = (x, v )

é isomorfismo.Deste modo, mostramos que E�∼ é um fibrado vetorial real de dimensão n sobreX .
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Com este último resultado, temos uma caracterização de fibrados vetoriais. Umfibrado vetorial de posto n sobre X é definido unicamente, a menos de isomorfismo defibrados, por uma família de funções de transição satisfazendo as condições do teoremaacima. Deste modo, não se faz necessária a descrição do espaço total do fibrado. Alémdisso, como será visto mais adiante no trabalho, os cálculos envolvendo fibrados levamem consideração apenas as funções de transição e não necessariamente o espaço total.Deste modo, no que segue abaixo, denotaremos um fibrado vetorial (E, π) por E , levandoem consideração suas funções de transição.Em tudo o que foi feito acima, se trocarmos R por C obtemos a noção de fibradovetorial complexo. Além disso, se X é uma variedade complexa e as trivializações forem declasse C∞ ou holomorfas, teremos fibrados complexos C∞ ou holomorfos.

Construções envolvendo fibrados

Nesta seção trataremos com detalhe alguns exemplos de como, a partir de fibradosjá existentes, pode-se construir outros fibrados utilizando das funções de transição dosfibrados já conhecidos, uma vez que temos em mão o Teorema 2.1.
O produto tensorial

Sejam E e E ′ fibrados vetoriais sobre X, de posto n e m, respectivamente. Destemodo, dada uma cobertura de {Uα} comum à E e E ′, temos as seguintes funções detransição
• Para E: θαβ : Uαβ −→ GL(n,R)ou seja, para todo x ∈ Uαβ , θαβ(x) : Rn −→ Rn
• Para E ′ θ′αβ : Uαβ −→ GL(m,R)ou seja, para todo x ∈ Uαβ θ′αβ(x) : Rm −→ Rm

ambas θαβ e θ′αβ são contínuas e satisfazem as condições de cociclo.Com isso, definimos agora o fibrado produto tensorial de E e E’, denotado porE ⊗ E ′, como o fibrado cujas funções de transição são dadas por:
θαβ = θαβ ⊗ θ′αβ : Uαβ −→ GL(n,R)⊗ GL(m,R) ≈ GL(nm,R)
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de modo que para todo x ∈ Uαβ ,

θαβ(x) = θαβ ⊗ θ′αβ(x) : Rn ⊗ Rm −→: Rn ⊗ Rmu⊗ v 7−→ θαβ(x)(u⊗ v ) = θαβ(x) · u⊗ θ′αβ(x) · v
Basta agora conferir que as aplicações θαβ satisfazem as condições de cociclo.

• Seja Uαβγ 6= ∅, tome x ∈ Uαβγ e u ⊗ v ∈ Rn ⊗ Rm arbitrários. Mostremos queθαβ(x) ◦ θβγ(x) ◦ θγα (x) · u⊗ v = u⊗ v . De fato
θαβ(x) ◦ θβγ(x) ◦ θγα (x) · u⊗ v = θαβ(x) ◦ θβγ(x) · (θγα (x) · u⊗ v)= θαβ(x) ◦ θβγ(x) · ((θγα (x) · u)⊗ (θ′γα (x) · v ))= θαβ(x) · ((θβγ(x) ◦ θγα (x) · u)⊗ (θ′βγ(x) ◦ θ′γα (x) · v ))= (θαβ(x) ◦ θβγ(x) ◦ θγα (x) · u)⊗ (θ′αβ(x) ◦ θ′βγ(x) ◦ θ′γα (x) · v)= u⊗ v
onde a última igualidade segue do fato de que θαβ e θ′αβ satisfazem as condiçõesde cociclo;

• Considere Uαβ 6= ∅, tome x ∈ Uαβ e u⊗ v ∈ Rn ⊗ Rm. Mostremos que
θαβ(x) ◦ θβα (x) · u⊗ v = u⊗ v.

De fato
θαβ(x) ◦ θβα (x) · u⊗ v = θαβ(x) · (θβα (x) · u⊗ v)= θαβ(x) · (θβα (x) · u⊗ θ′βα (x) · v)= (θαβ(x) ◦ θβα (x) · u)⊗ (θ′αβ(x) ◦ θ′βα (x) · v)= u⊗ v

Portanto, a família {θαβ} satisfaz as condições de cociclo e assim temos de fato um fibradovetorial de posto nm sobre X .
Subfibrado

Definição 2.1.4. Seja E um fibrado vetorial de sobre X posto n. Um subfibrado de E é umsubconjunto F ⊂ E tal que a projeção π e as trivializações locais de E dão à F estruturade fibrado vetorial real.
Pode-se tirar algumas conclusões direto da definição de subfibrado. Sendo {θα}as trivializações locais de E , fixemos a seguinte notação:
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• A projeção de F como sendo

πF = π|F : F −→ X
• As trivializações locais de F como sendo

ηα = θα |F : π−1F (Uα ) −→ Uα × Rn
• Sendo Ex a fibra sobre x ∈ X de E , denotemos por π−1F (x) = Fx as fibras de F .

deste modo, como F tem estrutura de fibrado, note que Fx ⊂ Ex e assim Fx é um subespaçovetorial de Ex , ou seja, dimR(Fx ) = m 6 dimR(Ex ) = n. Consequentemente,
ηα (π−1F (Uα )) = Uα × ηα (π−1F (Uα )) ⊂ Uα × Rn

onde ηα (π−1F (Uα )) ⊂ Rn é um subespaço vetorial de Rn de dimensão m 6 n e portanto,isomorfo à Rm. Deste modo, sem perigo de confusões, escreveremos
ηα : π−1F (Uα ) −→ Uα × Rm (2.2)

Fibrado quociente

Utilizando a mesma notação da construção do subfibrado, pode-se relacionar amatriz da transformação linear θαβ(x) com a matriz de ηαβ(x) de modo a definir um novofibrado, o fibrado quociente. Ainda considerando {Uα} como uma cobertura por abertospara X , consideremos o seguinte diagrama:
Uαβ × Rn π−1E (Uαβ) Uαβ × Rn

Uαβ × Rm π−1F (Uαβ) Uαβ × Rm

θα θβ
i i∗ i

ηα ηβ
onde i : Uαβ × Rm −→ Uαβ × Rn e i∗ : π−1F (Uαβ) → π−1E (Uαβ) são as aplicação inclusãoentre os espaços em questão. Deste modo, para x ∈ Uαβ temos as seguintes aplicações:

θαβ(x) : Rn −→ Rnv 7−→ θαβ(x) · v
e

ηαβ(x) : Rm −→ ×Rmv 7−→ ηαβ(x) · v
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Tais aplicações coincidem em vetores v ∈ Rm (Neste caso, identificando Rm = Rm×{0} ⊂
Rn onde 0 ∈ Rn−m.), dada a relação da equação 2.2 e o fato de ηα ser a restrição de θαem F , ou seja θαβ(x)|Rm = ηαβ(x) (2.3)

Deste modo, se considerarmos vetores v ∈ Rn da forma v = u+w onde u ∈ Rm ew ∈ Rn−m. A matriz da transformação linear θαβ(x) em relação às bases canônicas é daforma θαβ(x) = [γαβ(x) ραβ(x)δαβ(x) ξαβ(x)
] (2.4)

onde as submatrizes são tais que γαβ(x) tem ordem m×m, ραβ(x) tem ordem m× n−m,δαβ(x) tem ordem n−m×m e ξαβ(x) tem ordem n−m×n−m. Denotando as transformaçõeslineares associadas a cada matriz com o mesmo símbolos, tem-se
γαβ(x) :Rm −→ Rmραβ(x) :Rn−m −→ Rmδαβ(x) :Rm −→ Rn−mξαβ(x) :Rn−m −→ Rn−m

todas contínuas, uma vez que θαβ(x) o é. Mostraremos a seguir que estas transformaçõeslineares satisfazem as seguintes relações:
γαβ(x) = ηαβ(x) e δαβ(x) ≡ 0

De fato, utilizando novamente a relação de θαβ(x) e ηαβ(x), temos que quando v ∈ Rm,este vetor se escreve como v = v + 0 = (v, 0) ∈ Rn, onde 0 ∈ Rn−m. Assim,
θαβ(x) · (v, 0) = [γαβ(x) ραβ(x)δαβ(x) ξαβ(x)

](v0
) = (γαβ(x) · v + ραβ(x) · 0, δαβ(x) · v + ξαβ(x) · 0)

= (γαβ(x) · v, δαβ(x) · v )= (ηαβ(x) · v, 0)
onde a última igualdade segue da equação 2.3. Portanto,

γαβ(x) = ηαβ(x) e δαβ(x) ≡ 0
deste modo, a matriz em 2.4 se reescreve como

θαβ(x) = [ηαβ(x) ραβ(x)0 ξαβ(x).
] (2.5)

Com isto, temos uma família de aplicações {ξαβ} tais que
ξαβ : Uαβ −→ GL(n−m,R)

e satisfazendo as condições de cociclo. Definimos o fibrado cujas funções de transição sãoas funções {ξαβ} como o fibrado quociente E�F .
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Fibrado pull-back

Seja f : Y → X uma aplicação contínua e E um fibrado vetorial sobre X dedimensão n, com funções de transição {θαβ} relativa á cobertura {Uα} para X . Podemosconsiderar o seguinte diagrama
E

Y X
π

f
A seguir, iremos mostrar que f induz um fibrado sobre Y chamado fibrado pull-back ouimagem recíproca de E via f, denotado por f−1E . Construiremos uma cobertura para Y apartir da cobertura de X e também obteremos uma família de funções de transição.Primeiramente, dada {Uα} cobertura de X, como f é contínua, {Vα} = {f−1(Uα )}é uma cobertura aberta para Y. Agora, denotando Vαβ = f−1(Uα ) ∩ f−1(Uβ), definimos asseguintes aplicações:

ηαβ = f ∗θαβ : Vαβ −→ GL(n,C)x 7−→ f ∗θαβ(x) = θαβ(f (x)) = [θαβ(f (x))]
e note que ηαβ está bem definida, uma vez que f (x) ∈ Uαβ dado que x ∈ Vαβ . Assim definida,a família {vαβ} herda todas as propriedades dos elementos de {θαβ} e, consequentemente,definem um fibrado em Y de mesma dimensão que E.
Fibrado soma direta

Sejam E e E ’ fibrados vetoriais sobre X de dimensão m e n, respectivamente.Sejam {θαβ} e {ηαβ} as funções de transição de E e E ′, respectivamente, em relação à{Uα}, uma cobertura de X comum aos dois fibrados, ou seja,
θαβ : Uαβ −→ GL(n,R)x 7−→ [θαβ(x)]

e
ηαβ : Uαβ −→ GL(m,R)x 7−→ [ηαβ(x)]
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Definimos o fibrado soma direta, de posto n+m, denotado por E ⊕ E ′ através daseguinte família de funções de transição:

ψαβ : Uαβ −→ GL(n+m,R)
x 7−→ [ψαβ(x)] = [[θαβ(x)] 0n×m0m×n [ηαβ(x)]

]
onde 0n×m denota a matriz identicamente nula n×m.Note que, ψαβ satisfaz as condições de cociclo. De fato:

• Para Uαβ 6= ∅, tem-se para x ∈ Uαβ
ψαβ ◦ ψβα (x) =[[θαβ(x)] 0n×m0m×n [ηαβ(x)]

] · [[θβα (x)] 0n×m0m×n [ηβα (x)]
]

=[[θαβ(x)] · [θβα (x)] 00 [ηαβ(x)] · [ηβα (x)]
]

=[[I ]n×n 0n×m0m×n [I ]n×n
]

=[I ]
onde a matriz [I ] obtida representa a matriz identidade (n+m)× (n+m).

• Se Uαβγ 6= ∅, então, para x ∈ Uαβγ :
ψαβ ◦ ψβγ ◦ ψγα (x) =[[θαβ(x)] 0n×m0m×n [ηαβ(x)]

] · [[θβγ(x)] 0n×m0m×n [ηβγ(x)]
] · [[θγα (x)] 0n×m0m×n [ηγα (x)]

]
=[[θαβ(x)] · [θβγ(x)] · [θγα (x)] 0n×m0m×n [ηαβ(x)] · [ηβγ(x)] · [ηγα (x)]

]
=[I ]

O fibrado associado a uma hipersuperfície

SejamM uma variedade complexa e D ⊂ M uma hipersuperfície analítica. Considereuma cobertura {Ui} para M de modo que V é definida por f−1i (0) com fi : Ui → C. Nestecaso, em Uij = Ui∩Uj tem-se que fi = φijfj onde φij : Uij → C∗ é uma aplicação holomorfaque não se anula em ponto algum.
O fibrado [D] é definido pelas funções de transição φij = fifj . Como

φij : Uij −→ C

tem-se que [D] é um fibrado de posto 1.
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2.2 Classes de Chern

Conexão

Sejam E um espaço topológico e M uma variedade complexa. Considere (E, π) umfibrado vetorial complexo C∞ de posto n com projeção π : E → M . Se U ⊂ M é aberto,fixemos as seguintes notações:
• A C-álgebra C∞(U,C) de funções complexas de classe C∞ será denotada por A0(U);
• O A0-módulo das p−formas complexas C∞ sobre U será denotado por Ap(U);
• A álgebra graduada de formas diferenciais C∞ sobre U, denotaremos por

A∗(U) = dimM⊕
p=0 Ap(U)

• O A0(U)−módulo C∞(U,E ) de seções de E sobre U , será denotado por A0(U,E );
• O A0(U)−módulo C∞(U, TMC∗⊗E ) das seções de TMC∗⊗E sobre U , será denotadopor A1(U,E ) (onde TMC∗ denota fibrado cotangente complexificado de M);
• De modo geral, para todo p ∈ N, o A0(U)−módulo C∞(U,∧pTMC∗ ⊗ E ) de seçõesde ∧pTMC∗ ⊗ E sobre U, será denotado por Ap(U,E ).

Definição 2.2.1. Uma conexão em E é uma aplicação C-linear
∇ : A0(M,E ) −→ A1(M,E )

satisfazendo a regra de Leibniz
∇(fs) = df ⊗ s+ f∇(s)

para todo f ∈ A0(M) e todo s ∈ A0(M,E ).
Observação 2.2.1. Note que na definição de conexão, o produto tensorial df ⊗ s nãoé feito sobre C, mas sim sobre A0(M), uma vez que ambos A0(M,E ) e A1(M,E ) sãoA0(M)−módulos.
Proposição 2.2.1. Uma conexão ∇ é um operador local, ou seja, se uma seção s éidenticamente 0 num aberto U , então a seção ∇(s) ∈ A1(M,E ) também é identicamentenula em U .
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Demonstração. Suponhamos por absurdo que exista x0 ∈ U tal que∇(s)(x0) 6= 0. Tomandouma função ρ ∈ A0(U) com suporte compacto e tal que ρ é identicamente 1 numa vizinhançaV ⊂ U de x0, vamos definir ρ ∈ A0 pondo

ρ(x) =
ρ(x), quando x ∈ U0, quando x ∈ M \ U

Note que ρs ∈ A0(M,E ) é tal que ρs ≡ 0 é a seção nula. Com isso, sendo ∇ umaaplicação C−linear, tem-se
∇ (ρs) =∇(0) =∇ (0C0) = 0C∇ (0) = 0 (2.6)

onde 0C denota o número complexo nulo. Por outro lado, pela regra de Leibniz,∇ (ρs) =dρ ⊗ s+ ρ∇(s)=0⊗ s+ ρ∇(s)=ρ∇(s). (2.7)
Utilizando 2.6 e 2.7, tem-se ρ∇(s) =∇ (ρs) = 0.Como ρ ≡ 1 no aberto V , segue que ∇s se anula em V . Em particular ∇(s)(x0) = 0.Absurdo, pois ∇(s)(x0) 6= (0).

Pela Proposição 2.2.1, temos que se s1, s2 ∈ A0(M,E ) são duas seções de E(distintas) que coincidem num aberto U ⊂ M , então ∇(s1) e ∇(s2) também coincidemem U . Em particular, a restrição de ∇ ao aberto U faz sentido e a mesma constitui umaconexão para E |U .Com o caráter local das conexões, pode-se restringi-las à abertos de M e conse-quentemente, se {Uα} é uma cobertura aberta de M, então, uma conexão ∇ em E ficacompletamente determinada por suas restrições ∇|Uα .
Lema 2.1. Existem conexões.
Demonstração. Seja {Uα} uma cobertura aberta de M, trivializadora de ambos TMC e E .Para cada α , tome sα = (sα1 , . . . , sαn) um referencial para π−1(Uα ) ≈ Uα ×Cn, isto é,cada sαi ∈ A0(Uα , E ) e para cada x ∈ Uα , o conjunto {sα1 (x), . . . , sαn(x)} é uma base paraEx . Seja {ρα} uma partição da unidade subordinada à {Uα}, ou seja, para todo α ∈ A,tem-se que supp(ρα ) ⊂ Uα e para todo x ∈ M tem-se ∑α ρα (x) = 1.Defina ∇α em Uα por ∇α (sαi ) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Note que com estadefinição, para f ∈ A0(Uα ) vale

∇α (fsαi ) = df ⊗ sαi + f∇α (sαi ) = df ⊗ sαi .
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Além disso, podemos escrever uma seção qualquer s ∈ A0(Uα , E ) como

s|Uα = n∑
i=1 fisαicom fi ∈ A0(Uα ). Deste modo, podemos estender ∇α para uma seção qualquer fazendo

∇α (s|Uα ) =∇α ( n∑
i=1 fisαi ) = n∑

i=1 ∇α (fisαi ) = n∑
j=1 dfi ⊗ siα

Definimos agora ∇ =∑α ρα∇α
que verificaremos ser de fato uma conexão e será a conexão que procuramos. Primeiramentenote que

∇(s) =∑α ρα∇α (s|Uα ) =∑α ρα ( n∑
i=1 df ⊗ sαi )

e deste modo, a C-linearidade de ∇ segue da C-linearidade do produto tensorial. Bastaapenas mostrar que ∇(gs) = dg⊗ s+ g∇(s) para todo g ∈ A0(M). De fato
∇(gs) =∑α ρα (gs) =∑α ρα∇α (g n∑

i=1 fisαi
)

=∑α ρα ( n∑
i=1 ∇α (gfisαi ))

=∑α ρα ( n∑
i=1 d(gfi)⊗ sαi ))

=∑α ρα ( n∑
i=1 ((dg)fi + gdfi)⊗ sαi ))

=∑α ρα ( n∑
i=1 ((dg)fi ⊗ sαi ) + (gdfi ⊗ sαi ))

=∑α ρα n∑
i=1 (dg)fi ⊗ sαi +∑α ρα n∑

i=1 gdfi ⊗ sαi
=dg∑α ρα n∑

i=1 fi ⊗ sαi + g∑α ρα n∑
i=1 dfi ⊗ sαi

=dg∑α ρα n∑
i=1 1⊗ fisαi + g∑α ρα n∑

i=1 dfi ⊗ sαi
=dg∑α ρα n∑

i=1 fisαi + g∑α ρα n∑
i=1 dfi ⊗ sαi

=dg∑α ρα (s|Uα ) + g∑α ρα n∑
i=1 dfi ⊗ sαi

=(dg)s+ g∇(s)
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Ainda utilizando a notação do Lema 2.1, temos que no aberto Uα , ∇ pode serescrita em função so referencial sα por
∇(sαi ) = n∑

j=1 θαij ⊗ sj α (2.8)
onde θij são 1-formas C∞ sobre Uα . Tais 1-formas são obtidas da seguinte maneira:Como ∇(sαi ) ∈ A1(Uα , E ) = C∞(Uα ,TMC∗ ⊗ E ), podemos escrevê-la como

∇(sαi ) = u⊗ v
onde u ∈ C∞(Uα ,TMC∗) e v ∈ C∞(Uα , E ) e como observado anteriormente, v =∑nj=1 fjsαjcom fj ∈ A0(Uα ). Deste modo,

∇(sαi ) =u⊗ n∑
j=1 fjsαj

= n∑
j=1 u⊗ fjsαj

= n∑
j=1 fju⊗ sαj

e denotando θij = fju obtêm-se a expressão 2.8. Com esta notação em mente, temos aseguinte definição:
Definição 2.2.2. A matriz da conexão ∇ em Uα é a matriz θα = [θαij].

Seja ∇ uma conexão e considere abertos Uα e Uβ tais que a matriz de ∇ em Uα édada por θα e em Uβ é dada por θβ . Mostraremos a seguir que, quando Uαβ = Uα∩Uβ 6= ∅,as matrizes θα e θβ se relacionam através da relação
θα = (dgαβ)g−1αβ + gαβθβg−1αβ

onde gαβ é uma matriz inversível n× n.Com efeito, sejam sα e sβ referenciais sobre Uα e Uβ , respectivamente. Então, em Uαβeles estão relacionados por uma matriz inversível gαβ = [gij] tal que sαi =∑nj=1 = gijsβj .Assim, denotando g−1αβ = [gij ], temos que sβk =∑nl=1 gjlsαl . Consequentemente:
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n∑
l=1 θilα ⊗ sαl =∇(sαi ) =∇ n∑

j=1 gijsβj


= n∑
j=1 ∇

(gijsβj )
= n∑

j=1
(dgij ⊗ sβj + gij∇(sβj ))

= n∑
j=1 dgij ⊗ sβj + n∑

j=1 gij∇(sβj )
= n∑

j=1 dgij ⊗ sβj + n∑
j=1 gij

n∑
k=1 θβjk ⊗ skβ

= n∑
j=1 dgij ⊗( n∑

l=1 gjlsαl
)+ n∑

j=1 gij
[ n∑
k=1 θβjk ⊗

n∑
l=1 gjlsαl

]

= n∑
j=1
(dgij ⊗ n∑

l=1 gjlsαl
)+ n∑

j=1 gij
[ n∑
k=1 θβjk ⊗

n∑
l=1 gjlsαl

]

= n∑
j=1

n∑
l=1 dgij ⊗ gjlsαl + n∑

j=1 gij
[ n∑
k=1

n∑
l=1 θβjk ⊗ gjlsαl

]

= n∑
l=1

n∑
j=1 dgijgjl ⊗ sαl + n∑

l=1
 n∑

j=1
n∑
k=1 gijθβjkgjl

⊗ sαl
= n∑

l=1
 n∑

j=1 dgijgjl + n∑
j=1

n∑
k=1 gijθβjkgjl

⊗ sαl
ou seja θαil = n∑

j=1 dgijgjl + n∑
j=1

n∑
k=1 gijθβjkgjl.Esta ultima igualdade pode ser vista como produto de matrizes da seguinte maneira:

θα = (dgαβ)g−1αβ + gαβθβg−1αβ (2.9)
O próximo passo é generalizar a ideia de conexão para A1(M,E ). Isto é feito daseguinte maneira. Dada uma conexão ∇ em E, defina

∇ : A1(M,E ) −→ A2(M,E )
satisfazendo ∇(ω ⊗ s) = dω ⊗ s+ ω ∧∇(s)onde ω ∈ A1(M) e s ∈ A0(M,E )



Capítulo 2. Teoria Chern-Weil de classes características 78
Proposição 2.2.2. A aplicação ∇ satisfaz

∇(f (ω ⊗ s)) = df ∧ ω − f∇(ω ⊗ s)
onde f ∈ A0(M).
Demonstração. Por definição, temos

∇(f (ω ⊗ s)) =∇(fω ⊗ s) =dfω ⊗ s− fω ∧∇(s)=(df ∧ ω + f (dω))⊗ s− fω ∧∇(s)=(df ∧ ω)⊗ s+ f (dω)⊗ s− fω ∧∇(s)=(df ∧ ω)⊗ s+ f (dω)⊗ s− fω ∧∇(s)=df ∧ (ω ⊗ s) + f (dω ⊗ s)− f (ω ∧∇(s))=df ∧ (ω ⊗ s) + f (dω ⊗ s− (ω ∧∇(s))=df ∧ (ω ⊗ s) + f∇(ω ⊗ s)

Definição 2.2.3. A curvatura da conexão ∇, é dada por
K∇ =∇ ◦∇

Proposição 2.2.3. A curvatura K∇ é uma aplicação A0(M)-linear.
Demonstração. Seja f ∈ A0(M) e considere o fato de que ∇(s) = ω ⊗ v ∈ A1(M,E ),assim

K∇(fs) =∇ (∇(fs)) =∇ (df ⊗ s+ f∇s)=∇(df ⊗ s) +∇(f∇s)=d2f ⊗ s− df ∧∇(s) +∇(f (ω ⊗ v ))=− df ∧∇(s) + df ∧ (ω ⊗ v ) + f∇(ω ⊗ v )=− df ∧ s+ df ∧∇(s) + f∇(ω ⊗ v )=f∇(ω ⊗ v )=fK∇(s)
Proposição 2.2.4. O valor de K∇(s) em um ponto x ∈ M depende apenas do valor daseção em x e não da seção considerada.
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Demonstração. Considere sα = (sα1 , . . . , sαn) um referencial local de E em Uα com x ∈ Uαe s, s′ duas seções de E sobre Uα tais que s(x) = s′(x). Então, s− s′ ∈ A0(Uα , E ), ou seja

s− s′ = n∑
i=1 fisαie quando avaliada em x , segue que

s(x)− s′(x) = n∑
i=1 fi(x)sαi (x) = 0

logo fi(x) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n} pois {sαi }ni=1 é uma base para Ex . Deste modo,calculando a curvatura de s− s′, obtém-se, pela linearidade da curvatura, que
K∇(s− s′) = K∇(s)− K∇(s′)

porém, por outro lado,
K∇(s− s′) = K∇( n∑

i=1 fisαi
) = n∑

i=1 fiK∇ (sαi )
e quando avaliada em x , conclui-se

K∇(s)(x)− K∇(s′)(x) = K∇(s− s′)(x) = n∑
i=1 fi(x)K∇ (sαi (x)) = 0

portanto K∇(s)(x) = K∇(s′)(x)
Assim como foi feito com a conexão, pode-se expressar a curvatura de uma conexão,localmente, através de uma matriz. Com efeito considere sα um referencial local para Esobre Uα , deste modo
K∇(sαi ) =∇ (∇(sαi )) =∇ n∑

j=1 θαij ⊗ sαj


= n∑
j=1 ∇ (θαij ⊗ sαj )

= n∑
j=1
(dθαij ⊗ sαj )− n∑

j=1
(θαij ∧∇(sαj ))

= n∑
j=1
(dθαij ⊗ sαj )− n∑

j=1
(θαij ∧( n∑

k=1 θαjk ⊗ sαk
))

= n∑
j=1
(dθαij ⊗ sαj )− n∑

j=1
n∑
k=1 θαij ∧ (θαjk ⊗ sαk )
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= n∑

k=1 (dθαik ⊗ sαk )− n∑
k=1
 n∑

j=1 θαij ∧ θαjk
⊗ sαk

= n∑
k=1
dθαik −

 n∑
j=1 θαij ∧ θαjk

⊗ sαk
igualdade esta que também pode ser vista como uma relação matricial em função de θα .Considerando Θαik = dθαik − n∑

j=1 θαij ∧ θαjkpode-se fazer a seguinte definição:
Definição 2.2.4. A matriz de K∇ em Uα é definida pela matriz de 2-formas C∞ em Uα :

Θα = [Θαij]
com Θαij = dθαij − n∑

k=1 θαik ∧ θαkjou seja, Θα = dθα − θα ∧ θα

Assim como a conexão, as matrizes da curvatura Θα e Θβ se relacionam quandoUαβ 6= ∅.Sejam sα e sβ referenciais locais sobre Uα e Uβ respectivamente relacionados pelamatriz inversível gαβ = [gij ] cuja inversa é g−1αβ = [gij ]. Então
K∇(si) = K∇

 n∑
j=1 gijsβj

 = n∑
j=1 gijK∇

(sβj )
= n∑

j=1 gij
( n∑
k=1 θβjk ⊗ sβk

)

= n∑
j=1

n∑
k=1 gijθβjk ⊗ sβk

= n∑
j=1

n∑
k=1 gijθβjk ⊗

n∑
l=1 gklsαl

= n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1 gijθβjkgkl ⊗ sαl
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ou seja, vendo como a multiplicação de três matrizes

Θαij = n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1 gijθβjkgklo que leva à Θα = gαβΘβg−1αβ

Polinômios invariantes

Considere M(n,C) a C-álgebra das matrizes n× n com entradas em C, .
Definição 2.2.5. Um polinômio invariante sobre M(n,C) é uma função

P : M(n,C) −→ C

que é polinomial nas entradas de uma matriz e satisfaz
P(g−1Ag) = P(A)

para todo A ∈ M(n,C) e g ∈ GL(n,C).
Proposição 2.2.5. São equivalentes as seguintes afirmações:

1. P(g−1Ag) = P(A) para todo A ∈ M(n,C) e g ∈ GL(n,C);
2. P(AB) = P(BA) para todo A, B ∈ M(n,C).

Demonstração. 1) =⇒ 2): Dividiremos a demonstração em dois casos: Quando uma dasmatrizes é inversível, e quando ambas não são.
• Suponha A ∈ GL(n,C) e B ∈ M(n,C) \ GL(n.C). Neste caso, tem-se

AB = AB(AA−1) = A(BA)A−1.
Assim, por hipótese, segue que

P(AB) = P(A(BA)A−1) = P(BA)
• Agora, suponha A, B ∈ M(n,C) \ GL(n.C). A igualdade que procuramos demonstraré equivalente à seguinte: para todo ε > 0

|P(AB)− P(BA)| < ε.
Primeiramente, como GL(n,C) é denso em M(n,C), temos que para todo r > 0,existe Ar ∈ B(A, r) tal que detAr 6= 0.
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Dado ε > 0, como P é uma aplicação contínua, existe δ > 0 tal que para todoZ ∈ B(A, δ), valem|P (AB)− P (ZB)| < ε2 e |P(BA)− P(BZ )| < ε2 .Deste modo, para r = δ , existe Z0 ∈ B(A, δ) tal que det(Z0) 6= 0. Pelo item anteriorP(Z0B) = P(BZ0),e, consequentemente.|P(AB)− P(BA)| = |P(AB)− P (Z0B) + P (Z0B)− P(BA)|

6 |P(AB)− P (Z0B)|+ |P (Z0B)− P(BA)|= |P(AB)− P (Z0B)|+ |P (BZ0)− P(BA)|<ε2 + ε2=ε.
2 =⇒ 1) Sejam A ∈ M(n,C) e g ∈ GL(n,C). Neste caso,P((gA)g−1) = P(g−1(gA)) = P(A)

Como exemplos de polinômios invariantes, temos:
Exemplo 6. A aplicação determinantedet : M(n,C) −→ CA 7−→ det(A)é claramente um polinômio invariante. Uma vez que é uma expressão polinomial nasentradas da matriz A e por satisfazerdet(AB) = det(A)det(B) = det(B)det(A) = det(BA).
Exemplo 7. Sejam A, I ∈ M(n,C) onde I é a matriz identidade e considere o seguintedeterminante: det(tI + A). Mostremos que os coeficientes de ti são polinômios invariantes.Estes polinômios são tais que

det(tI + A) = n∑
i=0 Cn−i(A)ti

Os polinômios Cn−i são invariantes, uma vez que dada g ∈ GL(n,C)det(tI + A) =det(g(tI + A)g−1)=det(g(tI)g−1 + gAg−1)=det(t(gIg−1) + gAg−1)=det(tI + gAg−1)
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ou seja, n∑

i=0 Cn−i(A)ti = n∑
i=0 Cn−i(gAg−1)ti

e pela igualidade de polinômios, segue que Cn−i(A) = Cn−i(gAg−1), o que mostra que Cn−isão invariantes.A título de ilustração, façamos os casos onde n = 2, n = 3 e n = 4.
• Quando n = 2, temos:

det(tI + A) = ∣∣∣∣∣t + a11 a12a21 t+22
∣∣∣∣∣ =(t + a11)(t + a22)− (a12a21)
=t2 + (a11 + a22)t + (a11a22 − a12a21)

e assim:
i = 0 =⇒ C2(A) = a11a22 − a12a21 = det(A)i = 1 =⇒ C1(A) = a11 + a22 = tr(A)i = 2 =⇒ C0(A) = 1

• Quando n = 3, temos:
det(tI + A) =t3++(a11 + a22 + a33)t2+ [(a11a22 − a12a21) + (a11a33 − a13a31) + (a22a33 − a23a32)] t+(a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)− (a13a12a31 + a11a23a32 + a12a21a33)
ou seja,

i = 0 =⇒ C3(A) = det(A)i = 2 =⇒ C1(A) = tr(A)i = 3 =⇒ C0(A) = 1
Para i = 1, note que na expressão do determinante obtida acima, os termos queaparecem entre parênteses no coeficiente do termo t são exatamente os determinantedas seguintes matrizes menores de A,

A3 = [a11 a12a21 a22
] , A2 = [a11 a13a31 a33

] , A1 = [a22 a23a32 a33
]

onde A1 é obtida removendo a i-ésima linha e i-ésima coluna de A. Deste modo,temos que i = 1 =⇒ C2(A) = det(A1) + det(A2) + det(A3)
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• Para n = 4, utilizando a relação obtida no caso em n = 3, obtêm-se

det(tI + A) =t4++(a11 + a22 + a33 + a44)t3+ [(a11a22 − a12a21) + (a11a33 − a13a31) + (a11a44 − a14a41)++ (a22a23 − a23a32) + (a22a44 − a24a42) + (a33a44 − a34a43)] t2++ [det(A1) + det(A2) + det(A3) + det(A4)] t+det(A)
e analisando com atenção os termos que aparecem no coeficiente de t2, nota-se queeles são exatamente o determinante das seguintes matrizes:

A1,2 = [a11 a12a21 a22
] , A1,3 = [a11 a13a31 a33

] , A1,4 = [a11 a14a41 a44
]

A2,3 = [a22 a23a32 a33
] , A2,4 = [a22 a24a42 a44

] , A3,4 = [a33 a34a43 a44
]

onde Ai,j é obtida considerando apenas as i-ésima e j-ésimas linhas e colunas de A.Com esta notação, temos:
i = 0 =⇒ C4(A) = det(A)
i = 1 =⇒ C3(A) = 4∑

j=1 det(Aj )
i = 2 =⇒ C2(A) =∑i6=j det(Ai,j )
i = 3 =⇒ C1(A) = tr(A)i = 4 =⇒ C0(A) = 1

De modo geral, para n arbitrário, é possível demonstrar que
Ci(A) =∑J det(AI )

onde I = (j1 . . . , ji) ∈ {1, . . . , n}n com jk 6= jl para k 6= l e det(AI ) é o determinante damatriz menor de A considerando apenas as jk linhas e colunas.
Considere π : E → M um fibrado vetorial complexo C∞ de posto n, ∇ uma conexãoem E e K∇ a curvatura de ∇.Em um aberto trivializador Uα , K∇ é dada por uma matriz n × n de 2-formasΘα . Lembrando que as matrizes locais de K∇ satisfazem Θα = gαβΘβg−1αβ em Uαβ comgαβ ∈ GL(n,Cn), segue que:

P(Θα ) = P(gαβΘβg−1αβ) = P(Θβ)
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para qualquer polinômio invariante P. Com isso, pode-se fazer a seguinte definição: dadoum polinômio invariante P de grau k, então, considere a seguinte 2k-forma

P(K∇)|Uα = P(Θα ).
Exemplo 8. Para ilustrar o fato de que P(Θα ) é de fato uma 2k-forma, façamos algunsexemplos considerando P(A) = det(A). Neste caso, P(A) é um polinômio de grau n, onde né a dimensão da matriz quadrada A. Denotando Θα = [αij ∧ βij] onde αij , βij são 1-formasem Uα , temos que:

• Quando n = 2:
det(Θα ) =(α11 ∧ β11) ∧ (α22 ∧ β22)− (α12 ∧ β12) ∧ (α21 ∧ β21)=(α11 ∧ β11 ∧ α22 ∧ β22)− (α12 ∧ β12 ∧ α21 ∧ β21)

que é uma 4-forma em Uα .
• Quando n = 3:

det(Θα ) =(α11 ∧ β11 ∧ α22 ∧ β22 ∧ α33 ∧ β33)++(α12 ∧ β12 ∧ α23 ∧ β23 ∧ α31 ∧ β31)++(α13 ∧ β13 ∧ α21 ∧ β21 ∧ α32 ∧ β32)−−(α13 ∧ β13 ∧ α22 ∧ β22 ∧ α31 ∧ β31)−−(α12 ∧ β12 ∧ α21 ∧ β21 ∧ α33 ∧ β33)−−(α11 ∧ β11 ∧ α23 ∧ β23 ∧ α32 ∧ β32)−
que é uma 6-forma em Uα .

Voltando para o caso de um polinômio invariante P arbitrário, pela relação obtidaacima, tem-se que P(K∇) é uma 2k-forma global, por independer da matriz local de K∇ eestar definida em todo aberto trivializador Uα .
Lema 2.2. Se P é um polinômio invariante então, dP(K∇) = 0.
Demonstração. Dado P , escreva P(A) = P([aij ]) e considere a matriz das derivadas de P ,∆ = [ ∂P∂aij

]. Pode-se escrever a derivada de P como:
dP ([aij ]) =∑i,j ∂P∂aij daij

Valem as seguintes relações:
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• dP(A) = tr(∆TdA).Uma vez que os elementos da diagonal de ∆TdA são dados por

(∆TdA)ii = n∑
k=1 ∆Tikdaki = n∑

k=1 ∆kidaki = n∑
k=1

∂P∂akidakie, consequentemente,
tr(∆TdA) = n∑

i=1 (∆TdA)ii = n∑
i=1

n∑
k=1

∂P∂akidaki = dP(A) (2.10)
• A∆T = ∆TA.De fato, como P é invariante, lembremos que vale P(XY ) = P(YX ) para X, Y ∈ GL(n,C)e considere a matriz Eji = [ers] onde ers = δjrδis, onde δjr é o Delta de Kronecker,ou seja

ers =
1, quando r = j e i = s0, caso contrário

Os produtos AEji e EjiA, que podem ser escritos como:
(EjiA)rs =

ais, se r = j ;0, se r 6= j (2.11)
(AEji)rs =

arj , se s = i;0, se s 6= i (2.12)
além disso, pelo fato de P ser invariante, vale

P((I + tEji)A) = P(A(I + tEji))onde I é a matriz identidade n×n. Derivando esta igualdade em relação à t, obtém-se∑
r,s

∂P∂ars (EjiA)rs =∑r,s ∂P∂ars (AEji)rsporém, utilizando as expressões 2.11, 2.12 a igualdade acima se resume à
n∑
s=1

∂P∂ajsais = n∑
r=1

∂P∂ariarje agora basta notar que
(A∆T )ij = n∑

s=1 ais ∂P∂ajs e (∆TA)ij = n∑
r=1

∂P∂ariarjdonde segue que A∆T = ∆TA (2.13).
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Tome um aberto trivializador Uα de E e sejam θα e Θα = [Θαij ] as matrizes de ∇ eK∇ em relação à um referencial sobre Uα , respectivamente. Denotando agora ∆ = [ ∂P∂Θαij

].Note que ∆ é uma matriz cujas entradas são formas de grau par uma vez que Θαij são2-formas, assim as entradas de ∆ são produtos exteriores de 2-formas.Por 2.10, tem-se que dP(Θα ) = tr(∆T ∧ dΘα )
Olharemos agora com mais atenção para ∆T ∧ dΘα . Primeiramente utilizando arelação 2.2.4, obtém-se

dΘαij = d(dθαij − n∑
k=1 θαik ∧ θαkj

)
= d (dθαij)− d( n∑

k=1 θαik ∧ θαkj
)

= −d( n∑
k=1 θαik ∧ θαkj

)
= − n∑

k=1 d (θαik ∧ θαkj)
= − n∑

k=1 dθαik ∧ θαkj − (−1)1 n∑
k=1 θαik ∧ dθαkj

= − n∑
k=1 dθαik ∧ θαkj + n∑

k=1 θαik ∧ dθαkj
= − n∑

k=1
(dθαik − n∑

l=1 θαil ∧ θαlk + n∑
l=1 θαil ∧ θαlk

) ∧ θαkj + n∑
k=1 θαik ∧ dθαkj

= − n∑
k=1
(dθαik − n∑

l=1 θαil ∧ θαlk
) ∧ θαkj − n∑

k=1
( n∑

l=1 θαil ∧ θαlk
) ∧ θαkj + n∑

k=1 θαik ∧ dθαkj
= − n∑

k=1
(dθαik − n∑

l=1 θαil ∧ θαlk
) ∧ θαkj − n∑

k=1 θαkj ∧
( n∑

l=1 θαil ∧ θαlk
)+ n∑

k=1 θαik ∧ dθαkj
= − n∑

k=1
(dθαik − n∑

l=1 θαil ∧ θαlk
) ∧ θαkj − n∑

k=1 θαik ∧
( n∑

l=1 θαkl ∧ θαlj
)+ n∑

k=1 θαik ∧ dθαkj
= − n∑

k=1
(dθαik − n∑

l=1 θαil ∧ θαlk
) ∧ θαkj + n∑

k=1 θαik ∧
(dθαkj − n∑

l=1 θαkl ∧ θαlj
)

= − n∑
k=1 Θαik ∧ θαkj + n∑

k=1 θαik ∧ Θαkj
e esta igualdade obtida é chamada identidade de Bianchi

dΘα = θα ∧ Θα − Θα ∧ θα
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que substituindo em 2.2, fornece

dP(Θα ) = tr(∆T ∧ dΘα ) = tr (∆T ∧ (θα ∧ Θα − Θα ∧ θα ))= tr (∆T ∧ θα ∧ Θα − ∆T ∧ Θα ∧ θα)
utilizando 2.13, segue que

dP(Θα ) = tr ((∆T ∧ θα ) ∧ Θα − (∆T ∧ Θα ) ∧ θα)tr ((∆T ∧ θα ) ∧ Θα − (Θα ∧ ∆T ) ∧ θα)
e agora, explicitando a expressão do traço, obtém-se

dP(Θα ) = n∑
i,k=1

((∆T ∧ θα )ij ∧ Θαki − Θαki ∧ (∆Tθαik ))
= n∑
i,k=1

(Θαki ∧ (∆T ∧ θα )ij − Θαki ∧ (∆Tθαik ))
=0

onde a última igualdade segue do fato de Θαki ser uma 2-forma e comutar com qualqueroutra forma.
Classes características

Primeiramente, falaremos brevemente sobre uma operação na cohomologia de DeRham, integração ao longo das fibras no contexto que nos interessa.Considere o fibrado trivial π : M×Rq → M . Localmente, uma forma diferencial C∞ω sobre M × Rq se escreve como uma combinação linear de formas dos seguintes tipos:Tipo (I) : ω = f (xα , t)dtI ∧ dxαJ com |I| < qTipo (II) : ω = f (xα , t)dtIq ∧ dxαJ = f (xα , t)dt1 ∧ dt2 ∧ . . . dtqdxαJ
onde t = (t1, . . . , tq) ∈ Rq, dtI = dti1 ∧ . . . ∧ dtir com i1 < . . . < ir , 1 6 ij 6 q, dt1 ∧ . . . dtqa q−forma que determina a orientação de Rq e xα coordenadas locais em M.Definimos um operador linear p∆q∗ : A∗(M × Rq) → A∗−q(M × Rq) da seguintemaneira: 

p∆q∗ ω = 0 quando ω é do Tipo (I)
p∆q∗ ω = (∫∆q f (xα , t)dtIq

) dxαJ quando ω é do Tipo (II)
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onde ∆q é o q−simplexo padrão, ou seja, o conjunto:

∆q = {(z0, . . . , zn) ∈ Rn+1 : n∑
i=0 ti = 1, ti > 0}

Note que a linearidade deste operador segue diretamente da linearidade da integraçãode formas.Considerando a aplicação inclusão i : ∂(M × ∆q) → M × ∆q, temos a seguinteproposição:
Proposição 2.2.6. Vale a seguinte identidade:

p∆q∗ ◦ d + (−1)q+1d ◦ p∆q∗ = p∂∆q∗ ◦ i∗

Demonstração. Pelo que vimos acima, basta mostrar que o resultado é válido para formasdo tipo I e tipo II, uma vez que qualquer outra forma em M × Rq é combinação lineardestas.
• Para formas do Tipo I, vamos dividir em dois casos: Quando |I| < q− 1 e quando|I| = q− i.Seja ω = f (xα , t) = dtI ∧ dxαJ com |I| < q− 1. Neste caso, p∆q∗ (ω) = 0 e, além disso,dw também é uma forma do tipo I com |I| 6 q− 1 e assim p∆q∗ (dw) = 0. Por outrolado, i∗ω ainda é uma forma do Tipo 1 e portanto, p∂∆q∗ ◦ i∗(ω) = 0 e o resultadosegue neste caso.Agora, considere ω = f (xα , t) = dtI∧dxαJ com |I| = q−1, digamos dtI = dt1 ∧ . . . d̂ti ∧ dtqonde d̂ti significa a ausência de dti no produto exterior. Deste modo, tem-se que

dω =∑k ∂f∂xαk dxαk ∧ dtI ∧ dxαJ + q∑
l=1

∂f∂tldtl ∧ dtI ∧ dxαJ
=∑k ∂f∂xαk dxαk ∧ dtI ∧ dxαJ + ∂f∂tidti ∧ dtI ∧ dxαJ
=(−1)q−1∑

k
∂f∂xαk dtI ∧ dxαk ∧ dxαJ + (−1)i−1 ∂f∂tidtIq ∧ dxαJ

onde a segunda igualdade segue do fato que dtl ∧ dtI ∧ dxαJ = 0 para l 6= i pelarepetição de dtl no produto exterior. Como cada ∂f∂xαk dtI ∧ dxαk ∧ dxαJ é uma forma dotipo I, segue que,
p∆q∗ (dω) =p∆q∗

((−1)i−1 ∂f∂tidtIq ∧ dxαJ )
=(−1)i−1

∫
∆q

∂f∂tidt1 ∧ . . . dtq
 dxαJ
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com a expressão acima e utilizando a versão combinatória do teorema de Stokes,temos:

(−1)i−1 ∫
∆q

∂f∂tidt1 ∧ . . . dtq = q∑
j=0 (−1)j ∫

∆q(j)
f (xα , t)dt1 ∧ . . . d̂tj ∧ . . . ∧ dtq

onde ∆q(j) é a j-ésima face de ∆q. Deste modo, segue que
p∆q∗ (dω) =

 q∑
j=0 (−1)j ∫

∆q(j)
f (xα , t)dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtq

 dxαJ (2.14)
Porém, como p∂∆q∗ é definida da mesma maneira que p∆q∗ alterando apenas a regiãoda integração de todo ∆q para apenas as faces de ∆q, segue que

p∂∆q∗ (i∗ω) =
 q∑

j=0 (−1)j ∫
∆q(j)

f (xα , t)dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtq
 dxαJ (2.15)

Deste modo, juntando as equações 2.14 e 2.15 com o fato de que p∆q∗ (ω) = 0, obtêm-seo resultado neste caso.
• Para as formas do Tipo II, considerando ω = f (xα , t)dt1 ∧ . . . ∧ dtq ∧ dxαJ , tem-se quei∗ω = 0 e assim, voltamos nossa atenção para o lado esquerdo da igualdade. Assim,segue que

dω =∑k ∂f∂xαk dxαk ∧ dtIq ∧ dxαJ + q∑
l=1

∂f∂tldtl ∧ dtIq ∧ dxαJ
=∑k ∂f∂xαk dxαk ∧ dtI ∧ dxαJ
=(−1)q∑k ∂f∂xαk dtI ∧ dxαk ∧ dxαJ

o que implica em:
p∆q∗ (dω) =p∆q∗

((−1)q∑k ∂f∂xαk dtI ∧ dxαk ∧ dxαJ )

=∫
∆q

(−1)q∑k ∂f∂xαk dt1 ∧ . . . dtq
 dxαk ∧ dxαJ

=(−1)q∑k
∫

∆q
∂f∂xαk dt1 ∧ . . . dtq

 dxαk ∧ dxαJ
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Agora, utilizando a propriedade de derivação sob a integral, concluí-se que

d(p∆q∗ ω) =d∫
∆q
f (xα , t)dt1 ∧ . . . dtq

 dxαJ
=∑k

∫
∆q

∂f∂xkα dt1 ∧ . . . dtq
 dxαk ∧ dxαJ

e assim, p∆q∗ (dω) + (−1)q+1d(p∆q∗ ω) = 0 o resultado segue.

Considere π : E → M um fibrado vetorial complexo de posto n sobre a variedadecomplexa M. Este induz um fibrado vetorial vetorial sobre M × Rq dado por
π × id : E × Rq → M × Rq.

Para cada (x, v ) ∈ X × Rq, a fibra (E × Rq)(x,v ) é dada por
(E × Rq)(x,v ) = (π × id)−1 (x, v ) = π−1(x)× id−1(v ) = Ex × {v} ≈ ExPortanto, cada fibra deste fibrado tem a mesma dimensão de uma fibra de E.Tomando uma cobertura trivializadora {Uα} comum à E e TMC, um referencial localsα = (sα1 , . . . , sαn), pode-se escrever seções de (E × Rq)|Uα ≈ Uα × Rq × Cn na forma

s(xα , t) = n∑
i=1 fi(xα , t)sαionde t = (t1, . . . , tn).Tome q+ 1 conexões ∇0,∇1, . . . ,∇q sobre E e considere a soma convexa

∇0,1,...,q = (1− t1 − t2 − . . .− tq)∇0 + t1∇1 . . .+ tq∇q.
Deste modo, ∇0,1,...,q define uma conexão sobre E × Rq cuja matriz sobre Uα , denotadapor θ0,1,...,q,α , está relacionada com as matrizes das conexões ∇i da seguinte maneira:

θ0,1,...,q,α = (1− t1 − . . .− tq)θ0,α + t1θ1,α + . . .+ tqθq,αonde θi,α denota a matriz da conexão∇i em Uα . Com isto, a curvatura de∇0,1,...,q,, denotadapor Kθ0,1,...,q , é dada em Uα por
Θ0,1,...,q,α = dθ0,1,...,q,α − θ0,1,...,q,α ∧ θ0,1,...,q,α

Com isto em mente, dadas q+1 conexões em E, pode-se definir a seguinte aplicação
P(∇0, . . . ,∇q) : I(n,C)→ A∗(M)

por:
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• Quando q=0, P (∇0) (P) = ( i2π

)degP P(K∇0)
onde degP denota o grau de P;

• Quando q 6= 0,
P (∇0, . . . ,∇q) (P) = (−1) q2p∆q∗ (P(∇0,1,...,q))

onde p∆q∗ : A∗(M × Rq)→ A∗−q(M) é a integração ao longo das fibras.
Observação 2.2.2. Note que na definição acima, o caso em que q 6= 0 é, de certo modo,reduzido ao caso q = 0 uma vez que ∇0,1,...,q é apenas uma conexão e assim,

P(∇0,1,...,q) = ( i2π
)degP P(K∇0,1...,q)

Exemplo 9. Analisemos com mais atenção a aplicação definida acima no caso em queq=1. Neste caso
P (∇0,∇1) (P) = (−1) 12p∆1∗ (P(∇0,1)(P)) = (−1) 12p∆1∗

(( i2π
)degP P (K∇0,1)) .

Utilizando o Lema 2.2, temos que dP(K∇0,1) = 0. Além disso,
d(P (∇0,∇1) (P)) =d(p∆1∗

(( i2π
)degP P (K∇0,1)))

=( i2π
)degP d(p∆1∗ (P (K∇0,1)))

=( i2π
)degP d ◦ p∆1∗ (P(K∇0,1))

e com isso, aplicando na expressão obtida na Proposição 2.2.6, segue que:
p∆1∗ ◦ d (P(K∇0,1)) + (−1)2d ◦ p∆1∗ (P(K∇0,1)) =p∂∆1∗ ◦ i∗ (P(K∇0,1))0 + (−1)2d ◦ p∆1∗ (P(K∇0,1)) =p∂∆1∗ ◦ i∗ (P(K∇0,1))

(−1)2d(P (∇0,∇1) (P)) =( i2π
)degP p∂∆1∗ (i∗P(K∇0,1))

d(P (∇0,∇1) (P)) =( i2π
)degP p∂∆1∗ (i∗P(K∇0,1))

Agora, pela versão combinatória do teorema de Stokes, vale que
p∂∆1∗ ◦ i∗ = 1∑

j=0 (−1)jp∆1(j)∗ = i∗0 − i∗1
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onde ij : M → M × [0, 1] é a inclusão ij (x) = (x, j). Assim,

d(P (∇0,∇1) (P)) =( i2π
)degP p∂∆1∗ (i∗P(K∇0,1))

=( i2π
)degP (i∗0P(K∇0,1)− i∗1P(K∇0,1))

=( i2π
)degP (P(K∇0)− P(K∇1))

=P(∇0)(P)− P(∇1)(P)
Com isso, concluímos duas coisas. Primeiramente, que as formas P(K∇0) e P(K∇1)diferem, a menos de uma constante da forma exata d(P(∇0,∇1)(P). Além disso, mostramostambém que a classe [P(K∇)] ∈ H∗DR (M,C) independe da conexão ∇ em E.

Proposição 2.2.7. A classe [P(K∇)] = [P(E )] depende apenas da classe de isomorfismo deE e é chamada classe característica de E
A construção feita acima pode ser pensada da seguinte maneira:

• Se I(n,C) é a álgebra graduada de polinômios invariantes e π : E → M é um fibradovetorial complexo de posto n, foi obtido o seguinte homomorfismo de álgebras
W : I(n,C) −→ H2∗DR (M,C)P 7−→ W(P) = [P(K )]

chamado Homomorfismo de Weil, onde K é a curvatura de qualquer conexão em E.
Passemos agora á definição mais importante do trabalho.

Definição 2.2.6. Sejam Cj , j ∈ {1, . . . , n} os polinômios simétricos elementares dos autosvalores de uma matriz n× n. As formas de Chern de uma curvatura K∇ associada à umaconexão ∇ sobre E são: cj (K∇) = Cj ( i2πK∇
)

e as classes de Chern de E são c0(E ) = 1,
cj (E ) = [Cj ( i2πK

)] ∈ H2jDR (M,C) (2.16)
Além disso, chamamos cn(E ) de Classe Top de Chern de E e c(E ) = 1+ c1(E )+ . . .+ cn(E )de Classe de Chern total de E
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Observação 2.2.3. A definição das classes de Chern, feita acima, é feita com um pequenoabuso, uma vez que as classes de Chern cj (E ) são definidas em H2jDR (M,Z) e não emH2jDR (M,C). Porém, através da Teoria de Chern-Weil, pode-se concluir que estes objetossão essencialmente os mesmos.

Como visto anteriormente, dada uma variedade diferenciável M , esta possui o seufibrado tangente, TM e, consequentemente, o fibrado holomorfo tangente T ′M . Com istoem mente, tem-se a seguinte definição
Definição 2.2.7. Seja M uma variedade complexa de dimensão n. Definimos a j-ésimaclasse de Chern de M, denotada por cj (M), como sendo

cj (M) := cj (T ′M) (2.17)
Propriedades das classes de Chern

Serão listadas abaixo algumas propriedades que as classes de Chern satisfazem eque são uteis para realização de cálculos.
Naturalidade

Considere o digrama
E

Y X
π

f
onde X e Y são variedades diferenciáveis, f : Y → X é uma aplicação contínua, π : E → Xé um fibrado vetorial de dimensão n e f−1E : E → Y o fibrado pull-back de E por f , comofeito na seção 2.1.Seja ∇ uma conexão em E cuja matriz no aberto trivializador Uα é denotada por[θα ]. Esta conexão, através do pull-back define uma conexão em f−1E , a qual, no abertotrivializador de f−1E , Vα = f−1(Uα ), é dada pela matriz [f ∗θα ]. Mostremos que de fato[f ∗θα ] define uma conexão.

• Utilizando a caracterização obtida em 2.9, e aplicando f ∗, obtém-se para x ∈ Vα :
f ∗θα (x) = θα (f (x)) =d (gαβf (x)) (gαβ(f (x)))−1 + gαβ(f (x))θβ(f (x)) (gαβ(f (x)))−1

=d (f ∗gαβ(x)) (f ∗gαβ(x))−1 + f ∗gαβ(x)f ∗θβ(x) (f ∗gαβ(x))−1
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onde a última relação mostra que [f ∗θα ] é uma conexão. Com isso, utilizando a relaçãomatricial obtida em 2.2.4, a curvatura Kf ∗∇, cuja matriz será denotada por Θαf ∗ pode serescrita, utilizando as propriedades do pull-back como:

Θαf ∗ =df ∗θα − f ∗θα ∧ f ∗θα=f ∗(dθα )− f ∗(θα ∧ θα )=f ∗(dθα − θα ∧ θα )=f ∗K∇onde K∇ é a curvatura de ∇, ou seja, Kf ∗∇ = f ∗K∇. Com essa igualdade, tem-se que asformas de Chern de E e de f−1E se relacionam por:
cj (Kf ∗∇) = Cj ( i2πKf ∗∇

) = Cj ( i2π f ∗K∇
) = f ∗Cj ( i2πK∇

) = f ∗cj (K∇)
e, consequentemente, as classes de Chern se relacionam por

cj (f−1E ) = f ∗cj (E )
Fórmula de Whitney do produto

Sejam π : E → M e π : F → M dois fibrados com conexões ∇E e ∇F , respectiva-mente. Sejam [θαE ] e [θαF ] as matrizes de ∇E e ∇F , respectivamente, no aberto trivializadorUα . Estas duas conexões, induzem, sobre o fibrado soma direta E ⊕ F uma conexão ∇E⊕Fdada por ∇E⊕F =∇E ⊕∇F cuja matriz em Uα é dada por
θαE⊕F = θαE ⊕ θαFque, utilizando a construção feita na seção 2.1, significa que

[θαE⊕F ] = [[θαE ] 00 [θαF ]
]

cuja curvatura, K∇E⊕F , é dada localmente por
ΘαE⊕F =d(θαE ⊕ θαF )− (θαE ⊕ θαF ) ∧ (θαE ⊕ θαF )=dθαE ⊕ dθαF − [(θαE ⊕ 0) + (0⊕ θαF )] ∧ [(θαE ⊕ 0) + (0⊕ θαF )]=dθαE ⊕ dθαF − (θαE ⊕ 0) ∧ (θαE ⊕ 0)− (θαE ⊕ 0) ∧ (0⊕ θαF )− (0⊕ θαF ) ∧ (0⊕ θαF )=dθαE ⊕ dθαF − (θαE ∧ θαE )⊕ 0− 0⊗ 0− 0⊕ (θαF ∧ ⊕θαF )= (dθαE − θαE ∧ θαE )⊕ (dθαF − θαF ∧ ⊕θαF )=ΘαE ⊕ ΘαFonde ΘαE e ΘαF denotam a matriz das curvaturas K∇E e K∇F , respectivamente. Na formamatricial, temos [ΘαE⊕F ] = [[ΘαE ] 00 [ΘαF ]

] (2.18)
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Com a forma matricial em mente, calculando as formas de Chern, obtém-se:

det (tI + ΘαE⊕F) = det (tI + ΘαE ) det (tI + ΘαF )
=( n∑

i=0 Cn−i(ΘαE )ti)( m∑
i=0 Cn−i(ΘαF )ti)

= n+m∑
i=0 Cn−i(ΘαE⊕F )ti

onde Cn−k (ΘαE⊕F ) = k∑
j=0 Cn−j (ΘαE )Cj (ΘαF )

Em particular, comparando os coeficientes dos polinômios obtidos, segue que as formasde Chern satisfazem
C1(ΘαE⊕F ) =C1(ΘαE ) + C1(ΘαF )C2(ΘαE⊕F ) =C2(ΘαE ) + C1(ΘαE )C1(ΘαF ) + C2(ΘαF )...
CK (ΘαE⊕F ) = K∑

j=0 CJ (ΘαE )CK−J (ΘαE ).
Com isso, utilizando as propriedades do quociente, conclui-se que as classes deChern de E ⊕ F satisfazem as mesmas relações do produto de formas, ou seja:

c1(E ⊕ F ) =c1(E ) + c1(F )c2(E ⊕ F ) =c2(E ) + c1(E )c1(F ) + c2(F )...
=ck (E ⊕ F ) = k∑

j=0 cj (E )ck−j (F )
e, consequentemente,

c(E ⊕ F ) =1 + n+m∑
k=1 ck (E ⊕ F )

=1 + n+m∑
k=1

k∑
j=0 cj (E )ck−j (F )

=c0(E )c0(F ) + n+m∑
k=1

k∑
j=0 cj (E )ck−j (F )

= n+m∑
k=0

k∑
j=0 cj (E )ck−j (F )

=c(E )C (F )
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Classes de Chern do dual

Sejam π : E → M um fibrado vetorial e π∗ : E∗ → M o fibrado dual. Sendo oscociclos de transição de E denotados por gαβ , então (gTαβ)−1 são os cociclos de E∗.Dada uma conexão∇ em E , vamos obter uma conexão para E∗. Com efeito, tomandoa transposta na expressão 2.9, tem-se
(θα )T = [(dgαβ)g−1αβ + gαβθβg−1αβ]T= [(dgαβ)g−1αβ]T + [gαβθβg−1αβ]T= (g−1αβ)T (dgαβ)T + (g−1αβ)T (θβ)T gTαβ= (gTαβ)−1 (dgTαβ) + (gTαβ)−1 (θβ)T gTαβ . (2.19)

Além disso, utilizando a propriedade de aplicação inversa vale
d ((gTαβ)−1) = − (gTαβ)−1 dgTαβ (gTαβ)−1

ou seja, −d ((gTαβ)−1) (gTαβ) = (gTαβ)−1 dgTαβ . (2.20)Assim, substituindo 2.20 em 2.19 e multiplicando por -1, segue que
(−θα )T =− (gTαβ)−1 dgTαβ − (gTαβ)−1 (θβ)T gTαβ=d ((gTαβ)−1) (gTαβ)+ (gTαβ)−1 (−θβ)T gTαβ=d ((gTαβ)−1) ((gTαβ)−1)−1 + (gTαβ)−1 (−θβ)T ((gTαβ)−1)−1 . (2.21)

Deste modo, obtemos uma conexão em E∗, denotada por ∇∗, cuja matriz no abertotrivializador Uα é (−θα )T , A matriz da curvatura de ∇∗ em Uα , denotada por Θ∗α , é dadapor
Θ∗α =d ((−θα )T )− (−θα )T ∧ (−θα )T=− (dθα )T − (θα )T ∧ (θα )T=− (dθα )T − (θα ∧ θα )T=− (dθα + θα ∧ θα )T=− (Θα )T

Agora, como a transposição em GL(n,C) é obtida através de conjugação, dado um polinômiohomogêneo P i de grau i, tem-se
P i (−ΘαT ) = (−1)iP i(Θα ).

Deste modo, as classes de Chern de E e E∗ se relacionam por
ci(E∗) = (−1)ici(E ).
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Classe de Chern do Produto Tensorial

Sejam π : E → M um fibrado vetorial de posto n e p : L→ M um fibrado vetorialde posto 1. Considere o produto tensorial E ⊗ L. Suas classes de Chern ci(E ⊗ L) serelacionam com as classes de Chern de E e L, ci(E ) e ci(L) da seguinte maneira (Ver em(HUYBRECHTS, 2005)):
ci(E ⊗ L) = i∑

k=0
(n− ki− k

)ck (E )c1(L)i−k 2 6 i 6 n
Classe de Chern do Fibrado Virtual

Existe na literatura, uma construção mais geral envolvendo fibrados vetoriais, osfibrados virtuais. Para sua construção, pode-se remeter à (MOL; SOARES, 2001). Nossointeresse se restringe à fibrados virtuais envolvendo π : E → M um fibrado vetorial deposto n e p : L→ M um fibrado vetorial de posto 1. Neste caso, E e L induzem o fibradovirtual, denotado por E − L. Sendo ci(E ) as classes de Chern de E e c1(L) a classe deChern de L, as classes de Chern de E − L se escrevem como
ci(E − L) = i∑

k=0
(n− ki− k

)ck (E )c1(L∗)i−k 2 6 i 6 n
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3 Introdução

3.1 Folheações holomorfas de dimensão 1

Definição 3.1.1. Seja X uma variedade complexa e conexa. Uma folheação holomorfa dedimensão 1 é dada pelos seguinte conjunto de dados:
i) uma cobertura aberta U = {Uα} de X ;
ii) para cada Uα um campo de vetores holomorfo vα ;
iii) para cada interseção não vazia, UαβUα ∩ Uβ 6= ∅, uma aplicação holomorfa

fαβ ∈ O∗X (Uαβ)
tal que vα = fαβvβ em Uαβ e fαβfβγ = fαγ em Uαβγ .

Denotamos por KF o fibrado de posto 1 definido pela família de funções {fαβ} oqual é chamado de fibrado cotangente de F. O dual de KF é chamado de fibrado tangenteda folheação F e será denotado por TF.Chamamos vα um gerador de F sobre Uα . Se denotarmos por Sing(vα ) o conjuntode zeros de vα sobre Uα , como Sing(vα ) e Sing(vβ) coincidem em Uα ∩ Uβ (pelo item (iii)da definição), a união ⋃
α Sing(vα )

constitui um conjunto analítico em X , o qual é chamado conjunto singular da folheação F.Dado p ∈ X , seja vα = (v1α , . . . , vnα ) ∈ TX |Uα um gerador de F sobre Uα , comp ∈ Uα . Pela condição (iii) temos que
dimC

OX,p〈v1α , . . . , vnα〉não depende da escolha do gerador vα (de fato, dado vβ = (v1β , . . . , vnβ), com p ∈ Uβ ,temos 〈v1α , . . . , vnα〉 = 〈fαβv1β , . . . , fαβvnβ〉 = 〈v1β , . . . , vnβ〉). Com isso, definimos o númerode Milnor de F em p, denotado por µp (F), como sendo
µp (F) := dimC

OX,p〈v1α , . . . , vnα〉
Definição 3.1.2. Dada uma hipersuperfície D em X , fixemos uma família de expressõeslocais de D, isto é, uma família de funções holomorfas

{fα ∈ O(Uα )}α∈Λ



Capítulo 3. Introdução 101
tal que D ∩ Uα = {x ∈ Uα : fα (x) = 0}onde {Uα}α∈Λ é uma cobertura aberta de X . Denotemos por Dreg a parte regular deD. Uma folheação F é dita logarítmica ao longo de D quando as seguintes condiçõesequivalentes são satisfeitas:

i) Para todo x ∈ Dreg, o vetor vα (x) é tangente à D, x ∈ Uα ;
ii) Para todo x ∈ D, a derivação do germe (fα )x por vα pertence ao ideal geral〈(fα )x〉OUα ,x .

Para o caso de uma folheação F no espaço projetivo complexo, Pn, é possível definiro grau de F , uma vez que TF é isomorfo à OPn(r) para algum r ∈ Z.
Definição 3.1.3. Uma folheação no espaço projetivo complexo Pn é chamada folheaçãoprojetiva. Seja F uma folheação projetiva com fibrado tangente TF ≈ OPn(r). O númerointeiro d := r + 1é chamado de grau de F.

Recordamos que em Pn, o grau de uma hipersuperfície D é dada pelo inteiro k talque [D] ≈ OPn(k ).
3.2 O teorema Baum-Bott

O Teorema de Baum-Bott é um resultado clássico da geometria algébrica, devidoà Paul Baum e Raoul Bott (BAUM; BOTT, 1972), o qual generaliza, no caso de camposvetoriais complexos, o Teorema de Poincaré-Hopf.
Teorema 3.1. Seja X uma variedade complexa compacta de dimensão n e F uma folheaçãoholomorfa de dimensão 1 em X com singularidades isoladas. Então∫

X cn (TX − TF) = ∑
p∈Sing(F) µp (F) (3.1)

onde µp (F) é o número de Milnor de F em p.
Uma versão deste teorema, onde a hipótese de que a variedade X é compacta éenfraquecida, onde é considerada uma variedade X̃ tal que X̃ = X − D onde X é umavariedade compacta e D uma hipersuperfície do tipo cruzamento normal, foi demonstradapor Corrêa e Machado (CORRÊA; MACHADO, 2019) e sua demonstração é apresentadano Capítulo 5.
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3.3 Formas logarítmicas e campos vetoriais logarítmicos

Seja X uma variedade complexa de dimensão n e D ⊂ X uma hipersuperfíciereduzida definida, localmente em uma vizinhança de p pela equação hp = 0, onde hp éuma aplicação holomorfa.
Definição 3.3.1. Uma q−forma meromorfa ω em X é chamada q-forma logarítmica aolongo de D em p ∈ X quando hpω e hpdω são holomorfas. Denotamos por ΩqX,p(logD) oconjunto de germes de q−formas logarítmicas ao longo de D em p.

Dado o conjunto ΩqX,p(logD), define-se o seguinte feixe coerente de OX−módulos:
ΩqX (logD) := ⋃

p∈X ΩqX,p(logD)
o qual é chamado de feixe de q−formas logarítmicas ao longo de D.
Definição 3.3.2. Dizemos que um campo de vetores v é logarítmico ao longo de D quandouma das seguintes condições é satisfeita:

i) Para todo p ∈ Dreg, o vetor v (p) é tangente à D;
ii) Para todo p ∈ X , se hp = 0 é a equação de D, localmente em p, então, a derivaçãov (hp) é um elemento do ideal 〈hp〉Op.

Denotamos por TXp (− logD) o conjunto de germes de campos vetoriais logarítmicos aolongo de D em p.
De modo semelhante ao feito acima, define-se o seguinte feixe coerente deOx−módulos: TX (− logD) := ⋃

p∈X TXp (− logD)
Em ambos os casos, ΩqX (logD) e TX (− logD) são feixes localmente livres e, con-sequentemente, têm estrutura de fibrado vetorial.

3.4 Índice GSV

Uma generalização do índice de Poincaré-Hopf para campos de vetores definidosem hipersuperfícies (possivelmente singular) foi concebida por X. Gomez-Mont, J. Sead eA. Verjovsky (MONT; SEADE; VERJOVSKY, 1991), o índice GSV.O índice GSV é definido da seguinte maneira: Seja D uma hipersuperfície comsingularidades isoladas em uma variedade complexa n-dimensional X e considere v um
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campo de vetores holomorfo em X com singularidades isoladas e logarítmico ao longode D. Dado x0 ∈ Sing(D) um ponto singular, seja h uma aplicação analítica definindoD em uma vizinhança U0 de x0. Na vizinhança U0, suponha que o campo de vetores vé não singular exceto em x0. Como x0 é um ponto singular isolado, o campo gradientegrad(h) nunca se anula, exceto em x0, e além disso, grad(h) é normal à D. Denote por v∗a restrição de v ao conjunto regular de D, Dreg = D − Sing(D). Como v é logarítmico aolongo de D, tem-se que grad(h)(z) e v∗(z) são linearmente independentes em todo pontoz ∈ U0 ∩ (D − {x0}). Assumindo que (z1, . . . , zn) é um sistema de coordenadas complexasem U0, considere Sε = {z = (z1, . . . , zn : ||z − x0)|| = ε}uma esfera suficientemente pequena de modo que K = D ∩ Sε é o link da singularidadede D em x0 (MILNOR, 1968). Esta é uma variedade real orientada de dimensão 2n− 1.Utilizando o processo de Gram-Schmidt, caso necessário, os campos vetoriais v∗ e grad(h)definem uma aplicação contínua

φv := (v∗, grad(h)) : K −→ W2,n+1
onde W2,n+1 é a variedade de Stiefel de 2-frames em Cn+1.
Definição 3.4.1. O índice GSV de v em x0 ∈ D, denotado por GSV(v, D, x0) é definidocomo o grau da aplicação φv .
Observação 3.4.1. Se x0 ∈ Dreg é um ponto regular de D, como v é logarítmica ao longode D, tem-se que o índice de Poincaré-Hopf de v |D em x0 está definido e coincide como índice GSV. Neste caso, se além disso, x0 é uma singularidade não degenerada de v ,então, Ix0 (v ) = Ix0 (v|D) e assim

GSV (v, D, x0) = Ix0 (v )
3.5 Índice Logarítmico

Em (ALEKSANDROV, 2005), A. G. Alexandrov introduziu o conceito de índicelogarítmico para um campo de vetores logarítmico. Seja F uma folheação holomorfa dedimensão 1 em X com singularidades isoladas e logarítmica ao longo de D. Fixado umponto x ∈ X , seja v ∈ TX (− logD)|U o germe de um campo de vetores em (U, x) tangenteà D. A multiplicação interior iv induz o complexo de formas diferenciais logarítmicas:
0→ ΩnX,x (logD) iv−→ Ωn−1X,x (logD) iv−→ · · · iv−→ Ω1X,x (logD) iv−→ On,x .

Como todas as singularidades de v são isoladas, os iv−grupos de homologia do complexoΩ•X (logD) são espaços vetoriais de dimensão finita (ver (ALEKSANDROV, 2005)). Assim, a
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característica de Euler

χ (Ω•X (logD), iv ) = n∑
i=0 (−1)i dimHi (Ω•X,x (logD, iv ))

do complexo de formas diferenciais logarítmicas está bem definido. Como este númeroindepende do representante local v da folheação F no ponto x . Define-se o índicelogarítmico de F no ponto x por
IndlogD,x (F) := χ (Ω•X (logD), iv ).

Segue da definição que IndlogD,x (F) = 0para todo x ∈ X − Sing(F).
Proposição 3.5.1. Sejam X uma variedade complexa de dimensão n, D uma hipersuperfícieem X com singularidades isoladas e F uma folheação de dimensão 1 em X e logarítmicaao longo de D. Então, para cada x ∈Sing(F) ∩ D, tem-se

IndlogD,x (F) = µx (F)− GSV(F, D, x) (3.2)
onde µx (F) e GSV(F, D, x) denotam, respectivamente, o número de Milnor e o índice GSVde F em x .
Demonstração. Ver em (ALEKSANDROV, 2005)



105
4 Hipersuperfície suave

Nosso objetivo neste capítulo é apresentar o Teorema 4.2, o qual constitui umaversão do Teorema Baum-Bott onde é enfraquecida e hipótese da variedade X ser compacta.Nesta versão, demonstrada por Corrêa e Machado (CORRÊA; MACHADO, 2019), considera-se X̃ sendo uma variedade do tipo X̃ = X −D onde X é uma variedade complexa compactade dimensão n e D uma hipersuperfície suave em D. Este resultado será utilizado nopróximo capítulo na demonstração de uma versão ainda mais geral do Teorema de Baum-Bott, na qual, considera-se D um divisor do tipo cruzamento normal em X, de modo queo caso em que D uma hipersuperfície suave, se torna um caso particular desta segundaversão.
4.1 Resultados preliminares

Lema 4.1. Seja X uma variedade complexa compacta de dimensão n e D uma hipersuperfíciesuave em X. Então, vale a seguinte relação
ck (OD) = ck (OX −O(−D)) = c1 ([D])k (4.1)

para k ∈ {1, . . . , n}
Demonstração. Por (HUYBRECHTS, 2005), temos a seguinte sequência exata

0 −→ O(−D) −→ OX −→ OD
a qual fornece a seguinte relação entre classes de Chern totais

c(OX ) = c(O(−D))c(OD) (4.2)
Agora, pelo corolário 2.3.10 de (HUYBRECHTS, 2005), tem-se que

O(D) = [D] e O(−D) = O(D)∗ = [D]∗ (4.3)
Assim, substituindo 4.3 e o fato de que c(OX ) = 1 em 4.2 tem-se que

c(O(−D))c(OD) = 1c([D]∗)c(OD) = 1(1 + c1([D]∗)) (1 + c1(OD) + . . .+ cn(OD)) = 1 (4.4)
onde na última igualdade, utilizamos o fato de que [D]∗ é um fibrado de posto 1 e OD umfibrado de posto n. Assim, expandindo a expressão 4.4 e utilizando o produto de classes
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de Chern, induzido pelo produto exterior de formas, temos:1 = 1++ c1(OD) + c1([D]∗)+ c2(OD) + c1(OD)c1([D]∗)...+ cn(OD) + cn−1(OD)c1([D]∗)ou seja, c1(OD) = −c1([D]∗)c2(OD) = −c1(OD)c1([D]∗)...cn(OD) = −cn−1(OD)c1([D]∗)o que nos fornece a seguinte fórmula de recorrência

ck (OD) = −ck−1(OD)c1([D]∗) (4.5)
para k ∈ {1, . . . , n}.Utilizando o fato de que c1(OD) = −c1 ([D]∗) e a relação da classe de Chern doDual de um fibrado na expressão acima, obtêm-se a relação que procurávamos:

ck (OD) = (−1)kc1([D]∗)k = c1([D])k (4.6)
Teorema 4.1. Seja X uma variedade complexa compacta de dimensão n e D uma hi-persuperfície suave em X . Então, para todo fibrado de posto 1 em X , L, tem-se que:∫

X cn (TX (− logD)− L) = ∫X cn (TX − L)− ∫D cn−1 (TX − [D]− L) (4.7)
Demonstração. Utilizando propriedades das classes de Chern, temos no integrando dolado esquerdo da expressão 4.7:

cn (TX (− logD)− L) = n∑
j=0
(n− jn− j

)cj (TX (− logD)) c1(L∗)n−j
= n∑

j=0 cj (TX (− logD)) c1(L∗)n−j
= n∑

j=0 cn−j (TX (− logD)) c1(L∗)j
= n∑

j=0 (−1)n−jcn−j (Ω1X (logD)) c1(L∗)j
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deste modo, a integral do lado esquerdo se escreve como:∫

X cn (TX (− logD)− L) = ∫X
n∑
j=0 (−1)n−jcn−j (Ω1X (logD)) c1(L∗)j

= n∑
j=0 (−1)n−j ∫X cn−j (Ω1X (logD)) c1(L∗)j . (4.8)

Como D é suave, o mapa resíduo de Poincaré de (SAITO, 1980) garante existência daseguinte sequência exata:
0 −→ Ω1X −→ Ω1X (logD) −→ OD −→ 0

com isso, temos a seguinte relação das classes totais de Chern:
c (Ω1X (logD)) = c (Ω1X) c (OD)

ou seja, as classes de Chern ci (Ω1X (logD)) podem ser escritas como
ci (Ω1X (logD)) = i∑

k=0 ci−k (Ω1X) ck (OD) . (4.9)
Além disso, pelo Lema 4.1, as classes de Chern de OD são:

ck (OD) = ck (OX −O(−D)) = c1([D])k k ∈ {1, . . . , n} (4.10)
Substituindo 4.9 e 4.10 em 4.8, temos:∫

X cn (TX (− logD)− L) = n∑
j=0 (−1)n−j ∫X cn−j (Ω1X (logD)) c1(L∗)j

= n∑
j=0 (−1)n−j ∫X

[ n−j∑
k=0 cn−j−k (Ω1X) ck (OD)] c1(L∗)j

= n∑
j=0 (−1)n−j ∫X

[ n−j∑
k=0 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j . (4.11)

Destacando o termo em que j = n na expressão 4.11, podemos reescrevê-la da seguinte
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maneira:

n∑
j=0 (−1)n−j ∫X

[ n−j∑
k=0 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0 (−1)n−j ∫X

[ n−j∑
k=0 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j + (−1)n−n ∫X

[ 0∑
k=0 cn−n−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)n =

= n−1∑
j=0 (−1)n−j ∫X

[ n−j∑
k=0 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j + (−1)n−n ∫X cn−n (Ω1X) c1(L∗)n =

= n−1∑
j=0 (−1)n−j ∫X [cn−j−0 (Ω1X) c1 ([D])0] c1(L∗)j + n−1∑

j=0 (−1)n−j ∫X
[ n−j∑
k=1 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j+

+(−1)n−n ∫X cn−n (Ω1X) c1(L∗)n =
= n−1∑

j=0 (−1)n−j ∫X cn−j (Ω1X) c1(L∗)j + (−1)n−n ∫X cn−n (Ω1X) c1(L∗)n+
+ n−1∑

j=0 (−1)n−j ∫X
[ n−j∑
k=1 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j =

= n∑
j=0 (−1)n−j ∫X cn−j (Ω1X) c1(L∗)j + n−1∑

j=0 (−1)n−j ∫X
[ n−j∑
k=1 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j

(4.12)Passamos agora a analisar separadamente cada parcela de 4.12. Para a primeiraparcela, temos:
n∑
j=0 (−1)n−j ∫X cn−j (Ω1X) c1(L∗)j = n∑

j=0 (−1)n−j ∫X (−1)n−jcn−j (TX ) c1(L∗)j
= n∑

j=0
∫
X cn−j (TX ) c1(L∗)j

= ∫X
n∑
j=0 cn−j (TX ) c1(L∗)j

= ∫X cn (TX − L) . (4.13)
Já para primeira parcela, pela Dualidade de Poincaré, como c1([D]) é o dual de Poincaré
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do ciclo determinado por D, temos

n−1∑
j=0 (−1)n−j ∫X

[ n−j∑
k=1 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0 (−1)n−j ∫D

[ n−j∑
k=1 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k−1] c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0
∫
D
[ n−j∑
k=1 (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k−1] c1(L∗)j =

=− n−1∑
j=0
∫
D
[ n−j∑
k=1 (−1)n−j−kcn−j−k (Ω1X) (−1)k−1c1 ([D])k−1] c1(L∗)j =

=− n−1∑
j=0
∫
D
[ n−j∑
k=1 cn−j−k (TX ) c1 ([D]∗)k−1] c1(L∗)j (4.14)onde a última igualdade segue da propriedade da classe de Chern do dual e do fato que(ΩX )∗ = TX . Além disso, temos as seguintes relações:

cn−1−j (TX − [D]) = n−1−j∑
k=0 ck (TX )c1([D]∗)n−1−j−k

= n−j∑
k=1 ck−1(TX )c1([D]∗)n−j−k

= n−j∑
k=1 cn−j−k (TX )c1([D]∗)k−1 (4.15)e cn−1 ((TX − [D])− L) = n−1∑
j=0 cj (TX − [D])c1(L∗)n−1−j

= n−1∑
j=0 cn−1−j (TX − [D])c1(L∗)j (4.16)

Substituindo 4.15 e 4.16 em 4.14 segue que:
− n−1∑

j=0
∫
D
[ n−j∑
k=1 cn−j−k (TX ) c1 ([D]∗)k−1] c1(L∗)j =− n−1∑

j=0
∫
D cn−1−j (TX − [D]) c1(L∗)j

=− ∫D
n−1∑
j=0 cn−1−j (TX − [D]) c1(L∗)j

=− ∫D cn−1 (TX − [D]− L) (4.17)
Portanto, concluímos que

n−1∑
j=0 (−1)n−j ∫X

[ n−j∑
k=1 cn−j−k (Ω1X) c1 ([D])k] c1(L∗)j = ∫D cn−1 (TX − [D]− L) (4.18)



Capítulo 4. Hipersuperfície suave 110
de modo que substituindo 4.18 e 4.13 em 4.11 conclui-se que.∫

X cn (TX (− logD)− L) = ∫X cn (TX − L)− ∫D cn−1 (TX − [D]− L)

4.2 Teorema 1

Teorema 4.2. Seja X̃ uma variedade complexa de dimensão n tal que X̃ = X − D ondeX é uma variedade complexa compacta de dimensão n e D é uma hipersuperfície suaveem X. Considere F uma folheação de dimensão 1 em X, com singularidades isoladas elogarítmica ao longo de D. Suponha IndlogD,p(F) = 0 para todo p ∈Sing(F) ∩ D. Então∫
X cn(TX (− logD)− TF) = ∑

p∈Sing(F)∩X̃
µp (F) (4.19)

Demonstração. Como D é suave, podemos utilizar o Teorema 4.1, ou seja∫
X cn (TX (− logD)− TF) = ∫X cn(TX − TF)− ∫D cn(TX − [D]− TF) (4.20)

onde TF é um fibrado de posto 1, uma vez que F é uma folheação de dimensão 1.Por (SUWA, 1998), como F é uma folheação de dimensão 1, logarítmica ao longode D e possui apenas singularidades isoladas, então, vale a seguinte igualdade∫
D cn(TX − [D]− TF) = ∑

p∈Sing(F)∩D GSV(F, D, p) (4.21)
Já pelo Teorema Baum-Bott 3.1, temos que∫

X cn(TX − TF) = ∑
p∈Sing(F) µp (F) (4.22)

Agora, por hipótese, temos que IndlogD,p(F) = 0 para todo p ∈Sing(F) ∩ D. Portanto, dapela Proposição 3.5.1 temos que
IndlogD,p(F) = µp (F)− GSV(F, D, p)0 = µp (F)− GSV(F, D, p)GSV(F, D, p) = µp (F) (4.23)

Substituindo 4.23 em 4.21, tem-se:∫
D cn(TX − [D]− TF) = ∑

p∈Sing(F)∩D µp (F) (4.24)
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Assim, substituindo 4.22 e 4.24 em 4.20, obtemos∫

X cn (TX (− logD)− TF) = ∫X cn(TX − TF)− ∫D cn(TX − [D]− TF)
= ∑

p∈Sing(F) µp (F)− ∑
p∈Sing(F)∩D µp (F)

= ∑
p∈Sing(F)∩(X̃ )

µp (F)
(4.25)
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5 Folheação logarítmica ao longo hipersuperfí-

cie do tipo cruzamento normal

5.1 Resultados preliminares

Antes de começarmos, fixemos algumas notações. Seja X uma variedade complexade dimensão n e D uma hipersuperfície em X.
Definição 5.1.1. Dizemos que D tem cruzamento normal em p ∈ X quando existemcoordenadas locais (x1, . . . , xn) tais que D é definida pela equação

x1 . . . xr = 0 0 6 r 6 n
onde r depende do ponto considerado. Neste caso, também dizemos que p é uma singula-ridade do tipo cruzamento normal de D.Uma hipersuperfície D é chamada hipersuperfície do tipo cruzamento normalquando D possui cruzamento normal em todo p ∈ X .

Para que o segue, fixemos algumas notações:
• Considere D = D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dn uma hipersuperfície analítica em X com singulari-dades do tipo cruzamento normal, onde Di são suas componentes irredutíveis;
• Fixada uma componente irredutível de D, digamos DN , definimos

D̂N := ⋃
j 6=NDj e D̂N |DN := ⋃

j 6=NDj ∩ DNTemos direto da definição que D̂N |DN é uma hipersuperfície analítica em DN comsingularidades do tipo cruzamento normal com N − 1 componentes irredutíveis.
• Utilizaremos a seguinte notação multi-índice: Para cada J = (j1, . . . , jN ) e J ′ =(j ′1, . . . , j ′N−1), com 1 6 ji, j ′i 6 n, denotaremos:

c1(D)J =c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jNc1(D)J ′ =c1([D1])j ′1 . . . c1([DN−1])j ′N−1

Fixada notação, demonstraremos alguns resultados preliminares
Lema 5.1. Nas condições consideradas acima, vale a seguinte relação entre os conjuntos:

X − D = (X − D̂N)− (DN − D̂N ∩ DN)
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Demonstração. De fato, seja x ∈ X − D. Deste modo, x /∈ Dj para todo j 6= N , o queimplica em x /∈ D̂N e, consequentemente, x ∈ (X − D̂N ). Além disso, x /∈ DN e emparticular, como (DN − D̂N ∩ DN) ⊂ DN , então, x /∈ DN − D̂N ∩ DN ⊂ DN . Portanto,x ∈ (X − D̂N)− (DN − D̂N ∩ DN), ou seja, X − D ⊂ (X − D̂N)− (DN − D̂N ∩ DN)

Por outro lado, dado x ∈ (X − D̂N) − (DN − D̂N ∩ DN), primeiramente tem-seque x /∈ D̂N , ou seja, x /∈ Dj para todo j 6= N . Basta mostrar agora que x /∈ DN . De fato,x /∈ (DN − D̂N ∩ DN), ou seja, x /∈ DN . Deste modo, tem-se que x /∈ Dj para todo j , ouseja, x /∈ D. Portanto, x ∈ X − D e assim segue a igualdade desejada.
Lema 5.2. Nas condições consideradas acima, para i ∈ {1, . . . , n}, temos

ci(Ω1X (logD)) = i∑
k=0
∑
|J|=k ci−k (Ω1X )c1(D)J (5.1)

Demonstração. Como D é uma hipersuperfície com singularidades do tipo cruzamentonormal, a aplicação resíduo de Poincaré
Res : Ω1X (logD) −→ OD ≈ N⊕

i=1 ODiinduz a seguinte sequência exata
0 −→ Ω1X −→ Ω1X (logD) −→ N⊕

i=1 ODi −→ 0
a qual induz a seguinte relação entre classes de Chern:

ci(Ω1X (logD)) = i∑
k=1 ci−k (Ω1X) ck ( N⊕

i=1 ODj
)

= i∑
k=1 ci−k (Ω1X)

 ∑
j1+...+jN=k cj1(OD1) . . . cjN (ODN )


= i∑

k=1 ci−k (Ω1X)
 ∑
j1+...+jN=k c1([D1])j1 . . . c1([DN ])jN

= i∑
k=1 ci−k (Ω1X)∑|J|=k c1(D)J

= i∑
k=1
∑
|J|=k ci−k (Ω1X) c1(D)J (5.2)

onde cjm(ODm) = c1([Dl])jm pelo Lema 4.1
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Lema 5.3. Nas condições consideradas acima, tem-se a seguinte sequência exata:

0 −→ TDN −→ TX |DN −→ [DN ]|DN −→ 0.
Além disso, a seguinte relação entre as classes totais de Chern:

c(TX )|DN = c(TDN )c([DN ])|DN (5.3)

Demonstração. A inclusão TD −→ TX |Dinduz o seguinte fibrado quociente
ND/X = TX |DTDchamado fibrado normal. Consequentemente, obtêm-se a seguinte sequência exata:

0→ TD → TX |D → ND/X → 0.
Pela estrutura complexa de todos os fibrados envolvidos, a sequência exata acima induz aseguinte decomposição: TX |D = TD ⊕ND/Xmas, pela fórmula de adjunção (GRIFFITHS; HARRIS, 1994), tem-se ND/X ≈ [D]. Destemodo, 5.1 e 5.1 se reescrevem como

0→ TD → TX |D → [D]→ 0.
e TX |D = TD ⊕ [D]o que leva à relação c(TX )|DN = c(TDN )c([DN ])|DN (5.4)
Lema 5.4. Nas condições acima, para i ∈ {1, . . . , n}, temos

ci(Ω1X )|DN = ci(Ω1DN )− ci−1(Ω1DN )ci([DN ])|DN (5.5)
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Demonstração. Pelo Lema 5.3 e utilizando o fato de que TX e TDN são fibrados vetoriaisde ponto n-1 e que [DN ] é um fibrado de posto 1, podemos escrever:

c(TX )|DN =c(TDN )c([DN ])|DN
1 + n−1∑

i=1 ci(TX )|DN =(1 + n−1∑
i=1 ci(TDN )) (1 + c1([DN ])|DN )

1 + n−1∑
i=1 ci(TX )|DN =1 + n−1∑

i=1 ci(TDN ) + n−1∑
i=1 ci(TDN )c1([DN ])|DN + c1([DN ])|DN

n−1∑
i=1 ci(TX )|DN = n−1∑

i=1 ci(TDN ) + n−1∑
i=1 ci(TDN )c1([DN ])|DN + c1([DN ])|DN (5.6)

Considerando a igualdade acima e utilizando o produto de classes de Chern,induzido pelo produto exterior de formas, propriedades das classes de Chern e a relaçãodual TX ∗ = Ω1X , obtemos as seguintes relações:
• Para i=1 c1(TX )|DN =c1(TDN ) + c1([DN ])|DN−c1(Ω1X )|DN =− c1(Ω1DN ) + c1([DN ])|DNc1(Ω1X )|DN =c1(Ω1DN )− c1([DN ])|DN (5.7)
• Pra i=2 c2(TX )|DN =c2(TDN ) + c1(TDN )c1([DN ])|DNc2(Ω1X )|DN =c2(Ω1DN )− c1(Ω1X )c1([DN ])|DN (5.8)
• Para i=3 c3(TX )|DN =c3(TDN ) + c2(TDN )c1([DN ])|DN−c3(Ω1X )|DN =− c3(Ω1DN ) + c2(Ω1X )c1([DN ])|DNc3(Ω1X )|DN =c3(Ω1DN )− c2(Ω1X )c1([DN ])|DN (5.9)
• Em geral, tem-se para k ∈ {1, . . . , n− 1}:

ck (Ω1X )|DN = ck (Ω1DN )− ck−1(Ω1X )c1([DN ])|DN
Lema 5.5. Nas condições acima, se L é um fibrado de posto 1 em X, então, as seguintesrelações valem:∫

X cn (TX (− logD)− L) = n∑
j=0

n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j (5.10)
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Em particular, valem∫

X cn (TX (− log D̂N )− L) = n∑
j=0

n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 (D̂N)J c1(L∗)j (5.11)

∫
DN cn

(TDN (− log D̂N |DN )− L) = n∑
j=0

n−1−j∑
k=0

∑
|J ′|=k

∫
DN (−1)n−jcn−1−j−k (Ω1DN) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j

(5.12)
Demonstração. Utilizando propriedades das classes de Chern e lema 5.11, temos:

cn (TX (− logD)− L) = n∑
j=0 cn−j (TX (− logD))c1(L∗)j

= n∑
j=0 (−1)n−jcn−j (Ω1X (logD)) c1(L∗)j

= n∑
j=0

i∑
k=0
∑
|J| (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j

o que implica em∫
X cn (TX (− logD)− L) = n∑

j=0
n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j (5.10)

A equação 5.11 é obtida fazendo D = D̂N em 5.10. De modo semelhante, obtêm-se 5.12 a partir de 5.10 considerando X = DN , uma variedade complexa de dimensãon-1 e tomando a subvariedade analítica com singularidades do tipo cruzamento normalD = D̂N |DN .
Proposição 5.1.1. Nas condições acima, se L é um fibrado holomorfo em retas em X, então
∫
X cn (TX (− logD)− L) = ∫X cn (TX (− log D̂N)− L)−∫DN cn−1 (TDN (− log(D̂N |DN))− L|DN)(5.13)

Demonstração. Utilizando as igualdades obtidas no Lema 5.12, a demonstração se resume
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a mostrar a seguinte igualdade

n∑
j=0

n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j = (5.14)

n∑
j=0

n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 (D̂N)J c1(L∗)j− (5.15)

n∑
j=0

n−1−j∑
k=0

∑
|J ′|=k

∫
DN (−1)n−jcn−1−j−k (Ω1DN) c1(D̂N )J ′c1(L∗)j (5.16)

Destacando o termo quando j = n e depois o termo onde k = 0 na equação 5.14, temos:
n−1∑
j=0

n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j + n−n∑

k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−ncn−n−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j + ∫X c0 (Ω1X) c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0
∑
|J|=0

∫
X (−1)n−jcn−j−0 (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j + n−1∑

j=0
n−j∑
k=1
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j+

+ ∫X c0 (Ω1X) c1(L∗)j =
= n−1∑

j=0
∫
X (−1)n−jcn−j (Ω1X) c1(L∗)j + ∫X c0 (Ω1X) c1(L∗)j+

+ n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j =

= n∑
j=0
∫
X (−1)n−jcn−j (Ω1X) c1(L∗)j + n−1∑

j=0
n−j∑
k=1
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j (5.17)
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Podemos calcular o segundo termo da expressão 5.17 e obtêm-se:

n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jNc1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN=0

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j+

+ n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jNc1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1

∑
|J ′|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j+

+ n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jNc1(L∗)j =

(5.18)
Utilizando o fato de que c1([DN ]) é o dual de Poincaré da classe DN (Teorema 3.36 de(MOL; SOARES, 2001)), obtêm-se da segunda expressão de 5.18:

n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jNc1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j
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Substituindo a expressão obtida no Lema 5.4 na expressão acima, segue que:
= n−1∑

j=0
n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−j (cn−j−k (Ω1DN )− cn−j−1−k (Ω1DN )cn−j−k ([DN ])) c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−k (Ω1DN )c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j−

− n−1∑
j=0

n−j−1∑
k=1

∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−1−k (Ω1DN )cn−j−k ([DN ])c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−k (Ω1DN )c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j−

− n−1∑
j=0

n−j−1∑
k=1

∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−1−k (Ω1DN )c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jNc1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−k (Ω1DN )c1 ([D1])j1 . . . c1([DN ])jN−1c1(L∗)j−

− n−1∑
j=0

n−j−1∑
k=1

∑
|J|=kjN>1

∫
DN (−1)n−jcn−j−1−k (Ω1DN )c1 (D)J c1(L∗)j =

=− n−1∑
j=0

n−1−j∑
k=0

∑
|J ′|=k

∫
DN (−1)n−1−jcn−1−j−k (Ω1DN) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j

(5.19)Substituindo as expressões 5.18 e 5.19 na segunda expressão de 5.17, temos
n−1∑
j=0

n−j∑
k=1
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=1

∑
|J ′|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j−

− n−1∑
j=0

n−1−j∑
k=0

∑
|J ′|=k

∫
DN (−1)n−1−jcn−1−j−k (Ω1DN) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j (5.20)
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Finalmente, substituindo 5.20 em 5.17, obtêm-se

n∑
j=0

n−j∑
k=0
∑
|J|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1(D)Jc1(L∗)j =

= n∑
j=0
∫
X (−1)n−jcn−j (Ω1X) c1(L∗)j+

+ n−1∑
j=0

n−j∑
k=1

∑
|J ′|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j−

− n−1∑
j=0

n−1−j∑
k=0

∑
|J ′|=k

∫
DN (−1)n−1−jcn−1−j−k (Ω1DN) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j =

= n−1∑
j=0

n−j∑
k=0

∑
|J ′|=k

∫
X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j−

− n−1∑
j=0

n−1−j∑
k=0

∑
|J ′|=k

∫
DN (−1)n−1−jcn−1−j−k (Ω1DN) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j (5.21)

onde a última igualdade segue do fato de que∑nj=0 ∫X (−1)n−jcn−j (Ω1X) c1(L∗)j é exatamenteo termo quando k = 0 em ∑n−1j=0 ∑n−jk=0∑|J ′|=k ∫X (−1)n−jcn−j−k (Ω1X) c1 (D̂N)J ′ c1(L∗)j . Demodo 5.21 coincide com exatamente a expressão que procurávamos.
5.2 Teorema 2

Teorema 5.1. Seja X̃ uma variedade complexa de dimensão n tal que X̃ = X − D ondeX é uma variedade complexa de dimensão n compacta, D uma hipersuperfície do tipocruzamento normal. Seja F uma folheação de dimensão 1 em X com singularidadesisoladas (não degeneradas) e logarítmica ao longo de D. Então∫
X cn(TX (− logD)− TF) = ∑

p∈Sing(F)∩X̃
µp (F) (5.22)

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre o número de componentesirredutíveis de D.
• Se D possui apenas uma componente irredutível, então, D é suave. Como, por hipótese,as singularidades de F são não-degeneradas, o resultado segue do Teorema 4.19;
• Suponha que para toda hipersuperfície analítica em X, satisfazendo as hipóteses doteorema e tendo N-1 componentes irredutíveis, a fórmula 5.22 é satisfeita;
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• Considere D uma hipersuperfície analítica em X com N componentes irredutíveis,satisfazendo as hipóteses do teorema. Mostremos que 5.22 é satisfeita para D.Sabemos que D̂N é uma hipersuperfície analítica em X e D̂N |DN é uma hipersuperfícieanalítica em DN , ambas com singularidades do tipo cruzamento normal e possuindoN-1 componentes irredutíveis. Além disso, F é logarítmica ao longo de DN e F|DNé logarítmica ao longo de D̂N |DN . Deste modo, conseguimos utilizar a hipótese deindução e obtemos as seguintes expressões:∫

X cn (TX (− log D̂N)− TF) = ∑
p∈Sing(F)∩(X\D̂N) µp (F) (5.23)

∫
DN cn−1 (TDN (− log(D̂N |DN ))− TF|DN) = ∑

p∈Sing(F)∩(DN\D̂N |DN ) µp (F) (5.24)
Pelo Lema 5.1, tem-se a seguinte relação∑

p∈Sing(F)∩(X\D) µp (F) = ∑
p∈Sing(F)∩(X\D̂N) µp (F)− ∑

p∈Sing(F)∩(DN\D̂N |DN ) µp (F) (5.25)
Substituindo as expressões 5.23 e 5.24 em 5.25, obtemos:∑
p∈Sing(F)∩(X\D) µp (F) = ∫X cn (TX (− log D̂N)− TF)−∫DN cn−1 (TDN (− log(D̂N |DN ))− TF|DN)(5.26)Aplicando a Proposição 5.1.1, tomando L = TF, temos∑

p∈Sing(F)∩X̃
µp (F) = ∫X cn (TX (− logD)− TF) (5.27)

ou seja, a expressão 5.22 é válida para D. Deste modo, o resultado segue por indução.

5.3 Corolário 1 - Um teorema do tipo Poincaré-Hopf

Nesta seção, apresentaremos um teorema do tipo Poincaré-Hopf para variedadescomplexas não compactas o qual é uma consequência direta do Teorema 5.1 demonstradoacima. Para isto, utilizaremos o teorema abaixo, o qual foi prosposto por S. Iitaka (IITAKA,1976) e demonstrado por Y. Norimatsu (NORIMATSU et al., 1978), e posteriormente por R.Silvotti (SILVOTTI, 1995) e P. Aluffi (ALUFFI, 1999) de forma independente.
Teorema 5.2. Seja X̃ uma variedade complexa de dimensão n tal que X̃ = X − D onde Xé uma variedade complexa compacta de dimensão n e D é uma hipersuperfície do tipocruzamento normal em X. Então∫

X cn (TX (− logD)) = χ (X̃ ) (5.28)



Capítulo 5. Folheação logarítmica ao longo hipersuperfície do tipo cruzamento normal 122
onde χ (X̃ ) denota a característica de Euler de X̃ .
Teorema 5.3. Seja X̃ uma variedade complexa de dimensão n tal que X̃ = X − D onde Xé uma variedade complexa compacta de dimensão n e D é uma hipersuperfície reduzidado tipo cruzamento normal em X. Seja F uma folheação em X de dimensão 1 dada porum campo de vetores global com singularidades isoladas (não degeneradas) e logarítmicaao longo de D. Então χ (X̃ ) = ∑

p∈Sing(F)∩X̃
µp (F) (5.29)

onde χ (X̃ ) denota a característica de Euler de X̃ .
Demonstração. Neste caso, como F é definida por um campo de vetores global, segueque o fibrado tangente TF é o fibrado trivial de posto 1 e assim

TX (− logD)− TF ≈ TX (− logD)
. Deste modo, utilizando o Teorema 5.2, segue que∫

X cn (TX (− logD)) = χ (X̃ ) (5.30)
Por outro lado, como D é uma hipersuperfície do tipo cruzamento normal, então, segue oTeorema 5.1 ∫

X cn(TX (− logD)− TF) = ∑
p∈Sing(F)∩X̃

µp (F) (5.31)
de modo que obtem-se o resultado obtido igualando as duas expressões obtidas.
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6 Aplicação - Folheações projetivas de dimen-

são 1

Nesta seção, é apresentada uma caracterização para hipersuperfícies suavesD ⊂ Pn invariantes por uma folheação F de dimensão 1 em Pn satisfazendo Sing(F) ( D,dada pelo Teorema 6.1.
6.1 Resultados preliminares

Começamos a seção com uma observação que segue diretamente da Proposição3.5.1.
Observação 6.1.1. Se x é uma singularidade isolada não degenerada de F, então, nestecaso, µx (F) = GSV(F, D, x), o implica em

IndlogD,x (F) = 0 (6.1)
Lema 6.1. Seja f (x, y) = n∑

i=o
n−i∑
j=0
( n+1n−i−j)x jyi com n ∈ N.

• Se x 6= y, então: f (x, y) = (1 + x)n+1 − (1 + y)n+1x − y (6.2)
• Se x=y, então: f (x, y) = (n+ 1)(1 + x)n+1 (6.3)

Demonstração. Desenvolvendo a expressão de f(x,y), temos:
f (x, y) = (n+ 1n

)x0 + (n+ 1n− 1
)x1 +(n+ 1n− 2

)x2 + . . . +(n+ 10
)xn

+ (n+ 1n− 1
)x0y1 +(n+ 1n− 2

)x1y1 + . . . +(n+ 10
)xn−1y1

+(n+ 1n− 2
)x0y2 + . . . +(n+ 10

)xn−2y2
...

+(n+ 10
)yn.
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Colocando em evidência o fator comum em cada coluna da expressão, temos
f (x, y) =(n+ 1n

)+ (n+ 1n− 1
)[x1 + y1] + (n+ 1n− 2

)[x2 + xy+ y2] + . . .(n+ 10
) n∑

j=0 xn−jyj
= n∑

k=0
(n+ 1n− k

) k∑
j=0 xk−jyj

 .
(6.4)Quando x 6= y, temos: k∑

j=0 xk−jyj = xk+1 − yk+1x − y (6.5)
para 0 6 k 6 n. Além disso, utilizando a expansão binomial, temos que:

n∑
k=0
(n+ 1n− k

)xk+1 = (1 + x)n+1. (6.6)
Substituindo 6.5 e 6.6 em 6.4, segue que:

f (x, y) = n∑
k=0
(n+ 1n− k

) k∑
j=0 xk−jyj

 =
= n∑

k=0
[(n+ 1n− k

)xk+1 − yk+1x − y
]

= 1x − y n∑
k=0
[(n+ 1n− k

)xk+1 − (n+ 1n− k
)yk+1] .

=(1 + x)n+1 − (1 + y)n+1x − y

(6.7)

Agora, considerando x = y na expressão 6.4, temos:
f (x, y) =(n+ 1n

)+ (n+ 1n− 1
)2x + (n+ 1n− 2

)3x2 + . . .(n+ 10
)(n+ 1)xn

=(n+ 1)(1 + x)n. (6.8)
onde a segunda igualdade é obtida derivando termo a termo, em relação à x, a expansãobinomial 6.6.
Lema 6.2. Sejam k, d, n números naturais com k > 1, d > 0 e n > 2. Considere o númeronatural δ(k.d, n) definido por

δ(k.d, n) = n∑
i=0

n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−k )j (d− 1)i (6.9)
Então, δ(k.d, n) satisfaz as seguintes condições:

1) Se n é ímpar, então:
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a) δ(k.d, n) > 0⇐⇒ k < d+ 1
b) δ(k.d, n) = 0⇐⇒ k = d+ 1
c) δ(k.d, n) < 0⇐⇒ k > d+ 1

2) Se n é par, então, δ(k.d, n) > 0. Além disso:
a) δ(k.d, n) > 0⇐⇒


k 6= d+ 1ouk = d+ 1 com d 6= 0b) δ(k.d, n) = 0⇐⇒ k = 1 e d = 0

3) δ(k.d, n) = n∑
i=0(−1)i(k − 1)n−i

Demonstração. Para demonstração, colocamos x = −k e y = d−1 nas expressões obtidasno Lema 6.1. Deste modo:
• Para k 6= 1 ou d 6= 0, o que implica em x 6= y, temos:

δ(k.d, n) = (1− k )n+1 − dn+1−k − d+ 1 (6.10)
• Para k = 1 e d = 0, ou seja, x=y, temos:

δ(k.d, n) = (n+ 1)(1− 1)n+1 = 0 (6.11)
Façamos agora a análise do sinal da expressão 6.10.Note que como k > 1, tem-se −k 6 −1. Além disso, −d 6 0. Assim:

−k − d− 1 6 −1 + 0 + 1 6 0 (6.12)
Em particular, quando −k − d + 1 = 0, tem-se que k = −d + 1. Porém, como−d + 1 > 1 e k > 1, necessariamente tem-se k=1, o que leva à d=0. Neste casoδ(k, d, n) = 0, como visto anteriormente.Deste modo, para k 6= 1 ou d 6= 0, −k − d− 1 < 0.Agora, obteremos as relações que procuramos:

i) Se n é ímpar, então, n+1 é par, consequentemente
(1− k )n+1 = (k − 1)n+1 (6.13)
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Com isso, considerando k < d+ 1, tem-se

k < d+ 1 ⇐⇒ k − 1 < d⇐⇒ (k − 1)n+1 < dn+1
⇐⇒ (1− k )n+1 < dn+1
⇐⇒ (1− k )n+1 − dn+1 < 0 (6.14)

Portanto, δ(k, d, n) > 0 ⇐⇒ k < d+ 1.Por outro lado, se k > d+ 1, vale:
k > d+ 1 ⇐⇒ k − 1 > d⇐⇒ (k − 1)n+1 > dn+1

⇐⇒ (1− k )n+1 > dn+1
⇐⇒ (1− k )n+1 − dn+1 > 0 (6.15)

de modo que, neste caso, δ(k, d, n) < 0 ⇐⇒ k > d+ 1.
ii) Se n é par, então, n+1 é impar, ou seja, valem

1− k 6 0 =⇒ (1− k )n+1 6 0−dn+1 6 0
o que implica em (1− k )n+1 − dn+1 6 0 (6.16)Como visto na análise feita quando n é par, sabe-se que -k-d+1<0. Portanto, quandon é par, δ(k, d, n) > 0. Neste, caso, temos:

• Para o caso δ(k, d, n) = 0:
(1− k )n+1 − dn+1 = 0 ⇐⇒ 1− k = d⇐⇒ k = 1− d⇐⇒ k = 1 e d = 0

onde a última implicação segue do fato de que k > 1 e −d 6 0.• Agora, se k 6= 1 ou d 6= 0, temos os seguintes possíveis casos:
– Se k = d+1, com d 6= 0, então, d > 0 e k > 1, ou seja, (1−k )n+1−dn+1 < 0;
– Se k 6= d+ 1, então: se d = 0, então, k > 1. Por outro lado, se d 6= 0,então, d > 0 e k > 1.em todos os casos, obtemos δ(k, d, n) > 0..
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iii) Neste caso, consideramos:

n∑
i=0 (−1)i(k − 1)idn−i =dn n∑

i=0 (−1)i(k − 1)id−i
=dn n∑

i=0
(−1)i(k − 1)idi

=dn n∑
i=0
[ (−1)(k − 1)d

]i . (6.17)
Utilizando o fato de que n∑

i=0ai = 1− an+11− a em 6.17 tomando a = (−1)(k − 1)d , temos:
n∑
i=0 (−1)i(k − 1)idn−i =dn

1− [ (−1)(k − 1)d
]n+1

1− (−1)(k − 1)d


=dn

dn+1 − (−1)n+1(k − 1)n+1dn+1d− (−1)(k − 1)d


=dn [dn+1 − (−1)n+1(k − 1)n+1dn+1

] [ dd+ k − 1
]

=dn+1 − (−1)n+1(k − 1)n+1d+ k − 1
=−dn+1 + (−1)n+1(k − 1)n+11− k − d
=(1− k )n+1 − dn+1−k − d+ 1 = δ(k, d, n). (6.18)

Lema 6.3. Seja D ⊂ Pn uma hipersuperfície suave e irredutível de grau k. Então, paral ∈ {1, . . . , n} tem-se
cl(TPn(− logD)) =  l∑

j=0
(n+ 1l− j

)(−1)jk j c1 (OPn(1))l . (6.19)
Demonstração. Nestas hipóteses, pelo Teorema 4.3 de (ANGELINI, 2014), tem-se a seguintesequência exata

0 −→ TPn(− logD) −→ OPn(1)n+1 −→ OPn(k ) −→ 0
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a qual fornece a seguinte relação entre as classes totais de Chern:

c (OPn(1)n+1) = c (TPn(− logD)) c (OPn(k )) . (6.20)
Pela definição de OPn(1)n+1, temos:

OPn(1)n+1 = OPn(1)⊕OPn(1)⊕ . . .⊕OPn(1)
onde a soma direta é composta por n+ 1 fatores. Deste modo, a classe total de Chern,c (OPn(1)n+1) pode ser escrita, utilizando as propriedades das classes de Chern, como

c (OPn(1)n+1) = c (OPn(1)⊕OPn(1)⊕ . . .⊕OPn(1)) = c (OPn(1))n+1
Agora, como OPn(1) tem estrutura de fibrado vetorial complexo de posto 1, podemosescrever c (OPn(1)) = 1 + c1 (OPn(1)), o que, substituindo na expressão acima fornece
c (OPn(1)n+1) =c (OPn(1))n+1

= (1 + c1 (OPn(1)))n+1
=1 + c1 (OPn(1)) + . . .+ (n+ 1j + 1

)c1 (OPn(1))j+1 + . . .+ c1 (OPn(1))n+1 .(6.21)Utilizando a definição de OPn(k ), segue que:
OPn(k ) = OPn(1)⊗ . . .OPn(1)

onde o produto tensorial é formado por k fatores. De modo que
c1 (OPn(k )) = kc1 (OPn(1)) (6.22)

ou seja, podemos escrever
c (OPn(k )) = 1 + c1 (OPn(k )) = 1 + kc1 (OPn(1)) . (6.23)

Além disso, como TPn(− logD) tem estrutura de fibrado vetorial complexo de posto n,podemos escrever
c (TPn(− logD)) = 1 + n−1∑

j=0 cj+1 (TPn(− logD)) (6.24)
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Agora, substituindo 6.21, 6.23 e 6.24 em 6.20, obtemos:

c (OPn(1)n+1) =c (TPn(− logD)) c (OPn(k ))
1 + n∑

j=0
(n+ 1j + 1

)c1 (OPn(1))j+1 =1 + n−1∑
j=0 cj+1 (TPn(− logD)) (1 + kc1 (OPn(1)))

1 + n∑
j=0
(n+ 1j + 1

)c1 (OPn(1))j+1 =1 + n−1∑
j=0 cj+1 (TPn(− logD)) +

+k n−1∑
j=0 cj+1 (TPn(− logD)) c1 (OPn(1)) + kc1 (OPn(1)) =⇒

n∑
j=0
(n+ 1j + 1

)c1 (OPn(1))j+1 = n−1∑
j=0 cj+1 (TPn(− logD)) + k n−1∑

j=0 cj+1 (TPn(− logD)) c1 (OPn(1)) +
+kc1 (OPn(1)) =⇒n−1∑

j=0 cj+1 (TPn(− logD)) = n∑
j=0
(n+ 1j + 1

)c1 (OPn(1))j+1 − k n−1∑
j=0 cj+1 (TPn(− logD)) c1 (OPn(1))−

−kc1 (OPn(1)) . (6.25)Utilizando o produto de classes de Chern induzido pelo produto exterior de formas,analisaremos alguns dos termos da igualdade obtida acima:
• Para q = 0, estamos interessados em procurar as 1-formas presentes na igual-dade. Do lado esquerdo, temos c1 (TPn(− logD)). Já do lado direito, as 1-formaspresentes são: o termo quando j=0 no primeiro somatório, (n+11 )c1 (OPn(1)) e o termo−kc1 (OPn(1)). Ou seja, temos:

c1 (TPn(− logD)) =(n+ 11
)c1 (OPn(1))− kc1 (OPn(1))

=(n+ 11
)c1 (OPn(1))− (n+ 10

)kc1 (OPn(1)) , (6.26)
• Para q=1, procuraremos 2-formas. Do lado esquerdo, temos c2 (TPn(− logD)).No lado direto, temos 2-formas presentes nos dois somatórios. Estas 2-formas são(n+ 12

)c1 (OPn(1))2 e −kc1 (TPn(− logD)) c1 (OPn(1)). Deste modo, segue que:
c2 (TPn(− logD)) = (n+ 12

)c1 (OPn(1))2 − kc1 (TPn(− logD)) c1 (OPn(1)) (6.27)
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Substituindo 6.26 em 6.27, temos:
c2 (TPn(− logD)) =(n+ 12

)c1 (OPn(1))2 − kc1 (TPn(− logD)) c1 (OPn(1))
=(n+ 12

)c1 (OPn(1))2 − k [(n+ 11
)c1 (OPn(1))− kc1 (OPn(1))] c1 (OPn(1))

=(n+ 12
)c1 (OPn(1))2 − k(n+ 11

)c1 (OPn(1))2 + k2c1 (OPn(1))2
=k0(n+ 12

)c1 (OPn(1))2 − k(n+ 11
)c1 (OPn(1))2 + k2(n+ 10

)c1 (OPn(1))2
= [k0(n+ 12

)− k(n+ 11
)+ k2(n+ 10

)] c1 (OPn(1))2
= 2∑

j=0
(n+ 12− j

)(−1)jk j c1 (OPn(1))2
(6.28)

• No caso geral, fazendo de maneira recursiva, temos, para l ∈ {1, . . . , n}
cl(TPn(− logD)) =  l∑

j=0
(n+ 1l− j

)(−1)jk j c1 (OPn(1))l

6.2 Teorema 3 - Aplicação em folheações projetivas

Teorema 6.1. Seja D ⊂ Pn uma hipersuperfície suave e irredutível e F uma folheação dedimensão 1 em Pn com singularidades isoladas (não-degeneradas) e logarítmica ao longode D. Então, as seguintes propriedades são válidas:
1. Se n é impar, então:

a) #[Sing(F) ∩ Pn \ D] > 0⇐⇒ deg(D) < deg(F) + 1
b) #[Sing(F) ∩ Pn \ D] = 0⇐⇒ deg(D) = deg(F) + 1

2. Se n é par, então:
a) #[Sing(F) ∩ Pn \ D] > 0⇐⇒


deg(D) 6= deg(F) + 1oudeg(D) = deg(F) + 1 com deg(F) 6= 0
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3. Em geral, vale a fórmula

#[Sing(F) ∩ Pn \ D] = n∑
i=0 (−1)i (deg(D)− 1)i deg(F)n−i (6.29)

Demonstração. Sejam deg(D) = k e deg(F) = d. Assim, temos, pelas propriedades dasclasses de Chern:∫
Pn cn (TPn(− logD)− TF) =∫

Pn
n∑
i=0 cn−i (TPn(− logD)) c1 (−TF ∗)i

= n∑
i=0
∫
Pn cn−i (TPn(− logD)) c1 (−TF ∗)i . (6.30)

Substituindo a expressão obtida no Lema 6.3 em 6.30, segue que:∫
Pn cn (TPn(− logD)− TF) = n∑

i=0
∫
Pn

 n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−1)jk j c1 (OPn(1))n−i c1 (TF ∗)i
= n∑

i=0
 n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−1)jk j∫
Pn c1 (OPn(1))n−i c1 (TF ∗)i .

(6.31)Por outro lado, o fibrado tangente TF de uma folheação em Pn é tal que TF = OPn(1−d).Com isso, temos c1(TF) = c1(OPn(1− d)) = (1− d)c1(OPn(1)). O que implica em
c1 (TF ∗) =(−1)c1(TF)=(−1)(1− d)c1(OPn(1))=(d− 1)c1(OPn(1)). (6.32)

Substituindo 6.32 em 6.31 e utilizando o fato de que ∫Pn c1 (OPn(1))n = 1 (HUYBRECHTS,2005), segue que∫
Pn cn (TPn(− logD)− TF) = n∑

i=0
 n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−1)jk j∫
Pn c1 (OPn(1))n−i c1 (TF ∗)i

= n∑
i=0
 n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−1)jk j∫
Pn c1 (OPn(1))n−i [(d− 1)c1(OPn(1))]i

= n∑
i=0
 n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−1)jk j (d− 1)i ∫
Pn c1 (OPn(1))n

= n∑
i=0

n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−k j )(d− 1)i.
(6.33)
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Por hipótese, as singularidades de F são não degeneradas, então, o número#[Sing(F) ∩ Pn\D] corresponde à soma dos números de Milnor dos pontos singularesde F em Pn\D, uma vez que como as singularidades são não degeneradas, para todop ∈ [Sing(F) ∩ Pn\D, tem-se: µp (F) = 1.
Além disso, como as singularidades de F são isoladas, segue que IndlogD,x (F) = 0para cada x ∈ D. Assim, pelo Teorema 4.2

# [Sing(F) ∩ Pn\D] = ∑
p∈Sing(F)∩(Pn\D) µp (F)

= ∫
Pn cn (TPn(− logD)− TF)

= n∑
i=0

n−i∑
j=0
( n+ 1n− i− j

)(−k j )(d− 1)i
(6.34)

Dada a equação acima, o resultado segue da análise feita no Lema 6.2.
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