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Resumo

SILVA, Jefferson Barbosa Amorim, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2020. Férmulas residuais para folheacdes logaritmicas e aplicacées. Orientador: Diogo
da Silva Machado.

Nesta dissertacéo, sequindo o trabalho de M. Corréa e D. Machado (CORREA: MACHADO,
2019), vamos abordar o problema de encontrar versoes do Teorema Baum-Bott para
folheacbes logaritmicas ao longo de um divisor. Vamos considerar os casos em que a
hipersuperficie D, que compactifica a variedade ambiente, seja uma hipersuperficie suave e

também o caso tenha singularidades do tipo cruzamento normal. Também consideraremos

o estudo das folheacées projetivas logaritmicas.

Palavras-chave: Folheacoes logaritmicas. Teorema Baum-Bott. Teorema de Poincaré-Hopf.



Abstract

SILVA, Jefferson Barbosa Amorim, M.Sc,, Universidade Federal de Vicosa, February, 2020.
Residue formulas for logarithmic foliations and applications. Advisor: Diogo da Silva
Machado.

In this work, following the work done by M. Corréa e D. Machado (CORREA; MACHADO,
2019), we address the problem of finding versions of the Baum-Bott Theorem for logarithmic
foliations along a divisor. We'll consider the cases in which the divisor D is an smooth
hypersurface and also when D has normal crossing singularities. The study of projective

foliations is also considered.

Keywords: logarithmic foliations. Baum-Bott theorem. Poincaré-Hopf theorem.



Sumario

Introducdo . . . . . . L L e e e e e e e e e e e e e e e 8
| Preliminares 11
1 O indice de Poincaré-Hopf, o nimero de Milnor e o residuo de Grothendieck 12
11 Indice de Poincaré-Hopf . . . . . . . ... ... 12
12 Numero de Milnor . . .. . . .. . 26
13  Relacao entre o (ndice de Poincaré-Hopf e o nimero de Milnor . . . . . .. 32
14 Residuo de Grothendieck . . . .. ... ... ... ... .. ... .. ... ... 43
2 Teoria Chern-Weil de classes caracteristicas . . . . . . ... ... ..... 52
271 Fibrados vetoriais . . . . . . . ... 52
22 Classes de Chern . . . . . . . . .. . /3
Il Resultados Principais 99
3 Introducdo. . . . . .. e e e e e e e 100
3.1 Folheacdes holomorfas de dimensao 1 . . . ... ... ... ... ... ..... 100
32 O teorema Baum-Bott . . . ... ... 101
3.3 Formas logaritmicas e campos vetoriais logaritmicos . . ... ... ... ... 102
34 dndice GSV .. 102
35 ndice Logaritmico . . . . . ... ... 103
4 Hipersuperficiesuave . . . . . . . . . . ... e e 105
41 Resultados preliminares . . . . ... .o 105
42 Teorema 1. . . . . 110
5 Folheacio logaritmica ao longo hipersuperficie do tipo cruzamento normal112
51 Resultados preliminares . . . . ... ..o 112
52 Teorema 2. . . . . 120
53 Corolédrio 1 - Um teorema do tipo Poincaré-Hopf . . ... ... ... ... .. 121
6 Aplicacao - Folheacdes projetivas dedimensao 1 . . . . . ... ...... 123
0.1 Resultados preliminares . . . . . . . ... 123
0.2 Teorema 3 - Aplicacdo em folheacoes projetivas . . . .. ... ... ... ... 130

Referéncias . . . . . . . . e 133



Introducdo

Na literatura matematica, dentre os resultados cldssicos de topologia e geometria,
os teoremas Gauss-Bonnet e de Poincaré-Hopf, juntamente com suas aplicacoes e seus

desdobramentos figuram entre os resultados mais destacados nessas areas.

Dado uma variedade complexa compacta X de dimensdo n, a férmula Gauss-Bonnet
provada por S.S Chern em (CHERN, 1944) estabelece a sequinte relacao entre o nimero

top de Chern do fibrado tangente 7 X e a caracteristica de Euler da variedade X:

/cn(TX) = x(X). (Gauss-Bonnet)
X

Atualmente, sdo conhecidas versoes desta férmula para alguns casos em que a
variedade X ndo é compacta. Y. Norimatsu (NORIMATSU et al, 1978), R. Silvotti (SILVOTTI,
1995) e P. Aluffi (ALUFFI, 1999) obtiveram versdes da férmula Gauss-Bonnet para variedade
nao compacta, cuja compactificacdo é dada por um divisor analitico do tipo cruzamento
normal. Mais recentemente, M. Correa e colaboradores (CORREA et al, 2) provaram uma
versao desta férmula para o caso em que a compactificacdo é determinada por um divisor

analltico com singularidades isoladas.

Por outro lado, um dos conceitos mais elementares na teoria de campos de vetores
é o de (ndice do campo. Neste contexto, o Teorema de Poincaré-Hopf estabelece que a
soma total dos {ndices de um campo sobre uma variedade compacta é independente deste
campo e coincide com a caracter(stica de Euler da variedade. Mais especificamente, dado
um campo de vetores holomorfo v, com singularidades isoladas, sobre uma variedade

complexa compacta X, a féormula de Poincaré-Hopf estabelece a sequinte relacdo:

x(X) = E Ind(v, p) (Poincaré-Hopf)

pESing(v)
onde Ind(v, p) denota o (ndice do campo v no ponto p e Sing(v) denota o conjunto dos
pontos singulares do campo v. Também sé@o conhecidas algumas versdes do Teorema

de Poincaré-Hopf para o caso de variedades ndo compactas (ver (CORREA; MACHADO,
2019),(CORREA et al, 2)).

Num contexto mais geral, com folheacdes holomorfas de dimensao 1 no lugar
dos campos de vetores, P. Baum e R. Bott (BAUM; BOTT, 1972) realizaram um trabalho
ploneiro para a teoria de res{duos de singularidades de uma folheacao holomorfa definida
em uma variedade complexa compacta. Neste trabalho, encontraram uma relacao entre
a soma dos residuos das singularidades de uma folheacao holomorfa F, definida sobre

uma variedade complexa X, compacta e as classes caracter(sticas do feixe normal de F.
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Mais precisamente, dada uma variedade compacta X de dimenséo n e F uma folheacéo

holomorfa sobre X de dimensao 1, com singularidades isoladas, temos:

/ G (TX=TF) = >  p(F) (Baum-Bott)
X

peSing(F)
onde TF e p,(F) denotam, respectivamente, o fibrado tangente de F e o nimero de

Milnor de F em p.

Mais recentemente, M. Corréa e D. Machado (CORREA; MACHADO, 2019) estuda-
ram o problema de encontrar versoes do teorema Baum-Bott para variedades complexas
nao compactas. Especificamente, consideraram a seguinte questao: considerando-se varie-
dades complexas ndo compactas, como expressar a soma dos residuos de Baum-Bott em
termos das classes caracteristicas do feixe normal da folheacdo? Tomando variedades nao
compactas no sentido de litaka (IITAKA, 1970), isto é, variedades complexas que podem
ser compactificadas com a adicao de um divisor D, estes autores obtiveram versdes do
Teorema de Baum-Bott para o caso em que D tem singularidades do tipo cruzamentos
normais. Também mostraram que a soma dos residuos de Baum-Bott sdo dados em termos
das classes caracteristicas do feixe tangente de F e do feixe tangente logaritmico de D.

Neste caso, temos por hipdtese que a folheacdo F ¢é logaritmica ao longo de D.

Estas versdes do Teorema de Baum-Bott foram aplicadas ao estudo de folheacdes
logaritmicas em espacos projetivos complexos. Neste contexto, estes autores obtiveram as
condicoes necessdrias e suficientes para que todas as singularidades de tais folheacoes
ocorram na hipersuperficie analitica invariante. Estas condicoes foram dadas em termos

do grau da folheacdao F e do grau da hipersuperficie D.

Nesta dissertacdo, sequindo o trabalho de M. Corréa e D. Machado (CORREA:;
MACHADO, 2019), vamos abordar o problema de encontrar versoes do Teorema Baum-Bott
para folheacdes logaritmicas ao longo de um divisor. Vamos considerar os casos em que o
divisor D que compactifica a variedade ambiente, seja uma hipersuperficie suave e também
o caso tenha singularidades do tipo cruzamento normal. Também consideraremos o estudo

das folheacoes projetivas logaritmicas.

Este trabalho de dissertacao é subdividido em duas partes. Na primeira parte (Parte
), que visa o desenvolvimento de um contetido preliminar, vamos discorrer sobre alguns
tdpicos inicliais que serao necessarios para compreensao do presente trabalho. Nesta
primeira parte, iremos dar definicdes e apresentar algumas propriedades importantes da
teoria, que julgamos ser necessdrias considerar. Em resumo, abordaremos os seqguintes
topicos: o (ndice de Poincaré-Hopf, o niimero de Milnor, o residuo de Grothendieck e
a relacdo entre estes trés importantes conceitos. Finalizando esta primeira parte da
dissertacao, faremos uma introducao da Teoria Chern-Weil de Classes Caracteristicas,
sendo que para tal consideraremos um estudo introdutério sobre fibrados vetoriais e

também sobre as classes de Chern. Lembrando que esta primeira parte da dissertacao,
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visa fornecer os pré-requisitos e a devida contextualizacao para o desenvolvimento geral

do trabalho.

Na seqgunda parte da dissertacao (Parte Il), apresentaremos com detalhes os
resultados demonstrados por M. Corréa e D. Machado (CORREA; MACHADO, 2019).
Inicialmente apresentaremos algumas definicoes e resultados adicionais, tais como: O
(ndice GSV, que é uma generalizacao do {ndice Poincaré-Hopf; formas e campos vetoriais
logaritmicos; folheacoes holomorfas de dimensao 1. Enunciaremos também o Teorema
Baum-Bott, que é tema central desta dissertacdo. Em seguida, passaremos a demonstracao
de trés teoremas, em todos os casos, estes serdo acompanhados de definicoes e resultados
necessarios. O Teorema 4.2, considera o caso em que o divisor D, que compactifica a
variedade ambiente, é uma hipersuperficie suave. Ja o Teorema 5.1, considera o caso em
que D é uma hipersuperficie do tipo cruzamento normal. Além disso, como consequéncia
do Teorema 5.1, serd apresentado um teorema do tipo Poincaré-Hopf para variedades nao
compactas, que relaciona a caracter(stica de Euler da variedade com a soma do nlimero
de Milnor das singularidades de uma folheacdo de dimensédo 1 (definida globalmente por
um Unico campo de vetores). Aplicando os resultados anteriores, o Teorema 0.1 apresenta
uma caracterizacao para que uma hipersuperficie D contenha todas as singularidades de

uma folheacao projetiva logaritmica ao longo de D.



Parte |

Preliminares
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1 O indice de Poincaré-Hopf, o nimero de Mil-

nor e o residuo de Grothendieck

O objetivo deste capitulo é apresentar e demonstrar algumas propriedades de
trés conceitos matematicos que, apesar de aparentemente ndo estarem relacionados, por
serem definidos de maneiras distintas, séo iguais. Estes sdo o indice de Poincaré-Hopf, o

numero de Milnor e o residuo de Grothendieck.

Primeiramente, falaremos sobre o indice de Poincaré-Hopf de uma aplicacao.
Para defini-lo, inicialmente falaremos do Teorema de Sard, que garante a abundancia de
valores regulares de uma aplicacao diferencidvel, o que permite o cdlculo do grau de uma
aplicacéo diferencidvel em um ponto regular. Como o grau independe do ponto regular
tomado, pode-se definir o grau de uma funcao como sendo o grau desta em um ponto
regular qualquer. De posse do conceito de grau de uma aplicacdo passamos a definicao
do i(ndice de Poincaré-Hopf e a demonstracao de algumas propriedades que este {ndice
satisfaz. Também trataremos de uma caracterizacao para o calculo do {ndice em termos

do numero de raizes desta funcao em uma dada vizinhanca.

Em sequida, voltaremos nosso foco para o numero de Milnor de uma aplicacao em
um ponto, o qual é definido algebricamente, como a dimensao de uma algebra quociente.
Uma vez devidamente introduzido este conceito, apresentaremos as Aplicagbes Pham, que
sao de extrema importancia na demonstracao da igualdade entre o niimero de Milnor e o
(ndice de Poincaré-Hopf. Feito isso, apresentaremos a demonstracao da igualdade entre o

(ndice de Poincaré-Hopf e o ndmero de Milnor.

Finalmente, discutiremos sobre o residuo de Grothendieck. Este pode ser visto como
uma generalizacao, para dimensoes maiores, do residuo de Abel de funcdes meromorfas.
Além de defini-lo, apresentaremos uma caracterizacao para o cdlculo assim como algumas
propriedades interessantes do residuo. A principal delas nos diz que para uma aplicacao
f, o restduo de Grothendieck do determinante jacobiano, det(/f) relativo a f coincide com

o niimero de Milnor de f e, consequentemente, com o (ndice de Poincaré-Hopf.

1.1 Indice de Poincaré-Hopf

Esta secao é dedicada a definicéo e estudo do indice de Poincaré-Hopf de uma
aplicacao holomorfa em um ponto p. Definido como o grau da aplicacdo de Gauss desta
aplicacdo em p, este conceito aparece no Teorema de Poincaré-Hopf o qual relaciona a
caracter(stica de Euler de uma variedade compacta com a soma do {ndice de Poincaré-Hopf

das singularidades isoladas de um campo de vetores sobre esta variedade.
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O Teorema de Sard e o grau de uma aplicacdo

Comecamos falando sobre o Teorema de Sard. De maneira informal, este teorema
nos diz que, dada f uma aplicacdo de classe C', o “tamanho” conjunto de valores singulares
de f é "muito pequeno”. Devido a esse fato, é garantida a abundancia de pontos requlares

no dominio de f.

Teorema 1.1 (Sard). Seja U C R™ um subconjunto aberto e f : U — R" uma aplicagdo de

classe C'. Denote por ¥ o conjunto dos pontos singulares de f, ou seja,
L= {peU: posto(f'(p)) < n}

Entéo, a imagem f(X) C R" tem medida nula.

Demonstracdo. Ver em (JUDICE, 2012) ]

Corolario 1.1.1 (Teorema de Brown). Sejam X e Y variedades de classe C' e f: X — Y
uma aplicacdo de classe C'. Entéo, o conjunto de valores regulares de f, Y\ f(L) é denso

em Y

Demonstracgdo. Pelo Teorema 1.1, temos que f(X) tem interior vazio em Y. Deste modo,
dados y € Y e € > 0, temos que B(y, ) ¢ f(X), ou seja, existe yo € Y \ f(X) tal que

Yo € B(y, €). Portanto, Y\ () = Y e estd demonstrado o resultado. O

Falaremos agora sobre variedades orientaveis.

Seja E um espaco vetorial real de dimenséo finita. Dadas duas bases orientadas
de £

a={ay,...,a,} e B={b1,.... by}

definimos a sequinte relacéo de equivaléncia:
B
a~PB > det(ll]}) >0,
onde [/]? é a matriz de mudanca de base de B para a. Considerando o conjunto
B={B: B ¢é uma base orientada de E}

, entdo, tem-se o quociente B/N. Este quociente possui apenas duas classes de equivaléncia,

chamadas de orientacdio.

Fixada uma base f3, diremos que as bases a € Btal que a ~ B definem a mesma
orientagdo que . ]J& as bases y € B tais que y 4 B definem a orientagéo oposta a

orientacao de B. Denota-se uma orientacao por O.

Definicdao 1.1.1. Um espaco vetorial orientado é um par (£, Q) onde @ é uma orientacao

em E. Neste caso, as bases pertencentes a O serdo chamadas de bases positivas.
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Observacao 1.1.1. Para o espaco R”, consideraremos a orientacdo positiva, sendo a

orientacao definida pela base candnica

B={e. . . e}
onde e; =(1,0...,0),e,=(0,1,0,...,0),...,e,=(0,...,0,1).

Definicao 1.1.2. Sejam E, F espacos vetoriais de mesma dimensao, orientados. Dizemos
que um isomorfismo [ : E — F preserva orientacéo quando T leva bases positivas de £
em bases positivas de F, ou seja, quando det ([T]g) > 0, onde a e B sdo bases positivas

de E e F, respectivamente. Caso contrario, dizemos que T inverte orientacdo.

A definicdo de um isomorfismo preservar orientacao, induz a definicao de quando
um difeomorfismo preserva orientacdo. Sejam X e Y variedades diferencidveis com atlas
maximais {U,, o} e {Vg, Bg}, respectivamente. Para cada p € U,, consideraremos a
orientacdo positiva em 7,X a orientacdo determinada pela base {(/,(p) - er, ..., Y,(p) - en}.
Da mesma maneira, para q € Vg a orientacdo positiva tem 7,Y sera a orientagao

determinada pela base {Q;j)(q) e, ..., 0(q) en}.

Definicao 1.1.3. Sejam X e Y variedades diferencidveis. Um difeomorfismo ¢ : X — Y é
. o . ) : . oy
dito preservar orientacdo quando para todo p € X o isomorfismo ¢'(p) : T,X — Ty Y

preserva orientacdo, onde as orientagoes positivas em 7,X e Ty, Y sao as tomadas acima.

A orientacao de uma variedade X é induzida pela orientacao do espaco vetorial
tangente, 7,X em cada ponto p € X e pelo isomorfismo induzido pela derivada das cartas

locais conforme veremos a sequir.

Definicao 1.1.4. Seja X uma variedade conexa. Dizemos que X é orientdvel quando para
cada p € X, pode-se tomar uma orientacdo para o espaco tangente 7,X de modo que
exista uma vizinhanca U de p em X e um difeomorfismo ¢ : U — V, onde V = ¢(U) C R”

que preserva orientacao.

Definicao 1.1.5. Sejam X e Y variedades. Uma aplicacdo continua f : X — Y é dita

prépria quando f~'(K) C X é compacto sempre que K C Y for compacto.

Definicdo 1.1.6. Sejam X e Y variedades orientdveis, ambas de dimenséo n, Y conexa e
f: X — Y uma aplicacdo de classe C' prépria. Dado a € X ponto reqular de f, o sinal
de f'(a), denotado por sgn(f’(a)) é definido por:
, +1, quando f'(a) preserva orientacao

sgn (f (C/)) =

—1, quando f’(a) inverte orientacdo

Dado g € Y valor reqular de f, definimos o grau de f em g, denotado por deg(f, g) como
sendo:

deg(f; q) = Z sgn (f'(a))

acf~Y(q)
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Observacao 1.1.2. O grau de uma aplicacédo f em um valor reqular g estd bem definido
e é um ndmero inteiro. De fato, sendo f uma aplicacao prépria e {g} um subconjunto

compacto de Y, temos que f~'(q) é finito.

A pergunta que surge imediatamente apds esta definicao é: O grau de f varia
quando variamos o valor regular g7 O préximo teorema nos garante que o grau independe

do valor regular tomado.

Teorema 1.2. Sejam X, Y variedades orientdveis de mesma dimenséo, sendo Y conexa e
f: X — Y uma aplicacdo de classe C', propria. Entéo, o grau de f é o mesmo, qualquer

que seja o valor regular g € Y.
Demonstracgdo. Ver em (LIMA, 1999) O

Em virtude do Teorema 1.2, pode-se fazer a sequinte definicao:

Definicao 1.1.7. O grau de uma aplicacéo f : X — Y é dado por

deg(f) = deg(f; q)
onde g € Y é um valor regular de f.

Com o objetivo de demonstrar alguns propriedades do (ndice de Poincaré-Hopf,
definiremos o que conceito de homotopia entre aplicacées e enunciaremos dois resultados
(Teorema 1.3 e Proposicao 1.1.1) que serdo Uteis para demonstrar que o (ndice de Poincaré-

Hopf estd bem definido, assim como uma caracterizacao para seu calculo.

Definicao 1.1.8. Sejam f,g : X — Y aplicacoes entre variedades. Uma aplicacdo
F:[0,1] x X — Y é homotopia de classe C' entre f e g quando F é classe C' e va-

lem:

F(0,x) = f(x) VxeE X
F(1,x) = g(x) ¥x e X.

Quando existe uma homotopia de classe C' entre f e g, dizemos que f é suavemente

homotdpica ¢ g.
Teorema 1.3. Se f é suavemente homotdpica ¢ g, entéo
deg(f) = deg(g).

Demonstracgdo. Ver em (MILNOR; WEAVER, 1997) O
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Proposicao 1.1.1. Seja X uma variedade de dimensdo n + 1 compacta, orientdvel com
bordo, denotado por 0X e Y uma variedade compacta orientdvel. Considere f: 90X — Y
uma aplicacdo de classe C' propria. Se f admite uma extenséo F : X — Y de classe C',

entdo, deg(f) = 0.

Demonstracgdo. Ver em (MILNOR; WEAVER, 1997) O

O indice de Poincaré-Hopf

Partiremos agora para a definicdo do (ndice de Poincaré-Hopf. Para o que seque,

considere a seguinte norma em C"” para cada z = (z;,...,z,) € C"

Definicao 1.1.9. Seja p € C". Um germe (suave, holomorfo) em p é uma classe de

equivaléncia de aplicacdes (suaves, holomorfas) definida pela relacao:
f~g < JUCC" U aberto,p € U tal que fly = g|u

ou seja, f ~ g quando existe uma vizinhanca de U de p tal que f, g coincidem quando

restritas a esta vizinhanca. Denotaremos o germe de f em p por:
f(C"% p) = (C".q)
onde g = f(p).

Observacao 1.1.3. Dado um germe f : (C", p) — (C", g), pode-se, sem perda de ge-
neralidade, considerar f(p) = g = 0 € C". Neste caso, diremos que p é uma raiz de
f

Definicao 1.1.10. Seja f : (C";p) — (C";0) o germe de uma aplicacao holomorfa com
f~1(0) = {p}. O indice de Poincaré-Hopf de f em p, denotado por Z,(f), é o grau da
aplicacao

f

752 ey = i (1.1)

onde S2"~'(p) é a esfera de raio € > 0 e centro p e S7"~' a esfera unitéria centrada na

origem.

Observacdo 1.1.4. Na definicdo acima, como /~'(p) = {0}, temos que existe um € > 0

suficientemente pequeno tal que a definicao do (ndice faca sentido, ou seja

If(x)| 0, Vxe& S (p).
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A proposicéo abaixo garante que o {(ndice de Poincaré Hopf independe do € tomado,

desde que o {ndice esteja bem definido.

Proposicao 1.1.2. O indice de Poincaré-Hopf independe do € > 0 tomado.

f
Demonstragdo. Sejam €1 > €, > 0 dois valores para os quais deg | — | esteja definido

1]
e considere as aplicacdes:
f 2n—1 2n—1
@ =i Sip) = S
f 2n—1 2n—1
BZmngz (p) — ST

Mostremos que deg(a) = deg(p).

Sejam Blp, €1] e B|p, €] as bolas fechadas centradas em p de raio & e &, res-
pectivamente. Estas bolas sao variedades orientaveis. Consideraremos como orientacdo

positiva para as bolas, a orientacdo em que o vetor normal aponta para fora.

Figura 1 — Variedade X = Bp, &1]\ Blp, €]

Considere a variedade X dada por X = Blp, &1]\ B|p, €,] representada na Figura
1.1. Neste caso, X é uma variedade compacta orientdvel, uma vez que ambas B[p, &/] e

Blp, &;] o séo.

Agora, olhando para a fronteira de X, tem-se que, X = 551”*1(/9)US§;*1 (p) também
é uma variedade orientdvel, com a orientacdo induzida das bolas fechadas em questao.
Tal orientacao é definida como sendo a orientacdo positiva em Sé””(p) e a orientacao

negativa em S;’H (p), ou seja, estas orientacdes sdo opostas.

Assim, a aplicacao:
f
g———| | 10X — S
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estd bem definida e além disso, pode ser estendida de maneira natural a X,

G = ﬁ:xe St

Deste modo, pela Proposicéo 1.1.1, tem-se que deg(g) = 0. Porém, por um lado,

n—1

para y € S;°"" valor reqular de g, tem-se deq(g, y) = deg(g) = 0. Por outro lado, pela

definicao de grau de uma aplicacao,

deg(g.y) = ) sqn(g'(x)).

xeg~(y)

Decompondo g~ '(y) N X como seque
g (y)noX =[g7(y) N S (P U g~ (y) N SZ(p)] -

e denotando

|30C|€IT]OS escrever

deg(g,y) =) sgn(g'(x)) + ) sgn(g/(x))

xeM xeN
- Z sgn(a’(x)) — Z sgn(B’(x))
xeM xeN

onde o sinal negativo seque das orientacoes opostas de 551”_1(/3) e 555‘1(/3). Assim, segue

que
> sgn(@(x) = ) sqn(B'(x))
xeay) xeB )
deg(a, y) =deg(B, y)
deg(a) =deg(B)
ou seja, o (ndice independe do € tomado. O]

A primeira propriedade que o i{ndice de Poincaré-Hopf satisfaz, que sera demons-
trada diz que se f é o germe de um biholomorfismo, entdo, Z, (f) = 1. Lembrando que
uma aplicacdo é um biholomorfismo quando ela é holomorfa e possui inversa também

holomorfa. Antes de demonstramos esta propriedade, precisamos do sequinte lema.
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Lema 1.1. Seja U C C" um subconjunto convexo, p = (p1, - . ., pn)eUeq¢:U—Cuma

fungdo holomorfa. Entdo, existem funcées holomortas g1, . . ., g,: U — C tais que:

= dlp)+ ) g,(2)(z
j=1

do

Além disso, g;(p) = a(p).
j

Demonstragdo. Fixado z € U, como U é convexo, tem-se que a aplicacéo
h:[0,1—C
t — h(t) = o(p + t(z = p))
estd bem definida e pela regra da cadeia:

h'(t) = g(/

Jj=1

(p + t(z — p))(z; — py)

Além disso, pelo Teorema Fundamental do Calculo, tem-se que:

1
o(z) — ¢(p) = h(1) — h(0) = /o h'(t)dt

e assim, seque que:

1
o) =001+ [ 2 5240+ e = iz~ py

\
_\

n 1
#2) = otp)+Y_ [ (2/ -+ tlz = pi ) (2~ )

j=r 70 A0
b2) = ¢p)+ ) gil2)z;— p))
j=1

onde a ultima igualdade seque fazendo:
' o¢
o= | G2 b+ tle = pat.
Finalmente, tem-se:

do

‘o ! d
9p) = [ 5tp+ ttp = piae = [ Sipiat = 2

Proposicao 1.1.3. Seja f : (C”, p) — (C",0) o germe de um biholomorfismo. Entéo,

() =1.
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Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos considerar p = 0 € C". Neste caso,

a derivada de f em 0 é dada por:

f(tz)

f _f
£(0)- 7 = lim 02 = 1Oy
t—0 t t—0

Agora, defina
f(tz)
F(z, t) = t
f'(0)-z , para t=0.

,para 0 < t <1

Cada funcao coordenada de F(z, t) é dada por

fi(t
(tz) ,para 0 < t <1
Filz, t) = 1 Zof, 1.2
24 Za—ZI(O) -z; ,parat=0. 12
=1

Vamos aplicar o Lema 1.1 em cada funcao coordenada F;(z, t) para encontrar a

expressao
n n
Flz.t)= ) gult2)z,....) qultz)z vt €10, 1]
j=1 j=1
ou, equivalentemente, encontrar para cada i =1,...,n,
n
=) gyltz)z;  Vre01] (1.3)

Com efeito, para ty = 0, a igualdade 1.3 é equivalente a

n

Filz. to)) = Filz.t) = ) gy(t2)z; <= Fi(z,0) = ZJU (1.4)
Jj=1

e pelo Lema 1.1,

Fi(z Zgu 0)z; &= Fi(z,0) = Z@z
j

j=1 j=1

Logo, para typ = 0, temos que 1.3 é valida, ou seja,

Agora, para tp # 0 (0 < t, < 1). Vejamos que 1.3 é valida, ou seja, vejamos que
n

Fi(z, ty) = E gij(toz)z;. De fato, considerando a aplicacao auxiliar a = (a4, ..., @), dada

j=1
por

O((l',Z) = ((X1(f,Z) ..... O(n(l',Z)) = (tol’Z1 ..... totZ”).
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Podemos tomar a composta
Hi(t, z) == (f; o a)(t, 2).

Pela Regra da cadeia:

d z (?fl dog
@—(Hi(tZ))—j_ @—Zj( (,z))W(t,z)
~of,
:ZT(tota,...,totzn) toz;
=1
— o, (ttoz) toz
= 5 0 0
= aZj /

Por outro lado, como t; # 0, seque da definicdo 1.4 que
fi(to2)
to
[f{toz) — £(0)
to
_[H(1, z) = Hi(0, )]
to

1

/aH‘ t, z)dt
ot

o

to

F[(Z, to) =

utilizando o Teorema Fundamental do Cdalculo. Agora, usando 1.5, obtemos:

n

/12(9{ (ttoz)toz,dt
0 - (32] 0 04

Fi(z, to) = o

n

—/1 Z a—fi(tt 7)z;dt
0 < 1 @Zj 0 /

= Z [/ ttoz)dt] 7

Z gij toZ

Logo,
i(z, ty) = ZJU (toz)z

Assim, como F(z, t) # 0 para todo t € [0, 1], a aplicacao

Flz, )
|z, ¢

(15)



Capitulo 1. O indice de Poincaré-Hopf o nimero de Milnor e o residuo de Grothendieck 22

f'(0)

— e ——— Assim,
[ 1F(0)]

é uma homotopia suave entre

1="1y (F'(0) =Zo(f).
O

Apesar de ser possivel calcular o grau de uma aplicacao, isto nem sempre é um
trabalho simples. A préxima proposicao fornece uma maneira alternativa para calcular o

(ndice de Poincaré-Hopf.

Proposicao 1.1.4. Dado f : (C", p) — (C",0) o germe de uma aplicagdo holomorfa, seja
€ > 0 tal que na bola Bg(p), o ponto p seja a unica raiz de f. Entdo, o i(ndice de

Poincaré-Hopf de f em p, é o nimero de pontos do conjunto
(o) N Be(p)

onde a é um valor reqgular de f suficientemente préximo de 0. Consequentemente, o (ndice

de Poincaré-Hopf é um ndmero inteiro positivo.

Demonstracdo. Denotando S = S2"~'(p), seja 0 = lgf [f| > 0. Tem-se que 0 > 0, pois p
é uma raiz isolada. Assim, para t € (0,1}, z € S e a valor reqular de f suficientemente

proximo de zero, vale

f(z) — ta] > |f(2)] — |ta] = & — t]a] > 0.

Deste modo, seque que f~'(ta) NS = @. De fato, suponha z € f~'(ta) N S, entao,
f(z) = ta de modo que |f(z) — ta| = 0, o que contradiz a inequacao acima. Portanto,
tem-se |f(z) — ta| + 0.

Assim, a aplicacao

F:Sx[0,1]—C"

f(z) — ta
b F(z, t) =
(Z )—) (Z ) |f(Z)—tO(|
, . 1 . ~ f(Z) —a (Z)
é uma homotopia de classe C' entre as aplicacoes e e pelo Teorema 1.3,
f(z) —al ~ [f(2)]
tem-se que
f f—a
T, (f) = deg m = deg m =1,(f —a) (1.6)
Considere agora {ai, ..., ar} = f'(a) N Be(p). Pode-se tomar esferas pequenas

o suficiente, centradas em cada «;, denotadas por 53”_1(0([), de modo que sejam duas a

duas disjuntas e tais que S5"~'(a;) N S2"(p) = 0.
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Sendo B.(p) uma bola centrada em p de raio suficientemente pequeno de modo que

a Unica solucdo para f(z) = 0 em B.(p) seja p, considere a sequinte variedade orientdvel
k
X = Be(p)\ | Bs ()
j=1

cujo bordo é a uniao disjunta

k
0X =S p)u | 1S5 e)
J=1

. - — , . . ~ .
Deste modo, a aplicacao ﬁ estd bem definida em dX e admite extensdo trivial
—a
7 . . f - a D 7 .
(ela propria) para X. Assim, pelo Teorema 1.1.1, deg ﬁ = 0. Porém, pela maneira
—a

que 0X foi tomado e considerando a orientacdo positiva, seque que

deg (ﬁ) T (f—a) =T (f—a)— ... —To (f — )

e assim
Ip(f—a) =1L, (f—a)+...+Iak(f—a)

Ip(f_ CY) =k

(1.7)

onde a Ultima igualdade segue do fato de que f —a é um biholomorfismo na vizinhanca de
a; para todo i € {1,...,k} e, consequentemente, Z,, (f — a) = 1. Finalmente, substituindo

1.6 em 1.7, tem-se:
I,(f)=Z,(f —a)=k

]

Exemplo 1. Seja f(z1, z0) = (2}, z1 + Z3). Primeiramente note que f~'(0) = {0}, uma vez

que f(z1,z2) = (0,0) implica em

z2=0
; = z1=2=0.
Z’]+22:0

Deste modo, dado o = (aq, &) valor regular de f, suficientemente préximo de (0, 0), tem-se
que Zy (f) é dado pelo niimero de solucées do sistema
2
3
Z1+ 75 = .

Assim, tem-se Zy (f) = 6, uma vez que a primeira equacao do sistema possui 2 solucoes

distintas e a segunda possui 3 solucdes distintas.
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Teorema 1.4. Seja X C C" uma variedade complexa suave, compacta, conexa e com bordo
tal que dimg X' = 2n. Considere f : U — C" uma aplicacéo holomorfa, onde U é um
dominio contendo X. Dado p € X \ 90X tal que, f(p) =0 e f~'(0)NdX = @, suponha que o
grau da aplicacdo
f
_ . 2n—1
(p—m.a)(—>51 (0)

seja k. Entdo, a equacgdo f = 0 tem um numero finito de solucées no interior de X e além

disso a soma dos (ndices de f nesses pontos é exatamente k.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que existam k + 1 pontos distintos no interior de
X, o1, ..., Qs satisfazendo f(a;) = 0. Pode-se tomar esferas suficientemente pequenas,
de raio 9; > 0 centradas em cada «;, duas a duas disjuntas tais que Sgl”q(oq) NaoX)=4.

Considere a variedade orientavel

_ k+1
X =X\ | Bs(a)
j=1
sua fronteira é a sequinte unido disjunta
k+1
oX =X U | [ JSF (o)
j=1

A aplicacdo ¢ : 90X — S7"71(0) dada por @ = — pode ser estendida suavemente

[l
Y = = f Y 2n—1 =
a todo X tomando como extensao a funcao m : X — 57771(0). De fato, esta extensao
ocorre pois os Unicos pontos onde poderia ndo estar definida, onde |f(z)| = 0, séo

f] N
os a;'s tomados inicialmente, os quais ndo pertencem a X. Assim, pela Proposicao 1.1.1,

deg(¢) = 0. Porém, considerando a orientacdo em X,

deg(®) =deg(p) — Lo, () — ... Ty, (f)
deg(¢) =Zo, (f) + ... Lo, (f)

Deste modo, tem-se que deg(®) > kK + 1, o que é um absurdo. Portanto, existem no
maximo k solucdes para a equacéao f = 0 e, além disso, a soma dos (ndices de f nesses

pontos é exatamente k. [

Com isto, obtemos o seguinte teorema, que serd muito importante mais adiante, o

qual apresenta a aditividade do (ndice de Poincaré-Hopf.

Teorema 1.5. Seja f : (C", p) — (C",0) um germe holomorfo e p uma raiz isolada de

f = 0. Considere a deformagdo holomortfa f, do germe f =ty dependendo do pardmetro
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complexo A. Entdo, a medida que A varia em uma pequena vizinhanca de 0, a raiz p se
decompdée em um numero finito de raizes de f, e a soma dos i(ndices de f, nestas raizes é

igual ao indice de fy em p.

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, p = 0 e tome uma bola 5B5(0) com
0 > 0 suficientemente pequeno tal que f nao possua raizes na esfera dB;(0). Seja 61 > 0

tal que se |A| < oy, entdo, f, ndo possui raizes na esfera dB;(0). Defina
inf  |fi(2)] = K > 0. (1.8)

[A]<0
2€0B5(0)

Dado € < K, existe 0, > 0 tal que quando |A] < 0, entédo
sup |f(z) — f,(2)] < e. (1.9)
9B5(0)

Seja 03 = min{d, 0,}. Neste caso, tem-se que, para |A| < 03, as aplicacoes

f

11 0B5(0) — 5" (0).

il

sdo homotdpicas. Porém, basta mostrar que elas sdo homotdpicas a ﬁ = I;_g\ Para isto,

considere:

¢(t,2) :[0,1] x 9B5(0) — S{"(0) (1.10)
(t,z) — o(t,z) = (1 — t)f + tf). |

Mostremos agora que ¢(t, z) = @(z) # 0 para todo t € [0, 1] e z € 9dB;(0). Suponha que

existam to €10, 1] e zp € 9B5(0) tais que ¢y, (z0) = 0. Deste modo

<:Dfo(zo) =0
(1 — to)f(Zo) + tof)\(Zo) =0
i
flz) =~ - *_f)(20) (1.11)
— t
Porém, neste caso, seque de 1.8, 19 e 1.11
{
e > |f(z0) = o)l = | == filzo) = (2o
{
= 1 —Ot ‘ ’f)\(ZO |
] (1.12)
= f
r— |£a(20)]
K
K
>1 4 >
4 -do. Por _ @ilz) , )
o que é um absurdo. Portanto, ¢(t, z) = ¢(z) + 0 e 2] é uma homotopia suave entre
t
f f)
— Consequentemente
75Tl
f
Iy (f I | Ia f)) 113
O() Ceg|f| Ceg|f)\ Z i )\ ( )
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onde a ultima igualdade seqgue do Teorema 1.4. O]

A sequir, definiremos quando dois germes de aplicacoes sao A-equivalentes. Germes
A-equivalentes serao importantes para a demonstracao da igualdade entre o entre o {ndice
de Poincaré-Hopf e o nimero de Milnor. Mostraremos que tanto o (ndice de Poincaré-Hopf

e o numero de Milnor sdo invariantes por A-equivaléncia.

Definicao 1.1.11. Sejam f, g : (C", p) — (C", 0) dois germes holomorfos. Dizemos que f e

g sao A-equivalentes quando existe um germe holomorfo A: (C”, p) — GL(n, C) tal que

Proposicao 1.1.5. Se f, g : (C", p) — (C",0) sdo A-equivalentes e f~'(f(p)) = {p}, entdo,

Demonstracdo. Utilizando o fato de que GL(n, C) é um subconjunto aberto, denso e conexo

de M(n,C), tome V C GL(n, C) uma vizinhanca de A(p). Assim, existe uma homotopia
suave G(z, t) tal que G(z,0) = A(z) e G(z, 1) = A(p). Deste modo,

flz) _ Alz)glz) | Alp)g(2)
70 ARG AP
identidade / é um elemento de GL(n, C), pode-se tomar um cammho suave em GL(n, C), y(t)

) o M09G) Alplgtz)
tal que v(0) = Alp) e ¥(1) = 1. Portanto, 22 APl

e, flnalmente, como a composicao de homotopias é uma homotopia, tem-se que

) g
72l T

¢ uma homotopia suave entre Agora, como a aplicacao

é uma homotopia suave entre
g(z)
1g(2)]

existe uma homotopia suave entre

e, consequentemente, Z,, (f) = Z, (g). [

1.2 Ndamero de Milnor

Falaremos agora sobre o ndmero de Milnor. O ndmero de Milnor é um invariante

algébrico do germe de uma funcao, muito importante na geometria algébrica.

Primeiros resultados
Antes de comecarmos, introduziremos algumas notacées:
e Denotaremos por O, o anel de germes holomorfos em p € C". Uma propriedade

importante deste anel é que ele é um anel local. Além disso, este conjunto também

tem estrutura de C-algebra;
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e O (Unico) ideal maximal de O, , serd denotado por M, e este pode ser descrito por:

M, ={he0O,,: h(p)=0}

e Dado um germe f : (C", p) — (CK,0), f = (f1,..., fi), denotaremos por i; o ideal em

O, , gerado por fy, ..., i, ou seja:
if = {/71f1 + ...+ h/<f/< : h[ € Op,n} = <f1: S fk>0/m

Definicao 1.2.1. Seja f : (C", p) — (C",0) um germe holomorfo. A dlgebra local de fem p

é a C-algebra quociente:
Op,n
Qr = —

%

Definicao 1.2.2. Seja f : (C", p) — (C", p) um germe holomorfo. O ndmero de Milnor de
fem p ou multiplicidade de f em p, denotado por p, (f), é a dimensdo de Q; como um

espaco vetorial complexo.

Observacao 1.2.1. Ao se tratar de germes holomorfos e o calculo do niimero de Milnor
em p = (p1,...,pn), podemos no preocupar apenas com os produtos das poténcias de
z1— p1, ..., 2, — pn. De fato, sendo f uma aplicacdo holomorfa, a mesma possui uma
representacdo sem séries de poténcia centrada em p. Assim, basta procurarmos quais
poténcias de zy — py, ..., 2, — p, Nao pertencem ao ideal i; e determinam classes de

equivaléncia distintas.

Exemplo 2. Considere f = (27,21 + 73), a mesma funcdo considerada do exemplo 1.

Calculemos agora o numero de f Milnor no ponto 0. Com efeito, neste caso, tem-se
2 3
f1 =Z1,f2 = Z —|—ZZ
e assim:
. 2 3
i =(zl,z1+2).

Como {z{"Z}* : ny,n, € N} é uma base para Oy, basta verificar quais sdo os elementos
desta base nao pertencem a is, pois esta serd uma base para Q;. Com isso em mente,

tem-se

e 7 € i;. Deste modo, todos os elementos que possufrem fator z; com poténcia maior

ou igual a 2, pertencerao a iy;
3 = N 22 = 21H—Ff €. D | -ior, el
® 21z; = z1(z1+25)—z7 = z11,—1f € i;. Do mesmo modo que o caso anterior, elementos

que forem multiplos de 7,73 serdo elementos de i

o X =2(z1+2)— 2z Eir.
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Feito isto, basta verificar, dentre os elementos {1,z,2,, z{, 212, 23, 2123, 23, 23}, quais

destes possuem a mesma classe de equivaléncia. Note que
e Ltz Eif = 2 =7
2 1 f ) T
o A =nn+z)=22+27 iy = 2 =7z,
2 2141 2 142 2 f 2 142,

o L =Z(n+2)=n5+2 €Yy = 7 =217

e assim, o conjunto

T T3
B: {17217227212272122}

é uma base para Qy. Portanto, i (f) = 6, o qual coincide com o Zy (f).
Como dito anteriormente, o (ndice de Poincaré-Hopf, o nimero de Milnor também
é invariante por A-equivaléncia.

Proposicao 1.2.1. Sejam f, g germes de funcées holomorfos A-equivalentes, entéo, eles

tém o mesmo ndmero de Milnor em p.

Demonstracéo. Como f, g séo A-equivalentes, tem-se f = Ag onde A € GL(n, C). Sendo

ay ... dqp
A =
ap1 ... Upp
segue que
f1 a1 ... d1p g1
fn api ... Upp gn
n
ou seja, podemos escrever fy = ) a;cg;. Isto implica que fi € iy, para todo k € {1,...,n}
J=1

ou seja, iy C i, Como A é inversivel, pode-se escrever g = A~'f. Denotando por

bﬂ ce b1n
ATl(z) =
p1 ... dpp
n
obtém-se g, = ) _af;, ou seja, gx € ir para todo k € {1,..., n}. Assim, conclui-se que

j=1
1 = 1g~

Portanto, Q; = Q, e, consequentemente, 1, (f) = i, (g). ]
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A Proposicao 1.2.2 abaixo, nos dé uma condicao suficiente para que dois germes
sejam A-equivalentes e, portanto, tenham o mesmo ndmero de Milnor. Essa propriedade

serd util para demonstrarmos um resultado mais a frente.

Lema 1.2. Seja f : (C", p) — (C",0) um germe holomorfo com ndmero de Milnor i em p.
Dada qualquer colegdo de p germes de funcoes em 9N, digamos, hy, ..., h,, o produto

delas pertence a iy.

Demonstracgdo. Considere os sequintes /4 1 germes:
/_/1 = 1, /_/2 = /71, /_/2 = /71/72, A HL’+1 = /71 .../"I“.

Como dimg Qf = p, 0 conjunto formado pelas classes dos H; é linearmente dependente em
Qy, ou seja, existe uma combinacao linear, nao nula, resultando em 0 € Qy. Logo, tem-se

que tal combinacao linear pertence a iy, isto significa que existem a; € C tais que:
arHy +aH, + ...+ Clu+1/—/ﬁ,+1 € is.

Se apenas um ay for diferente de zero, entdo diretamente que hy € i e o resultado segue.

Caso contrario, seja kK o menor inteiro tal que ax # 0, entdo:
arHe + apH + 0o+ agpi Hy € 4y

e segue que

Hic H, 41
+...a
Hk p+1 Hk

=/—//< (Clk + CI/<+1/7/< + ... CIL,+1/7/<+1 R /7Ll+1) .

arHe + apHir + 00+ aypiHy =Hi | ax + agas

Colocando F = ay + axs1he + ... ayprhisr .. hyp, tem-se

F(p) = ax + aksrhe(p) + ... aysrhisr . h(p)ysi(p) = ax # 0

pois h; € IM,,.

Assim, F é um elemento inversivel em O, ,, ou seja, existe F~' € O,,. Como
p.n p.n
HF € is, pela propriedade de ideal, tem-se que H,FF~' = H, € i;, ou de outra forma,

hihy ... hi_1 € . Multiplicando pelos fatores h; restantes, obtém-se

hihy .. hyg €
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Observacao 1.2.2. Uma caracter{stica importante de fungdes holomorfas F(z, ..., z,)
definidas em uma vizinhanca de um ponto p = (p1, ..., ps) é que, usando a expansdo em

série de Taylor ela sempre pode ser escrita como uma soma infinita
F = Fm + Fm+1 cot Fm+/< +

com F,, # 0 e onde cada f; é um polindbmio de grau j nas varidveis z; — p1,...,Z, — pp.

Chamamos o niimero m de ordem de F em p.

Proposicao 1.2.2. Sejam f,g : (C", p) — (C",0) germes holomorfos com f tendo nimero
de Milnor 11 em p. Suponha que cada componente da diferenca g — f tenha expansdo da

forma
g —fi=F

Lytry

+F -

pri

com r; = 1. Entdo, f e g sdo A-equivalentes.

Demonstracdo. Para [ > 1, escreva:
z“H E aylzr — /31) (20 = pa)”

com J = (j,...,Jn) € N, |j|=j1—|—...+jn=u+l.

Note que z; — p; é uma fungao tal que (z; — p;)(p) = 0, ou seja, z; — p; € M, e,
consequentemente, cada termo de £,

pertence a ir e pode ser escrito como

é o produto de p+ [ > 1 funcoes de 9M,. Assim,
pelo Lema 1.2, cada termo de F,,
ay(zi —pi)' .. (2o —pa)" =gnti + gph+ ...+ gl
onde cada gy € 9M,, uma vez que do lado esquerdo, tem-se uma expressao de grau

t+ > p e do lado esquerdo um elemento de ir. Assim, temos:

z u—H
lu+ /

com b ' e 9. Agora, somando em [, para i € {1,...,n} tem-se:
= i=3 Y =
J
gi=) cyfi+ 1 (1.14)
J

Escrevendo da forma matricial, temos a sequinte relacdo entre f e g:
g1 e+ 1 ¢z ... Cin g
9> 21 ct+1 .. Con f
= . . A . . (1.15)

gn Cn Ch2 ... Cpp T+ 1 fn
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ou seja, g = (/+C)f onde [/] é a matriz identidade n x n e [C] = [c;;] Como C(p) = 0,

em uma vizinhanca de p, a matriz / + C é invertivel e, assim, f e g sao A-equivalente. [J

A sequir, verificaremos que o niimero de Milnor de um btholomorfismo ¢ 1. Para isso,

primeiramente mostraremos que este fato ocorre para transformacdes lineares inversiveis.

Proposicao 1.2.3. Seja T : C" — C" uma transformacdo linear inversivel. Entdo,

to(T)=1.

Demonstragdo. Seja T : C" — C" uma transformacao linear inversivel. Entao, existe
T-' € GL(n,C) tal que TT~" =/, ou seja, T é A-equivalente a transformacdo linear
1.

identidade. Com isso, basta mostrar que iy (/) =

Neste caso, temos que i, = (7, ..., z,). Mostremos que B = {T} é uma base para
Q, como espaco vetorial complexo. De fato, primeiramente, pela igualdade de polindmios,
a equacao
T=hz1+ ...+ h,z,

nao possui solugao para h; € O, ,. O que implica que 1 & i;. Por outro lado, vejamos que
para f € Q; qualquer, este pode ser escrito como um multiplo de 1. Com efeito, tomando

f € O,, pela Observacao 1.2.2, tem-se:
f=Fo+...+F,+ ...

onde os F; sao formado por monémios de grau i nas varidveis z;. Mais especificamente,

tem-se:

Fo =£(0)
oof

Fr=) —(0)z

1 i=1 021( §
n f

= J (0)ziz
— (")Z[Zj
i,j=1

Porém, note que para todo k > 1, F¢ € i, e, consequentemente, F, = 0. Deste modo, segue
que

T =Fo=T0)1 = £(0)1

sendo que na ultima igualdade, utilizamos o fato de que 1 é a funcdo constante igual a 1,

f(0) € C é uma constante. ]
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Proposicao 1.2.4. Se f : (C",0) — (C",0) é o germe de um biholomorfismo, entéo,

Lo (f) =1.

Demonstragdo. Primeiramente, utilizando o fato de que f(0) = 0, pode-se escrever f como
f(z) =1 0z+ Fz)+ ... Fal2) + ...

o que implica em
f(z) =0 z=F2)+...Falz)+ ...

Assim, pela Proposicédo 1.2.2, considerando f" = g e f = f, temos que f'(0) e f sdo A-
equivalentes. Como f'(0) é um isomorfismo, pela proposicao 1.2.3, temos que pi (f'(0)) =1

e pela relacdo de A-equivaléncia pi (f) = po (f'(0)) = 1. O]

1.3 Relacdo entre o indice de Poincaré-Hopf e o numero de Milnor

Dedicamos esta secdo do trabalho para apresentar a demonstracéo da igualidade
entre o (ndice de Poincaré-Hopf e o niimero de Milnhor de um germe holomorfo. Mais

precisamente, apresentaremos a demonstracao do sequinte resultado:

Teorema 1.6. Seja f : (C",0) — (C",0) um germe holomorfo. Se iy (f) é finito, entdo,

to (f) =Zo (f) .

O primeiro passo para a demonstracao deste resultado envolve o estudo das
aplicacées Pham. Estas aplicacoes tém um papel fundamental no decorrer da demonstracao.
Dentre os resultados apresentados a sequir, pode-se destacar o Lema 1.3, o qual mostra
que, no caso particular das aplicacoes Pham, o (ndice de Poincaré-Hopf e o nimero de

Milnor coincidem.

Aplicacdo Pham
Definicao 1.3.1. Uma aplicacdo Pham é uma aplicacao da forma

)/j SO — Q"

(z1, ..z — YV (z1,. . z) = (2, 20

onde /= (ji,..., o) € N".
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O primeiro passo que daremos, para a demonstracao da igualdade do (ndice de
Poincaré-Hopf e o ndimero de Milnor é que eles coincidem quando consideramos as

aplicacoes Pham.

Lema 1.3. Seja y/ uma aplicacdo Pham. Entdio,

Io (V') = o (V') -

Demonstracdo. Pela Proposicao 1.1.4, sabemos que Zy (yf) é o numero de solucdes do

sistema
Il
zZy = &1
Z/j7” = En
onde & = (&, ..., &,) € C" é um valor regular de y/ suficientemente préximo de 0 € C”.
Assim, & # 0 para todo i € {1,...,n}.
Deste modo, para cada i € {1,...,n}, a expressdo z!' = & possui j; solucdes

distintas. Consequentemente, existem jij» ... j, solucbes para o sistema, ou seja
o (V') = jjp-- o

Por outro lado, sendo i,; = <zf, A z,’{’>, uma base para Q,, em 0 é formada pelas

classes dos seguintes monomios

mq _my m
zy' 0z

com 0 < m; < jiparaie {1,...,n}, uma vez que estes monémios sdo todos distintos e

nao pertencem a i,. Como existem j;j> ... j, mondmios deste tipo, seque que
o (V) = jijp - o
Portanto Z (yj) =y (yj). O

Proposicao 1.3.1. Seja f : (C",0) — (C",0) o germe de uma aplicagéio com numero de

Milnor piy(f) = . Considere a aplicagdo Pham
v onde [+1]=(u4+1,..., u+1) e N

e a deformacéo holomorfa
VE\UJV” _ y[,u+1] + M

.. ~ ; . . 1+1
com A em uma vizinhang¢a de 0 € C. Entdo, f é A-equivalente & yk ] para A # 0.
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Demonstracdo. Reescrevendo a deformacao considerada:

VE\;/M] A = y[ﬂﬁ]

tem-se, em cada componente a seguinte relacao

VE\;L/-Q—H . )\fl _ Z;J+1

paraie {1,...,n}

. - 1+ ~ . , .
Assim, pela Proposicao 1.2.2, y[ji Ve Af; sdo A—equivalente. Além disso, como Af; e

f sdo A-equivalentes, seque o resultado desejado. O]

Teorema 1.7. Seja f : (C",0) — (C",0) um germe holomortfo. Entdo, p, (f) é finito se, e

somente se, p é um ponto isolado de f~1(0).
Demonstragdo. Ver em (MOL; SOARES, 2001). OJ

O proximo passo em direcao a demonstracao do Teorema 1.6, serd fixar algumas

notacdes que serdo utilizadas no que segue. Considere:

e Seja U C C" um dominio, entao, O(U) denota a C—éalgebra de aplicacoes holomorfas

definidas em U;

e Dada f: U C C" — C" uma aplicacao holomorfa, denotamos por ir o ideal de O(U)

gerado pelas funcbes componente de f,

i=(f, .. )

Definicao 1.3.2. A dlgebra quociente Qf(U) ¢ a C—algebra é definida por
Q1) = Ol

A subélgebra polinomial QU] é a imagem da dlgebra polinomial C[zy, ..., z,]uy C
O(U) pela projecao

7 OU) = 9y (V)

Seja f : (C",0) — (C", 0) um germe holomorfo com ndimero de Milnor i (f) = 1 < oo

e considere a deformacédo holomorfa f, =f —Adef, comA & C" e fy ="
Lema 1.4. Nas condicées acima, dado o ideal i" = (fy, ..., f,, A, ..., A,), tem-se

O, @
+n/ ~ Yn/
1/ /l,'

onde is é o ideal gerado por fy, ..., f,.
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Demonstragdo. Denotando
C*" ={(z.A=(z1,.... Zao, M, ..., Ay) s 21, A; € C},

dada uma aplicagao G(z,A) € O,.,, usando a representacao em série de poténcias,

poclemos escrever

Z G]Zj /\j

j/ j//
ST S o
j/ j//
]"#0
v 7%
onde J = (ji,....j)). )" =i ....j) e
N Y
@

Assim, a classe de G(z, A) no quociente ¥+, denotada por G(z, A), ¢ dada por

Z a2’ V' + Z a7’

j/ j//
j” #0

Z a,z' V" + Z a,z’

j/ j//
j//%o

=0 + Z a,z’
J=('0)
= Z a2’
J=('0)

(1.16)
On

Por outro lado, vamos denotar a classe de uma funcdo g € O,, no quociente i, por lg]

Agora, usando a igualdade 1.16 vamos definir a seguinte aplicacéo:

@ On+n IVl

G(z,A) — ¢ (G(Z,)\)) = Z a7’

Mostremos que ¢ estd bem definida. Com efeito, sejam G(z, A), H(z, A) € O/7+n/i/ tais que
G(z,A) = H(z, A). Escrevendo

)=> XV + Z a2 (1.17)

J740

)= bWV + Z bz, (1.18)

]”%0
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como G(z, A) = H(z, A), tem-se que G(z, A) — H(z, A) € , ou seja, existem

0(1,~~~,a/7,51,-~~,8n E(f)n+n

tais que
Gz, A) — Za,f +Z/9j

Substituindo 1.17 e 1.18 na expressdo acima, segue que

> a NV + Z a7 | =Y b N+ Z b | =Y afi+) BA =
1740 1740 j=1 j=1
Y laj=b) N+ Y (aj—b)Z =) afi+) B (119)
1740 J=(/,0) =1 j=1

Afirmacao. A igualdade 1.19 implica que

> (aj—b)z Zaj (1.20)

J=(/',0)

Com efeito, a igualdade 1.19 é verdadeira para todo (z, A) (em uma vizinhanca de 0 € C"*").

Em particular, para todo ponto do tipo (z,0) = (z1,...,2,,0,...,0), obtemos a igualdade
n
> la=b)Z =% ayz,0)2)
J=(/0) j=1

como queiramos. Portanto a afirmacao é verdadeira.

Com isso, note que a igualdade 1.20 nos diz que

Z (Clj — /JJ)ZJ, € i

J=(/",0)

no anel O,, uma vez que pode-se ver as funcdes a;(z,0) como elementos de O,. Em

particular,

> (ay—b)Z | =[0]e O (1.21)

J=(/".0)
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Desta forma,

C,D(G(Z /\)) = <p(/—/(z A)) =
Z az | = Z b,z" =
| /=(".0) ] J=(/",0)
Z a7 | — Z b,z | =[0] =
J=('0) | /=(.0) |
Z a7 — Z bz | =[0] —
J=(,0) J=(,0) i
> {ay=b)Z" | =[0]
J=(J',0) |

o que é verdade por 1.27. Note que pela forma que ¢ foi definida, seque que ¢ é um
homomorfismo. Agora, vejamos que ¢ é um isomorfismo. Primeiramente, ¢ é sobrejetiva.

Com efeito, dado [g] € O’Vi/, como g € O, podemos escrever

g = Z CIJ/Z/ .
j/

Tomando G(z, A) € O, definida por
Gz, A) = Z a7z’

temos que
¢ Gz A) =1g]

e portanto, ¢ é sobrejetiva. Agora, basta verificar que ¢ é injetiva. De fato, seja G(z, A) €
O

/s tal que

¢ (Glz, A) =[0] € 9

i
Escrevendo
Gz, A) = Z aZ V' + Z a,z”
1740 J=(//.0)
temos
@ (G(z, 4) =10] =

Q

—

N
=

I
S
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onde oy, ..., a, € O,. Deste modo

G(z,A) = Z a,z’
J=(/".0)

Logo, ¢ é injetiva. ]
Lema 1.5. Dada a aplicagdo

F:(C" x C",0) —> (C" x C",0)
(2, 4) — F(z,A) = (f(2), )

temos que, as C—dlgebras Q; e Qf sdo isomorfas. Além disso, se eq, ..., e, formam uma

base para Qy, entdo, estes também constituem uma base para Qf.

Demonstracdo. Escreva F = (Fy, ..., Fy, A, ..., Ay), onde F; = f,.. Assim, tem-se:

e = (Fr, o P e )

Mostremos que i coincide com o ideal i = (fy, ..., f,, A, ..., A,). Com efeito, temos:
e if Ci'poisfy, =fi—A €i paratodoie{1,.. ., n}
e i Cirpoisf=1f +A Eirparatodoic{1,...,n}

Logo, ir = 1. Assim, pelo Lema 1.4, tem-se O'H'Vip = Onn s O, {, & consequentemente,
Qr =~ Q.

Agora, dada {es,..., e,}, uma base de Qy, pelo isomorfismo obtido acima, este

conjunto também forma uma base para QF, via isomorfismo. O]

Proposicao 1.3.2. Seja f : (C",0) — (C”,0) um germe holomorfo com ndmero de Milnor

tio (f) = . Entéo, todo g € Oy, pode ser escrito como
g(z) = hi(f(z))ei(z) + ... + h,(f(z))e,(z) (1.22)
onde h;, e; € Og,. Chamamos a expressdo 1.22 de forma preparada de g.

Observacao 1.3.1. O resultado acima serd utilizado mais adiante. Este é uma consequéncia
de um resultado conhecido na literatura como Teorema da Preparacao. Veja mais detalhes
em (SOARES, 2002).
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Lema 1.6. Seja f : (C",0) — (C",0) um germe holomorfo com ndmero de Milnor piy (f) =
p < oo. Entdo, existem vizinhangas U,V C C" de 0, U no dominio e V na imagem de f

tais que todos os germes que aparecem na preparacdo de todo polinémio estéo definidas
emUeV

Demonstracdo. Considere as seqguintes fungoes: 1,21, z,,...,2, e {e1,..., e,} uma base

para Q. Cada uma dessas funcoes pode ser escrita da forma preparada como
f(hi(2))ei(z) + ... + [ (hu(2))eu(2)-

Seja V um subconjunto aberto de C” onde todas as funcées h; da forma preparada das
funcoes consideradas acima estejam definidas. Coloque U C f~'(V) € C" uma vizinhanca

de 0 na qual as fungoes e; estao definidas.

Demonstraremos o resultado por inducdo no grau do polindémio P. Se P tem grau
0, entdo, P = c.1, com ¢ € C" e o resultado é valido. Suponha o resultado valido para

polindmios de grau menor a d. Um polinomio de grau d, pode ser escrito como
d
D —
P(z) = E z;Q(z)c 1
j=1

onde Q;(z) é um polindmio de grau estritamente menor que d. Deste modo, pela hipétese
de inducdo, o resultado é valido para P(z), uma vez que todos o resultado é valido para

todos elementos da decomposicao. [

Lema 1.7. Seja {eq,...,e,} uma base para Q;. Entdo, existe uma vizinhanga Uy C C"

de 0 tal que para todo |A|, suficientemente pequeno, o espaco C—linear gerado pelas

imagens de ey, ..., e, na dlgebra Qy (U,) contém a subdlgebra polinomial Qy[U,| onde
f,=1—A

Demonstracgdo. Considerando F : (C" x C",0) — (C" x C™,0), pelo Lema 1.6, existem
vizinhancas Uy x U, CC" x C" de 0 e V C C" x C™, as quais podemos supor convexas,
com F(U; x U,) C V tal que todo polindmio P, quando restrito a Uy x U, pode ser escrito

como:
u U

Plz) =Y gilli(z), Nej(2) =Y gj(w, Nej(2) (1.23)

j=1 J=1

Pelo Lema 1.1, cada g; pode ser escrito como

gi(w, A) = G + ) wigpiw, A) (124)
i=1
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Substituindo 1.24 em 1.23:

ijf)\ ZJJW)\GJ)

u n
- Gl + ) wigsi(w, A) | ej(2)
Jj=1 i=1
u n
=Y Ghej2)+ ) hgulw. Ney2) (1.25)
Jj=1 i=1

Agora, tomando A € U, com |A| suficientemente pequeno, tem-se que Y | f,.g;i(w, A)
pertence a i, (U;). Com isso, segue que a classe de P(z) pode ser escrita como combinagao

linear dos e; assim
Q&[Ud C <C—‘1, ce E'L,>
O
Proposicao 1.3.3. Seja f : (C",0) — (C",0) um germe holomorfo com nimero de Milnor
tio (f) = p finito. Considere a deformacéo holomortfa f, de f com A € C" e fy = f. Entdo,

existe uma vizinhanca U C C" de 0 tal que para |A| suficientemente pequeno, a dimensdo

do espago C—linear Qy[U] é no mdximo p.

Demonstracdo. Pelo Lema 1.7, existe uma vizinhanca de U C C” de 0 tal que para |/

suficientemente pequeno, tem-se
QU] C Qy(U)

ou seja,

dimg Qy,[U] < dimg Qy, (V)

Agora, pelo Lema 1.5,
dimg 9y, (U)

VAN

L

e assim,
dime QU] < 1

]

Lema 1.8. Seja f : U C C" — U, onde U é um dominio tal que dimg QU] < oo. Entdo,
cada zero de f em U tem numero de Milnor finito. Além disso, o nimero de solugdes da

equacdo f =0 em U é limitado por dimg QU] , contando multiplicidades.

Demonstracdo. Ver em (SOARES, 2002). ]
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Considere agora, f : U C C" — C" uma aplicacédo holomorfa com U um dominio.
Suponha que o, ..., ok sejam todas as solucdes de f = 0 em U. Tome os germes de f
em cada um dos pontos a; e considere as algebras locais correspondentes. Para cada

ie {1, ... k}, tem-se:
e O germe f;: (U, ;) — (f(U), 0);
e Oidealiy =(f,,... 1)

e A dlgebra local
O
QO/,‘,T' = ._[

1y,

i

A soma
k
@ Qal,f = (Qoq,f: Ceey Qak,f)
i=1

é chamada dlgebra multilocal de f em U. Tem-se que a dlgebra multilocal é uma C—4algebra

pela estrutura herdada de cada componente.

Enunciaremos alguns resultados agora que serdo utilizados a sequir.
Proposicao 1.3.4. Nas condicées acima, o nimero de solucées em U, contando multiplici-
dades, da equagéo f =0 é limitado por dimg QU]
Demonstracdo. Ver em (SOARES, 2002). ]
Proposicao 1.3.5. Seja f : (C”,0) — (C",0) um germe holomorfo tal que i (f) < oo. Entdo,

to (f) = Zo (f) .

Demonstracéo. Pelo Teorema 1.7, tem-se que 0 é um ponto isolado em =" ({0}). Deste
modo, pode-se calcular o (ndice de Poincaré-Hopf de f em 0, Zy (f). Pela Proposicéo 1.1.4,
Ty (f) é dado pelo niimero de solucbes da equacédo f, = f — A = 0 para A valor regular

com |A| suficientemente pequeno.
Pelo Lema 1.8, tem-se que
dime QU] = #{x € U: f, =0}

ou seja,

dime Qu (U] = #{x € U : f, =0} =TIy (f).
Agora, pela Proposicao 1.3.3, tem-se que g (f) = dimg Qp[U] e, consequentemente,

Ho (f) = Zo (1)
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Agora que temos em méos todos os resultados necessdrios, passamos a demonstra-
cao da igualdade entre o niumero de Milnor e o (ndice de Poincaré-Hopf. Com o trabalho
feito anteriormente, a demonstracdo se resume a unir todas as pecas. Apresentamos a

seqguir, a demonstracao do Teorema 1.6
Demonstracao do Teorema. Seja iy (f) = 1 e considere a aplicacdo Pham y*+1l

- . 1
Pela Proposicao 1.3.1, a deformacdo holomorfa y[j I = Yy L Af é A-equivalente

a f para A € C em uma vizinhanca de 0. Assim, pela Proposicdo 1.2.1, segue que
1
o (Vi) = o (1 (1.26)

e pela Proposicao 1.15, tem-se

To () = Zo (). (1.27)

Agora utilizaremos algumas propriedades das aplicacdes Pham. Para tal, fixe uma

bola B(0, €) e um valor A tal que as condicdes da Proposicao 1.3.3 sejam satisfeitas para

[ [b+1]
A

Y, N Sejam {a;}ien as solucdes de y = 0 na bola B(0, ). Pela Proposicéo 1.3.3, seque

que
4o (y&‘””) > dimg Q 0 [B0, €)].

Pela Proposicao 1.3.4, vale

dime Q| ol 1(B(0, g)) Zual ( 1] ) :

Pela Proposicao 1.3.5, para todo i € A
e, (y[u+1]) > Ial (y[){./+1]) . (128)

Tomando X = B(0, €) no Teorema 1.4, tem-se:

V[H” [b-+1]

Y p

deg ’ ot ”) = E T, (yA ) :
Y ien

Pelo Teorema 15, seque que

ZIO[’ ( [u+1] ) — T, (y[u+1]) .

ieN

Utilizando o Lema 1.3, conclui-se as sequintes igualdades

To (y[uH]) = 11 (y[u+1]) .

> T (W) = 3w () (1.29)

ieN ieN
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Como todos os termos envolvidos em 1.29 sdo positivos e considerando a desigual-

dade obtida em 1.28, conclui-se que para todo i € A\ vale

e, (y[;:ﬂ]) :Icr, (y[}\uﬁ})

7 ~ +1
Note agora que 0 € {a;}ges, uma vez que 0 é uma solucao para y&“ = 0. Deste

modo, seqgue da igualdade acima que

" (V[AHH]) ~ T, (y[)\u+1})

e finalmente, substituindo 1.26 e 1.27 em 1.3 conclui-se que

to (f) = Zo (f)

1.4 Residuo de Grothendieck

Nesta secao apresentaremos a definicao do residuo de Grothendieck e algumas
propriedades que ele satisfaz. Dentre estas propriedades, a que estamos mais interessados
é a que relaciona o residuo de Grothendieck com o (ndice de Poincaré-Hopf e o niimero

de Milnor.

Podendo ser visto como uma generalizacdo do conceito de residuo de uma funcao
meromorfa, dado por Abel, o residuo de Grothendieck aparece em diversos resultados
muito importantes, dentre eles, o Teorema de Baum-Bott, o qual serd abordado na segunda

parte deste trabalho.

A aplicacdo traco

Seja f: U C C" — C" uma aplicacdo holomorfa com f(0) = 0 € C" e com ndmero
de Milnor p (f) = p finito. Nestas condicées, pelo Teorema 1.7, 0 é um ponto isolado de
f~1(0) e com isso é possivel calcular Zy (f). Agora, pelo Teorema 1.5, existe uma vizinhanca
V C C" de 0 tal que para todo A € V, a equacao f, = f — A = 0 possut um niimero finito

de solucoes e além disso, vale

EAEPIEEAG

actf; (0)

Pelo Teorema 1.6, a equacdo acima pode ser escrita como

Y T (f=A=ml(f)=p

acf;1(0)
Novamente utilizando o Teorema 1.6, para todo a € 1, '(0) vale:

Lo(f =A) = pa(f = A).
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Portanto, tem-se

Z po (F = A) = p.

aef;1(0)
Considerando a vizinhanca V obtida acima e restringindo a U = f~'(V), temos que a

funcao f satisfaz as sequintes propriedades:

i) f é sobrejetiva, dada a maneira que é fot definida;
i) f é uma aplicacao aberta, pelo Teorema da Aplicacao aberta;

li) f é prépria. De fato, seja K C V compacto e B = {B,},., uma cobertura aberta
para f~'(K). Como f é uma aplicacdo aberta, f (53,) é aberto em V para todo A € A e
assim o conjunto y = {f(B,)},c5 € uma cobertura por abertos de K. A compacidade
de K implica na existéncia de um subconjunto finito y' = {f(B1),.... f(B.)} que

ainda cobre K, ou seja:
K=JfB)
j=1

e, consequentemente,
n
—1 .
(k)= JB
j=1
assim, obtemos uma subcobertura finita para f~'(K), ou seja f~'(K) é compacto e f
é uma aplicacéo prépria;

iv) Para todo a € V, o conjunto f~'(a) é finito e vale

Y L -A=Toh) = p

aef; 1(0)

Definicdo 1.4.1. Uma aplicacdo f : U C C" — V C C" satisfazendo as quatro condicdes

acima é chamada de aplicacdo finita.
Seja f: U C C" — V C C" uma aplicacao finita e n uma n-forma em U.

Definicao 1.4.2. O traco ou push-foward de n por f, denotado por f(n)

fi(n) : Vieg = Ay (Vieq, C)
a+— fin)(a) = h(n)

é a n-forma holomorfa definida no conjunto Vi.q C V dos valores regulares de f, obtida

da seguinte maneira: seja @ € Vieq, valor reqular de f e considere f~'(a) = {B,...,B,}.
Dada uma n-lista de vetores v4,...,v, € C", temos para cada v; um vetor u;; € C" tal
que

Vj = f/(B[)LI[j.
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Esta relacdo também pode ser vista como se, para cada 5, existem u;; com j € {1,...,n}

tais que v; = f'(B;)uy;. e, além disso, para cada f8;, a seguinte n-forma estd definida

np):C"x..xC"—C

(Vi oooovi) = (B (vi, o oovi) = vy V)
Deste modo, defina
o
Aa(vi, o ova) =Y ngvi,... i) (1.30)
(=i
Observacao 1.4.1. A construcao acima é equivalente a fazer o sequinte: seja o é um valor
regular de f e f~'(a) = {Bi,.... By} entdo, existem vizinhancas V, de a e Uy de B tais
que
f‘uﬁl : UBE - VO(

é um biholomorfismo. Denote por £, a sequinte aplicacdo

[

1 (% )_1 Vi, —> Ug.

Deste modo, cada £, induz um pull-back da n-forma n

L

(") A, (Ug, C) — A, (V.,C)
n— () (n)=nof

[

o qual é definido da seguinte maneira: sejam vq,...,v, € C™
(fﬁ)* (M) (va, ... va) =1 (fﬂ(a)) ((f[’1 )/(a) . (fﬂ)/(a) : vn) (1.31)
Proposicao 1.4.1. Vale a seqguinte relagdo:
U
A, =2 (") my, - (132)
i=1
Demonstracéo. Seja y € V,, I (y)={Bi,.... B} e vi,..., v, € C". Mostremos que

(fﬂ)* Ny, (B) v, oooova) =ng (Ui, .. Up) Vie{l,..., u}.
Podemos escrever a expressao do lado esquerdo como:
(£7) i, (B) (v, - vy) = M, (£7'v) ((fﬂ) (V)i () (V)V”) :

Porém, como f;'(y) = B3, pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, tem-se que

Y , 1
(") ) =((B))
Além disso, como v; = f'(B;) - uyj, seque para todo i € {1,...,n} etodo j € {1,..., u} vale

() (v)v, = uy
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de modo que

(z‘l-’1)>k M, (Bi) Vi, Va) =g (Ui, -, Uin) Vie{l,.. . u}

e pela definicao de f!(n), seque a igualdade desejada. O

Encontraremos agora uma expressao local pra fi(n). Escreveremos f = (f1,...,1,),

no dominio consideraremos as coordenadas z = (71, ..., z,) e ha imagem as coordenadas
w = (wy, ..., w,). Deste modo, temos:

n(z) =g(z)dz; A ... ANdz, (1.33)

fi(n)(w) =tr(w)dwy A ... Adw, (1.34)

onde tr : V, — C é chamada aplicacdo traco. Assim, dado w € V, e v;,....v, € C",

tem-se que
fi(n)w (i, o ove) =tr(w)dwy Ao A A dw, (v, 0, V) (1.35)

Por outro lado, utilizando a expressao 1.32, seque que:

U

fi(n)w (vi, .o via) =Z [(f[*1)*/7] (W) (vy, ..., vp)
i=1
>N

i=1
1
=Y g (f'(w))dz A Adz, ((fﬂ)/(w).w,..., (fl._1)/(vv).v,7) .
i=1
(1.30)
Assim, avaliando a equacdo acima na base dual de dz;, tem-se
U
tr(w) => g (f;(w)) detJf;"(w)
i=1
H 1
=5 g(fw) e (1.37)
; ( ) e (JF(F " (w))
Denotando 1
B Val5),
‘ det (Ji(7;"(w)))
tem-se a sequinte expressao:
u
tr(w) = > gi(w) (138)

A funcao obtida acima,
tr(n) : Vieg :—> C
estd definida apenas no conjunto de valores regulares de f. Porém, o Teorema do Traco

garante uma extensdo holomorfa da funcao traco para uma vizinhanca de 0 € V. Além

disso, fornece também uma expressao integral para esta funcao.



Capitulo 1. O indice de Poincaré-Hopf o nimero de Milnor e o residuo de Grothendieck 47

Teorema 1.8 (Teorema do Traco). A funcdo holomorfa
tr(n) : Vieg —> C

admite uma extensdo holomorfa para uma vizinhanga de 0 em V. Além disso, tal extenséo

B L n I’]
Plw) = (2711) /rg [T (7 = w)

ondee=(&,...,6,)€C el ., ={z€C":|fi(2)=¢,i=1,...,n}

é dada por

Demonstracgdo. Ver em (SOARES, 2002) O]

O residuo de Grothendieck

Seja f = (f,...f,) : U cC C" — V C C”" uma aplicacéo holomorfa, finita, com
nimero de Milnor i (f) = p e considere g € O(U). Dado a um valor regular de f vamos
considerar f~'(a) = {Bi,.... By}

Definicao 1.4.3. O residuo de Grothendieck em 0 de g em relacéo & f é o limite

— _9(B)
Resy(g, f) = cl{ugg a W (1.39)

O proximo resultado garante ndo sé a existéncia do limite definido acima como

também uma expressao integral para o cdlculo do residuo de Grothendieck,

Teorema 1.9. Seja € = (&1,...,&,) € C" & > 0 e considere o n-ciclo
[e={ze€C" |fiiz)| =, Vie {1, ....n}}

com a orientagdo determinada pela n-forma darg i A...ANdargf,. Para € suficientemente

1\" [ gdz A ...Ndz,
Reso(g,f)z(ﬁ) /rj 1)(1 ;

pequeno tem-se

Demonstragdo. Considere a n-forma n = gdz; A ... A dz,. Pela definicdo do residuo de

Crothendieck,

U
iy 9B
Reso(g, f) = CL{LEE) ; det Jf(53)

a f[(a)
=0 = det Jf(f;7 (o))
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onde « varia no conjunto (aberto e denso) de valores regulares de f, com

Por outro lado, por 1.37,

Assim,
Reso(g, f) = L'Lmotr(n)(a).

Agora, pelo Teorema 1.8,

. ‘ B . ,I n /7
Reso(g, f) = lim tr(n)(a) = lim ( o ) /r (fi—a)... (f, —a,)

Donde seqgue

| ... Ndz,
ReSQ(g, f) _ / gCZ1f/\ f/\ adz
. 1---In

]

Exemplo 3. Vamos exemplificar o calculo do residuo de Grothendieck utilizando a férmula
integral provada no Teorema 1.9. Considere f(z1, z2) = (z1+ 2, 42)) e (21, 22) = 7 + 75 + 1.
Calcularemos Resy(g, f). Neste caso, tem-se

det(Jf(0)) = 2)

1

=440
S =47

Assim, pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, existem vizinhancas U, V C C? de 0, no dominio

e contra-dominio tais que
flu:U—V

é um biholomorfismo. Para cada w = (wy, wy) € V, denotemos:

dwy A dwy;

o Kw) =

o Ji(w) = I/~ (w).

Neste Caso, a n-forma
2+23+1

w=—"——dz ANdz

2
(z1 + 25)(422)
pode ser reescrita como o sequinte pull-back

w="1" (EK).
Jr
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Pelo Teorema de Mudanca de Varidveis, tem-se
G(w)

K
/ W = / C_ = / Mqu /\C|W2.
le lwi|=¢; Jr |wi|=g; WI1W2

e utilizando a Férmula Integral de Cauchy, seque que

G(w)
Jr(w) R R
/|Wi|51 WCIW1 Adw, = (2”L)2W = (2/”)21.

Portanto, , ,
1 1 1T 1
R fl=|=— =(=—] @m)~ =~
esolg. /) ( 271 ) /rg v ( 2711 ) (2 4 4

Propriedades do residuo de Grothendieck

A sequir, apresentaremos algumas propriedades do residuo de Grothendieck. Em

especial, veremos a relacdo com o niimero de Milnor e o (ndice de Poincaré-Hopf.
Proposicao 1.4.2. Para a,b € C e g, h € O(U), tem-se

Resy(ag + bh, f) = aResy(g, f) + bResy(b, f)

Demonstracdo. De fato, realizando o cdlculo de Resyp(ag + bh, f), tem-se

1 ) " / (ag + bh)dzy A ... Ndz,
r

2m fio 1,

1\" / gdzy A ... ANdz, 1\" / hdzy A ... ANdz,
=|—1 a + b
2771 r, fi... 1, 271 r. fi... 1,

=aResy(g, f) + bResy(h, f).

Reso(ag + bh, f) = (

Proposicao 1.4.3. Se f é um biholomorfismo, entdo, para toda g € O(U), tem-se

9(0)

Resolg. 1) = Garoron

Demonstracdo. Seja o € U valor regular de f. Neste caso, como f é um btholomorfismo, a

pré-imagem de a possui apenas um elemento, ou seja, ~'(a) = {B,} e assim:

L g(B)
Reso(g, f) = Bﬂém

_ 9(B)

~ 200 det(Jf(B))
_g(0)
~det(J(0))
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Proposicao 1.4.4. Se g € iy, entdo,

Reso(g, f) = 0.

Demonstragdo. Como g € i, esta pode ser escrita como g = hify + ... + h,f,, com
h; € O(U). Pela Proposicao 1.4.2, basta mostrar que Resy(hf;, f) = 0. De fato, considere

a seguinte n-forma

hifidzy N ... ANdz,  hidzy A ... Adz,
W = = .
fro. 1, hHh.o. .1,

Defina
Di={ze U: fi(z) =0}. Vie{1,...,n}

Assim, w é uma n-forma holomorfa no seguinte conjunto
U=U\(DU...UD,)
e, em particular U\ (Dy U ... U D,) C U’ Por outro lado, conjunto
ANe={ze U |h@)|<e, l|filz)=ei=2...,n}

é tal que A, C U’ e sua fronteira, dA. coincide com [, a menos de orientacdo, ou seja,

J0A. = £[ .. Portanto, seque que:

ReSO(/71f1,f)=/ Q)Zi/ W.
E 9(Ae)

Agora,pelo Teorema de Stokes,
i/ w= i/ dw.
d(Ae) Oc

Finalmente, como w é uma n—forma em um espaco de dimensao n, esta é uma forma

fechada, ou seja dw = 0. Deste modo, seque que:

Reso(hqfy, f) = i/ dw=0.
Oe

]

O préximo resultado relaciona o nimero de Milnor, o (ndice de Poincaré-Hopf e o
restduo de Grothendieck de uma aplicacao holomorfa. Deste modo, residuo de Grothendieck
possui representacao integral, uma geométrica (dada pelo (ndice de Poincaré-Hopf) e

uma algeébrica (dada pelo niumero de Milnor).
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Teorema 1.10. Seja f : U C C" — V C C" uma aplicacdo holomortfa finita com ndmero

de Milnor iy(f) = p finito. Entdo:

Reso(detjf, f) = L (f) = IO (f)

Demonstracédo. Como pig (f) = Zy (f), basta mostrar Reso(detJf f) = wo (f). De fato, seja

1o (f) = p e considere a valor reqular de f entao,f'(a) = {Bi,..., B,}. Assim,
det(Jf(B:))
Reso(det ), ) =
eso(det o Z det(Jf(B;))

-l 1

Proposicao 1.4.5. Para toda f : U C C" — V C C", vale

det Jf & if

Demonstracgdo. De fato, pelo Teorema 1.10, Resg(detJf, f) = i (f) # 0. Assim, pela Propo-
sicdo 1.4.4, det]f & i;. OJ

Com todos esses resultados, podemos mostrar a reciproca da Proposicao 1.2.4.

Proposicao 1.4.6. Se i (f) =1, entdo,f é um biholomorfismo

Demonstragdo. Como iy (f) = 1, tem-se que Resp(det]f, f) = 1 e pela Proposicao 1.4.4,
detJf & ir. Em particular, detJf(z) # 0, para todo z € U, uma vez que 0 € i;. Deste modo,

pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, f € um biholomorfismo. [
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? Teoria Chern-Weil de classes caracteristicas

2.1 Fibrados vetoriais

Definicdes

Nesta secdo, entenderemos por espaco topolégico, um espaco topoldgico de Haus-

dorff, com base enumerdvel e conexo.

Definicdo 2.1.1. Seja X um espaco topoldgico. Um fibrado vetorial real de posto n sobre
X é um par (E, i) onde E é um espaco topoldgico e it : £ — X é uma aplicacao continua

e sobrejetora, satisfazendo:

\) E, = 7' (x), chamado fibra de E sobre x € X, tem estrutura de espaco vetorial real

de dimensao n, para todo x € X;

i) existem uma cobertura aberta {U,},., de X e homeomorfismos
Oy 71 (U,) CE — Uy xR" C E xR”
tais que Vx € X, se x € U,, entdo
Oox = Oule, : Ex — {x} x R" = R"
é um isomorfismo de espacos vetoriais reats.

Nestas condicoes,

e £ ¢é chamado de espaco total do fibrado;

X é chamado base do fibrado;

{Uc},eq é chamada cobertura trivializadora de X;

6, sdo chamadas trivializagdes locais de E.

Da definicao acima, tem-se que a aplicacao 7 : E — X, chamada projecdo faz o

diagrama abaixo comutar
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Oa

7 (Uy) U, x R”

proj

onde
proj, : Uy x R" — U,
(x, v) — proj,(x, v) = x.

Definicao 2.1.2. Uma secdo de (E, ) é uma aplicacao continua s : X — E tal que

(T 0 s)(x) = x para todo x € X, ou seja, quando s(x) € 7 '(x) = E, para todo x € X.

Exemplo 4. O fibrado trivial sobre X de posto n, denotado por R"” é definido por R” = X'xR"

com a projecao i : R” — X dada por m(x, v) = x.

Nestas condicdes, temos que R” = X x R" é o espaco total do fibrado, X é a base

e a projecao como definida acima.

e As fibras, £,,
E.=n'(x)={x} xR" = R"

tem estrutura de espaco vetorial real de dimenséao n.

e Dada {U,},., uma cobertura aberta para X, como 7~ '(U,) = U, x R”, basta tomar

as trivializacoes locais como:

Oy T (Uy) — Uy x R”

(X, V) — B4(x, v) = (x, V)

Nesta condicdo, 6, é claramente um homeomorfismo. Em particular, quando restrita
a fibra E,,

Ouox 1 Ex — {x} xR"

(x, v) — B4(x, v) = (x, V)

é um isomorfismo.

Deste modo, R” tem, de fato, estrutura de fibrado vetorial de posto n sobre X.

Exemplo 5. Seja X uma variedade de dimenséo n de classe CX. Considere a cobertura

por abertos {U,}, € A e homeomorfismos

9o Uy — @o(Us) = Vi, C R”.
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Em cada ponto p € X, tal que p € U,, o espaco tangente a X em p, denotado por 7,X,

pode ser definido como
/ /
TpX = {@a(p)-er ... @u(p) - en).
Assim, pode-se definir o sequinte espaco:

TUs = | ToX={(p.va) : p € Ua,ve € R}

pEUq

como a unido dos espacos tangentes em todos os pontos em U,. Agora, fazendo a unido
disjunta de todos T U,, da origem a um conjunto chamado Fibrado Tangente de X, denotado
por I X.

TX =) TUs= ] Us xR

acA acA

de modo que para p € U,f fixados, tem-se (p, v4) = (p, vg) quando
Vo = (@a 0 @) (@8(p)) - i

Mostremos que 7 X tem estrutura de fibrado vetorial de posto n sobre X. De fato,
considerando o espaco base como X, com a cobertura por abertos {U,}4eca, considere a

projecao
a:ITX:— X
(p,v)—> 7t(p,v) =p
a qual é continua. Deste modo, dado x € X, sua fibra é dadas por:
7 'x)={(p,v):p,v=x}={(x,v):vER"} = R".
Como trivializacdes locais, defina
Oy =id: 7 (Uy) = Uy x R”

a qual é um isomorfismo. Portando, (7 X, i) é, de fato, um fibrado vetorial de posto n sobre
X.

Observacdo 2.1.1. Se f : X — R” é uma aplicacdo de classe C° entdo, seu gréfico
s(x) = (x, f(x)) € X x R" = R"” é uma secao de R". De fato, basta notar que para todo
x € X,

(7t 0 s)(x) = 7(x, f(x)) = x

Reciprocamente, uma secéo s : X — R” define uma funcéo f : X — R” de classe

C Basta notar que

s: X — X xR

x —> (x, f(x))
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onde f : X = R" é de classe C°.

Observe que sabemos que a primeira funcdo coordenada de s é a identidade pois,
x = (mos)(x) = (fi(x), fr(x)) = f(x)
para todo x € X, ou seja fi(x) = x para todo x € X.

Observacdo 2.1.2. Se s: X — E é uma secao de E, entdo, s|y, induz uma aplicacdo de

U, com valores em R”. Com efeito, considerando a sequinte aplicacéo:
O, 05|y, Uy — Uy x R”
X = B (s(x)) = (x, Sa(x))
nés obtemos S, : U, — R" que é a funcdo procurada.

Reciprocamente, uma funcao f : U, — R” define, localmente, uma secédo de U,.

Para tal, considere:
Yo Uy — Uy x R"
X — Yu(x) = (x, f(x))
claramente, (), é uma secao de U,.

Com isso, temos que secoes de um fibrado vetorial estao, localmente, em corres-

pondéncia com funcoes definidas em U, com valores em R".

Para a préxima construcao, consideremos (£, ;r) um fibrado vetorial de posto n

sobre X, {Uq},., uma cobertura trivializadora e {6,},., trivializagoes locais de E.

Como 6, : E, — {x} x R" é um isomorfismo, seque que 0, : {x} x R" — E,

também é um isomorfismo.
Denotando U, = U, N Ug, vamos definir a aplicacao
Oup 1 Uspg — Z(R",R") = GL(n, R)
X > Ogp(X) = By 0 6,

onde Z(R",R") e GL(n,R) denotam o espaco dos isomorfismos de R” em R” e o espaco
das matrizes inversiveis de dimensao n, respectivamente. Primeiramente, note que de
fato podemos ver G,5(x) como a composta de isomorfismos de R” ou também, na forma

matricial, como produto de duas matrizes n x n escritas na base canoénica:

QGB(X) = [QO(X]can ' [QBX]C;L '

De agora em diante, denotaremos as matrizes apenas por [0, uma vez estando claro

que consideramo-as em relacdo a base canonica de ambos os espacos.

Considerando a aplicacdo 8,4, pode-se tomar o sequinte diagrama
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UO(B x R”

e assim, fica definda a aplicacéo:
Q@ UorB x R" — UO(B x R"
(X, v) — @(x, v) = (X, Bup(x) - V)

Antes de continuar, vejamos com mais detalhes como a aplicacdo ¢ age:

O » B
(X, V) ———— G5 (v) € By, C 1 (Uyg)

X

Oax (G5, (V)

donde segue que
O (Q/JTQ(V)) = (Xv [Bax] [Qﬁ’xr1 (V)) = (X' Ocp(x) - V) :

As funcoes 0,5 sao chamadas funcées de transicéo de E. Estas funcoes sao

continuas, uma vez que as trivializacoes locais sdo homeomorfismos.

A seqguir, mostraremos que as funcoes de transicao satisfazem certas condicdes.

Estas condicoes séo chamadas condigées de cociclo.

Proposicao 2.1.1. As fungées 0,5 satisfazem as condicdes de cociclo. A saber:
e Se Uy, = U, NUgN U, # 0 entdo,

[QGBHQBYHQVO(] = [/]

onde [I] é a matriz identidade de R";

o £m Uyg, vale [Byg] = [0pa]”
Demonstracdo. Seja x € Uqp,. Neste caso, tem-se:

Bup © Oy © Oyelx) = [0p()] (8 ()] Oy (x)]
— (10011667 ) (18s:]16]7") (81160
~ 11

onde a ultima igualidade segue da associatividade do produto de matrizes. Assim, temos
Ocp - Opy - Byalx) = 1.
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Agora, considere x € Uyg. Mostremos que 0,5 0 Og,(x) = /. De fato,

Oug + Opa(X) = [Oap(X)][Opa(x)]
= ([an] [9/3)(r1 ) ({ QBX ][Qorx]i1 )
1

assim, pela unicidade do inverso multiplicativo em GL(n, R), temos que B4 = g; O

A préxima proposicao mostra uma relacao das secdes de um fibrado com as suas

funcées de transicao.

Proposicao 2.1.2. Seja s : X — E uma se¢éo de E, entéo, no aberto U,g, vale a sequinte
relacdo

Oup - Sp = Sq

Demonstragdo. Denotando
SQIUQHRH e SBIUB%R”
pode-se restringir ambas funcoes a U,p e considerar as seguintes composicoes:
0. 0 s|u,,(x) = (x, Salx)) e Bgos|y,lx) = (x Spx)).

Por um lado, tem-se

Oy © O 0 s|u,8(x) = (x, Oup - Sp(x))

enquanto por outro lado,
6o © Bp 0 5|u,p(x) = Ba 0 s|u,p(x) = (x, Sa(x)).

Deste modo, seque que
Oup - Splx) = Sa(X)
O

Definicao 2.1.3. Sejam (E, 7tg) e (F, 7p) fibrados vetoriais sobre X. Um morfismo ¢ : E — F

é uma aplicacao continua tal que o diagrama abaixo comuta

%
E

F

‘\]
™
\]
-

id
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e a aplicacéo

ol Ex— Fy

é linear para todo x € X. Além disso, se ¢ é uma bijecdo e ¢~ ' também é um morfismo,
entdo, ¢ é chamado de isomorfismo.

Observagao 2.1.3. Sejam E, e F fibrados sobre X de posto n e m, respectivamente, {U,}
uma cobertura trivializadora comum a E e F, com {6,} e {n,} sendo as trivializacées
locais de E e F, respectivamente. Um morfismo ¢ : E — F induz uma familia de aplicacoes

Qo Uy x R" = U, x R™ dadas por ¢, =n,o¢@o 9;1, conforme o diagrama

g (U) 77 (V)
0, Na
U, x R" U, x R"

a

Neste caso, fica também determinada uma familia de aplicacoes
ag: Uy = L(R",R™).

satisfazendo as condicoes
Neg - 0g = g - Oup em Ugp

De fato, como pode se observar no diagrama abaixo:

0 ~1 —1 @ —1 Na
(X, V) ——— 05, (v) € Ex C 7 (Uep) POy (V) € Fx

(x,No0@oB;(x) V)

onde aq(x) = N, o @o . '(x). Isso pode ser observado utilizando o diagrama abaixo como
referéncia

90{ 1 9/3)

Usp % R” 775 (Ug) Upg x R
P ¢ s
e n
Upg x R” 7 (Ung) Uy xR”
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note que ¢g = ngon,' o@,0 0,0 9514 Assim, para (x, V) € Uyp x R", tem-se

Op(x,v) = ngon, ©@,00,060 ' (x,v)
(g 0 640 9/?()(, V)

9uBupl) V)

X, Aa(X) - (Bup(x) - v))
X, 0a(X)8as(x) - V)

Ne © /7/§1 o Op(x,v) =
Ne © /7§1 (x, ag(x) - v) =
(X, Naplx) - (ap(x) - v)

(X, Nap(x)ag(x) - v

LU

)=
)=

donde se conclut o que quertamos.

Reciprocamente, uma familia de funcées a, : U, — L(R",R") determinam um
morfismo de E em F desde que estas fungdes satisfacam ngg - ag = a4 - Bop em Uyp. Com

efeito, primeiramente defina a sequinte funcéo:

o Uy x R" — U, x R"

(X, V) — @u(x, V) = (X, au(x) - v)

assim, obtemos o sequinte diagrama

E F

0, Na

U, x R”"

U, x R"

a

onde ¢ = ;" ¢, o 6, é o morfismo que procuramos. De fato, mostremos que ¢ satisfaz as
condicoes necessarias. Primeiramente, a condicao de ¢|g, ser linear para todo x € X é
trivialmente satisfeita, uma vez que todas as as aplicacoes envolvidas sao lineares para
todo x € X. Além disso, verifiquemos que 7tr o o 7' =/, onde /: X — X é a aplicacdo

identidade. De fato, seja x € X

TF 0 @(Ey)

(/7a Po 0 Oq ))

7 (05 pal{x} x R"))
= 7tr (N, "{x} x R™ ))

=

7TF o @o E ! (x) =

I
\I

[
\l

e deste modo, temos que ¢ é um morfismo entre E e F.
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Antes de seguirmos para a proxima proposicao, faremos duas observacoes: a
primeira, sobre uma maneira de construir um espaco topoldgico a partir de uma familia de
espacos topoldgicos, chamada Unido disjunta; e a segunda sobre a topologia no espaco

quociente, induzida pelo espaco base.

Observacao 2.1.4. Seja {A;}ic; uma familia de conjuntos. A unido disjunta desta familia é

um conjunto A = | |.., A; juntamente com uma familia de funcées injetivas ¢; : A; — A tal

iel
que a unido das imagens destas funcées formam uma particao de A. Neste caso, podemos

fazer a seqguinte identificacao:

| JA = J{i.x): x €A}

iel iel
e definir
Qi : A,‘ — A

X > @i(x) = (i, x)
a qual é injetiva. Assim, os conjuntos da forma

Al = @iA) ={(Lx) - x € A}

4

formam uma particdo de A. Isso ocorre pois mesmo que A; N A; # @, tem-se AT N A = 1]

para todo i + j.

Dada uma familia de espacos topolégicos {A;, 7;}ic;, podemos definir naturalmente

uma topologia para a unido disjunta A= | |._; A.. Com efeito, mostremos que o conjunto

iel

T={UCA ¢ '(U)eT,Vicl}
onde T7; é a topologia de A; para todo ( € /, constitut uma topologia para A.
e Temos que ¢@; '(0) =@ € 1, para todo i € [ e assim @ € Tx;
e Tem-se que ¢ '(A) = A, € 1, para todo i € | e assim A € 1y

e Seja {U;};ejcs uma familia de conjuntos de 4. Assim, tem-se que ¢; ' (U;) € 7; para

todo i € [ e todo j € J. Deste modo:

@ U U | = Uc,of1(Uj) € 71, para todo i € /

jelt jel
e, portanto, |J U; €
jel
e De maneira semelhante a feita acima, mostra-se que dada {U, ..., U,} um conjunto

n
de elementos de T4, entdo, a intersecdo finita () U; é um elemento de 7a.
i=1
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e portanto, tem-se definida em A uma topologia.

Observacao 2.1.5. Seja M um espaco topoldgico com topologia 7. Dada ~ uma relacéo
de equivaléncia em M, a topologia Ty induz no quociente M/N uma topologia através da

projecao canonica

pM—M/

onde X denota a classe de equivaléncia de x pela relacdao ~. Com efeito, vejamos que o

conjunto

7= {u M/ p ) e W}

constitut uma topologia para o quociente M/N.

e Primeiramente, p~'(0) = # € 1. Portanto, # € T;

e Considerando p‘“(M/N), por definicdo, temos:

v (M) = {xemipmeMi} —men,
e Seja {U;} uma familia de elementos de T, ou seja, p~'(U) € Ty para todo i € I.

Mostremos que | J,., U; € T. De fato, basta considerar

iel

P (U = (U) € T

icl icl
pois p~'(U;) € tm. Portanto |, Ui € T;

e Com uma construcéo semelhante a feita acima, mostra-se que dado um conjunto

n
finito {U;, ..., U,} de elementos de T, entdo, a intersecdo finita () U; pertence a T.
i=1

Deste modo, T ¢ de fato uma topologia para o quociente.

No préximo teorema nosso objetivo é fornecer uma maneira alternativa para definir
um fibrado vetorial sobre um espaco topoldgico X. Para isto, utilizaremos as Observacoes
214 e 215,

Seja { U, } uma cobertura aberta para X. Suponha dadas aplicacées 6,5 : Uy,g —> GL(n, R)
continuas satisfazendo as condicdes de cociclo. Para cada @, o produto cartesiano U, x R"
possui estrutura de espaco topoldgico (produto). Dessa forma, ao considerar a uniao

disjunta

E=| |Us xR

aeN
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podemos tomar a topologia candnica 7.

No espaco topoldgico (£, t) vamos definir a sequinte relacao de equivaléncia:
(a,x,u) ~ (B,y,v) & x=1y, Oup(x) v=ue Uyp+0
iderar l6gi iente £
e considerar o espaco topoldgico quociente =/.

Teorema 2.1. Nas condicdes acima, E/N possui estrutura de fibrado vetorial de posto n

sobre X (a qual é tnica a menos de isomorfismo).

Demonstracdo. Seja E = | |, -A(Us x R") a unido disjunta da familia {U, x R"},ea. Vamos

aeA
considerar a familia de aplicacbes

Qo Uy x R" — E

(X, V) — @u(x, V) = (a, x, V)
e a projecao candnica
p FE bt/
(a,x,v)— p((a, x, V) =[(a, x, V)]

Primeiramente, mostraremos que a relacdo ~ em questao é de fato uma relacdo de

equivaléncia. Com efeito, sejam (o, x, u), (B, y, V), (v,z, w) € E.

e Reflexividade: Mostremos que (@, x, v) ~ (a, x, v).
De fato, temos que x = x e U,q = U, # @. Além disso, neste caso tem-se que G, = |
e assim, B,4(x)-v=1-v =v e portanto (o, x, v) ~ (a, x, v).

e Simetria Se (a, x,u) ~ (B, y,v), entdo, (B, y,v) ~ (@, x, u).

Por hipétese, tem-se que x =y, Oup(x) - v = u e Uyp # 0. Assim, basta mostrar que

Oga(y) - u = v. Como B.p(x) é um isomorfismo, tem-se que

Oup(x) - v=u
— Oup(x) "+ (Bap(x) - v) = Ouplx) " 1
- v = Opa(x) - u
- Opaly) - u=v

onde a ultima implicacdo segue do fato de que x=y. Deste modo, tem-se que

(B, y,v) ~ (a,x,u);

e [ransitividade: Suponha (o, x,u) ~ (B, y,v) e (B, y,v) ~ (v, z, w). Mostremos que

(a,x,u) ~ (v, z, w).
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Por hipdtese, tem-se que x = y e y = z, portanto x = y = z o que implica que
Uagy #+ 0, pois x € Ugp,. Em particular U,, #+ @. Além disso, temos as seguintes
relacoes:

Oup(X) - v=u e 0Oglx)- w=v

Falta apenas mostrar que 0,,(x) - w = u. De fato

Oay(X) - W =64y (X) 0

onde / denota a aplicacao identidade.

Agora, mostraremos que E/N é um fibrado vetorial sobre X. Denotando por T a topologia

de E/N, definimos a projecéo:

T E/N — X
[(a, x, V)] — 7([(a, x, v)]) = x
Por se tratar de classes de equivaléncia, precisa-se verificar que i estd bem definida. Sejam

[(a, x, u)ll(B.y,v)] € E/N tais que [(a, x, u)] = [(B, y, V)] Assim tem-se que (a,x, u) ~

(B, y,v) o que implica que x = y. Consequentemente,

(e, x, u)] = x = 7(B, x, v)

ou seja, a aplicacao w estd bem definida. Claramente 77 é uma aplicacdo sobrejetora.
Mostremos agora que st também é continua, utilizando a caracterizacéo de que a pré-

imagem de abertos é aberta. Assim, tomando um aberto U C X, mostremos que 7~ (U) C

E/N aberto. Em outras palavras, devemos mostrar que U € Ty implica que 77 '(U) € T.
Note que pela definicdo de T e da topologia da unido disjunta 7, temos uma equivaléncia

para esta ultima condicao
g ) eT «p (7 '(U) €t
— ¢’ (p’1 (71’1(U))) €1, VaeA

Desta forma, pondo A’ = {a € A: UnN U, # 0}, temos

7 \(U) = {[a,x, e b/ aenN (xv)eUnu,) x R”} .
Assim,

- = ) € E:pla,x,v) € (U)}
— E:[(a,x,v) € x (U}
Z{O(X\/EE aelN, (x,v)e (UnUa)xR"} (2.1)

=)
|
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Agora, para finalizar, vejamos que de fato, para todo a € A, tem-se

o, (p (V) € T
Com efeito, dado ay € A, se o9 & /', entdo, por 2.1,
(,0;01 (p_1(71_1(U))) =(,0;01 ({(O(,X, vieE - aelN (x,v) e (UnU,) x R”})
=0 € 14,

Por outro lado, se oy € /', entao, podemos decompor o conjunto que aparece em 2.1 da

seguinte maneira
p (V) ={(a.x,v) € E:ae N\ {a}, (x,v) € (UN Ua) x R"}U
U {(a0, x,v):(x,v) € (UNUag) x R"} .
Dat
(p(;o1 (pq(ﬁq(U))) =c,0;01 ({(a.x,v) € E:a e A\ {a}, (x,v) € (UNn Ua) x R"}) U
U <p;01 ({(a0, x,v) : (x,v) € (UN Uay) x R"})
=P U (UNUy) x R
=(UN Ug) xR" € 14.

Com isso, chegamos que
' T, Vael
@ (P77 (V) € T, Va €A
Logo, =" (U) é aberto em E/N e, consequentemente, st é continua.

Agora, vejamos para cada x € X, o conjunto £, = 7~ '(x) possui estrutura de

espaco vetorial de dimensao n. De fato, dado xp € X, temos
1 _ E, . _ —
T (x0) = {[(a, x,v)|e /0 a((a, x, v))) = xo}

{[(G'X' v)| € E/N CX = XO}
{[(G'XO' ekl iaeneve R”}

onde A" = {a € A: U, N {x} # 0} Fixado ap € A", podemos decompor o conjunto

77 (xg) como segue

7 (x0) = {[(c0, x0, W)] - w € R"} U {[(a,xo, v)] € E/N caeN'\{ateve R”} .
Denotando

M = {[(a0, xo0, w)]: w € R"}
N={llaxo. vl € Eriaen\{a}ever]
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vejamos que N C M. Com efeito, dado [(a, xp, V)] € N, como xg € U podemos tomar

W = Oy - v € considerar [(ag, xo, Wo)] € M. Dal
(a, x0, V) ~ (o, X0, W)

ou seja,

[(O’, X0, \/)] = [(O(o,Xo, Wo)} e M.

Portanto,
NcM.

Desta forma,
7 (x0) = MUN =M = {[(a0, o0, W)]: w € R"} = R”

tem estrutura de espaco vetorial de dimensao n.

Mudamos agora o foco para definir as trivializacdes locais. Antes porém, vejamos

que cada conjunto 7~ '(U,), com a € A, pode ser descrito como
1 _ . E . n
a1 (Uy) = 1la, x,v]: 5/~ ix € U, veR" .

De fato, se [B,z,w] € 7 '(U,), entdo z € Ug e z = n(|B,z, w)) € U,. Logo, z € Uyp.

Tomando u = Bg(x) - w, temos que
(a,z,u) ~ (B, z, w).

Portanto, [B, z, w| = [a, z, u] € {[a,x, v] e E/fixelU,ve ]R”}. Ou seja,

7 U, C {[a,x, v] e E/.xeuU,ve R”} :
A inclusao contraria é trivial. Mostremos que a aplicacao
Yo o 1 (Ug) —> Uy x R”
[, x, V)= ta(((a, x, V]]) = (x,v)
é um homeomorfismo. Para isso, consideremos as duas funcoes coordenada de i/,
Yoy = T (Uy) — U,
e, x, V)] — o ([(@, X, V)]) = x
a qual ja vimos ser continua, e
Yo, : T (Uy) —> R”
[, x, V)= oy ([, x, V)]) = v

que mostraremos estar bem definida e ser continua. Para mostrar que estd bem definida,
considere [(a, x, u)],[(a, y, v)] € 77 1(U,) tais que [(a, x, u)] = [(a, y, v)] Neste caso, tem-se
x=ye

Opalx)-v=1-v=u
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e portanto, u = v. Ou seja

Y, ([(a, x, V)) = v = o, (e, y, 1))

e assim, J,, estd bem definida. Para a continuidade, considere U C R" aberto. Mostremos
que L/J;{; (U) é aberto em 7 '(U,). Como 7~ '(U,) é aberto em E/N, basta mostrar que

Y, (U) é aberto em E/N. Como feito anteriormente, precisamos verificar que
@, (P ' (YealV) € 7o, Va €A.
De fato, temos que

7 (Us) : by ([ x, V) € U}
U, v e U}.

S

=
!
L
=
=
L
=
C
=
[

{(O{,x, v) e E (o, x,v) € L/J;; (U)}
{(a,x,v) e E . x € Uy, v e U}

Donde
o, (r W (U) = {(x,v) i x E UpvE U} = Uy x U

Q

o qual é aberto em U, x R". Portanto, {),, ¢ uma aplicacao continua. Além disso ¢/, ¢é tal

que
® (, é injetiva pois
Yo ((a, x1,V)]) = g ([(a, X2, v2)]) &= (x1,v1) = (0, v0) &= x1=xe v =V

e, portanto, ([(a, x1, v1))) = ([(a, x2, v2)));

e ), é sobrejetiva, pois dado (x, v) € U, x R", basta tomar [(a, x, v)] € 7~ (U,). Assim,

P((a,x,v)) = (x,v)

logo, U, é um homeomorfismo. Em particular, quando restrita a fibra sobre x € X,

Yoy - Ex — {x} xR"
[(a, x, V)] — Go([(a, x, V)]) = (x, V)
é isomorfismo.

Deste modo, mostramos que E/N é um fibrado vetorial real de dimensdo n sobre
X. O
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Com este Ultimo resultado, temos uma caracterizacao de fibrados vetoriais. Um
fibrado vetorial de posto n sobre X é definido unicamente, a menos de isomorfismo de
fibrados, por uma familia de funcoes de transicao satisfazendo as condicoes do teorema
acima. Deste modo, ndo se faz necessdria a descricao do espaco total do fibrado. Além
disso, como serd visto mais adiante no trabalho, os cdlculos envolvendo fibrados levam
em consideracdo apenas as funcoes de transicao e ndo necessariamente o espaco total.
Deste modo, no que seque abaixo, denotaremos um fibrado vetorial (£, ;) por E, levando

em consideracao suas funcdes de transicao.

Em tudo o que foi feito acima, se trocarmos R por C obtemos a nocédo de fibrado
vetorial complexo. Além disso, se X é uma variedade complexa e as trivializacoes forem de

classe C* ou holomorfas, teremos fibrados complexos C* ou holomorfos.

Construgdes envolvendo fibrados

Nesta secao trataremos com detalhe alguns exemplos de como, a partir de fibrados
ja existentes, pode-se construir outros fibrados utilizando das funcdes de transicao dos

fibrados j& conhecidos, uma vez que temos em mao o Teorema 2.1.

O produto tensorial

Sejam E e E’ fibrados vetoriais sobre X, de posto n e m, respectivamente. Deste
modo, dada uma cobertura de {U,} comum a E e E’, temos as sequintes funcdes de

transicao
e Para E:
90{,8 : UQB — GL(H,R)
ou seja, para todo x € Uyg,
Oap(x) : R" — R"
e Para £’
0,5 1 Usg — GL(M, R)
ou seja, para todo x € Ugp
9(/1[3()() : Rm N Rm
ambas O, e 0,5 sdo continuas e satisfazem as condicées de cociclo.

Com isso, definimos agora o fibrado produto tensorial de E e E’, denotado por

E ® E’, como o fibrado cujas funcées de transicao sao dadas por:

Oup = Oup ® O,p : Ugg — GL(n,R) ® GL(m, R) = GL(nm, R)
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de modo que para todo x € Ugg,

Oop(x) = Oop ® O p(x) R"@R" —: R" @ R"
U® Vi Oup(x)(U® V) = Oup(x) - U® 0,5(x) - v

Basta agora conferir que as aplicagoes 9,5 satisfazem as condicées de cociclo.

e Seja Uy # 0, tome x € Uyp, e u® v € R” @ R” arbitrarios. Mostremos que
Bup(x) 0 Op,(x) 0 O,0(x) - U® v = u® v. De fato

Oqp(x) © Q_&,(x) 0 0)a(X) - UV = 04(x) 0 Opy(x) - (
= Bp(x) © g, (X) - ((8yalx) - 1) ® (B),(x) - V)

= Bup(x) - ((Bpy(x) 0 Byalx) - 1) ® (6, (x) 0 B, (x) - v))
= (Qag(x) 0 O, (x) 0 B,4(x) u) ® ( wp(X) 0 G, (x) 0 0, (x) v)
=UuUQvV

onde a dltima igualidade segue do fato de que O,5 e 0,4 satisfazem as condicées

de cociclo;

e Considere U,z # , tome x € Uyg e u® v € R” ® R”. Mostremos que

Oup(X) 0 Oa(x) URV=UR V.

De fato

Oup(X) 0 Opa(X) - U@ v = Oup(x) - (Q_BO,(X) U v)

Ouplx)  (Bpolx) - 1 ® O (x) )

(Bap(x) 0 Bpalx) - u) ® (Op(x) 0 B, (x) - V)
uv

Portanto, a familia {6,p} satisfaz as condicoes de cociclo e assim temos de fato um fibrado

vetorial de posto nm sobre X.

Subfibrado

Definicao 2.1.4. Seja E um fibrado vetorial de sobre X posto n. Um subfibrado de E é um
subconjunto F~ C E tal que a projecao 7 e as trivializacoes locais de £ dao a F estrutura

de fibrado vetorial real.

Pode-se tirar algumas conclusodes direto da definicdo de subfibrado. Sendo {6,}

as trivializacdes locais de E, fixemos a seguinte notacao:
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e A projecao de f como sendo

e As trivializacoes locais de F como sendo

1 n
Ne = Oulr 717 (Uy) — Uy x R
e Sendo E, a fibra sobre x € X de F, denotemos por 77 '(x) = F, as fibras de F.

deste modo, como F tem estrutura de fibrado, note que F, C E, e assim F, é um subespaco

vetorial de E,, ou seja, dimg(Fy) = m < dimg(E,) = n. Consequentemente,
Ne(7F ' (Uy)) = Uy X na(mmg ' (Uy)) € U, x R”

onde n.(7z'(U,)) € R” é um subespaco vetorial de R” de dimensdo m < n e portanto,
F ;

isomorfo a R". Deste modo, sem perigo de confusoes, escreveremos

Ne 77 (Uy) —> Uy x R” (2.2)

Fibrado quociente

Utilizando a mesma notacao da construcao do subfibrado, pode-se relacionar a
matriz da transformacao linear O,5(x) com a matriz de nqg(x) de modo a definir um novo
fibrado, o fibrado quociente. Ainda considerando {U,} como uma cobertura por abertos

para X, consideremos o sequinte diagrama:

0, Op

Ugp x R” 75 (Usp)

UO(,B‘ x R”

Mo ) g
717 (Usp)

UO(B x R™ UO(B x R™

onde i : Uyp Xx R™ — Uy x R" e i* 1 17 (Uqp) — 715 (Uap) sdo as aplicacdo inclusdo

entre os espacos em questao. Deste modo, para x € U,g temos as seguintes aplicacoes:

Oup(x) : R" — R"

Vi Oup(x) - v

Nep(x) : R" — xR™

Vi Nap(X) - v
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Tais aplicagbes coincidem em vetores v € R” (Neste caso, identificando R” = R™ x {0} C
R" onde 0 € R"™".), dada a relacao da equacao 2.2 e o fato de n, ser a restricao de 6,

em F, ou seja
Oup(x)

o = Nepl¥) 23)

Deste modo, se considerarmos vetores v € R” da forma v = u+ w onde u € R" e
w € R"" A matriz da transformacéo linear 6,5(x) em relacdo as bases candnicas é da

forma
Yap (X) paﬁ(x)
Oap(X)  Sap(X)

onde as submatrizes sdo tais que yqg(x) tem ordem m X m, pyg(x) tem ordem m x n —m,

Buslx) = 24

Oup(x) tem ordem n—mxm e &,p(x) tem ordem n—mxn — m. Denotando as transformacées
lineares associadas a cada matriz com o mesmo stmbolos, tem-se
Yap(x) R™" — R"
Pepl) BT — R”
GB(X) :RIW SN Rﬂ—lﬂ
gO/B(X) :Rnfm N Rnfm

X

o

todas continuas, uma vez que G,5(x) o é. Mostraremos a sequir que estas transformacoes

lineares satisfazem as sequintes relacdes:
Vap(X) = Naplx) e 0aplx) =0
De fato, utilizando novamente a relacao de G,5(x) e nNeg(x), temos que quando v € R”,

este vetor se escreve como v =v + 0 = (v,0) € R”, onde 0 € R"™". Assim,

Vap(X)  pap(x)| [V

Oup(x) - (v, 0) = Supl) Ept) | |0

= (Yap(x) - v 4 pag(x) - 0, 0ap(x) - v + Gap(x) - 0)

= (Vap(x) - v, Oap(x) - V)
(Nap(x) - v, 0)

onde a uUltima igualdade seque da equacédo 2.3. Portanto,
Vap(X) = Neplx) @ 0Oup(x) =0
deste modo, a matriz em 2.4 se reescreve como

QaB(X): ’7aB(X) pa/)’(x) (25)

0 Sap(X).

Com isto, temos uma familia de aplicacées {5} tais que
$op i Ugg — GL(N — m, R)

e satisfazendo as condicdes de cociclo. Definimos o fibrado cujas funcées de transicdo séo

as fungodes {<qg} como o fibrado quociente E//:.
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Fibrado pull-back

Seja f : Y — X uma aplicacdo continua e £ um fibrado vetorial sobre X de
dimenséo n, com funcées de transicao {O,p} relativa & cobertura {U,} para X. Podemos

considerar o sequinte diagrama

A sequir, iremos mostrar que f induz um fibrado sobre Y chamado fibrado pull-back ou
imagem reciproca de E via f, denotado por f~'E. Construiremos uma cobertura para Y a

partir da cobertura de X e também obteremos uma familia de fungdes de transicao.

Primeiramente, dada {U,} cobertura de X, como f é continua, {V,} = {f'(U,)}
é uma cobertura aberta para Y. Agora, denotando Vg = ~"(U,) N f~1(Ug), definimos as

seguintes aplicacoes:

Nap = "0 : Vag — GL(n, C)
X = "0up(x) = Oup(f(x)) = [Oup(f (x))]
e note que n,p estd bem definida, uma vez que f(x) € U,p dado que x € V,p. Assim definida,

a familia {vyg} herda todas as propriedades dos elementos de {65} e, consequentemente,

definem um fibrado em Y de mesma dimensao que E.

Fibrado soma direta

Sejam E e E' fibrados vetoriais sobre X de dimensdo m e n, respectivamente.
Sejam {6.p} e {nap} as funcoes de transicdo de E e E’, respectivamente, em relacdo a
{Us}, uma cobertura de X comum aos dois fibrados, ou seja,
QO(B . UO(B — GL(I?,R)

X [Bap(x)]

Nag - Usg — GL(M, R)

X+ [Nop(X)]
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Definimos o fibrado soma direta, de posto n + m, denotado por £ @ E’ através da

seguinte familia de funcoes de transicao:

Yap : Usg — GL(N + m, R)

[QO{B(X)} On><m ]

X [Yap(x)] = 0 [Nag(X)]

onde 0, ., denota a matriz identicamente nula n x m.

Note que, (,p satisfaz as condicées de cociclo. De fato:

e Para U,z # 0, tem-se para x € Ugg

[QO{B(X)] On><m ] ' [[QBO((X)] Onxm ]

| Omxn [I7aB(X)] 0% [/73(1()()}

_ |[0ap(X)] - [Opa(X)] 0 ]
0 [Nap(X)] - [Nga(X)]

__M/vxn On><m
_Omxn mnxn

{1

Wap © YpalX) =

onde a matriz [/] obtida representa a matriz identidade (n 4+ m) x (n + m).

e Se U,g, #+ , entdo, para x € Uy

_[QO(B(X” On><m ] ) [[Qﬁy(x)] On><n7 ] ' [[Gya(x)] On><m ]

| Omxn [’70{3()()] Omxn [’7BV(X)] Omxn [/7)/(1()()}

= _[QO’B(X)} ’ [QBY(X)} ’ [an(x)] Onxm ]
Omxn [1ep(X)] - 18y (X)] - [1ya ()]

Wap © Ygy © Wya(x) =

{1

O fibrado associado a uma hipersuperficie

Sejam M uma variedade complexa e D C M uma hipersuperficie analitica. Considere
uma cobertura {U;} para M de modo que V' é definida por f,'(0) com f; : U; — C. Neste

caso, em U;; = U;NU; tem-se que f; = ¢;;f; onde ¢;; : U; — C* é uma aplicagao holomorfa

que nao se anula em ponto algum.

~

. y L. ~ .~ [}
O fibrado [D] é definido pelas fungdes de transicao ¢;; = - Como
J
(Pij . UU — C

tem-se que [D] é um fibrado de posto 1.
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2.2 Classes de Chern

Conexio

Sejam E um espaco topoldgico e M uma variedade complexa. Considere (£, 7r) um
fibrado vetorial complexo C* de posto n com projecéo 7 : £ — M. Se U C M ¢é aberto,

fixemos as seguintes notacodes:

A C-algebra C*°(U, C) de funcdes complexas de classe C* serd denotada por A°(U);

e O A%-mddulo das p—formas complexas C* sobre U serd denotado por AP(U);

e A dlgebra graduada de formas diferenciais C* sobre U, denotaremos por
dimM
A (V) = P A)
p=0

0 A%(U)—mddulo C=(U, E) de secdes de E sobre U, serd denotado por A°(U, E);

0 A%(U)—mddulo C=(U, TM®* ® E) das secdes de TMT*® E sobre U, serd denotado

por A'(U, E) (onde TM®* denota fibrado cotangente complexificado de M);

De modo geral, para todo p € N, o A%(U)—mddulo C*(U, A’ TM** ® E) de secdes
de AP TM®* ® E sobre U, serd denotado por AP(U, E).

Definicdo 2.2.1. Uma conexdo em E é uma aplicacdo C-linear
VA M, E) — A'YM,E)
satisfazendo a regra de Leibniz
Vi(fs)=df @ s+ V(s)
para todo f € A°(M) e todo s € A°(M, E).

Observacao 2.2.1. Note que na definicdo de conexdo, o produto tensorial df ® s ndo
é feito sobre C, mas sim sobre A°(M), uma vez que ambos A°(M, E) e A'(M, E) séo
A°(M)—mddulos.

Proposicao 2.2.1. Uma conexdo ¥V é um operador local, ou seja, se uma seg¢do s é
identicamente 0 num aberto U, entédo a secio YV (s) € A'(M, E) também é identicamente

nula em U.
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Demonstragdo. Suponhamos por absurdo que exista xg € U tal que V(s)(xp) # 0. Tomando
uma funcéo p € A°(U) com suporte compacto e tal que p é identicamente 1 numa vizinhanca

V C U de xg, vamos definir p & A° pondo

p(x), quando x € U
0, quando x € M\ U

Note que ps € A°(M, E) é tal que ps = 0 é a secdo nula. Com isso, sendo V uma

aplicacao C—linear, tem-se
V (ps) = V(0) = V (0:0) =0V (0) =0 (2.0)
onde O denota o niimero complexo nulo. Por outro lado, pela regra de Leibniz,
V (ps) =dp® s+ pV(s)
=0®s+pV(s) (2.7)
=pV(s).

Utilizando 2.6 e 2.7, tem-se
pV(s) =V (ps) = 0.

Como p = 1 no aberto V, seque que Vs se anula em V. Em particular V(s)(xp) = O.
Absurdo, pois V(s)(xo) # (0).

Pela Proposicao 2.2.1, temos que se sy,s; € A°M, E) sdo duas secoes de E
(distintas) que coincidem num aberto U C M, entao V(sq) e V(s;) também coincidem
em U. Em particular, a restricao de V ao aberto U faz sentido e a mesma constitui uma

conexdo para E|U.

Com o carater local das conexdes, pode-se restringi-las a abertos de M e conse-
quentemente, se {U,} é uma cobertura aberta de M, entdo, uma conexdo V em E fica

completamente determinada por suas restricoes V|, .

Lema 2.1. Existem conexdes.

Demonstracéo. Seja {U,} uma cobertura aberta de M, trivializadora de ambos TMC e E.

Para cada a, tome s = (s¢,...,s%) um referencial para 7~ '(U,) = U, x C", isto &,
cada s¢ € A%(U,, E) e para cada x € U,, o conjunto {s%(x),...,s%x)} é uma base para
E,.

Seja {pq} uma particdo da unidade subordinada a {U,}, ou seja, para todo a € A,

tem-se que supp(pq) C Uy e para todo x € M tem-se ) __ pu(x) = 1.

Defina V* em U, por V% (s¢) = 0 para todo i € {1,...,n}. Note que com esta

definicao, para f € A°(U,) vale

Voifs!)y =df @ s{ + V9 s7) = df @ s.
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Além disso, podemos escrever uma secao qualquer s € A%(U,, E) como

n

a

slu, = E fis;
i1

com f; € A%(U,). Deste modo, podemos estender V¢ para uma secao qualquer fazendo

n

V(s|u,) = Va(i fist) = i VAfisi) = dei ® s
i=1 i=1

Jj=1

Definimos agora
V=> pV°

que verificaremos ser de fato uma conexdo e serd a conexdo que procuramos. Primeiramente

note que
n

Vis) =) paVslu) =) pa (de@s?

i=1

e deste modo, a C-linearidade de V segue da C-linearidade do produto tensorial. Basta

apenas mostrar que V(gs) = dg ® s + gV(s) para todo g € A°(M). De fato

Vigs) =) pulgs) =) paV© (9 > ffo*)
a a i=1
=) pal|) V"(gfzS?))
a i=1

=) pa|) _digh)®s])
a i=1

=) pa|)_((dg)fi + gdf) @ sf)
a i=1

= pu|)_[dg)fi®s{) + (gdfi @ s7)

i=1

- Zpa i(dg)f[ ® si + Zpa i gdfi ® s
a i=1 a i=1

:ngpaif,-@)sf’+gZpaidf[®sf
a i=1 a i=1

zcngpali1 ®f[5?+gzpaidfi®5?
a i=1 a i=1

gy pY Mt tgY pY dhwst
a i=1 a 1

=dg ZPa(SM) +g Z/Ja Z df; ® s
a a i=1

=(dg)s + gV(s)
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]

Ainda utilizando a notacdo do Lema 2.1, temos que no aberto U,, V pode ser

escrita em funcao so referencial s por
n
Vis)=) 0505 (2.8)
j=1
onde 6;; sao 1-formas C* sobre U,. Tais 1-formas sao obtidas da sequinte maneira:
Como V(s%) € AY(U,, E) = C*°(Uy, TM®* @ E), podemos escrevé-la como
V(s =u®v

onde v € C®(U,, TM®) e v & C*®(U,, E) e como observado anteriormente, v = > i fisy

com f; € AY(U,). Deste modo,
V(si)=u® Z f;s{
j=1
S uens
=
S hees
j=1

e denotando O;; = f;u obtém-se a expressao 2.8. Com esta notacdo em mente, temos a

seguinte definicao:

Definicdo 2.2.2. A matriz da conexao ¥V em U, é a matriz 6% = [93]

Seja V uma conexao e considere abertos U, e Ug tais que a matrizde V em U, é
dada por 0% e em Ug é dada por 67. Mostraremos a sequir que, quando U,g = U,NUg # @,

as matrizes 0% e OF se relacionam através da relacdo

6° = (dgup)gup + GapOsYap

onde gqg € uma matriz inversivel n x n.

Com efeito, sejam s” e sP referenciais sobre U, e Ug, respectivamente. Entao, em Ugg
~ . ~ IS . o a n B
eles estao relacionados por uma matriz inversivel g,z = [g[j] tal que s¥ = Zj=1 = gijS; -

Assim, denotando ga_/; = [gy], temos que P = > Ly gusi. Consequentemente:
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n

Z Oie @ 5] =V (s7) =V Z g[jsj[-’)
(=1

j=1

=y v (91/513)
=

=y (CUU(X)S +9,V(s f))

j=1
=) dgy®s'+) g,VI(s))
j:1 j:1

ZZCUU@S +ZJUZ j,<®sk3

Jj=1
n n n [ n n T
=) dgy® | ) _Fisi | +)_9y|)_0i®) Fist
j=1 =1 =1 Lik=1 =1 1
n n n [ n n T
B -
=) _|d9g®@)_Tist | +)_9y|)_0p®) Tis
= =1 = = =1 |

PRI W [Zz o o st

j=1 (=1 k=1 [=1

n n n n

:ZZCUUQ}[@SI +Z ZZ—IU j/(Jj[ ®5[

=1 j=1 =1\ j=1 k=1

n n

:Z Zd_/u_/ﬂ“‘zzgu K9t ® s

Jj=1 j=1 k=1

ou seja

Zth/gﬂ + Z Z gij j/(gjl

j=1 k=1
Esta ultima igualdade pode ser vista como produto de matrizes da seguinte maneira:

0° = (dgap)gag + 9ap0” g (29)
O préximo passo é generalizar a ideia de conexdo para A'(M, E). Isto é feito da
seguinte maneira. Dada uma conexao V em E, defina
VA M, E) — A* M, E)

satisfazendo
V(iw®s)=dw®s+ wA V(s

onde w e A'(M) e s € A%M, E)
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Proposicao 2.2.2. A aplicacio YV satistaz
YV(fw®s)=d ANw—fV(w® s)

onde f € A°(M).

Demonstracdo. Por definicao, temos

Vfw®s) =V(fw®s)=dfw®s — fwA V(s)
(df Nw+ fldw) @ s —fw A V(s)

(df ANw)@s+ fdw)®s —fwA V(s)

(
(df Aw)®@ s+ f(dw)®s —fw A V(s)
=df AN w®s) + f(dw®s) — f(w A V(s))
=df A (w®s)+ fldw®s — (wA V(s))

=df AN w®s)+ V(w® s)

Definicao 2.2.3. A curvatura da conexao V, é dada por
Ky =VoV
Proposicao 2.2.3. A curvatura Ky é uma aplicacdo A°(M)-linear.

Demonstracdo. Seja f € A°(M) e considere o fato de que V(s) = w® v € A'(M, E),

assim

Ky (fs) =V (V(fs)) = V (df @ s + [ Vs)
=V(df ® s) + V(fVs)
—d’f@s—df AV(s)+ V(flw V)
=—dfAV(S)+dfF Aw@ V) + IV (w® V)
=—df As+dfAV(s) + IV (w® V)
=fV(w® V)
=fKy(s)

]

Proposicao 2.2.4. O valor de Ky (s) em um ponto x € M depende apenas do valor da

secdo em x e ndo da secdo considerada.
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Demonstracdo. Considere s¢ = (s{,...,s%

) um referencial local de E em U, com x € U,

e s, s’ duas secoes de E sobre U, tais que s(x) = s'(x). Entdo, s — s’ € A%(U,, E), ou seja

n
s—s = > fis?
i=1

e quando avaliada em x, segue que

n

s() = s'x) = > filx)s(x) =0

i=1

logo fi(x) = 0 para todo i € {1,...,n} pois {s{}!_, é uma base para E,. Deste modo,

calculando a curvatura de s — s’, obtém-se, pela linearidade da curvatura, que
Ky(s = s') = Ko(s) = Ke(s)
porém, por outro lado,
n n
Kels—s)=Kg (Y fist| =) fiKg(s?)
i=1 i=1
e quando avaliada em x, conclui-se

Ky (s)(x) — K (s')(x) = Ky (s — ) (x) = Z fi(x)Ks (s¥(x)) =0

portanto

]

Assim como foi feito com a conexdo, pode-se expressar a curvatura de uma conexao,
localmente, através de uma matriz. Com efeito considere s um referencial local para E

sobre U,, deste modo

Kol(sf) =V (V(s9) =V | Y _65®s¢

j=1
=) _VI(6j®s])
j=1
=) (dg5®s7) =) (65AVIs)))
j=1 =

I |
o o
K K
I Q < Q
® ®
0] n
~ 9 ~Q
| |
M-
:gsg >

>

‘;\-Q I\/I =

® =R

s ®

—_— 0
~Q
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3

(dO% ® s7) — Z 01 A ® s¢
k=1 k=1

n n

E a a a
thk Qij A jk ® Sk
k=1 Jj=1

igualdade esta que também pode ser vista como uma relacdo matricial em funcdo de 6.

l/( - Cl@ Z 9 j/(

pode-se fazer a seguinte definicao:

Considerando

Definicao 2.2.4. A matriz de Ky em U, é definida pela matriz de 2-formas C* em U,:

0" - [6]]
com .
0% =doj— > O A6
k=1
ou seja,

0% =do" — 6% A O°

Assim como a conexao, as matrizes da curvatura ©% e ©F se relacionam quando
UaB 7/: @

Sejam s® e sP referenciais locais sobre U, e Ug respectivamente relacionados pela

matriz inversivel gag = [g;] cuja inversa é g,z = (g5} Entéo

Ke(s)) = Ky Zgusf = ZQUKV (Sf)
Jj=1

j=1
n n
_ B B
= § gij E ij ® Sy
j=1 k=1
n n
- § § JU j/( ® Sk
Jj=1 k=1
n n
= E E g0 j/< ® § Gusi'
j=1 k=1
n n n

= Z Z Z gij //<J/<l ®s]

j=1 k=1 [=1
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ou seja, vendo como a multiplicacdo de trés matrizes

n n n

O5=2_0 2 946:Tu

j=1 k=1 [=1

0 que leva a

0 = gos0Pg,4

Polindmios invariantes

Considere M(n, C) a C-algebra das matrizes n x n com entradas em C, .

Definicao 2.2.5. Um polinémio invariante sobre M(n, C) é uma funcao
P:Mn,C)— C
que é polinomial nas entradas de uma matriz e satisfaz
Plg~'Ag) = P(A)
para todo A € M(n,C) e g € GL(n, C).
Proposicao 2.2.5. Sdo equivalentes as sequintes afirmacées:
1. P(g~"Ag) = P(A) para todo A€ M(n,C) e g € GL(n,C),

2 P(AB) = P(BA) para todo A, B € M(n, C).

Demonstragdo. 1) = 2): Dividiremos a demonstracdo em dois casos: Quando uma das

matrizes é inversivel, e quando ambas nao sao.

e Suponha A € GL(n,C) e B € M(n,C)\ GL(n.C). Neste caso, tem-se
AB = AB(AA™") = A(BA)A™".
Assim, por hipotese, segue que

P(AB) = P(A(BA)A™") = P(BA)

e Agora, suponha A, B € M(n, C)\ GL(n.C). A igualdade que procuramos demonstrar

é equivalente a sequinte: para todo € > 0
|P(AB) — P(BA)| < €.

Primeiramente, como GL(n, C) é denso em M(n, C), temos que para todo r > 0,
existe A, € B(A, r) tal que detA, # 0.
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Dado € > 0, como P é uma aplicacao continua, existe 0 > 0 tal que para todo
Z € B(A, 0), valem

|P(AB) — P(ZB)| < % e |P(BA) — P(BZ)| < ;
Deste modo, para r = 0, existe £, € B(A, 0) tal que det(Z) # 0. Pelo item anterior
P(ZB) = P(BZ),
e, consequentemente.
|P(AB) — P(BA)| = |P(AB) — P (4B) + P (£B) — P(BA)|
<|P(AB) — P (£4B)| + [P (£4B) — P(BA)|
— |P(AB) — P (Z,B)| + |P (BZ) — P(BA)|

<s+s
2 2
=c.

2 = 1) Sejam A € M(n,C) e g € GL(n, C). Neste caso,

P((gA)g~") = P(g~"(gA) = P(A)

Como exemplos de polindmios invariantes, temos:

Exemplo 6. A aplicacdo determinante
det : M(n,C) — C
A +— det(A)

é claramente um polindmio invariante. Uma vez que é uma expressao polinomial nas

entradas da matriz A e por satisfazer
det(AB) = det(A)det(B) = det(B)det(A) = det(BA).

Exemplo 7. Sejam A,/ € M(n,C) onde / é a matriz identidade e considere o sequinte
determinante: det(t/ + A). Mostremos que os coeficientes de t' sdo polindmios invariantes.

Estes polindomios séo tais que

det(t/ + A) = ZC” i

Os polinomios C,_; sao invariantes, uma vez que dada g € GL(n, C)
det(t/ + A) =det(g(t/ + A)g ™)

(g(thg™" + gAg™)

et(t(g

et(

tt(J/J "+ gAg )
et(t/ + gAg~ )
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ou seja,

n n

Y GiAt =) CoilgAg )t

i=0 i=0

e pela igualidade de polindmios, seque que C,_;(A) = C,_i(gAg~"), o que mostra que C,_;

sao ilnvariantes.

A titulo de ilustracao, facamos os casos onde n =2,n =3 e n =4

e Quando n = 2, temos:

t+a a
det(t/ + A) = R 12 Z(t + Cl11)(t + Clzz) — (012021)
an t—f—zz

2
=t + (Cl11 + Clzz)t + (CI11Clzz — CI126/21)
e assim:

i=0 = G(A) = ay1an — arpax = det(A)
=1 = C1(A) =dn +axy = tl’(A)
i=2 = (G(A) =1

e Quando n = 3, temos:

det(t/ + A) ="+
+(ay + an + CI33)Z’2
+ [(011022 — CI12C121) + (CI11CI33 — CI136/31) + (C122C133 — CIngIgz)]t

+(CI11C122C133 + a12023031 + a13071 Cl32) — (CI13CI12CI31 + a1103032 + a12071 6133)

ou seja,

i =0 = G(A) = det(4)
(=2 = Gi(A) = tr(A)
=3 = GlA) =1

Para i = 1, note que na expressdo do determinante obtida acima, os termos que
aparecem entre parénteses no coeficiente do termo t sao exatamente os determinante

das seguintes matrizes menores de A,

aq dq aqr ags a2 d4xp3
Az = . A= . A=
az ax asz ds3 a3 ds3
onde A7 é obtida removendo a i-ésima linha e i-ésima coluna de A. Deste modo,

temos que
i=1 = G(A) = det(A)) + det(Az) + det(As)



Capitulo 2. Teoria Chern-Weil de classes caracteristicas 84

e Para n = 4, utilizando a relacéo obtida no caso em n = 3, obtém-se

det(t/ 4+ A) =t*+
+(an +axn+as+ 044)t3
+[(a11a22 — apa) + (ar1a33 — a13031) + (11040 — a14047)+
+ (022023 — a23032) + (022044 — A24042) + (A33044 — G340 43)] t2+
+ [det(Aq) + det(Ay) + det(As) + det(A4)] t
+det(A)

e analisando com atencéo os termos que aparecem no coeficiente de t?, nota-se que

eles sdo exatamente o determinante das sequintes matrizes:

aqr dq2 aq ags aq dig

Ao = . Az = . A=
az ax aszp ds3 y U44
az2 4z a2 A4 as33 d34
Aoz = . Aog = . A3g =
a3y ds33 Uap g4 043 U44

onde A;; é obtida considerando apenas as i-ésima e j-ésimas linhas e colunas de A.

Com esta notacao, temos:

i =0 = G(A) = det(4)

4

(=1 = G(A) =) det(4)
Jj=1

i=2 = G(A) = Z det(A; )
i

=3 = G(A) = tr(A)
=4 = G(A) =1

De modo geral, para n arbitrario, é possivel demonstrar que
G(A) = E det(A)
J

onde I = (ji..., i) € {1,...,n}" com ji #+ ji para k # [ e det(A)) é o determinante da

matriz menor de A considerando apenas as ji linhas e colunas.
Considere 77 : E — M um fibrado vetorial complexo C* de posto n, ¥V uma conexao
em E e Ky a curvatura de V.

Em um aberto trivializador U,, Ky é dada por uma matriz n x n de 2-formas
i . - ~ —1
O Lembrando que as matrizes locais de Ky satisfazem ©¢ = gaba@ﬁga@ em Ugg com

gaop € GL(n, C"), seqgue que:

P(0%) = P(gas0°gog) = P(OF)
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para qualquer polindmio invariante P. Com isso, pode-se fazer a sequinte definicdo: dado

um polindmio invariante P de grau k, entdo, considere a sequinte Zk-forma
a
P(K)|u, = P(©9).

Exemplo 8. Para ilustrar o fato de que P(©%) é de fato uma 2k-forma, facamos alguns
exemplos considerando P(A) = det(A). Neste caso, P(A) é um polindmio de grau n, onde n
é a dimensao da matriz quadrada A. Denotando ©, = [aij A B[j] onde «j;, B;; sdo 1-formas

em U,, temos que:

e Quando n = 2

det(Qq) =(o11 A B11) A (a2 A B2z) — (ai2 A Bi2) A (o1 A Ba1)
=(a11 A Bi1 A aoa A Baa) — (au2 A Bia A\ a1 A Ba1)

que é uma 4-forma em U,.

e Quando n = 3:

det(©@%) =(a11 A P11 A ooa A Bax N o33 A\ B33)+
a2 A\ B2 Naos A\ Bz N\ oz A B3)+

=( )+
( )
(13 A Bis A aar A Bt A as2 A B32)—
—( )
—( )
—( )—

+ +

a3 A\ P13 N aoa A B N\ oz A Bz)—
a2 A\ Bz N oo A By N\ o33 A\ B33)—
a1 A B AN axs A B A asa A B

que é uma 6-forma em U,.

Voltando para o caso de um polindmio invariante P arbitrario, pela relacao obtida
acima, tem-se que P(Ky) é uma 2k-forma global, por independer da matriz local de Ky e

estar definida em todo aberto trivializador U,,.

Lema 2.2. Se P é um polinémio invariante entdo, dP(Kv) = 0.

Demonstragéo. Dado P, escreva P(A) = P((a;j]) e considere a matriz das derivadas de P,

a )
A = [@_ . Pode-se escrever a derivada de P como:
ai;
j

aj

aP
dP ([ay]) = Z 3 —day;
i.j

Valem as sequintes relacdes:
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o dP(A) = tr(ATdA).

Uma vez que os elementos da diagonal de A"dA sdo dados por

. P
ATdA ZAldelkl ;Akidak[ = Z Mdakl

k=1
e, consequentemente,

n n

tr(ATdA) = Y (ATdA); la,; = dP(A 210
r(A"d ; d ZZ Cl/acak dP(A) (2.10)

i=1 k=1

e ANT =ATA

De fato, como P é invariante, lembremos que vale P(XY) = P(YX) para X, Y € GL(n, C)
e considere a matriz £;; = [e.s] onde e.s = 0,055, onde 0, é o Delta de Kronecker,
ou seja
1, quandor=jei=s
€rs = ]
0, caso contrério

Os produtos AEj; e £;A que podem ser escritos como:

~

dis, ser =/

(EjiA)rs = 1 (2.11)
0, ser#j
drj, sSes=i

(AEji)rs = 1 (2.12)
0, ses#i

além disso, pelo fato de P ser invariante, vale
P((I + tE;j)A) = P(A(/ + tEj;))
onde | é a matriz identidade n x n. Derivando esta igualdade em relacao a t, obtém-se

oP oP
(EiiA) s E (AE ) rs
@ ars (9Clr5 i

porém, utilizando as expressoes 2.11, 212 a igualdade acima se resume a

donde segue que
ANT = ATA (2.13)
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Tome um aberto trivializador U, de E e sejam 6% e ©% = [9f] as matrizes de V e

- . . ar
Ky em relacao a um referencial sobre U,, respectivamente. Denotando agora A = 207 |
i

Note que A é uma matriz cujas entradas sao formas de grau par uma vez que ©f sao

2-formas, assim as entradas de A sao produtos exteriores de 2-formas.

Por 2.10, tem-se que
dP(©%) = tr(A" A dOY)

Olharemos agora com mais atencao para A’ A dO% Primeiramente utilizando a

relacdo 2.2.4, obtém-se
n
def =d | dog — Z 0 N 6f
— d (d6y)) —d Z@ A6,
n
——d ) e5neg
k=1
n
=—)_d(6ineg)
k=1
n
— - Z dog A 6f; — Z 0% A dOf,

k=1

:-Zd@,kwgﬁiemdegj
k=1
:—Z A6 — ) OINEL+) 6in6;| A ,ﬁZ@ A do,
k=1 =1 =1

n

n n n
=—> |do—> eineq| neg—> ZQ{;/\Q,O}( NOE+ Y 05 NdOE,
k=1 (=1 (=1 k=1

k=1

n n n n
=—> |doi—> eino;| A6y ZQM/\ > 0565 +Z@ﬁkma,§;
k=1 (=1 (=1 k=1
n n n
==Y (deg—) eine; A@,@—Zem > 040 +ZQI,</\C|9%
k=1 (=1 k=1 (=1 k=1

n n n n
——> |dOL =) O5AOL | AOL+DY OLA [dOg =) 0L A6y
k=1 (=1 k=1

(=1
n n
==Y O AOL+) 0% AEY
k=1 k=1

e esta igualdade obtida é chamada identidade de Bianchi

dO“ =0 N0" — 0% A O



Capitulo 2. Teoria Chern-Weil de classes caracteristicas 88

que substituindo em 2.2, fornece

dP(©%) = tr(AT A dO) = tr (AT A (67 A BT — B A 67))
=tr (AT AOTAOT— AT AOTA 69)

utilizando 2.13, seque que

dP(©%) = tr (AT A O") A O — (AT AO) A 67)
tr (AT A6 AOT— (0 AAT) A 69)

e agora, explicitando a expressao do traco, obtém-se

dP©°) = ((AT A 6%); A BF — OF, A (AT 6%))

ki
i,k=1

=) (B AT A6, — B A (AT 6™))

i,k=1

=0

onde a Ultima igualdade segue do fato de Of; ser uma 2-forma e comutar com qualquer

outra forma. ]

Classes caracteristicas

Primeiramente, falaremos brevemente sobre uma operacao na cohomologia de De

Rham, integracéo ao longo das fibras no contexto que nos interessa.

Considere o fibrado trivial 7 : M x R9 — M. Localmente, uma forma diferencial C*

w sobre M x R7 se escreve como uma combinacéo linear de formas dos seguintes tipos:

Tipo (/) w = f(x? t)dt; Adx com |I| < g
Tipo (/) w=f(x7 t)dt, Adx] = f(x% t)dty Adty A dEgdx]

onde t = (4, ..., ty) € R, dty =dt;, Ao AdE, com iy <. <, 1< < g diyp AL dEg

a g—forma que determina a orientacao de R7 e x“ coordenadas locais em M.

Definimos um operador linear p2" : A*(M x R9) — A" 9(M x RY) da sequinte
manetra:
pYw=0 quando w é do Tipo (1)

P w = (f f(x?, t)clt/q) dx{ quando w ¢ do Tipo (I)
Aq
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onde A% é o g—simplexo padrao, ou seja, o conjunto:
n
AN ={(zo,....z) ER™ Y =11 >0}
i=0

Note que a linearidade deste operador seque diretamente da linearidade da integracao

de formas.

Considerando a aplicacdo incluséo i : (M x A7) — M x A9, temos a sequinte

proposicao:
Proposicao 2.2.6. Vale a seguinte identidade:

P od4 (1) do pt' = p? o i*

Demonstracgdo. Pelo que vimos acima, basta mostrar que o resultado é valido para formas
do tipo | e tipo Il, uma vez que qualquer outra forma em M x RY é combinacao linear

destas.

e Para formas do Tipo |, vamos dividir em dois casos: Quando |/| < g — 1 e quando
Il=q—Li
Seja w = f(x“, t) = dty Adx]" com || < g — 1. Neste caso, p2'(w) = 0 e, além disso,
dw também é uma forma do tipo | com |/| < g — 1 e assim p2’(dw) = 0. Por outro
lado, i*w ainda é uma forma do Tipo 1 e portanto, p?*’ o i*(w) = 0 e o resultado
segue neste caso.
Agora, considere w = f(x%, t) = dtyAdx[" com |/| = g—1, digamos dt; = dt; A ... dt; A dt,

onde dt; significa a auséncia de dt; no produto exterior. Deste modo, tem-se que

of of
dw = Z c?_x,‘jdxlg Adt Adxj 4+ Z &_thl Adt A dxf
k =1

of
- ; oxy

af 4 0f
—=(—1)7"" E (9_)(,fdt/ A dxg A dxj + (—1)1_1—c|t,q A dx}
k

of
dxg Adty Adx) + a—tclt[ A dt; A dxf
i

dt;

onde a segunda igualdade segue do fato que df; A dtj A dxj = 0 para [ # i pela

repeticao de dt; no produto exterior. Como cada dt; Adx? A dxj é uma forma do

ox¢
tipo |, seque que,

] - of
pf'(dw) :pfq ((—1)‘_1%&,{/ A dxf)

: f
=(—1)" /g—tdtq A..odty | dxf
g i
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com a expressao acima e utilizando a versao combinatdria do teorema de Stokes,

temos:

. f d _ —~
(—1)" /%dﬁ A..dty = Z(—W / f(x“, t)dty AL dt AL A dE
A4

=0 g

onde A9(j) é a j-ésima face de A9. Deste modo, seque que

q
P (dw) = Z(—W/f(xa,t)dﬁ/\.../\cltj/\.‘./\dtq dxf (2.14)

=0 g

Poré A ¢ definida d ir A 5lterand
orem, como /J* e dernuda da mesma manetra que /_7* alterando apenas a |egLao

da integracao de todo AY para apenas as faces de A?, seque que

PP i w) = Z(—1)f/f(x“,t)dtq/\4../\c/|\tj/\.../\c|tq dx/ (2.15)

Jj=0 ()

. ~ q A
Deste modo, juntando as equacées 2.14 e 2.15 com o fato de que p2’(w) = 0, obtém-se

o resultado neste caso.

e Para as formas do Tipo Il, considerando w = f(x“, t)dy, A ... Adt, Adx], tem-se que
*w = 0 e assim, voltamos nossa atencédo para o lado esquerdo da igualdade. Assim,
segue que

q
af | o of a
dw = > —dx Adt, Adx) + E —dt; Ade, A dx;
ox; / at, I
k (=1

of
— Z —dx/ Adt; A dx)
— O

of
=(—1)1 Z @_ngt/ A dxd A dxf
k

o que implica em:

q of
P (dw) =p2 | (=1)7 Z a_x,“d t; A dxg A dx;
k K

of
— /(—1)" Z axadﬁ A.oodty | dxd Adx)
o OXk

q

of
=(—1)7 Z / ax“dt1 A.oodty | odxd Adx)
B k

q
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Agora, utilizando a propriedade de derivacao sob a integral, conclui-se que

d(p>’ w) =d /f(x", tydey A ... dt, | dx}

q

of o o
— g / aXkaclﬁ A.dtg | dxg A dyx]
q

e assim, p2'(dw) + (=19 d(p2" w) = 0 o resultado seque.
]

Considere 7t : E — M um fibrado vetorial complexo de posto n sobre a variedade

complexa M. Este induz um fibrado vetorial vetorial sobre M x R? dado por
mxid: E xR —- MxRY.

Para cada (x,v) € X x RY, a fibra (E x RY),, ,, é dada por

X,V
L1 _ 1

(E xR, =(rxid)™ (x,v)=m '(x) x id™'(v) = E, x {v} = E,

Portanto, cada fibra deste fibrado tem a mesma dimensédo de uma fibra de E.

Tomando uma cobertura trivializadora {U,} comum a E e TM®, um referencial local

s = (s{,...,s9), pode-se escrever secbes de (E x R7)|y, ~ U, x R?7 x C" na forma
n
s(x%, t) = > fi(x?, t)s{
i=1
onde t =(ty,...,t,)
Tome g + 1 conexdes VO V' .. V9 sobre E e considere a soma convexa
VOl =(1—tj—tp— ... =t )V + V' .+, V.

Deste modo, V914 define uma conexdo sobre £ x RY cuja matriz sobre U,, denotada

por 80’1""’(7'0(, estd relacionada com as matrizes das conexodes V[ da Segumte manetra:
0.1,...q,00 __ 0,a 1,a g,a
0 =(1—tr— ... —t)0" "+ 0" + ...+ t,0

onde 6% denota a matriz da conexdo V' em U,. Com isto, a curvatura de V%' denotada

por Kgo....q, ¢ dada em U, por

@0,1,...,(/,0{ _ C|90,1,..,,q,a . 90,1,...,(/,0{ A 90,1,.“,(/,0(

Com isto em mente, dadas g+1 conexdes em E, pode-se definir a sequinte aplicacao
P(VO ..., V9 (n, C)— A*(M)

por:
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e Quando =0,

onde deg PP denota o grau de P;

e Quando g # 0,
P (VO """" VCI) (/D) — (_/I)%pf” (P(VO,1 ..... (/))
onde pfq cAYM x RY) — A*79(M) é a integracao ao longo das fibras.

Observacao 2.2.2. Note que na definicdo acima, o caso em que g =+ 0 é, de certo modo,

reduzido ao caso g = 0 uma vez que V%'9 & apenas uma conexdo e assim,

deg P
,P(VO,1 ..... C/) _ (ZL—) /3(/<Vo,1 ,(/)
Jl

Exemplo 9. Analisemos com mais atencao a aplicacao definida acima no caso em que

q=1. Neste caso
1 1 1 1 L degP
PV, V) (P) = (=1)!p% (P(VP)(P) = (—1)7p° ( (2—_) P(/<vm>) .
1
Utilizando o Lema 2.2, temos que dP(Kgo1) = 0. Além disso,
! i deg P
d(P (V°, V') (P)) =d (pf ((2—) P(Kvo,w)))
7T
F deg P A
— _ D
- (zﬁ) d (p* (F (/<v0,1)))
i deg P |
= (—) d o p2 (P(Kgo1))
27

e com isso, aplicando na expressao obtida na Proposicdo 2.2.0, seque que:

P2 o d (P(Kso)) + (—=1)2d 0 p2 (P(Kgor)) =p?' o i* (P(Kgo1))
04 (=1)2d o p (P(Kgo1)) =p' o i (P(Kwo1))

. deg P

(=1 d(P (VO V') (P)) = (2%) pIA (i* P(Kgon)
deg P

d(P (V" V') (P) = (2_—) Pk

Agora, pela versao combinatdria do teorema de Stokes, vale que

pllor =) (FWptV =4
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onde i; : M — M x[0,1] é a inclusdo i;(x) = (x, j). Assim,

deg P

d(P (V°, V') (P) = (— P22 (i P(Kyo1)

V(P)

Com isso, concluimos duas coisas. Primeiramente, que as formas P(Kgo) e P(Ky1)
diferem, a menos de uma constante da forma exata d(P(V°, V')(P). Além disso, mostramos

também que a classe [P(Kv)] € H},x(M, C) independe da conexdo V em E.

Proposicdo 2.2.7. A classe [P(Kv)| = [P(E)] depende apenas da classe de isomorfismo de

E e é chamada classe caracteristica de E
A construcao feita acima pode ser pensada da sequinte maneira:

e Se /(n,C) é a dlgebra graduada de polindmios invariantes e 77 : £ — M é um fibrado

vetorial complexo de posto n, foi obtido o sequinte homomorfismo de adlgebras

W l(n,C) — HjH(M, C)
P+—— W(P) = [P(K)]

chamado Homomorfismo de Weil, onde K é a curvatura de qualquer conexdo em E.

Passemos agora & definicdo mais importante do trabalho.

Definigdo 2.2.6. Sejam C;, j € {1,..., n} os polinémios simétricos elementares dos autos
valores de uma matriz n x n. As formas de Chern de uma curvatura Ky associada a uma

conexao V sobre E sao: .
[
e as classes de Chern de E sao co(E) =1,

ci(E) = [C/ (ZL/—:K

| <t 216

Além disso, chamamos ¢, (E) de Classe Top de Chern de E e c(E) =14+ ci(E)+ ...+ c,(E)

de Classe de Chern total de E
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Observacao 2.2.3. A definicéo das classes de Chern, feita acima, é feita com um pequeno
- - 2j -

abuso, uma vez que as classes de Chern ¢;(E) sao definidas em Hyz(M,Z) e nao em

Hpn(M, C). Porém, através da Teoria de Chern-Weil, pode-se concluir que estes objetos

sdo essencialmente os mesmos.

Como visto anteriormente, dada uma variedade diferencidvel M, esta possut o seu
fibrado tangente, TM e, consequentemente, o fibrado holomorfo tangente 7’M. Com isto

em mente, tem-se a seguinte cleﬁn'L(;éo

Definicao 2.2.7. Seja M uma variedade complexa de dimensdo n. Definimos a j-ésima

classe de Chern de M, denotada por c¢;(M), como sendo

(M) = ¢,(T'M) (2.17)

Propriedades das classes de Chern

Serédo listadas abaixo algumas propriedades que as classes de Chern satisfazem e

que sao uteis para realizacao de cdlculos.

Naturalidade

Considere o digrama

onde X e Y sdo variedades diferencidveis, f : Y — X é uma aplicacao continua, 7 : £ — X
¢ um fibrado vetorial de dimensdo n e f~'E : £ — Y o fibrado pull-back de E por f, como

feito na secao 2.1.

Seja V uma conexao em E cuja matriz no aberto trivializador U, é denotada por
[69]. Esta conexdo, através do pull-back define uma conexdo em f~'E, a qual, no aberto
trivializador de ~'E, V, = ~'(U,), é dada pela matriz [f*0°] Mostremos que de fato

[f*6%] define uma conexdo.

e Utilizando a caracterizacao obtida em 2.9, e aplicando f*, obtém-se para x € V,:

—1

F10%(x) = 6°(f(x)) =d (gapf(x)) (Qa/s(f(X)))*1 + gaplf(x)0P(F(x)) (gaglf(x)))
—d (Fgup(¥) (FFGop(x)) " + I Gup(X)FF P (x) (Fgap(x)
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onde a Ultima relacdo mostra que [f*6?] é uma conexdo. Com isso, utilizando a relacdo
matricial obtida em 2.2.4, a curvatura K-y, cuja matriz sera denotada por Of. pode ser
escrita, utilizando as propriedades do pull-back como:
fo=df* 0 — TN 0%
=f*(d6*) — f*(6“ N 69)
=f*(d6* — 69 N 69)
*

="Ky

onde Ky € a curvatura de V, ou seja, Ki+v = f*Ky. Com essa igualdade, tem-se que as

formas de Chern de E e de f~'E se relacionam por:

[
Cj(/<f*V) = Cj (Z—ﬁ/<f*v) = C (Z—Hf*/<v) = f*q (2/1 /<v) = f*(:j(/<v)

e, consequentemente, as classes de Chern se relacionam por

ci(f'E) = *¢)(E)

Formula de Whitney do produto

Sejam 7 E - M e 7 : F — M dois fibrados com conexdes V¢ e V, respectiva-
mente. Sejam [67] e [6F] as matrizes de V¢ e V[, respectivamente, no aberto trivializador
U,. Estas duas conexdes, induzem, sobre o fibrado soma direta £ @ F uma conexdo Vegr
dada por Viegr = V@ Vi cuja matriz em U, é dada por

Y

que, utilizando a construcao feita na secao 2.1, significa que

a o [Qg] 0
SRLEY

cuja curvatura, Ky, ., ¢ dada localmente por
for =d(0F ® 0F) — (6F © 6F) N (OF ® OF)
=dOf @ dOF —[(OF @ 0) + (0@ OF)| A [(BF @ 0) + (0 & 6F)]
=dOf @ dOf — (B @ O)N(OF B0) — (O ®O)A (0@ OF) — (0@ O7) A (0D 6F)
=dOf @ dOf — (OENOE) D0 -000 -0 (6F A ®OF)
= (dOf — OF A OF) @ (dOF — OF A ®OF)
=0Of ® 0F

onde ©f e ©f denotam a matriz das curvaturas Ky, e Ky,, respectivamente. Na forma

I l[eg] ° ] 218)

matricial, temos

0 [OF]
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Com a forma matricial em mente, calculando as formas de Chern, obtém-se:
det (t/+ ©fr) =det (t/ + OF) det (t/ + OF)
- cenr | (2 ciene

n+m

=Y CoilOfge)t!
=0

onde
Cr—k(Ofer) = ZCnﬂ(ea)C(@a)

Em particular, comparando os coeficientes dos polindmios obtidos, seque que as formas
de Chern satisfazem

Gi(OFer) =Gi(OF) + Gi(OF)
G(Ofgr) =G(OF) + Gi(OF) G (OF) + C(OF)

Ck(Ofar) =) CI(OF)C(OF).

j=0

Com isso, utilizando as propriedades do quociente, conclui-se que as classes de

Chern de £ @ F satisfazem as mesmas relacoes do produto de formas, ou seja:

C1(E@ F) =C1(E) + C1(F)
O(E®F)=c(E)+ ci(E)a(F) + ca(F)

j=0
e, consequentemente,
n+m
(E@F)=1+) alEaF)
k=1
n+m k
=1+ Z Z Cj Ck j
k=1 j=0
n+m k
—c(E)co(F)+ ) Y E)ay(F)
k=1 j=0
n+m k
= > c(E)ay(F)
k=0 j=0
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Classes de Chern do dual

Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial e 7 : E* — M o fibrado dual. Sendo os

. . < -1 . :
cociclos de transicao de E denotados por g.g, entao (ggﬁ,) sao os cociclos de E*.

Dada uma conexdao ¥V em E, vamos obter uma conexao para E*. Com efeito, tomando

a transposta na expressao 2.9, tem-se

= [(dgep)gap + goptg.1]

= [(dgeplgap] + [9066%g]

= (g2p) (dgae)” + (g28)" (0%)" g,
(gaB) (dggp) + (953)_1 (QB)ngﬁ'

Além disso, utilizando a propriedade de aplicacéo inversa vale

d ((96)") = = (92¢) " dale (90)
ou seja,
~d ((gde) ") (9%8) = (906) " dlp.
Assim, substituindo 2.20 em 2.19 e multiplicando por -1, seque que
(~0%)" =~ (953)_1 dggp — (923)_1 (QB)T%TB
—d ((g26) ") (90) + (90s) " (—=07)" gl

=d ((959)7") ((95/3)_1)_1

+ (g% (-6 ((95)7)

(2.19)

(2.20)

—1

(2.21)

Deste modo, obtemos uma conexao em E*, denotada por V*, cuja matriz no aberto

. . ’ T . 7
trivializador U, é (—6%)", A matriz da curvatura de V* em U,, denotada por ©*¢, é dada

por

(( 0°)") — (=09 A (=6
—(do?)" —(6)" A (67"

— ()" —(6° n %)
—(do” + 6" A 67
-

Agora, como a transposicao em GL(n, C) é obtida através de conjugacao, dado um polinémio

homogéneo P' de grau i, tem-se
P (=0T} = (=1)'P(©%).
Deste modo, as classes de Chern de £ e £* se relacionam por

c(E*) = (=)' c(E).



Capitulo 2. Teoria Chern-Weil de classes caracteristicas 98

Classe de Chern do Produto Tensorial

Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial de posto n e p: L — M um fibrado vetorial
de posto 1. Considere o produto tensorial £ ® L. Suas classes de Chern ¢;(E ® L) se
relacionam com as classes de Chern de £ e L, ¢;(E) e ¢;(L) da seqguinte maneira (Ver em
(HUYBRECHTS, 2005)):

i & .
CE®L) = (’Z_ ) ) c(E)er (L) 2<i<n
k=0

Classe de Chern do Fibrado Virtual

Existe na literatura, uma construcao mais geral envolvendo fibrados vetoriats, os
fibrados virtuais. Para sua construcdo, pode-se remeter a (MOL; SOARES, 2001). Nosso
interesse se restringe a fibrados virtuais envolvendo 77 : E — M um fibrado vetorial de
posto n e p: L — M um fibrado vetorial de posto 1. Neste caso, £ e L induzem o fibrado
virtual, denotado por E — L. Sendo ¢;(E) as classes de Chern de £ e ¢y(L) a classe de

Chern de L, as classes de Chern de £ — [ se escrevem como

i iy _
GE-1)=5 (’Z_ /:) c(E)en (L)% 2<i<n
k=0
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3 Introducdo

3.1 Folheacdes holomorfas de dimensdo 1

Definicao 3.1.1. Seja X uma variedade complexa e conexa. Uma folheagdo holomorfa de

dimensdo 1 é dada pelos sequinte conjunto de dados:

{) uma cobertura aberta U = {U,} de X;
i) para cada U, um campo de vetores holomorfo v,;
il) para cada intersecdo nao vazia, U,gU, N Ug # @, uma aplicacdo holomorfa
fap € Ox(Udg)

tal que vy, = fopvg em Uqpg e fopfpy = foy em Ugypy.

Denotamos por Kx o fibrado de posto 1 definido pela familia de funcoes {f,z} o
qual é chamado de fibrado cotangente de F. O dual de K é chamado de fibrado tangente

da folheacéio F e serd denotado por TF.

Chamamos v, um gerador de F sobre U,. Se denotarmos por Sing(v,) o conjunto
de zeros de v, sobre U,, como Sing(v,) e Sing(vg) coincidem em U, N Ug (pelo item (iii)

da definicao), a unido
U Sing(vy)
a
constitut um conjunto analitico em X, o qual é chamado conjunto singular da folheagéo F.

Dado p € X, seja Vg = (Vig, -, Vaa) € TX|y, um gerador de F sobre U,, com
p € U,. Pela condicao (iii) temos que

dim Oxp
C
<V1ou ce V/70r>
ndo depende da escolha do gerador v, (de fato, dado vg = (vig, ..., vag), com p € Up,
temos (Vig, ..., Vaa) = (fapvig, - - . fapVag) = (Vag, . . ., Vag)). Com isso, definimos o niimero

de Milnor de F em p, denotado por pi, (F), como sendo
tp (F) == dimg

Definicao 3.1.2. Dada uma hipersuperficie D em X, fixemos uma familia de expressoes

locais de D, isto é, uma familia de funcdes holomorfas

{fa € O(Ua)}ae/\
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tal que
DN U, ={x € U,:fy(x) =0}

onde {Uy}qen é uma cobertura aberta de X. Denotemos por Dy a parte regular de
D. Uma folheacao F é dita logaritmica ao longo de D quando as seguintes condicoes

equivalentes sao satisfeitas:

i) Para todo x € Dieq, 0 vetor v,(x) é tangente a D, x € U,;

i) Para todo x € D, a derivacdo do germe (f,), por v, pertence ao ideal geral

<(fa)X> OUO,X-

Para o caso de uma folheacao F no espaco projetivo complexo, P, é possivel definir

o grau de F , uma vez que TF é isomorfo a Opn(r) para algum r € Z.

Definicao 3.1.3. Uma folheacdo no espaco projetivo complexo P” é chamada folheacdo
projetiva. Seja F uma folheacdo projetiva com fibrado tangente TJF = Opn(r). O niimero
intetro

d=r+1

é chamado de grau de F.

Recordamos que em P, o grau de uma hipersuperficie D é dada pelo inteiro k tal
que

3.2 O teorema Baum-Bott

O Teorema de Baum-Bott é um resultado cldssico da geometria algébrica, devido
a Paul Baum e Raoul Bott (BAUM; BOTT, 1972), o qual generaliza, no caso de campos
|uat g |

vetoriais complexos, o Teorema de Poincaré-Hopf.

Teorema 3.1. Seja X uma variedade complexa compacta de dimenséo n e F uma folheacdo

holomorfa de dimensédo 1 em X com singularidades isoladas. Entéo

/X (TX=TF) = >  1(F) (31)

peSing(F)

onde (i, (F) é o nimero de Milnor de F em p.

Uma versao deste teorema, onde a hipdtese de que a variedade X é compacta é
enfraquecida, onde é considerada uma variedade X tal que X = X — D onde X é uma
variedade compacta e D uma hipersuperficie do tipo cruzamento normal, foi demonstrada
por Corréa e Machado (CORREA; MACHADO, 2019) e sua demonstracdo é apresentada

no Capitulo 5.
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3.3 Formas logaritmicas e campos vetoriais logaritmicos

Seja X uma variedade complexa de dimenséo n e D C X uma hipersuperficie
reduzida definida, localmente em uma vizinhanca de p pela equacao h, =0, onde h, é

uma aplicacao holomorfa.

Definicdo 3.3.1. Uma g—forma meromorfa w em X é chamada g-forma logaritmica ao
longo de D em p € X quando h,w e h,dw sdo holomorfas. Denotamos por Qg’(p(Log D) o

conjunto de germes de g—formas logaritmicas ao longo de D em p.

Dado o conjunto Qg’(p(Log D), define-se o sequinte feixe coerente de Ox—mddulos:

O%(log D) : U QY ,(log D)

peX

o qual é chamado de feixe de q—formas logaritmicas ao longo de D.

Definicdo 3.3.2. Dizemos que um campo de vetores v é logaritmico ao longo de D quando

uma das seguintes condicoes é satisfeita:

i) Para todo p € Dyeg, 0 vetor v(p) é tangente a D;

it) Para todo p € X, se h, =0 ¢ a equacdo de D, localmente em p, entdo, a derivagao

v(h,) é um elemento do ideal (h,)O,.

Denotamos por T X, (—log D) o conjunto de germes de campos vetoriais logar{tmicos ao

longo de D em p.

De modo semelhante ao feito acima, define-se o sequinte feixe coerente de

O,—modulos:
TX(—logD) = | J TX,(~logD)

peX

Em ambos os casos, QY (log D) e TX (—log D) sdo feixes localmente livres e, con-

sequentemente, tém estrutura de fibrado vetorial.

3.4 Indice GSV

Uma generalizacdo do i{ndice de Poincaré-Hopf para campos de vetores definidos
em hipersuperficies (possivelmente singular) fot concebida por X. Gomez-Mont, J. Sead e
A. Verjovsky (MONT; SEADE; VERJOVSKY, 1991), o indice GSV.

O indice GSV ¢é definido da seguinte maneira: Seja D uma hipersuperficie com

singularidades isoladas em uma variedade complexa n-dimensional X e considere v um
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campo de vetores holomorfo em X com singularidades isoladas e logaritmico ao longo
de D. Dado xy € Sing(D) um ponto singular, seja h uma aplicacdo analitica definindo
D em uma vizinhanca Uy de xg. Na vizinhanca Uy, suponha que o campo de vetores v
é nao singular exceto em xg. Como xp é um ponto singular isolado, o campo gradiente
grad(h) nunca se anula, exceto em xp, e além disso, grad(h) é normal a D. Denote por v,
a restricdo de v ao conjunto regular de D, Dy = D — Sing(D). Como v é logari{tmico ao
longo de D, tem-se que grad(h)(z) e vi«(z) sdo linearmente independentes em todo ponto
ze UynN(D—{xo}). Assumindo que (z;,...,z,) é um sistema de coordenadas complexas
em Uy, considere

Se={z=(z1,.... 2, ||z = x0)|| = €}

uma esfera suficientemente pequena de modo que K = DN S, é o link da singularidade
de D em xg (MILNOR, 1968). Esta é uma variedade real orientada de dimenséo 2n — 1.
Utilizando o processo de Gram-Schmidt, caso necessario, os campos vetoriais v, e grad(h)

definem uma aplicacéo continua
@, = (vi,grad(h)) : K — W5 41
onde W5 .1 é a variedade de Stiefel de 2-frames em C"*'.

Definigao 3.4.1. O indice GSV de v em xo € D, denotado por GSV(v, D, xp) é definido

como o grau da aplicacéo ¢,.

Observagao 3.4.1. Se xyp € Dyeq é um ponto regular de D, como v é logar{tmica ao longo
de D, tem-se que o (ndice de Poincaré-Hopf de v|p em xy esta definido e coincide com
o (ndice GSV. Neste caso, se além disso, xy é uma singularidade ndo degenerada de v,

entéo, Z,, (v) = I, (\/‘D) e assim

GSV(v,D, x0) =Ly (v)

3.5 Indice Logaritmico

Em (ALEKSANDROV, 2005), A. G. Alexandrov introduziu o conceito de (ndice
logaritmico para um campo de vetores logaritmico. Seja F uma folheacao holomorfa de
dimensao 1 em X com singularidades isoladas e logaritmica ao longo de D. Fixado um
ponto x € X, seja v € TX(—log D)|y o germe de um campo de vetores em (U, x) tangente

a D. A multiplicacéo interior i, induz o complexo de formas diferenciais logaritmicas:
n by n—1 iy iy 1 by
0 Q} (log D) % Q4 (log D) 5 - 15 Q) (log D) > O,

Como todas as singularidades de v sdo isoladas, os i,—grupos de homologia do complexo

% (log D) sao espacos vetoriais de dimensao finita (ver (ALEKSANDROV, 2005)). Assim, a
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caracteristica de Euler

n

x(Qx(log D), i) = ) (=1)'dim H; (Q% (log D, i,))
i=0

do complexo de formas diferenciais logaritmicas estd bem definido. Como este ndimero
independe do representante local v da folheacdo F no ponto x. Define-se o indice

logaritmico de F no ponto x por
Indiog p.x(F) = x(Q%(log D), i,).

Segue da definicao que
Indiog px(F) =0

para todo x € X — Sing(F).

Proposicao 3.5.1. Sejam X uma variedade complexa de dimenséo n, D uma hipersuperficie
em X com singularidades isoladas e F uma folheacéo de dimenséo T em X e logaritmica

ao longo de D. Entéo, para cada x €Sing(F) N D, tem-se
Indiog p x(F) = i (F) — GSVF, D, x) (3.2)

onde i, (F) e GSVF, D, x) denotam, respectivamente, o nimero de Milnor e o indice GSV

de F em x.

Demonstracgdo. Ver em (ALEKSANDROV, 2005) O
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4 Hipersuperficie suave

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar o Teorema 4.2, o qual constitut uma
versao do Teorema Baum-Bott onde é enfraquecida e hipdtese da variedade X ser compacta.
Nesta versao, demonstrada por Corréa e Machado (CORREA: MACHADO, 2019), considera-
se X sendo uma variedade do tipo X = X — D onde X ¢ uma variedade complexa compacta
de dimensdo n e D uma hipersuperficie suave em D. Este resultado serd utilizado no
proximo capitulo na demonstracdo de uma versao ainda mais geral do Teorema de Baum-
Bott, na qual, considera-se D um divisor do tipo cruzamento normal em X, de modo que
o caso em que D uma hipersuperficie suave, se torna um caso particular desta segunda

vVersao.

4.1 Resultados preliminares

Lema 4.1. Seja X uma variedade complexa compacta de dimenséo n e D uma hipersuperficie

suave em X. Entdo, vale a sequinte relacdo
c1(Op) = c(Ox — O(=D)) = ¢ (D) (4.1)
para k € {1,...,n}

Demonstracgdo. Por (HUYBRECHTS, 2005), temos a seguinte sequéncia exata
0— O(—D)— Ox — Op
a qual fornece a sequinte relacao entre classes de Chern totais
c(Ox) = c(O(=D))c(Op) (4.2)
Agora, pelo coroldrio 2.3.10 de (HUYBRECHTS, 2005), tem-se que
OD)=[D] e O(-D)=0(D) =[Df (43)
Assim, substituindo 4.3 e o fato de que c(Ox) =1 em 4.2 tem-se que

c(O(=D))c(Op) =1
c([D])c(Op) =1
(14 (D) (1 + c1(Op) + ... + c,(Op)) =1 (4.4)

onde na ultima igualdade, utilizamos o fato de que [D]* é um fibrado de posto 1 e Op um

fibrado de posto n. Assim, expandindo a expressao 4.4 e utilizando o produto de classes



Capitulo 4. Hipersuperficie suave 106

de Chern, induzido pelo produto exterior de formas, temos:
1=1+
+ 1(Op) + a1([DT)
+ (Op) + a1(Op) i (D)

+ 1 (Op) + ch—1(Op) i ((D])

ou seja,
¢1(Op) = —a((DF)

c2(0p) = —c1(Op)ci([D])

Cn(OD) = —Ch— (OD)Q ({Dr)

o que nos fornece a seguinte formula de recorréncia
«(Op) = = (Op)ar(DF) (4.5)
para k € {1,..., n}t.

Utilizando o fato de que ¢1(Op) = —c¢ ([D]") e a relacdo da classe de Chern do

Dual de um fibrado na expressao acima, obtém-se a relacdo que procurdvamos:
ci(Op) = (=) ci(D]) = e (D))" (4.6)
]

Teorema 4.1. Seja X uma variedade complexa compacta de dimenséo n e D uma hi-

persuperficie suave em X. Entédo, para todo fibrado de posto 1T em X, L, tem-se que:

/ch (TX(—logD)—L) = /ch (TX —1) —/DC,,_1 (TX—=[D]—1) (4.7)

Demonstragdo. Utilizando propriedades das classes de Chern, temos no integrando do

lado esquerdo da expressao 4./:

e (TX(—log D) — 1) = Z (” B j:) ¢; (TX(—log D)) e (L)

0 n—j
=Y ¢ (TX(~log D)) (L)
j=0

=5 oy (TX(~log D) (L)
j=0

—Z )" cn; (Qk(log D)) cy(L7)
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deste modo, a integral do lado esquerdo se escreve como:
/ ch (TX(—=logD)—1L) = / Z(—1)”‘fc,7_/- (Q}((log D)) ci(L*)Y
X X5
=0

:Z(—ﬂ”/’/xcn_j (Ql(log D)) ey (L7) (4.8)
j=0

Como D é suave, o mapa residuo de Poincaré de (SAITO, 1980) garante existéncia da
seguinte sequéncia exata:
1 1
0— Qy — Qy(logD) — Op — 0
com isso, temos a sequinte relacao das classes totais de Chern:

¢ (Qk(log D)) = ¢ (Qx) ¢ (Op)

ou seja, as classes de Chern ¢ (Q}((log D)) podem ser escritas como

¢i (Qk(log D)) = > ik (Q) i (Op) . (4.9)
k=0

Além disso, pelo Lema 4.1, as classes de Chern de Op séo:
ck(Op) = c(Ox — O(—=D)) = c1([DDk ke {1, ..., n} (4.10)

Substituindo 4.9 e 4.10 em 4.8, temos:

n

/X 6 (TX(~log D) — 1) = (~1)" /X ¢, (Ql(log D)) (L)

j=0

n [ =)
_ Z(—T)'”/ Z Cnji (QX) e (OD)] a(ly
/=0 X

| k=0

n [ n—
=y = | ch-f-k(O;)auDJ)k] ally. @)

j=0 X k=0

Destacando o termo em que j = n na expressao 4.11, podemos reescrevé-la da sequinte
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manetira:
n ‘ [ n—j - |
Z(—W”/ Z Chn—jk (Q}() C ([D])/< (LY =
j=0 X Lk=0 |
n—1 M n—j _
:jZO(_””J'/); ch —j—= /< ([DD | C1(L*)j n n/ [Z Ch—n— l< ([D]) ]Q(L*)” _
n—1 " n— _
i ,-Zo(_”"jfx > o Oh) D) e + - [ 0]l =
o . r ‘ n—1 . n—j |
= g (_1)I7j/)< _Cn*j*O (QL) ¢ ([DDO] C1(L*)j + jZO(—1)nj/)( [; Cn—j—k (Ql() 1 ([D])k] C1(L*)j—|—

+(_1)”_”/ch—n (Q}() C1(L*)n _

n—1

= jZO(_/I)nj/chj (Q}() C1(L*)j + (—/I)nin /X Cn_n (Q}() C1(L*)”—|—
n—1 n—j
+2 1”//12% (0 o ([D})]e«L*)f‘:
j=0 XL k=1
1 n—1 n—j
=) (=" Q) ) 1) T K “j
/ZO( 1) /XC’” (QY) ar(L) +/ZO( 1) /X!;cn,k(ox)q (D) ]CM

(4.12)

Passamos agora a analisar separadamente cada parcela de 4.12. Para a primeira

parcela, temos:

n

o (1) b =31 [Era ey

X

n

> / >

_Z/CHJTXQL*)
/E:Q/quuw
j=0

=/qux—u. (4.13)
X

J& para primeira parcela, pela Dualidade de Poincaré, como ¢;([D]) é o dual de Poincaré
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do ciclo determinado por D, temos

n—1 " n—
Y () /X Y i (O)) € ([D])’<] Ly =
=0 | k=1
//7*1 , [ n—j |
B Z(_””_//D ) Co-jk () € ([D])“] oLy =
=0 [ k=1
/j7—1 n—j
-2, [Z(‘””’Cw Q) ¢ ([DD“] ALy =
=0 k=1
/ n—1 [ n—j
"L /D )= e () (1) e ([D])H] ally =
=0 | k=1
/jv—1 [ n—j
- Z/ Z Cnjk (TX) 1 ([D]*)k1] ci (LY
mobe (4.14)

onde a ultima igualdade seque da propriedade da classe de Chern do dual e do fato que

(Qx)" = TX. Além disso, temos as sequintes relacoes:
n—1—j
i (TX=[D) = ) aTX)er((DF)" 7
k=0

n—j

=) _a(TX)a(Dr)"
k=1
n—j

=Y ok TX)cr (D)
k=1 (4.15)

1
(TX = [D)er (L)

n

o (TX = [D) = 1)

S~

=0
—1

Co1f(TX = [D)er(L) (4.16)

.
Substituindo 4.15 e 4.16 em 4.14 seqgue que:

o

n—1 n—j a1
s\ k—1 o , B o
_jZO/D [; oy (TX) c1 (D)) ]a(L) jZO/DCM’(TX D) ¢(L%)
n—1
= / Z Cn—1—j (TX - [D]) C1(L*)j
D =0
= - / Cn—1 (TX - [D] - L) (417)
D

Portanto, concluimos que

n—1 n—j
> (=1 / [ZC”fk (QY) ¢ dDDk] oLy = /D G (TX=[D]=1)  (418)

j=0 X k=1
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de modo que substituindo 4.18 e 4.13 em 4.11 conclui-se que.

/)(6,7(TX(—[ogD)—L)=/XCH(TX—L)—/DC”_1(TX—[D]—L)

42 Teorema 1

Teorema 4.2. Seja X uma variedade complexa de dimensdo n tal que X = X — D onde
X é uma variedade complexa compacta de dimensédo n e D é uma hipersuperficie suave
em X. Considere F uma folheacdo de dimensdo 1 em X, com singularidades isoladas e

logaritmica ao longo de D. Suponha Indieqp,(F) = 0 para todo p €Sing(F) N D. Entéo

peSing(F)NX

/ co(TX(=logD) = TF) = > p,(F) (4.19)
X

Demonstracdo. Como D é suave, podemos utilizar o Teorema 4.1, ou seja

/Cn (TX(—=logD)—TF) = / ch(TX—=TF)— / cn(TX —=[D]—TF) (4.20)
X X

D

onde TJF é um fibrado de posto 1, uma vez que F é uma folheacéo de dimensao 1.

Por (SUWA, 1998), como F é uma folheacdo de dimenséao 1, logaritmica ao longo

de D e possui apenas singularidades isoladas, entdo, vale a sequinte igualdade
/ (TX=[D]=TF)= >  GSV(F,D,p) (4.21)
D pESing(F)ND
J& pelo Teorema Baum-Bott 3.1, temos que
/ ATX=TF = S 1 (422)
X pESIng(F)

Agora, por hipdtese, temos que Indioyp »(F) = 0 para todo p €Sing(F) N D. Portanto, da

pela Proposicao 3.5.1 temos que

Indiogp,p(F) = pp (F) — GSV(F, D, p)
0 =p, (F)—GSV(F, D, p)
GSV(F, D, p) = pp (F) (4.23)

Substituindo 4.23 em 4.21, tem-se:

[D WTX=D=TA= Y pl#) (4.24)

peSing(F)ND
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Assim, substituindo 4.22 e 4.24 em 4.20, obtemos

X X

D
pESing(F) pESing(F)ND
= Z Hp (‘7:)
pESing(F)N(X)
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5 Folheacdo logaritmica ao longo hipersuperfi-

cie do tipo cruzamento normal

5.1 Resultados preliminares

Antes de comecarmos, fixemos algumas notacoes. Seja X uma variedade complexa

de dimensao n e D uma hipersuperficie em X.

Definicao 5.1.1. Dizemos que D tem cruzamento normal em p € X quando existem

coordenadas locais (x, ..., x,) tais que D é definida pela equacao
x1...x, =0 0<r<n

onde r depende do ponto considerado. Neste caso, também dizemos que p é uma singula-

ridade do tipo cruzamento normal de D.
Uma hipersuperficie D é chamada hipersuperficie do tipo cruzamento normal
quando D possui cruzamento normal em todo p € X.

Para que o segue, fixemos algumas notacoes:

e Considere D =Dy UD,U...UD, uma hipersuperficie analitica em X com singulari-

dades do tipo cruzamento normal, onde D; sao suas componentes irredutivets;

e Fixada uma componente irredutivel de D, digamos Dy, definimos

/_/);/ = U Dj e /—/)X/|DN = U Dj N D/\/
J#N JEN

Temos direto da definicdo que Dy|p, é uma hipersuperficie analitica em Dy com

singularidades do tipo cruzamento normal com N — 1 componentes irredutivets.

e Utilizaremos a seqguinte notacao multi-indice: Para cada J = (ji,....jn) e J =

(1,1 jnq), com 1 < ji, ji < n, denotaremos:
(DY =c (Di)" .. ci (DA™
a(D) =c ([Dy ])j{ e ([DN71])JN71
Fixada notacao, demonstraremos alguns resultados preliminares

Lema 5.1. Nas condicées consideradas acima, vale a sequinte relacdo entre os conjuntos:

X—D= (X—DAN)—(DN—DANHDN
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Demonstracdo. De fato, seja x € X — D. Deste modo, x ¢ D, para todo j + N, o que
implica em x & Dy e, consequentemente, x € (X — Dy). Além disso, x & Dy e em
particular, como (DN— D\N N DN) C Dy, entdo, x & Dy — /j;/ N Dy C Dy. Portanto,

X € (X—/j;,)—(DN—/j/\\/ﬂDN),ouseja,X—DC (X—@)—(DN—D/\NODN

Por outro lado, dado x &€ (X — m) — (DN — /j;/ N DN), primetramente tem-se

que x & DAN ou seja, x & D; para todo j # N. Basta mostrar agora que x & Dy. De fato,

x & (DN — D/\N N DN), ou seja, x & Dy. Deste modo, tem-se que x & D; para todo j, ou

seja, x ¢ D. Portanto, x € X — D e assim segue a igualdade desejada. ]
Lema 5.2. Nas condicées consideradas acima, para i € {1, ..., n}, temos
c:(Ql(log D)) Z Y ikl Q)i (DY (5.1)
k=0 |J|=k

Demonstragdo. Como D é uma hipersuperficie com singularidades do tipo cruzamento

normal, a aplicacao residuo de Poincaré

N
Res : Q}(log D) — Op =~ @ODL

i=1

induz a seguinte sequéncia exata
N
0 — Q) — Q}(log D) — HOp, — 0
=1
a qual induz a sequinte relacdo entre classes de Chern:

Do,

c:(Ql(log D)) Zq  (QY)

=) aw(QV) | D ilOn). . ciOn)
k=1

Jit. A=k

=) arw(QN) | ) alD) .. a(Dun
k=1

Jit A=k
_ch (QX) ) Dy
|/|=k
-5 Y (o) ey
k=11J|=k (5.2)

onde ¢, (Op,) = c1([D)) pelo Lema 4.1 O
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Lema 5.3. Nas condicées consideradas acima, tem-se a sequinte sequéncia exata:
0 — TDn — TX|py — [Dn]lpy — 0.
Além disso, a sequinte relacdo entre as classes totais de Chern:

c(TX)lpy = (T Dn)e(Dn))loy (53)

Demonstracdo. A inclusao
I'D— TX|D

induz o sequinte fibrado quociente

T'X|p
D

Npjx =
chamado fibrado normal. Consequentemente, obtém-se a seguinte sequéncia exata:
0—TD— TX|p— Npx — 0.

Pela estrutura complexa de todos os fibrados envolvidos, a sequéncia exata acima induz a

seguinte decomposicao:
I'X|p = Tp® Npx

mas, pela férmula de adjuncao (GRIFFITHS; HARRIS, 1994), tem-se Np;x =~ [D]. Deste

modo, 5.1 e 5.1 se reescrevem como

0—-TD— TX|p—I[D]—0.

e
TX|p=To&[D]
o que leva a relacao
(T X)lpy = (T Dn)e(Dn])loy (54)
O]
Lema 5.4. Nas condicoes acima, para i € {1,...,n}, temos

Q) loy = cilQp,) = cit(Qp ) i[Oy (53)



Caplitulo 5. Folheagéio logaritmica ao longo hipersuperficie do tipo cruzamento normal

115

Demonstracgdo. Pelo Lema 5.3 e utilizando o fato de que TX e T Dy sao fibrados vetoriais

de ponto n-1 e que [Dy] é um fibrado de posto 1, podemos escrever:

c(TX)|oy =c(TDn)e([DN))py

n—1 n—1

T+) alTX)lpy = |1+) ca(TDy)
i=1 i=1

n—1 n—1 n—1

(1 + c1([Dn))py)

T+ alTX)oy =1+ alTDN)+ ) alTDy)ci([Da])loy + a(Da)lny

i=1 i=1 i=1

n—1 n—1

—1
Y calTX)p, =) a(TDy)+ Z (TDN)c1((Dn)) oy + c1([Dn))] oy
i=1 i=1 i=1

(5.6)

Considerando a igualdade acima e utilizando o produto de classes de Chern,

induzido pelo produto exterior de formas, propriedades das classes de Chern e a relacédo

dual TX* = Q}, obtemos as seguintes relacdes:
e Para i=1
TX)|py =a1(TDn) + a([Dn))oy
—ci(Q¥)|oy = — a(Qp) + ci(Da)loy
1(Q)py =c1(Qp,) = i[Oy
e Prai=2
X)lpy =c2(TDN) + a(T D) et ((Dalpy
& (QX)oy =2(Qp,) — a(QX)er((Dn) oy

e Para i=3

TX)[py =c3(TDn) + 2T Dy)ar((Dn)l oy

_C3(Ql<)|DN = — CB(Q}JN) + CZ(Q}()Q (IDn))oy

()b =a3(Qp,) — Q) ar((Dn))oy
e Em geral, tem-se para k € {1,..., n—1}

QX)) oy = clQp,) — c1(QX) i ((Dn]) |y

(538)

(5.9)

O

Lema 5.5. Nas condi¢ées acima, se L é um fibrado de posto 1 em X, entdo, as seqguintes

relagdes valem:

n ﬂj

/cn(TX( logD)—L)=) > / )" Cnjeic () (DY oy (L)
X

j=0 k=0 |]=k

(5.10)
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Em particular, valem

_ n_on _ _\J _
/cn (TX(— log DN)—L) — /(—1)”fcn,-,< (Ql) ¢ (DN) all’y  (511)
X j=0 k=0 |Jj=k 7 X
- n n—=1—j o\
[ e (Tont-tog Mo L) =3~ 3 Y [ (=1 er i (@h) e (BY) ity
Dn j=0 k=0 |y|=k 7PN
(5.12)

Demonstragdo. Utilizando propriedades das classes de Chern e lema 5.11, temos:

cn (TX(—=logD)—1L) = ch _(TX(—log D))cy (L*Y
j=0

n

=) (=1)"cu; (Qillog D)) ci(L7)
- (_/I)n_jcn—j k (Q ) C1(D) C1(L )
0 que implica em

[ cvtrxi-togo 1) - [ el eorawy 6o
X X

j=0 k=0 |/|=k

A equacdo 511 é obtida fazendo D = /j/\v em 5.10. De modo semelhante, obtém-
se 512 a partir de 5.10 considerando X = Dy, uma variedade complexa de dimenséao
n-1 e tomando a subvariedade analitica com singularidades do tipo cruzamento normal

= D/\/|DN~ OJ

Proposicao 5.1.1. Nas condicées acima, se L é um fibrado holomorfo em retas em X, entdo

/ch(TX(—Log D)—1)= /ch (TX (—log DAN) - L)—/D Cn1 (TD/\/ (—log (DAN|DN)) - L|DN)
: (5.13)

Demonstragdo. Utilizando as igualdades obtidas no Lema 5.12, a demonstracdo se resume
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a mostrar a seguinte igualdade

n o n—j

Y Y S [ Q) DVt - (514)
j=0 k=0 |J|=k
n n— j
S / )" en i (QL) ¢ (DN) (L) — (5.15)
j=0 k=0 |J|=k
n n=1—j
/ )" en1-ox (Qp,) € (Dn) er (L) (5.16)
j=0 k=0 [/|=k

Destacando o termo quando j = n e depois o termo onde k = 0 na equacao 5.14, temos:

L j n—n

ZZZ/ n JC” - /< Q )q D C1 L* +ZZ/ n LI (Q}() C1(D)1C1(L*)j _

J=0 k=0 |J|=k k=0 |/|—k

n—1 n—j |
:Z Z/ )7 /C,7 i—k QX) C1(D) C1(L ) / o (Ql() (L) =

j=0 k=0 |/|=k X

n—1 _ n—1 n—j |
:Z /(—1)I7JC”]0 (Q;) J+ZZZ/ n jcn - l< Q )C1(D)jC1(L*)j—|—

=0 =0 7% j=0 k=1 =k

(QX) (L) =

+
\

X

n—1

= /( )" e, (Q}()Q(L*)j-i-/Co(Ql()C1(L*)j+
0 X X

j:

n—1
S [ @l ewyewy -

j=0 k=1 |J|=k

n n—1 n—j

= /X(—1)”f'cn S (QX) Ly +ZZZ/ )" en i (QY) cl(DYer (LY (5.7)

j=0 j=0 k=1 |/|=k
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Podemos calcular o segundo termo da expressao 5.1/ e obtém-se:

n—1 n—j

> Y > /X(—n”fcn,-k (QY) (DY e (LY =

j=0 k=1 |j|=k

n—1 n—j . ‘ ‘ |
Ry e @) @ o) ety -

20

n—1 n—j

=Y Y Y [ (@) (D) D)+

j=0 k=1 |J|=k
j/’\/=0

n—1 n—j

£33 Y [0 e (@) D) ety =

j=0 k=1 |J|=k
Jnz1

> (5.18)

Utilizando o fato de que ¢([Dn]) é o dual de Poincaré da classe Dy (Teorema 3.36 de
(MOL; SOARES, 2001)), obtém-se da segunda expresséo de 5.18:

n—1 n—j

> ) ) /X<—1)”fcnfk (QL) (D1 cr((Da)¥er (L) =
j=0 k=1 |J|=k
N1
n—1 n—jj 4
I I N N e Py Y RS N B Te

j=0 k=1 |J|=k
N1
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Substituindo a expressao obtida no Lema 5.4 na expresséo acima, segue que:

= ZA n /Cn —j—k (Ql() 1 ([Dﬂ)j1 e ([D/\/DJIN71C1(L*)] _

= Z /DN )7 j Cn —j- k(QD ) — C”*f*1*k(Q}JN)C”*]*k([DND) i ([Dd)ﬁ o CT([D/\/])jN71C1(L*)j _

/D (=" o itk Qb ) cnmjor (D) cr (D). cr([DA)N e (L) =

/D (=" en a1 (Qp e (D) a[DM)Ver (L) =
= Z/D (=1)" oy rlQp)er (D) (DN e (L) =

)
Y 3 Y [ e ed@b e (OF el -
/ (e () e (D) ety
Dy
(5.19)
Substituindo as expressdes 5.18 e 5.19 na segunda expressao de 5.1/, temos

n—=1 n—j

Z Z Z / ” Cﬂ —j—k Ql() C1(D)1C1(L*)j =

j=0 k=1 |/|=k

n—1 n—j /
_ZZ Z/ n Cn —j—k Q)() (] (D/\/) C1(L*)j—

j=0 k= 1U/| k

—Z Z Z/ )" ey QD) @ (DN)/ (L)) (5.20)

j=0 k=0 |/|=k
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Finalmente, substituindo 5.20 em 5.17, obtém-se

n n—j

; ; jZk /X(—1)”‘fcn_j_k (QY) ci(DY er(L7Y =

- FZO /X(_””_jcn—f (QX) e (LY +

okl

—ZZ ) /Dg—n”“fcn-1-f-k (@b, ) er (Dx) )y =

= = o

ol

_fzog i /D e (DN)W ai(L)) (5.21)

onde a dltima igualdade seqgue do fato de que 3 fX(—1)”’an_j (QX) ar(L7) ¢ exatamente

—~

j/
’I .
o termo quando kK = 0 em > AN I > =k (=" ek (Q}() c (DN) (L), De
modo 5.27 coincide com exatamente a expressao que procurdvamos. [

52 Teorema 2

Teorema 5.1. Seja X uma variedade complexa de dimenséo n tal que X = X — D onde
X é uma variedade complexa de dimensdo n compacta, D uma hipersuperficie do tipo
cruzamento normal. Seja F uma folheagdo de dimenséo 1 em X com singularidades

isoladas (ndo degeneradas) e logaritmica ao longo de D. Entdo

/ G(TX(=logD) = TF) = 5 pp(F) 522)
X

pESlng(}')ﬁ)?

Demonstragdo. A demonstracdo sera feita por inducao sobre o ndmero de componentes

trredutiveis de D.

e Se D possui apenas uma componente irredutivel, entdo, D é suave. Como, por hipétese,

as singularidades de F sdo nao-degeneradas, o resultado seque do Teorema 4.19;

e Suponha que para toda hipersuperficie analitica em X, satisfazendo as hipdteses do

teorema e tendo N-1 componentes irredutiveis, a férmula 522 é satisfeita;
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e Considere D uma hipersuperficie analitica em X com N componentes irredutiveis,

satisfazendo as hipdteses do teorema. Mostremos que 5.22 é satisfeita para D.

Sabemos que /j/\v é uma hipersuperficie analitica em X e /37\/|DN é uma hipersuperficie
analitica em Dy, ambas com singularidades do tipo cruzamento normal e possuindo
N-1 componentes irredutiveis. Além disso, F é logaritmica ao longo de Dy e F|p,
é logaritmica ao longo de /37\/|DN~ Deste modo, conseguimos utilizar a hipétese de

inducéo e obtemos as sequintes expressoes:

/ ¢ (TX (—[og DAN) - T]—") - Y u® (5.23)
X

peSing(F)N(X\Dn)

/D Coot (TDN (—tog(DANIDN)) - T}"\DN) _ S wF B2

pESlng(]—')ﬂ(D/\;\Lj\AD’,\,)
Pelo Lema 5.1, tem-se a seqguinte relacao
> o owmA = Y A - > by (F)  (5.25)
pESIng(F)N(X\D) peSlng(]—')ﬂ(X\[j\r) pESlng(]—')ﬂ(D,\/\LjﬂDN)
Substituindo as expressdes 5.23 e 524 em 5.25, obtemos:

S up(f):[xcn (7X (~1og Dy —Tf)—[D ¢o1 (D (= 0g(Dxln,) ) = Tl

peSing(F)N(X\D) N
(5.26)

Aplicando a Proposicao 5.1.1, tomando L = TF, temos

> (f)=/Cn(TX(—l09 D)= TF) (527)
X

peSing(F)NX

ou seja, a expressao H.22 é valida para D. Deste modo, o resultado seque por inducéo.

]

5.3 Corolario 1 - Um teorema do tipo Poincaré-Hopf

Nesta secao, apresentaremos um teorema do tipo Poincaré-Hopf para variedades
complexas ndo compactas o qual é uma consequéncia direta do Teorema 5.1 demonstrado
acima. Para isto, utilizaremos o teorema abaixo, o qual fol prosposto por S. litaka (/I TAKA,
1976) e demonstrado por Y. Norimatsu (NORIMATSU et al,, 1978), e posteriormente por R.
Silvotti (SILVOTTI, 1995) e P. Aluffi (ALUFFI, 1999) de forma independente.

Teorema 5.2. Seja X uma variedade complexa de dimenséo n tal que X = X — D onde X
é uma variedade complexa compacta de dimensédo n e D é uma hipersuperficie do tipo

cruzamento normal em X Entéo

/ o (TX(=log D)) = x(X) (528)
X
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onde X()~( ) denota a caracteristica de Euler de X.

Teorema 5.3. Seja X uma variedade complexa de dimensdo n tal que X =X — D onde X
é uma variedade complexa compacta de dimensédo n e D é uma hipersuperficie reduzida
do tipo cruzamento normal em X. Seja F uma folheacdo em X de dimensdo 1 dada por
um campo de vetores global com singularidades isoladas (ndo degeneradas) e logaritmica

ao longo de D. Entéo

xX)= ) wl(F) (5.29)

pESing(F)NX

onde x(X) denota a caracteristica de Euler de X.

Demonstragdo. Neste caso, como F é definida por um campo de vetores global, seque

que o fibrado tangente TF é o fibrado trivial de posto 1 e assim
I'X(—logD) — TF = T X(—log D)

. Deste modo, utilizando o Teorema 5.2, seque que

/ ¢ (TX(~log D)) = x(X) (5.30)
X

Por outro lado, como D é uma hipersuperficie do tipo cruzamento normal, entdo, seque o

Teorema 5.1
/ a(TX(~logD)=TF) = )  1(F) (5.31)
X

peSing(F)NX

de modo que obtem-se o resultado obtido igualando as duas expressoes obtidas. [
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6 Aplicacdo - Folheacdes projetivas de dimen-

sjo 1

Nesta secdo, é apresentada uma caracterizacao para hipersuperficies suaves

D C P" invariantes por uma folheacdo F de dimenséo 1 em P satisfazendo Sing(F) € D,

dada pelo Teorema 6.1.

6.1 Resultados preliminares

Comecamos a secao com uma observacéo que segue diretamente da Proposicao

35.1.

Observacao 6.1.1. Se x é uma singularidade isolada nao degenerada de F, entdo, neste
caso, i, (F) = GSV(F, D, x), o implica em

Lema 6.1. Seja f(x,y) =

e Se x =+ y, entdo:

e Se x=y, entdo:

Indiog p.<(F) =0

n n—i

> ) (nljij)xfy" comn € N.

i=o0 j=0

(1 + X)n+1 . (»] + y)n+1

flx.y) = Y

fix,y) = (n+ 11+ x)""

Demonstragdo. Desenvolvendo a expressao de f(x,y), temos:

+1 +1 +1
fix,y) = (n )Xo+(’7 )x1 +(Z_2)x2

n

n—1

(n+1)01 (/7%—1)11
+ Xy + Xy +...

n—1 n—2
n+1\ 4 5
—|—(n_2)xg i

(6.1)

(6.2)

(6.3)
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Colocando em evidéncia o fator comum em cada coluna da expressao, temos

n—+1 n+1\. ] n+1\. 5 5 n+1\ <&
f(x,g)z( ; )—i—(n_1)[x +g]+(n_2)[x +xy+yf+. .. 0 FZOX Iy

n k
s (Z i /1) )Xy
j=0

k=0
(6.4)
Quando x # y, temos:
k k41 k+1
S Xyl = % (65)
/=0 J
para 0 < k < n. Além disso, utilizando a expansao binomial, temos que:
AN
=1 n+1. .
Z(n_k)x (14 x) (6.6)
k=0
Substituindo 6.5 e 6.6 em 6.4, seque que:
n [ k
n+1 —i
f(x,y) :Z (n—k) ZX iyl | =
k=0 | j=0
B n '(n_|_1)xl<+1_yk+1]
o L\n—kl x—y (67)
_ 1 i[(n—i—1)xk+1 B (/7—1—1)5/,{“].
X—y— n—k n—k
_(1 + X)n+1 _ (1 + g)n—H
— -
Agora, considerando x = y na expressao 0.4, temos:
n+1 n+1 n+1 n+1
fix,y) = 2 3x2 . 1)x"
by) ( n )+(n—1)x+(ﬂ—2)x+ ( 0 )(/H)X (6.8)

=n+1)(1T+x)".

onde a seqgunda igualdade é obtida derivando termo a termo, em relacdo a x, a expanséo

binomial 0.0. OJ

Lema 6.2. Sejam k, d, n nimeros naturais com k > 1,d > 0 e n > 2. Considere o nimero

natural o(k.d, n) definido por

S(k.d, n) = Z i (n ”_Ti j) (—K)i(d — 1) (69)

i=0 j=0

Entéo, 0(k.d, n) satisfaz as sequintes condicées:

1) Se n é impar, entdo:
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a) S(k.d.n) >0 k<d+1

b) 6(k.d,n)=0¢= k=d+1

¢) S(k.d,n) <0 k>d+1

Z) Se n é par, entéo, o(k.d, n) = 0. Além disso:

k =+ d+1
a) o(k.d,n) >0 ou
k=d+1comd=+0
b) o(k.d,n)=0<= k=1ed=0

3) S(k.d, n) = 5 (=1)i(k — 1)

i=0

Demonstragdo. Para demonstracao, colocamos x = —k e y = d—1 nas expressdes obtidas

no Lema 6.1. Deste modo:

e Para k #+ 1 ou d+ 0, o que implica em x # y, temos:

(»] . k)n+1 _ dn+1

olk.d, n) = 6.10
(k-d. n) “k—d+1 (6.10)
e Para k=1e d =0, ou seja, x=y, temos:
o(k.d,n)=(n+1)(1— 1)”+1 =0 (6.11)
Facamos agora a analise do sinal da expressao 6.10.

Note que como k > 1, tem-se —k < —1. Além disso, —d < 0. Assim:
—k—d—-1<-14+04+1<0 (6.12)
Em particular, quando —k —d + 1 = 0, tem-se que kK = —d + 1. Porém, como

—d+1 > 1e k > 1, necessariamente tem-se k=1, o que leva a d=0. Neste caso

o(k, d, n) =0, como visto anteriormente.
Deste modo, para k +1oud+#0, —k—d—1<0.

Agora, obteremos as relacdes que procuramos:

i) Se n é {mpar, entdo, n+1 é par, consequentemente

(1 — k)" = (k — 1) (6.13)
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Com isso, considerando kK < d + 1, tem-se
k<d+1 < k-1<d
— (/( - /I)n+1 < dn+1
— (1 - k)n+1 < C/n+1
— (1—k"" —d"™ <0 (6.14)
Portanto, o(k,d, n) >0 < k<d+1.
Por outro lado, se kK > d + 1, vale:
k>d+1 < k—-1>d
— (/( . »])/7-&—1 > dn-H
— (1 - k)/7+1 > dn+1
— (1—k)"""—d""" >0 (6.15)
de modo que, neste caso, 0(k,d, n) <0 < k>d+1.
i) Se n é par, entdo, n+1 é impar, ou seja, valem
1—k<0 = (1—k)""<0
C/n+1 < 0
0 que implica em
(1— k)" —d" <0 (6.16)

Como visto na andlise feita quando n é par, sabe-se que -k-d+1<0. Portanto, quando

n é par, o(k, d, n) > 0. Neste, caso, temos:

e Para o caso 0(k, d, n) = 0:

1=k —d™ =0 e 1—k=d

— k=1—-d

& k=Ted=0

onde a ultima implicacéo segue do fato de que k > 1 e —d < 0.

e Agora, se k #+ 1 ou d # 0, temos os seqguintes possiveis casos:

— Sek=d+1,comd 0, entdo, d >0e k > 1,ouseja, (1—k)"*'—d"*" < 0;

- Se k #+ d+1, entdo: se d = 0, entdo, k > 1. Por outro lado, se d + 0,

entdo, d >0e k > 1.

em todos os casos, obtemos o(k, d, n) > 0..
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lit) Neste caso, consideramos:

> (=N)i(k =) d" =d"y (=)' (k —1)'d™"
i=0 i=0
— (=1)'(k =)’
—d" _
‘ ; d
— =Nk =]
=d" —_— . A7
a ZO l S (6.17)
noo — gt —1)(k —1
Utilizando o fato de que ) a' = 9 em6.17 tomando a = L temos:
i 1—a d
_1 B |:(_/|)(/< . ,I):|I7+1
n ' ‘ . —d
Z(—1)(/<—1)c/ —=d )
i=0 1T - -~ 7
d

B d/7+1 _ (_1)/7+1(/< _ 1)/7+1

AN C/”Jr1
=d d— (—1)(k —1)
i d
_ g ‘dn+1 _ (—1)”“(/( _ 1)/7+1 d
—¢ | dnt’ d+k—1
dn+1 _ (—/I)”H(k _ 1)/7+1
B d+k—1
_dn+1 + (—/I)”'H(/( _ /|)n+1
1T—k—d
1 — k n+1 __ /n+1
U= = sk don), (6.18)

—k—d+1
]

Lema 6.3. Seja D C P" uma hipersuperficie suave e irredutivel de grau k. Entéo, para
Le {1,..., n} tem-se

[
(TP (= log D)) Z(’ij) Wk | ¢ (O (1) (6.19)
j=0

Demonstragdo. Nestas hipdteses, pelo Teorema 4.3 de (ANGELINI, 2014), tem-se a seguinte

sequéncia exata

0 —> TP"(—log D) —> Opa (1)1 — Opn(k) — 0
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a qual fornece a seguinte relacao entre as classes totais de Chern:

c (O]pnm)”“) = c(TP"(—log D)) c (Opn(K)) . (6.20)
Pela definicdo de Opn(1)"*!, temos:

Opn (1) = Opa(1) ® Opo(1) @ ... ® Opa(1)

onde a soma direta é composta por n + 1 fatores. Deste modo, a classe total de Chern,

c (OPHU)””) pode ser escrita, utilizando as propriedades das classes de Chern, como
¢ (Op (1)) = ¢ (Opo(1) ® Opa(1) ® ... B Ops(1)) = ¢ (Opn (1))

Agora, como Opn(1) tem estrutura de fibrado vetorial complexo de posto 1, podemos

escrever ¢ (Opn(1)) =1+ ¢1 (Opn(1)), 0 que, substituindo na expressao acima fornece

¢ (Ope(N)™1) = (Opo(1))""
=(1+ ¢ (Om ()"

+1 :
=1+ (Op(1) + ... + (’;+ 1 ) 1 (Op ()T + .+ o (O (1)
(6.21)
Utilizando a definicao de Opn(k), seque que:
OIPH(k) = Opn“) ® e OPH“)
onde o produto tensorial é formado por k fatores. De modo que
C1 (Opn(k)) = kC1 (Opn(/l )) (622)
ou seja, podemos escrever
c(Opn(k)) =14 ¢ (Opn(k)) =1+ kcy (Opn(1)) . (6.23)

Além disso, como TP"(—log D) tem estrutura de fibrado vetorial complexo de posto n,
podemos escrever
n—1

c(TP"(—logD)) =1+ Z Civ1 (TP"(—log D)) (6.24)
j=0
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Agora, substituindo 6.21, 6.23 e 6.24 em 0.20, obtemos:

c (Opnﬂ)”“) =c (TP"(—log D)) ¢ (Opn(k))
n—1

1+ ('7+1)q Op () = [ 14+ cjur (TB"(=Llog D)) | (1 + ke (Oen(1))

o VT j=0
in+1 1
i+1 n
o ZO (/+ 1 ) 1 (Om () =1+ ,Zo ¢t (TP (—log D)) +
n—1
+k Y ¢ (TP"(—log D)) ¢1 (Ope(1)) + kcy (Opi(1)) =
j=0
~(n+1 . o n—1
(j iy ) 1 (Op (1) =) cjur (TP (—log D) + k ) cjur (TP"(—log D)) 1 (O (1)) +
j=0 j=0 j=0

+/<C1 (O[[Dn“ )) =

n—1 n n—1
S (TP (—log D) = (”, ] ) ¢ (O () = kY ¢ (TE"(—log D)) ¢1 (Opa(1)) —
/=0 '

j=0

(6.25)

Utilizando o produto de classes de Chern induzido pelo produto exterior de formas,

analisaremos alguns dos termos da igualdade obtida acima:

e Para g = 0, estamos interessados em procurar as 1-formas presentes na igual-
dade. Do lado esquerdo, temos ¢ (TP"(—log D)). J& do lado direito, as 1-formas
presentes sao: o termo quando j=0 no primeiro somatério, (”1“)61 (Opn(1)) e o termo
—kcy (Opn(1)). Ou seja, temos:

1 (TP (= log D)) = (” 1+ 1 ) ¢ (O (1)) = Ky (Opn(1))
n+1 n+1 (6.20)
("7 erommn= (" ke,

e Para q=1, procuraremos 2-formas. Do lado esquerdo, temos ¢, (TP"(— log D)).

No lado direto, temos 2-formas presentes nos dois somatdrios. Estas 2-formas séo

1
(n —Zi_ ) 1 (Ops(1))? e —key (TP (= log D)) ¢ (Ops(1)). Deste modo, seque que:

n+1

o (TP"(—log D)) = ( 5

) 1 (Op (1) — ket (TP"(— log D)) ¢ (Opa(1))  (627)
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Substituindo 6.26 em 6.27, temos:

n-+1

& (TP"(— log D)) =( ,

) 1 (Opa(1))> = ket (TP"(— log D)) ¢ (Opa(1))

_ (n —; ! ) 1 (Opa(1))? — k l (n 1 ) 1 (Opn (1) — ke (OP’7(1)):| ¢ (Op (1))

1
— (n —2|— 1 ) C ((91?/7(1))2 —k (n T 1 ) C (OP"(1))Z + K¢y (OP”(”)Z

i (” . ) &1 (Op () — k (” . ) & (Op () + K2 (” . ) 1 (O (1)

:_ko(n;’l) _k(,71+1) +/<2(”g1)]a(0pm(1))2

2
_ Z(/7+1) Wik | ¢ (Os(1))?
=

(6.28)
e No caso geral, fazendo de maneira recursiva, temos, para [ € {1, ..., n}
!
n+1
c(TP"(— log D)) Z ( y ) WK | ¢ (Ope(1))
j=
O

6.2 Teorema 3 - Aplicacdo em folheagdes projetivas

Teorema 6.1. Seja D C P" uma hipersuperficie suave e irredutivel e F uma folheacéo de
dimensdo 1 em P" com singularidades isoladas (ndo-degeneradas) e logaritmica ao longo

de D. Entdo, as seguintes propriedades sdo vdlidas:

1. Se n é impar, entdo:

a) #Sing(F) NP\ D] > 0 <= deg(D) < deg(F) + 1

b) #[Sing(F) NP"\ D] = 0 <= deg(D) = deg(F) + 1

2. Se n é par, entdo:
deg(D) # deg(F) + 1
a) #Sing(F)NP"\ D] > 0 < ou
deg(D) = deg(F) + 1 com deg(F) # 0
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3. Em geral, vale a férmula

n

#Sing(F)NP"\ D] = Z(—1)i (deg(D) — 1) deg(F)" (6.29)

i=0

Demonstragdo. Sejam deg(D) = k e deg(F) = d. Assim, temos, pelas propriedades das
classes de Chern:

/ ¢ (TP"(—log D) — TF) Z/ > ot (TP"(—log D)) ¢; (~ TF*)

) P o

ga / Comi (TP"(=log D)) c1 (= TF")' (630)
i=0 2"

Substituindo a expressédo obtida no Lema 6.3 em 0.30, seque que:

n—i

| ctrericogn - 1R =3 [ [Z(H j)(”/kj} &1 (Op ()" & (TFY
! i=0 P | j=o0

> ( ! j) <1>f/<f] [ conrarsy

j (6.31)

Por outro lado, o fibrado tangente 7F de uma folheacdao em P é tal que TF = Opn(1—d).
Com isso, temos ¢i(TF) = c1(Opn(1 — d)) = (1 — d)c1(Opn(1)). O que implica em

n
i=0

o (TF) =(—=1)ci(TF)
(=D = d)c1(Op(1))

(d = 1)cr(Opa(1)). (6.32)

Substituindo 6.32 em 6.31 e utilizando o fato de que f[;, ¢1 (Ops(1))" =1 (HUYBRECHTS,
2005), seque que

/ ¢ (TP"(=log D) = TF) = ( i ) (=YK / 1 (Opo (1) ¢y (TFY
" = |5 n—i—j | e
n n—i 1 o . |
= ( n _ ) (—1)//<J / C1 (O[pm“)) [(C/ — 1)C1 (O]pn(/l)”
- n—it—y 0
=0 _/:O |
= ( n + 1 ) (_1)j/<j (C/ _ 1)1/ C (Opnm))n
=0 /:O n—1t— j n

3>

—i ( I7—|’—/I )(_/</)(C/_1)l
n—it—j

j=0

o

=

(6.33)
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Por hipdtese, as singularidades de F sdo nao degeneradas, entdo, o ndmero
#(Sing(F) N P"\ D] corresponde a soma dos ntiimeros de Milnor dos pontos singulares
de F em P"\D, uma vez que como as singularidades sdo ndo degeneradas, para todo
p € [Sing(F) NP"\D, tem-se:

Hp (}—) =1.

Além disso, como as singularidades de F sdo isoladas, seque que Indiygp«(F) =0

para cada x € D. Assim, pelo Teorema 4.2

#[Sing(F)NP\D]= > (A
pESing(F)N(P™\D)
= / Cph (T]P)n(— lOg D) — T]:) (634)
]P)ﬂ
n o n—i 1 . '
_ ( n ,)(—/a)(c/—w
n—i—|j

i=0 j=0

Dada a equacdo acima, o resultado seque da andlise feita no Lema 0.2. O]
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