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RESUMO

SILVA, Hoechst Cornélio da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, outubro de
2020. Extensao de grafos sobre superficies orientadas. Orientadora: Catarina
Mendes de Jesus Sanchez.

O presente trabalho tem por objetivo apresentar as extensoes de grafos, sobre
superficies fechadas e orientadas, ja usadas em [§], para determinar os grafos de
emparelhamento para essas superficies, apresentar os diagramas de emparelhamento,
ja usados em [9]. A fim de associar a cada grafo de emparelhamento uma palavra
serao introduzidos dois conceitos, a saber curva paralela e grafo paralelo. Com isso
serd possivel obter uma forma alternativa, aos diagramas de emparelhamento, para
determinar se dois emparelhamentos sao, ou nao equivalentes. Por fim, usando a
operagao de extensao de grafos e as palavras associadas serdao exibidos os 537 grafos
de emparelhamento sobre o Bitoro, destacando os 106 distintos entre si, separados

por familias de equivaléncia. Sendo que desses 106, 25 sdo K-regulares.

Palavras-chave: Topologia. Teoria dos grafos. Superficies. Poligonos.



ABSTRACT

SILVA, Hoechst Cornélio da, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, October, 2020.
Extensao de grafos sobre superficies orientadas. Adiviser: Catarina Mendes
de Jesus Sanchez.

The present work have finality to present graphs extensions, embedded on a closed
and oriented surfaces. This extensions has been used in [8], to determine the pairing
graphs for this surfaces and present the pairing diagrams, used in [9]. In order to
associate to each pairing graph a word, to concepts will be introduce, namelly parallel
curve and parallel graph. Using this concepts wiil be possible to obtain an alternative
form, to the pairing diagram, to determine if two pairing are, or not are, equivalents.
Finally, using the graph extension operation and the associates words, we show 537
pairing graphs on the Bitoro. We highlighting the 106 distinct ones, separated by

equivalence families. Which are 25 of these 106 are K—regular.

Keywords: Topology. Graph theory. Manifold. Polygons.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de grafos estd relacionada com varios ramos da matematica, tais como
teoria de grupos, teoria de matrizes, analise numérica, topologia, combinatoria e
aplicacoes entre variedades, vide [[2], [1], [6]]. Uma aplicagdo que estamos interessados
¢ o emparelhamento de arestas de poligonos regulares, vide [9].

Em [9] Jorgensen e Nadtinen demonstram dois resultados principais:

(i) Existem 5 grafos trivalentes, nao equivalentes, mergulhados em uma superficie
orientada e fechada de género 2 que possuem 6 vértices e 9 arestas e dois ciclos
disjuntos.

(ii) Dado um poligono de 18 lados existem exatamente 8 formas de emparelhar as
suas arestas, de forma a obter uma superficie orientada e fechada de género 2. Isto,
indexando uma sequéncia numérica aos lados do poligono.

Em [3]|, Faria, Mendes de Jesus e Romero Sanchez introduziram dois tipos
de cirurgias que contribuiram para determinar familias de grafos 3-regulares de
emparelhamentos de arestas, associados a superficies fechadas e orientadas com género
g pré-fixado. Os grafos regulares podem estar relacionados com o empacotamento de
esferas para a tesselacao {12g-6,3}, como pode ser visto em [[15],[4]].

Em [8], Mendes de Jesus e Romero Sdnchez introduziram o conceito de grafos
de emparelhamento sobre superficies orientadas e fechadas de género g. Com
isso mostram que toda extensao de um grafo de emparelhamento é também um
grafo de emparelhamento, fato que expande a forma de trabalhar com os grafos
de emparelhamento e permite determinar com maior facilidade esse tipo de grafo.
Além disso, permite determinar os grafos de emparelhamento independente de ser
K — regular ou nao.

No presente trabalho, que tem [8] como principal referéncia, o interesse se da
em utilizar a extensao de grafos e a construcao de palavras associadas a grafos para
determinar todos os grafos de emparelhamento sobre o Bitoro que podem ser obtido
por extensao do grafo G(1,4).

No Capitulo [2| sao apresentados os conceitos basicos de topologia, superficies
orientadas e fechadas, representagao planar da superficie e grafos sobre superficies.
As principais referéncias para este capitulo sao [[1], |14], [10], [11], [5], [7]]-

11



CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

No Capitulo [3| apresentamos os conceitos de Extensoes de grafos, extensoes
de grafos sobre uma superficie, grafos de emparelhamento e diagramas de
emparelhamento, sendo [§] a principal referéncia deste capitulo.

No Capitulo [4] apresentamos os possiveis exemplos de grafos de emparelhamento
regulares, para g =2 e g = 3. Sendo [[8], [9]] as principais referéncias deste capitulo.

Uma contribuicao neste trabalho esta no Capitulo 5] é introduzido o grafo paralelo
a um dado grafo sobre uma superficie, a fim de associar uma palavra a cada grafo
de emparelhamento. O grafo paralelo serve para identificar se o grafo dado, sobre a
superficie é um grafo de emparelhamento. Além disso, sao exibidos todos os grafos de
emparelhamento que podem ser retraidos no grafo /4, sobre o Bitoro. As principais
referéncias deste capitulo sao [[§], [9]].



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo serao abordados os conceitos preliminares para o desenvolvimento
do trabalho. Sendo estes topologia, superficies fechadas e orientadas, representacao
planar da superficie, grafos e grafos sobre superficie. Onde as principais referencias
sao [[1], [14], [10], [11], (3], [7]].

2.1 Topologia
Seja X um conjunto nao vazio. Denotemos por P(X) a familia de todos os
subconjuntos de X e por A o conjunto complementar de A C X tal que A° = X/A.

Definigao 2.1.1 (Topologia, [14]). Um espago topologico é o par (X, T),
onde X é um conjunto e 7 = {u;}, u; C X é chamada topologia se satisfaz:

()0, X eT;
(ii) Se U; € T,VYi € J, onde J é um conjunto indexador, entao U{u;},c; € T;

(iii) Se U; € T,Yi=1,...,n,entao UynhrN..NU, €T.

Em outras palavras, uma topologia é uma familia de subconjuntos de X tais que
o conjunto vazio e o conjunto X devem pertencer a topologia; a reunidao arbitraria de
elementos da topologia deve pertencer a topologia e a intersecao finita de elementos
da topologia deve pertencer a topologia.

Defini¢ao 2.1.2 (Conjuntos Abertos, |14]). Seja (X,7) um espago topolégico. Os
elementos de 7 sao ditos conjuntos abertos em X.

Defini¢ao 2.1.3 (Conjunto Fechado, [14]). Seja (X,7) um espago topoldgico e seja
F C X. O conjunto F e dito um conjunto Fechado em X, se F< & T.

13



CAPITULO 2. PRELIMINARES 14

Exemplo 2.1.4 (Topologia discreta). Para qualquer conjunto X, todos os
subconjuntos sao declarados abertos, isto é, 7 é o conjunto de todos os subconjuntos
de X. Em geral dizemos que 7 é o subconjunto das partes de X.

Defini¢ao 2.1.5 (Base, [14]). Sejam (X,7) um espago topologico e B uma familia
de subconjuntos de X tal que B C 7. Dizemos que B é uma base para 7 se para
todo A € T, temos que:

A=UA;A €B

Definicao 2.1.6 (Base enumeravel, [14]). Dizemos que 7 tem uma base enumeravel
quando existe uma cole¢do enumeravel B = {by, by, ..., b,, ...} de abertos de T tais
que todo aberto de 7 é escrito como a uniao de conjuntos b, .

Definicao 2.1.7 (Espagos de Housdorff, [14]). Seja (X,7) um espago topolégico.
Dizemos que X ¢ um espago de Housdorff se dados quaisquer x, y € X; x # y existem
Gy, Gy, disjuntos tais que, x € G, e y € Gy.

Exemplo 2.1.8. R é um espago de Housdorff, pois dados x,y € R, tais que x #+ y
e x <y, basta tomar G, = {(a,”Tg); aeR e a<x}teG = {(HTy,b); b e
R e y<b } Assim, G,N Gy, =0. Como x <y, seque que x < 5% ¢ =4 < y. Dai,

2
xe€ Gieye Gy

Defini¢ao 2.1.9 (Topologia subespacgo, [14]). Seja (X,7) um espago topoldgico e A
C X. Entao, A "insere'a topologia subespacgo de X, onde os subconjuntos abertos de A
sdo dados por {uNA; u € T}, ou seja, sao os subconjuntos de A abertos relativamente

a7l.

Definig¢ao 2.1.10 (Topologia produto). Sejam X e Y espacos topologicos. A topologia
produto sobre X x Y é a topologia contendo como base a cole¢ao B de todos os conjuntos
da forma U x V, onde U é subconjunto aberto de X e V' é subconjunto aberto de Y.

Exemplo 2.1.11. De acordo com a Defini¢ao [2.1.5] uma base da topologia usual
na reta real R é a colecao de intervalos abertos (a,b). Seja I, : R? — R a proje¢io
ao i-ésimo fator para i = 1,2. A topologia produto em R? ¢ gerada pela colecio de
todos os conjuntos da formas:

{x.y) eR%a<x<b e c<y<d}

Todo elemento da topologia produto R? se expressa da forma:

M7 (0, b)) N 115" (c, d)
onde
M7 (a, b)) = {(x,y) € R% a < x < b}
M5 (c, d)] = {(x,y) e R* c <y < d}.

Defini¢ao 2.1.12 (Topologia quociente, |14]). Seja X um espago topolégico e defina
uma relacao de equivaléncia ~ sobre X. Seja g : X — X/ ~ a funcao que envia
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x € X para a classe de equivaléncia [X]. A topologia quociente sobre X/ ~ é definida
por u C x/ ~ se, e somente se, ¢~ '(u) é aberto.

Exemplo 2.1.13 (O circulo como espago quociente). Seja /| = [0,1] C R com a
topologia induzida pela topologia usual de R. Consideremos em / a relagao de
equivaléncia:

x~y<{x,y}t={01}ou x=y

Se x € (0,1), entao [x] = {x}. Se x = 0, entdo [0] = {0,1}. Se x = 1, entdo
[1] = {0,1}. logo [0] = [1]. Logo, 'l : | — (/| ~) é uma identificagdo. Note que, [1 é
bijetiva salvo para x =0 e x = 1. portanto:

(I ~) =S

Exemplo 2.1.14. A Figura [2.1] representa uma constru¢ao do espago topolégico
Toro, como o produto do espaco S' por ele mesmo. Essa é apenas uma das formas de
construir tal espacgo.

OXQ) =

Figura 2.1: Construcdo do Toro como o produto S' x S'

Exemplo 2.1.15. Outra maneira de obter espacos topoldgicos é pelo quociente. A
Figura [2.2] ilustra o Toro obtido pelo quociente que associa, a uma mesma classe de
equivaléncia, os lados opostos de um quadrado.

Figura 2.2: Associacdo do quadrado ao Toro.

Exemplo 2.1.16. Assim como na Figura [2.2] foi exibida uma forma de obter o toro
como o quociente de um quadrado. De forma similar o Bitoro, Tritoro, n-Toro pode
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ser obtido pelo quociente dos poligonos de 8, 12, 4.n lados, respectivamente. Na
Figura (a) estd representado um octogono, sendo destacadas as arestas que devem
ser associadas a fim de se obter o Bitoro. Em (b) pode ser visto um dodecdgono,
sendo destacadas as arestas a serem associadas com o objetivo de se obter o Tritoro.
Note que em ambos casos os indexadores estao alternados dois a dois. Usando a
mesma disposicdo em um poligono de 4n lados, pode-se construir o n-Toro.

(b) %
A c B ¢

B D

(a)

Figura 2.3: Associagdo de poligonos a espagos topologicos

Defini¢ao 2.1.17 (Continuidade, [14]). Seja f: X — Y uma aplicagao entre os
espagos topologicos (X, 7) e (Y,7'). Dizemos que f é continua se para todo
aberto u € T/, temos f~'(u) € T.

Definicao 2.1.18 (Homeomorfismo, [14]). Dizemos que a funcao f: X — Y, entre
os espagos topologicos X e Y é um homeomorfismo se f é uma bijecdo continua, com
inversa continua. Nesse caso, X e Y sao ditos homeomorfos.

Exemplo 2.1.19. Seja [0, 1] C R um intervalo. Defina uma relacao de equivaléncia
sobre [0,1] por 0 ~ 1 e x ~ x para todo x € [0, 1]. O espaco topologico X/ ~, visto na
Definicao , é chamado de circulo, denotado por S'. Tal espaco é homeomorfo a
qualquer elipse em R’ com a topologia subespaco.

Defini¢ao 2.1.20 (Homeomorfismo local, [14]). Seja f : X — Y. f é dita um
homeomorfismo local se para todo x € X, existe uma vizinhanca de x, U C X tal que,
f(U) =V éabertoem Y e f: U — V éum homeomorfismo.

Definicao 2.1.21 (Espaco localmente euclidiano, [14]). O espago topoldgico X é
dito um espaco localmente euclidiano, se é localmente homeomorfo a R", para algum
n>"1.

Defini¢ao 2.1.22 (Compacto, [14]). Um espago topolégico X é compacto se toda
cobertura aberta de X contém uma subcobertura finita.
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Teorema 2.1.23 (Heine-Borel, [14]). Um subconjunto de R é compacto se, e somente
se, € fechado e limitado.

Observacgao 2.1.24. Vale notar que aqui, um conjunto W fechado ¢é aquele cujo
complementar R" \ W é aberto. Equivalentemente, um conjunto fechado é aquele
que contém todos os seus pontos de fronteira, onde um ponto de fronteira de um
conjunto W C R” é um ponto x € R tal que, para todo € > 0 tem-se que:

Bx)NW £0 e Bx)NR" + 0.

Teorema 2.1.25. A imagem de um conjunto compacto via uma fun¢do continua,
ainda € um compacto.

Demonstrag¢io. Consta em [[14] p.103]. O

Definicao 2.1.26 (Espago dominado, |7] p.528). Um espago Y é dominado por um
espaco X se existem aplicagoes [ : Y — X e R: Y — X, tais que Ro /(y) = y para
todo y € Y.

Defini¢ao 2.1.27 (Equivaléncia homotopica, [7] p.3). Dois espacos X e Y sao ditos
homotopicamente equivalentes se existem aplicagoes F : X — Y e G : Y — X, tais
que F o G(y) = y para todo y € Y e G o F(x) = x para todo x € X.

Definicao 2.1.28 (Ponto regular, 13 p.148). Seja f : M — N uma aplicagao
diferenciavel, onde M e N sado variedades. Um ponto p de uma variedade M ¢
dito ponto regular de f quando a derivada f'(p) : TM, — TNy, ¢ injetiva. Caso
contrario, p diz-se um ponto singular de f.

Definic¢ao 2.1.29 (Imersao, 13 p.150). Uma aplicacao diferencidvel, entre variedades,
f: M — N diz-se uma imersao se todo ponto p € M é um ponto regular de f.

Definigao 2.1.30 (Mergulho, 13 p.151). Seja Uy um subconjunto aberto de R™.
Uma imersdo de classe C*, ¢ : Uy — R™, diz-se um mergulho de classe C* de Uy em
R™ quando ¢y ¢ um homeomorfismo de Uy sobre (/(Up).

2.2 Superficies fechadas e orientadas

Definigao 2.2.1 (n-Variedade,[11] p.3). O conjunto X ¢é dito uma variedade
topologica de dimensao n ou uma n — variedade topoldgica se é um espago de
Hausdorff, de base enumeravel e que é localmente euclidiano, isto é localmente
homeomorfo a R".

Definicao 2.2.2 (Superficie, [11]). Uma superficie é uma variedade conexa 2 —
dimensional. A superficie é dita orientavel se todo caminho fechado preserva a
orientagao. Se existe algum caminho fechado que inverte a orientacao, a superficie é
dita nao orientavel.
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Observacgao 2.2.3. Para algum inteiro positivo n, o n — toro é a soma conexa de
n Toros, S' x S'. Para detalhes a respeito da soma conexa de superficies veja [[10]
p.69].

Definicao 2.2.4 (n-Célula, [10]). Uma n — célula é um conjunto cujo interior é
homeomorfo ao disco D" = {x € R";||x|| < 1}, com a propriedade adicional que o
bordo ou fronteira pode ser dividido em um ntmero finito de células de dimensao
mais baixa, chamadas de faces da n — célula. Vamos escrever 0 < 1 se 0 é face de 7.

Em [12], LIMA destaca que dada uma célula r-dimensional é possivel ordena-la de
(r+1)! formas. O autor considera duas dessas ordenacoes equivalentes quando uma
delas pode ser obtida da outra por meio de uma permutacao par do r + 1 vértices.
Destaca ainda que ha duas classes de equivaléncia segundo essa relagao, as quais sao
denominadas Orientagdo de uma célula.

Defini¢ao 2.2.5 (Complexo celular, [10]). Um complexo celular K é um conjunto
finito de células,

/<=U{U:U é uma célula}

tal que:

1. Se 0 ¢ uma célula de K, entao todas as faces de o sao elementos de K.

2. Se 0 e T sao células de K, entdao Int(o) N Int(t) = 0.

A dimensao de K coincide com a dimensao da célula de maior dimensao.

Definig¢ao 2.2.6 (Subcomplexo celular, [7] p.520). Um subcomplexo de um complexo
celular X é um subespaco A C X o qual é uma uniao de células de X, tal que o fecho
de cada célula de A esta contida em X.

Proposicao 2.2.7. Um espagco dominado por um complezxo celular é homotopicamente
equivalente a este complexo celular.
Demonstragio. A demonstracdo encontra-se em [7] p.528. O
Corolario 2.2.8. Uma superficie compacta é homotopicamente equivalente a um
complexo celular.

De agora em diante, pelo Corolario [2.2.8 as superficies serao tratadas como
complexos celulares.

Definicao 2.2.9 (Caracteristica de Euler do complexo, [10]). A caracteristica de
Euler de um n-complexo K, denotada por x(K), é definida pela soma alternada:

x(K) = #(0 — célula) — #(1 — célula) + #(2 — célula) — . .. + + (—1)"#(n — célula),
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onde #(r — célula) denota o nimero de r -células do complexo K. Para um
2 — complexo, sejam F = #{ faces }, A = #{ arestas } e V = #{ vértices }. A
caracteristica de Euler pode ser escrita como

Y(Ky=V—A+F.

Defini¢ao 2.2.10 (Triangulacao de superficies, [10]). Uma triangulacdo de uma
superficie (sem bordo) é um 2—complexo conexo tal que:

1. Cada aresta ‘e identificada com exatamente uma outra aresta;

2. Um dado vértice pode pertencer a n triangulos, denotados por 74,..., T,, de
modo que nesta sequéncia, dois a dois triangulos sao adjacentes e possuem uma
aresta em comum, e [, se identifica com 7; ao longo de uma aresta.

Observacao 2.2.11. Se um 2—complexo conexo K ¢é uma triangulacdo de uma
superficie S, entao pelo Corolario [2.2.8;

Além disso, a Caracteristica de Euler independe do 2—complexo escolhido, pois uma
vez que um 2 — complexo é triangulagao de S o0 mesmo domina S. (Veja o Exemplo
2.2.13)).

Definicao 2.2.12 (Género, [13]). Seja S uma superficie compacta, entdo o género g
da superficie se relaciona com a caracteristica de Euler de S da seguinte forma:

2—2g, Se S ¢é orientavel.
x(5) = 5 o
—g, Caso contrario.

Exemplo 2.2.13. Para calcular a caracteristica de Euler da esfera S?, basta
considerar uma triangulacao da mesma e calcular a caracteristica de Euler do complexo

conexo obtido. Mas observe que nao é necessario tomar uma triangulacao da superficie.
Assim como ¢ indicado na Figura [2.4(b).

Figura 2.4: (a) Triangulacio da esfera S?; (b) Uma representacio complexial do toro.
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Em (a) a triangulagio da esfera S? é um 2 — complexo celular com 6 0 — células,
12 1 — células e 8 2 — células. Portanto, pela Observacio 2.2.11, x(S?) = 2 e pela
Definicao , g =0. Jaem (b) o 2— complexo exibido é um subcomplexo de
uma triangulagao do toro, porém pela Observacao da caracteristica de Euler
de toda superficie independe do complexo. como esse complexo possui 2 0 — células,

31— células e 12— células, x(T?) = 0. Logo, pela Definicao [2.2.12) g = 1.

2.3 Representacao planar da superficie:

Nesta segao seréd trabalhado o conceito de "planificacao’de uma superficie. Em [5],
a principal referéncia dessa secao, o autor discute a representagao em poligonos de
uma superficie compacta. O mesmo utiliza uma triangulacao associada a superficie
para concluir tal tarefa. Posteriormente, com essa representagao, torna possivel
uma representacao algébrica da superficie em questao, por "palavras'. Nesta secao,
consequentemente, serao discutidas também essas palavras.

Dadas uma superficie compacta M e uma triangulacdo K de M, a representagao
planar de M se da nos seguintes passos:

o Escolha uma orientagao para o complexo K.

« Usando as arestas dos triangulos de K decomponha a superficie M e disponha
os triangulos separados em um plano Euclidiano, deformando-os caso necessario.

o Apébs ter decomposto a superficie, a fim de manter as informacoes dessas
estruturas caso se queira reconstituir a superficie, indexe com letras maitsculas
do alfabeto as arestas dos tridngulos, obedecendo somente a regra: Se duas
arestas estao coladas, entao elas receberao a mesma letra indexadora.

o Cole as arestas dos triangulos de forma a formar um poligono regular. Essa
colagem deve ser feita respeitando as orientacoes e indexacao das arestas.

Exemplo 2.3.1. Seja a superficie M = S? e K a triangulacdo exibida na Figura .
A Figura ilustra em (a) a esfera como um complexo celular orientado, em (b)
a decomposicao dessa superficie em 8 triangulos, cujas arestas estao indexadas por
letras do alfabeto. De (c) a (k) estao representadas as colagens dos tridngulos, de
modo a obter uma forma planar. Em (1) esta representada uma forma simplificada
do poligono (k), que representa a superficie M.
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Figura 2.5: Construgao do poligono para a esfera.

Exemplo 2.3.2. Na Figura foi possivel construir um poligono regular que
representa a esfera S?. Com tal construcdo, percorrendo no sentido anti-horario, a
esfera poder ser representada pela palavra:

A AT X X

Exemplo 2.3.3. Ao fazer uma construcao similar a da Figura para o Toro,
obtém-se o seguinte diagrama:

Figura 2.6: Diagrama referente ao Toro
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Dessa forma, seguindo no sentido anti-horario, a palavra que representa o toro é:
A B A" B

Topologicamente falando, é possivel transformar as superficies sem que haja
mudancas em sua topologia. Como as palavras vistas construidas nesta secao e
exemplificada no Exemplo [2.3.2] indexam os diagramas, que por sua vez representam
fielmente as superficies, é plausivel pensar que existem transformacoes nestas palavras
que nao implicam em mudancas nas superficies. De fato! A seguir serdo apresentadas
as transformagoes que feitas nas palavras nao alteram a superficie. Essas propriedades
podem ser vistas também em [5] p.54.

Propriedade 2.3.4. Se a, B e | representam blocos quaisquer de uma dada palavra,
entao algumas das transformacoes que nao alteram a topologia da superficie serdao
apresentadas nos trés seguintes propriedades:

1. Pode-se dizer que a permutagao ciclica de uma palavra nao altera a topologia
da superficie a qual estas estao associadas, ou seja, aff = Ba .

2. A remocio ou introducio de um par de consecutivas arestas A A" (ou A~' A),
no poligono e consequentemente na palavra nao altera a topologia da superficie.
Istoé, a0 A A" B=a B.

3. Considerando a superficie representada pelo bloco B, tem-se que S~ também
representa a superficie, ou seja, B = 7.

4. A permutacdo de dois blocos quaisquer, entre duas arestas do tipo A e A~', nao
altera a topologia da superficie, ou seja, a A BT A= a AT BA™'. A fim de
exemplificar a Propriedade [] basta observar a Figura [2.7]

Figura 2.7: Permutacao no diagrama

Note que a permutagio ciclica da palavra, Propriedade [I] significa trocar o ponto
de inicio quando se percorre o diagrama poligonal a fim de determinar a palavra. A
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cargo de exemplo observe que na Figura [2.5] caso se comesse na aresta X, da direita,
percorrendo no sentido anti-horario, obtém-se a palavra obtida seria:

XX A AT

Como foi obtida com a mesma construgao e do mesmo diagrama, apenas com
leituras diferentes as palavras A A~ X~' Xe X' X A A~ sdo equivalentes.

Ja a Propriedade , que fala sobre a inclusdo de um par A A~' consecutivamente
em um diagrama pode ser observada na antepentltimo passo da Figura onde
as ares D e D~ sdo associadas e ndo interferem na representacdo da superficie. No
passo citado a palavra associada é:

AD'D A" XX
Ao associar as arestas D e D! obtém-se a palavra:
A AT XX

Por fim, a Propriedade [3, diz que percorrer o poligono em qualquer sentido é
indiferente.

2.4 Grafos

Esta se¢ao contém o conceito de grafo e suas propriedades. O mesmo visa fornecer
ao leitor defini¢oes e teoremas que serao usados de forma natural nos capitulos
seguintes.

No presente trabalho serao trabalhados apenas grafos conexos. A fim de organizar
ferramentas para o trabalho que serd desenvolvido a partir da teoria de grafos
sao necessarias as definicoes de alguns invariantes topolégicos que sao de extrema
importancia . O mais conhecido deles segue na Definicao [2.4.12]

Defini¢ao 2.4.1 (Grafo, [1] p.1). Um grafo G é um par ordenado de conjuntos
disjuntos (V, A) tal que A é um subconjunto do conjunto V2 de pares niao ordenados
de V.

Observacgao 2.4.2. Aqui serdao considerados somente grafos finitos, entao V e A sdao
finitos.
Um grafo é um 1 — complexo celular.

Observagao 2.4.3. Se G é um grafo, entao V = V(G) é o conjunto de vértices de G,
e A= A(G) é o conjunto de arestas.

Se os vértices v, w sao as extremidades de uma aresta, ela serd representada por
{v.w}, vw ou wv. Neste caso, se diz que os vértices v e w sdao adjacentes.

Quando o par for {vv}, essa aresta serd chamada de lago.

Definicao 2.4.4 (Grau, [1] p.3). O grau de um vértice V, denotado por dg(V), é o
numero de arestas que estao ligadas a ele. Sendo que um lago conta duas vezes.
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Observagao 2.4.5. Seja v um vértice do grafo G(V/, A). Neste caso, a Defini¢ao
é equivalente a considerar uma bola de centro v e raio € > 0 e contar as arestas
contidas nessa bola. Este nimero ¢ o grau do vértice v.

Defini¢ao 2.4.6 (K-regular, [1] p.4). Um grafo G(V, A) serd dito K-regular quando
todos os vértices do grafo tiverem o mesmo grau K.

Definicao 2.4.7 (Subgrafo, [1] p.2). Um grafo G'(V', A) é dito um subgrafo de
G(V,A)se VVC VeA CA

Defini¢ao 2.4.8 (Caminho, |1] p.4). Um caminho em um grafo G, é um subgrafo
P, de G, da seguinte forma: V(P) = {xp, x1,..., xi}, E(P) = {xox1, x1x2, ..., Xi_1X}-
Normalmente esse caminho é denotado por xpxi, x1x2, . . ., X[_1X].

Definicao 2.4.9 (Ciclo, [1] p.5). Se W = xox1, x1x2, . . ., x—1x; € tal que [ > 3, xo = x;
e os vértices x; 0 < i < [ sao distintos entre si e de xp, entao W ¢é dito um ciclo, por
simplicidade esse ciclo sera denotado por xg, X1, ..., X;.

Definicao 2.4.10 (Grafo orientado, [1] p.8). Um grafo orientado é grafo direcionado
obtido pela orientacao das arestas de um grafo, tais como, dada a aresta ab, ela pode
ser orientada como ab ou ba.

Definicao 2.4.11 (Namero de Betti, [14]). O nimero primeiro de Betti de um grafo
G(V,A) é dado por:
B(G)=S—V+A

onde S representa o niimero de componentes conexas do grafo G.

Definicao 2.4.12 (Caracteristica de Euler, [14]). Seja G(V,A) um grafo. A
caracteristica de Euler de G, denotada por x(G), serda dada por:

w(G) =V — A

Como neste trabalho serao tratados apenas grafos conexos, segue que o primeiro
numero de Betti ser4 dado por:

BlG)=1—-V+A
Observagao 2.4.13. O ntimero B(G) define o nimero de ciclos livres do grafo G.

O grafo com um tnico vértice e B lagos, serd chamado de /g. Este grafo é 28—regular.

Definigio 2.4.14 (Arvore). Um grafo serd denominado drvore quando nao admitir
ciclos.

Exemplo 2.4.15. A Figura representa em (a) um grafo com 2 ciclos livres, em
(b) uma &rvore e em (c¢) um grafo 4 —reqular.

Y A

Figura 2.8: Exemplos de grafos.
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2.5 Grafos sobre uma superficie

A partir de agora, serdo relacionados de forma direta os conceitos de grafos e
superficies. Assim como as suas propriedades. Nesta se¢ao serd definido o conceito
de género de um grafo, além de discutir as relagdes topologicas entre esses os grafos
e as superficies, quando relacionados. Sera denotado por M, a superficie fechada e
orientada de género g.

Definicao 2.5.1 (Género de um grafo, [1]). O género de um grafo conexo G é o
menor numero 'g" para o qual existe um mergulho:

(G — M,

Vale observar que:

(1) Se g é maior ou igual ao género do grafo, entdao, necessariamente, existe o
mergulho i : G — M.

(2) Segundo a definigdo de género de um grafo, estd implicito que o género de um
grafo coincide com o género da superficie de menor género a qual o grafo pode
ser representado sobre ela, sem que haja intersecao de arestas. A naturalidade
dessa observagao decorre diretamente da definicao de mergulho.

Definicao 2.5.2 (Faces). Seja G um grafo mergulhado em uma superficie M. Se
omitirmos os vértices e arestas de G, o restante que sobrar nas componentes conexas
sao chamadas faces.

Exemplo 2.5.3. A Figura representa mergulhos de grafos sobre o toro. Em (a)
o grafo mergulhado divide My em duas faces uma simplesmente conexa (Homeomorfa
a um disco) e outra nao. Ja em (b) o grafo mergulhado divide M; em trés regioes
simplesmente conexas.

Figura 2.9: Mergulho de um grafo, com dois vértices em um toro.

A partir de agora, serda denotado por G = i(G) o mergulho de G sobre a superficie
M,. As faces determinadas por um grafo mergulhado em uma superficie serao
denotadas por F, ou seja, serd denotado por F, o nimero de componentes conexas
do complemento do grafo, relativo a superficie de género g, M, \ G.
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Proposicao 2.5.4 ([8] p.4). Se My — G tem F regioes simplesmente conexas
(homeomorfas ao disco), entio x(G) =2 —2g — F.

Demonstracio. A caracteristica de Euler de uma superficie M, é dada por:

XMg) =V —A+F = x(G)+ F,

onde F é o niimero de regides de M, \ G simplesmente conexas. Por outro lado,

X(Mg) = 2—2g.

Dali,
x(G)=2—-29g—-F.

]

Corolério 2.5.5. Seja G um grafo sobre M. Portanto, x(G) = x(Mg) \ F. Onde F
¢ o numero de regioes simplesmente conexas de My \ G.

Demonstragdo. Pela Proposigao 2.5.4) x(G)=2—2g9 — F.
De acordo com a Definicao [2.2.12) se M, ¢é orientdvel, x(M,) = 2 — 2g. Dali,
x(G) = x(Mg) \ F. u



Capitulo 3

Extensoes de gratos sobre Mg

Em [8] estao definidos os conceitos de extensao dos vértices de um grafo e suas
propriedades. Neste capitulo serdo exibidos tais conceitos assim como estao descritos
em [8] visto que tais resultados sdo de extrema importéncia e relevincia tanto para
os estudos de grafos de modo geral, quanto para o decorrer do presente trabalho.

3.1 Extensao de grafos:

A seguir a Definigao [3.1.1] ponto inicial do trabalho feito em [8] nos fornece uma
técnica que permite, a partir de um dado grafo G, encontrar um novo grafo, digamos
Gy, chamado Extensao de G.

Defini¢ao 3.1.1 (Alongamento de um vértice, [§] p.2). Uma aresta "uv” € G é dita
uma extensao do vértice w € Gy se os vértices u,v € G e a aresta "uv" pode ser
obtida por um "alongamento'do vértice w. Nesse caso, dizemos que o grafo G é uma
extensao, a um vértice, de G ou (4 é uma contracao, a um vértice, de G.

Definicao 3.1.2 (Extensao de grafos). Dizemos que um grafo G é uma extensao de
um grafo Gy quando G pode ser obtido pelo alongamento de um ou mais vértices de

Gy.

Observacgao 3.1.3. Se Gy(V4, A1) é uma extensao de G(V, A), entao V4 =V +Me
A; = A+ M, onde M é o nimero de vértices que foi estendido. De fato, pois cada
vez que se faz uma extensao de um vértice, aumenta em uma unidade o nimero de
vértices e o numero de arestas. entao ao repetir o processo M vezes, obtém-se as
igualdades exibidas.

Definicao 3.1.4 (Grafo canoénico). O grafo com um tdnico vértice e B arestas serd
chamado de /g.

27



CAPITULO 3. EXTENSOES DE GRAFOS SOBRE M 28

Exemplo 3.1.5. A Figura [3.3]ilustra extensoes do grafo /4. Seguindo s sequéncias
(a)(d)(e), (b)(c)(g) ou (b)(c)(f), obtém-se grafos 3 — regulares com 6 vértices.

Figura 3.1: Algumas extensoes de /4

Observe que a caracteristica de Euler de /; é:
x(ly) =1—4=-3.
Logo, como era esperado, o nimero de Betti:

Bll)=1—x(l)=1+3=14

Agora seguindo para a seta indexada por (a), segue que o nimero de Betti do
grafo obtido por tal extensao é dado por:

BlG) =1—=x(C)=1T-(2=5)=1+3=1
De modo andlogo seguindo a seta indexada por (g):
BlGo) =1—=x(C) =1-(6-9 =1+3=14

segue analogamente para os demais grafos provenientes de extensoes de /4.

Algumas caracteristicas importantes da extensao de grafos, como a sua relagao
com a caracteristica de Euler e o niimero de Betti, sdo tratadas em [8] e serdo também

tratadas com detalhe. As Proposicoes e tratam, exatamente, do fato
destacado no Exemplo 3.1.5

Proposicao 3.1.6. A extensio e contracao de um grafo G ndo altera a sua
caracteristica de Euler.

Demonstracdo. Se G possui V vértices e A arestas, entao pela Definigao [2.4.12
x(G) =V —A.

Se Gi(V4, A1) é uma extensao de G, entdo, pela Observagao Vi=V+Me
Ay = A+ M, onde M é o nimero de extensoes de vértices necessarias para se obter
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Gy a partir de G. Portanto,
x(G)=(V+M) —(A+M)=V —-A= x(G).

Portanto a extensao e contragao de um grafo (G nao altera a sua caracteristica de
Euler. ]

Proposicao 3.1.7 (8] p.3). Extensao e contragio de grafos preservam o nimero de
ciclos livres.

Demonstragio. Considere (G um grafo com V vértices, A arestas. Pela Defini¢ao
2.4.11], o ntimero de ciclos livres é dado por:

BG)=1—V+A

_ Digamos que os V' vértices sao_estirados, entao teremos V = 2V vértices e
V = A4 V arestas. Pela Defini¢ao [2.4.11], o niimero de ciclos livres da extensao é
dado por:

B(G)=1—-V+A
Dali,
BlG)=1—-2V)+A+v)=1-V +A=pB(GC).

Onde G4 é uma extensao de G.
A demonstracao segue andloga se sao estirados n < V vértices. ]

As Proposigao e Proposi¢ao sao os resultados base de [§], a respeito da

extensao de grafos.

Corolario 3.1.8. Sejam G; e G} grafos obtidos apds aplicar sequéncias Ey e E; de
extensoes ou contragoes sobre os grafos Gy e Gy, respectivamente. Se G) = G5, entao

X(Gr) = x(G).

Demonstragio. De fato, como Gi = G}, temos que x(G;) = x(G5). Visto que a
caracteristica de Euler é invariante por extensoes ou contracoes e () é gerado por
uma sequéncia de extensodes ou contragoes de Gy, segue:

x(Gr) = x(GY).

De modo analogo, temos:
x(G2) = x(G)).



CAPITULO 3. EXTENSOES DE GRAFOS SOBRE M 30

O Corolario tem uma grande relevancia no decorrer do trabalho, pois ele
serd usado como base para a construcao do capitulo final e neste caso o principal
deste texto.

Corolario 3.1.9 (|8 p.3). Todo grafo conexo, com B ciclos livres pode ser contraido
em um grafo lg.

Demonstragio. Seja G um grafo conexo com B ciclos livres, entdo quaisquer dois
vértices u e v de G sdo conectados por um caminho, podendo ser contraidos em um
vértice. Consequentemente, qualquer ciclo pode ser contraido em um loop. Devido a
contracao de todos os caminhos sera obtido um tnico vértice com B loops. O]

A Proposigao [3.1.10| resultado é citado em [§], aqui serd apresentada também a
sua prova.

Proposicao 3.1.10. Se uv é proveniente de uma extensao do vértice w, entao:

deg(w) = deg(u) + deg(v) — 2.

Demonstracio. Ao estender o vértice w, surge uma aresta entre os vértices u e v,
provenientes da extensdo. Portanto essa aresta é o diferencial entre o grau de w e a
soma dos graus de v e v. Como a aresta uv conecta os vértices u e v, segue que a
mesma incrementa tanto no grau de v quanto no grau de v em uma unidade. Logo,

deg(w) = (deg(u) — 1) + (deg(v) — 1) = deg(u) + deg(v) — 2.

3.2 Extensoes de grafos sobre M,

Até o momento, foram feitas apenas extensoes de grafos no espago. Mas é natural
pensar: Serd que essas extensoes de grafo podem ser feitas sobre algumas restrigoes
dos espagos, mais especificamente, elas podem ser feitas sobre superficies?

A resposta ¢ sim! Se Gy é um grafo imerso em uma superficie M, e w é um vértice
de Gy, entao ¢é possivel construir um novo grafo G, mergulhado na superficie Mg, via
um alongamento do vértice w sobre a superficie M.

Definicao 3.2.1. Se G é um grafo obtido do grafo G; via um alongamento de vértices
sobre a superficie M, entao dizemos que G ¢ uma extensao sobre M,, de Gj.

Exemplo 3.2.2. Na Figura pode ser observado, em (a), um mergulho do grafo /4
sobre o Bitoro. Em (b), (c) e (d), seguem grafos que podem ser retraidos no grafo /.
Em (b) estd ilustrado a extensao 5 — reqgular de 4. Em (c) estd representada uma
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extensao do grafo (b), onde foram feitas duas extensoes a partir de um dos vértices
5-regulares. Em (d) estd representada uma extensao do grafo (c), onde foram feitas
duas extensoes do grafo (c) a partir do vértice 5 — reqgular, obtendo assim um grafo
3 —reqgular.

Figura 3.2: Grafos sobre o Bitoro

Exemplo 3.2.3. Com o objetivo de explorar a Defini¢ao [3.2.1] considere a Figura
B:2.31 A mesma ilustra uma visdo local das extensdes do /4 exibidas na Figura de
forma respectiva, e pode ser observado que essas extensoes podem, todas, ser feitas
no interior de um circulo de raio fixo. Além disso, nesta visao local as areas separadas
pelas arestas estao indexadas com letras de a até h. E ao decorrer das extensoes a
quantidade de areas nao é alterada. Esse fato nao é particular deste exemplo e sera
generalizada na Proposicao [3.2.6]

Figura 3.3: Exemplo local de extensao

Naturalmente, da mesma forma que um grafo pode ser estendido, um grafo pode
ser contraido, desde que tenha mais de um vértice, ou seja a operacao da Definicao
é reversivel. O Exemplo permite, também, observar esse fato, bastando

apenas percorrer o caminho contrario das setas indicadoras.

Observacao 3.2.4. Os movimentos feitos na Figura [3.3] sao alguns exemplos dos
movimentos permitidos na extensao de grafos. Vale ainda observar que apesar de
qualquer grafo poder ser estendido, as extensdes nao serao mais "eficazes'quando o
vértice tiver grau menor ou igual 3.

De fato, neste caso ao estender um vértice de grau trés, o novo vértice tera grau
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dois e s6 estara aumentando o comprimento do caminho ao qual ele pertence, nada
além disso. Portanto, no decorrer do trabalho um dado vértice podera ser estendido
se, e somente se o grau do mesmo for maior que 3.

Exemplo 3.2.5. A Figura [3.4]é a representacao local de todas as possibilidades de
extensao de apenas um vértice de grau 6, sobre uma superficie M,. Visto que o grafo
em questao tem grau 6, a extensao desse vértice gera um vértice com grau 3 e outro
com grau 5 ou dois vértices com grau 4. A tarefa de contabilizar as possibilidades
para cada opgao citada é uma tarefa simples de combinatoria.

o NN Y Y

Figura 3.4: Representacao local de todas as extensoes de um vértice de grau 6.

A Proposigao garante mais uma propriedade da operacao de extensao de
um grafo, que diz respeito ao nimero de regioes simplesmente conexas existentes no
complemento do grafo relativo a superficie.

Proposigao 3.2.6 (8] p.4). A extensdo e contragio de um grafo sobre uma superficie
nao altera o niumero de componentes conexas do complemento do grafo.

Demonstragdo. O estiramento de um vértice de um grafo sobre uma superficie altera
em uma unidade o nimero de vértices e o niimero de arestas e por sua vez altera
somente o nimero de arestas das regioes simplesmente conexas do complemento do
grafo, sem alterar o niimero de regides simplesmente conexas. O

Exemplo 3.2.7. Dada uma triangulacao para o toro, estirar os vértices dessa
triangulagdo apenas o formato das regioes sao alterados, mantendo portanto o nimero
de componentes simplesmente conexas do complemento do grafo relativo a superficie.
Como pode ser visto na Figura |3.5]
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B B B
/\ /\l
1 -1 1
A A A A A A
B! B" B! >
L— —
1 1 1
A / A A A A A
B-1 B-1 B-1

Figura 3.5: Extensao de uma triangulacao para o toro.

Teorema 3.2.8 (8] p.5). Todo grafo conexo mergulhado na superficie My, com B
ciclos livres, pode ser contraido no grafo do tipo lg, com um vértice e B ciclos livres.

Demonstragio. Seja G um grafo conexo com B ciclos livres, mergulhado sobre M,.
Visto que M, é conexa por caminhos, pode-se esticar uma aresta de cada ciclo livre
de G e contrair as demais em um vértice. O

3.3 Grafos e diagramas de emparelhamento

Na Secao foi visto que quando um grafo ¢ mergulhado em uma superficie,
no caso deste trabalho orientada e fechada, o mesmo define faces sobre a superficie.
Até o momento, nao foi feita nenhuma restricdo nesse sentido. Porém, no
presente capitulo sera discutido um tipo particular de grafos, que sera denominado
grafos de emparelhamento, assim como as propriedades referentes aos grafos de
emparelhamento.

3.3.1 Grafos de emparelhamento

Na Figura foi exibida uma representacao poligonal da esfera S?, a partir
de uma triangulagdo dada. Com base na mesma figura é possivel observar que,
naquele caso, ao fazer a associacao das arestas do poligono, o grafo obtido sobre a
superficie é distinto da triangulacao inicial. Mesmo quando é feita essa identificacao
das arestas no pentltimo poligono da Figura o grafo final sobre a superficie seria
distinto da triangulacao inicial, visto que no processo de construcao do poligono
foram "perdidas'informacgoes da triangulagao no momento em que algumas arestas



CAPITULO 3. EXTENSOES DE GRAFOS SOBRE M 34

foram colapsadas, no caso as arestas B, C e D.

Uma questao plausivel é, serd que existem grafos mergulhados em uma superficie
tal que seja possivel executar o processo descrito na Se¢do [2.3] e, além disso, quando
associar as arestas do poligono obtido poder voltar exatamente no mesmo grafo? A
resposta é sim! Nesta Subsecao serao definidos os grafos que tem essa propriedade.
Os mesmos serao chamados de grafos de emparelhamento, como pode ser visto na
Definicao [3.3.1

Definigao 3.3.1 (Grafo de emparelhamento, |9] p.452). Um grafo G, mergulhado
numa superficie M,, é dito grafo de emparelhamento de tal superficie, se o
complemento Mg \ G é simplesmente conexo, ou seja, homeomorfo a um disco.

Exemplo 3.3.2. A Figura ilustra a representacao local de um grafo de
emparelhamento. Cujo vértice em questao ¢ 3 — regular.

f
b/ \a
G

Pares de arestas de P um arco em M uma aresta em G
— —_—
Trés vértices em P um ponto de M um vértice em G

Figura 3.6: Representacao local de grafo de emparelhamento sobre uma superficie

Exemplo 3.3.3. A assim como a forma a qual um grafo é mergulhado em uma
superficie é essencial para o estudo de grafos de emparelhamento, a escolha da
superficie também o é. Na Figura seguem dois mergulhos de um mesmo grafo
sobre o Toro e sobre o Bitoro, respectivamente. O mergulho da esquerda ja foi discutido
na Figura [2.9] nele foi concluido que o complemento de tal grafo é constituido por 3
regioes simplesmente conexas. Logo, ndao é um grafo de emparelhamento para o Toro.
Ja o mergulho da direita é um grafo de emparelhamento para o Bitoro, visto que o
complemento do mesmo admite apenas uma componente simplesmente conexa.

(& IR
\ < ~Y —>

Figura 3.7: Grafo mergulhado sobre o toro e Bitoro

Exemplo 3.3.4. Na Figura pode ser observado que o complemento do grafo
admite uma tinica componente conexa e portanto o mesmo constitui um grafo de
emparelhamento. Além disso, ao associar as arestas do poligono obtido, obtém-se o
mesmo grafo sobre o toro, ou seja, existe uma associagdo biunivoca entre as arestas

do grafo e as arestas do diagrama. Ao diagrama com essa propriedade também serd
dado um nome especial, formalizado na Definicao |3.3.12]
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A seguir serao descritas e demonstradas algumas propriedades dos grafos de
emparelhamento, apresentadas em [§].

Proposicao 3.3.5 ([8] p.5). Se G é um grafo de emparelhamento sobre M,, entao
V—-A=1-2g.

Demonstracio. Se G ¢ um grafo de emparelhamento sobre M,, o complemento de G
sobre M, é simplesmente conexo, portanto /- = 1. Dessa forma:

A=V =29—-2+F=29—-1.
O

Corolario 3.3.6 ([8] p.6). O grafo de emparelhamento G é uma drvore se, e somente
se, My = §%.

Demonstragcao. Mostremos, primeiramente, que se o grafo de emparelhamento é uma
arvore, entao M, = S?. Observe que sendo G uma 4rvore, temos que tal grafo nao
possui nenhum ciclo, entao:

BlG) =1—=x(G) = 0=1-x(9)

Ou seja,

x(G) =1
Pela Proposicao [3.3.5] temos:
V-_A=1-29 - x(G)=1-29g >29g=1-1=0—-9g=0.

Logo, M, = S
Agora, resta mostrar que se M, = S?, entdo G é uma arvore. Sendo M, = S?, temos
que g = 0. Pela Proposicao [3.3.5

V—A=1—-29 — x(G) =1.
Dessa forma,

BG) =1 —x(9) — B(G) = 0.

Portanto, G é uma arvore. O

Proposigao 3.3.7 ([8] p.6). Seja G um grafo de emparelhamento com V; vértices e A
arestas sobre M. Sendo que o grafo G tem V; vértices com grau Ki, para i =1, ., r,
entao:

A=Y i KiVie 3 i(Ki=2)Vi=2(2g =1).
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Demonstragio. Se G tem V; vértices com grau K;, para i = 1, ..., r, o nimero total de
vértices ¢ dado por:
.
V-3 v
i1

e o nimero total de arestas ¢ dado por:

,I r
A= Z‘ZV‘”K[

pois cada aresta conecta dois vértices.
Dali,

A=) =3 Vilki-2)
i=1

Como, pela Proposicao , V—A=1-—"2g, segue que:
20A— V) =229 —1).

Das duas ultimas igualdades segue que:

r

> (Ki—2)Vi =229 —1).

i=1

]

Tendo em vista a dificuldade, enfrentada em [4], por Faria e Palazzo Jr, de
obter grafos de emparelhamento, em [3]| Faria, Mendes de Jesus e Romero Sanchez,
trouxeram um grande avanco, onde foram definidas as cirurgias verticais e horizontais
de grafos. As quais permitiram, dados grafos de emparelhamento, determinar uma
série de grafos desse tipo usando essas cirurgias, porém nao era possivel determinar
todos os grafos a partir delas. Agora, o Lema se faz de grande valia, no sentido
de obter grafos de emparelhamento, desde que se conhega ao menos um, se tornando
assim um facilitador. Unindo o Lema [3.3.§ com o Teorema [3.2.8] pode-se concluir
que usando a extensao de grafos de emparelhamento é possivel obter todos dos grafos
de emparelhamento para um género fixado.

Lema 3.3.8 ([§] p.6). Seja G um emparelhamento sobre a superficie M,. Se Gy é
uma extensdao ou uma contragio sobre My, do grafo G sobre My, entao Gy é um grafo
de emparelhamento de M,.

Demonstragdo. Visto que o nimero de componentes simplesmente conexas de M, —G
¢ igual a 1, F = 1, eque G, ¢é extensao de G. Pela Proposicao |3.2.6, segue que o
nimero de componentes simplesmente conexas do complemento M, \ G; também ¢é
igual a 1. Logo, G; também é um grafo de emparelhamento. m
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Exemplo 3.3.9. Como visto na Figura [2.2] o grafo indicado constitui um grafo
de emparelhamento para o toro. Portanto, de acordo com o Lema qualquer
extensao do grafo, feita sobre o toro, também o é. A Figura [3.§| representa uma
construcao poligonal para o toro, via um grafo (i(2, 3) com dois vértices e trés arestas
obtido como extensao do grafo /,, com um vértice e duas arestas. Note que o grafo
G(2,3) admite uma correspondéncia biunivoca com as arestas do poligono regular
de 6 lados. Além disso, a palavra que representa o toro, de acordo com o diagrama,
partindo de A no sentido anti-horario é:

AB'"C A" B C

e
@( :

Figura 3.8: Construc¢ao de uma forma poligonal para o toro.

Exemplo 3.3.10. A Figura ilustra duas extensoes do grafo de emparelhamento
do toro f. O grafo indicado em (a) é também um grafo de emparelhamento para o
Toro, enquanto o grafo indicado em (b) nao é. Essa aparente incongruéncia com a
proposicao se da do fato que tais extensoes foram feitas no espaco.

T & &S O g

a b

Figura 3.9: Extensoes do grafo /,

Quando mergulhamos tais grafos sobre o toro, é possivel ver que apenas um deles
pode ser contraido em um grafo de emparelhamento de um vértice, veja a Figura
3.10L Tal fendomeno é decorrente do fato dessas extensoes terem sido feitas no espago
e nao sobre a superficie.
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Figura 3.10: Mergulhos sobre o Toro de extensoes do /,

Proposicao 3.3.11 (8] p.7). Todo grafo de emparelhamento G sobre uma superficie
My pode ser obtido por extensio do grafo candnico by.

Demonstrag¢ao. Como G é um grafo de emparelhamento, segue da Proposicao [3.3.5
que:

A=V =2g—1.

Dali,
2g=14+A—-V = B(G).

Dessa forma, como foi visto no Corolério [3.1.9, G pode ser contraido em /gg.
Portanto, basta fazer o caminho inverso e obter G a partir de ;. O

O resultado da Proposicao [3.3.11] serd usado diretamente no desenvolvimento
deste trabalho. Serd exibido, dado um grafo /g, quantos grafos podem ser estendidos
do mesmo. Contabilizando quais desses sao regulares.

3.3.2 Diagramas de emparelhamento

Considerando que G é uma grafo de emparelhamento sobre a superficie M, a
fim de fixar um invariante para os grafos, segue que existe uma aplicacao quociente,
g : P — My, que associa o bordo de um poligono regular, P, de 2A lados, sendo A o
numero de arestas do grafo em questao.

Em [9] o autor parte dos diagramas, emparelha as suas arestas e dessa forma
obtém a superficie e portanto os grafos de emparelhamento. J& em [§] parte-se do
grafo, o mergulham sobre a superficie e obtém-se os respectivos diagramas.

A Defini¢ao formaliza o conceito dos poligonos regulares associados a
superficies, via grafos, tais que esses grafos estao associados de forma biunivoca as
arestas do poligono.

Defini¢ao 3.3.12 (Diagrama de emparelhamento, [§] p.5). O conjunto de segmento
de retas que apontam os pares de arestas de P identificado por M,, serd chamado
diagrama de emparelhamento, denotado por D. O emparelhamento do poligono P,
com 4g lados, sobre a superficie M, chamaremos de emparelhamento canonico.
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Defini¢ao 3.3.13 (Diagramas equivalentes). Dois diagramas de emparelhamento D
e D sao ditos equivalentes se D pode ser obtido de Ty por alguma rotagao, reflexao
por algum eixo ou combinacao delas.

Quando a questao é associar um poligono a uma superficie, existem duas
caracteristicas importantes. A primeira é indicar quais arestas devem ser emparelhadas
e a segunda é o direcionamento das mesmas para garantir que essa colagem das
arestas seja possivel. Na Secao foi apresentada a palavra, que supre essas duas
necessidades. Porém, a cargo de simplicidade, pode-se usar um segmento de reta
conectando as arestas do poligono que serao conectadas e manter as setas de orientacao

como na Figura (3.11].

©|ep|S
O

w ) o (L, © 5 o B

Figura 3.11: Grafos mergulhados e seus respectivos diagramas.

Observagao 3.3.14. Em [§|, os diagramas aparecem como na Figura m, porém sem
a identificacdo do direcionamento das arestas. Tal fato se da partindo do pressuposto
que as arestas a serem emparelhadas devem ter dire¢oes opostas. Dessa forma, é
indiferente o direcionamento das arestas conectadas, desde que seja respeitado o
pressuposto. Note ainda que tal alteragao nao altera o poligono, o emparelhamento
das arestas, a superficie obtida e nem o grafo.

A

Figura 3.12: Maneiras equivalentes de representar um mesmo diagrama

Observacao 3.3.15. Sejam «a, B e [ blocos de uma palavra. Tendo em vista a
Observacao e a identificacado por palavras feita na Subsecao pode-se notar
que ao alternar, entre si, as posi¢coes de dois indices que se diferenciam apenas pelos
expoentes, as palavras sao equivalentes, ou seja:

a AB A" IT=a A" B AT.
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Exemplo 3.3.16. A cargo de exemplificar a Observagao [3.3.15] observe a Figura
3.13, onde o poligono da esquerda é representado pela palavra:

AB' CA'"BC
Enquanto o poligono da direita é representado por:

ABC A" B

Porém, como mostra a Figura [3.13] todos os diagramas sao equivalentes. Portanto
as palavras também o sao.

NN

B C B C
A A

Figura 3.13: Poligonos equivalentes

Proposicao 3.3.17 ([§] p.8). Todo poligono regular P,a sao poligonos de
emparelhamento para algum par (Mg, G), onde A > 2g e o grafo G tem A arestas e
V =A+1—2g vértices.

Demonstragdo. Seja P um poligono regular de 2A lados. A fim de mostrar que P
¢ um poligono de emparelhamento para algum grafo G e superficie M, é suficiente
conectar as arestas opostas de P. Assim obtém-se M, e as colagens dos lados do
poligono geram o grafo G sobre M. (Processo inverso ao exibido na Figura .
Como P tem 2A lados que foram conectados aos pares, o grafo obtido possui A arestas.
Além disso pela Proposicao tem-se A—V =2g—1,entdo V=A+1—-2g. O



Capitulo 4

Grafos de emparelhamento
K-regulares

Neste capitulo serao trabalhadas as propriedades dos grafos de emparelhamento
K — regulares e serao exibidos exemplos sobre M,, os quais sao exibidos em [8] e
[9] e exemplos contendo todos os grafos de emparelhamento 3-regulares sobre Ms,
exibidos em [15].

Proposicao 4.0.1 (|§] p.8). Todo grafo de emparelhamento K — reqular, com
K > 1, pode ser obtido por alguma extensdio do grafo by. Em particular, todo grafo de
emparelhamento sobre M, com (V,A) < (4g — 2,69 — 3), pode ser obtido por alguma
extensdao sobre My do grafo emparelhamento bg.

Demonstragao. O resultado segue diretamente da Proposigao [3.3.11 [

Definicao 4.0.2 (Poligono de emparelhamento K — regular, [8] p.8). Um poligono
regular D sera dito um poligono de emparelhamento K-regular, se existe um par
(My, Gi), onde G é um grafo de emparelhamento K-regular sobre a superficie M,.

Proposicgao 4.0.3 ([8] p.8). Seja G um grafo de emparelhamento sobre uma superficie
M,. Se G é K-regular e g > 0, entao K > 3.
Consequentemente, se D,y € um poligono K-regular, entao A > 2.

Demonstragio. Sendo G de emparelhamento K — regular, pela Proposicao [3.3.7]

2(2g —1) 2(2g —1)
v=29" 0 L =297
K—2) v
Suponha que K < 3, entao:
2(2g — 1
K—2<0- (g\/ )05 g<0
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Absurdo! Logo K > 3. Se D4 é um poligono K — regular, entdao pela Proposicao

B-3.7
2A = K.v.

Como K > 3, entao:

2A>3\/—>A>¥.

Como A s6 admite valores naturais , segue que A > 2. O

Proposi¢ao 4.0.4 ([§] p.8). Seja D um poligono de emparelhamento K-regular
associado com um par (My, G). Entdo:

2(29 —1) K29 — 1))'

VA= k=

Consequentemente, o poligono de emparelhamento K-reqular tem 2. ég U lados.

Demonstracio. Observe que sendo G um grafo de emparelhamento, com V' vértices e
A arestas, entdo o numero de componentes simplesmente conexas, F, vale 1. Além
disso,

xMg) =2 —2g.
Por outro lado, pela Proposicao [2.5.5}

XMg) =V —A+F=V—-A+1

Por fim, visto que G é K-regular, temos 2A = K.V. Das igualdades:

« 2-2g=V-A+15V-A=1-2g->V1-5 > v=229
« 2-2g=V-A+15V-A=1-2g— Al

2
K
. .5 K(1-2g) _

Naturalmente o poligono de emparelhamento possui 2.5 = 2A lados. m

Corolario 4.0.5 ([§] p.8). Se G é um grafo de emparelhamento K — reqular sobre
My, entdo g = 5¢[(K — 2)A + K].

Demonstragao. Pelo fato de G ser um grafo K — regular, segue que 2A = K.V.
Pela Proposu;éo | sendo G um grafo de emparelhamento K — regular, tem-se
(V,A) = (2=l B K{ ). Substituindo V = Lol e A=520 em 24 = K.V segue
que g = 5¢[(K — 2)A+ K], O

Observacao 4.0.6. Da Proposicao segue que, os possiveis valores para K > 2,
para os grafos de emparelhamento K — regular sobre M,, para 0 < g < 3 sao:
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g Vv A K n
1 1 2 4 4
2 3 3 6
2 1 4 8 8
2 5 5 10
3 6 s 12
6 9 3 18
3 1 6 12 12
2 7 7 14
5 10 20
10 15 30

Figura 4.1: Valores para os grafos de emparelhamento K-regular

Na Figura[{.1], g representa o género de uma superficie, V' o niimero de vértices
do grafo, A o nimero de arestas do grafo, K o grau dos vértices do grafo e n o niimero
de arestas do poligono de emparelhamento.

4.0.1 Exemplos de grafos K— regulares, para g = 2

Exemplo 4.0.7. De acordo com a Proposicao [4.0.4, os grafos de emparelhamento
G(2,5), para g = 2, sao K —regulares, somente se K = 5. A Figura[4.2]esta dividida
em 4 niveis, indicadas por N1, N2, N3, N4, respectivamente.

o No nivel N1 estao representados o grafo /4, o grafo /4 mergulhado sobre o Bitoro
e o diagrama de emparelhamento do /4 sobre o Bitoro.

e No nivel N2 estao representados trés extensoes 5 — regulares do grafo s,
indicados por (a), (b) e (c). Observe que a extensao de um vértice é uma agao
local e por esse motivo pode ser feita no interior de um circulo de de raio tao
pequeno quanto se queira.

o No nivel N3 estao representados, da esquerda para a direita, os mergulhos dos
grafos (a), (b) e (c), respectivamente, sobre o Bitoro.

« No nivel N4 estao representados, da esquerda para a direita, os diagramas de
emparelhamento dos grafos (a), (b) e (c) sobre o Bitoro, respectivamente.
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Figura 4.2: Alguns grafos 5-regulares sobre o Bitoro

Exemplo 4.0.8. De acordo com a Proposigao [4.0.4] os grafos de emparelhamento
G(3,6), para g = 2, sao K —reqgulares, somente se K = 4. A Figural4.3|esta dividida
em 4 niveis, indicadas por N1, N2, N3, N4, respectivamente.

o No nivel N1 esta apresentado o grafo /.

e No nivel N2 estao representados trés extensoes 4 — regulares do grafo Iy,
indicados por (a), (b), (¢) e (d). Observe que a extensao de um grafo é uma
acao local e por esse motivo pode ser feita no interior de um circulo de de raio
tao pequeno quanto se queira.

o No nivel N3 estao representados, da esquerda para a direita, os mergulhos dos
grafos (a), (b), (¢) e (d), respectivamente, sobre o Bitoro.

o No nivel N4 estao representados, da esquerda para a direita, os diagramas de
emparelhamento dos grafos (a), (b), (c) e (d) sobre o Bitoro, respectivamente.
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N1

N

z
7
5

N

[F]

A —— — [ — —r—
|/\ _,// /iL_ \l Q—( \:J_)
~e—y ——

Na

Figura 4.3: Alguns grafos 4 — requlares sobre o Bitoro

Exemplo 4.0.9. De acordo com a Proposigao [£.0.4] os grafos de emparelhamento
G(6,9), para g = 2, sao K — regulares, somente se K = 3. A Figura [£.4] ilustra em
(a), (b), (c), (d) e (e) os cinco grafos de emparelhamento 3 — regulares, sobre o
Bitoro, que foram obtidos como extensao do /4. Além disso, a Figura [4.4] esta dividida
em quatro niveis, indicados respectivamente por N1, N2, N3 e N4.

« No nivel N2 estao representadas, da esquerda para a direita, respectivamente,
duas representacoes, distintas entre si, do grafo (a) e duas representagoes,
distintas entre si, do grafo (b).

o No nivel N1 estao representadas, da esquerda para a direita, respectivamente,
mergulhos das duas representagoes do grafo (a), sobre o Bitoro e mergulhos das
duas representagoes do grafo (b), sobre o Bitoro.

« No nivel N3 estao representadas, da esquerda para a direita, respectivamente,
uma representagao do grafo (c), duas representagbes do grafo (d) e uma
representagao do grafo (e).

o No nivel N4 estao representadas, da esquerda para a direita, respectivamente,
o mergulho da representagao do grafo (c), sobre o Bitoro, os mergulhos das
representagoes do grafo (d), sobre o Bitoro e o mergulho da representacao do
grafo (e), sobre o Bitoro.
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Figura 4.4: Grafos de emparelhamento G(6,9) sobre o Bitoro

No Exemplo e Exemplo estao apresentados apenas alguns dos grafos de
emparelhamento 5 —regulares e 4 —reqgulares, que podem ser retraidos no /4, sobre
o Bitoro. Na Subsecao |5.3| serdao apresentados todos os grafos de emparelhamento
sobre o Bitoro que podem ser retraidos no /4, sendo estes separados em familias.
Também serao destacados os grafos de emparelhamentos regulares.

4.0.2 Exemplos de grafos K — requlares, para g=3

Para M5 os possiveis valores para K, em um grafo K — reqular, sdo: 3, 4, 7, e 12.
Assim como pode ser visto na Figura [4.1]

Exemplo 4.0.10. Para V. = 1 e V = 2 a Figura representa, em (a), oito
diagramas de emparelhamento, com 12 lados, associados a grafos do tipo /s e seus
respectivos mergulhos sobre o Tritoro. Em (b), (¢), e (d) representa oito grafos de
emparelhamento 7/ — reqgulares, sobre o Tritoro e seus respectivos diagramas de
emparelhamento, com 14 lados.
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Figura 4.5: Grafos de emparelhamento sobre o Tritoro e seus diagramas

Exemplo 4.0.11. Em , Nakamura mostra que existem 65 grafos de
emparelhamento 3-regulares sobre M, representados na Figura [£.6], e o autor mostra
os 927 diagramas de emparelhamento, poligono de 30 lados, associados a esses grafos.

D8RP RMNY bFEFEAEE

B-18 B-19 B-20

DR FR %%@@ ==
D @ A & @EE%E@M%&

B3l B-33 B+ B-33 E-3 B-30

cﬁcuuo_e?‘@“?égfg? %§§E§§E;
D% D& 8 |

B-14  B-13

; |m

Figura 4.6: Grafos 3-regulares para o Tritoro-Figura retirada de 2 p.90

Exemplo 4.0.12. A Figura [£.7] representa alguns grafos de emparelhamento
4 — reqgulares do Tritoro e seus respectivos diagramas. Observe que o diagrama
de emparelhamento diz respeito a forma a qual um dado grafo serda mergulhado na

superficie. Portanto, um grafo pode estar associado a mais de um emparelhamento
de arestas.
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Figura 4.7: Alguns grafos de emparelhamento 4-regulares do tritoro

Exemplo 4.0.13. Em [§] é mostrado que os grafos da Figura @I podem ser usados
para obter os 65 grafos de emparelhamento exibido por Nakamura em . No
canto inferior direito da Figura estao representados estes 14 grafos com 5 vértices.
Em cada retangulo desta figura estao representados um grafo 3 regular, exibido por
Nakamura e um grafo dos grafos com 5 vértices ja citados. Indicando que o grafo
3-regular foi obtido via extensao do grafo com 5 vértices com o qual divide o retangulo.
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Figura 4.8: Grafos de emparelhamento 3-regulares do Tritoro



Capitulo 5

A palavra e os grafos de
emparelhamento

Neste capitulo sera introduzido o conceito de curva paralela a um grafo mergulhado
na superficie e algumas propriedades da mesma, com objetivo de determinar os
possiveis grafos de emparelhamento sobre o Bitoro.

5.1 Curva Paralela

Seja G(V, A) um grafo, com V > 0, mergulhado no plano. Entdo o bordo de uma
vizinhanga tubular de G(V, A), estda formado por um conjunto de curvas simples e
fechadas contida no conjunto complementar R?\ G(V, A), como ilustrado na Figura

NI

Se G(V,A) é um grafo mergulhado sobre uma superficie M;, de forma andloga
podemos construir a vizinhanga tubular de G(V/, A) para obter o conjunto de curvas
bordo dessa vizinhanca tubular sobre M,.

Notagao: O ntmero de componentes conexas do conjunto M\ G(V, A) sera
denotado por Cg.

Defini¢do 5.1.1 (Curva paralela). Dado um grafo G(V,A) mergulhado sobre a
superficie M, o conjunto bordo da vizinhanga tubular de G(V/, A) serd chamado de
curva paralela ao grafo G(V, A) e serda denotado por B(G).

Exemplo 5.1.2. A Figura representa em (a) a construgdo da vizinhanga tubular
do grafo G. Em (b) estd ilustrada a construgao da curva paralela ao grafo G, a partir
da vizinhanca tubular. O grafo G divide o plano em 5 componentes, observe que o
niumero de componentes conexas da curva paralela coincide com tal valor.

49
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G (a) vizinhanga tubular (b) B(G)

Figura 5.1: Curva paralela a um grafo

Proposicao 5.1.3. Se G(V,A) é um grafo conexo mergulhado sobre M entao no
nimero de componentes de curvas de B(G) € igual a Cq (ver Figura[5.1}(a)).

Consequentemente, se G(V,A) é uma drvore, entio Cc =1 .

Demonstragao. Isto segue do fato que cada componente conexa de B(G) esta contida
em uma regiao conexa de M\ G(V, A). O

Como consequéncia da triangulacdo de superficies (ver Definigao [2.2.10)), temos a
seguinte afirmacao:

Corolério 5.1.4. Se G(V,A) € um grafo de triangulagdo da superficie M, entdo
Co=F=2-29g—V+A=1-2g+ B(G), onde B1(G) =1—V + A denota o nimero
de ciclos livres de G.

Consequentemente, se M = S§?, entdo Cqc = 1+ B1(G).

Proposicao 5.1.5. Se G'(V', A') € uma extensao ou contra¢io do grafo G(V, A) sobre
a superficie My, entao Cc = Cq.

Demonstragio. Isto é uma consequéncia imediata da Proposigao [3.2.6] a qual garante
que a extensao e a contragao de grafos sobre uma superficie M, nao altera o nimero
de componente conexa do complemento do grafo, ou seja, C; = C¢r. (Veja a Figura

33). 0

Lema 5.1.6. Se G(V,A) é um grafo de emparelhamento de arestas entao Cc = 1.

Demonstragdao. Pela Definicao |3.3.1] o complemento de um grafo de emparelhamento
sobre M, é simplesmente conexa, logo tem tnica componente conexa e Cq = 1. [

Exemplo 5.1.7. A Figura [5.2 ilustra que reciproca do Lema [5.1.6| nem sempre é
verdade. Na Figura [5.2] o grafo sobre o Bitoro é grafo de emparelhamento para o
Toro, portanto desfaz a alca da esquerda. Porém a alca da direita é mantida, entao o
complemento do grafo é conexo, mas nao ¢ simplesmente conexo. Dai, nao é grafo de
emparelhamento, pela Definicao [3.3.1
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Figura 5.2: Grafo com C; = 1 sobre o Bitoro

Lema 5.1.8. Todo grafo de emparelhamento de arestas sobre a superficie fechada e

orientada My, satisfaz B1(G) = 2g.

Demonstragao. Se G(V/, A) é um grafo de emparelhamento de arestas sobre a superficie
fechada e orientada M,, entao o complemento ¢ simplesmente conexo. Entao
2-2g=xM)=V—-A+F=2—(1-V+A) =2-pB(G). Logo Bi(G)=2g. O

Exemplo 5.1.9. A Figura[s.3|ilustra ilustra que reciproca do Lema[5.1.8 nem sempre
é verdade. Na Figura [5.3] o grafo sobre o toro tem dois vértices, um lago em cada
vértice e uma aresta conectando os dois vértices. Este grafo satisfaz 51(G) = 2g, mas
nao é grafo de emparelhamento, pela Defini¢ao [3.3.1} pois o seu complemento no toro
nao é simplesmente conexo.

Figura 5.3: Grafo com p;(G) = 2g sobre o Toro

Para verificar que G(V, A) é um grafo de emparelhamento de arestas, devemos
mostrar que M\ G(V/, A) é simplesmente conexo. O fato de Cs = 1 nédo é suficiente,
pois esta Unica componente conexa pode nao ser simplesmente conexa.

Lema 5.1.10. Se B1(G) = 2g e M\ G(V,A) € conexo, entao M\ G(V,A) é

simplesmente conexo.

Demonstragio. Se B1(G) = 2g, entao x(M\ G(V, A)) = x(M) — x(C) = (2 —2¢g
(V=A) =2—-B(G)—(V-A) =2—(1-V+A —(V-A) =1. Se x(M\ G(V, A)) =
e M\ G(V, A) é conexo, entao M\ G(V, A) é simplesmente conexo.

[ N

Teorema 5.1.11. Seja G(V, A) um grafo mergulhado sobre a superficie fechada e
orientada My. G(V,A) é um grafo de emparelhamento de arestas, se e somente se,
satisfaz B1(G) = 2g e a curva paralela B(G) tem dnica componente coneza.
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Demonstragio. Se G(V, A) é um grafo de emparelhamento de arestas sobre M, pelo
Lema [5.1.6] B(G) tem tnica componente conexa. Pelo Lema [5.1.8] G(V/, A) satisfaz

Bi(G) = 2g.

A volta, se B(() tem tnica componente conexa, pela Proposigao , M\ G(V, A)
é conexo. Se Bi(G) = 2g, e M\ G(V, A) é conexo, pelo Lema [5.1.10, M\ G(V, A)
é simplesmente conexo. Logo pela Definicao B.3.1 G(V,A) é um grafo de
emparelhamento de arestas sobre M,. O

Exemplo 5.1.12. A Figura ilustra um grafos cujo os complementos M, \ G
admitem tnica componente conexa, visto que ao efetuar um corte na superficie sobre
este grafo o mesmo desfaz as duas alcas de M,, sobre o Bitoro. Este grafo possui 6
vértices e 9 arestas. Portanto, de acordo com a Defini¢ao [2.4.11] o mesmo satisfaz
B1(G) = 4 = 2g e como visto no Exemplo este é um grafo de emparelhamento
para o Bitoro. O grafo ilustrado em (b) é o mesmo que esta na Figura , onde foi
construida a sua curva paralela.

Figura 5.4: Grafos com C; = 1 e B1(G) = 2g sobre o Bitoro.

5.2 Palavras associadas a diagramas de
emparelhamento

Nesta secao, vamos introduzir uma palavra associada a um dado grafo de
emparelhamento sobre o Bitoro, com objetivo de determinar o diagrama de associado
a este grafo. Esta palavra vale também para o emparelhamento sobre superficies com
género maior que 2.

Uma projecao do Bitoro no plano 7 : M, — R? serd chamada de projecao trivial
se o conjunto singular de 7 tem trés curvas simples e a imagem destas curvas no
plano nao tem pontos de cuspides ou pontos duplos.

Sejam G(V, A) um grafo associado a um emparelhamento de arestas sobre o Bitoro
e P um poligono regular com 2A lados. Como visto na Secao do Capitulo [3] pode
existir diferentes formas de emparelhamento das arestas de P associado a G(V, A). O
que diferencia os emparelhamentos sao os diagramas de emparelhamentos sobre P
(ver Defini¢ao [3.3.12). Ou seja, dois emparelhamentos sdo ndo equivalentes se seus
diagramas sao nao isomorfos.
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Dado um mergulho de G(V/, A) sobre o Bitoro, vamos representar as informagoes
deste mergulho, pela imagem da projecao trivial do grafo no plano, como ilustra
a Figura [p.5}(b). No cruzamento das arestas do grafo no plano, a descontinuidade
indica a aresta que esta por baixo no Bitoro.

”

J
@5@) (b)

Figura 5.5: Projecao do Toro no plano e imagem do grafo

(@)

Vamos construir grafo paralelo ao grafo de emparelhamento G(V/, A), sobre a tnica
curva de Entao B(G), da seguinte forma:

« Considere os dois arcos da curva B(G), paralelos a arestas a; de G(V,A)
(i=1,--,A), como um par de arestas, que serd denotado por A; e A-'. O sinal
—1 indica que a orientacdo local de A" é inversa da orientacdo de A;. Entre
duas arestas consecutivas colocamos um vértice, como ilustra a Figura[5.6l A
este grafo, com as arestas A, serd chamado de grafo paralelo a G(V, A) e sera
denotado por Q(G).

o Uma orientacao natural para Q(G) é como segue: partindo de uma aresta
A € Q(G), caminha sobre Q(() de forma que as arestas do grafo G(V/, A) estejam
do lado esquerdo de A;.

Figura 5.6: Construcao do grafo paralelo

e Se q: P — M ¢éa aplicagao quociente, do poligono P sobre M,, que tem o grafo
G(V,A) como grafo de emparelhamento, entao a pré-imagem de Q(G) é uma

- ] , _
curva no bordo de P, com as arestas A; e A, pré-imagem de A, e A"
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o O diagrama de emparelhamento, denotado por D, associado a aplicagéo q esté
formado pelos segulmentos de retas que conectam as arestas (a;, a; ') de P

paralelas ao par (A, AL- ).

o A palavra formada percorrendo Q(G) ou o bordo de P, por exemplo
AASAAT T AASATTATATTAST na Figura (5.7, descreve de forma tnica o

emparelhamento.
ry ,3\ 1
A 4
A A
14 *J“Az A1 ,
_1‘-“ ”2_ ﬁ 1
A R A A, s
5 &';J 1 A1
_1‘“ el Al A, A1 )

Figura 5.7: Pré-imagem do garfo paralelo e pré-imagem do grafo de emparelhamento

A palavra formada quando caminhamos ao longo de B(G) ou no bordo do poligono
‘P, no sentido horario, serd denotado por K.

Definicao 5.2.1 (Palavras equivalentes). Duas palavras IC; e K, sao ditas
equivalentes se Ky pode ser obtida de K, via aplicagao dos Itens [1} 2 [3 (] da
Propriedade [2.3.4] aplicacdo da Observagao ou combinacao destas.

Exemplo 5.2.2. A Figura (a) um diagrama de emparelhamento e a sua palavra
associada. Em (b), (c), (d), (e), (f), (g), os diagramas de emparelhamento sdao obtidos
por reflexdo de (a) em torno da reta r. Todas as palavras indicadas na Figura [5.8| sdo
equivalentes: (b) e (e) podem ser levadas em (a) (AjAA3AT A TASY) com aplicacio
conveniente das devidas propriedades; (c) e (d) seguem andlogas a (b) e (f); (g)
seguem analogas a (e).

(b)= (a): (¢) = (a):

A 1A 1A 1A3A2A1 (Itemz A3A2A1A7 A71A7 (ObSGI‘V&gENlO ’
A 1A 1A3A A2A1 (Item |1 A A2A1A3A 1A (Observagao 3.3.15)
A3A TAMATTAST (Ttem [4 A TAATTASAS A1 (Ttem [4)

AATTAATT A1 (ItemT A 1A2A3A TASVA, (Ttem [1)

AsAT 1A2A TAA, (Ttem [ A3A 1A 1A1 1A (Ttem [4)

A1A A3A 1AzA ! AgA?1A271A 1A1A2

A1A51A3A;1A2A§1 (Observacdo AATTASTAT T AL A, (Them

A1A2A3AT1 A51 A§1 A1A2A3AT1A51 Ag1
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(a) (b) () (d)

Ao A ) Az A1
-1 - -
Aq A3 A3 5 A1 All A A2 A3
1 -1 . 1 -1
A3 Az Al\( A3 A21 A1 A3 Az

1 N
Ao A2 A31 A11
(e) (f) (9)
-1 -1
A Az A1
Az A1 Ao Az1
i -1 )
A; A3} A2 3 A2
AF Az Az

Figura 5.8: Reflexdes de um diagrama e suas respectivas palavras

Definigao 5.2.3 (Silaba de uma palavra). Se K é uma palavra associada a um grafo,
entdo cada elemento A;(ou A '), da palavra, serd chamado de silaba da palavra K.

Observacao 5.2.4. Todo diagrama de emparelhamento admite uma palavra
associada a ele escolha um lado do poligono e indexe-o por A;. Ao lado ligado
com o A; indexe por A;'. Seguindo no sentido anti horério, indexe o lado, subsequente
ao escolhido anteriormente, por A1 e o lado conectado a ele por A;:T Repita o
processo para i =1,2,..., A.

Proposicao 5.2.5. Seja KK uma palavra associada a um grafo de emparelhamento
G(V, A), de uma superficies M,. Entao K estd associada a um, e somente um
diagrama de emparelhamento.

Demonstracao. Primeiramente, mostremos a existéncia de um diagrama associado
a IC. Seja K uma palavra associada a um grafo de emparelhamento G(V/, A), entao
K admite 2A silabas. Pela Constru¢ao do Grafo paralelo (inicio da Segao as
arestas do A; e Af1 sao paralelas a aresta a; de G(V/, A), para cada i =1,...,A. Em
um diagrama de 2A lados transcreva a palavra para o seu bordo e conecte as arestas
referentes as silabas A; e A;'. Resta mostrar que tal diagrama é tinico. Dado a
palavra IC, seja D o diagrama de emparelhamento associado a K. Suponha D’ outro
diagrama de emparelhamento associado a IC, ndo equivalente a D. Entao D’ nao é
fruto de nenhuma rotacdo, reflexdo ou combinacio delas de D (vide Defini¢ao [3.3.13).
Como a palavra em questdo é a mesma para os dois diagramas, entao pode ocorrer
que

1. A disposicao das silabas é a mesma para os dois diagramas. Neste Caso, os
diagramas sao exatamente iguais. Uma contradicao.



CAPITULO 5. A PALAVRA E OS GRAFOS DE EMPARELHAMENTO 26

2. A disposicao das silabas é uma permutacao circular.
Neste caso, D’ é uma rotacao de D. Uma contradicao.

Logo o diagrama ao qual estd associado é tnico. O]

Corolario 5.2.6. Se Ky e ) sdo palavras equivalentes, associadas aos diagramas D,
e D, respectivamente, entao DY e Dy sao equivalentes. Vale a reciproca.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que D e D sejam nao equivalentes. Entao D
nao pode ser obtido de D via qualquer rotagao, reflexao ou combinagao delas. Como
ICi e K5 sao equivalentes, pode-se obter K4 de K, aplicando de forma necesséria os
item a Propriedade [2.3.4] juntamente com a Observagao [3.3.15] se necessario. Essas
mudancas nas palavras geram rotagoes, reflexdes ou combinagdo dessas nos diagramas
associados. Pelo Teorema cada palavra estd associado a um unico diagrama.
Portanto, os diagramas D} e D, sao equivalentes.

A reciproca é imediata. O

Proposicao 5.2.7. As palavras associadas a G e G, dois grafos de emparelhamento,
sao equivalentes se, e somente se G e G sao equivalentes.

Demonstracdo. As palavras associadas aos grafos G e G’ sdo equivalentes se, e somente
se, os diagramas associados sao também equivalentes. Além disso, os diagramas de
emparelhamento sdo equivalentes se, e somente se, os grafos também o sao. O

Exemplo 5.2.8. A Figura[5.9 ilustra duas palavras equivalentes e os seus respectivos
diagramas associados. As setas verticais indicam a quais diagramas as palavras
estao associadas. A seta horizontal inferior, indica que os diagramas sao equivalentes.
Tal equivaléncia é natural. Portanto, resta mostrar a equivaléncia das palavras,
indicadas pela seta horizontal superior. A fim de verificar que as palavras sao de fato
equivalentes é necessario e suficiente obter uma a partir da outra via as operacoes da
Definicao

A1A3A4A§1A2A5A?1A51A21Ag1

A ASAATT A ASATTASTA AT (Ttem

AASAAT T AASATTASTATTAL

A ASASAAT AT VA TAS AT (Ttem
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< & < S £ g
A ‘2— N‘A, 2 ’Z. N‘A,
o B N
< <

Figura 5.9: Palavras e diagramas

5.3 Grafos de emparelhamento sobre o Bitoro

Nesta secao serao apresentados todos os grafos de emparelhamento, nao
equivalentes, que podem ser retraidos no /4, sobre o Bitoro. A fim de determinar
tais grafos foram usadas as extensoes de grafos, (vide Proposicao e o grafo
paralelo , como na Figura 5.6, onde foi associada uma palavra a cada grafo, com o
diagrama correspondente (ver Figura .

A fim de cumprir o objetivo desta se¢ao, o primeiro passo mergulhar o /; de todas
as formas possiveis sobre o Bitoro. Ao verificar essas formas, pode ser observado na
Secao do Apéndice A , que existem apenas duas formas nao equivalentes, as quais
serdao chamadas de I e III. Essas formas podem ser vistas na Figura [5.10]

I
3 2 /—\
A2 3
58
&Z7% 4

Figura 5.10: Formas nao equivalentes de mergulhar /; no Bitoro

ITI
2
1

4

3

2
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2

Proposicao 5.3.1. Ezxistem 11 grafos de emparelhamento G(2,5) sobre o Bitoro. Os
grafos e seus respectivos diagramas de emparelhamento se encontram na Figura [5.11]

Demonstracio. Uma vez obtidas todas as formas de mergulhar o grafo /; sobre o
Bitoro, com o objetivo de encontrar todos os grafos de emparelhamento G(2,5), com
dois vértices e cinco arestas, que podem ser retraidos no /4, sobre o Bitoro, basta
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determinar todas as extensoes nao equivalentes de I e III. A cargo de simplicidade,
nesta se¢ao serao apresentadas apenas um representante de cada familia. Os demais
grafos contidos nas familias podem ser vistos na Segdo [6.1.1] do Apéndice A.

As extensoes de I serdo indicadas por I e as extensoes de III por 11T/, onde j ¢ um
numero inteiro. Como pode ser visto na Secao do Apéndice A, existem 31
formas de estender do grafos I e III, porém apenas 11 dessas sao distintas. Como
pode ser visto na Figura |5.11}

1°

%)
e

11
2
3 m
1
( §4
43
3 5
1@2
1

I4

@ @—@

. o
cg@ 3“5 @%1@@@@
S 1 1D o

Figura 5.11: Representantes das familias com dois vértices

O

Como visto na Figura [f.1] e na Proposi¢ao [4.0.4] os grafos com dois vértices podem
ser regulares somente se forem 5-regulares, caso sejam. Ao destacar os grafos 6
regulares da Subsecao obtém-se que existem 6 grafos desse tipo, porém somente
4 destes nao equivalentes, a saber III°, III'°, 12, I'. De acordo com a Figura m,
pode-se observar que II1?, IT1I° e I’ sdo equivalentes.

5 9 10
11 11 11 12 i3 It
2
TN SN EN? 3 > s ngz 3 2
3 5 3 3
Ml Q@l (; E ﬁl @, 5 é ;
4 4 4 4 1 4 1 4 1
5 4 5
5522, 320 3 51 15 2
1 3 1 1 2 2 2 2 2 2 5
4 2 4 5 2 5 1 3 1 3 1 3
1

Figura 5.12: Grafos de emparelhamento 5- regulares
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Proposicao 5.3.2. Ezistem 29 grafos de emparelhamento G(3,6) sobre o Bitoro. Os
grafos e seus respectivos diagramas de emparelhamento se encontram nas Figuras

013 e[ 1]

Demonstra¢io. A fim de determinar todos os grafos de emparelhamento G(3,6),
com trés vértices e seis arestas, que podem ser retraidos no /4, sobre o Bitoro, basta
determinar todas as extensoes dos grafos da Figura[5.11] A cargo de simplicidade estao
exibidos na Figura [5.13| e na Figura somente as 29 extensoes nao equivalentes.
Ao contabilizar todas as extensoes dos grafos da Figura [5.11] podemos observar que
existem 126 formas de mergulhar os grafos G(3,6) sobre o Bitoro. Tais mergulhos
constam na Subsecao do Apéndice A.

As extensoes de III, serdo representadas por IIIY, enquanto as extensoes de I serao
representadas por I, sendo i, j nimeros naturais.

5642 451 6472 256 251 a3
1 1 1 2 2
I’ I 1’ i 1% 1%
2 L ’\2 s . 5 3 6 2 3 2 3 5
307 3 1 5
" 45 4 6 1 1 4 | 4 L
4 3 343 36 6 581
a0 B 0 S v B e SN S G
1 1 5 1
5 2 5 1 4 1 5 3 4 3 14 43
646 4% 2 57276 354 375 4 655
10 11 2 3 3
1 % 0 ) 1% 1 13
2 3
o R I D Y A
3 6 6 5 5 &
4 4 1 4 1 4 i 41 4 1
534 45 3.43 6 215
6 3 R 5 2 621, 2 2 6 2
16 12 14 . 15 2 : ; . p ’
A 4 3 4
47572 261 646 4356 534 5534

Figura 5.13: Representantes das familias com trés vértices
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I 34 111110 142 I 57 I 512 I 12,
6 5
> 7 5 1 N AN 1 4 1 4 > 1
4
4 5 43 261 521 621
27T 3 52152 5 2 6 2 5 2
1 6 1 6 1 3 1 3 1 3
5 o th ! 3 N6 A% S\ i
57374 462 46346 534 536 %56
146 1410 I > I 12,5 143
3 2 3/ % )2 3 2 3 2
2 5 ° 6 5
N 13 A S O O/ 5 ©
4
215 216 216 212 1t 216
> 7 5 5 > 2 5 3 5 5
St L N\ S O A G
4 6 5 3 4
346 3 3 534 646 3463

Figura 5.14: Representantes das familias com trés vértices

O

De acordo com a Proposigao [£.0.4] os grafos de emparelhamento com 4 vértices
sobre o Bitoro que sao K-regulares tem, necessariamente, K=4. Pode-se observar
na Figura que existem 9 grafos 4-regulares, porém apenas 5 destes sdo nao
equivalentes. Na Figura m pode ser observado que os grafos indicados por IIT'",

1" I11'% 1'% sdo equivalentes. Assim como os grafos indicados por 1'%, 111 s3o
equivalentes.

12 12
1 0 R 00 1'% I 1o
3 2 = N /’2\ 3 2 - 3 2 3 2
6 5
6 5 P 5 3
4 > ! 4 6 > 3 ’ ' > 1 1 ¢ 1
6 4 621 212 212
535 533, 634 5 2 5 3 5 6
1 6 1 1 1@63 1 3 1 4 1 &
5 5 5 > 5 4 5 3 5
451 646 54212 456 64 6 34
12 1 1
0 11 '

4 3 4 4
435 6
3 2 323, J543,
4 1
3572 >Z% 4 2

Figura 5.15: Grafos de emparelhamento 4-regulares
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Proposicao 5.3.3. Ezistem 36 grafos de emparelhamento G(4,7) sobre o Bitoro. Os
grafos e seus respectivos diagramas de emparelhamento se encontram nas Figuras

(7. 10 e[ 17

Demonstragio. Para determinar todos os grafos de emparelhamento G(4,7) que
podem ser retraidos no /4, sobre o Bitoro, basta encontrar todas as extensoes de
todos os grafos da Figura e da Figura [5.14 Na Figura e na Figura [5.17]
serao apresentadas somente as 36 extensoes nao equivalentes, onde as extensoes de
I115 estao representadas por II1% e as extensoes de IY por IV, onde i, j sio niimeros
naturais e a uma letra maiuscula do alfabeto. No total existem 189 extensoes, ou
seja, 189 formas de mergulhar um grafo de emparelhamento com quatro vértices e
sete arestas em M,. Estas se encontram apresentadas na Subsegao do Apéndice

111’ss

2

4

Figura 5.16: Representantes das familias com quatro vértices
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IZIG 123A I%D I 3G

143B
2 2 3 2 3
P u! 4 f :

4 5 6
i 6 1 1

2 2 5 6 5
1 1 1 6
4 3 4 3 bs 4 2 4 3
6 4 6 7 2 A 7 3 7 7

3 3

12
I%F I3lA 1313 I4GE 15126 ] 78
s 6 2 5 6 2 63 3 2 3
7
4 2 7 o 2
1 1 1
4 4 5U)1 > 7 4 1
2 7.5 s 1 5 7 6 1 7 1 632 212
> 6 > 5 5, 5 7, 1 5 6
1 2 1 2 1 2 1 2 1 3
4 - 4 A 7 6 7 3 5
4 3 4 4 6
5 6 5 3 %6 5576 7 7
Ty 3 754

1338 I
5 S 3 . 30 3 >

Figura 5.17: Representantes das familias com quatro vértices

[]

De acordo com a Proposicao [4.0.4 os grafos ((4,7) de emparelhamento sobre o
Bitoro ndo podem ser K — regulares, para qualquer que seja K € N.

Em ﬂg[] Jorgensen e Nddtinen, na pagina 461, exibem 20 codigos referentes aos
diagramas de emparelhamento, representando as 20 familias existentes neste caso.
Porém, os mesmos nao exibem os grafos associados a tais diagramas.

Proposicao 5.3.4. Ezistem 20 grafos de emparelhamento G(5,8) sobre o Bitoro. Os
grafos e seus respectivos diagramas se encontram nas Figuras e[5.19

Demonstracio. A fim de determinar e exibir todos os grafos de emparelhamento com
5 vértices e oito arestas, G(5,8), sobre o Bitoro que podem ser retraidos no Iy, basta
determinar todas as extensoes de todos os grafos representados nas Figura |5.16[e
Figura [5.17] Ao realizar este trabalho, pode-se observar que existem 164 formas de
mergulhar um grafo G(5,8) sobre o Bitoro, tais que os mesmos possam ser retraidos
no /4. Estes grafos estao representados na Subsecao do Apéndice A. Dessas 164
formas, como ja citado em ﬂgﬂ, apenas 20 delas sao distintas, onde os autores exibem
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os diagramas de emparelhamento. Nas Figuras e estdo apresentados os
20 diagramas e adicionalmente os grafos, os quais os autores de ﬂgﬂ nao exibem no
trabalho. As extensoes de III% serao representadas por IIIV e as extensoes de '
por I onde i, j, k sd0 nimeros naturais e @ uma letra maitscula do alfabeto.

00 11 1 ez ) 1es 103

&7 B ¢

I 1A4 1A1 3A

L w g d

6251

Figura 5.19: Representantes das familias com cinco vértices

]

Como visto na Proposicao 4.0.4] sobre o Bitoro, os grafos de emparelhamento
com cinco vértices e oito arestas, nao podem ser kK — requlares, para qualquer que
seja K € N.



CAPITULO 5. A PALAVRA E OS GRAFOS DE EMPARELHAMENTO 64

Em ﬂg[] Jorgensen e Ndidtdinen, na pagina 460, exibem 8 codigos referentes aos
diagramas de emparelhamento, representando as 8 familias existentes nesse caso,
onde demonstram a que existem somente essas familias, para G(6,9) sobre o Bitoro.
Além disso exibem oito grafos como representantes associados a tais diagramas.

Neste trabalho, serdao apresentados, nas Figuras e[5.22] todos os grafos de
emparelhamento G(0,9) sobre o Bitoro. Para concluir este objetivo, foi suficiente
encontrar todas as extensoes de todos os grafos das Figuras e[5.19

Proposicao 5.3.5. Existem 8 grafos de emparelhamento G(6,9) sobre o Bitoro. Os
grafos e seus respectivos diagramas de emparelhamento se encontram na Figura [5.20,

Demonstragao. No total existem 40 grafos de emparelhamento G(6,9) para o Bitoro,
porém apenas 8 delas sdo distintas, estes estao apresentados na Figura [5.20f As
extensoes de III%e+ serao representadas por I e as extensoes de Ibek por T4, onde
[, /, kK sao nimeros naturais e a e 8 sao letras maitsculas do alfabeto.

IIIllAlA IllAlA IzlAlA 121323 121533
3 2 3 3 6
X 2 3 52
(@Q) 5
9 8 7 6 5
1 75 8 9| 4
4 i—-@) N PZ! 8/ )1
0812 1
3493, 5 878 o 5 8 AT
6 2 2, 1
1 5 6 1 2 1 2
5 1 7 4 s 8 6
6 2 3 A 3
3 9 570
IZIAZA IZIAZB IZIBZA
5
9
4 9 1 4 1
9 2 s 829,
2 6
1 7
9
8 4
%5

Figura 5.20: Representantes das familias com seis vértices

L]
De acordo com a Proposi¢ao [£.0.4], os grafos de emparelhamento com 6 vértices

sobre o Bitoro que sao K-regulares tem, necessariamente, K = 3. Estes grafos
sao particularmente trabalhados em , , ﬂgﬂ e , onde em e em ﬂg[] 0s
grafos trivalentes sao obtidos a partir da tesselacdo. Porém nestes havia uma séria
dificuldade em determinar tais grafos. Em Faria, Mendes de Jesus, Romero
Sdnchez, introduziram o conceito de cirurgias verticais e horizontais e demonstraram
que se G e H sao grafos de emparelhamento trivalentes, entao o grafo obtido por
cirurgia de G e H também é um grafo de emparelhamento. Facilitando a determinacao
dos grafos de emparelhamento.
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Figura 5.21: Grafos G(6,9) 3-regulares
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3B5A I 3BSB I 6A3A I 6A3B

I 5 S B

Figura 5.22: Representantes G(6,9) 3-regulares

Pode-se observar na Figura e na Figura que dos 40 grafos 3-regulares
existentes, todos se resumem nos oito grafos da Figura e da figura [5.19] tais
equivaléncias seguem na seguinte lista:

Fl: /11A1A’ /11AWB, /11A4A’ /11A4B’ 46438

F 2: /21A1A, /21A1B’ /21A4A, /21343’ /2WDBA’ /23A2A, 23428
F 3¢: /21A2A, /31A5A’ /31/-\55' JREZEY

F 44 /ZWAZBI /21A4A’ /21B3A’ [31434

F 5¢: /2132/\’ [2184

F 6¢: /215231 /21353’ /210351 /ZBASA’ /ZSASBI /] /"E1B

F 7s: [21838  [21B54 [31438 [33854 [3383B

F 8: ///11A1AI ///1151/\’ ///HEzA’ J11E28

A Figura [4.4] apresenta as oito formas distintas de mergulhar grafos de
emparelhamento com seis vértices e nove arestas. Observe que estas oito formas de
mergulhar se reduzem a apenas 5 grafos, visto que os os grafos /71828 ¢ [2144 da Figura
5.20| sao formas de mergulhar o grafo indicado por (a) na Figura . Os grafos
indicados por /24 e [/[M4 da Figura sao formas distintas de mergulhar o grafo
indicado por (b) na Figura . J4 os grafos /725 ¢ /%8 da Figura sao duas
formas distintas de mergulhar o grafo indicado por (d) na Figura [£.4 Os demais
grafos, /"4 e 2824 da Figura estao representados por (c) e (e) na Figura ,

respectivamente.
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5.4 Conclusao

Neste trabalho foram estudadas as extensoes de grafos sobre uma superficie fechada
e orientada, a fim de determinar grafos de emparelhamento sobre essas superficies,
cuja relagdo foi introduzida em [§]. Ao determinar grafos de emparelhamento
sobre superficies M, surge um invariante relacionado a estes grafos, o diagrama
de emparelhamento, cujas principais referéncias de estudo foram [8] e [9]. Estes
diagramas permitiram distinguir as formas as quais um grafo de emparelhamento
estd mergulhado em M, ja usado em [8] e por outro lado distinguir as formas as
quais pode-se emparelhar as arestas de um poligono regular, a fim de obter uma
superficie fechada e orientada, ja usada em [9].

Com o objetivo de associar uma palavra ao grafo de emparelhamento, foram
introduzidos os conceitos de curva paralela e grafo paralelo. Foram demonstrados
resultados relacionando a curva paralela aos grafos de emparelhamento de arestas, tal
como o resultado que caracteriza um grafo de emparelhamento a partir do ntimero de
componentes conexas da curva paralela.

A curva paralela foi também usada para construir o grafo paralelo. Um grafo
auxiliar que pode ser definido de forma mais geral, mas no texto foi construido de
modo a, somente, carregar informagoes a respeito dos grafos de emparelhamento de
uma dada superficie M. Com as informagoes que carrega, o grafo paralelo tem o
poder de associar, de forma natural, uma palavra a um diagrama de emparelhamento
e consequentemente a um grafo de emparelhamento.

Usando a extensao de grafos de emparelhamento e as palavras associadas para
distinguir os emparelhamentos, partimos do /4 mergulhado sobre o Bitoro e foi possivel
concluir que existem 537 formas de mergulhar grafos de emparelhamento com 1, 2, 3,
4, 5, e 6 vértice sobre M,(Todas exibidas no Capitulo @ Porém, apenas 106 destas
formas sao distintas. Sendo 2 formas com um vértice, 11 formas com dois vértices, 29
formas com trés vértices, 36 formas com quatro vértices, 20 formas com cinco vértices
e 8 formas com seis vértices.

Das 537 formas de mergulhar grafos de emparelhamento sobre o Bitoro, 57
dessas sao K-regulares, com K = 3,4,5,8. Dessas 57 formas K — requlares, apenas
25 sao distintas, sendo 2 formas com umi vértices, 6 formas com dois vértices, 9
formas com trés vértices e 8 formas com seis vértices.

Como projeto futuro, pretendemos utilizar as palavras associadas aos diagramas
de emparelhamento para estudar possiveis propriedades algébricas dos grafos
de emparelhamento e verificar a relacdo dos grafos de emparelhamento com as
apresentacoes do grupo fundamental do Bitoro. Além disso, resultados similares
podem ser demonstrados para o caso de superficies nao orientadas.
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Capitulo 6

Apéndice A

6.1 A técnica do grafo paralelo e os grafos sobre
o Bitoro

Na presente secao serao descritos todos os grafos de emparelhamento sobre o
Bitoro, como extensao de /4. Para cada passo de extensao, serdo separadas as familias,
ou seja, quais grafos sao diferentes, para um niumero fixo de vértices. Usando como
invariante a palavra associada, associada a cada grafo e consequentemente o respectivo
diagrama.

Existem duas formas de mergulhar o /4 no Bitoro, com o objetivo do mesmo
constituir um grafo de emparelhamento, as quais estao nomeadas por I e III.

I
3 2 /"\
2, A2 3
oo
Z7% 3

Figura 6.1: Grafos com 2 vértices

ITI
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4
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2

6.1.1 Grafos com 2 vértices e 5 arestas:
Nesta se¢ao serao descritos e discriminados, todos os grafos com dois vértices e

cinco arestas que podem ser reduzidos ao /4. Seguem todas as extensdes possiveis para
III e I, sendo que as extensoes de III serao indicadas por III' enquanto as extensoes
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CAPITULO 6. APENDICE A

de I serdo indicadas por I.
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1 3 1 4 1
4 4 5 5 5
35 i3 75

Figura 6.2: Grafos com dois vértices

Como visto na Figura|6.2] exitem 31 formas de mergulhar grafos com dois vértices
e cinco arestas. Porém, apenas 11 dessas sao distintas.

As formas equivalentes, de acordo com a leitura da palavra, irdo formar o que sera
chamado de familia. Dessa forma, as familias referentes aos grafos de dois vértices e
cinco arestas sao:

Fo: Y, 12 17, 1.
F 2, 1B, 1°, P [,

F 3,0 111,

F 4 1P, 111°, P.

F 5, 1110,

F 6,: 111", 111,

F 750 12, 11003, 11, 11,
F 8,: /.

F 9,: .

F105: /4[5, 8, 19 [0 /.
F 11 12, B, o,
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Os quais sao representados por:

L N A N L VT L T L T TS

6.1.2 Grafos com 3 vértices e 6 arestas:

Nesta secao serao descritos e discriminados os grafos de trés vértices e seis arestas
que podem ser retraidos no /4. A indexacao das extensoes irao seguir o mesmo padrao

das anteriores.
A fim de determinar tais grafos, basta estender os representantes das 10 familias

descritos na Subsecao [6.1.1]

1 1 1 1 4
mur I Ir 111
Z
</ 2 2 2
= 1 1 N 1
4 4 4 4
34 643 46 432 34 3
6 32 3 2 3 32 3 5 32 65 46
1 5 1 5 1 5 1 6 1 6 1 3
1 5 6 5 1 5 1 4 1 2 2
5642 451 6472 4672 652 551
1 1 1 43 4.
111 1’ I’ 111 ™ r’®
2 <z
2 1 2/\ L, 2= s 2 3 ) 3 s 5
3 5 3 G X 6
6 5 1 1 6 i
4 4 4 4 4 4 6
643 43 46 53 343 36
3 2 3 25 3 6 6 43 5 2 5 43
1 5 1 1 1] 2 1 2 1 6 1 2
5 1 5 5 5 4 1 6 1 2 1
462 6462 451 5356 4572 556
1 1 1 4 4g
11’ I’ 1’ 1 11” 111
2~ 1 ’\2 < N2 ’\2 '\2 22—
3 5 1
3 AN 3 1 3 1 3 A ! 1 3 N %
4 ), ° 4 ° 4 4 4
3 346 364 534
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4
1

4
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6735

4

2
3
6 5
+ 1

2
3 3 o
5 6 5
4 1

3
4
5

2
1
6

5212
4736

2
3
4

651
2@
47375

1
6

2
3
4

2
6
5
3

1 6
434

2
1
5

1

I 210

12

1%

1%
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Figura 6.3: Grafos com trés vértices

Como visto na Figura 6.3, exitem 120 formas de mergulhar grafos com trés vértices
e seis arestas. Porém, apenas 29 dessas sao distintas.
As familias referentes aos grafos de trés vértices e seis arestas sao:

O T L L LT LN L L A LA
F 25 (10, [1s, [V [0, /12

F 33 (2,12, (27 1% % Y )]

F 45 (5, 12,

F 55 1%, (%[>, [20

F (65 P, P2, 135, o, 7% 4 ][0
F 75 [, %, o pr 107

F 85 31, [P, oo, % [\ 1127 [j[11e ])[1Ts,
F Oy (11", ]['2, [, o

F 105: 1%, 1%, /%,

F 115 [ [, 120 155 [12%

123: /410' /411’ /']21’ /122,
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F 135:
F 145:
F 15;:
F 165:
F 175:
F 185:
F 19;:
F 205:
F 215:
F 225:
F 235:
F245:
F 255:
F 265:
F 275:
F 285:
F 29;:

|2

P, o 110 11102 110 10 1110
Pz P e 1 1
V25 1Mo 11125, [T

/1210 120

[ 1 e

11",

TENTES

[ 117 s 11026 11127
[ 115, 1% s 11

I11%

1% 111, 1, 11

1119 11]1% [1]"0s [][100

[, 15 P P P P 2 s
[1]10

11112

11112

As quais sao representadas por:
T T AR L T A O R A e ) L O A A E I S ELY EEN Y RE Y ACHY il
/52’ /57’ /512’ /128’ /129, /1210’ 1o

6.1.3 Grafos com 4 vértices e 7 arestas:

Nesta secao serao determinados e discriminados os grafos com quatro vértices e
sete arestas, sobre o Bitoro, que podem ser retraidos no /4. A fim de determinar tais
grafos, basta determinar todas as extensoes para cada representante de familia.
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111" I TIThc [T

2

1112 Ir's

Figura 6.4: Grafos com 4 vértices
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111 1110 1750 1°5 1%

1

3
) &)
a4\ |5 /1
347 6 6 4 2.6 1
6 1

4
3
5 5
3 1 3 1 3
2 4 2 4 2
7 1 5
57376 2

III48A III4SB III48C
6

111 %o 111 % 111 %
3 7}2 3 /-\ 2 3 )2
4 1 4 1 4 1
7 3 7 4
1 6 1 7 1
3 4 2 4 2

Figura 6.5: Grafos com 4 vértices
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3
IZBA I%B I%c I
4 1 4 1 4
2.3 2.2 1
6 6 2
1 1 2 1 3

123D I%E IzzF
32 3 , 3 ) 3
aNJ| /1 4 1 A\7l/ 1 4
2.5 1 2 7.5 2 1.5
6, 7 6, 1 6, 1
1 2 2 1
4 3 7 3 4 3

Figura 6.6: Grafos com 4 vértices
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i, %6 3% 3 %3 374 74

6

ISIZB
2
3
4 1
7
1 2
4 3
5 7
376 4
ISIZE ISIZF

5 5

) 1575 15125 I 120 128A
3 2 3 2 3 \ 3 ]

7 6

4 1 4\ /1

5 5
1 3 1
4 7 4
7 6 5 6 3

57374 357 7 7

Figura 6.7: Grafos com 4 vértices
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Figura 6.8: Grafos com 4 vértices
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Figura 6.9: Grafos com 4 vértices

Como visto nas Figuras[6.4] [6.5] [6.6] [6.7] [6-8] ¢ [6.9] exitem 189 formas de mergulhar

grafos com quatro vértices e sete arestas. Porém, apenas 37 dessas sao distintas.
As familias referentes aos grafos de trés vértices e seis arestas sao:

F1,: /MA, /113’ /410/-\I /128F’ /1286’ /]]V18

F 104
F 11y
F 124

F 134
[1]120

F 14,:
F 154:
F 164:
F 17,
F 18;:
F 19;:
F 204:

F214Z
F 22,
F 234

. he,
e,
A,
CE
. [P
. |70,
. |AE,

. [AF

JTio e
JVie Jden [hoc [128c V28D 1286

JREISN RPN T

/335, /435’ /51zcl /5120’ /25A’ /41c’ ///13c’ ///135’ ///180’ ///1288’ /] ]128c
/3wcl 31D
/236’ /235, /57A, /570’ /512/4, L

/129F’ /129F’ ///Mc,

[31E B3¢ B0 [BF s [BiF |25

LB, e [ ][V ][V

- [23A

[B8, a8 [][12c [][10, [[[1sc (][ |18, [[sc ([0, |15 115

- [%0 [Pac

[ G, [ [ 1105 1% 1% [][126  ]][120
111125 [ [125 | ]]120r

A6

[31A 434 [H08 [hor [Baa [Bas [Ha

/315’ /33A’ /43//’ /51er ///12/\’ ///b[l /|10
/31(;’ /43(;’ /46C’ /466’ /129/4’ /1299’ /340’ /349’ /][0
/338’ /5123’ ///183’ /][ 1104

[11%6, [[[106e  [[[Toc [[[120 [33
/330’ /345’ ///48C’

|38 524 [528 [P0 [P26 [S2F [P2G [S7E [P7F P2

[Y68  [Hoc  [Mop  [H10E

- [%E AeF (12104 [12108 (12106 [1210F

. /5126' /']293’ /129(_" /34F’ ///15E’ ///58D
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F 244: [%a [1%c [1210c

F 254: [1%0

F 264: %57, [][1%F

F 274: 1756, [][1%¢

F 284: [P

F 294: 1117 [110e (1% [][%4 ] [%es

F 304 [11Me [11VE JHBA (1138 11 [0
F 314 (11128 (1112 ][04 [][105

F 3242 11150 11" ][ er

F 334 (115, [][1T0a [][Thos | [][TToe | [][TT0F
F 344 [11'8, 1115 []]%c

F 354 /1% [ hoc [[[Thoo

F 364: /100

As quais estao representadas por:

[V, 19 (1128 (10, 1115, 1]V 1% (] f8se [1[M00, Pie [ha [lic [he | 2,
/213’ /ch’ /210’ /215, /21F, /Zml /23A’ /230’ /23F’ /31/\’ /315’ /315’ /Bm’ /335’ /335, /335’ /433’
[4a [Ae P26 [128a [1200 [25r [256

6.1.4 Grafos com 5 vértices e 8 arestas:

Nesta secao serao descritos e discriminados todos os grafos de cinco vértices e
oito arestas, sobre o Bitoro, que podem ser retraidos no /4. A fim de determinar tais
grafos, basta determinar todas as extensoes para cada representante de familia.

Em [5] Jorgensen e Nddtinen, na pagina 461, exibem 20 cédigos referentes aos
diagramas de emparelhamento, representando as 20 familias existentes nesse caso.
Porém, os mesmos nao exibem os grafos associados a tais diagramas.
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IIIllAl IHlmz III11A3 III1ZBZ III12I33

IIIIZB4

III45G4

s )2
3
1 1

II1'ses II1'ss: 1y ses 11 oot

IIIIIODZ

Figura 6.10: Grafos com 5 vértices
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IIIIIOD3 IIIIIOD4
—

3
3

121D1 IZIDZ 121D3
7
4 4 1 4N\ |7 "1 4 2 1
1
5 8 25 5 8.5
2
1 2 s 2
4 6 4 6
3 )\ 4
354’ 5578

Figura 6.11: Grafos com 5 vértices
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IZIEZ

I 243 I 21E4 I 21F1 I 21G4 IZ3A1 I 23n2
3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
4 /5' 6
8
:7 5 4 4 4 '
1 1 1 8 1 4 ‘ 1 N1
5 6 8 5 5 8 1
7 1 7 6 7 6 61 8 2.5 4
2 5 1 N 1 R P 7 ; 6 5

I 21F4 I 23A3 23A4 I 23A5

2 3 2
1 4
1
8 2.5
5 1
1 .5 8
2 . 2
4 3
8 a
% 55 7

23F1

I
3 2
%
Y 1
¢ 28

8 1

Figura 6.12: Grafos com 5 vértices
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13382 13383 I33B4
’ 2 63 2 ( JZ
8
8 8
4 1 4 1 4 1
7.1 7 13 7.1
6 2 R, . 5 o2 Ls

12G3 512G4

I
| (.
4

Figura 6.13: Grafos com 5 vértices
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I 12504 I 1245, I 124, IZSGI IZSGZ IZSGB
3 2 32 38
az
7 4 ? ‘
4\ 8 1 8 1 AN\ 7 1
2 77 o2 ] 20,
1 2 1 15
4 73 8 4 &
35548 4356 35684

Figura 6.14: Grafos com 5 vértices

Como visto nas Figuras[6.10], [6.11], [6.12] [6.13] e[6.14] exitem 164 formas de mergulhar
grafos com cinco vértices e oito arestas. Porém, apenas 20 dessas sao distintas.
As familias referentes aos grafos de trés vértices e seis arestas sao:

F’]5: /11A1’ /11A2’ /11A3’ /11C1, /11C2’ /1163’ /11C4’ /1153’ /1154’ R

F 2s: /11A4' /11A5’ /1151’ /1152, /46E3’ /128A1, /128A2’ /128A3’ 12844

F 3s: /21A1’ /21D1I /3333,

F 4s: /21A2’ /21A3’ /21(‘1’ /21c3’ /21F1’ J1E3, /31A1’ /31(33' /3104, /46A1’ /12903’ 12004
F 55:/21A4’ /21A5, /2181’ /21C2' /21C4’ /2102’ /21F2’ /2101’ /2103’ /3131’ /3132’ [31ET
F 6s: /2152’ /23F4, /3331’ [3382

F 7s: /2153’ /2152’ /21E4I /21F4’ /31A4’ /51203’ /51204’ ///11AZI /] VE3

F 85: /2154’ /2104’ /2102, /21(34’ /23A3’ /23A4’ /23F1’ /2501, /25(32’ /2503, /25(34’ /11A1’
e

F Os: /2155’ /21F1’ /3152’ /3351, /3332, /25F1' /25F3’ ///1302, /]]1303

F 105:/2103’ /21F3’ /23A1’ /3184' /3384, /33F1’ /33F2’ ///1232’ ///1234’ ///1235’ ///4503’
///4564’ ///11001’ ///11002’ ///11003, /] [110D4g
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F 115:/23A2’/2301’/235)2’/23031/2304’/2%3 3183 JPiEa [3383 [3BE1 [33£2 [3383 [33E4 [33F3
[33Fa [ [Ascr ][4z

F 125 125, [5r2, (252, Pors [ [V269, {1305

F 135: P, Pies, s, e ][0, 1[0, ][

F 145: Prs, fror, [t [12o02 e, iz, Prs, P

F 155: P, [z, e, forecz, [12o0r

F 165: 175, [z, Pecr, [][156:

F 175: o, [lon 083,160

F 185 [T, 1[50, [1]15%2, [][1581, (161, [[se, ][%es ] fBsee
F 19s: [[1er, [1150n, [1[101, [[V589, {156

F 205: [1]1e2, ][5, ][5

As quais serdo representadas por:

///11A1’ ///1151, ///1152’ /11A1’ /11A4, /ZW’ /21A2’ /21A4’ /2132, /2133, /2134’ /2135’ /2103,
|30 2305 313 [PBias [Piss [3385 [4oa3



