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Resumo

SILVA, Brasilino Pedro Silva e, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, dezembro de 2020.
Conexidade do Conjunto de Julia de Fung¢oes Racionais. Orientador: Alexandre
Miranda Alves.

O conjunto de Julia de um polinémio complexo P ¢é conexo se, e somente se, as 6rbitas de
seus pontos criticos sao limitadas. Nao se tém um critério tao simples para a conexidade do
conjunto de Julia de funcoes racionais. Neste trabalho, estudamos sob quais condigoes o
conjunto de Julia de funcoes racionais é conexo. Primeiramente, estabelecemos condigoes
sob as quais a bacia de atragao é completamente invariante e o conjunto de Julia é conexo.
Além disso, é mostrado que a conexidade da bacia de atracao tem relacao com as orbitas
de seus pontos criticos. Obtemos ainda, dois importantes critérios para a conexidade
do conjunto de Julia de funcoes racionais. Estes critérios nos diz que, funcoes racionais
pos-criticas finitas ou fungoes racionais com conjunto de Fatou, que nao possuem anéis de
Herman e cada componente de Fatou possui no maximo um ponto critico, tem conjunto

de Julia conexo.

Palavras-chave: Conexidade. Conjunto de Julia. Conjunto de Fatou. Func¢oes Racionais.



Abstract

SILVA, Brasilino Pedro Silva e, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, December , 2020.
Connectedness of Julia Sets of Rational Functions. Adviser: Alexandre Miranda
Alves.

Julia set of a complex polynomial P is connected if and only if the orbits of the critical
points are limited. There is no such simple criteria for the connectivity of the Julia set of
rational functions. In this work, we study under which conditions the Julia set of rational
function is connected. First, we establish conditions under which the basin of attraction
is completely invariant and the Julia set is connected. Furthermore, it is shown that
the connection of the basin of attraction is related to the orbits the critical points. We
also obtain two important criteria for connectivity Julia set of rational functions. These
criteria tell us that, rational functions with a finite postcritical set or rational functions
with a Fatou set which no contains Herman rings and each component of which contains

at most one critical point, have a connected Julia set.

Keywords: Connectedness. Julia set. Fatou set. Rational Functions.
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Introducao

Em Dinamica Complexa, é conhecido que para um polinomio complexo P, seu conjunto
de Julia Jp é conexo se e somente se as érbitas de seus pontos criticos sao limitadas. Para
uma funcao racional R = P/Q, onde P e () sdo polindémios complexos, nao se tem um
critério simples para a conexidade do seu conjunto de Julia Jg. Shishikura mostrou que
[12], se uma fungao racional tem um tnico ponto fixo repulsor entao seu conjunto de Julia
é conexo. Mas tal resultado nao define muito sobre a conexidade do conjunto de Julia das
funcoes racionais.

Neste trabalho estudamos a conexidade do conjunto de Julia para uma funcao racional
R = P/Q de grau > 2. Para isso, no capitulo 1, introduzimos conceitos e resultados
basicos de Analise Complexa. Ja no capitulo 2, foram apresentados conceitos de Dinamica
Complexa, do conjunto de Julia, do conjunto de Fatou e propriedades dos conjuntos de
Julia e Fatou.

Como nosso objetivo é estudarmos a conexidade do conjunto de Julia para uma funcao
racional, no capitulo 3, apresentamos alguns resultados para tal estudo. Um destes
resultados, que é de grande importancia no estudo da conexidade do conjunto de Julia,
nos diz que o conjunto de Julia é conexo se, e somente se, cada componente do conjunto de
Fatou é simplesmente conexal2]. Outra ferramenta importante para o estudo é a Formula
de Riemann-Hurwitz [I5] que diz, dada uma fun¢ao func¢ao propria f : D — G de grau
k, onde D e G sao dominios m,n-conexos, ou seja, seus complementares possuem m,n
componentes conexas, respectivamente, e f possui r pontos criticos em D, contados com
a multiplicidade, entao

m—2=k(n—2)+r.

No capitulo 4, ja introduzidas todas as ferramentas necessarias, apresentamos os
resultados para a conexidade do conjunto de Julia de fun¢oes racionais R. Primeiramente,
foram apresentados resultados que garantem a conexidade do conjunto de Julia de uma
funcao racional R quando, para um ponto fixo atrator zp, sua bacia de atracao, denotada
por A(zp), coincide com a bacia de atra¢ao imediata, denotada por Agy(zp). No caso, em
que a bacia de atragao nao necessariamente coincide com a bacia de atracao imediata,
apresentamos uma série de resultados sobre a conexidade da bacia de atracao e da bacia
de atracao imediata, resultados esses, importantes na sequéncia do trabalho. Ainda,
apresentamos dois casos de conexidade especiais do conjunto de Julia, quando R é uma
funcao racional pos-critica finita, e quando o conjunto de Fatou de R nao possui anéis de
Herman e cada componente do conjuto de Fatou de R possui no méximo um ponto critico,
contado sem multiplicidade. Por tltimo, apresentamos um estudo para a conexidade do
conjunto de Julia da familia ctibica R = ¢(2® — 2)/z, onde ¢ € R\ {0}, como exemplo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas nocoes e ferramentas necessarias para o
desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Nocoes em Variavel Complexa

Os resultados apresentados nesta se¢do podem ser vistos com mais detalhes em [4],[I4].

Definicao 1.1. Sejam D C C um aberto e f : D — C uma funcdo complexa. Dizemos
que [ € derivavel em zyg € D se,

i 1) = £ ()

Z—r20 z — ZO
eriste, e o denotamos por f'(z). Se f for derivdvel em todo z € D dizemos que [ é
derivdvel em D. Neste caso, dizemos que f € holomorfa em D.
Definicao 1.2. Um dominio é um subconjunto de C que € aberto e conexo.
Teorema 1.3. Sejam D C C um dominio e f : D — C uma funcao complexa. Se f for

holomorfa em D entao f ¢ continua em D.

Demonstracao. Seja zy € D. Temos que mostrar que lim, ., f(z) = f(20), V20 € D.
Como f é holomorfa, tem-se que

o 1) = £()

Z—20 Z — ZO



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

existe. Assim

lim (f(z) - f(z%)) = lim (—f )=/ (ZO)(Z—ZO)>

Z—rZ20 Z—rZ20 z — ZO
— lim f(z) = f(z0) lim (z — )
Z—rZ0 Z — ,ZO Z—rZ20
= f/(Zo).O = 0.
Portanto segue o resultado. O]

A seguir veremos que para determinar se uma funcio complexa f é derivavel em
20 = T + 1Yo, é suficiente analisarmos a parte real e imaginaria de f, ou seja, se a
parte real e a parte imaginaria de f admitem derivadas parciais de primeira ordem em
20 = (o, Yo), € se essas derivadas verificam as condi¢oess de Cauchy-Riemann que serdo
apresentadas abaixo. Escreveremos f : D — C tal que

f(z) = ulz,y) +iv(z,y),
onde u,v: D — R sao as partes real e imaginaria de f respectivamente.

Teorema 1.4. Seja f: D — C e 2y = zg + iyyg. Uma condicao necessdria e suficiente
para que [ seja derivdvel em zy € que u(x,y) e v(x,y) possuam derivadas parciais conlinuas
em (Zo,Y0), satisfazendo as sequintes condigoes

) 3 o) 9
() 8—Z($o,yo) = a—Z(xo,yO); 8—5(900790) = —a—i(ﬁoayo)'

Além disso, se f'(zy) existe entdo

, _Ou  Ov  Of
S L
_Ov Ou 1(9_f

_— = — =

Ty oy  idy
As condigoes (%) sao chamadas esquagoes de Cauchy-Riemann.

Demonstracao. Por definicao

f/(zo) — lim f(z) B f(20>

220 zZ— 2
Fazendo z = x + iyy obtemos

u(z, yo) + 10(x, yo) — ul(wo, yo) — (T, Yo)

f'(z0) = lim
T—T0 T — T
— lim U(%?Jo) _U(Ufo,yo) 4 lim v(z, o) ‘H)(»To,yo)
T—T0 T — X T—To T — Xy
ou ov

= %(377 Yo) + Z%(J% Yo)-
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Por outro lado fazendo z = x( + 1y obtemos

w(xo,y) + tv(xo, y) — u(zo, yo) — tv(xo, Yo)

, .
e = -
_ 1 lim u(o,y) — u(xo, Yo) 4 lim (0, y) + v(Z0, Yo)
i y—yo Y — Yo y—10 Y — Yo
1w ou
= ;0_y<x0’y)+8_y(x0’y)
ou Ov

- a_y<x07 y) - Za_y(x(]? y)

Como o limite existe entao é tinico. Logo

R I T
)= 5 T lor oy Z@y'
Dai
o | ou_ o
or Oy oy Oz’
E ainda temos
of _10f
oxr 0y

Agora supondo que u e v satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann e sao de classe
C', temos que existem fungoes ; e &, definidas em torno de (0,0) tais que para todo
r,s € R suficientemente pequeno

ou ou
uw(xo + 1,y +5) = 8_30(%’ Yo)r + a—y(ﬂ?o, Yo)s +e1(r, s)
ov ov
v(xg +1ryo+ 8) = %(foa Yo)T + a—y(%, Yo)s + a(r, 5)
e
e1(r, s) ) (T, 3)

im —% = lim

— 27
(rs)=(0,0)/72 + §2  (rs)=(0,0)y/72 + 52

Agora tome h = r 4 is. Além disso, usando as equagoes de Cauchy-Riemann temos
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f(z0+h) = f(20) = u(zo + 7,90 + 8) — u(x0, Yo) + i(v(T0 + 7,50 + 5) — v(Z0,%0))

= gz(xo,yo) + %Z(xo,yo)s + ig (w0, y0)r + Z (Ioayo)s +e1(r, 5) + iga(r, 5)

= % (z0,yo)r — 2(20, y0)s + 132 (0, Yo)r + 9%(w0, yo)s + €1(r, 5) + iea(r, 5)

= g—;(:co, yo)(r +1is) + i%(:co, Yo)(r +is) + e1(r, s) + iea(r, s)

= (g;(lﬂo, yO) + Z (,To, ZJO)) h + 81(7”7 S) + i€2<r7 S)'

Dai segue que

. f(zo+h) = f(z) [Ou Ov
H h ~ g o v0) + 15 (w0, 90)
i {61(T,§) L el S)] _
h=r+is—=0 | r + 158 r—+1s

O que mostra que f é derivavel em 2 e

ou ov

f'(20) = %(350, Yo) + i%(l’myo)-

]

Corolario 1.5. Seja f : D — C holomorfa em um dominio D. Se f'(z) =0 em D,
entdo f € constante.

Demonstracao. De fato, como fl(z) = 59 Y(x, y)—i— 2(x,y) = 0em D temos pelas equacoes
de Cauchy-Riemann que 3 (:1: y) —igy(z,y) = 0 em D. Logo 2(z,y) = %(z,y) =

% (z,y) = 9(z,y) em D. Portanto u e v sao constantes, uma vez que D é um dominio.
Dai f é constante O

Se u(z,,y) e v(z,y) possuem derivadas parciais de segunda ordem continuas, entao
derivando as equacoes de Cauchy-Riemann temos

0%u B 0% 0%u 0%

0x2  Oxdy ¢ o2 Oydx

Portanto,
82u 0%u
= 0.
(x%) 8x2 8y

Uma fungao que satisfaz (xx) é dita harmonica.

Definig¢ao 1.6. Seja D um subcongjunto aberto de C, a um elemento de D e f : D\{a} —
C uma aplicagao holomorfa. Se existirem uma aplica¢ao holomorfa g : D — C tal que
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9(z)

(z=a)”

g(a) # 0 e um inteiro nao negativo n tal que f(z) =
a € denominado um pdolo de f de ordem n.

para todo z € D\ {a}, entdo

Definicao 1.7. Dizemos que uma aplica¢ao f é meromorfa num aberto U C C, se existe

um conjunto discreto U' C U tal que f é holomorfa em U\ T e os pontos de T sao pdlos
de f.

Definicao 1.8. Uma aplicacao meromorfa e injetora € dita aplicacao univalente.

Exemplo 1.9. A funcio f(z) = % ¢ meroforma. De fato, f possui um tnico polo de

ordem 1 em 0. Além disso f € injetora, logo univalente.

Definigao 1.10. Um caminho suave em C é uma aplicagio vy : [a,b] C R — C com
derwada continua.

Seja v : [a,b] € R — C um caminho suave em D C C e seja f : D — C
uma func¢do analitica. Entdo o = f o~ também é um caminho suave e o'(t) =
(@)Y (t). Seja zo = y(to), e suponha ¥'(to) # 0 e f'(z0) # 0, entdo o'(t) # 0 e
arg(a'(ty)) = arg(f'(z0)) + arg(y'(to)). Agora, sejam 7y, e vo dois caminhos suaves tais
que v1(t1) = 72(te) = 20 € Y1(t1) # 0 # Y5(t2); sejam o1 = foy e 03 = foye. Se os
caminhos 7, e 73 ndo sdo tangentes um ao outro em zq e Vi (t1) # v5(t2) entao temos que

arg(75(t2)) — arg(71(t)) = arg(os(t2)) — arg(o (t)).

Ou seja, dados quaisquer dois caminhos passando por zp, f mapeia esses dois caminhos
em dois caminhos passando por f(zg) e quando f’(29) # 0, os angulos entre as curvas sao
preservados.

Definicao 1.11. Uma funcdao analitica f : D — C, onde D C C € aberto, que tem a
propriedade de preservar dngulo € dita conforme.

Definicao 1.12. Uma funcdo racional da forma f(z) = gzzis,

tais que ad — bc # 0, € chamada transformacao de Mébius.

com coeficientes complexos

Se f & uma transformagao de Mobius entao

dz+0
—cz+a

iz =

também é uma transformagao de Mobius, pois ad — be # 0 e além disso

FFe) = f(ﬂ>

—cz+a
a(dz+b)+b

—cz+a

C(M)—Fd

—cz+a

adz — ab — becz + ab

cdz — cb — cdz + ad
(ad — be) z

= mzzszl(ﬂz))-
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Dai temos que f~!(z) é a inversa da aplicagdo f. Sejam

az+b rz+s
e

f(z):cz+d g(z):tz—i—w

transfromacoes de Mobius, entao

(ar +bt)z + (as + bw)

fog(z) = f(g(z) = (cr + db)z + (cs + dw)

¢ uma transformacao de Mdobius, pois
(ar + bt)(cs + dw) — (as + bw)(cr + dt) = (ad — be)(wr — st) # 0.

Portanto as transformagoes de Mébius tem estrutura de grupo.

Exemplo 1.13. A funcao

¢ uma transformacao de Mdbius.

A seguir apresentaremos alguns resultados sobre a integracao complexa.

Definicao 1.14. Seja f : [a,b] C R — C dada por f(t) = u(t) + iv(t). Definimos a

wntegral complexa de f por
b
/f / )dt+/ o(t)dt.

Propriedades da integral complexa :
Considere f : [a,b] C R — C dada por f(t) = u(t) + iv(t). Entao

i) Re <}f(t)dt> = bee (f(t))dt

a

ii) Im <ff(t)dt> = fb[m(f(t))dt

W) [+ )= e+ [ gt

iv) SeceC,c=a+1ib

b

c/f(t) (a+ ib) /bu dt+/ dt :/b(au—bv)dt—i—i/b(bquav)dt

a

/bcf(t)dt:/b(a+ib)(u+iv)dt:/b(au—bv)dt+i/b(bu+av)dt
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Portanto

c/bf(t)dt:/bcf(t)dt.

Definigao 1.15. Uma curva parametrizada diferencidvel v : [a,b] C R — C é uma
aplicacio diferencidvel de classe C' e seu trago é o conjunto {y(t) : t € [a,b] C R}.

Defini¢ao 1.16. Uma funcdo v : [a,b] C R — C € de variagcao limitada se existe M > 0
tal que para toda particio P = {a =1ty <t; < ... <t, =b} tem-se

v (7. P) = maz {| y(t) = y(tx_s) [} < M.

1<k<n

A wariagao total de v € definida por

V(y) = suppv(7, P).
Definicao 1.17. Uma curva € retificavel se ela € de variacao limitada.

Definicao 1.18. O numero

b b
1= / fdy = / FO/ )y (2)

é chamado de integral de uma funcdo f sobre 7y, onde v : [a,b] C R — C € uma curva.

Proposigao 1.19. Se v : [a,b] CR — C € de classe C* em [a,b] entdo vy € retificdvel e

Demonstra¢ao. Dada uma particdo P = {a =ty < t; < ... <t, = b} temos

v, P) = D (k) = (ten) |

k=1 te—1
n tr b

<> [ 1wt [ 17w
k=1, .

b
Logo V(7) < [ |7/ (t) | dt e v é de variagdo limitada.

a
Como ~' é continua em [a, b](que é compacto), 7' é uniformemente continua. Dai, dado
e > 0 existe 9; > 0 tal que | s—¢ |< d; implica que | 7/(s) —+/(¢) |< . Agora, tome 3 > 0
tal que se P ={a=ty <ty <..<t,=0b}e| P |=mazx{(ty —tr_1),l <k <n} < dy
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entao

<e€

JRECIEED RGO NI

onde 7, € um ponto em [ty, tx_1]. Logo

/vanﬁ < et S | (e~ tin)
a k=1

n k
= e+ Z / v (73 )dt
k=1 |/ tk—1

SO Y RNCHCSERION
k=1

tk—1

n | ek
+ Z / v (1 )dt| .
k=1 [/ tk—1

Se || P ||= min(d1,02), entdao | v/ (1x) — v/ (t) |< € para todo t € [ty, tx_1] €

/Ivﬁﬂdté cteb—a)+ 3 [ 1(t) — At |

k=1
— e(l+(b—a))+v(y,P)
< g1+ (b—a))+V(y).

Fazendo ¢ — 0 obtemos ,

’

/vww<vwx

e portanto segue o resultado. O]

Definigao 1.20. Seja v : [a,b] — C uma curva retificivel e seja f uma funcdo definida e
continua em . Definimos a integral de linha de f sob a curva v por

/f:jﬂwmfww

Definicao 1.21. Seja f : D ¢ C — C, com D aberto e f continua. Dizemos que
F : D — C ¢ uma primitiva para f se F' é holomorfa e F' = f.

Proposicao 1.22. Seja f : D — C comtinua em D, onde D é um dominio. Se F' é
uma primitiva de f, entao F' + k, também o €, mais ainda qualquer outra primitiva de f
é da forma F + k, onde k € uma constante.

Demonstracao. Seja H outra primitiva de f. entao H — F' é holomorfa e

(2) = f(2) = f(2) = 0.

Entao H — F = k, com k constante. O

!

(H-F) =H (2)—-F

Definicao 1.23. Uma funcao f: D C C — C € dita ser analitica se para todo a em D,
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existe v > 0 tal que B.(a) C D e
f(z) = Zan(z —a)",V z € B.(a).
n=0

Definigao 1.24. Sejam 1,72 : [0,1] — D C C(aberto) duas curvas retificiveis tais que
7(0) = %2(0) = a e 11(1) = (1) = b. Entao v e v2 sao homotdpicas se existe uma
fungao continua I': [0,1] x [0,1] — D tal que

['(s,0) =7(s) T'(s,1) =(s)
r(0,t) . r(1,t)7: b. (1.1)

Definicao 1.25. Um aberto D C C ¢ simplesmente conexo se é conero e toda curva
fechada em D é homotdpica a zero.

Teorema 1.26. Seja D C C aberto. Se f: D — C é uma func¢ao analitica, entao [ €
holomorfa.

Demonstracao. Como f é analitica temos
o0
f(z) = Zan(z —a)",V z € Bg(a).
n=0

Considere a = 0. Seja g : Br(a) — C uma fung¢ao dada por

g(z) = Znanz”’l.
n=1

Fixe r > 0, tal que » < R.
Para todo z,w € B,(0), w # z, temos

o) 1L =) (s - 220,

Z—w Z—w

n=1

Observe que

nz =7l 4l 44l

n__,,mn _ _ _ _ _
z w:Zn1+Zn2w+zn3w2+'”_{_zwn2+wnl.

zZ—w

Subtraindo a segunda igualdade da primeira temos

Zn72(z _ UJ) + zn73(22 _ w2) _|_ o + z(znf2 _ wan) + (anl _ wnfl)

=(z-—w)((n—1)z2"1+(n—-2)2n—3w+...+ 220" 2 +w"?).

Logo,
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n n

<lz—wl((n=1)+n—-2)+...+2+1)r"

_ |z o w|n(n_1)r”*2
5 )

Dai

o0
E an | nz -
zZ—w

o0
< Z |l
n=1

n n >
- —2
A ‘ < |z —w| E —n(n >]an]r"’2.
Z—w o 2

—n(n—2
Pelo teste da razao, a série Z%

|an|7,n—2

converge, uma vez que r < R.
n=2
2)

Digamos que Z n(nT_mn]r"_z = A < 00, logo
n=2

f(z) = f(w)

— < |z — w|A.
ot - LT oy
Isso mostra que
w—z zZ—Ww
Ou seja,
f(z)— flw /

g(z) = tm LI )
Como r é arbitrario, f'(2) = g(2) em Bg(0). O caso a # 0 é analogo ao caso que a = 0 ,
basta trocarmos z" por (z — a)™ na prova acima. [l

Definicao 1.27. Um caminho em C € uma aplica¢io continua v : [a,b] C R — C.
Dizemos que um caminho 7y é fechado se vy(a) = v(b).

Teorema 1.28. (Teorema Integral de Cauchy) Se f : D ¢ C — C, com D

simplesmente conezo, e f analitica. Entao [ f =0 para toda curva v de Jordan, regular,
vy
inteiramente contida em D.

Obs 1.29. e v ser uma curva de Jordan significa que vy € uma curva fechada e simples,
oU S€ja, Y € uma curva sem auto-intersecoes.

e Uma curva v : [a,b] CR — C € reqular se v'(t) # 0, ¥Vt € [a,b].

Demonstragao. Ver referéncia [4] O
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Proposicao 1.30. Seja D C C aberto e seja f : D — C uma funcao analitica. Entao
f possui uma primitiva, mais ainda, se vy € um caminho fechado em B.(a) C D entdo

Jf=o0.

Demonstra¢ao. Dado a € D,3r > 0 tal que B,(a) C D e

o0

f(z)= Zan(z —a)",Vz € B,.(a)

n=0

e considere F': B,.(a) — C dada por

Fz)=Y - —(z—a)"*,

n=0 n+
. |z—al ~
Sabemos que para n suficientemente grande, ©—5 < = < 1, entao
an(z — a)"*! L lz—a .
——| =| an(z —a <lan(z—a .
| anz—ar | |2 <l etz — )"
Entdo F estd bem definida (raio de convergéncia r) e F' = f. O

Teorema 1.31. Dada f : D — C continua, onde D um dominio simplesmente conexo,
as sequintes afirmacoes sao equivalentes :

1. f possui uma primitiva ;

2. [ fdz =0 para todo caminho fechado v C D;
Y

3. [ fdz sd depende dos extremos z1 e zy de qualquer caminho o contido em D, que
o2
liga z1 a zo.

Demonstracao. (1) = (3) : Sejam o(t) = x(t) + iy(t),t € (a,b); f(z) = u+ v, F(z) =
N +iM e zy = o(a) = x(a) +iy(a),o(b) = x(b) + iy(b). Sabemos que F' = f e

, ON OM OM 0N

F=—+i—= :
8x+zax dy Z@y

Entao

oN _ oM
ox )

{0 Tk (12)
oy — Oz
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b

J fdz = [(u(t)a'(t) — v(t)y (1)dt +1 fb(U(t)y'(t) +u(t)a'(t))dt

a

(' (t) — 20/ (1)) +i [ (%o (1) + 20 (1))

= F(x(b) +iy(b)) — F(z(a) + iy(a))

= F(z) — F(z).
(1) = (2) : Tomando em (1) = (3) 21 = 25 segue o resultado.
(2) = (3) : Sejam z; e zo em D. Seja v um caminho que liga z; a 23 e 0 um caminho que

liga z5 a z; ambos os caminhos definidos em D. Logo v — ¢ é um caminho fechado em D,
que é simplesmente conexo, assim

y/gfdz:w/fdz—g/fdz:O,
!fdz—/fdz.

(3) = (1) : Agora fixe 2y € G, e defina

entao

F:D—C
2z F(2) (1.3)

por F(z) = [ fdz, onde v é um caminho que liga z a z. Note que F esta bem definida

g
por hipotese, pois a integral estd bem definida.

Afirmacgdo : F'(z2) = f(z), V z€D
De fato, como D ¢ aberto, existe r > 0 tal que B,(2) C D. Para h € C com
| h |< r,z+ h € B.(z) C D. Mais ainda, temos que o(t) = z + th com t € [0,1]
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esta contido em B,(z) C D, logo temos

F(z+h)= /f / (w)dw+/f(w)dw

Y+o

Entao

Por outro lado,

e dai temos

=1 [f f(w)dw—ff(z)dw] = [ IC) gy,

Como f é continua dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se | w — z [< § entdo
| f(w) — f(2) |< €. Logo tomando 6 = min{r,d} e se h < 4, temos | f(w) — f(2) |< ¢,
assim dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

h<5:>‘F(Z+hf>L Pz /f dw <
|f (w ¢
|dw|< | dw |= — | h|=¢.
/ |h| g
Entio F'(2) = f(2). O

Nos proximos resultados iremos mostrar que se D C C é um dominio simplesmente
conexo e f : D — C é holomorfa, entao existe uma representacao de f ao longo de
caminhos fechados contidos em D.

Teorema 1.32. Formula Integral de Cauchy : Sejam f : D — C uma funcgao
holomorfa no dominio simplesmente conexo D C C e v um caminho fechado qualquer



CAPITULO 1. PRELIMINARES 21

contido em D. Se z é um ponto qualquer no interior da regigo delimitada por v, entao
):;L/‘@MS
2t ) E—z
8!

Demonstracao. De fato, sendo D aberto, para cada z no interior de v existe um disco
fechado de centro z e raio p > 0 contido no interior de . Seja I' a fronteira deste disco e
suponhamos que v e I' sejam caminhos orientados no mesmo sentido. A funcao £ — f©

E—z
¢ holomorfa em D \ int(I"). Como visto anteriormente, temos
[0 _ o
§— §—2
o T
Como f(z) ¢ uma constante podemos escrever

/f(f)dgz/f I+

§—2 §—2
[ [O)—-f() f(2)
= / — d5+/r§jd§.

Considere a representagao paramétrica de I' dada por I'(t) = z + pe, com 0 < ¢t < 2.

Dali,
/Fg<_>d£—2zf<>

Como f ¢é continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 <| £z |[< d =| (f(§) — f(2) |< e.
Escolendo p menor do que § obtemos

f&) - f(= ‘ |f 2) | _
= d§ / | d¢ |< p27rp 27e.

z

Como ¢ é arbitrario concluimos que fF 5 — Z) 25 ——22d¢ = 0 e portanto

f(2)
/Fg_zdg—szm

]

Teorema 1.33. Seja f: D C C — C uma funcao holomorfa, onde D um dominio, entdio
f € analitica, ou seja, dado a € D , existe B.(a) C D tal que

Zan z—a)",Vz € B.(a).

n=0

Demonstra¢ao. Dado a € D;,3 R > 0 tal que Bg(a) C D. Considere r tal que
0 <r < R, dai B.(a) C Bg(a) e f & holomorfa em B,(a). Logo pela formula integral de
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Cauchy temos
_ 1 [ fw)dw
gl

Agora perceba que

I 1 B 1 1
w—z (w—a)—(z—a) (w—a)\1-2=2]"

zZ—a
w—a

1 JR— —a\"
— Z(Z a) Vz € B.(a),
w—=z w—an w—a

Como(z—a)<re]w—a|:rtemos| |<1,assim

logo
fw) & fw)(z—a)
P —n:0 (W — ) Vz € B.(a),
e dai
1) = g [ e — L [ fw) (Z <Lz__a0§lil) z
v Y n=0
| o f(w)(z —a) L[~ [ fw)(z—a)"
= %{ (; (w — a)+! > dw = 5 nz:;f (w — a)+ dw
— 1 f(w) "N n
%Tm/mdw (z—a) —2%(2’—@),
e L)
=g | =
Portanto f ¢ analitica. O

Obs 1.34. O teorema[1.26, junto com o teorema anterior nos diz que f é analitica, se e
somente se, f € holomorfa .

Teorema 1.35. (Teorema de Morera) Seja [ : D — C uma fungio continua no
dominio stimplesmente conexo D. Se

/f(z)dz =0

para todo caminho fechado I' contido em D, seque-se que f € holomorfa em D.
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Demonstragio. Como [ f(z)dz = 0 para todo caminho contido em D, temos que se
r
20 € D, a integral

/zf(f)df =0

depende somente de z. Dai

o(2) = / F(€)dE =0

estd definida em D e & derivavel, com ¢'(2) = f(z). Portanto, f ¢ igual a derivada de
uma func¢ao holomorfa, ¢, logo holomorfa, e segue o Teorema. O]

Teorema 1.36. (Teorema de Liouville) Se f : C — C é holomorfa em todo C entio
f € constante

Demonstra¢ao. Seja zg um ponto qualquer de C e D(0, p) um disco aberto com centro na
origem contendo z; em seu interior. Denotaremos por 7 a fronteira de D(0, p) . Sendo f
holomorfa em C, pela féormula integral de Cauchy,

_ 1 [ fE)dg
f(zo)_%/f—zo'

Tem-se também,

0=k [ 10

Assim,

ote L [ Lol 1 de]
TG =1O 1S o | Te=aiier

Como f é limitada em C, existe uma constante K > 0 tal que | f(z) |[< K para todo
z € C . Portanto,

2m
| f(z0) = £(0) |= — O/\g—ZOHU

el €. Logo | £ — 20 |> p—| 20 |, e portanto

B K| 7 |
| f(z0) = £(0) [< =

Sendo K, | zy | nimeros independentes de p, fazendo p — 0o na expressao anterior temos
que para todo zy € C, f(z9) = f(0) o que mostra que f é constante em C. O

Teorema 1.37. (Teorema do Mddulo Mdzimo) Seja f : U — C uma fungdao
holomorfa, onde U C C é um aberto conexo. Suponhamos que exista zo € U tal que
| f(2) || f(20) | para todo z numa vizinhanca de zy. Entiao f é constante em U.

Demonstragio. Seja 2z € U, e suponhamos que f(z) =| f(z0) | €% . Consideremos a
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fungao g(z) = e ™ f(2). Temos | g(2) |=| f(2) |<| f(20) |= g(20) para todo z numa
vizinhanga de z. Escrevamos g(z) = u(z) + iv(z), onde u = Re(g) e v = Im(g). Como
g(z0) € R ( pois g(z) = e 0 f(2) = e e | f(2) ] ), temos u(z9) = g(20) e v(20) = 0.

Agora seja r > 0 tal que D(zg,7) C U C C e tomemos v,(0) = 29 + re?. Pela formula
integral de Cauchy podemos escrever

2
1 g(w) 1 g(zo +7e?) .
_ - dw=— | 2 Ziredf
u(z0) = 9(z0) 27?2'/10—20 v 27m'/ reit 0 °
Yr 0

2w 2w

= u(zo + re’?)dl + - /v(zo + re')df.
2m 2
0

2
1 .
= — /g(ZQ + Tew)dQ
2
0 0

Igualando as partes reais obtemos

2m
1 )
u(zg) = 7 /u(zo + re)df.
0

Afirmacao : A hipotese do teorema e a igualdade acima implica que
u(z0) = u(zo +re) Vo € [0,2n].
De fato, seja h(6) = u(z) — u(zo + re®?). Assim temos
u(z) <l u(z) [<] 9(2) [< g(20) = u(z0) VzeU

Obtemos que h(f) < 0 para todo 6 € [0, 27]. Note que se h(f;) > 0 para algum 6, € [0, 27],
entao teriamos h(f) > 0 para € em um intervalo contendo 6y, pois h é continua, o que
implica

27 21
1 B 1 0
0< %/h(e)de_ %/(u(zg) w(z0 + re®))do
0 0
27
<>—1/< T re®)ds
= u(z0) = o [ ulz +re

0

e que gera uma contradicdo com a igualdade[L.1} Portanto u(zo+re®) = u(z), ¥0 € [0, 27]
e todo r > 0 tal que D(r, z9) C U C C. Dai obtemos que u ¢ uma constante em um disco
aberto D C C , com centro em zy. Por outro lado as relagoes de Cauchy-Riemann

ov 8u_08u_ 81}_0

or oy 0r Oy
Portanto v também é constante em D, ou seja, g = u + v é constante em D. Como
f(z) = eg(z), concluimos que f também é constante em D, logo constante em U, uma
vez que U é conexo e f é analitica. O]

Corolario 1.38. Seja D um dominio limitado de C. Se f: D — C ¢ holomorfa em D
e continua no fecho D entdo o mdzimo de | f | € assumido em um ponto da fronteira de
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oD.

Demonstra¢ao. Suponhamos que | f | assume maximo no interior de D, digamos em
a € intD. Assim

2T
1 .
fla) = [ fla+re?)db,
27T0/

[§]
2w 2m
1 .
@< o [ 1Ha+re o< || fa) a8 =] f(@)]
0 0
Portanto )
1 .
| | fla+re®) |=] f(a) |
27r0/
e Ccomo
0<[ fa+re?) <| f(a) |
segue que

fla+re®) = fla), Yre€l0,2n].

Como | f | é continua, entdo temos que f é localmente constante, e do fato de D ser
conexo e f continua segue que f é constante, o que é um absurdo, logo o maximo de f

nao pode ocorrer no interior de D. O
Suponha f holomorfa e com um zero de ordem m sobre z = a. Assim f(z) =
(z —a)"g(z), onde g(a) # 0. Dai
FE_m g6

e ¢'/g é holomorfa sobre z = a, uma vez que g(a) # 0. Agora suponha que f tenha polo
de ordem m sobre z = a, isto &, f(z) = (2 — a)"™g(z), onde g é holomorfa e g(a) # 0.

o £(2) )
z) —m  g(z
f2) z—a @ g2

e ¢'/g € holomorfa sobre z = a.

Definicao 1.39. Se v é uma curva fechada retificavel em C, entao

n(y;a) = %/7 (zd—za)

é deniminado indice de vy com rela¢ao ao ponto a. Deste modo n(vy;a) é o nimero de
voltas que se dd sob v torno de a.

Teorema 1.40. Seja f meromorfa em um aberto D com pdlos pi,ps, -+ ,Pm € 2€ros
21,29, Zn contando a multiplicidade. Se v € uma curva retificdvel homotdpica a zero
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e nao passando por pi,Pa, - ,Pm € LAaMPOUCo por zi, 2o, - , Z,, entao
1 f/ (Z) n n
w7 | e = L)~ Lot
y k=1 j=1

Teorema 1.41. (Teorema de Rouché.) Suponha [ e g meromorfa em uma vizinhanc¢a
de B(a, R), sem zeros ou pdlos no circulo v ={z: |z —a| = R}. Se Zy, Z,(Ps, P,) sao os
nimeros de zero (pdlos) de f e g dentro v e contando suas multiplicidades e se

£ (2) +9(2)| < [f ()] +1(2)]

sobre v entao
Zy—Pr=2,— P,

As demonstragoes dos Teoremas e podem ser encontradas na referéncia [4].



Capitulo 2

Nocoes de Dinamica Complexa

Os resultados apresentados neste capitulo podem ser vistos com mais detalhes nas
referéncias [2], [3], [4], [8]-

2.1 Nocoes Basicas

Nesta secao apresentaremos algumas nocoes e resultados gerais de dinamica complexa.
Seja U C C aberto e seja f : U — U uma aplicacao holomorfa.

Definicao 2.1. Definimos a n-ésima iterada de f como a composicao de f n-vezes consigo
mesma

fr=fofo.of.
Defini¢ao 2.2. Um ponto zy é um ponto fixo de f se f(z0) = 2.

Definicao 2.3. Um ponto z é um ponto periodico se ele é um ponto fixo de alguma iterada
1%, ou seja, f*(2) = 2.

Definigao 2.4. Seja z € U. O conjunto de pontos {z, f(z), f2(2),...} = {f"(z);n = 0} ¢
chamado drbita positiva de z e é denotado por OF(z). Caso f for inversivel, o conjunto
de pontos {z, f1(2), f%(2),...} = {f"(2);n < 0} é chamado drbita negativa de z e é
denotado por O~ (z).

Definicao 2.5. Considere a orbita periodica:
frzo 21— o> 2, = 2.
Se 0s pontos z1, ..., z, sao todos distintos entao o inteiro n > 1 € denominado periodo.

Definicao 2.6. Seja zy um ponto nao periédico. Se existe n > 0 tal que f"(z) = f*(20),
com i > 0, denominaremos zy por ponto pré-periodico.

Defini¢ao 2.7. Suponha zy um ponto periddico de periodo n. O nimero A = (f™) (z) é
chamado multiplicador de f em zy. Classificamos o ponto periddico zy da sequinte forma:

27
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i) zo € atrator se 0 <| A |< 1;
i) zo € repulsor se | X\ |> 1;
iii) zo € superatrator se | A |=0;
iv) zo € indiferente se | A |= 1.

Definicao 2.8. Um ponto periddico zy € chamado parabolico se o multiplicador \ em zy €
wqual a 1, desde que f™ nao seja a aplicacao identidade. Em outras palavras, se X € uma
raiz da unidade e nenhuma iterada de f € a aplicacao identidade.

Definigcao 2.9. Seja zy um ponto fizo atrator, ou seja, f(z0) = 20 ¢ 0 <| A |< 1.
Definimos a bacia de atragao A(zy) C U de zy como o conjunto de todos os pontos z € U
tais que

nh—1>noo fn(Z) -

A bacia de atragao imediata, denotada por Ag(zo), € definida como a componente coneza
da bacia de atracao de zy que contém z.

Definigao 2.10. Se O = {z1,...,2,} € uma drbita periddica atratora de periodo n,
definimos a bacia de atracao como sendo o conjunto aberto A C U contendo todos os
pontos z € S para o0s quais as iteradas sucessivas f*(z), f**, ..., f*", ... convergem para
algum ponto de O. Nesse caso, a bacia de atrag¢ao imediata Ay(O, f) € definida como a
uniao das bacias imediatas de cada z; € O.

Teorema 2.11. (Linearizag¢do de Koenings) Suponha que f tem um ponto fixo atrator
em zg, com multiplicador X satisfazendo 0 < |\| < 1. Entao existe uma aplica¢ao conforme
¢ = p(2) de uma vizinhanga de zy sobre uma vizinhanga de 0 que conjuga f(z) com a
fungao linear g(§) = M. A conjugacdo € unica, a menos de multiplicagdo por um fator
constante nao nulo.

Demonstragdo. Suponhamos zy = 0. Definamos ¢, (z) = A" f"(2) = 2 + bpy 12" + - -
, entao ¢, satisfaz

pnof= AinfnJrl = APny1-

Assim se, ¢, — ¢ entdo po f = Ap e temos que po fop ! = A e ¢ é uma conjugacao.
Mostaremos a convergéncia citada acima, ou seja, que ¢, — ¢. Note que para § > 0
pequeno, temos
| f(z) =Xz |<C| 2 )7, | 2 |< 0 e C > 0 constante.
Assim
| fE)ISIA 2 [+C |2 P< (A [+C0) | 2],
e por inducao com | A | +C§ < 1,

P2 < A+ CO)" 2|, 2] <6
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(IA+Cd)?
A

Tome ¢ pequeno de forma que se p = < 1, obtemos

[ DA (2)

)\n+1

CLIG) P _ oClef?
- ‘ )\ ‘nJrl - )\

| " (2) — 0" (2) |=

para |z| < §. Desta forma ¢"(z) converge uniformemente para |z| < §, e existe a
conjugacao. Para provarmos a unicidade ¢ suficiente mostrarmos que alguma conjugacao
de f(z) = Az sobre si mesma é uma constante multiplicada por z. De fato, suponhamos
que ©(z) = a1z + axz®> + ... seja tal conjugagio, entdo ¢(Az) = Ap(z). Fazendo
as substituicoes temos a,\" = Ma,, dai obtemos que a, = 0 se n > 2, portanto
o(z) = az. O

2.2 Conjuntos de Fatou e Julia

Nesta secao apresentaremos a definicao dos conjuntos de Fatou e Julia.

Definigao 2.12. Uma familia F de aplicagées de um espago métrico (X, d) sobre um
espago métrico (Y,dy) é denominada equicontinua em xq se, para todo € > 0 existe § > 0
tal que para todo v € X e para toda f € F

d(z,z0) < 6= di(f(2), f(z0)) <&
A familia F ¢é equicontinua em um conjunto A C X se € equicontinua em cada x € A.

Denotamos por C(U, V') como o conjunto de todas as aplica¢oes continuas de U em V,
sendo U e V subconjuntos de C.

Definigao 2.13. Um conjunto F C C(U,V) é denominado normal se cada sequéncia em
F possui subsequéncia que ou converge uniformemente em cada compacto K C U para
f € C(U,V) ou diverge localmente uniformemente de V, isto é, se para todo compacto
KcUeK CV,tem-se f,(K)NK' =1, para n suficientemente grande.

Teorema 2.14. (Teorema de Arzela-Ascoli) Um conjunto F C C(U,V) é normal se,
e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas :

(i) Para cada z € U, {f(2); f € F} tem fecho compacto em V ;

(i) F € equicontinua em cada ponto de U.

A demostragao pode ser encontrada em [4].

Teorema 2.15. Uma familia F de funcoes holomorfas em um dominio D limitada por
alguma constante fiza € normal.

Demonstracdao. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli é suficiente provarmos a equicontinuidade
dessa familia. Seja C' a fronteira de um disco fechado de raio r contido em D. Desta forma
dado € > 0 tome § < min {g, ﬁ}, onde M é uma constante fixa positiva. Se z, zy estao
no interior de C, pela formula Integral de Cauchy temos
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f(2) = f(z0) = 5 | F5de — 55 | &
C C

1 1 1 _ zZ—2 f(&
2 g ((H) (HO)) O = 5 g e

Suponha que M seja a constante fixa que limita cada fungao f € F,isto é, | f |< M
em C. Se restringimos z e z, ao disco concéntrico menor de raio 3, segue-se que

| £(2) = f(z0) = 'Z;?'c[ ez | % |

<k

r

L[| g |= L2l o) - AMle—z0]
c

Logo
AM | z — z |
1) = flao) | 22 <o
e portanto a familia ¢ equicontinua. E por decorréncia do Teorema de Arzela-Ascoli é
normal. ]

Teorema 2.16. (Teorema da Aplicagao de Riemann) Seja U um dominio
stmplesmente conexo em @, cuja fronteira contém pelo menos dois pontos, entao existe
uma aplicacao conforme 1 do disco unitdrio aberto D para U. Podemos levar 0 em
qualquer ponto fixo de U, por argumentos especificos sobre ¢'(0) e entao a aplicacao de
Riemann é unica.

Demonstragao. Ver a referéncia [IJ. O

Lema 2.17. Se M = @\{O, 1} € a esfera perfurada trés vezes, entao M é conformalmente
equivalente ao disco unitdrio D.

Demonstracao. Como D é conformalmente equivalente & parte superior do plano H =

{z e C:Im(z) > 0}, é suficiente encontrar uma aplicacdo cobertura de H sobre M.

Seja B = {z :0 < Re(z) < 1, ‘ > 2} Entao pelo teorema da aplicagao de Riemann
existe uma aplicacao ¢ de E para H fixando 0,1,00. Denote E* a reflexao de E
1

sobre o circulo ‘z - %‘ = 3. Pelo principio de reﬂexéo de Schwarz, extendemos v para

uma aplicagao conforme de F U E* para C \ (00,0] U [1,00). Extendendo 1 a todos
{0 < Re(z) < 1,Im(z) > 0} tomando os valores em C \ {0,1}. Por reflexdo das linhas
verticais {Re(z) = n} para n inteiro, extendemos 1) para todo H. Por construcao temos
que v é uma aplicacao cobertura de H sobre M. O

Teorema 2.18. (Teorema de Montel) Seja U um dominio em C e F uma familia de

aplicagoes de U para C que omite trés diferentes valores. Isto é, existem valores distintos
a,b,c em C tal que f(U) C C\{a,b,c} para toda f em F. Entio, a famdia F ¢ normal.

Demonstracao. Vamos assumir que U ¢é um disco. Por composicao com uma
transformacao de Mobius, assumimos que as fungoes f em JF nao assumem os valores
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0,1,00. Seja S = C \ {0,1}. Pelo lema anterior , existe uma aplicagdo cobertura
v:D — S. Seja f: U — D um levantamento para f em JF, tal que Yo f = f Entao pelo
teorema, 2.14 {f fe ]—"} ¢ uma familia normal. Deste modo F é normal. O

Definicao 2.19. Sejam Ca esfera de Riemann e f : C — C uma aplicagao holomorfa.
O dominio de normalidade da colegao de iteradas f" é chamado Conjunto de Fatou para
[, denotado por Fy. O seu complementar é chamado Conjunto de Julia, J;.

Exemplo 2.20. Considere f(z) = 22, entio f"(z) = 22". Observe que ™ converge para
0 em {z < 1} e converge para oo em {z > 1} e o Conjunto de Julia de f é o conjunto
{z =1} e seu complementar é o conjunto de Fatou.

Figura 2.1: Conjunto de Julia para f(z) = 22

Exemplo 2.21. Considere f(z) = 2*> — 0.75. O Conjunto de Julia de f, J(f), €

representado na figura abaizo.

Figura 2.2: Conjunto de Julia para f(z) = 2% — 0.75.

2.3 Propriedades dos Conjuntos de Julia e Fatou

Seja U uma componente n-peridédica do conjunto de Fatou. Entao exatamente uma
das seguintes possibilidades ocorrem:

i) Bacia de Atracdo: Se para todo z € U, limy_, f*(2) = p onde p ¢ um ponto
atrator n-periddico em U, entao U é uma bacia de atracao;
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ii) Bacia Parabolica: Se U contém um ponto p n-periodico, indiferente racional e
limy 00 f¥(2) = p, para todo z € U, entdao U é uma Bacia Parabdlica;

iii) Anéis de Herman: Suponha que exista um homeomorfismo analitico ¢ : U — A
onde A={z:7 |z |<ra}, 72 >1r; >0, tal que

S(f(071(2)) = €™z
para a € R\ Q. Entao U é chamado Anel de Herman;

iv) Discos de Siegel: U é chamado Disco de Siegel se existe um homeomorfismo analitico
¢ : U — D onde D é um disco, tal que

O(fH(¢71(2))) = ez
para a € R\ Q. Note que, por defini¢ao, discos de Siegel sao simplesmente conexos.

Teorema 2.22. (Lema da invaridncia) O conjunto de Julia J; de uma aplicagio

holomorfa f : C—Cc¢ completamente invariante sobre f. Isto €, z pertence a J; se, e
somente se, f(z) pertence a Jg. O mesmo vale para o conjunto de Fatou.

Demonstragio. Primeiramente note que f~'(F;) C Fy, pois f é holomorfa e Fj é
aberto. Agora suponha que zg € Fy, e que uma subsequencia [ = f% o f converge
uniformemente em uma vizinhanca de z5. Como f é analitica, ela aplica uma vizinhanca
de zp em uma vizinhanga de f(z). E além disso, f converge uniformemente em uma
vizinhanca de f(zp), pois 2o € Fy. Segue que f(z) € Fy, e dai f(F) C F, portanto F' é
completamente invariante. Como C=F '+ U J;. tem-se que J; também é completamente
invariante. L

Lema 2.23. (Lema da Iteragao) Seja f : C — C uma aplica¢do holomorfa . Para todo
k>0, o Conjunto de Julia Jsx da k-ésima iterada coincide com o Conjunto de Julia J;.

Demonstracdo. O conjunto de Julia de f coincide com o conjunto de Julia de f*, pois
se f* ¢ normal sobre um conjunto aberto U entdo f™ também é normal sobre U. Por
outro lado se f™ & normal sobre U entdo f* também é normal sobre U, e dai segue o
resultado. O]

Lema 2.24. Cada orbita periddica atratora estd contida no Conjunto de Fatou Fy. De
fato, toda bacia de atracao para uma orbita periddica atratora estd contida no conjunto
de Fatou. Além disso, cada érbita periddica repulsora estd contida no conjunto de Julia.

Demonstragao. Primeiro considere um ponto fixo zp com multiplicador A. Se || > 1,
entao nenhuma sequéncia de iteradas de f pode convergir uniformemente proximo de z.
Como a primeira derivada de f™ em z5 é A", temos que f tende ao infinito quando n — oo.
Se |[A| < 1 e escolhendo ¢ tal que |\| < ¢ < 1 temos pela expansao de Taylor que

|f(2) = f(20)] < |z — 20,

para z suficientemente proximo de zy. Desta forma as sucessivas iteradas de f restritas
a uma vizinhanca de 2, convergem uniformemente para a funcdo constante z — z.
Portanto como um ponto periddico de f é um ponto fixo de alguma iteracao f™ segue o
resultado. O
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Corolario 2.25. As drbitas periddicas repulsoras sao densas no Conjunto de Julia.

Demonstragao. Vale lembrar que o conjunto de Julia J; ndao possui pontos isolados. Assim
podemos excluir um quantos pontos de J; quisermos, sem afetar o argumento. Seja z
um ponto qualquer de Jy que nao seja ponto fixo nem valor critico. Por outras palavras
assumimos que existem d pré-imagens zq, 25 - - - , zg que sao distintas umas das outras e
de zp, onde d > 2 é o grau de f. Pelo Teorema da Funcao Inversa, podemos encontrar
d fungoess holorfas z — ¢;(2) que sdo definidas em alguma vizinhanca N de z, e que
satisfazem f(¢;(2)) = z, em que ¢;(z) = z;. Para algum n > 0 e para algum z € N a
funcao f"(z) deve assumir um dos trés valores z, ¢1(2) ou ¢o(z). Caso contrario a familia
das funcoes holomorfas

gn(2) = LB = 01(2))(z = 6a(2))
! (f7(2) = d2(2))(z = 61(2))
em N evitaria os valores 0, 1 e 0o, e assim seria uma familia normal. Logo { f"|/N} também

seria uma familia normal, contradizendo a hipotese de que N intersepta o conjunto de
Julia. m

Lema 2.26. Cada ponto periddico parabdlico pertence ao Conjunto de Julia.

Demonstracdao. Seja w um parametro local de uniformizagao com w = 0 correspondedo
ao ponto periodico. Assim, alguma iterada f™ corresponde a uma transformacao local do
w-plano com uma série de poténcias da forma w — w + a,w? + ag W™ + ..., onde ¢ < 2,
a, # 0. Dai a derivada de ordem ¢ de f™ em 0 ¢ igual a q'ka, que tende a infinito a
medida que k — oco. Pelo Teorema da Convergéncia Uniforme de Weierstrass, segue que
nehuma subsequéncia de f™ pode convergir localmente de forma uniforme a medida que
k’j — OQ. ]

Definigao 2.27. Chamamos grande orbita de um ponto z sob f : C — @, ao conjunto
GO(z, f) consistindo de todos os pontos 2 € C cuja orbita em algum momento intercepta
a drbita de z. Assim z e 2 tem a mesma grande drbita se, e somente se, f™(z) = f*(2)
para alguma escolha de m > 0 en > 0. Um ponto z € C serd chamado grande orbita
finita ou excepcional sobre f se sua grande orbita GO(z, f) C C ¢ um conjunto finito.

Definicao 2.28. O conjunto dos pontos de C que tem grande orbita finita serd denotado

por (f)

Teorema 2.29. (Transitividade) Seja z, um ponto arbitrario do conjunto de Julia
JcCe seja N uma vizinhanga arbitrdria de 2y . Entdo a unido U _de imagens futuras
f™(N) contém todo o conjunto de Julia, e contém todos os pontos de C ; 4 excecdo de, no
mdzimo dois pontos

Demonstracao. Primeiramente note que o conjunto complementar C \ U pode conter no
maximo dois pontos, pois se C \ U contém mais de dois pontos, usando que f(U) C U,
obtemos pelo Teorema de Montel que U deve estar contido no conjunto de Fatou,
que é impossivel, pois z; € U N J. Novamente usando que f(U) C U, temos que alguma,
pré-imagem de um ponto z € C \ U deve pertencer ao conjunto finito C \ U. Seguindo
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com este argumento, que alguma pré-imagem de iterada z é peridédica, conclimos que z é
ele mesmo periddico e com grande oOrbita finita. Assim o conjunto e(f) de grande orbita
finita é disjunta de J, segue que J C U. Finalmente, se N & pequeno o suficiente entao
N C C\ e(f), segue que U = C\ e(f). O

Lema 2.30. Se f € uma aplicagcao racional de grau 2 ou mais, entao o Conjunto de Julia
Jy € nao vazio.

Demonstragdo. Suponha que Jy = (), entdo f" é uma familia normal sobre todo @, e
entao existe uma subsequéncia {n;} tal que " (2) — g(z) para alguma funcao analitica
g de C para C . Se g € constante entao a imagem de f" estd contida em uma pequena
vizinhanca de um valor constante, o que é impossivel, pois f™ converge em C . Se g é nao

constante entao f" tem o mesmo nimero de zeros de g, o que é impossivel ja que ™ tem
grau d". O]

Corolario 2.31. Se o Conjunto de Julia contém um ponto interior, entao ele deve ser
wgual a toda a esfera de Riemann.

Demonstragao. Se Jy tem um ponto interior z;, entao escolhendo uma vizinhancaa N C Jy
de z; a unidao U C Jy de imagens futuras de N é densa em J;, portanto U = C, e como
J¢ & fechado segue que Jy = C. O]

Corolario 2.32. Se A C@ € a bacia de atracao de alguma orbita periddica atratora, entao
0 bordo topoldgico 0A = A\ A € igual a todo o Conjunto de Julia. Cada componente do
Congunto de Fatou F ou coincide com alguma componente conexa da bacia A ou é disjunta

de A.

Demonstracao. Se N é uma vizinhanca de um ponto do conjunto de Julia, entao pelo
teorema da transitividade f™(N) intercepta A, e dai o proprio N intercepta A, e assim
temos que Jy C A. Mas J¢ é disjunto de A entao Jy C JA. Por outro lado, se N é uma
vizinhangaa de um ponto de JA entao alguma iterada ™|y deve ter uma descontinuidade
entre A e 0A, e assim A C J;. Finalmente, note que alguma componente conexa do
conjunto de Fatou intercepta A, uma vez que nao pode interceptar o bordo de A, deve
coincidir com alguma componente de A. Portanto segue o resultado. O]

Corolario 2.33. Se z, € um algum ponto do conjunto de Julia J = Jy, entao o conjunto
{z € C; f"(z) = 2o para algum n > 0} = OL_jOf_”(zo)

¢ denso em Jy.

Demonstragao. Primeiramente note que 2y ¢ (f), pois zg € J;. Pelo teorema temos
que, se z; € Jy entao ele pode ser aproximado por fechados arbitrarios que contém z que
pertence ao conjunto formado pelas érbitas passadas de zj. O

Corolario 2.34. Se f é uma aplicacao racional de grau 2 ou mais, entao J; ndao tem
pontos isolados.
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Demonstragao. Seja zy € Jy e U uma vizinhanca aberta de zp. Assumiremos que zy nao
é periddico e escolhemos z; com f(z1) = 2o, entao f"(z9) # 21 para algum n € N. Desde
que z; € Jy, as iteradas passadas de z; sao densas em J, entao existe um { € U com
f™(&) =z, assim £ € JpNU e & # 2y, logo 2z nao é isolado. Agora suponha f"(z) = 2o
para algum n minimal. Se 2y é a tnica solu¢ao de f"(z9) = zp entdo zy deveria ser um
ponto fixo superatrator de f" contradizendo que zy € Jy. Portanto existe z; # zp com
f™(21) = 20, além disso f7(zy) # 2 para 0 < j < n, pois caso contrario isto asseguraria
que 0 < j < nedal fi(z) = f"(2) = f"(21) = 2 contradizendo a minimalidade de
n. Assim como anteriormente, z; dever ter uma pré-imagem em U N J; que nao pode ser
20- O

Coroléario 2.35. Para toda aplicagdo racional de grau 2 ou mais, o Conjunto de Julia J¢
ou € conexo ou tem uma quantidade nao enumerdvel de componentes conexas.

Corolario 2.36. Para uma escolha qualquer de um ponto z € Jy, a orbita futura

{z.f(2), f*(2), -}

¢ densa em toda parte de Jy.

Demonstragao. Para cada j > 0 podemos cobrir Jy por um nimero finito de conjuntos
abertos NN;, de diametro menor do que % usando a métrica esférica. Para cada N;, seja
U;, a unido das pré-imagens de iteradas de f~"(N;,). Segue do Corolério que o fechado
Uj. N Js éigual a todo o conjunto de Julia, em outras palavras, U;, NJ¢ ¢ um subconjunto
denso do conjunto de Julia. Agora se z pertence a interse¢ao desses conjuntos, entao a

orbita de z intercepta cada N,, e por isso ¢ denso em Jy. O

Teorema 2.37. Seja f uma aplicacao racional de grau maior ou igual 2, e seja E um
subconjunto compacto da esfera de Riemann com a propriedade que para todo z € Fy,
a sequéncia {f™(z) : n > 1} ndao acumula em nenhum ponto de E. Entdo dado algum
conjunto aberto U que contém Jy temos que f~"(E) C U para n suficientemente grande.

Demonstracao. Suponhamos que a conclusao seja falsa, ou seja, existe alguma vizinhanca
aberta U de Jy, tal que para n em alguma sequéncia {n;,no,--- } os pontos z, € f~"(E)
mas nao pertence a U. Sem perda de generalidade, supomos que z, — w, como U é
aberto e w ¢ U, temos que w € F pois J; C U. Agora seja e > 0 positivo, existe § > 0 tal
que se |z, —w| < § implica que |f"(2,) — f"(w)| < 0 e como f"(z,) € E, assim mostramos
que f"(w) se acumula em E contradizendo a hipotese. O

Definicao 2.38. Uma func¢ao racional R € pds-critica finita se toda orbita critica € finita.
Em outras palavras, ou as drbitas criticas sao periodicas ou pré-periodicas.

Os proximos resultados podem ser vistos com detalhes nas referéncias [3] [8].

Proposicao 2.39. Se R ¢ pds-critica finita entao toda orbita periddica de R € repulsora
ou superatratora. De modo geral, suponha que toda orbita critica de R seja finita ou
converge para uma orbita periddica atratora. Entao, toda orbita periddica de f é repulsora
ou atratora; nao hd ciclos parabolicos, ciclos de Cremer ou ciclos de Siegel.
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Lema 2.40. Seja U um anel de Herman. FEntao, todos os pontos limites de U estao no
fecho de algum ponto critico. OU possui duas componentes, cada uma das quais € um
congunto infinito.

Teorema 2.41. Seja R uma fungao pds-critica finita. Se R nao possui nenhum ciclo
superatrator entao Jg = C.

Demonstracao. R nao possui Discos de Siegel e anéis de Herman pois ambos requerem
que as oOrbitas dos pontos criticos sejam infinitas, uma vez que as orbitas dos pontos
criticos é densa em suas fronteiras. O mesmo acontece para uma componente parabélica,
ou seja, R nao as possui, uma vez que contém um ponto critico, as iteracoes desse ponto
sao distintas. J& uma componente de atracao, que nao é superatratora, tem um ponto
critico com orbita infinita. Logo R também nao possui componentes de atragiao. A tnica
possibilidade é R possuir uma componente superatratora mas por hipotese isso nao ocorre.
Portanto Fr =0 e Jz = C. ]



Capitulo 3

Funcoes Racionais

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados para fungoes racionais com relagao
aos conjuntos de Fatou e de Julia que serao de grande importancia para a sequéncia desse
trabalho.

Sejam P(z) e Q(z) polindomios complexos de grau d; e ds, respectivamente. Considre
uma funcao racional R(z) = P(z),/Q(z), onde o grau de R é o max{d,, d>}.

3.1 A Foérmula de Riemann-Hurwitz

Definicao 3.1. Seja D C C um dominio. Se o complementar de D consiste de n
componentes conexas, entao D € chamado n-conexo e n é dito nimero de conectividade
de D. Equivalentemente, D € n-conexo se sua fronteira possui n componentes.

Exemplo 3.2. Seja A C C um anel tal que A= {z:r <| z |< 1}. Logo A é um dominio
2 — conexo.

Figura 3.1: Dominio 2-conexo.

Se f(2) = wo+ap(z—2)*+---, ai # 0, é uma fungao analitica em uma vizinhanga de
29, entao existem vizinhancas simplesmente conexas U de 2y e V de wy, tais que todo ponto

37
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em V tem exatamente k pré-imagens em U, contadas com multiplicidade. Denotaremos
tal fato por

fUE Y

Definicao 3.3 ([15]). Uma fungao analitica de um dominio D sobre um dominio G é
chamada de propria, se existe um inteiro positivo k tal que

f:DEs G
O nimero k é chamado grau topoldgico de f.

~ , . k:1 L, 1. ~ . ~ . L.
Uma fungao propria f : D — G é dita ndao-ramificada se nao possui pontos criticos, e
é dita ramificada caso contrario. Uma funcao prépria nao ramificada é localmente univoca
e conforme, isto é, uma funcao proépria de grau 1.

Uma fungao propria f : D LENYe: sempre mapeia pontos de fronteira em pontos de
fronteira no seguinte sentido, dada qualquer sequéncia de pontos (z,) € D tendendo para
algum ponto da fronteira de D, a sequéncia de imagens f(z,) possui todos os seus pontos
limite na fronteira de G. Equivalentemente, pré-imagens de conjuntos compactos sao
compactos.

Teorema 3.4. Uma fun¢ao analitica f : D — G que mapeia O(D) em O(G) € uma
funcdo propria.

Demonstragao. Ver na referéncia [I5], pagina 5. O

Obs 3.5. Seja f : D KL G ouma funcdo propria tal que D e G tem numeros de
conectividade m e n, respectivamente, entao n < m < kn( Veja [15] para mais detalhes).

Um corte transversal em um dominio D é um arco de Jordan contido em D, exceto
seus pontos extremos, que pertencem a fronteira de D. A propriedade mais importante
de um corte transversal v é que ele divide um dominio D conexo em dois dominios, cujos
nimeros de conectividade somados ¢ m+1, ou entao nao divide D, e D\ é (m—1)-conexo.
Mais detalhes podem ser vistos em [9].

Os seguintes resultados e podem ser vistos com mais detalhes em [I5].

Lema 3.6. Suponha D um dominio m-conexo, dividido por k cortes transversais disjuntos
(em D), em | dominios com nimeros de conectividade my, ...,m;. Entao

(mj —2)=m—2—k. (3.1)

l
=1

J

Demonstracao. A prova seguird por inducao. Para k = 1, [l = 1oul = 2, a afirmacao
é equivalente a propriedade fundamental do cortes transversais. Suponha a afirmacao
verdadeira para k — 1. Vejamos que a afirmacao ¢ verdadeira para k. Suponha que um
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dos cortes divide D. Entao, temos dois subdominios, cada um dividido por menos de k
cortes. As somas da equacao 3.1 fornece a afirmacao. Se, no entanto, o dominio nao
estiver dividido, para qualquer corte, podemos considerar o dominio D \ vy como dividido
pelos k — 1 cortes. O lado esquerdo da igualdade 3.1 nao muda para a nova configuracao,
e isso também é valido para o lado direito, jA que m e k sao diminuidos em 1. Isso prova
a afirmacao no caso de k cortes. O]

Teorema 3.7. (Férmula de Riemann-Hurwitz) Suponha R uma aplicacio propria
de grau k de um dominio m-conexo D sobre um dominio n-conexo G e que R possui
exatamente r pontos criticos em D, contados com a multiplicidade. Entao

m—2=k(n—2)+r.

Demonstracao. Para provarmos a afirmagao, levamos D e G por meio de aplicacoes de
grau m e n, de acordo com o Teorema do Mapeamento de Riemann, nos dominios D* e
G*, cujas componentes de limite sao curvas de Jordan ou pontos isolados. Isso induz uma
funcao propria de grau k de D* para G*

D_I . G

o | o
p—t o

que é analitica em D*. Podemos assim assumir que f é analitica em D. Além disso,
assumimos que f é nao ramificado e reduzird o caso de f ser ramificado ao caso anterior.

A prova seguird por inducao sobre n. Para n = 1, todo inverso local de f é
analiticamente continuo ao longo de qualquer caminho em G e, portanto, é analitico
em G pelo Teorema da Monodromia. Portanto f é uma funcao conforme de D para G.
Isso prova que £k = m =1 e que a Féormula de Riemann-Hurwitz é valida. Observe ainda
que r = 0.

Suponha n > 1. Por meio de um corte transversal diminuimos o nimero de
conectividade de G. Entdo G* = G \ v é (n-1)-conexo, e as k pré-imagens de v (em
D) sdo cortes transversais disjuntos (o fato de f ndo ser ramificado e analitico em D esta
sendo usado aqui), e estes cortes dividem o dominio D em dominios Dy, ..., D;. Cada
D; é mj-conexo e f propria de grau k; de D; para G*. Em particular, a Féormula de
Riemann-Hurwitz vale para (f, D;, G*), isto é,

mj —2=kj((n—1)—2),

e, além disso, pelo lema anterior

m—2:Z(mj—2)+k::Z(/{j(n—3))+k:k(n—2).
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Agora, se f possui pontos criticos, consideramos o dominio G* (n+s)-conexo, com G
perfurado nos valores criticos distintos wy, ..., ws. Entdo f é uma funcao propria nao-
ramificada de grau k de D* = f~1(G*) para G*. Para calcular o namero de conectividade

m* de D* observamos que cada w; tem k pré-imagens, p; das quais sao disjuntas, e as
s pj S

multiplicidades correspondentes sao qf Como r = Z Z(qf — 1) entao ij =ks—r,
j=1 i=1 j=1

e o numero de conectividade de D* é m* = m + ks —r. A Formula de Riemann-Hurwitz,

para o caso nao-ramificado (f, D;, G*), nos da

m+ks—r—2=k(n+s—2).

Portanto a Formula de Riemann-Hurwitz é valida para o caso ramificado.

3.2 Dominios Regulares

Seja f uma funcao holomorfa em uma vizinhancga de z = 0 dada por
f(z)=azF+a 2"+ .. a#0, k> 1.

A sequéncia (f") é definida e normal em alguma vizinhanga da origem e converge
uniformemente para 0. Considere a equacao de Bottcher

¢of=a(9)". (3:2)
O Teorema a seguir pode ser visto com detalhes em [4] e [I5].

Teorema 3.8. A equagdo de Béttcher (3.2) tem uma solugao local dada por
d(2) = 2+ axz? + ...

Demonstracao. A prova da unicidade fornece simultaneamente uma idéia de como provar
a existéncia de forma construtiva. Se ¢ é alguma solugdo em | z |< r, onde assumimos
que | f(2) |<| z | /2. Da iteracao da equagao 3.2 temos

¢(f"(2)) wnf  o(f"(2))

kﬂ,
0(2) = \| g = 2\ S iR

. , . . n
onde a segunda raiz é determinada exclusivamente por seu valor em z = 0: /1 = 1.

Como

o(f"(2)) 1) —
EOREAAE

quando n — 00, a unicidade decorre de
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o) f(2) o f(2)
o(z) = lm e =2 im N e e

Na prova da existéncia assumimos que a = 1, pois, caso contrario, podemos substituir f
pelo seu conjugado cf(z/c) onde ¢*~! = a. Tomando r suficientemente pequeno tal que

f(2)

2k

_1|<

?

DO | —

para z € D = {z;| z < r}, onde r*! < 2. Entdo 0 <| f(z) |[< 7 em D\ {0} e

62 = VPE =YD =

é bem definido e holomorfa em D. Da desigualdade elementar

Y

N | —

: 1
Vidu—1|< —, para|u|<
m

segue que | 1+ u |~'*% < 2. Entdo

L)y o VTR - 1<

Assim, o produto

1505 = dm oo

converge uniformemente em D e seu limite fornece uma solucao para a equagao 3.2. O
fato de ¢ satisfazer a equacio 3.2 segue de (¢,41)* = ¢, o f. n

Definicao 3.9. ¢ é chamada funcao de Béttcher.
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Defini¢ao 3.10. Seja f : D — C uma funcao analitica tal que f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y)
e u,v possuem derivadas parciais de sequnda ordem continuas. Se

0%u 0%v 0%u 0%v

o2 Oxdy ¢ o2 Oyox’

entao f € dita harmonica.

Definicao 3.11. Sejam D um dominio e zy um ponto no interior de D. Uma funcdo
g harménica em D \ {20} € dita funcao de Green para D com pdlo em zy se satisfaz as
sequintes condigcoes:

e g ¢ continua em D \ {z0} com valores de fronteira iguais & 0;

e 2y € uma singularidade removivel de g(z) + log | z — 2z |( No caso zy = oo basta
substituir | z — zo | por 1,/z).

H4 no maximo uma funcdo de Green g(z, 29, D), como pode ser visto pela aplicagio
do Principio do Méaximo. A funcao de Green nao precisa existir, isso depende apenas de
D e nao de z. Se existir, D é chamado regular.

Defini¢ao 3.12. Uma sequéncia (D,) de dominios regulares é chamada de eraustio
reqular de um dominio D se

i) D, C Dy,
i) D, C D,
ii) | ) Dn = D.

n=>0
Obs 3.13. Todo dominio possui uma exaustao reqular por meio de dominios limitados
por curvas de Jordan. ( Veja[I5]).

Lema 3.14. Seja V um dominio de Béttcher. Suponha Dy = {z :| z |< r} uma vizinhang¢a
invariante do ponto fivo z = 0, isto é, f(Dy) C Dy. Seja D,, a componente de f~(Dy)
contendo Dy. FEntio a sequéncia (D,) € uma exaustio reqular de V. Além disso, V é
simplesmente conezo se e somente se cada D,, o é.

Demonstragao. Seja D = f~"(Dy) N'V. Como f" — 0 uniformemente localmente em V
entao U D? = V. Se E é um subconjunto compacto e conexo de V intersecao com Dy,

entao, Selo Teorema de Heine-Borel, existe n € N tal que 2 C D} e, portanto, &£ C D,,.
Isso também é verdadeiro para algum subconjunto compacto E de V, pois tal conjunto
pode ser incorporado em algum subconjunto como descrito acima. Portanto (D,,) é uma
exaustao de V e sua regularidade segue do fato de que D,, é limitado por curvas de Jordan.
Além disso, como (D,,) é uma sequéncia crescente, V = U é simplesmente conexo se cada

n=0
D, oé.

Por outro lado, se V ¢ simplesmente conexo mas D, nao é, entao D, tem alguma
componente complementar C contida em V. Na fronteira de C temos que | f*(z) |=71 e
| f"(2) |< r no interior de C pelo Principio do Méaximo. No dominio D,, U C' temos que
| f*(2) |< r, edefato | f*(z) |< r, contradizendo a maximalidade de D,,. O
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3.3 Dinamica de Funcoes Racionais

Proposicao 3.15. Seja D C C aberto. Entio C \ D € conexo se e somente se cada
componente de D € stmplesmente conezxa.

Demonstracao. Suponha inicialmente que o complementar K de D seja desconexo. Entao,
podemos separar k por uma curva de Jordan v em D e, como 7y é conexa, ela deve estar
em alguma componente de D. Obviamente esta componente nao ¢ simplesmente conexa.
Assim, se cada componente de D for simplesmente conexa, K serd conexo.

Agora, suponha que K seja conexo e considere V uma componente qualquer de D.
Tome Q como sendo a uniao de K e todas as outras componentes de D, a saber D,
distintas de V. Entao Q, que é o complementar de V, é compacto. Como 9D, C K e
cada conjunto K U D,, é conexo, Q é conexo. Como um dominio é conexo se e s6 se seu
complementar é simplesmente conexo, concluimos que V é simplesmente conexo. O

Teorema 3.16. Seja R uma fungdo racional. Entao o conjunto de Julia (Jg) € conexo
se e somente se cada componente do conjunto de Fatou (Fg) é simplesmente coneza.

Demonstracao. Segue do Teorema anterior. O]

Teorema 3.17. Seja R uma aplicacao racional de grau > 2. Suponha que Fy € uma
componente completamente invariante de F(R). Entao:

i) OFy = J(R);
ii) Fy ou é simplesmente conexo ou € infinitamente conexo;
iii) todas as outras componentes de F(R) sao simplesmente conezas;

iv) Fy € simplesmente conexo se, e somente se, J(R) é conezo.

Demonstracao. Como Fy é completamente invariante, o mesmo ocorre com seu fecho Fy.
Assim, pela minimalidade de Jg, Jg C Fy. Como Jg é disjunto de Fj, concluimos que
Jr = OF,. Portanto (i) esta provado.

Para provarmos (ii), assumimos que Fj é uma componente completamente invariante
com nimero de conectividade ¢ e denotamos as componentes do complementar de Fj
por Ej,...,E.. Pela proposicao 3.2.6 em [2], existe m tal que cada componente E; ¢é
completamente invariante sob R™. Como Jg é infinito, um dos £; digamos F, é infinito.
A minimalidade de J(R™) implica que o mesmo esta em FEj, e assim

J(R) = J(R™) C E,.

Por (i), cada E; encontra Jg; assim ¢ = 1 e (ii) segue.

Para provar (iii), observe que Fy = Jgr U Fy. Como o fecho de um conjuno conexo
é conexo, F, é conexo. Pela proposicao as componentes do complementar sao
simplesmente conexas e como essas componentes sdo componentes de Fg, exceto Fp, (iii)
segue. Agora, como a fronteira de um conjunto é conexa se e somente se o conjunto for
simplesmente conexo,e por (i), segue (iv). O
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Corolario 3.18. Seja R uma funcao racional de grau > 2. Suponha Fr conexo, entdo:

i) Fr € simplesmente conezo e Jg é conexo; ou

ii) Fr € infinitamente conexo e Jg tem wm nimero infinito de componentes.

Um ponto fixo que é repulsor ou parabélico, com multiplicador igual & 1, é dito ponto
fixo de repulsao fraca.

Dizemos que um conjunto X C C separa dois conjuntos A, B C C se A e B estao
contidos em componentes conexas diferentes de C'\ X.

Teorema 3.19. Seja R uma funcao racional de grau > 2. Entao:

i) Se R tem uma bacia atratora ou uma bacia parabdlica que ndo sao simplesmente
conezxas, entdao existem dois pontos fizos de repulsao fraca que sao separados por
uma orbita da bacia.

ii) Se R tem um anel de Herman, entao existem dois pontos fizos de repulsio fraca que
sao separados por uma orbita do anel.

ii1) Se D € uma componente conexa de Fatou (Fr) tal que D ndo é simplesmente conexa
e f(D) € simplesmente conezxa, entdo toda componente de C\ D contém um ponto
fizo de repulsao fraca.

Demonstragao. Ver referéncia [12], pagina 258. ]

Teorema 3.20. Se o conjunto de Julia (Jg) de uma fun¢do racional R é desconexo,
entao existem dois pontos fixos de R tal que cada um deles € repulsor ou parabolico, com
multiplicador 1, e pertencem a diferentes componentes do conjunto de Julia(Jg).

Demonstracao. Suponha Jr desconexo. Entao existe uma componente de Fr que nao é
simplesmente conexa. Se uma componente periddica nao é simplesmente conexa, entao
os itens (i) ou (ii) do Teorema anterior se aplica. Se todas as componentes periddicas
sao simplesmente conexas, existe uma componente U pré-periddica de modo que U nao é
simplesmente conexa e R(U) ¢ simplesmente conexa. Portanto, (iii) do Teorema anterior
se aplica. De qualquer maneira, existem dois pontos fixos repulsores que sao separados
por Fkg. O

Teorema 3.21. Seja R uma funcao racional de grauv = 2 e seja zy um ponto fizo
(super)atrator de R. Se todos os pontos criticos de R estao na bacia de atracdo imediata
Ao(20), entao Jr € um conjunto de Cantor.

Demonstra¢ao. A prova do teorema pode ser vista com detalhes em [2], pagina 227. [



Capitulo 4

Conexidade do Conjunto de Julia de
Funcoes Racionais

4.1 Componente Completamente Invariante

Considere uma fungao racional R : C — C da forma

d1
R(z)szgjz; j
Q=2 d2 ’
ijzj

onde P e Q sdao polinémios que nao possuem fator comum.

Seja Dy(z0) = D, (20) onde D,(20) = {2;| 2 — 20 [< r} C Ao(20). No caso que zp = o0
temos que Do(z9) = C\ D, = {z;| z |> r}. Denote por Dy;1(2), k € N, a componente
conexa de R™1(Dy(z9)) que contém zy. Observe que Dy, (z) C Dyy1(20) e U Dg(zp) forma

k=0
uma exaustao regular de Ay(2o).

Escreveremos Dy, em vez de Dy(zo) sempre que estiver claro qual ponto fixo esta sendo
considerado.

Lema 4.1. Seja zg um ponto fixo atrator de R. Entao:

a) O nimero de conectividade mp, satisfaz :

i) mp,., =mp, ,veN.

i) Se mp, > 2 entao mp, ., > mp, , para todo v > k.

45
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b) As sequintes relagdes sio equivalentes :

i) Ao(zo) € simplesmente conezo ;
ii) D,(z0) € simplesmente conexo , v € N ;

iii) kp, =rp,+1,v=1,2,..., onde kp, € o grau topdlogico e rp, € o nimero de
pontos criticos em D,,, contados com multiplicidade.

Demonstragao.  a) 1) Segue da Defini¢ao de D, .

ii) Considere R : D, — D,_;. Pela Formula de Riemann-Hurwitz temos
mp, — 2= l{:Dy(mel — 2) —+ p,-

Suponhamos mp, > 2. Vejamos que rp, > 2. De fato, suponha o contrério,
ou seja, que rp, < 2. Pela Formula de Riemann-Hurwitz temos

mDIZTDI—k’Dl—{—Z

Caso rp, = 0 temos que mp, < 2, absurdo. Agora, caso rp, = 1 temos que
mp, = 3 — kp, o que implica kp, < 1, o que também é absurdo pois devemos
ter, pela observagéo kp,mp, = mp,. Portanto rp, > 2. Como D,y C D,,
rp, = 2 e mp, = 2 para todo v > 1. Dai,

(mDU - 1)(kDu+l - ]‘) + TDI/+1 > O

donde segue o resultado.

b) (i) < (ii) Segue do Lema [3.14]

(11) < (i1i) Segue diretamente da Formula de Riemann-Hurwitz.

O

Do lema anterior, temos que mp, = 1 para todo v ou mp, — 00 se v —> 00, OU
seja , a bacia de atracao imediata de um ponto fixo atrator é simplesmente conexa ou é
infinitamente conexa. Dai , se Ag(zp) for infinitamente conexa , Jg é desconexo, ou seja,
se existe k > 1 tal que o niimero de pontos criticos contidos em Dj(2p) é pelo menos igual
ao nimero de pré-imagens de zp , contadas com a multiplicidade, Ji é desconexo.

Teorema 4.2. Seja R uma funcao racional de grau d > 2 e seja zg um ponto fixo atrator.
Suponhamos que exista U € N tal que Dy(zy) seja simplesmente conexo contendo todas as
d pré-imagens de zy. Entiao Jr € conexo se, e somente se, A(zy) contém exatamente d— 1
pontos criticos.

Demonstracao. (<) Note que se existir 7 € N tal que D;(z9) C Ao(z) contém
todas as d pré-imagens de zp entdao Ag(zg) = A(zp) e, além disso, é uma componente
completamente invariante de Fg. Pelo Teorema todas as outras componentes de
FRr sao simplesmente conexas. Mostraremos que A(zp) também é simplesmente conexa.
Considere R : Dy — D,_;. Como D é simplesmente conexo e D,_; C D;, pelo Lema
mp,_, = 1. Dai, segue pela Formula de Riemann-Hurwitz que rp, = d — 1, ou seja,
D; contém exatamente d — 1 pontos criticos. Se nenhum outro ponto critico adicional

o0
estiver em A(zg) nao estard em nenhum D, pois A(zy) = U D, (zo) e assim pela Formula

v=1
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de Riemann-Hurwitz todos os D! s sao simplesmente conexos. Segue, pelo Lema ,
que Ap(zo) é simplesmente conexa o que implica A(z) simplesmente conexa. Logo Jg é
conexo.

(=)Se existir algum ponto critico adicional em Ay(zp) que nao esta em D,, pela

observacao anterior, Jr é desconexo. O
. ag, P ~ oA a .
Teorema 4.3. Seja R = dé , onde P e @) sdo polindmios moénicos de grau di e do,

respectivamente, tal que d; > dy + 2. Suponha que P possua todas as suas raizes em D,
e @ possua todas as suas raizes em {ry <| z |[< 13} onde 0 < 1y < ry < rs;. Se 0s raios
satisfazem:

el o,
1 Y

(rg —r)™

entdo A(oco) = Ag(oo). Além disso , se todas as raizes de P e Q) sao simples e estdo nos
intervalos (—r1,71) € (ro,r3] , respectivamente , ag, € R e R([—r1,m]) C [—r1,71], entdo
Jr € conexo.

Demonstragao. Afirmamos que |R(z)| > |z| para |z| > ry . De fato, como as raizes de
P estdo em D, e as raizes de Q estdo em {ry <| z |< 73} entdo |P(2)| > (Jz] — )% e
|Q(2)| < (]z| + 7r3)%. Observe ainda que (|z| — r)®™ > (ry —r)® e |2](|z] + r3)% >
ro(rg + 73)%2. Dali, segue que

[BG) _ JaallPG _ laa|(z] =)™ laa[(r = )"

= > 1.
|| Q) al(z[ +r3)= — ra(ra + )%

Agora, observe que R"(z) — oo, | z |> . Com efeito, se R"(z) - oo, R"(z) ¢é
limitada e, portanto possui subsequéncia convergente. Suponhamos R™ uma subsequéncia
convergente de R"(z) com lim R"™(z) = zy, | 29 |> re. Dai, R( lim R™(z)) = R(z).

nj—r00 nj—00

Mas, por outro lado, R( lim R"(z)) = lim R™"(2) = 2. Assim, | R(z) |=| 2 |, 0
n;—00 n;j—00

que é absurdo, pela afirmacdo acima. Portanto R"(z) — oo, | z |> 75 e todos os podlos de
R estao em Ay(oco) donde concluimos que A(oco) = Ay(o0).

A seguir, mostraremos que A(oo) contém exatamente d; — 1 pontos criticos. Como,
por hipotese, todos as raizes de P e ) sao simples e localizadas em (—ry,ry) e [rg,r3),
respectivamente, podemos escrever

P(z) = (z —wi)(z — wy)...(z — wy,)

Q2) = (z = a)(z = ¢2)--(2 — 4ur)
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onde P(w;) =0 e Q(g;) = 0.
Observe que
P/Q _ PQ/
L TR

e seu grau é di; + do — 1. Dai, co é uma raiz de R’ de multiplicidade d; — dy — 1.

R'(z)=a

Considere o numerador de R’ com a4, € R,. Note que o numerador de R’ pode ser
escrito como:

(PQ—-PQ") = [(z—wy)(z—wg) + ..+ (z —wy)..(z — way—1)] Q
— [z=q). .. (z—wg)+ ...+ (z—q1)...(2 — qay—1)] P.

Dai, conclui-se que R’ possui uma raiz entre duas raizes consecutivas de () e uma raiz
entre a maior raiz de @ e o infinito. Portanto A(co) possui dy —dy —1+ds = dy — 1 pontos
criticos. Também conclui-se que R’ possui uma raiz entre duas raizes consecutivas de P,
ou seja, R possui d; — 1 pontos criticos em [—7r1,71]. Como R possui no maximo 2d; — 2
pontos criticos, entdao A(oc) possui exatamente d; — 1 pontos criticos. Pela invariancia de
R em [—ry,71] e pelo Teorema Jr é conexo.

]

4.2 Conexidade da Bacia de Atracao e do Conjunto de
Julia

Na secao anterior apresentamos resultados que garantem a conexidade do conjunto de
Julia quando A(zp) = Ap(z0). Nesta secao, ao contrario da segdo anterior, apresentamos
resultados que garantem a conexidade do conjunto de Julia mas A(zy) = Ao(z9) nao ¢é
necessariamente satisfeito.

Seja w pré-imagem de zg sob uma fung¢ao racional R. Entao definimos U1 (2q,w)
como sendo a componente de R™'(Dy(z)) contendo w. Observe que Uy(zo,2) =
Dy (20). Se wy,ws, ..., w; sdo pré-imagens de zg, U,(zo,w1), ..., Up(z0,w;) s@o disjuntos
e Upi1(z0,w1) = ... = Upi1(20,w;) entao dizemos que esses conjuntos se fundem.
Denotamos por WF(z) a j-ésima componente de R™"(Dg(z)) com a convengao W' (z) :=
Dk<ZO).

Quando estiver claro qual ponto fixo zy esta sendo considerado, escreveremos Dy, em
vez de Dy(z), Up(w) em vez de Ug(z0, w) e W} em vez de WF(z).

Definicao 4.4. Seja zy um ponto fixo atrator de uma funcao racional R. Dizemos que
um ponto z tende a zy via uma pré-imagem de zg se houver uma iteracao de z que estd
em algum Ug(w) antes de estar em Dy, isto é, existem j € N, w # 2o tal que R(w) = 2
e k tais que

Ri(z) € Ux(w) # Dy.
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No caso zyg = oo dizemos que z tende ao oo via um polo.

Lema 4.5. Seja 2y wm ponto fizo atrator e seja A uma componente de C \ Uj W1 (z0)
para algum n € N. Entao R*(AN Jg) = Jg.

Demonstragdo. Defina W™ = J; W}'(2). Suponha que exista um ponto z; € Jg tal que
21 ¢ R"(AN Jg). Por uma composi¢io com uma Transformagdo de Mdbius, podemos
supor zp = 0 e 21 = oo. Da defini¢ao de W' e de Dy = D,.(0) = {2;] 2 |< r}, segue que

| R*(2) |<r, z€ W™

Por hipotese, oo e todas as suas pré-imagens estao em Jg. Além disso, co ¢ R"(ANJg) e
portanto oo ¢ R"(A), pois, caso oo € R"(A) existiria z € A tal que R"(2) =0 e z € Jg.
Dai, co € R"(AN Jg), o que é contradicdo. Como oo ¢ R™(A) nenhum polo de R esta
em W" U A. Entao R" é holomorfa em W™ U A.

Note que W™ U A = int(W™ U A). Com efeito, se z € int(W" U A), existe € > 0 tal
que B(z,e) C WnU A, ou seja, B(z,e) C W™ ou B(z,e) C A. Se B(z,e) C A, é 6bvio
que z € W™ U A. Por outro lado, se B(z,e) C W" entdo B(z,e) C W™ U W". Caso
B(z,e) C W™, z € W"UA. Caso contrario, B(z,e)N AU (C\ (W"UA)) # (. Ou ainda,
B(z,e)NA #0ou B(z,e)N(C\(W"UA)) # 0. Mas B(z,e)N(C\ (W"UA)) # 0 contraria
o fato de R™ ser holomorfa em W™ U A. Portanto z € W™ U A. Agora, se z € W™ U A,
entdo z € W™ ou z € A. Se z € W™ é obvio que z € int(Wn» U A). Se z € A entdo
z € intA ou z € 0A. Caso z € intA é evidente que z € int(Wn U A). Caso contrario, se
2 € DA, para todo € > 0 temos que B(z,e) N W™ # () ou B(z,e) N (C\ (W™ U A)) # 0.
Mas B(z,e) N (C\ (W"UA)) # 0 contraria o fato de R" ser holomorfa em W™ U A. Logo
z €int(WnUA).

Como W"UA = int(WnU A) e R" é holomorfa em WU A, pelo Principio do M6dulo
Méximo temos que R" assume valor maximo em 0(W" U A), ou seja, | R"(z) |[<r, z €
Wn U A, em particular, para todo z € A. Portanto se z € A também pertence a W", o
que é contadicao.

O

Lema 4.6. Sejam Ay, ..., A, C Fr dominios disjuntos tais que em cada componente de
C\ U;:1 A, existe pelo menos um ponto de Jg. Seja A um dominio tal que A C Fp e
T

U A; C A, entao

j=1

T

ma = (ZmAj) —(r—1).

Jj=1

Demonstragao. Primeiramente construiremos um conjunto B,, nao necessariamente
conexo, tal que C\ A C B,. Seja B um conjunto qualquer. Denotamos por n.(B)
o niamero de componentes conexas de B. Defina By = C, de modo que n.(By) = 1.
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Indutivamente, tome B; = B;_; \ A;. Observe que os conjuntos B, sdo fechados e que B,

J
pode ser escrito como B; = C \ U Ay
k=1

Note que n.(B;) = n(B;j_1) + ma, — 1. Dalf,

ne(By) = ne(Br_1) + ma, — 1 =n(Br_2) +ma,_, +ma, —2=...=

ma, +..+ma, —r+1= (ZmAj) —(r—1).
j=1

'
Como cada componente de B, = C \ UA]- contém elementos de Jg e C \A C B,
j=1
concluimos que cada componente de B, também contém pontos de C\ A. Dai C\ A
consiste em pelo menos n.(B,) componentes tais que

ma = n.(B,) = (ZmA].) —(r—1).

]

Teorema 4.7. Seja zg um ponto fizo atrator de uma funcao racional R. Entao Agy(2o)
¢ simplesmente conexa se, e somente se, existe Dy(zg) simplesmente conexo, v € N,
tal que todos os pontos criticos que nao estao em Dy(2p), ou nunca entram em Ag(zo)
ou tendem & zo, via uma pré-imagem de zy que nao estd em Dy(zy). Nesse caso,

deg(R, Ao(20)) = deg(R, Dy(20)) = rp, — 1.

Demonstragao. (=) Suponhamos que Ag(zp) seja simplesmente conexa. Pelo Lema ,
D, é simplesmente conexo, para todo v € N. Tome © € N tal que D; contém todos os
pontos criticos de R que estdao em Ap(zp). Entdo todos os pontos criticos restantes nunca,
entram em Ag(zp) ou tendem & zy via uma pré-imagem de zy que ndo esta em Ag(z) e,
portanto, ndo estd em D;. Agora, como todos os D! s sdo simplesmente conexos e D
contém todos os pontos criticos em Ag(2g), pela Formula de Riemann-Hurwitz temos

deg(R, Dy) = deg(R, Ao(20)) = rp, — 1.

(<) Agora, a idéia é mostrarmos que os pontos criticos que nao estdo em D; nao
podem estar em Ag(zp). Sejam cq,...,¢; 0s pontos criticos que tendem & zp via pré-
imagens w., ¢ D, e seja z.,, € {c1,...,¢;}. Observe que se z.,, € D,, v > U, entdo
D, = U,(w;), w; ¢ Dy e, se D, ndo se funde a nenhum U,, para todo v > », entdo
2, ¢ D,. Logo se D, nao se funde a nenhum U, para todo v > ¥ entao z.,, ¢ D, e
deg(R,D,) = rp, — 1. Portanto, D, é simplesmente conexo para todo v € N. Segue do
Lema que Ag(zp) é simplesmente conexa. Agora, se D, se funde a alguns U/ s, ou seja,
existe v > 1 tal que deg(R, D;) = deg(R, D,) (o que implica D, simplesmente conexo),
D, # U,(wy) # ... # Uy(wy) mas D,y1 = U,p1(wy) = ... = Uyy1(w),) e o restante dos
U,.1 sao disjuntos de D, 1, entao R nao possui ponto critico em
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Dy \ (D | U (wy)).
Logo
TDysr = Tp, + ZTUV(“JJ‘)-
E, obviamente

A
kDu+1 =kp, + Z ku, (wj)'

j=1
Pela Féormula de Riemann-Hurwitz temos
R:U,(wj) = D,y 0 Mu,wy) — 2= —ku, ;) + TU, (w))-
R:D,— D,y : mp, —2=kp,(mp, , —2)+7rp, = —1=—kp, +7p,.

Considere R : D,.1 — D,. Pelo o que foi mostrado acima e pela Formula de Riemann-
Hurwitz temos que

mp,,, =2 = —kp,, +7p,4,

= —(kp, +Y_ kv, (w) +rp, + Y _ 1y, (w))

Jj=1 J=1
= —1+ Z(mUI/(wj) — 2)

Dai, segue que

mD,,+1 Z mUV w] 2)\ — 1 Z mUV(w]) 1)

Pelos Lemas e temos que

A
Dyi1 Z § mUy(w] - - 1)7
J=1

o que ¢é contradicao. Portanto, para cada v > ©, D, nao se funde & nenhum U, e D,
contém o mesmo nimero de pontos criticos que D;. Logo cada D, é simplesmente conexo,
o que implica Ap(zp) simplesmente conexa e deg(R, D;) = deg(R, Ao(20)) = 7p, — 1.

]
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Teorema 4.8. Sejam R uma funcao racional e zo wm ponto fizo atrator. Suponha D, (2),
vy € N, simplesmente conezo e que os pontos criticos ci,...,c; em A(zy), que nao estio
em Ao(z0), tendem a zy via pré-imagens de zy que nao estao em D, (zy). Suponha que
existe sz(zo), w=1,....,n; tal que

i) sz (z0) sao disjuntos;

ny
ii) Cada ponto critico ¢y, ...,c; tem uma iteragio em U Wk (20);
p=1

iii) Eriste 1 < ky < k tal que para todo 1 < v < my
RM(W (20)) = D1, (20) €
RMZY W (20)) N Ao(20) = 0.

iv) Cada W]ﬁ(zo) contém no mdzimo deg(R, W]ﬁ(zo))—l pontos criticos. Nenhum outro
ponto critico entra em, I/VJ’“H no mesmo numero de iteradas.

Entao A(z) é simplesmente coneza.

Demonstragao. A idéia da prova é mostrarmos que Ag(zp) é simplesmente conexa e que
cada componente U de A(zy) também o é. Como todos os pontos criticos que nao
pertencem a D, tendem & z, via pré-imagens que nao estdo em D,,, pelo Teorema [4.7]
Ap(z0) e todos os D,, sdo simplesmente conexos e todos os pontos criticos que nao estao
em Dl,0 nao estao em Ag(zp). Seja z. um ponto critico em R~ kl(Ao(Zo))\Ag(Zo) Entao

2. € U Wk e z. ¢ R7MT1(Ap(20))\Ao(20). De fato, suponha que z. U W;z. Por (ii)

pn=1 pn=1
deve exitir t > 1 tal que

ng
R'(z) e | W}
pn=1

Como 2z, € R (Ap(20))\Ao(20), B* (z.) € Ap(20). Logo

RY(R ™ (z)) = RO (R (%)) € Ao(20)

ng
o que é contradigao com (iii). Portanto z. € U W]ﬁ e 2. & R7F1(Ag(20))\ Ao(20)-
pn=1

Considere R* : Wﬁ(zo) — Dg_1,(20). Como todos os D,, sdo simplesmente conexos,
pela Formula de Riemann-Hurwitz e por (iv) segue que

mwfu - 2 — _k‘WJIL + ijlfu = mwfu - 2 g —kwjk# + kWJ]L — 1 = mwjk“ — 1,
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ou seja, Wﬁ; é simplesmente conexo, para todo p=1,...,n,.

Seja U uma componente de R~"%1(Ay(20))\ Ag(20). Como vimos anteriormente, U nio
possui pontos criticos. Pela Formula de Riemann-Hurwitz segue que my = ky = 1, isto é,
U é simplesmente conexo. Portanto todas as componentes de R~%171(Ay(z)) o sdo. Além
disso, em cada componente de R™"1(Ay(20))\Ao(20), R deve ser injetiva, de modo que,
em tal componente existe apenas uma pré-imagem VV;“‘1 de Dj_g,. Vejamos que W}Z, W=
1,...,ny, estdo em diferentes componentes de A(zp). Suponhamos o contrario, ou seja, que
existe Wﬁ, W]@, o W]{z, o < ny, que estdo na mesma componente U de A(zp). Como cada
W ¢ levado por R para R™*!(Ay(20)) entdo, como cada componente de R™*1%1(Ay(2))
¢ simplesmente conexa e contém apenas um W, R(WF) = .. = RWE)=Wi cV,

4 . ky:1
onde V' é uma componente conexa de A(zg). Assim temos que, R : U == V com

ky > Z deg(R, W;Z) Pela Formula de Riemann-Hurwitz

p=1

my —2=—ky+ry com ry < Zdeg(R, Wyr)—1.

p=1

de onde segue que m, — 2 < —o, 0 < 2. Portanto todos os W]i estao em componentes
distintas de A(zp) e implica que deg(R, WJ";) —1=deg(R,U) — 1.

Por (iv), se R"(c;) € WF e R™(cp) € Wfﬁ, ¢ # cm ouse R"(¢) € WS e
R™(cp,) € WJZZ, a # (. Dai, ¢; e ¢, nao podem estar na mesma componente de
A(zp), ou seja, ¢;, i =1,...,1, é o nico ponto critico em sua componente. Portanto, cada
componente U de A(z) hi exatamente um ou exatamente deg(R, W} )—1 = deg(R,U)—1
pontos criticos. Em ambos os casos ha exatamente deg(R,U) — 1 pontos criticos em U.

Seja U C A(z) uma componente simplesmente conexa, e seja V tal que V = R7'(U).
Pela Formula de Riemann-Hurwitz segue que my = 1, ou seja, que V é simplesmente
conexo. Portanto todas as componentes de A(zg) sdo simplesmente conexas.

]

Teorema 4.9. Seja R uma funcao racional e sejam z1, ...,z seus pontos fixos atratores.
Suponha que todos os pontos criticos sejam estritamente pré-periodicos ou estao em

I
U A(zj) e cada A(z;),j = 1,...,1 satisfaz :

Jj=1

i) Eriste um v; € N tal que D, (z;) € simplesmente conexo e todos 0s pontos criticos
em A(z;) que ndo estao em D, (z;) tendem a z; através de pré-imagens de z; que
ndo estio em D, (z;).

ii) As condigoes i, ii, iii e v do Teorema sao satisfeitas para cada z;.

Entao Jr € conexo.
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Demonstracao. Pelo Teorema A(zj) é simplesmente conexo para cada z;. Como

qualquer outra componente de Fr deve conter um ponto critico periédico ou um ponto
L. L. . . L. ~ l N

critico com Orbita infinita e todos os pontos criticos estao em szl A(z;) entao Fp =

! < )
Uj:1 A(z;). Portanto todas as componentes de Fp sdo simplesmente conexas e Jp é
conexo.

O

4.3 Conexidade Especial

Teorema 4.10. Seja R uma funcao racional pds-critica finita, entao Jr € conero.

Demonstracao. Como R é pos-critica finita, pelo Teorema [2 R possui apenas ciclos
superatratores. Seja z; um ponto peridédico em algum dos Clclos superatratores de R.
Tome m tal que cada z; é ponto fixo de R™. Observe que a propriedade de que todos os
pontos criticos sdo (pré)periodicos ndo é alterada uma vez que os pontos criticos de R™
sao os pontos criticos de R. Dai, pela invariancia de Fg, ou seja, Fr = Fgm, podemos
considerar que Fi consiste apenas de bacias de atracao de pontos superatratores.

Seja zp um ponto fixo superatrator. Mostraremos que A(zy) é simplesmente conexa.
Note que qualquer ponto em A(zy) que sob alguma iterada de R nao é mapeado para z
possui 6rbita infinita. Como R é pds-critica finita, todos os pontos criticos em A(z) sdo
mapeados sob alguma iterada de R para zy. Vejamos que Ag(zp) é simplesmente conexa.
Seja Dy(zp) tal que a unica pré-imagem de zo em D;(zg) seja o proprio zg, 0 que implica,
D, simplesmente conexo. Como todos os pontos criticos em A(zg) sdo pré-imagem de 2
sob alguma iterada de R, todos os pontos criticos que nao estao em D; sao levados para
algum w; € R~ '(z)\ {20} e, portanto, tendem a zy via pré-imagem que nio esta em D;.
Dai, pelo Teorema Ap(20) é simplesmente conexa. Além disso, como devemos ter
deg(R, Ao(20)) = deg(R, D1) = rp, — 1, 29 & a tnica pré-imagem de zo em Ag(zp).

Seja U uma componente simplesmente conexa de A(zy) contendo apenas uma pré-
imagem de zj, contada com a multiplicidade. Seja V uma componente de R™(U).
Considere a Formula de Riemann-Hurwitz para R: V — U. Logo

mv—2:—kv+rv.

Se ry = 0 entdao my = ky = 1, ou seja, V' é simplesmente conexo e contém apenas uma
pré-imagem de zp. Suponhamos que exista p > 1 pontos criticos em V' com multiplicidades
r1,...,7, tal que ry = r; + ... +r,. Como todos esses ;1 pontos criticos sao eventualmente
mapeados para zp € como existe apenas uma pré-imagem wy de zo em U concluimos que
todos os p pontos criticos sao mapeados para wy. Portanto,

Zr]—l—l =71y + M.

Jj=1

e implica que
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my —2< —ry —pi+ 1y = —[.

Logo my = p=1e ky = ry + 1, isto é, existe apenas uma pré-imagem de zy em V
e V' é simplesmente conexo. Portanto todas as componentes de A(zp) sdo simplesmente
conexas contendo no maximo um ponto critico e, além disso, todas as componentes de Fr
sao simplesmente conexas e Ji é conexo. O

Teorema 4.11. Seja R uma funcdao racional de grau > 2 tal que Fr nao tenha anéis de
Herman e em cada componente de Fg exista no mdzimo um ponto critico, contado sem
multiplicidade. Entao Jg € conexo.

Demonstracao. A idéia da prova é mostrarmos que todas as componentes do conjunto de
Fatou (Fg) sao simplesmente conexas.

Como Fr nao possui anéis de Herman basta verificarmos os seguintes casos:

i) Suponha que Fg tenha um disco de Siegel U. Por defini¢ao, U é simplesmente conexo.
Se qualquer pré-imagem V de U contém um ponto critico com multiplicidade r entao
ky > r 4+ 1. Mas, por hip6tese, nao existe outro ponto critico. Entao a Férmula de
Riemann-Hurwitz mostra que

my —2=—ky+r<—-1=my=1

e que ky =r+ 1. Logo V é simplesmente conexo.

Como V é tomado arbitrariamente, concluimos que todas as pré-imagens de U sao
simplesmente conexas.

ii) Suponha que Fg tenha um ciclo de Siegel. Entao cada componente U do ciclo de
Siegel é simplesmente conexa. Assim, como no caso (i) mostra-se que todas as suas
pré-imagens sao simplesmente conexas.

iii) Suponha que R tenha um ponto fixo atrator ou um ponto fixo indiferente racional
com derivada igual & 1. Como cada bacia de atragao imediata contém pelo menos
um ponto critico e, por hipétse, cada componente de Fg contém no maximo um
ponto critico, Ag(zp) deve conter exatamente um ponto critico. Pela defini¢do de
Do(2), 0 mesmo é simplesmente conexo. Suponhamos que exista n > 0 tal que D,
seja simplesmente conexo.

a) Considerando a Formula de Riemann-Hurwitz para R : D, 41 — D,, temos
que, se D, 1 nao possui ponto critico entao

mp —2:—]€Dn:>mp =1,

n+1 n+1

ou seja, D,y é simplemente conexo, para todo n. Portanto Ay(zp) também o
é.
b) Se D,.1 contém um ponto critico com multiplicidade r entao kp > r+ 1.
Pela Féormula de Riemann-Hurwitz

n+1

Mmp,y, — 2= _an+1 +r<—-1= MDpy = 1.

Logo D,,11 é simplesmente conexo, para todo n. Portanto Ay(z) também o é.
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Para mostrarmos que todas as componentes da bacia de atacao A(zp) sdo
simplesmente conexas basta considerarmos U C  A(z)) uma componente
simplesmente conexa e V = R~ (U) e como nos passos a e b concluimos o desejado.

iv) Suponha que Fr contenha um ciclo atrator ou um ciclo indiferente racional onde
as componentes da bacia de atracao imediata tem periodo n. Seja zp um ponto
periddico de periodo n neste ciclo. Tome Dy considerando zy ponto fixo de R™.(No
caso de um ciclo indiferente basta considerar R*", para algum p, tal que 2y é ponto
fixo e tomar a componente invariante apropriada de Ag(zp))Do é simplesmente
conexo pela definigdo. Tome a sequéncia (Dy, Dy, ...) das pré-imagens sucessivas
de Dy dentro do ciclo, com D(_1), C Dyy, para todo k > 1. Como no caso
(iii), vemos que todos D,, sdo simplesmente conexos e, portanto, a bacia de atragao
imediata e, em consequéncia, todas as componentes da bacia de atracao deste ciclo
sao simplesmente conexas.

Portanto, todas as componentes de Fr sao simplesmente conexas e Jg é conexo. O

Corolario 4.12. Seja R uma funcao racional de grau 2. Entao Jg € conexo se e somente
se cada componente de Fr contém no mdrimo um ponto critico.

Demonstra¢ao. (=) Suponha Jr conexo. Entdo todas as componentes de Fg sdo
simplesmente conexas. Sejam U e V duas componentes de Fr. Seja r o nimero de
pontos criticos de R em U. Considere R : U — V e suponha ki, onde ky € {1,2}.
Riemann-Hurwitz mostra que ky = r 4+ 1. Dai, temos as seguintes possibilidades:

1) Ky=1er=0;
2) Ky=2er=1.

Em ambos os casos, U contém no maximo um ponto critico.

(<) Suponha que todas as componentes de Fr contém no méaximo um ponto critico.
Como mostrado em [I3], toda func¢do racional quadratica ndo possui anéis de Herman.
Portanto, pelo Teorema [4.11, Jr é conexo. O

Teorema 4.13. Se uma funcdao racional R tiver apenas um ponto fixo que € repulsor ou
tem multiplicador 1 entao Jr € conexo.

Demonstracao. Consequéncia do Teorema |3.20 O

Exemplo 4.14. Sejam p : C — C um polindmio complexo nao constante e N, : C—C
uma extensao continua da fungao

p(2)

75 et )T 0)

Zr— zZ—

para C. 4 fungao racional N, induzida pelo polinomio p é chamada fungao de Newton de
p. Observe que os pontos fizos de N, sao: Fiz(N,) = p~1(0) U {oo}. Note aind que,
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p(2)p"(2)

M) =)

e que 0o € o Uunico ponto fizo repulsor de N,. Portanto, pelo Teorema Jn, € conexo.

Figura 4.1: Conjunto de Julia para a funcao de Newton induzida pelo polinémio
p(z) =zt —1.

4.4 Conexidade do Conjunto de Julia para uma familia
cubica

Proposicdo 4.15. Seja R(z) = ¢(2® —2)/z, ¢ € R\{0}. Se —v/2,/3 < ¢ < 2,/3 entio

Jr € conexo. Caso contrdrio, Jg € um conjunto de Cantor.

Demonstracao. Os pontos fixos de R sao

_ 1t+i+a
20 = 3¢ )
2= (1 /B)a
21 = 6c 9
21208 _(114\/3)a
Z9 = .

6c

onde a = f/l +27¢3 4+ 3,/c3(6 + 81c3).

A derivada de R é

32 — 2 +2¢  2¢(2°+1)
22 B 22

R'(z) =

tal que seus pontos criticos sao
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Zeg = —1, 2ep = €3, zo5 =73, 204 = 00.
Observe que R(e*™*/3z) = e 2" 3R(z), k € {1,2} . Dai,
R(_l) — R(eiﬂ') — R(627ri/36i7r/3) — efQﬂik/SR(eiﬂ’/S).

Portanto é necessario considerarmos apenas o ponto critico z.; = —1 pois os outros dois
pontos criticos finitos devem ter as mesmas propriedades devido & simetria de R (& saber
R possui uma simetria do tipo rotacao de %”) Observe ainda que, como os coeficientes de
R sao reais, a orbita de —1 esta contida em R. Como discos de Siegel e anéis de Herman
estao contidos no fecho da 6rbita dos pontos criticos, pela simetria de R, o conjunto de
Fatou Fr nao os pode conter.

Seja z € {zo, 21, 20}. Entdo

R() = BZ-F-2) 55

z2

Caso 1:(c < 0) Note que R é crescente no intervalo (—oo, —1) e decrescente em (—1,0)
e em (0,00).

Subcaso 1.1 :(c < —+/2,3) Observe que, neste caso, o« < —1 e z > 0, ou seja, R
ndo possui nenhum ponto fixo em R~ de modo que (—o00,0] C Ap(oc0). Portanto todos os
pontos criticos estao em Ay(co). Logo, pelo Teorema Jr ¢ um conjunto de Cantor.

Subcaso 1.2 :(c = —v/2,3) Neste caso, @ = —1 e os pontos z; = 2z, = —v/4 tem
derivada igual & 1, ou seja, sao pontos fixos indiferentes.

Subcaso 1.3 :(—\3/5/3 < ¢ < 0) Note que R possui dois pontos fixos p e g tais que
p < —v4 < q<0.FE, ainda lim,__,op = —o0, lim,_,qq = 0. Dai

5/ 2
egl=ea<lel Vic 2uiz 2

Logo
R(q)=3cg—1€(-11)

ou seja, ¢ é um ponto fixo atrator. Pela simetria de R, g™ e ge="3 sdo dois ciclos
periodicos atratores de perfodo 2 e em Ag(q) e Ao({ge’™ 3, gqe="3}) deve ter um ponto
critico de R. Portanto, em cada componente de Fatou Fr existe no maximo um ponto
critico. Dai, pelo Teorema Jr € conexo. No caso em que (¢ = —\3/5/3) também
pelo Teorema [.11] concluimos que Jg € conexo.
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Caso 2 :(c > 0) Observe que R é crescente em (—1,0) e em (0,00) e decrescente em
(—o0, —1).

Para ¢ > 0 é facil ver que zg € R" e zy, 29 s20 complexos conjugados. Note que

1
R'(20) =3czp—1=—=+4a > 2,
o

ou seja, zp € um ponto fixo repulsor.

Seja z € C. Vejamos que | R(2) |>| z | quando | z |> 2zo+€, € > 0. De fato, suponhamos
o contrério, ou seja, que | R(z) |<| z | quando | z |[> zp + ¢, € > 0. Seja = € R tal que
x> 29 +e. Logo x > 0. Como R é crescente para > 0, R(x) > R(z0+¢) > R(20) = 20
e por suposi¢ao x > R(z) entao

x> R(z) > R*(z) > ...> R"(x) > ...,

isto ¢, R"(z) — 20 0 que & absurdo pois 2y ¢ um ponto fixo repulsor. Portanto | R(z) [>] 2 |
quando | z [> zp+¢€,e>0e C\ D, 4. C Ap(c0).

Subcaso 2.1 :(c > 2,/3) Neste caso, R(z) > z, para todo z € (—o0,0] de modo que
(—00,0] C Ap(co) e todos os pontos criticos estdo em Agy(oo). Portanto, pelo Teorema

Jr € um conjunto de Cantor.

Subcaso 2.2 :(c = 2,73) Note que R(—1) = zy = 2. Portanto todos os pontos criticos
finitos sao pré-periddicos com oOrbita finita. Logo, pelo Teorema 4.10, Jg é conexo.

Subcaso 2.3 :(0 < ¢ < 2,73) Temos que z5 > 2 e zg — oo quando ¢ — 0. Pelo gréfico
da funcao R quando z € R vemos que o ponto fixo zy possui duas pré-imagens distintas
de si mesmo, ou seja, existem ay < a; < z tais que a; = R7(2) e ag = R *(2).
Seja a3 = R7'(ay). Pelo grafico vemos que az € (0,2). Como z, € Jg, segue que
ai, as,as € JR.

Seja U; = U;(0) = U;(00,0). Como zy € Jg, segue que ay,as,a3 € Jr e obviamente
(a1,0] C Uy C Uy e (0,a3) C Us 0 que implica que (ay,as) C Us.

Seja z € (ag, z0). Pelo grafico podemos ver que z € U, ou R(z) € (ag, 20), ou seja, a
Orbita de todos os pontos em (ag, zp) permanecem limitadas ou tendem ao infinito via Us.

Como 0 < ¢ < 2,3 temos que
9 27¢% — 2 —2
R(-1)=——¢€ ?,2 :

Como z > 2 temos que | R*(—1) |< z. Logo —1 ¢ W} e —1 ¢ U, , ou
seja, Dg, D1, Uy, Us nao possuem pontos criticos. Dai, pela Formula Riemann-Hurwitz,
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a2 al a3 20

Figura 4.2: Grafico da fungao R(z) = ¢(2® —2),/2z para 0 < ¢ < 2,/3.

Dy, Dy, Uy, Uy sao simplesmente conexos. Além disso, Dy # Uy e Dy # Us. Dai, concluimos
que todos os pontos criticos permanecem limitados ou tendem ao oo via um poélo que nao
estd em D;. Pelo Teorema [1.7] Ag(oc) é simplesmente conexo.

Observe que Uy MR = (ay,a3) e se z € Uy NR entdo R(z) > zp ou R(z) < ay. Neste
caso, temos que

az < —1 < F < R*(—1) <2< z,
tal que R(—1) ¢ U,. Isso mostra que em Uy deve ter 3 pré-imagens distintas W3, W3, W3

1) Se R*(—1) "3 oo entdo existe u > 1 tal que R*(—1) € WP, R*(2.2) €
W3 e R*(z2.3) € W3. Logo as condigoes do Teoremaséo satisfeitas e Jp é conexo.

2) Se R"(—1) nao tende ao oo entdo as condigdes do Teorema [4.§]sdo satisfeitas e A(oo)
¢ simplesmente conexo. Como R nao possui discos de Siegel ou anéis de Herman
entdo —1 também estd em Jg, e Fr = A(co) e Jr é conexo, ou —1 é atraido por
algum ponto periddico real de periodo m (atrator ou indiferente racional). 2.2 € 2.3
devem convergir, cada um, para um m-ciclo nao real. Em cada bacia de atragao
imediata desses pontos peridédicos deve existir um ponto critico de R de onde se
conclui que cada componente de Fr possui no maximo um ponto critico. Logo, pelo

Teorema Jr € conexo.
]
Obs 4.16. A proposicao pode ser aplicada a familia Ri(z) = (23 — ¢3),/ 2, pois R e

Ry sao linearmente conjugadas, ou seja,
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Roh=hoR;

onde h(z) = z/c e cy = 2¢3.



Consideracoes Finais

Neste trabalho investigamos a conexidade do Conjunto de Julia de uma funcao
Racional R(z) = P(2)/Q(z), onde P e @ sdo polinoémios complexos nao cosntantes, e
pudemos estabelecer sobre R condi¢oes de modo que seu conjunto de Julia é conexo.
Verificamos a conexidade do conjunto de Julia em dois casos especiais, a saber, quando a
funcao Racional R é pos-critica finita e quando o conjunto de Fatou de R nao possui anéis
de Herman e cada componente de Fatou possui no maximo um ponto critico, contado
sem multiplicidade. Por fim, verificamos que o conjunto de Julia da familia cubica
R(z) = ¢(2* = 2)/z, ¢ € R\ {0}, é conexo quando v/2/3 < ¢ < 2/3 e, caso contrario, é
um conjunto de Cantor.

Apos todas investigacoes citadas acima e algumas observacbes me questionei se seria
possivel estabelecer para quais valores de ¢ € R\ {0}, o conjunto de Julia da familia
R(z) = ¢(2?— (d—1))/z, onde d é um inteiro positivo impar > 3, é conexo. No momento,
trabalhamos na busca de respostas para tal questionamento.
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