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Resumo

MAIA, Vangellis Oliveira Sagnori, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, Margo
de 2017. Invariante global de aplicagoes entre superficies fechadas e
orientadas. Orientadora: Catarina Mendes de Jesus.

O presente trabalho tem como principal objetivo estudar as aplicacoes estaveis,
entre superficies orientadas e fechadas, do ponto de vista global. Um invariante
global dessas aplicacoes sao grafos bipartidos com pesos nos vértices, que
carregam informacoes sobre a superficie de dominio, ajudando na classificacao
dessas aplicacoes. A principal referéncia em que esse trabalho se baseia é o artigo

[21], que foca a realizagdo dos grafos pelas aplica¢oes sobre n-toros.

vi



Abstract

MAIA, Vangellis Oliveira Sagnori, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, March,
2017. Global invariant of maps between closed orientable surfaces.
Adiviser: Catarina Mendes de Jesus.

In this paper, our main goal to study stable maps between closed orientable
surfaces, from the global point of view. A global invariant of these maps are
bipartite graphs with weights at the vertices, which load information about the
domain surfaces, helping to classify these maps. The main reference on which
this work is based is the article [2I], which focuses the realization of the graphs

by the maps on logs.
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Introducao

H. Whitney publicou o artigo "On Singularities of Mappings of Euclidean
Spaces. I. Mappings the plane into the plane"em 1955, que serviu de fundamento
para uma nova teoria sobre aplicacoes estaveis do plano no plano. O proprio
Whitney determinou que o germe de aplicacao de cada ponto é equivalente a um
ponto regular, um ponto de dobra ou um ponto de cispide, o que descreve os dois
unicos tipos de singularidades dessas aplicagoes.

Ao final dos anos 50 Thom (|34]) incorporou os resultados obtidos por
Whitney na nova Teoria de Singularidades. A classificacao das aplicagoes estaveis
na Teoria de Singularidades, a menos de equivaléncia, em particular a A-
equivaléncia, tem sido um dificil trabalho desde a fundamentacdo da teoria. A
busca por essa classificacao, em muitos casos, se da na procura de invariantes que
permitam a classificar a maior quantidade de aplicacoes possivel, ou até mesmo
a classificagdo completa. Em 1978, Quine ([30]) apresentou um teorema global
para aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas, que demonstrou
utilizando resultados da Teoria de Variedades Diferencidveis. Este resultado
relaciona o grau da aplicacao e das ctspides com a caracteristica de Euler das
superficies.

No comego da década de 90, Vassiliev ([35]) desenvolveu um método para
obtencao de invariantes de isotopia locais no espaco das aplicacoes. Esse método
se baseia no estudo do subconjunto discriminante, formado pelas aplicacoes nao
estaveis. A partir disso varios pesquisadores dedicaram-se a pesquisar invariantes
de aplicagoes estéveis, sejam do ponto de vista local ou global, aplicados em
vérios casos como: mergulho de S! em R?, pelo proprio Vassiliev (|35]); imersoes
de de S' em R?, por Arnold ([1]); superficies imersas em R?® por Goryunov ([6]);
superficies no plano, por Ohmoto e Aicardi ([28]) e por Hacon, Mesdes de Jesus
e Romero Fuster ([§]).

Um invariante do ponto de vista global foi introduzido por Mendes [23] em sua
tese de doutorado e mais tarde foi publicado por Hacon, Mendes e Romero em
[10], [T1] e [I3], para o caso de aplicagbes sem cispide, conhecidas como aplicagoes
dobras. Essa técnica de associar invariantes a aplicacoes estéveis foi também
estendida para outra aplicagoes estaveis como: aplicacoes estaveis de superficies
fechadas e orientadas na esfera e no plano projetivo, por Hacon, Mendes de Jesus
e Romero Fuster em [9)] e [12]; aplicagoes estaveis de 3-variedades orientadas e
fechadas no R?, por Mendes de Jesus, Oset e Romero Fuster, em [26]; e também
para aplicacoes estaveis de Gauss de superficies fechadas e orientadas imersas no
3-espago, por Mendes de Jesus, Moraes e Romero Fuster em [25]. Bretas [2],



Cavalcante [7], Machado [I18], Marques [19], Oliveira [29], Souza [32] dissertaram
sobre essas aplicagoes entre superficies.

O presente trabalho tem como foco o estudo de grafos bipartidos com pesos nos
vértices associados a aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas.
Os principais resultados aqui apresentados estao baseados no trabalho de Mendes
de Jesus [21]. A estrutura que adotamos neste trabalho para aprensentagao do
contetido é como segue:

No primeiro capitulo, apresentaremos os conceitos de 2-variedade, ou
superficies, fechadas e orientadas onde serao os dominios e contra dominios das
aplicagoes que trabalharemos ao longo deste trabalho. Iremos também dar uma
introducao da Teoria de Grafos, direcionada para os fins especificos desse trabalho
e um tipo de cirurgia para grafos, bem como sua associacao com superficies com
curvas simples, fechadas e disjuntas mergulhadas nessas superficies. As principais
referéncias que temos aqui sao [11], [14], [16], [I7] e [27].

No capitulo dois, apresentaremos os conceitos a respeito das aplicacoes estaveis
f M — N, onde M e N sao superficies fechadas e orientadas: como as
caracteristicas do conjunto singular, com cuspides isoladas e curvas de dobras;
conjunto regular; grau local (grau das cuspides) e global de aplica¢oes. Tipos
de transicoes, feitas através de homotopias ao longo do conjunto de aplicagoes
suaves C'°°, com foco nas transicoes labios, bicos e rabo de andorina, e seus efeitos
no conjunto regular e singular. Apresentaremos uma importante ferramenta que
usaremos para construcao de algumas aplicacoes e para algumas demonstragoes, a
saber, um tipo cirurgia entre as aplicacoes estaveis, que nos permite obter novas
aplicacoes a partir de uma ou mais aplicagoes dadas. Aqui utilizaremos como
principais referéncias [4], [5], [28] e [35].

No terceiro capitulo estabeleceremos a relacdo que pode ser criada entre
grafos bipartidos e as aplicagoes estaveis, estabelecendo assim o grafo como um
invariante das aplicacoes estaveis, a menos de A-equivaléncia. Mostraremos como
as cirurgias das aplicacoes e as cirurgias dos grafos ja definidas tem uma boa
relacao e com isso construiremos exemplos de aplicacoes usando essas cirurgias.
Teremos como referéncias [22] e [30)].

Por fim, no capitulo quatro iremos apresentar os principais resultados da
realizacao de grafos em aplicagoes de uma superficie fechada e orientada no
plano, na esfera e posteriormente uma generalizacao para aplicacoes entre duas
superficies quaisquer. Os resultados também nos dao informacao sobre os graus
dessas aplicagoes. Nos basearemos nos trabalhos [9], [11] e [31].



Capitulo 1

Superficies fechadas e grafos

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos importantes sobre variedades
de dimensao 2, que chamaremos de superficie, bem como uma parte conveniente
da teoria de grafos. Como referéncia para teoria dos grafos iremos nos basear em
[11] e [13], para a segdo de superficies as referéncias sao [14], [16], [17] e [27].

1.1 Superficie

Definiremos nesta secao o conceito de superficies a partir de um conceito
mais geral que é a definicao de variedade diferenciavel, e posteriormente nos
concentraremos para o caso das variedades de dimensao 2 que sao o foco deste
trabalho.

1.1.1 Variedade

Definicao 1.1.1. Uma wvariedade topoldgica de dimensao M ¢é um espaco
topoldgico M com as sequintes propriedades:

1. M ¢ Hausdorff: dados dois pontos distintos p e q em M, entdo existem
abertos disjuntos U e V', tais quep e U eqe V;

2. M tem base enumerdvel de abertos: existe uma colecao enumerdvel de
abertos de M, tal que todo aberto € uniao de abertos dessa colecao;

3. M ¢€ localmente Euclidiano: para qualquer p € M, existem abertos U C M
contendo p, U C R™ e um homeomorfismo ¢ : U — U.

Definigao 1.1.2. Dizemos que M € uma variedade com bordo se satisfaz[1.1.1]
considerando que ¢ : U — U seja um homeomorfismo do aberto U C M sobre
um aberto o(U) de R™ ou um aberto o(U) do semi espago Ryt = {(z!,--- ™) €
R™; 2™ > 0}.
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Observacao 1.1.3. As definicoes que sequem foram feitas considerando a
Definicao mas para a Definicao sao feitas de modo andlogo e o
resultado dessas definicoes é um conceito mais geral do que definiremos mais
adiante como sendo uma variedade diferencidvel.

Definic¢ao 1.1.4. Seja M uma variedade topoldgica. Um par (¢,U), onde U C M
é aberto e ¢ : U — W C R™ é um homeomorfismo, é chamado carta local (ou
sistema de coordenadas local) para M, em v € U. Se (¢1,U) e (¢2, V) sao
cartas locais tais que U NV # 0 entao a aplicagao

E=gpodr 1o (UNV) = g(UNV)

€ um homeomorfismo.

Figura 1.1: Mudanca de coordenadas

Definigao 1.1.5. Dizemos que duas cartas (¢1,U1) e (¢o,Us) sio CF-
compativeis se Uy NUy =0 ou Uy NUs # 0 e ¢pp0 ¢ " ¢ de classe CF.

Definicao 1.1.6. Um atlas para M é uma familia de cartas locais A = {(¢;, U;) :

i €I} tal que M = UUZ" Um atlas é chamado mazimal se nao estd contido
icl

num outro atlas maior.

Definicao 1.1.7. Uma estrutura diferencial, de classe C*, para M é um altas

mazimal & = {(¢;, U;) : i € I} tal que (¢;,U;) e (¢;,U;) sio C*-compativeis para

todos i,7 € 1,1+ j.

Dadas as defini¢oes estabelecidas até aqui, podemos conceituar o que
chamaremos de variedade difereciavel.

Definigao 1.1.8. Uma variedade diferencidvel de classe C*, é um par (M, ®),
onde M é uma variedade topologiaca e @ ¢ uma estrutura diferencial, de classe

C*.

Definicao 1.1.9. Duas parametrizacoes de classe C*, ¢ : Uy = U e p: Vo =V
dizem-se coerentes se, ou UNV =0, ou UNV # 0 e a mudanca de coordenadas
¢~ o tem determinante jacobiano positivo em todos os pontos do seu dominio

e (UNYV)
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Definicao 1.1.10. Um atlas A ¢ chama-se coerente quando todos os pares de
parametrizacoes @,¢ € A sao coerentes.

1.1.2 Variedades de dimensao 2

Comecaremos trabalhar aqui mais especificamente com as variedades que nos
vao interessar para o presente trabalho.

Definicao 1.1.11. Uma superficie M, é uma variedade diferencidvel de
dimensao 2.

Definicao 1.1.12. Uma superficie M diz-se orientdvel quando existe um atlas
coerente em M. Uma vez escolhido um atlas A, dizemos que M estd orientada.

Observacao 1.1.13. Seguindo a Defini¢ao|l.1.11| e a Definicao temos que

uma superficie € um espaco topolégico de Hausdorff onde cada ponto p € M tem
uma vizinhanca homeomorfa a um disco em R? (pelo fato das superficies serem
variedades bidimencionais).

Observacgao 1.1.14. Aqui estaremos mais interessados em olhar as superficies
de um ponto de wista topologico e nao tao geomélrico. Portanto, enquanto
na geomelria as principais propriedades que consideramos sao alleradas com a
modificacao das distincias, das dreas, dos dngulos e curvaturas, na topologia
estudamos o conjunto das propriedades que nao se alteram pelas deformacoes
como esticar, encolher, inflar, torcer, entortar.

Definicao 1.1.15. Dizemos que duas superficies S e M, sao homeomorfas, ou
topologicamente equivalentes, quando existe um homeomorfismo entre elas.

Definicao 1.1.16. A quantidade o € um 1nvariante topologico se quando S e
N sao superficies topologicamente equivalentes, entao a(S) = a(Y).

Observacao 1.1.17. QOutra forma de ver a Definicao é: duas superficies
sao topologicamente equivalentes, se ao aplicar uma série das deformacoes citadas
na Observag¢ao em uma das superficies, pode-se obter a outra. Significa
entao que as propriedades citadas nao alteram as propriedades topologicas da
superficie.

Exemplo 1.1.18. Na Figurapodemos ver deformagoes da esfera em a) quanto
do toro em b).

Figura 1.2: Exemplos de superficies homeomorfas
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Existem ocasioes as quais as deformacoes sao mais complexas, quando isso
ocorre temos o que chamamos de invariantes topologicos, que sao de grande
utilidade para nos ajudar a identificar superficies homeomorfas. Apresentaremos
no decorrer dessa se¢cao algumas desses invariantes, que nos ajudaram a classificar
superficies.

Definicao 1.1.19. Uma superficie M serd dita fechada se é compacta e nao
tem bordo.

Definicao 1.1.20. A soma conexa de duas superficies My e My, denotada por
My#Ms, € a nova superficie obtida pela remocao do interior de um pequeno disco
em My e um em My e a identificacao dos bordos.

Observacao 1.1.21. Pela Definicao podemos verificar que a esfera S*
€ o elemento neutro dessa operacao. De fato, seja M uma superficie qualquer
que iremos realizar a soma conexa com S*. Retiramos o interior de um disco
de M. Mas ao retirarmos o interior de um disco da S* obtemos uma superficie
homeomorfa a um disco, portanto o que identificaremos a M\ D € equivalente ao
proprio intertor do disco que tiramos de M uniao com seu proprio bordo, obtendo
entao uma superficie homeomorfa a M.

Figura 1.3: Passo a passo da soma conexa

Observacao 1.1.22. A superficie resultante da soma conezxa de duas superficies
orientadas € uma superficie orientada. De fato, a soma conexra nao acrescenta
nenhuma faiza de Moebius ao ser realizada, portanto se nenhuma das superficies
contém uma faiza, o resultado também nao terd.

Analogamente ao caso anterior, a superficies resultante da soma conera de
duas superficies ndao orientdveis € uma superficie nao orientdvel.

Definicao 1.1.23. Dado uma superficie compacta orientdvel M = S*#nT o
numero n € chamado género de M, que corresponde o numero de alcas da
superficie.

Exemplo 1.1.24. Temos trés superficies ilustradas na Figura . Em a) temos
a esfera bidimensional denotada por S?; em b), denotado por T? ou apenas T
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temos o toro; em c) o n-toro, denotado por nT? ou simplesmente nT. Note que
(a), (b) e (c) sao superficies orientadas. Pela Definigao [1.1.23] o género do T2,
ilustrado na Figura item b), é igual a 1, assim como o género do nT? em c) é
n.

Y 72 nT?

o

(a) (b) (c)
Figura 1.4: Exemplos de superficies fechadas e orientadas

Teorema 1.1.25. Toda superficie orientada M, compacta é homeomorfa a soma
conexa de n — toros com a esfera, isto é:

M = S?HnT?

para algum n > 0.

O Teorema [1.1.25] é de grande importancia para nossos estudos, pois ele
classifica todas as superficies fechadas e orientadas. Toda superficie com género
n > 1 é homeomorfa ao nT?, ja que a S? é o elemento neutro da soma conexa.

Teorema 1.1.26. Seja M uma superficie com género g(M) e k componentes de
bordo. A caracteristica de Fuler de M ¢é dado por

X(M) =2—2g(M) — k

Corolario 1.1.27. Se M e M, sao duas superficies compactas e conexas, entdo

X(My U My) = X (M) + X (My) — X (My N M,)

A caracteristica de Euler da soma conexa de duas superficiesm My e My €
dada por:

X (M#Ms) = X(My) + X (Ma) — 2

1.2 Grafos

Nessa se¢ao veremos algumas defini¢oes da teoria de grafos baseada em [20].



8 1.2. GRAFOS

Definicao 1.2.1. Um grafo finito G(V,A) é formado por um conjunto
{uy,ug, -+ ,uy} de V pontos chamados vértices e um conjunto de A tracos de
curvas chamados arestas, onde cada traca conecta um par de vértices de V.

Exemplo 1.2.2. Na Figura temos exemplos de varios tipos de grafos que
iremos caracteriza-los pelas definicoes nesta secao.

[ Y
AV LT

Figura 1.5: Exemplos de grafos

Defini¢ao 1.2.3. Um caminho sobre um grafo G(V,A) é uma sequéncia de
vértices distintos e arestas distintas via v2as - - - arUr1 onde a; € incidente aos
vértices vj e vjy1. Se v = vy, esta sequéncia serd chamada de ciclo.

Definig¢ao 1.2.4. Diremos que um grafo G(V, A) é conexo se existe um caminho
que liga quaisquer dois de seus vértices.

Exemplo 1.2.5. Podemos ver na Figura b) um exemplo de grafo ndo conexo,
enquanto a), ¢), d), e) e f) sao conexos. Usaremos a nota¢ao uv, para a aresta
que conecte os vértices u e v. Em e) vemos o exemplo de um ciclo.

Definicao 1.2.6. Uma drvore é um grafo conexo que nao possui ciclos.

Os grafos tipo arvore sao grafos especificos que terao grande relevancia nas
demonstracoes dos principais resultados que iremos apresentar neste trabalho,
pois ap6s definir algumas ferramentas que iremos utilizar, esse tipo de grafo sera
nosso ponto de partida para generalizacoes de grafos. Sendo assim, trataremos
de alguns resultade validos somente para esses grafos.

Exemplo 1.2.7. Nos itens a), ¢) e d) na Figura [1.5 temos exemplos de arvores.
Note que em b) temos um grafo que nao possui ciclos, porém nao é conexo, ndo
se encaixando na Definicao [1.2.6

Definicao 1.2.8. O numero de arestas conectadas a um vértice u de um grafo
é chamado grau de u, e serd denotado por deg(u). Se deg(u) = 1,entdo u serd
dito vértice extremo e a unica aresta de um vértice extremo serd dita aresta
extrema
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Definicao 1.2.9. Um grafo com V vértices e V — 1 vértices extremos é chamado
grafo estrela.

Exemplo 1.2.10. Na Figura a) temos exemplo de um grafo estrela com 4
vértices e 3 vértices extremos. Note que em um grafo estrela temos V — 1 vértices
com grau 1 e um vértice com grau A =V — 1.

Definicao 1.2.11. O numero de ciclos livres de um dado grafo com V wvértices
€ o numero minimo de arestas que podem ser retiradas do grafo para obter uma
arvore com os V wvértices.

Notaremos o nimero de ciclos livres por 51(G) e os chamaremos apenas de
ciclos. f1(G) também é conhecido como o primeiro nimero de Betti do grafo.

Teorema 1.2.12. O nidmero de ciclos (livres) de um grafo G(V, A) € dado por

BG) =A-(V-1)=V+A-1

Uma consequéncia imediata da Definicao [1.2.6] e do Teorema [1.2.12] é a
seguinte:

Corolario 1.2.13. Toda drvore satisfaz V= A+ 1.

Definigcao 1.2.14. Um subgrafo de um grafo G é um grafo finito formado por
um conjunto de vértices e arestas de G.

Definicao 1.2.15. Um grafo com A arestas serd chamado grafo bdsico e
denotado por L,, quando é uma drvore com A arestas e todos 0s vértices tem
grau mdzrimo igual a 2.

Pelos seguintes teoremas estabelecemos uma relacao entre o nimero de Betti
e a caracteristica de Euler de um grafo G(V, A).

Teorema 1.2.16. A caracteristica de FEuler de um grafo G(V,A) é dada por
X(G) =V —A=1-p51(G). Consequentemente toda drvore tem caracteristica
de Euler igual a 1.

Teorema 1.2.17. A caracteristica de FEuler é um invariante topoldgico para
grafos.

Definicao 1.2.18. Um grafo é dito bipartido se é possivel atribuir sinais +
a cada um de seus vértices de modo que cada aresta conecte vértices de sinais
opostos. Caso contrdrio o grafo € dito nao-bipartido.

Teorema 1.2.19. Um grafo é bipartido se, e somente se, nao possui nenhum
ciclo impar. Caso contrdrio, se o grafo tem um ciclo impar, ele é nao-bipartido.
Consequentemente toda drvore € um grafo bipartido.

Exemplo 1.2.20. Do Teoremall.2.19] podemos afirmar que o grafo b) da Figura
1.6| ¢ nao-bipartido, pois possui um ciclo de tamanho 3. O mesmo ocorre com
o grafo f) da Figura , ja que o loop sempre conecta um vértice nele mesmo.
Os grafos em a) e ¢) sdo bipartidos pois possuem zero ciclos e um tnico ciclo de
tamanho quatro, respectivamente.
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(@) T ) (©)

Figura 1.6: Exemplos de grafos bipartidos e nao-bipartidos
1.2.1 Grafos com pesos nos vértices

Definicao 1.2.21. Um grafo com pesos nos vértices € um grafo que tem associado
a cada um dos seus vértices um nimero natural, e serd denotado por G.

Vamo denotar a soma total dos pesos do grafo por W(G) ou, quando nao
houver davida sobre qual o grafo estamos falando, simplismente por W.

Definigao 1.2.22. A 3-upla (V,A,W), corresponde ao nimero de wvértices,
numero de arestas e a soma total do pesos do grafo respectivamente, serd chamada
de caracteristica do grafo e denotada por C(G) = (V, A, W).

Definicao 1.2.23. Dois grafos com pesos nos vértices, G e Gy, sdo 1somorfos
se existe uma bijecao ¥ : V(G1) — V(Ga), entre os conjuntos de vértices de Gy e
de Gs, preservando as adjacéncias dos vértices (com pesos correspondentes), isto
é: uvw € A(Gy1) se, e somente se, Y(u)(w) € A(Gy), onde V(G;) e A(G;) sdo,
respectivamente, os vértices e arestas do grafo G;, com i =1,2.

Observacao 1.2.24. Se dois grafos Gi e Gy tem caracteristicas diferentes entao
0s grafos nao sao isomorfos, pois nao teria como estabelecer uma bijecao entre
dois grafos.

Definigao 1.2.25. Seja G um grafo com pesos nos vértices e T um subgrafo de
G. T € chamado de drvore mazimal de G se o conjunto de vértices com pesos
de T coincide com o conjunto de vértices com pesos de G.

Se G é um grafo bipartido, com sinais e pesos nos vértices, denotamos por:

1) V* o ntimero total de vértices com sinais "+", entdo V =V 4+ V~;

2) W* a soma total dos pesos dos vértices com sinais "&", entdo W =
W+ +Ww-.

Definicao 1.2.26. Seja G um grafo bipartido com pesos nos vértices.
Chamaremos de condicao de balanceamento de G a expressio

Se B(G) = 0 diremos que G € um grafo balanceado.
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Agora iremos conceituar uma das ferramentas que mais utilizaremos ao longo
das principais demonstracoes que apresentaremos aqui.

Definicao 1.2.27. Seja G um grafo bipartido com pesos nos vértices contendo as
arestas uv e Tz.

1. Uma cirurgia horizontal Sy, entre as arestas uv e yz, denotado por
Su(G), identifica as duas arestas resultando na aresta rs, identifica os
vértices u e x, resultando no vértice r, e os vértices v e z, resultando no
vértice s. 0s pesos nos vértices r e s correspondem, respectivamente, a
soma do peso de u com o peso de x e a soma do peso de v com o peso de z.

2. Uma cirurgia vertical Sy, entre os vértices u e z, denotado por Sy(G), é
a conexao dos dois vértices por uma aresta uz.

a b a+b a b a b
/@ Cirurgia ;)\ /gj ®\ Cirurgia
Horizontal Vertical
— :
c d c+d C d C d

Figura 1.7: Cirurgia horizontal e vertical de grafos

Observacao 1.2.28. Quando os vértices w,v,r,z estdo em uma mesma

componente conexa de G, entao 51(Sy(G)) = B1(Sv(9)) = £1(G) + 1.

Quando os pares u,v e x,z estdo em componentes conexras disjuntas de G,

entao 1(Su(9)) = F1(Sv(G)) = £1(G).

Defini¢ao 1.2.29. Sejam G e Gy dois grafos conexos disjuntos. Se o par (u,v)
pertence a Gy e o par (x,z) pertence a Go, a cirurgia horizontal entre os dois
grafos serd chamada de soma conexa horizontal, denotada por G, &y Gs, € a
cirurgia vertical serd chamada de soma conexa vertical, denotada por G Dy Gs.

Observacao 1.2.30. Se G e Gy sao grafos bipartidos, entao os grafos resultantes
das cirurgias € um grafo bipartido.

Proposicao 1.2.31. Se T ¢ uma drvore que pode ser obtida por um nimero
finito de somas conexas horizontais de grafos Lz entao T satisfaz VT =V~

Demonstracao. Todo grafo Ls satisfaz VT = V'~ = 2. Naturalmente um conjunto
com k grafos Ls satisfaz VT = V~ = 2k. Se T é obtido por k — 1 somas
conexas horizontais entre k grafos L3, em cada cirurgia sao identificados dois
pares de vértices de sinais opostos, o que significa, do valor total de vértices dos
grafos somados, subtrair dois vértices de sinais opostos (um vértice de cada sinal).
Consequentemente T satisfaz Vv =V~ =2k —(k—1) =k + 1. O

Observagao 1.2.32. Quando necessdrio denotaremos V(G), A(G) e W(G) para
indicar, respectivamente, o numero de vértices, o numero de arestas e o peso total
de G.
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Proposicao 1.2.33. Toda drvore com A > 1 arestas pode ser obtidas por A — 2
somas conexas horizontais de A — 1 grafos tipo Lo.

Demonstracao. Dado uma arvore 7 com A arestas, se A = 2 entdo 7 é um Lo.
Se A =3 entao 7 é um L3 ou um grafo estrela e em ambos os casos T pode ser
obtido como uma soma conexa horizontal de dois grafos Ls.

Suponhamos agora que 7 tem A — 1 > 2 arestas. Vamos usar o principio
de indugdo sobre A. Seja v um vértice extremo ( com uma unica aresta ) de T
conectado a w pela aresta vw.

Eliminando a aresta vw de 7 com o vértice v, obtemos uma arvore L com
A —1 arestas e w € L. Suponha, por hipoétese de inducao, que L pode ser obtido
por A — 3 somas horizontais de k — 1 grafos L.

Fazendo uma soma horizontal de Ly com L, com a identificacao de w € L com
o vértice de grau 2 emL,, obtemos o grafo 7 com A, como soma conexa de A —1
grafos Ls. O

Corolario 1.2.34. Toda drvore T, com mais de uma aresta, pode ser obtida por
somas conexas horizontais de grafos tipo Lo e Ls.

DR oK - =55

Figura 1.8: Decomposicao de drvore maximal em Ly e L3

Se A(T) > 3 e T pode ser obtida por soma conexa horizontal de

A —d—1
(T)+ grafos Ls e d grafos Ly entao T satisfaz VT — V™ =d.

Teorema 1.2.35. Todo grafo G pode ser obtido por somas conexas horizontais
de grafos tipo Lo e L3 e cirurgias verticais.

k:

Demonstracao. Dado um grafo G, retirando uma aresta de cada um de seus ciclos
obtemos uma arvore maximal 7. Pelo Corolario toda arvore T pode ser
obtida por somas conexas horizontais de grafos L, e Ls. O grafo G pode ser
obtido por cirurgias verticais convenientes sobre 7T . O]
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1.3 Grafos associados a superficies com curvas

A
Sejam M uma superficie fechada (sem bordo) e orientada e C = Uo‘i um
i=1
conjunto com A curvas fechadas, simples e disjuntas sobre M. O conjunto C
separa M em um conjunto de V regides conexas, isto é, M \ C, é uma unido
disjunta de regides conexas de M. Podemos associar um grafo G ao par (M,C)
da seguinte forma:

a) cada regido conexa U; de M \ C fazemos corresponder a um vértice v; em G
e cada curva «; de C fazemos corresponder a uma aresta de a; em G;

b) uma aresta a; incide no vértice v; se, e somente se, a curva de C
correspondente a a; estd no bordo da regido M \ C coorespondente a v;;

¢) um ciclo com uma tnica aresta, chamada lago, ocorre quando a curva
correspondente é bordo (duas vezes) de uma tunica regiao;

d) um vértice v; recebe o peso t; se a regido correspondente a v; tem género t;.

/ N A 4 J - '’
ﬂﬂﬂﬂﬂ R - - Rty Yy
e Y = j/ Y e
N 7 (A NS G
0 0 0 I 0 1 0

Figura 1.9: Exemplos de grafos associados a superficies com curvas

Definigdo 1.3.1. Dois pares (M,C) e (M',C') sio ditos equivalentes quando
existe um difeomorfismo de M em M’ que leva C em C'.

Observacdo 1.3.2. Se (M,C) e (M',C') sdo equivalentes entio existe um
isomorfismo entre os seus respectivos grafos associados.

Proposicao 1.3.3. Todo grafo G com caracteristica (com a caracteristica definida
em C(G) = (V,A, W) estd associado a um par (M,C), onde C € um
conjunto com A componentes de curvas fechadas mergulhadas e disjuntas sobre
M.

Demonstragao. Dado um grafo G podemos obter o par (M,C) associado a G
da seguinte forma (ver Figura : Primeiro mergulhe o grafo G em R3 tome
uma regiao (convenientemente), que denotaremos por R, vizinhanca de G em
R3. Denotaremos por Z a superficie fechada bordo de R, que é conhecida como
vizinhanca tubular de G.
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Observe que o género de Z ¢é igual a 51(G). Faga corresponder cada aresta a;
de G uma curva fechada «; em Z, transversal a aresta a;. Denotaremos por C o
conjunto destas curvas. O par (Z,C) corresponde ao grafo G com peso zero.

Para realizar o grafo G com os pesos, fagamos em cada uma das regioes Z;
de Z, correspondente ao vértice v; com peso t; > 0, uma soma conexa de uma
superficie fechada W; com género ¢; com Z. Esta soma conexa resultante numa
superficie orientada e fechada M, onde o par (M,C) realiza o grafo G. ]

)\ /“)
’\(\~

Figura 1.10: Superficie com curvas: vizinhancga tubular de um grafo com peso

Proposigao 1.3.4 ([20]). Se G é um grafo com caracteristica C(G) = (V, A, W)
associado ao par (M,C), onde M ¢é wuma superficie orientada. Entao a
caracteristica de Euler de M (em fun¢io de C(G)) é dada por

X(M) =2V —A—W)

e o género € dado por
g(M) = p:1(G) + W.

Demonstragao. A caracteristica de Euler de cada componente U; de M\ C é dada
por X(U;) = 2 —2t; — A;, onde t; e A; , correspondem, respectivamente, ao
género e ao nimero de componentes de bordo de U;. Como cada componente de
C é bordo duas componentes de M \ C entao o nimero total de componentes do
bordo da unido das componentes de U; é igual a 2A. A intersecao entre duas
componentes é sempre uma curva fechada ou conjunto vazio e tem caracteristica
de Euler igual a zero. Logo

\%4 %4 1%

XM)=X(JU) =) _X(U) =) (2—2t; — A) =2(V — W — A).

=1 =1 =1

O género de uma superficie orientada M é dado por g(M) = 1 — X(zM) =

1—(V—-W—=A). Como $1(G) =1—V + A entao g(M) = 51(G) + W. O




Capitulo 2

Aplicacoes entre superficies
fechadas

Veremos neste capitulo definicoes e resultados a cerca de aplicacoes entre
superficies fechadas, com énfase nas aplicagoes estaveis. Definiremos também
algumas ferramentas que nos ajudardo na construcao de aplicagoes estaveis como
o tipo de transicoes e cirurgias entre aplicagoes estéveis. As principais referéncias
deste capitulo sao [4], [5], [16], [21], [28] e [35] .

2.1 Aplicacoes entre superficies fechadas

Conceituaremos aqui aplicacoes estaveis que é o grande objeto de estudo deste
trabalho, bem como parte da teoria que o certa, o comportamento de seus pontos
singulares, o grau dessas aplicacoes e a relacao da caracteristica de Euler com as
aplicacoes.

2.1.1 Aplicagoes estaveis

Sejam M e N duas superficies suaves. Denotaremos por F (M, N), o conjunto
de todas as aplicages entre M e N. E notaremos por C*(M, N) o conjunto de
todas as aplicagoes suaves f € F(M,N) entre M e N.

Definigao 2.1.1. Duas aplicagoes f,h € C*°(M,N) sao ditas A — equivalentes
quando existem difeomorfismos ¢ : N — N e : M — M, tais que h = 1o fop™!,
ou seja, f e h sao A—equivalentes quando o diagrama abaizo comuta.

M-—t-nN

g

M- N

15
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Definicao 2.1.2. Uma aplicagio f € C®(M,N) é dita estdvel se eziste uma
vizinhanga aberta Wy de f em C®(M,N) (com a topologia C> de Whitney) tal
que cada h em Wy ¢ A — equivalente a f.

Definigao 2.1.3. Notaremos por E(M, N) o subconjunto de C>*(M, N) composto
das aplicagoes estaveis.

A relacado entre esse subconjunto e o conjunto das aplicacées suaves pode ser
expresso no Teorema [2.1.4] cujo a demonstracao pode ser encontrada em [36].

Teorema 2.1.4. O conjunto E(M,N) ¢é aberto e denso em C*(M, N).

Definicao 2.1.5. Duas aplicagoes f : M — N e h : M — N sao ditas
estavelmente isotdpicas se eziste uma aplicagio suave (estdvel) F : M X
0,1] — N tal que para cada t € [0,1], a aplicagio em que Fy = Flyxqy €
estavel, com Fy = f e Fy = h.

Definic¢ao 2.1.6. Seja f € C>°(M, N) uma aplicacdo estdvel. Um ponto v em M
¢ dito ponto regular de f se, numa vizinhanca do ponto x, a aplicagio f € um
difeomorfismo local, caso contrdrio, dizemos que x € um ponto singular.

Observacao 2.1.7. Em outras palavras podemos dizer que um ponto p € M é
ponto singular de f se a aplicagao linear df, nao tem posto mdzimo, pois todo
difeomorfismo local tem posto mdzrimo.

Definigao 2.1.8. Seja f € C*°(M, N) uma aplicacdo estdvel.

1. O conjunto de todos os pontos singulares de f, denotado por X f, é chamado
conjunto singular.

2. A imagem do conjunto singular, denotado por Bf, é chamado de contorno
aparente.

3. O conjunto de todos o0s pontos nao singulares de f, denotado por M \ Xf,
¢ chamado de conjunto regular de f.

Exemplo 2.1.9. Na Figura temos trés aplicacoes de S? em R? com uma curva
singular. Observe que em b) a aplicacio é nao estavel com um ponto de tangéncia
no contorno aparente, pois uma pequena perturbacao em uma vizinhanca do
ponto de tangéncia, o contorno aparente passa a ter dois pontos de intercessao,
como em c¢), ou nenhum ponto de intercessao, como em a).

_____

Figura 2.1: Exemplo de aplicagoes estaveis e nao estaveis

Por Whitney em [36], as aplicacoes entre superficies podem ser vistas,
localmente, como aplicacdes do plano no plano. Entdo, se f : U C R? — R?
é uma aplicagao estavel e p = (x,y) um ponto em U, temos
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1. p ¢ um ponto regular, entao f é localmente, em uma vizinhanca de p, da
forma (z,y) — (z,y);

2. p é um ponto singular de f do tipo:

a) Dobra, se T,X(f) ® Ker(df,) = T,U. Nesse caso, podemos escolher
um sistema de coordenadas (z,y) em R? centrada em p tal que

(z,y) = (z,9?)
b) Cuspide, se T,X(f) = Ker(df,). Neste caso podemos encontrar
coordenadas (x,y) centradas em p tais que f é localmente da forma

(z,y) = (z,9° + zy).

Figura 2.2: Tipos de singularidade

Observagao 2.1.10. Se p é um ponto de dobra, entdo (df), leva o espago
tangente T,U (que seria um plano) em um espago tangente com uma dimensdao a
menos ao contorno aparente (ou seja, reduzindo-se a uma reta na imagem). Por
outro lado, quando p é um ponto de ciuspide, entao o T,U € levado por (df), em
um unico ponto no contorno aparente, f(p).

Definicao 2.1.11. Seja f : M — N uma aplicacao estdvel, a orientacao das
curvas do contorno aparente de f € dada da sequinte maneira: ao percorrer a
curva de acordo com sua orientacdo, o numero de pré-imagens de f € sempre
mator do lado esquerdo.

Definicao 2.1.12. Sejam M e N duas superficies orientadas e f : M — N uma
aplicacao estdvel. Uma regiao U de M\ X f € dita positiva se tem a orientacdo
preservada por f, e negativa no caso contrdrio.

A seguinte observacao nos di uma excelente caracterizacdo do conjunto
singular de uma aplicacao estavel, e a partir dai, no capitulo seguinte poderemos
definir um invariante para essas aplicagoes.

Observacgao 2.1.13. Se f : M — N ¢ uma aplicagao estavel, e M uma superficie
fechada e orientada, entao o conjunto singular de f, X f, é composto de curvas
fechadas, simples e disjuntas, que separam as regioes positivas e negativas de M
que sao componentes requlares de f.
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Definigao 2.1.14. O fecho de cada componente conexa reqular de M\ Xf cuja
orientacio € preservada por f, serd denotado por U, enquanto o fecho de cada
componente conexa reqular cuja orientacdo € invertida por f, serd denotado por
U:r.

j

Denotaremos por M+ = LJUiJr e M~ = UU]-_. Seque entao que M =
{ J

MTUMT.

Definigao 2.1.15. Seja y € f(M). Dizemos que v € f~(y) é um ponto positivo
sex € Mt ou negativo se x € M~

Definicao 2.1.16. Seja f : M — N, onde M e N sao superficies fechadas e
orientadas. Seja U uma regiao de N tal que f(M) C U. Se U é homeomorfo a
um disco, diremos que f € uma aplicagao planar. Quando U nao € homeomorfo
a um disco, dizemos que f é uma aplicacao nao planar.

Exemplo 2.1.17. A Figura ilustra cinco aplicacoes nao planares no 3-toro:
em a), b) e ¢) estao definidas no 4-toro; em d) e e) estao definidas no 6-toro.

2 )\ O\ &
2Ens ,:‘.‘-: h @ X
C) \_,// d) :)k?"

Figura 2.3: Exemplos de Aplicagoes com grau zero

—

b)

a)

2.1.2 Grau de aplicagoes entre superficies

Definicao 2.1.18. Uma aplicacao f : M — N, onde M e N sao superficies
fechadas e orientadas. Diremos que f € dita propria se a imagem inversa de um
compacto é um compacto.

Seja M e N superficies fechadas e orientadas e f : M — N uma aplicacao
propria de classe C'. De acordo com [16], para todo valor regular y € N, de f,
a imagem inversa f~'(y) ¢ uma subvariedade compacta de dimensao 0 em M,
donde consiste em um nimero finito de pontos:

f_l(y) = {1’1,(132,-'- 73771} C M.

Teorema 2.1.19. [16] Sejam M e N superficies fechadas e orientadas, e f :
M — N uma aplicacdo de classe C'. Todo valor reqular v € N possui uma
vizinhanca aberta V' tal que f~(V) = U, U---UUy € a reunido de finitos abertos
U;, dois a dois disjuntos, cada um os quais f aplica difeomorficamente sobre V.

Definicao 2.1.20. Sejam M e N superficies fechadas e orientadas e f : M — N
uma aplicagao propria de classe C*. O grau de f mo ponto y (grau local),
indicado por degy f € a diferenca entre o nimero de pontos positivos e o nimero
de pontos negalivos em f~(y).
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Figura 2.4: Grau de uma aplicagao nos pontos y e ¢’

Exemplo 2.1.21. A Figura ilustra localmente uma aplicacao f, onde temos
[Yy) = {x1, 79,73}, sendo z; e x3 positivos, pois pertencem a regioes cuja
a orientacao é preservada por f, enquanto xs é negativo pois pertence a uma
regido que tem sua orientacao invertida por f. Assim deg,(f) =2—-1=1, e
analogamente deg,, = 1.

Definicao 2.1.22. Sejam f uma aplicagao e x € Xf um ponto de cispide.
Diremos que a cispide x € positiva (respectivamente negativa) se o grau de
aplicacao local, em uma vizinhanga U, de x € +1 (respectivamente —1) em relacdo
as orientagoes dadas. Associamos s(c) = +1 (respectivamente s(c) = —1) se a
cispide x for positiva.

Figura 2.5: Sinal de ctspide

Teorema 2.1.23 ([16]). Toda aplicagio f: M — N de classe C* corresponde a
um inteiro r, tal que para todo valor reqular y de f, tem-se que deg, f = d.

Definicao 2.1.24. O nimero d = deg,f do Teorema € o grau da
aplicagcao f, ou simplesmente deg f.

Exemplo 2.1.25. Na Figura[2.6| vemos a ilustracao de trés aplicages do toro na
esfera, onde deg f =1 e s(C)=4;degg=2e s(C)=2;degh=1¢ s(C)=0.

Propriedade 2.1.26. [16] Seja fi,g1 : M — N, fo: M — M ego: N - P
aplicacoes onde M, N e P sao superficies fechadas e orientadas, temos:

1. Se fy € a aplicacao identidade, entao deg(fs) = 1;
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Figura 2.6: Exemplos de Aplicacoes do toro na esfera com grau

2. Se f1,q1 sao propriamente homotdpicas de classe C?, entio deg(f1) =
deg(gl);

3. Se f1 nao € sobrejetiva, entao deg(f) =0;

4. Se fi e gy sdo proprias, de classe C?, onde N e P sio conexas, entdo
deg(g o f) = deg(g) - deg(f).

Note que o grau de uma aplicacao é um invariante global, pois duas aplicacoes
com graus diferentes nao podem ser homotopicas. Note também que nem todas
as aplicagoes de grau zero sao aplicagoes planares como ¢ ilustrado em 5 casos na
Figura 2.3

Exemplo 2.1.27. Na Figura 2.7 vemos uma aplica¢ao dobra do 7-toro no 5-toro
com grau 1.

(TR i T

H il | | ' : A
. all tb tic l..'d eif > bilald lclfle

Figura 2.7: Exemplo de Aplicagao do 7-toro no 5-toro com grau 1

Definicdo 2.1.28 ([15]). Uma aplicagio © : X — X chama-se aplicacdo de
recobrimento (ou simplesmente, um recobrimento) quando cada ponto x € X

pertence a um aberto V. C X tal que 7= 4(V) = U Us € uma reuniao de abertos

«
U,, dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por m homeomorficamente
sobre V.

Observacao 2.1.29. Se m € um recobrimento entao Xm € vazio, pois todos 0s
pontos de M sao pontos requlares de .

Exemplo 2.1.30. Na Figura [2.§] podemos ver uma aplicacao de recobrimento do
7-toro no 3-toro, portanto com conjunto singular vazio, com grau 3.
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Figura 2.8: Exemplo de Aplicacdo do 7-toro no 3-toro com conjunto singular
vazio

Teorema 2.1.31 ([21]). Sejam M e N superficies fechadas e orientadas e
f M — N uma aplicagao com grau d e com conjunto singular vazio. Entao
a caracteristica de FEuler de M e N satisfaz X(M) = dX(N)

Demonstracao. Seja M uma superficie fechada e orientada f : M — N uma
aplicacao com grau d e com conjunto singular vazio. Como ilustra a Figura [2.8]
podemos decompor M em d componentes conexas, C,Cy, -+ ,Cy_1,Cq, onde
cada uma cobre N somente uma vez. Duas destas componentes, suponhamos
C1 e Oy, tem duas componentes de bordo. Entdo, pelo Teorema temos
X(C) = X(Cy) = 2—-2(n—1) —2 = 2 —2n. As outras componentes
Cy, -+ ,Cy1 tem género n — 2 e 4 componentes de bordo. Entao X(Cy) =
o =X(Cyqq) =2—-2(n—2) —4 =2—2n. Como a interse¢do das componentes
sao curvas fechadas com caracteristica de Euler nula, entao pelo Corolério [1.1.27
X(C1U---UCy) =X(Ch) +---+ X(Cq) =d(2—2n) =dX(N). O

Corolario 2.1.32. Sew : M — N € um recobrimento, entao o grau d de w é
dado por d = (w—1)\(n—1), onde w en sao o género de M e N respectivamente.

Demonstragao. (=) Suponhamos que exista w : M — N onde M e N tem género
w e n respectivamente. Queremos mostrar que existe um inteiro d que satisfaz
w = d(n — 1) + 1. Pelo Teorema temos X(M) = dX(N), agora pelo
Teorema temos X(M) = 2 — 2w e X(N) = 2 — 2n, onde por um lado
obtemos

X(M)=2—-2w=2(1—-w)

e por outro lado
dX(N)=d(2—2n) =2d(1 —n)

e das duas igualdades
21 —w)=2d(1 —n)= (w—1)=d(n—1)

Segue entdo que d = (w — 1)\(n — 1).
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2.2 Transicoes de codimensao 1 e seus efeitos

Nesta secao veremos de forma superficial, as transicoes de codimensao 1 e
seus efeitos ao longo de um caminho entre duas aplicagoes estaveis no espaco de
aplicacoes suaves C°(M, N).

2.2.1 Transicoes de codimensao 1

Seja U e V vizinhancas abertas de p € R”. Sejam f:U - RPeg:V — RP
aplicacoes suaves. Definimos a seguinte relacao de equivaléncia:

f ~g<= 3 vizinhanca W de ¢ W CUNV tal que f, =g

w

Definicdo 2.2.1. As classes de equivaléncia ~ chamamos germes de aplicagées
no ponto q. Sem perda de generalidade tomamos ¢ =0 € K".

Observacao 2.2.2. Neste trabalho nao iremos aprofundar no estudo de germes
de fungoes, para mais informagoes veja [Jlf e [35].

Considere uma homotopia F' : M x [0,1] — N entre duas aplica¢oes estaveis
f,g: M — N, no conjunto E(M,N) C C*°(M,N). A medida que ¢ varia no
intervalo [0, 1] o contorno aparente de Fy = f é deformado no contorno aparente
de F; = g. Pode acontecer que ao longo do caminho entre f e g, para algum
to € (0,1) a aplicagdo Fj, nao seja estavel. Neste caso os contornos aparentes ndo
sao equivalentes e o mesmo pode ocorrer com os conjuntos singulares (ver Figura
2.15|)

Defini¢ao 2.2.3. O conjunto das aplicagdes nao estaveis C°(M,N)\ E(M, N),
complementar do conjunto das aplicacgoes estiveis em C°(M,N), é chamdado de
conjunto discriminante e serd denotado por D.

A Tabela apresenta as formas locais (na vizinhanga do zero), de aplicagoes
de 1-germe, 2-germe e 3-germe, ilustradas nas Figuras e que foi retirada
de [28].

Observacao 2.2.4. Cada transicao estd representada localmente por uma
sequéncia de trés aplicagoes em C™(R?,R?). As aplicagoes do centro, pertencem
ao conjunto discriminante D, sao nao estdveis de codimensao 1 para a = 0
e estdveis para a # 0. Vamos chamar estas sequéncias de trasi¢oes de
codimensao 1. FEm outras palavras uma transicao de codimensao 1 € uma
aplicacao de codimensao 1 que estd na intersecao do conjunto discriminante D
com um caminho que liga duas aplicacoes estdveis em diferentes componentes
conezas de E(M, N).

Teorema 2.2.5. [3]] Sejam M e N superficies fechadas. Se M é orientada e
f: M — N é um aplicacao estdvel, entdo o numero de cuspides do contorno
aparente Bf € par.
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Notacao Nome Forma normal

1. L labios (z,y* + y(z* — a))

2. B bicos (x,y° —y(a® —a))

3. S rabo de andorinha (x,y* + 2y — ay?))

4. DD° | tangéncias de dobras (z, —y* +a), (2,2 + y?)

5. DD' | tangéncias de dobras (z,9* + a), (2,2 + y'?)

6. DD?* | tangéncias de dobras (z,y* + a), (¢, 2"* — y?)

7. PT° pontos triplos (x+v% 2z —y*+a), (2,97, (=2, y")
8. PT! pontos triplos (x+v3 o —y*+a), (2, v, (2" y")
9. CD' | cuspides com dobra (x,y° + xy), (y* — a,2’)

10. CD? | cuspides com dobra (z,9® + 2y), (—y? —a,2’)

Tabela 2.1: Estratos de codimensao 1 em C*(R?* R?)\ £(R? R?)

= T . B *.____;'E N -,

Figura 2.9: Transi¢oes de codimensao 1 em C(R? R?)

Observagao 2.2.6. As classes de homotopia de C*(M,N) sdo conexas por
caminhos, logo existe um caminho em C®(M,N) que conecta duas aplicagoes
em diferentes componentes conexas de cada classe de homotopia que atravessa D
passando somente por aplicacoes de codimensao 1. Isto mostra que o Teorema
€ bastante natural, pois M ¢ orientada, entao sempre € possivel ligar uma
aplicagao estdvel qualquer a wma aplicagao dobra (sem cuspide) passando pelo
discriminante somente através de transicoes de codimensao 1 em C®(M,N).
Todas as transicoes de codimensao 1 alteram o total de ciuspides sempre em um

nimero par (ver Figuras e .

2.2.2 Efeitos das transicoes de codimensao 1

As trasicoes que alteram o nimero de componentes singulares e regulares
sao (L), chamadas de transicao labios, (B), a trasicao bicos. As transi¢oes que
alteram o nimero de cispides sdo (L), (B) e a trasicao rabo de andorinha (.5).
As transigoes que alteram o nimero de pontos duplos sao (S) e (T%), i = 1,2,
tangéncia entre duas dobras, e (T°C'), i = 1,2, tangéncia de uma dobra com uma
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Figura 2.10: Continuagao - transi¢oes de codimensao 1 em C°°(R? R?)

cuspide.

Figura 2.11: Trasi¢oes S e B alteram o ntimero de ciispides e o género

Considerando caminhos positivos como nas Figuras e [2.10, da esquerda
para a direita no sentido que aumenta o nimero de cuspides ou pontos duplos,
as transicoes de codimensao 1 alteram as novas aplicacoes estaveis da seguinte
forma:

Transi¢ao Labios (L)

Observando a Figura [2.12), dentro da regiao regular U, nasce uma nova curva
singular com duas novas cuspides com mesmo sinal, apontando para a mesma
regido. Consequéntemente o nimero de cispides é aumentado por 2 (mostrado
por Ohmoto e Aicardi), o namero de componentes singulares e regulares é
aumentado por 1 (ver Figura. A orientacao dessa transicao pode ser positiva
ou negativa, o que significa que a nova curva singular "nasce"ou "morre".

Transicao Bicos (B)



25 2.2. TRANSICOES DE CODIMENSAO 1 E SEUS EFEITOS

Figura 2.14: Exemplo de transicao Bicos

Na regiao regular Z (ver Figura [2.12), tangenciam dois arcos de curvas
singulares criando duas novas clispides que apontam para a mesma componente,
ou seja, cispides com mesmo sinal. Denotaremos de B a transicdo bicos que
aumenta o nimero de componentes singulares e de componentes regulares por
1 (veja Figura ; de B a transicao que diminui o nimero de componentes
singular por 1 e aumenta o género em 1 (veja Figura ; e B~ a transicao que
diminui por 1 o nimero de componentes singulares e de componentes regulares

(veja Figura [2.15]).

Exemplo 2.2.7. Temos ilustrado na Figura[2.15uma sequéncia de sete aplicacoes
planares da esfera em uma superficie N, ao longo de uma caminho no espago
das aplicagoes suaves C(S? N), onde algumas dessas aplicagoes descrevem
transigbes de codimensdo 1. Observe que as aplicagoes a), ¢) e €) sao estaveis
e possuem diferente nimero de curvas singulares, enquanto as aplicacoes b) e d)
sao nao estaveis e descrevem as transi¢oes labios L e bicos B™, respectivamente.
Em b) o contorno aparente tem duas componentes conexas, criadas pela curva
singular, onde uma contém um ponto singular isolado criado pela transicao labios.
Por uma pequena perturbacao na vizinhanca do ponto singular isolado, ele passa
a ser uma curva singular (vista em c¢)), ou desaparece (vista em a)). Em d) o
contorno aparente tem um ponto de tangéncia entre dois arcos da mesma curva,
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provocada pela transicao bicos. Por uma pequena perturbacao na vizinhanca
do ponto de tangéncia, estas curvas podem ser separadas em duas componentes
conexas sem cispide com mesmo sinal, como é €), ou unidas em uma s6 curva
com duas cispides com mesmo sinal, como em c).

a) b ) o

Figura 2.15: Aplicagoes da esfera no plano

Note que a trasicao B nao s6 diminui o nimero de curvas singulares em
um, mas também aumenta o género. Porém o género ¢ acrescentado a uma
componente regular da aplicacio, como no caso ilustrado na Figura [2.11] que
tinhamos duas componentes regulares, cada uma homeomorfa a um anel, logo
ambas de género zero, e ap6s a transicao B apesar de continuarmos com duas
componentes regulares, uma delas ¢ homeomorfa a um disco, género zero, e a
outra ¢ um homeomorfa a um toro com uma componente de bordo, género 1.

Transicdo Rabo de Andorinha (S)

Sobre um arco de curvas de dobra nasce dois pontos de cuspides, com sinais
opostos, e um ponto duplo. S altera somente o nimero de pontos duplos para
+1, além das cuspides. Essa transicao fica ilustrada em onde sao aplicadas
duas transicoes, uma em cada curva do conjunto singular.

—-..‘--__--‘---
v — v —>
—_— e

Figura 2.16: Exemplo de transi¢ao rabo de andorinha

Transicoes de Tangéncias entre dobras e clispides

Transicao Tangéncia entre duas curvas de dobras DD?, i = 1,2: altera somente
o numero de pontos duplos por +2;

Transicao Tangéncia entre uma cuspide e uma curva de dobra CD?, i = 1, 2:
altera somente o nimero de pontos duplos em +2;
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Figura 2.18: Exemplo de transicao tangéncia de dobra com cispide

Exemplo 2.2.8. Na Figura podemos ver a obtencao de uma aplicacao
f :S? = R? com duas curvas no conjunto singular e duas ctispides, a partir
de uma aplicacao dobra g : S? — R? com uma tinica curva singular. Obtemos f
a partir de g com duas trasi¢coes do tipo Rabo de Andorinha e uma transicao do
tipo Bicos.

gt - - e S ,_> cem-e — V_B, . - — g + +f
) (v (© (@ (© (0

Figura 2.19: Transicoes em aplicacoes da esfera no plano

Nao iremos aprofundar sobre as trasacoes por nao ser interessante a esse
trablho. Para mais detalhes sobre as transi¢oes podem ser vistos em [3] e [28].

2.3 Cirurgia entre aplicacoes estaveis

Definiremos aqui dois tipos de procedimentos, chamados cirurgias, sobre
aplicacoes estaveis. Com essas cirurgias podemos obter uma aplicagao g através
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de uma outra aplicacao f, ou até mesmo por mais de uma aplicacao. Com esse
mesmo conceito podemos obter aplicacoes mais complexas usando uma ou mais
aplicacoes mais simples.

2.3.1 Cirurgia horizontal

Uma cirurgia horizontal, denotada por Sy, sobre uma aplicacao estével
h:M — N, com M e N superficies fechadas e orientaveis, é feita pelo seguinte
procedimento:

1. Escolha dos arcos | = h(l') e j = h(j') em Bh, onde I’ e j’ sao arcos de
curvas do conjunto singular de h e exista um caminho 7 entre [ e 7 com
n N Bh = (;

2. Mergulhe um retangulo § na vizinhanca de 7, onde dois lados de f3,
complementares dos arcos opostos k e m em [, sao identificados com os
arcos [ e j, respeitando a orientagao de Bh, criando assim o que chamamos
de ponte entre as curvas dos arcos de Bh;

Figura 2.20: Ponte entre duas curvas de um contorno aparente

3. Escolha dois pequenos discos Dy e D em M contendo os arcos de curvas
singular " e j e repasse seus interiores por um tubo 7', respeitando a
orientacao de M, obtendo assim uma nova superficie fechada e orientada
M,

Y

4. Estenda a aplicacao estavel h sobre o tubo T', obtendo a aplicacao estavel
hg, de forma que hg sobre T' tenha dois arcos de curvas singulares k' e m/,

com hg(k') =k e hg(m’) = m.

Observacgao 2.3.1. A superficie resultante M’ da cirurgia horizontal é sempre
orientada. De fato o tubo T que introduzimos a M conecta regioes positivas com
regioes positivas, de um lado dos arcos de curvas singulares k' e m' criados pela
extencao hg da aplicagao h, e regioes negativas com regioes negativas do outro

lado.

Note que ao realizarmos a cirurgia horizontal, o que ocorre nos arcos de curvas
do contorno aparente é a aplicacao da topologia quociente entre o retangulo [ e
os arcos [ e 7, ilustrado na Figura [2.20
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Figura 2.21: Cirurgia horizontal

Em particular, se M ¢é a uniao disjuntas de duas superficies M; e Mo,
denotaremos M = M, LU M,. Sejam entao hy e hy as restricoes de h sobre M e
M, respectivamente, entao podemos denotar h = hy U hy e a aplicacao resultante
da cirurgia horizontal por hg = h; ®©g,, ha.

Definicao 2.3.2. A cirurgia horizontal hg = hy @®g, ho é chamada soma
horizontal das aplicacoes hy e hs.

Exemplo 2.3.3. Na Figura podemos ver a soma horizontal entre duas
aplicagoes, uma do toro no plano e outra do bitoro no plano, que resulta em
uma aplicacao do tritoro no plano. Note que a aplicacao do bitoro possui apenas
uma curva singular, enquanto a aplicagao do toro possui duas curvas singulares,
o que resulta em duas curvas singulares na aplicagao resultante.

Figura 2.22: Exemplo de cirurgia horizontal entre aplicacoes do 72 no plano e do
272 no plano

Observacao 2.3.4. Pela construcao da definicao da cirurgia horizontal, obtemos
3 casos quando a realizamos:

1. quando realizamos a cirurgia sobre dois arcos da mesma componente
singular da aplicagdo, onde acrescentamos uma al¢a (um género) a
superficie do dominio. Neste caso também € aumentado em um o nimero
de componentes do conjunto singular;
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2. quando conectamos dois arcos de diferentes curvas singulares de uma mesma
componente conexa do dominio. Neste caso também acrescentamos em um
o género da superficie e diminuimos em um o numero de componentes do
conjunto singular;

3. conectamos dois arcos de curvas singulares de diferentes componentes
conezxas do dominio. Aqui diminuimos em um o numero de componentes do
conjunto singular, mas nao alteramos o género da superficie de dominio,
como no caso da Figura[2.29

2.3.2 Cirurgia vertical

Seja h : M — N uma aplicacao estével, onde M e N sao superficies fechadas
e orientadas. O que chamaremos de cirurgia vertical ¢ definida pelo seguinte
procedimento:

1. Escolha dois pontos p,q € M \ Xh, tais que p € MT e ¢ € M~ com
hp) = h(q) =0 € N\ Zh;

2. Escolha dois pequenos discos D, e D, em M que sejam vizinhangas dos
pontos p e ¢ respectivamente, e repasse seus interiores por um tubo 7T,
respeitando a orientacao de M, obtendo assim uma nova superficie fechada
e orientada M’;

3. Estenda a aplicagao estavel h sobre o tubo 7', de forma que T tenha somente
uma curva singular v que é mergulhada por h, na vizinhanca de o em N\ Bh;

. Q e R
fy 9y —> VF+vy

Figura 2.23: Cirurgia vertical

Da mesma forma que na cirurgia horizontal, se considerarmos que M ¢é a
uniao disjunta das superficies M; e M, fechadas e orientadas, e hy e hy as
restri¢oes a cada uma dessas superficies respectivamente, entao podemos denotar
por hy = h; ©g, hs a aplicacao resultante da cirurgia vertical de hy e hy.

Definicao 2.3.5. A cirurgia vertical h, = hy ®g, he € chamada soma vertical
das aplicagcoes hy e hs.
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Figura 2.24: Exemplos de cirurgia vertical

Exemplo 2.3.6. Na Figura vemos a realizagao da cirurgia vertical em uma
aplicacio da esfera S? no plano R? com uma curva singular, que passa a ter duas

curvas singulares e a superficies de dominio passa a ser homeomorfa a um toro
T2,

Observacgao 2.3.7. Aqui a superficie resultante, assim como no caso da cirurgia
horizontal, ¢ sempre orientada. De fato, basta observar que o tubo T que
repassamos ao interior dos discos D, e D, € orientado e conecta componentes

requlares de sinais opostos, o que mantém a orientabilidade da superficie original
M.

Observacao 2.3.8. Sempre que realizamos uma cirurgia vertical, por definicao,
criamos mais uma componente no conjunto singular, mas temos 2 diferentes casos
dependendo das componentes que € feita a cirurgia:

1. se a cirurgia for feita ma mesma componente conera da aplicacao,
aumentamos em um o género da superficie do dominio (ver Figura ;

2. quando fazemos a cirurgia em duas componentes diferentes da aplicagao,
nao aumentamos nada mais que uma curva singular.

Observacao 2.3.9. Sejam f : My — N e g : My — N duas aplicacées entre
superficies fechadas e disjuntas My e My. Se M € uma superficie resultante de
uma cirurgia vertical entre f e g, entao M ¢ homeomorfa a soma conexaMy# M.
De fato, na cirurgia retiramos o interior de dois discos e identificamos as duas
componentes de bordo formadas pelos bordos do tubo T, que pode ser contraido
em um S, o que torna a cirurgia equivalente a identificar os bordos criados pela
remocao dos discos, que € por definicdo, a soma conexa dessas superficies.



Capitulo 3

Grafos de aplicacoes estaveis entre
superficies fechadas

No Capitulo 1| definimos grafos e estabelecemos uma forma de os associar com
superficies fechada e orientadas com curvas mergulhadas. Neste capitulo iremos
associar grafos, especificos por certas condicoes, a aplicagoes estaveis e desta
forma construir um invariante para estas aplicagoes. Iremos também mostrar
a ligacao natural entre as cirurgias de grafos e as cirurgias das aplicacoes, bem
como o Teorema de Quine e uma versao dele para grafos associados a aplicacoes.
As principais referéncias sao [22] e [30].

3.1 Grafos e aplicacoes estaveis

Sejam M e N duas superficies fechadas e orientadas e f € £%(M,N), o
conjunto das aplicacoes estaveis entre M e N. O conjunto singular > f esta
formado por um conjunto de curvas fechadas, simples e disjuntas que separa as
regioes regulares de M\ X f (complemento do conjunto singular) em componentes
conexas.

Naturalmente, podemos associar o par (M,Xf) um grafo com pesos nos
vértices, onde cada curva o de Xf corresponde a uma aresta a, cada regiao
regular U corresponde a um vértice v, que recebe como peso t o género de U
(soma de t toros). Esté claro que a incide no vértice v se, e somente se, a a curva
singular correspondente a a estd no bordo da regiao regular correspondente a v.

Defini¢ao 3.1.1. O grafo associado ao par (M,%f), onde f € E(M,N), €
chamado de grafo dual de f.

Observacao 3.1.2. O grafo dual é um invariante para aplicacoes estdveis, ou
seja, dois grafos duais nao isomorfos carregam a informacao que suas aplicacoes
assoctadas sao diferentes. De fato, no grafo estd codificado informacoes do
conjunto reqular de aplicagoes estaveis entre superficies e conseque separar
algumas aplicagoes com o mesmo contorno aparente como ilustram as Figuras

[F 1 el72

32
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/N NN

Figura 3.1: Aplicacoes da esfera no plano com seus respectivos grafos

.....

_______

Figura 3.2: Aplicacoes toro no plano com A =4

Observacao 3.1.3. Cada aplicagcao estdvel estd associada a um grafo e cada
grafo pode ser associada uma classe de diferentes aplicagoes com pares (M,C)
equivalentes, onde C corresponde o conjunto de curvas singulares.

Um questionamento que podemos fazer sobre grafos de aplicagoes é: Quais
grafos com pesos inteiros positivos no vértice estao associados as aplicacoes
estaveis entre superficies orientadas? Essa pergunta é respondida pela seguinte
proposicao.

Proposicao 3.1.4 ([22]). O grafo dual de qualquer aplicagao estdvel f: M — N
entre duas superficies fechadas e orientadas € bipartido.

Demonstracao. Cada curva singular de X f é bordo de uma componente de M+ e
de uma componente de M ™, consequentemente cada aresta do grafo associado a
f conecta um veértice de V*(G) com um vértice de V~(G), criando uma bipartigao
no conjunto dos vértices. O]
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Seja G um grafo bipartido associado a aplicacao estavel f : M — N e
M* = U;: Uii a uniao das componentes regulares de f, com seus respectivos
sinais. Aos vértices de G correspondente as componentes regulares M+ associamos
o sinal +. Denotamos por:

1. V* o ntimero de vértices de G com sinais 4, que corresponde o nimero de
componentes de M*.
v . - .
2. W = ijl tji onde tT é o peso do vértice vj-[, que corresponde ao género
da componente regular Uji.

3. AJi o nimero de arestas nos vértices vji, que corresponde ao niimero de

componentes de borde de Uji. Observe que A =3, | Af =3 | A7

Proposi¢ao 3.1.5. Seja G um grafo bipartido com caracteristica (V' +
V= A WY + W), associado a uwma aplicagio estdvel de M em N. A
caracteristica de Euler de M* em funcio de G é dado por X(M*) = 2V* —
QW+ — A,

Demonstracao. A caracteristica de Euler da componente conexa de UijE com
APm componentes de bordo satisfaz é dada por X(UF) = 2 — 2¢(U*) — AFf =

2 — 2t5 — AF, pelo Teorema e Corolério

vE Vv
X(M*) = X(UF) =) (2—2tf — AF) =2V* —2W* — 4,
i=1 i=1
pois as componentes de M* sdo todas disjuntas. O]

Corolario 3.1.6. X(M) —2X(M~) =2[(VT = V") = (Wt —W7)]

Demonstracao. A superficie M = MTUM ™ e a interseccao entre as componentes
de M* e de M~ & sempre vazia ou uma curva simples. Pelo Corolario
XMTUM™)=X(MT)+X(M™),pois X(MTNM~)=0. X(M)—-2X(M~) =
X(MT)—X(M~)=2[(Vt=V")— (W' —W7)], pela Proposi¢ao 3.1.5 O

Exemplo 3.1.7. Na Figura[3.3]vemos duas aplicagoes estaveis da esfera no plano,
em (a) uma associada a um grafo Lo, e em (b) a outra associada a um grafo L.

Figura 3.3: Exemplos de Aplicacoes da esfera no plano

O Teorema foi demonstrado por Quine em [30]. Uma demonstracao
baseada na relagao entre cispides e conjuntos regulares foi apresentada em [21].
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Teorema 3.1.8 (Teorema de Quine). Seja f : M — N wuma aplica¢do estdvel
entre as duas superficies fechadas e orientadas M e N. Se f tem grau d e m
pontos de cuspides entao

X(M) — 2X(M~) + s(C) = dX(N)

onde X denota a caracteristica de Euler e s(C) a soma total dos graus das
cuspides.

Teorema 3.1.9. Seja f : M — N uma aplicacao estdvel entre as duas superficies
fechadas e orientadas M e N. Se f tem grau d e m pontos de cispides, entao
entao o grafo associado a f satisfaz

Consequentemente s(C') € sempre par.

Demonstracao. A superficie N é fechada e orientada e pelo Teorema [1.1.26[temos
X(N)=2-2g(N), onde g(N) é o género de N. Do Corolario temos

X(M)—=2X(M")=2[(VF=V") = (W -=W)]

Substituindo estas duas igualdades no Teorema de Quine temos

(VT =V7) = (WT = W) =2d(1 - g(N)) = s(C)

dividindo ambos os lados da igualdade chegamos ao resultado desejado. [

Corolario 3.1.10. Se G € um grafo de uma aplicacao estdavel do m-toro no n-

toro, entao o grau de f satisfaz d = [(W+—W_)—(V+—V_)—#]/(1—71). Se G
é o grafo de uma aplicagao dobra (C' =0), entaod = [(WT—-W")— (VT =V7)]/

(1 —n).

3.2 Cirurgias de grafos e aplicacoes

Agora que ja temos definido as cirurgias entre aplicacoes estaveis, as cirurgias
entre grafos e a associacao entre grafos e aplicacoes estaveis podemos estabelecer
algumas relagoes entre elas. Exemplificaremos aplicagoes que chamaremos de
basicas e a partir delas construiremos aqui algumas aplicagoes utilizando as
cirurgias, aplicacoes estas associadas a algum grafo bipartido.
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3.2.1 Grafos e cirurgia horizontal

Observagao 3.2.1. Se G; é um grafo associado a aplicacao estdvel h; : M; — N,
com i = 1,2, entao realizando a cirurgia horizontal que conecta dois arcos de
curvas singulares de diferentes componentes conexas das aplicagoes hy e hs, o
qual denotaremos por Sy, , obtemos:

1. V(Gy ©sy, G2) = V(G1) + V(Ga) — 2, pois duas regioes positivas e duas
regioes negativas se unem, ou seja, dois vértices negativos e dois vértices
positivos sao identificados (respeitando os sinais);

2. A(G1 ®sy, Go) = A(G1) + A(Ga) — 1 pois duas curvas singulares se unem,
ou seja, duas arestas sao identificadas;

5. W(G1 ©sy,, Ga) = W(G1) + W(Gs) pois as regioes conectadas carregam os
Seus géneros, com isso, 0 peso correspondente a nova regidao € a soma dos
pesos dos vértices identificados para forma-lo.

Os efeitos dos outros casos de cirurgia horizontal entre aplica¢oes mencionados
na Observagao podem ser descritos de forma andloga.

A demonstragao das Proposigoes e podem ser encontrados em [22].

Proposicao 3.2.2. Se G; e¢ G5 sao grafos associados, respectivamente, as
aplicacoes estdaveis hy : My — N e hy : My — N, entdo o grafo resultante
da cirurgia horizontal € um grafo associado a aplicagao hy Bg, ha.

Exemplo 3.2.3. Consideremos a aplicacao estavel f; : nT? — nT?, onde n > 1,
com uma componente singular, duas cuspides e grau 1, obtida da aplicacao
identidade Id : nT? — nT? por uma transicao labios (conforme a Figura[3.4]item
(a)). Realizando d — 1 cirurgias horizontais, que sdo do mesmo tipo das descritas
na Observacao [3.2.1] entre d aplicagoes do tipo fi, obtemos uma aplicacao estével
f, do dn-toro sobre o n-toro, com grau d, a qual, por construcao, possui contorno
aparente com uma curva singular, zero pontos duplos e 2d cuspides com o mesmo

sinal (ver Figura [3.4]item (b)).

(a)

Figura 3.4: Exemplo de aplicagoes no n-toro com graus 1 em (a) e d em (b)



37 3.2. CIRURGIAS DE GRAFOS E APLICACOES

Exemplo 3.2.4. Na Figura temos ilustrada uma aplicacao estavel f do
toro na esfera, com grau 1 e 4 cuspides. Esta aplicacao foi obtida por uma
cirurgia horizontal sobre uma mesma aplicacao estavel f, da esfera na esfera,
com duas componentes singulares e 4 cispides, obtida da aplicagao identidade
(Id : S* — S?) por duas trasigoes tipos labios.

Observacgao 3.2.5. Se f : M — N ¢é uma aplicacao estdvel de grau d, entre
duas superficies fechadas e orientadas M e N, obtidas por cirurgias horizontais,
podemos também obter vdrias outras aplicacoes estdveis com grau d, na mesma
classe de homotopia de f, basta passar por alguma transicao de codimensdo um,
por exemplo, do tipo ldbios (L) ou bicos (B* e B), pois essas transi¢oes nos
fornecem aplicacoes homotdpicas a f, alterando apenas o nimero de componentes
do conjunto singular ou reqular, bem como numero de cuspides.

1 N
W
m\ / | f\ J N .f&_ __/

Figura 3.5: Construgao de uma aplicacao do toro na esfera com grau 1

Proposigao 3.2.6 ([22]). Toda drvore com A > 1 arestas pode ser obtida por
A — 2 somas conezxas horizontais de A — 1 grafos do tipo Ls.

Demonstracao. Dada uma arvore A com A arestas, se A = 2 entao A é um Ls.
Se A = 3 entdo A é um L3 ou um grafo estrela e em ambos os casos 7 pode ser
obtido por somas conexa horizontal de dois grafos L.

Suponhamos agora que A tem A — 1 > 2 arestas. Vamos usar principio de
indugdo sobre A. Seja v um vértice extremo (Defini¢ao[1.2.8)) de A conectado a w
pela aresta uw. Eliminando a aresta vw de A com o vértice extremo v, obtemos
uma arvore L com A — 1 arestas e w € L. Suponha por hipotese de indugao que
L pode ser obtida por A — 3 somas horizontais de k — 1 grafos L — 2.

Fazendo soma horizontal de Ly com L, com a identificacao de w € L com o
vértice de grau 2 em Lo, obtemos o grafo A com A arestas, como soma conexa
de A — 1 grafos tipo Ls. m

3.2.2 Grafos e cirurgia vertical

Observacao 3.2.7. Se G; € um grafo associado a aplicacao estavel h; : M; — N,
com 1 = 1,2, entao realizando a cirurgia vertical que conecta duas componentes
conezxas das aplicagoes hy e ho, o qual denotaremos por Sy,, obtemos:
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1. V(Gy @sy, Go) = V(G1) + V(Ga), pois nenhuma regiao € retirada ou
colocada, ou seja, nenhum vértice € identificado ou acrescentado;

2. A(G1®sy, Ga) = A(G1)+A(Ga)+1, pois uma nova componente no conjunto
singular € criada, ou seja, uma nova aresta € acrescentada,

3. W(G1 ®s,, Go) = W(G1) + W(Ga) pois nenhum género é acrescentado ou
retirado das regioes.

De modo andlogo podemos descrever os efeitos dos outros casos de cirurgias
verticais citadas Observagao [2.3.8

Proposigao 3.2.8 ([22]). Se G, e G; sao grafos associados, respectivamente, as
aplicacoes estdveis hy : My — N e hy : My — N, entdo o grafo resultante da
cirurgia vertical € um grafo associado a aplicagao hy ®g,, hs.

Exemplo 3.2.9. Conforme ilustrado na Figura[3.6], fazendo uma cirurgia vertical
Sy, descrita na Observagao sobre a mesma aplicacao f; da esfera na esfera,
com grau zero, obtemos a aplicagio f1 @s,, f1 do toro na esfera com grau zero e
duas componentes singulares.Por uma transicao do tipo bicos (B~ ) sobre f; Ssy, fi
obtemos uma aplicacao f do toro na esfera com grau zero, uma tinica componente
singular e duas cuispides.

Figura 3.6: Construcao de uma aplicacao do toro na esfera com grau 0

Exemplo 3.2.10. Sejam P e R superficies fechadas e orientadas, onde o género
de Ré g(R) =1lenm:R— N éuma aplicacao estavel com grau d = 0, onde 7 é a
projecao normal da superficie R sobre a superficie N. A Figura ilustra uma
aplicacao dobra p : P — N com grau d, obtida por d + 2m cirurgias verticais,
sendo d + m cirurgias entre a aplicacao projecao m e a aplicagao identidade
Id : N — N, com grau 1 e conjunto singular vazio, e m cirurgias entre 7 e
a aplicacao —Id : N — N (com orientagao oposta a Id), com grau —1 e conjunto
singular vazio.

Observacao 3.2.11. Se f : M — N € uma aplica¢ao estdvel com grau d, entre
duas superficies fechadas e orientadas M e N, obtida por cirurgias verticais,
podemos também obter vdrias outras aplicacoes estdveis com grau d, na mesma
classe de homotopia de f, basta passar por algum transicao de codimensado 1,
como por exemplo do tipo ldbios (L) ou bicos (B e B), pois estas transigoes nos
fornecem aplicacoes homotopicas a f, alterando apenas o nimero de componentes
requlares ou singulares, bem como o nimero de cuspides.
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Figura 3.7: Exemplo cirurgia vertical entre n-toros

3.2.3 Exemplos de cirurgias de aplicacoes e seus grafos

Dedicamos nesta secao a construcao de exemplos de aplicagoes estaveis, tendo
como ferramentas principais as transicoes ja apresentadas na Secao e as
cirurgias de grafos e cirurgias de aplicacoes estaveis apresentadas na subsecao
e na se¢ao [2.3] respectivamente.

Exemplo 3.2.12. Na Figura [3.§ temos ilustrado uma sequéncia de aplicagoes do
toro, 2-toro,- - -, n-toro. A primeira aplicacao pode ser obtida por duas trasicoes
do tipo rabo de andorinha e uma do tipo bicos na aplicacao projecao do toro
no plano, como ilustra a Figura A aplicacao do n-toro no plano pode
ser obtida por n — 1 cirurgias horizontais entre aplicacoes do primeiro tipo.
Consequentemente o grafo associado a essa aplicacao do n-toro poder ser obtido
por n — 1 cirurgias no grafo tipo L; com peso 1 em um vértice e peso zero no
outro.

Figura 3.8: Sequéncia de aplicagoes do n-toro no plano

Exemplo 3.2.13. A partir de uma aplicacdo da esfera no plano, podemos
construir uma outra aplicacao do toro no plano, como ilustra a Figura
Através da cirurgia horizontal feita na mesma componente conexa da aplicacao,
respeitando a orientagao da aplicacao, acrescentamos em 1 o género da aplicacao
(como mencionado na Observagao . A cirurgia horizontal feita no grafo
associado é feita identificando os vértices a com ¢ e b com d, consequentemente
identificando as arestas ab com cd, sem mexer na aresta cb.
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-

Figura 3.9: Construgao de uma aplicacao dobra do toro no plano

(49
|

Observacao 3.2.14. Note que a contrucao de uma mesma aplicacao pode
ser dada a partir de diferentes aplicagoes e nem sempre utilizando a mesma
ferramenta. No Ezemplo podemos ver a construcao de uma aplicacao
dobra f do toro no plano com duas curvas singulares, a partir de uma aplica¢ao
dobra g da esfera no plano com trés curvas singulares. Mas podemos obter a
mesma aplicacdo f a partir de uma aplicacao h da esfera no plano com uma
inica curva singular, como mostra a Figura [3.10L Para a aplicagdo h, temos
assoctado um grafo Ly com peso zero em ambos os vértices, basta entao realizar
a cirurgia vertical entre os dois vértices desse grafo e teremos o grafo associado
a aplicagao f.

(D) '

Figura 3.10: Construcao de uma aplicacao dobra do toro no plano 2



Capitulo 4

Realizacao de Grafos

A construcao de grafos associados as aplicagoes estaveis entre superficies
garante que existe um grafo G com pesos nos vértices associado a aplicacao
f. Se M é orientada entao G é bipartido, como visto na Proposicao [3.1.4
Neste capitulo vamos mostrar que todo grafo bipartido esta associado a alguma
aplicagao entre duas superficies fechadas e orientadas. Os resultados sao baseados
nos trabalhos|31], [9] e [11]. Primeiro veremos o caso de realiza¢do de arvores e
depois de grafos bipartidos, com aplicagoes no plano e na esfera.Posteriormente
trataremos de aplicagoes sobre o n-toro.

4.1 Aplicacoes no plano

Esta secao serda dedicada ao estudo especifico da realizacao de grafos por

aplicagoes estaveis no plano. Consideraremos apenas os principais resultados,
para maiores detalhes ver MACHADO [I§].

Teorema 4.1.1. Toda drvore A com peso zero pode ser realizada por alguma
aplicacao estdavel da esfera no plano.

Demonstracao. Pela Proposicao vimos que podemos obter qualquer arvore
A como somas horizontais de grafos Ls. Pelo Exemplo vimos como realizar
grafos tipo Ly por uma aplicacao da esfera no plano que denotaremos por h. Por
A — 2 somas conexas horizontais entre A — 1 aplicagoes do tipo h, obtemos uma
aplicacao f : S%? — R? que realiza A. O

Observacgao 4.1.2. Toda drvore A com peso zero que adimite uma decomposi¢ao
em somentes grafos do tipo Ls, pode ser realizada por alguma aplicacao dobra da
esfera no plano. De fato, no Exemplo vimos como realizar um grafo do tipo
L3 por uma aplicacao dobra (sem cispides) h da esfera no plano. Podemos obter
uma aplicacao f por somas conexas horizontais de aplicacoes do tipo h. Como
a soma conexa horizontal nao acrescenta pontos de cuspide, seque que f € uma
aplicacao dobra.

41
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Teorema 4.1.3. Todo grafo bipartido G com peso total zero pode ser realizado
por uma aplicacio estdvel g : mT — R?, onde m = 31(G).

Demonstracao. Seja A uma arvore maximal obtida de G retirando (;(G) arestas
de G, uma de cada ciclo. Pelo Teorema A pode ser realizada por uma
aplicacao h da esfera no plano. Uma aplicacao g : mT — R? que realiza G pode
ser obtida fazendo cirurgias verticais sobre h, cada uma delas referente a cada uma
das (31(G) arestas que foram retiradas, feitas entre as respectivas componentes que
cada uma destas arestas retiradas ligavam. Como a esfera é conexa, cada cirurgia
vertical em h altera em +1 o género da superficie, resultando entdao em uma
superficie homeomorfa ao mT com m = £;(G). ]

Teorema 4.1.4 ([11]). Um grafo G com peso total zero é realizavel por uma
aplicacao dobra de uma superficie fechada e orientada no plano se, e somente se,
G ¢ balanceado.

Observacao 4.1.5. Uma consequéncia imediata do Teorema ¢ que toda
drvore A com peso zero pode ser realizada por uma aplicacao dobra da esfera no
plano se, e somente se, A é balanceada.

Exemplo 4.1.6. Na Figura temos ilustradas duas aplicacoes, uma do T no
plano em (a), e em (b) do rT no plano com os respectivos grafos associados.

e e =
(= - Q:_;"/ —_— r"Q‘__.__.::——-—\_"-—_‘—-}I
| r
=y R“u\ il X 0 “KA 2 gttt s L
@~ = b (0.0
L, @ &> [ V.o

Figura 4.1: Exemplo de aplicacao do toro no plano e do r-toro no plano

Lema 4.1.7. Toda drvore L1 com peso r em um vértice e zero no outro pode ser
realizada por alguma aplicacao estdvel do r-toro no plano.

Demonstracao. A arvore L, pode ser realizada por uma aplicacao h do toro no
plano, como mostra o Exemplo A aplicacdo g : rT — R? que realiza L,
com peso zero em um vértice e r no outro, pode ser obtida pela soma conexa
horizontal de aplicacoes do tipo h feitas r — 1 vezes. O

Teorema 4.1.8. Toda drvore A com peso total r pode ser realizada por alguma
aplicacao estdvel do r-toro no plano.

Demonstragao. Seja T a arvore obtida de A (que tem peso total ), apos retirar
todos os r; pesos de seus v; vértices. Pelo Teorema T ¢ realizado por uma
aplicacdo h : S? — R2% Para cada r;, considere as aplicacoes h' : ;T — R2
associadas a grafos Ly como no Lema[d.1.7] Fazendo cirurgias horizontais entre h
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e as aplicagoes h', de modo que cada componente de S?\ X (h) referente ao vértice
v; de T, que havia um peso r; em A, seja somada a h’ com dominio 7;-toro. Deste
modo a aplicacdo resultante da cirurgias, g : 7T — R? realiza A. O

Teorema 4.1.9. Todo grafo bipartido G pode ser realizado por uma aplica¢io
estavel g : mT — R?%, ondem =1—-V + A+ W.

Demonstracao. Seja A uma arvore maximal de G, obtida retirando uma aresta de
cada f31(G) ciclo de G. Pelo Teoremal[d.1.8] A pode ser realizada por uma aplicacao
h do W-toro no plano, onde W ¢ o peso total de A. Uma aplicagao g : M — R?
que realiza G, pode ser obtida realizando uma cirurgia vertical em h para cada
uma das 1(G) arestas que foram retiradas de G, respeitando os locais que essas
arestas foram retiradas. Como o W-toro é conexo, cada cirurgia acrescenta +1
o género da superficie, como A é uma arvore maximal de G, a soma dos pesos
total de G é W, portanto M é um m-toro m7', com género m = (1(G) + W onde
f1(G)=1-V + A. m

As demonstragoes dos proximos resultados pode ser vista em [10] e [9]
(respectivamente).

Teorema 4.1.10. Um grafo bipartido G(V, A, W) pode ser realizado por alguma
aplicagao dobra (sem cispides) no plano se, e somente se, G satisfaz Vt —V~ =
W+ —-Ww-.

Corolario 4.1.11. Toda drvore de peso zero pode ser realizada por alguma
aplicagao dobra (sem cispides) no plano se, e somente se, satisfaz Vt =V~

4.2 Aplicacoes na esfera

Nesta secao trabalharemos com aplicacoes estiveis de superficies fechadas e
orientada na esfera S2, e citeremos alguns resultados para o caso particular das

aplicacoes dobra, baseados em [9], que pode ser visto com mais detalhes em
FELIPPE [7].

Exemplo 4.2.1. A Figura[d.2]ilustra duas aplicacoes estaveis da esfera na esfera
com A=1eC =s(C)=2d, onde a)d =1 e em a)d = 2, com d sendo o grau da
aplicacao.

A aplicagdo em a) pode ser obtida da aplicagao identidade id : S? — S? por
uma transicao labios, criando uma curva singular com duas cispides. A aplicacao
em b) pode ser obtida por soma conexa entre duas aplica¢oes do tipo em a).

Por d — 1 somas conexas nas aplicagoes do tipo a), obtemos uma aplicacao da
esfera na esfera com grau d e uma tnica curva singular.

Exemplo 4.2.2. A arvore L; com peso zero pode ser realizada pelas aplicacoes
da esfera na esfera com grau 1 e 2 ilustradas na Figura [£.2 A arvore L, com
peso zero pode ser realizada pela aplicagdo da esfera na esfera com grau 1 por a)
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852

Figura 4.2: Exemplo de aplicagoes da esfera na esfera com grau um e dois

na Figura O grafo estrela com 3 arestas e peso zero pode ser realizado por
uma aplicagdo como em b) obtida pela cirurgia horizontal entre duas aplicacoes
tipo a).

Figura 4.3: Exemplo de aplicagoes dobra da esfera na esfera com grau um e dois

Teorema 4.2.3. Toda drvore A com peso zero pode ser realizada por alguma
aplicacao estdvel da esfera na esfera com grau d arbitrdrio.

Demonstracao. Pelo Teorema [£.1.1 sabemos que toda arvore A com peso zero
pode ser realizada por uma aplicacao estavel h : S? — R2. Considere o mergulho
J:h(S?) C R? — S% A aplicagao estavel g = joh : S? — 5% é uma aplicagao
com grau zero que realiza A. Para obter uma aplicacao que realiza A com grau
d qualquer, basta realizar d cirurgias horizontais entre g e aplicagoes do tipo do
Exemplo 4.2.1 O

Corolario 4.2.4. Se A pode ser decomposta em k drvores do tipo L3 e d dvores
do tipo Ly entao A satisfaz V=V~ = d e pode ser realizada por alguma aplicagdo
dobra h : S* — S?% com grau d.

Demonstracao. As arvores do tipo Lo estao associadas a aplicagoes dobra com
grau 1 tipo a) da Figura e L3 estao associados as aplicacoes dobra com grau
zero do tipo e) da Figura [2.15] Uma aplicacao dobra h : S> — 52 com grau d,
que realiza A pode ser obtido por k£ — 1 somas conexas horizontais entre as k
aplicagoes dobra do tipo e da Figura|2.15/e d — 1 somas conexas horizontais entre
d aplicagoes dobras do tipo a) da Figura O

Teorema 4.2.5 ([9]). Uma drvore A com peso total zero pode ser realizada por
alguma aplica¢do dobra (sem cispide) na esfera com grau d se, e somente se, A
satisfaz VT —V— =d.
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Lema 4.2.6. Toda drvore A com peso total v > 0 pode ser realizada por alguma
aplicacao estdvel h: rT — S? com grau d arbitrdrio.

Demonstracao. Seja A uma arvore com pesos t; dos vértices v;, tal que r =

i=1 . ,

v ti. Considere A" o mesmo grafo A mas com peso zero em todos os
vértices. Pelo Teorema A’ pode ser realizada na esfera por uma aplicacao
g : S? — S? com grau d arbitrario. Para cada t; > 0, considere a aplicacio
g =j'oh': ;T — 8% onde j* : h'(t;T) — S? ¢ um mergulho e a aplicagio
h' : ;T — R? como no Lema associada ao grafo L; com peso [0 — ¢;].
Fazendo cirurgias horizontais entre g e as aplicacoes ¢°, respeitando os pesos nos

vértices de A, obtém-se uma aplicacdo estavel h : rT — S? que realiza A. O

Teorema 4.2.7. Todo grafo bipartido G pode ser realizado por uma aplica¢ao
estdvel f: mT — S? com grau d arbilrdrio, onde m = (,(G) + W.

Demonstra¢ao. Retirando uma aresta de cada um dos 51(G) ciclos de G obtemos
a arvore maximal A com peso total W. Pelo Lema A pode ser realizada
por uma aplicacao do W-toro na esfera com grau d arbitrario. Fazendo uma
cirurgia vertical sobre h para cada uma das (1(G) arestas retiradas de G retiradas
para obter A, obtemos uma aplicacdo g : M — R? que realiza G. Como W-
toro é conexo, cada cirurgia vertical sobre h altera em +1 o género da superficie
resultante, entao o género de M é m = 31(G) + W. ]

4.3 Aplicacoes no n-toro

Trabalharemos neste capitulo com superficies fechadas e orientadas, portanto
iriremos omitir a escrita destas propriedades tendo em vista esta consideracao
inicial. As principais referéncias desde capitulo sao [31] e [21].

4.3.1 Aplicagoes de recobrimento sobre o n-toro

Exemplo 4.3.1. A Figura ilustra uma aplicacao do toro no toro com grau
d = 2, que realiza um grafo G com uma unica aresta (com conjunto singular
vazio). Note que essa aplicagdo pode ser construida com um grau d arbitrario
que ainda realize G.

Podemos reescrever o Corolario [2.1.32] dentro do contexto das apliacoes
estéveis associadas a grafos, como segue:

Proposicao 4.3.2. Seja G um grafo com um inico vértice e peso w. Se N € uma
superficie com género n > 1, entao G € o grafo de uma aplicacao f: M — N se
e somente se M ¢ uma superficie com género w e existe um inteiro positivo d que
satisfaz w =d(n — 1) + 1.

Consequentemente, existe f : M — N com grau d se, e somente se,
d=(g(M)—1\(n—1) é um inteiro.
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Figura 4.4: Aplicacao do toro no toro com grau 2

Demonstra¢ao. (=) Analoga ao Corolario2.1.32}

(<) Queremos mostrar que existe uma aplicagdo f : M — N que realiza G,
satisfazendo w = d(n—1)+1. Para isso basta tomar f como sendo uma aplicacdo
de recobrimento de M em N. O

Observacao 4.3.3. Seja G um grafo com um unico vértice e peso n. Sejam M
e N duas superficies com géneros n > 1 e w > 1, respectivamente, e f: M — N
uma aplicagao estdvel que realiza G. Segue pela Proposi¢ao [{.3.9 que o género de
M € dado por w = d(n — 1) + 1, ou seja, para cada d fizo obtemos o género de
uma superficie que cobre N sem pontos singulares.

Exemplo 4.3.4. Para construirmos uma aplicacao de recobrimento f : M — 512
com grau d = 3, basta utilizarmos a relagdo w = d(n — 1) + 1 como descrita na
Observagao Segue entdo w = 3(5 — 1) + 1 = 13, portanto tomando M
homeomorfa ao 13-toro, f poderia ser construida de forma a ser uma aplicacao
de recorbimento do 13-toro no 5-toro com grau d = 3.

Observacao 4.3.5. Note que pela Observagao 0 2-toro pode ser coberto por
qualquer superficie M com género w > 2, sem pontos singulares. De fato, pois
comn = 2 temos w = d + 1, portanto para um grau d qualquer, temos que o
(d + 1)-toro cobre o 2-toro. Com um raciocinio andlogo podemos mostrar que o
3-toro € coberto por todos os n-toros com n > 2 impar.

4.3.2 Aplicacoes de grau zero sobre n-toro

Observagao 4.3.6. Uma forma de construir uma aplicacdo estdavel f : M — nT?
de grau zero, pode ser feita através da composicao de h : M — R? com o mergulho
J: h(M) — nT? da imagem de M sobre nT?, ou seja, f = joh.

Proposicao 4.3.7. Todo grafo bipartido com duas arestas, trés vértices, e com
peso total v € grafo de uma aplicagao entre r-toro e um n-toro com grau zero.

Demonstragao. Basta considerarmos as aplicacoes ilustradas nas Figuras
e B.3l Realizando somas horizontais (convenientes) entre elas, e compondo a
aplicagao resultante dessas somas horizontais com a aplicacao mergulho no n-
toro obtemos a aplicacao que queremos. ]
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Exemplo 4.3.8. A arvore L; com peso 2 em cada vértice pode ser realizada
pelas 3 diferentes aplicagoes dobra com grau zero, ilustradas na Figura [4.5] De
forma anéloga podemos realizar qualquer grafo L; com pesos k nos dois vértices.

Figura 4.5: Aplica¢bes dobra do 4-toro no 3-toro

Observacgao 4.3.9. Pela Observagao uma boa ferramenta para construgao
de aplicacoes estdveis com grau zero. Porém, como visto na demonstracao da
Proposi¢ao essa nao € a unica ferramenta que temos, como é mostrado nos

Ezemplos elf.5.10.

Exemplo 4.3.10. A Figura ilustra em a) uma aplicagdo dobra com duas
componentes conexas no dominio, o I-toro e um 8-toro em um n-toro. Em b)
temos outra aplicagao dobra obtida pela cirurgia horizontal da aplicacao ilustrada
em a), que resulta numa aplica¢do do (1+8)-toro no n-toro. Ambas as aplicagoes
possuem grau zero, onde a) possui [ + 2 curvas no conjunto singular, enquanto
b) possui [ + 1 curvas singulares, pois a cirurgia feita em componentes conexas
diferentes da aplicacao resulta em —1 nas quantidade de curvas do conjunto
singular, como mencionado na Observagao [2.3.4

Para a aplicacdo a) temos um grafo desconexo associado a ela, com duas
componentes conexas, cada uma referente a uma componente conexa da superficie
de dominio da aplicacao. O grafo associado ao l-toro do dominio é um grafo com
dois vértices e [+1 arestas ligando esses vértices. De fato, basta tomar a aplicacao
que projeta o toro no plano (ver aplica¢ao f da Figura , teremos entao duas
curvas singulares, sem pontos de ctspide, que realiza um grafo com dois vértices
e duas arestas ambas ligando os dois vértices. realizando entao [ — 1 cirurgias
horizontais entre essas aplicacoes, e em seus respectivos grafos associados, teremos
uma aplicacao do l-toro no plano com o grafo associado que queriamos, basta
entao compor essa aplicacao com o mergulho de sua imagem no n-toro e obtemos
o resultado desejado.

Para encontrar o grafo associado ao 8-toro basta realizar cirurgias horizontais
convenientes nas aplicacoes e nos seus grafos associados, do Exemplo 4.3.8
Teremos entao um grafo tipo L; com peso 4 em cada vértice.

Para encontrar o grafo associado a aplicacdo b), basta realizar cirurgias
horizontal nas duas componentes conexas dos grafos da aplicagdo a), resultando
entao em um grafo com dois vértices e [ 4+ 1 arestas ligando esses vértices.
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Figura 4.6: Aplicacoes dobra no n-toro nao planares com grau zero

4.3.3 Aplicacoes do n-toro no m-toro

Exemplo 4.3.11. Na Figura temos dois exemplos de aplicacoes do dn-toro
no n-toro, com grau d, uma curva singular, 2d cuspides e zero pontos duplos.
Em (a) temos d = 1, e pode ser obtida pela aplicacdo identidade com uma
transicao labios. A aplicacdo em (b) pode ser obtida por cirurgias horizontais
entre aplicagoes do tipo apresentado em (a).

= ﬁ' = LR - 4
. ; dn P—
; SR el goana:
>0 (a) D 0 =
In (T Idn 2~ ﬁ//zj;

Figura 4.7: Exemplos de aplicacoes do dn-toro no n-toro

Lema 4.3.12. Toda drvore A com dois vértices, uma aresta e peso total w =
dn + k para algum d, k > 0 € grafo de alguma aplicacao estdvel de um w-toro em
um n-toro com grau d.

Demonstracao. A projecao trivial da esfera no n-toro tem uma curva singular.
Entao, note que Atem w=k=d=0. Parad=0e w =k, a arvore A pode ser
realizada por cirurgias horizontais entre aplicacoes como as que estao ilustradas
nas Figuras e[d.1] Para k =0 e w = dn, a arvore A pode ser realizada por
aplicagoes do mesmo tipo das que estao ilustradas na Figura Parad,k >0 a
arvore A pode ser realizada através de cirurgias entre as aplicacoes das Figuras

B3 Al e T =

Proposicao 4.3.13. Seja f uma aplicagio estdvel do m-toro no n-toro, para
n > 1. FEntdo, o mdximo (valor absoluto) para o grau de f € dado por

(m—1)\(n — 1).

Demonstracao. Se f é uma aplicacao estavel de M no n-toro, para n > 1, entao
dl—n) = Wt —-—W") - (Vt =V~) — @ pelo Corolario [3.1.10f  Como

W =W* 4+ W~ entdo d(1 —n) = (W —2W~ —V*+ 4+ V- — 9 Se f nio possui
pontos singulares, temos V =Vt =1e V™ =0 (veja a Figura. As transicoes
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s(0) s(C)

bicos e labios alteram em +1 e, a0 mesmo tempo, o par V™~ e =5~ ou o par =5~ e

V*. Entao, 1 < 2W7+V+—V7—i—s(2—c) e(W-1) > (W—QW*—#V*—V*-FS(S)),
Consequentemente, d = (W —2W =~ +V™* —V‘—l—@)/(n— 1)< (W=1)/(n—1).

Assim, o valor absoluto maximo para o grau de f é (W —1)/(n —1). O

Teorema 4.3.14. Qualquer drvore A com peso total W € grafo de alguma
aplicacao estdvel f: M — N com grau d, onde M e N sao superficies fechadas
orientadas com género W e n, respectivamente, e d < (W —1)/(n — 1)

Demonstracao. Dado uma arvore A com peso total W, nos veremos como obter
uma aplicacdo f : M — N com grau d associado com A. Pelo Teorema[4.1.9] A é
grafo de alguma aplicagao estavel h : M — R? onde M é uma superficie fechada
orientada com género W. Se j : h(M) — N é um mergulho, entdo n6s podemos
obter a aplicagao estavel f = joh : M — N com grau d = 0 (ver Figura
associado com A. Além disso, se A tem peso maior que zero em dois vértices
consecutivos, n6s podemos obter outras aplicagoes estaveis com grau zero por
cirurgias horizontais entre a aplicacao f e aplicacoes similares a da Figura [2.3
respeitando os pesos de A. No6s podemos obter uma aplicacao f : M — N com
grau d > 0, que realiza A, da seguinte forma: Se V =1 ou V = 2, entdao A pode
ser realizada respectivamente pelas Proposicoes e Se V' > 2, primeiro
podemos decompor A em um conjunto de arvores {A;}, parai = 1,---  k, com
dois ou trés vértices e peso W; tal que W = ¥*_ W;. De acordo com a Proposigio
e o Lema cada {A;} pode ser realizado por algum aplicacao estével
fi : M; — N, onde M; tem género W; e pela Proposicao [4.3.13, o grau maximo
(valor absoluto) é (W; — 1)/(n — 1). Entao, f pode ser obtida por cirurgias

horizontais entre as aplicacoes f;, para ¢ = 1,--- , k, sobre a decomposicao. O
graude f e d=YL,d <X, (W;—1)/(n—1)= (W —k)/(n—1) < (W -1)/
(n—1). H

Teorema 4.3.15. Todo grafo bipartido G com pesos nos vértices € grafo de
alguma aplicacdo estdvel entre duas superficies fechadas e orientadas M e N.
De fato, se W denota a soma de todos os pesos dos vértices de G, entdo a
caracteristica de Euler de M ¢é dada por X (M) = 2(X(G) — W), onde X(G)
denota a caracteristica de Euler do grafo G

Demonstracao. Dado um grafo bipartido G com V' vértices, F arestas e peso
total W, denotaremos por 51(G) = 1 — V + E o ntimero de ciclos de G, entdo
removemos uma aresta u;v;, para i = 1,---, $1(G), em cada um dos f;(G) ciclos
de G, obtendo uma &arvore com V vértices, E — (31(G) vértices e peso total W.
Pelo Teorema [£.3.14] A é um grafo de alguma aplicacido estavel h do W-toro
no n-toro com grau d. E realizando (£1(G) cirurgias verticais em h, uma entre
cada um dos pares de regioes correspondentes ao par de vértices u; e v;, obtemos
uma nova aplicacao estavel f do (W + 1(G))-toro no n-toro com [3;(G) novas
curvas singulares, correspondente as arestas u;v; em G. A caracteristica de Euler
de M ¢é dada por X(M) = 2 — 2(p1(G) + W). Como a caracteristica de Euler
de um grafo é dado por X(G) = V — E, 5(G) = 1 — X(G). Entdo, temos
X(M)=2(X(G)—-W). ]



Capitulo 5

Conclusao

Com a realizacao deste trabalho podemos ver o importante papel que um
invariante desempenha na classificacdo de alguma classe de objetos, que neste
caso foram as aplicacoes estaveis. A associacao aqui descrita entre os grafos e as
aplicagoes estaveis, acabou por criar um bom invariante global dessas aplicacoes,
um que ajuda na classificacao de aspectos que outros invariantes nao abragiam,
a saber, contendo informacoes da superficies de dominio das aplicacoes. Os
resultados aqui apresentados, principalmente o dltimo teorema, mostram que
ha realizacao de grafos por qualquer que seja a aplicagao entre duas superficies
fechadas e orientadas, ou até mesmo aplicacoes no plano. Ainda foi dado
ferramentas que permitem a construcao de aplicacoes mais elaboradas utilizando
aplicacoes mais simples, ferramentas que estendem seu uso para a construcao de
grafos que realizam aplicagbes mais complexas a partir de grafos que realizam
aplicacoes mais simples. Mas mesmo que o grafo traga tantas informacoes sobre
as aplicagoes, ele ainda nao as classifica totalmente, pois dado um grafo, temos
uma familia de aplicacdes que realizam esse grafo. Achar um invariante, ou um
conjunto de invariantes, que classifique totalmente as aplicacoes estaveis ainda é
um problema em aberto na teoria.
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