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Por fim, agradeço à CAPES pelo apoio financeiro indispensável para a rea-
lização deste trabalho.

iv



Resumo

CHAVES, Verônica de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, agosto de
2018. Estabilidade Topológica para Fluxos Hiperbólicos. Orientador:
Bulmer Mej́ıa Garćıa.

Neste trabalho pretendemos usar o conceito de estabilidade topológica para ca-
racterizar os fluxos hiperbólicos. Para isso, apresentaremos o seguinte resultado:
Todo fluxo hiperbólico ϕ é topologicamente estável em M , onde M é um espaço
métrico conexo e compacto. Esse resultado foi provado por Choi e Park no artigo
[4].
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Abstract

CHAVES, Verônica de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, August,
2018. Topological Stability for Hyperbolic Flows. Adviser: Bulmer Mej́ıa
Garćıa.

In this work we intend to use the concept of topological stability to characterize
the hyperbolic flows. For this, we will present the following result: All hyperbolic
flow ϕ is topologically stable in M , where M is a connected and compact metric
space. This result was proved by Choi and Park in article [4].
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Introdução

A teoria de Sistemas Dinâmicos Hiperbólicos foi introduzida nas décadas de
60 e 70 com os trabalhos de Anosov [1], Smale [13], Bowen [2], entre outros, com
o objetivo inicial de caracterizar os sistemas conhecidos como estruturalmente
estáveis. Posteriormente, Anosov e Bowen introduziram o conceito de Estabili-
dade Topológica, que expressa a permanência das propriedades importantes da
dinâmica dos fluxos hiperbólicos. Uma caracteŕıstica importante dos fluxos to-
pologicamente estáveis é que todos os fluxos na vizinhança de um fluxo dado,
possuem a mesma quantidade de pontos fixos, a mesma quantidade de pontos
periódicos, são transitivos ou expansivos, entre outras propriedades topológicas.
Por esse motivo, essa propriedade é um problema fundamental no estudo da
dinâmica dos fluxos.

Desde 1970 com o artigo de Peter Walters [16], na tentativa de abordar al-
guns problemas da teoria de sistemas dinâmicos suaves desde uma perspectiva
puramente topológica, sem o conforto de uma estrutura diferencial, foi observado
que as noções de sombreamento de pseudo-órbita e expansividade, entre outras
propriedades, mostraram-se suficientes para expressar o conceito de hiperbolici-
dade. Muitos resultados já conhecidos para difeomorfismos hiperbólicos foram
estendidos para fluxos hiperbólicos definidos em espaços métricos compactos e
satisfazendo algumas dessas propriedades.

Em sua tese [15], Thomas, provou que a propriedade de sombreamento de
pseudo-órbita juntamente com a expansividade implica em estabilidade topológica
para fluxos definidos em um espaço métrico M compacto e conexo. Baseados
nesse resultado, Choi e Park [4] provaram o seguinte teorema,

Teorema 1. Todo fluxo hiperbólico ϕ em M é topologicamente estável.

Nosso objetivo principal, nessa dissertação, é desenvolver o teorema acima,
bem como apresentar os conceitos essenciais para compreensão desse resultado.

A dissertação está dividida como segue:

No Caṕıtulo 1 serão introduzidos os conceitos básicos da teoria de fluxos e
fluxos hiperbólicos através de uma perspectiva topológica. Além disso, estuda-
remos os fluxos expansivos e a propriedade de sombreamento de pseudo-órbita,
duas propriedades importantes dos sistemas hiperbólicos.

Finalmente, no Caṕıtulo 2 introduziremos o conceito de estabilidade topológica
para fluxos e pretendemos caracterizar os sistemas dinâmicos hiperbólicos como
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sistemas topologicamente estáveis através do teorema 1.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que utili-
zaremos no decorrer desta dissertação. Estudaremos aqui os conceitos básicos da
teoria de fluxos, fluxos hiperbólicos, fluxos expansivos e apresentaremos alguns
resultados importantes de pseudo-órbita e a propriedade de sombreamento. As
referências utilizadas neste caṕıtulo são [3], [10], [11] e [15].

1.1 Notações e Definições

Ao longo dessa dissertação M designa, salvo menção em contrário, um espaço
métrico conexo e compacto. Consideraremos d a métrica definida em M

Definição 1.1. Um fluxo de classe Cr (ou um sistema dinâmico cont́ınuo de
classe Cr), r ≥ 0, sobre um espaço métrico M é uma aplicação ϕ : R×M →M
de classe Cr, tal que

i) ϕ(0, x) = x, ∀x ∈M ,

ii) ϕ(t, ϕ(s, x)) = ϕ(t+ s, x), ∀x ∈M e ∀t, s ∈ R.

Denotaremos por ϕt o homeomorfismo em M definido por ϕt(x) = ϕ(t, x).
Sem perda de generalidade, utilizaremos ϕ para o fluxo ou ϕt.

Definição 1.2. Uma órbita de um ponto x ∈M com relação a ϕ é o conjunto

O(x) = {ϕt(x) : t ∈ R}.

A órbita positiva e a órbita negativa de x ∈M com relação a ϕ são, respec-
tivamente, os conjuntos,

O+(x) = {ϕt(x) : t ≥ 0} e O−(x) = {ϕt(x) : t ≤ 0}.

Definição 1.3. Um ponto x ∈ M é um ponto fixo para ϕ, se ϕt(x) = x, para
todo t ∈ R. Denotamos o conjunto de pontos fixos com respeito ao fluxo ϕ por
Fix(ϕt).

3
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Definição 1.4. Um ponto x ∈M é um ponto periódico se existe T > 0 tal que
ϕT (x) = x e ϕt(x) 6= x, para todo 0 < t < T . O menor T com esta propriedade
é chamado de peŕıodo. Chamaremos de órbita periódica a órbita de um ponto
periódico.

Seja ϕ um fluxo em um espaço métrico M . Estudaremos formas de comparar
sistemas que possuem a mesma dinâmica.

Definição 1.5. Dois fluxos ϕt e ψt definidos no espaço métrico M são topolo-
gicamente semi-conjugados, se existe uma aplicação cont́ınua h : M → M
tal que

i) h é sobrejetiva,

ii) h ◦ ϕt(x) = ψt ◦ h(x), para todo x ∈M e para todo t ∈ R.

A aplicação h diz-se uma conjugação topológica se h for um homeomorfismo.

Ou seja, os fluxos ϕt e ψt são topologicamente conjugados se o diagrama
abaixo é comutativo

Figura 1.1: Diagrama comutativo

Exemplo 1.6. Considere os campos lineares X e Y de classe C∞ em R2 definidos
por X(x, y) = (x, y) e Y (x, y) = (x+y,−x+y). Os fluxos associados aos campos
são ϕt(x, y) = et(x, y) e ψt(x, y) = et(x cos(t) + y sin(t),−x sin(t) + y cos(t)),
respectivamente.

Figura 1.2: Órbitas dos fluxos gerados pelos campos lineares X e Y , respectiva-
mente.
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Vamos construir um homeomorfismo h em R2 conjugando os fluxos ϕt e ψt.
Temos que a origem (0, 0) é o único ponto fixo para os fluxos ϕt e ψt, portanto,
devemos ter h(0, 0) = (0, 0). Podemos ver que o ćırculo unitário S1 = {p ∈ R2 :
‖p‖ = 1} é transversal a X e Y . Assim, seja h∗ : S1 → S1 um homeomorfismo
da esfera unitária S1 em si mesma, definida por h∗(p) = p para todo p ∈ S1.

Para q ∈ R2 − {(0, 0)}, existe um único τ(q) ∈ R tal que ϕτ(q)(q) = p ∈ S1.

Defina h : R2 − {(0, 0)} → R2 − {(0, 0)} por h(q) = ψ−τ(q)(h∗(ϕτ(q)(q))).
Observe que h | S1 = h∗.

Figura 1.3: Construindo uma conjugação entre dois sistemas lineares.

É fácil ver que a aplicação h definida desta forma é cont́ınua com inversa
cont́ınua, onde a inversa é dada por h−1(q) = ϕ−τ(q)(h

−1
∗ (ψτ(q)(q))). Além disso,

h(ϕs(q)) = ψs(h(q)) para todo q 6= 0 e s ∈ R. De fato, observe que τ(ϕs(q)) =
τ(q)− s. Assim,

h(ϕs(q)) = ψ−τ(ϕs(q))(h∗(ϕτ(ϕs(q))(ϕs(q))))

= ψ−τ(q)+s(h∗(ϕτ(q)−s(ϕs(q))))

= ψs(ψ−τ(q)(h∗(ϕτ(q)(q))))

= ψs(h(q))

para qualquer q 6= 0 e qualquer s ∈ R.

A continuidade de h e de sua inversa na origem pode ser verificada utilizando-
se os fluxos ϕ e ψ.

Definição 1.7. Sejam ϕt um fluxo em M , e x ∈ M e ε > 0 uma constante
positiva. Os conjuntos

W s
ε (x) = {y ∈M : d(ϕt(x), ϕt(y)) < ε;∀t ≥ 0}

W u
ε (x) = {y ∈M : d(ϕt(x), ϕt(y)) < ε; ∀t ≤ 0}

são chamados de conjunto estável local e conjunto instável local, respec-
tivamente.

Pretendemos analisar fluxos induzidos por campos vetoriais através de uma
perspectiva não diferencial. Desta forma, apresentaremos uma definição topológica
para fluxos hiperbólicos. Assumindo que este fluxo é solução única de uma
equação diferencial.
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Definição 1.8. Um fluxo ϕ definido em M é dito hiperbólico se existem cons-
tantes positivas ε0, δ0, c, r, tais que,

(i) W s
ε0

(x) = {y ∈M : d(ϕt(x), ϕt(y)) ≤ ce−rtd(x, y);∀t ∈ R+}
W u
ε0

(x) = {y ∈M : d(ϕt(x), ϕt(y)) ≤ certd(x, y);∀t ∈ R−}

(ii) Para qualquer (x, y) ∈ Bδ0 = {(x, y) ∈ M × M : d(x, y) < δ0} e uma
aplicação cont́ınua [ , ] : Bδ0 → M , existe um único elemento [x, y] ∈ M e
uma aplicação cont́ınua v : Bδ0 → R tal que

W s
ε0

(ϕv(x,y)(x)) ∩W u
ε0

(y) = {[x, y]}.

Figura 1.4: Exemplo de um fluxo hiperbólico.

1.2 Fluxos Expansivos

A seguir estudaremos algumas definições e resultados existentes para fluxos
expansivos tomando como referência o trabalho [3].

Definição 1.9. Um fluxo ϕ em M é dito expansivo se para cada ε > 0 existe
δ > 0 tal que se d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) < δ, para todo t ∈ R, para um par de pontos
x, y ∈ M e uma aplicação cont́ınua f : R → R com f(0) = 0, então y = ϕt(x)
onde |t| ≤ ε.

Um exemplo de fluxos expansivos são fornecidos por suspensões de homeo-
morfismos expansivos, como veremos a seguir. Antes disso, apresentaremos a
definição de homeomorfismo expansivo e suspensão.

Definição 1.10. Um homeomorfismo φ em M é dito expansivo se existe δ > 0,
tal que se d(φn(x), φn(y)) < δ, para todo n ∈ Z, então, x = y.

Definição 1.11. Sejam φ : M → M um homeomorfismo e f : M → R+ uma
função cont́ınua e positiva. Para y ∈ M , defina yf = ∪

0≤t≤f(y)
(t, y), e a relação

de equivalência (f(y), y) ∼ (0, φ(y)), assim, obtemos o seguinte espaço quociente,

Mf =
⋃
y∈M

yf/ ∼ .
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A suspensão de φ por f é o fluxo definido em Mf por φt(s, y) = (t + s, y),
onde 0 ≤ t + s < f(y). Note que, para f(y) = 1, φ1(0, y) = (1, y) ∼ (0, φ(y)),
para todo t.

Figura 1.5: Suspensão de um homeomorfismo.

Seja d a métrica considerada em M e defina uma métrica ρt em {t} ×M por

ρt((t, y), (t, z)) = (1− t)d(y, z) + td(φ(y), φ(z)),

para y, z ∈M .

Note que, ρ0((0, y), (0, z)) = d(y, z) e ρ1((1, y), (1, z)) = d(φ(y), φ(z)).

Se dois pontos estão em uma mesma órbita definimos a distância entre eles
simplesmente como a distância entre seus tempos.

Cada suspensão de φ por f é conjugada a suspensão de φ pela função constante
igual a 1. Um homeomorfismo de M1 a Mf que conjuga os fluxos é dado pela
aplicação (t, y)→ (tf(y), y). Por esta razão, vamos analisar o caso particular das
suspensões de φ por f(y) = 1.

Sejam x1 e x2 em M1. Uma cadeia finita Cx1,x2 entre x1 e x2 é um conjunto de
pontos w1 = x1, w2, . . . , wn−1 = x2 tal que para qualquer i entre 1 e n− 1 temos
que para um par de pontos wi, wi+1, ou ambos estão em algum yf , ou ambos
estão em uma mesma órbita do homeomorfismo φ.

Seja d1 a distância entre dois pontos da cadeia Cx,y. Assim, para dois pontos
x, y ∈Mf definimos o comprimento de uma cadeia Cx,y por

|Cxy| =
n−1∑
i=1

d1(wi, wi+1),

ou seja, pela soma das distâncias entre os pontos da cadeia.
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Figura 1.6: Cadeia entre x1 e x2.

Defina a distância d2 entre dois pontos x, y ∈ M1 como o ı́nfimo do compri-
mento entre todas as cadeias Cx,y entre eles,

d2(x, y) = inf
x,y∈M1

|Cxy|.

Exemplo 1.12. [3] Se o homeomorfismo φ é expansivo em J ⊂M , então o fluxo
φt é expansivo em J1 ⊂M1.

Considere a métrica em M dada por

d
′
(y1, y2) = min(d(y1, y2), (d(φ(y1), φ(y2))).

Dado ε > 0 seja δ
′

a constante de expansividade de φ em relação à d
′
, e tome

δ = min{δ′ , ε, 1/4}.

Suponha que existam pontos x1 e x2 em J1 e uma aplicação cont́ınua f : R→
R, com f(0) = 0, tal que,

d(φt(x1), φf(t)(x2)) < δ,∀t ∈ R.

Se x1 ∈ [0, 1]×J é representado por (1/2, y1), e x2 representado por (t2, y2) então,

d2(x1, x2) < δ ≤ 1

4
e d

′
(y1, y2) ≤ d2(x1, x2) < δ.

Note que pela representação de x1, temos que φ1(x1) = (1/2, φ(y1)), assim,

d(φ1(x1), φf(1)(x2)) < δ ≤ 1

4
.

Logo, φf(1)(x2) tem uma representação dada por (s, φ(y2)), para algum s. Por-
tanto,

d
′
(φ(y1), φ(y2)) ≤ d(φ1(x1), φf(t)(x2)) < δ.

Procedendo de maneira análoga, obtemos,

d
′
(φn(y1), φ

n(y2)) < δ,∀n ∈ Z.
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Pela expansividade de φ, temos, y1 = y2, ou seja, x2 = φt(x1), onde |t| ≤
d2(x1, x2) < δ ≤ ε.

Se x1 não está representado por (1/2, y1), então, φr(x1) está representado por
(1/2, y1), para algum r, com |r| ≤ 1/2. Fazendo x

′
1 = φr(x1) e x

′
2 = φf(r)(x2), e

h(t) = f(t+ r)− f(r), então,

d(φt(x
′

1), φh(t)(x
′

2)) = d(φt(x
′

1), φf(t+r)−f(r)(x
′

2))

= d(φt+r(x1), φf(t+r)(x2))

< δ,∀t ∈ R.

Pelo argumento do caso anterior, temos x
′
2 = φt(x

′
1), ou seja, x2 = φt+r−f(r)(x1),

onde |t+ r − f(r)| = d2(x1, x2) < δ < ε.

Portanto, φt é expansivo em J1 ⊂M1.

O resultado a seguir nos diz que segundo a definição de expansividade, todo
ponto fixo deve ser isolado no espaço métrico M , e portanto, em espaços conexos,
um fluxo expansivo não admite pontos fixos em M .

Teorema 1.13. [3] Se um fluxo ϕ é expansivo em M , então cada ponto fixo de
ϕ é um ponto isolado em M .

Demonstração. Seja x ∈ M um ponto fixo, ou seja, ϕt(x) = x para todo t ∈ R.
Por hipótese, dado ε > 0 existe δ > 0 que satisfaz a definição 1.9. Para Bδ(x),
a bola centrada em x e de raio δ, onde δ é a constante de expansividade, tome
y ∈ Bδ(x) e considere a aplicação cont́ınua f : R → R definida como f(t) = 0
para todo t ∈ R, então,

d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) = d(x, y) < δ.

Pela expansividade do fluxo ϕ, temos y = ϕs(x) = x, para |s| < ε.

Logo, como y ∈ Bδ(x) é arbitrário, conclúımos que Bδ(x) = {x} e (Bδ(x) −
{x}) ∩ Fix(ϕt) = ∅. Portanto, todos os pontos fixos de ϕ são isolados em M .

Obsevação 1.14. Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que o
fluxo expansivo ϕ, que consideramos daqui em frente, não possui pontos fixos.

Outra propriedade importante de fluxos expansivos é dada pelo seguinte lema,

Lema 1.15. [3] Se ϕ é expansivo e não tem pontos fixos, existe T0 > 0, de modo
que para T satisfazendo 0 < T < T0, existe γ > 0 com d(ϕT (x), x) ≥ γ para todo
x ∈M .

Demonstração. Se ϕ não possui órbitas periódicas, ou seja, ϕt(x) 6= x para todo
t ∈ R e x ∈M . Fixemos T0 = 1, portanto, existe T onde 0 < T < T0 = 1 tal que

d(ϕT (x), x) 6= 0
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ou seja, existe um γ > 0 tal que d(ϕT (x), x) ≥ γ.

Se ϕ possui alguma órbita periódica, seja T0 o menor número positivo tal que
ϕT0(x) = x para algum x ∈M . Suponha por absurdo que existe 0 < T < T0 e

x1 ∈M : d(ϕT (x1), x1) < 1

x2 ∈M : d(ϕT (x2), x2) <
1

2
...

xn ∈M : d(ϕT (xn), xn) <
1

n
, n ∈ N

onde xn 6= xn+1. Como M é compacto, podemos supor que xn → x quando
n →∞. Portanto, d(ϕT (x), x) = 0, ou seja, ϕT (x) = x, contradizendo a escolha
de T0.

O próximo resultado nos fornece algumas maneiras equivalentes de determinar
quando um fluxo que não possui pontos fixos tem a propriedade de expansividade.

Teorema 1.16. [3] As seguintes afirmações são equivalentes para um fluxo ϕ
sem pontos fixos,

i) ϕ é expansivo.

ii) Para todo ε > 0 existe r > 0 tal que se d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) < r para todo
t ∈ R para alguns x, y ∈M e um homeomorfismo crescente f : R→ R com
f(0) = 0, então y = ϕt(x) para |t| < ε.

iii) Para todo ε > 0 existe r > 0 tal que se t = {ti}∞i=−∞ e u = {ui}∞i=−∞
são sequências duplamente infinitas de números reais com u0 = t0 = 0,
0 < ti+1 − ti ≤ r, |ui+1 − ui| ≤ α, ti → ∞, t−i → −∞ quando i → ∞, e
se x, y ∈ M satisfaz d(ϕti(x), ϕui(y)) ≤ r para todo i ∈ Z então y = ϕt(x)
para |t| < ε.

Demonstração. Naturalmente ii) implica i), pois f é um homeomorfismo, logo,
f é uma aplicação cont́ınua.

Agora provaremos que i) implica ii). Pelo lema 1.15 temos que existe T0 > 0
e para cada T com 0 < T < T0, existe γ > 0 tal que d(ϕT (x), x) ≥ γ, para todo
x ∈M .

Afirmação: Para todo T com 0 < T < T0
3

existem δT > 0 e τT tais que se
d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) < δT para cada t ∈ R, com f : R→ R cont́ınua onde f(0) = 0,
então f(t+ T )− f(t) ≥ τT , para todo t ∈ R.

De fato, seja T tal que 0 < T < T0
3

, pelo lema 1.15, temos que existe γT > 0
tal que para todo x ∈M ,

d(ϕT (x), x) ≥ γT (1.1)
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Agora, para qualquer t ∈ R, pela desigualdade triangular, temos,

d(ϕt(x), ϕt+T (x)) ≤ d(ϕt(x), ϕf(t)(y))+d(ϕf(t)(y), ϕf(t+T )(y))+d(ϕf(t+T )(y), ϕt+T (x))

logo,

d(ϕf(t)(y), ϕf(t+T )(y)) ≥ d(ϕt(x), ϕt+T (x))−d(ϕt(x), ϕf(t)(y))−d(ϕf(t+T )(y), ϕt+T (x))

De onde, d(ϕf(t)(y), ϕf(t+T )(y)) ≥ γT − 2δT > 0, escolhendo 2δT < γT . Pela
continuidade de ϕ existe τT > 0 tal que se

d(ϕf(t)(y), ϕf(t+T )(y)) ≥ γT − 2δT

então |f(t+ T )− f(t)| ≥ τT para todo t ∈ R.

Como f(0) = 0, é suficiente mostrar que f(T ) > 0, pois queremos que f seja

uma aplicação crescente. Por absurdo, existe um número positivo T <
T0
3

tal que

para todo n ∈ N existem xn, yn ∈ M e uma aplicação cont́ınua fn : R → R com

fn(0) = 0 de modo que d(ϕt(xn), ϕfn(t)(yn)) <
1

n
, com fn(T ) < 0.

Pela compacidade de M podemos supor que xn → x e que yn → y0 quando
n→∞, assim, y0 → x quando n→∞, portanto, yn → x quando n→∞.

Como fn(T ) < 0, consideramos duas situações,

a) Se fn(T ) ≥ −T para infinitos números naturais, e como fn(T ) ∈ [−T, 0) ⊂
[−T, 0], temos que existe uma subsequência convergente fni(T )→ −L, para
algum L com 0 ≤ L ≤ T . Logo,

d(ϕT (x), ϕ−L(x)) = 0

quando i → ∞, então x = ϕL+T (x), o que é um absurdo, pois contradiz o
fato de T0 ser o menor peŕıodo de ϕ.

b) Se fn(T ) < −T para infinitos números naturais, pela continuidade de fn,
existem tn com 0 ≤ tn ≤ T tais que fn(tn) = −T . Tomando uma sub-
sequência convergente tni → t ∈ [0, T ] quando i→∞, temos,

d(ϕt(x), ϕ−T (x)) = 0,

logo, x = ϕT+t(x), o que é um absurdo, pois contradiz o fato de T0 ser o
menor peŕıodo de ϕ.

Assim, provamos a afirmação.

Agora, suponha que d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) < δT para x, y ∈ M , onde f : R → R
é uma aplicação cont́ınua e f(0) = 0, como na afirmação anterior. Defina uma
aplicação hT : R → R onde hT (nT ) = f(nT ), com n ∈ Z e linear em cada
intervalo [nT, (n+ 1)T ]. Temos que hT é um homeomorfismo crescente de R.
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Se t ∈ [nT, (n+ 1)T ] existe t
′ ∈ [nT, (n+ 1)T ] com hT (t) = f(t

′
). Portanto,

d(ϕt(x), ϕhT (t)(y)) = d(ϕt(x), ϕf(t′ )(y))

≤ d(ϕt(x), ϕt′ (x)) + d(ϕt′ (x), ϕf(t′ )(y))

≤ sup
x∈M

u∈[0,T ]

{d(x, ϕu(x))}+ d(ϕt′ (x), ϕf(t′ )(y))

Seja ε > 0, pelo item ii) existe r > 0 e escolhendo 0 < T < T0
3

tal que,

sup
x∈M

u∈[0,T ]

{d(x, ϕu(x))} < r

2
.

Tomemos δ = min
{
δT ,

r

2

}
, se d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) < δ para todo t ∈ R, então,

d(ϕt(x), ϕhT (t)(y)) = d(ϕt(x), ϕf(t′ )(y))

≤ sup
x∈M

u∈[0,T ]

{d(x, ϕu(x))}+ d(ϕt′ (x), ϕf(t′ )(y))

≤ r

2
+
r

2
= r, ∀t ∈ R

e portanto, y = ϕt(x) para |t| < ε, concluindo que i) implica ii).

Agora, i) implica iii). Seja ε > 0, escolha r > 0 tal que

r + sup
z∈M
|u|≤r

{d(z, ϕu(z))} < δ,

onde δ > 0 corresponde ao ε > 0 dado pela definição 1.9.

Sejam {ti}∞−∞, {ui}∞−∞ e x, y ∈ M satisfazendo as hipóteses de iii). Defina
f : R→ R por f(ti) = ui e estenda linearmente sobre o intervalo [ti, ti+1], i ∈ N.
Se t ∈ [ti, ti+1), temos,

d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) = d(ϕt(x), ϕti(x)) + d(ϕti(x), ϕui(y)) + d(ϕui(y), ϕf(t)(y))

≤ r + sup
z∈M
|u|≤r

{d(z, ϕu(z))}

< δ,

portanto, d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) < δ, para todo t ∈ R. Pela expansividade de ϕ temos
que y = ϕt(x) para |t| < ε.

iii) implica ii). Sejam ε > 0, e r > 0 correspondente ao item iii). Suponha
que para x, y ∈ M temos d(ϕt(x), ϕh(t)(y)) < r, para todo t ∈ R e para algum
homeomorfismo crescente h : R→ R com h(0) = 0. Tomando t0 = 0 e escolhendo
ti ∈ R tal que 0 < ti+1 − ti ≤ r e 0 < h(ti+1) − h(ti) ≤ r. Definindo ui = h(ti),
pelo item iii), temos que y = ϕt(x), com |t| < ε. Completando a prova.
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1.3 Pseudo-Órbita e Sombreamento

A propriedade de sombreamento de pseudo-órbita é uma das propriedades
mais importantes de um conjunto hiperbólico para um difeomorfismo ou um
fluxo. Essa propriedade foi introduzida inicialmente pelos trabalhos de Anosov e
Bowen, na década de 70 e, seu primeiro e conhecido resultado é o Lema do Som-
breamento, o qual é uma importante ferramenta no estudo de sistemas dinâmicos
hiperbólicos, como por exemplo, para o estudo da estabilidade topológica. Por
esse motivo, determinar quais sistemas possuem a propriedade de sombreamento
é um importante problema em dinâmica.

A seguir, apresentaremos algumas definições e resultados importantes para
fluxos com tal propriedade. Mais detalhes e aprofundamento podem ser encon-
trados em [15].

Definição 1.17. Seja ε, t constantes positivas. Uma sequência (ti, xi)
∞
−∞ em

R×M é chamada de (t, ε)-pseudo órbita se ti ≥ t e d(ϕti(xi), xi+1) < ε, para
todo i ∈ Z.

Figura 1.7: Representação de uma Pseudo-Órbita.

Definição 1.18. Dizemos que uma (t, ε)-pseudo órbita (ti, xi)
∞
−∞ é δ-sombreada

por uma órbita (ϕs(z))s∈R, se existir um homeomorfismo crescente α : R → R
satisfazendo,

i) α(0) = 0,

ii) d(ϕ(α(s), z), ϕ(s −
n−1∑
0

ti, xn)) < δ quando s ≥ 0,
n−1∑
0

ti ≤ s ≤
n∑
0

ti,

n = 0, 1, 2, . . .,

iii) d(ϕ(α(s), z), ϕ(s+
−1∑
−n

ti, x−n)) < δ quando s ≤ 0, −
−1∑
−n

ti ≤ s ≤ −
−1∑
−n+1

ti,

n = 1, 2, 3, . . ..

Definição 1.19. Um fluxo ϕ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-
órbita com respeito ao tempo t > 0 se para qualquer δ > 0, existe ε > 0 tal que
cada (t, ε)-pseudo órbita é δ-sombreada por uma órbita de ϕ.
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Figura 1.8: Pseudo-Órbita δ-sombreada.

As proposições a seguir nos fornece condições para um fluxo ϕ em M possuir
a propriedade de sombreamento de pseudo-órbita.

Proposição 1.20. [15] Um fluxo ϕ em M tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-órbita com respeito ao tempo t > 0 se, e somente se, para todo ε > 0
existe δ > 0 tal que cada (t, ε)-pseudo órbita (λn, xn)∞−∞ com t ≤ λn ≤ 2t para
n ∈ Z é δ-sombreada por uma órbita de ϕ.

Demonstração. (⇒) Se ϕ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-órbita
com respeito ao tempo t, então cada (t, ε)-pseudo órbita (λn, xn)∞−∞ é δ-sombreada
por uma órbita de ϕ, seja λn ≥ 2t ou não.

(⇐) Reciprocamente, dado δ > 0, escolha ε > 0, de tal forma que cada (t, ε)-
pseudo órbita (λn, xn)∞−∞ com t ≤ λn ≤ 2t é δ-sombreada por uma órbita de
ϕ.

Seja (tn, xn)∞−∞ uma (t, ε)-pseudo órbita qualquer de ϕ. Para cada tn existe
um número inteiro não negativo mn tal que tn = t ·mn + rn com t ≤ rn < 2t.

Agora, construa uma sequência infinita de pontos em M da seguinte maneira,

{ . . . , x−3, ϕt(x−3), ϕ2t(x−3), . . . , ϕt·m−3(x−3), x−2, ϕt(x−2), ϕ2t(x−2), . . . ,

ϕt·m−2(x−2), x−1, ϕt(x−1), ϕ2t(x−1), . . . , ϕt·m−1(x−1), x0, ϕt(x0), ϕ2t(x0),

. . . , ϕt·m0(x0), x1, ϕt(x1), ϕ2t(x1), . . . , ϕt·m1(x1), x2, ϕt(x2), ϕ2t(x2), . . . ,

ϕt·m2(x2), x3, ϕt(x3), ϕ2t(x3), . . . , ϕt·m3(x3), . . .}

Isto é, podemos tomar uma sequência infinita {yi}∞−∞ de pontos em M de
modo que

yi = ϕ(it +
−1∑
j=−p

t ·mj + pt, x−p), para −
−1∑
j=−p

mj − p ≤ i ≤ −
−1∑

j=−p+1

mj − p,

p = 1, 2, 3, . . . ,

yi = ϕ(it−
p−1∑
j=0

t ·mj−pt, xp), para

p−1∑
j=0

mj+p ≤ i ≤
p∑
j=0

mj+p, p = 0, 1, 2, . . . ,

Agora defina uma sequência {λi}∞−∞ de números reais da seguinte maneira,
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λi =


t, para −

−1∑
j=−p

mj − p ≤ i < −
−1∑

j=−p+1

mj − p

r−p, para i = −
−1∑

j=−p+1

mj − p, p = 1, 2, 3, . . . ,

λi =


t, para

p−1∑
j=0

mj + p ≤ i <

p∑
j=0

mj + p

rp, para i =

p∑
j=0

mj + p, p = 0, 1, 2, . . . ,

que se correspondem com sequência {yi}∞−∞.

Para i ≥ 0 inicialmente assuma que

p−1∑
j=0

mj + p ≤ i <

p∑
j=0

mj + p, então,

d(ϕ(λi, yi), yi+1)

= d(ϕ(t, ϕ(i · t−
p−1∑
j=0

t ·mj − pt, xp)), ϕ((i+ 1) · t−
p−1∑
j=0

t ·mj − pt, xp)) = 0.

Para i =

p∑
j=0

mj + p temos

yi+1 = ϕ((i+ 1)t−
p−1∑
j=0

t ·mj − pt, xp)

= ϕ(

p∑
j=0

t ·mj + pt+ t−
p−1∑
j=0

t ·mj − pt, xp)

= ϕ(t ·mp + t, xp) = ϕt(ϕ(t ·mp, xp)) = xp+1

Então,

d(ϕ(λi, yi), yi+1) = d(ϕ(rp, ϕ(

p∑
j=0

t ·mj + pt+ t−
p−1∑
j=0

t ·mj − pt, xp), xp+1)

= d(ϕ(rp, ϕ(t ·mp, xp)), xp+1)

= d(ϕ(rp + t ·mp, xp), xp+1)

= d(ϕ(tp, xp), xp+1) < ε.

pois (tp, xp)
∞
−∞ uma (t, ε)-pseudo órbita.

Agora, para i ≤ −1. Assuma que −
−1∑
−p

mj − p ≤ i ≤ −
−1∑
−p+1

mj − p, então,
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d(ϕ(λi, yi), yi+1)

= d(ϕ(t, ϕ(i · t+
−1∑
j=−p

t ·mj + pt, x−p)), ϕ((i+ 1) · t+
−1∑
j=−p

t ·mj + pt, x−p)) = 0.

E para i = −
−1∑
−p+1

mj − p temos

d(ϕ(λi, yi), yi+1) = d(ϕ(r−p, ϕ(−
−1∑

j=−p+1

t ·mj − pt+
−1∑
−p

t ·mj + pt, x−p)), x−p+1)

= d(ϕ(r−p, ϕ(t ·m−p, x−p)), x−p+1)

= d(ϕ(t−p, x−p), x−p+1) < ε.

Então, o par de sequências (λi, yi)
∞
−∞ é (t, ε)-pseudo órbita para ϕ com t ≤ λi <

2t.

Usando a hipótese da proposição, há um ponto z ∈ X e um homeomorfismo
α : R→ R com α(0) = 0 de tal modo que

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s−
n−1∑
0

λi, yn)) < δ, para s ≥ 0,
n−1∑
i=0

λi ≤ s <
n∑
0

λi,

n = 0, 1, 2, . . . ,

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s+
−1∑
−n

λi, yn)) < δ para s < 0,
−1∑
−n

λi ≤ s < −
−1∑
−n+1

λi,

n = 1, 2, 3, . . . .

Agora, podemos mostrar que a sequência (tn, xn)∞−∞ é δ-sombreada pela órbita
(ϕs(z))s∈R.

Suponha que i ·t ≤ s < (i+1)t. Observe que para p = 0 temos yi = ϕ(i ·t, x0),
e 0 ≤ i ≤ m0, além disso, para i = m0 temos λi = r0. Tome 0 ≤ s < t0, assim,

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s, x0)) = d(ϕ(α(s), z), ϕ(s− i · t, ϕ(i · t, x0))

= d(ϕ(α(s), z), ϕ(s−
i−1∑
j=0

λj, yi))

< δ,
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Assumindo j · t ≤ t−
m0∑
0

λi < j · (t+ 1), j ≤ m1, observe que,

m0∑
0

λi +

j−1∑
k=0

λm0+k+1 =

m0+j∑
0

λi.

Para t0 ≤ s < t0 + t1, e p = 1, temos,

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s− t0, x1)) = d(ϕ(α(s), z), ϕ(s− t0 − j · t, ϕ(j · t, x1))

= d(ϕ(α(s), z), ϕ(s− (

m0∑
i=0

λi +

j−1∑
k=0

λm0+k+1), ym0+j+1))

= d(ϕ(α(s), z), ϕ(s−
m0+j∑
i=0

λi, ym0+j+1)) < δ.

Procedendo da mesma forma teremos, d(ϕ(α(s), z), ϕ(s −
k−1∑
0

ti, xk)) < δ para

s ≥ 0,
k−1∑
0

ti ≤ s <
k∑
0

ti, todo k ≥ 0.

De maneira análoga, para s ≤ 0, d(ϕ(α(s), z), ϕ(s +
−1∑
−k

ti, x−k)) < δ para

−
−1∑
−k

ti ≤ s < −
−1∑
−k+1

ti, todo k ≥ 1.

Portanto, (tn, xn)∞−∞ é δ-sombreada pela órbita (ϕs(z))s∈R. Assim, ϕ tem a
propriedade de sombreamento de pseudo-órbita com respeito ao tempo t > 0.

Proposição 1.21. [15] O fluxo ϕ em M tem a propriedade de sombreamento de
pseudo-órbita com respeito ao tempo t = 1 se, e somente se, ϕ tem a propriedade
de sombreamento de pseudo-órbita.

Demonstração. (⇐) Se ϕ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-órbita
então claramente ϕ tem a propriedade de sombreamento em relação a t = 1.

(⇒) Reciprocamente, assumindo que ϕ tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-órbita com respeito ao tempo t = 1, podemos dividir em dois casos,
quando t > 1 e quando t < 1. No caso de t > 1, seja m ≥ t um número natural.
Dado δ > 0, escolha ε > 0 tal que,

i) Toda (t, ε)-pseudo órbita é δ/2-sombreada por uma órbita de ϕ,

ii) d(x, y) < ε então d(ϕt(x), ϕt(y)) < δ/2 para 0 ≤ s ≤ 2m.
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Seja ε1 < ε/m e escolha 0 < ε2 < ε1 de modo que se d(x, y) < ε2 então
d(ϕs(x), ϕs(y)) < ε1, para 0 ≤ s ≤ 2m.

Seja (tn, xn)∞−∞ uma (1, ε2)-pseudo órbita de ϕ com t ≤ tn ≤ 2t, para todo
n ∈ Z. Tome o par de sequências

({. . . , x−2m, x−m, x0, xm, x2m, . . .}, {. . . , λ−2, λ−1, λ0, λ1, λ2, . . .}),

denote zi = xi·m e λi =
m−1∑
j=0

t(j+i·m) para todo i ∈ Z. Então,

d(ϕ(λi, zi), zi+1) = d(ϕ(
m−1∑
j=0

t(j+i·m), xi·m), x(i+1)m)

≤ d(ϕ(
m−1∑
j=1

t(j+i·m) + ti·m, xi·m), ϕ((
m−1∑
j=1

t(j+i·m), xi·m+1))

+ d(ϕ(
m−1∑
j=2

t(j+i·m) + ti·m+1, xi·m+1), ϕ((
m−1∑
j=2

t(j+i·m), xi·m+2)) + . . .+

+ d(ϕ(t(i+1)·m−1, x(i+1)·m−1, x(i+1·m))) < ε1 + ε1 + . . .+ ε1 = mε1

< ε

pois t ≤ λi ≤ 2m. Portanto (λi, zi)
∞
−∞ é uma (t, ε)-pseudo órbita de ϕ. Assim,

por hipótese, existe z ∈M e um homeomorfismo α : R→ R com α(0) = 0 de tal
modo que

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s−
n−1∑
0

λi, zn)) < δ/2 para s ≥ 0,
n−1∑
0

λi ≤ s <
n∑
0

λi,

n = 0, 1, . . . ,

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s+
−1∑
−n

λi, z−n)) < δ/2 para s ≤ 0,−
−1∑
−n

λi ≤ s < −
−1∑
−n+1

λi,

n = 1, 2, . . . .

Para 0 ≤ k ≤ m, temos,

d(ϕ(
k−1∑
0

ti, x0), xk) ≤ d(ϕ(
k−1∑
1

ti, ϕ(t0, x0)), ϕ(
k−1∑
1

ti, x1))

+ d(ϕ(
k−1∑
2

ti, ϕ(t1, x1)), ϕ(
k−1∑
2

ti, x2))

+ . . .+ d(ϕ(tk−1, xk−1), xk))

< k · ε1 < ε,
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pois
k−1∑
0

ti ≤ 2m. Assim,

d(ϕ(s−
k−1∑
0

ti +
k−1∑
0

ti, x0), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk)) < δ/2

para
∑k−1

0 ti ≤ s ≤
∑k

0 ti. Portanto,

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk)) ≤ d(ϕ(α(s), z), ϕ(s, z0)) + d(ϕ(s, z0), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk))

< δ

Agora, para m < k ≤ 2m, temos,

d(ϕ(
k−1∑
i=m

ti, xm), xk) ≤ d(ϕ(
k−1∑
m+1

tiϕ(tm, xm)), ϕ(
k−1∑
m+1

ti, xm+1))

+ d(ϕ(
k−1∑
i=m

tiϕ(tm+1, xm+1), ϕ(
k−1∑
m+2

ti, xm+2))

+ . . .+ d(ϕ(tk−1, xk−1), xk)

< (k −m)ε1 < ε.

Agora, para
k−1∑
0

ti ≤ s <
k∑
0

ti, temos que s −
k−1∑
0

ti está no intervalo fechado

[0, 2m]. Assim,

d(ϕ(s−
k−1∑
0

ti, ϕ(
k−1∑
i=m

ti, xm)), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk)) < δ/2

Portanto,

d(ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xm), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk)) = d(ϕ(s− λ0, z1), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk)) < δ/2

Logo,

d(ϕ(α(s), z), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk)) ≤ d(ϕ(α(s), z), λ0, z1))

+ d(ϕ(s− λ0, z1), ϕ(s−
k−1∑
0

ti, xk))

< δ

Prosseguindo da mesma forma, teremos que a órbita (ϕs(z))s∈R δ-sombreia a
(t, ε)-pseudo órbita (tn, xn)∞−∞.



20

De maneira análoga para o caso quando 0 < t < 1. A utilização da proposição
1.20 implica que ϕ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-órbita.

Lema 1.22. [15] Seja {αj}∞j=1 uma famı́lia de funções cont́ınuas crescentes de
[0, t] em R com αj(0) = 0 para todo j e assuma que αj(t)→∞ quando j →∞.
Então para cada λ, β > 0 existem j e t1, t2 ∈ [0, t] com t1 < t2 tal que t2 − t1 < λ
e αj(t2)− αj(t1) = β.

Demonstração. Seja {0 = s0, s1, . . . , sn = t} uma partição de [0, t], com sk+1 −
sk < λ para 0 ≤ k ≤ n− 1.

Para cada j assuma que αj(sk+1)− αj(sk) < β. Então, αj(sn)− αj(s0) < nβ
para todo j. Mas α(sn)− αj(s0) = αj(t)→∞, o que é uma contradição.

Portanto, existe um número inteiro positivo N tal que para cada j ≥ N ,
existem sk, sk+1 ∈ [0, t] de modo que αj(sk+1) − αj(sk) ≥ β. Pela continuidade
de αj se tomarmos t2 = sk+1 podemos escolher t1 ∈ [sk, sk+1] tal que

αj(t2)− αj(t1) = β

.



Caṕıtulo 2

Estabilidade Topológica para
Fluxos

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é introduzir o conceito de Estabilidade To-
pológica para fluxos e provar o teorema principal deste trabalho, cujo enunciado
é dado a seguir.

Teorema 1. Todo fluxo hiperbólico ϕ em M é topologicamente estável.

Para provar o Teorema 1 provaremos que a expansividade e a propriedade
de sombreamento são condições suficientes para garantir estabilidade topológica.
Ou seja, é suficiente provar os seguintes resultados,

Teorema 2. Todo fluxo hiperbólico ϕ em M é expansivo.

Teorema 3. Todo fluxo hiperbólico ϕ em M tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-órbita.

Teorema 4. Todo fluxo expansivo ϕ cont́ınuo sem pontos fixos e que tem a pro-
priedade de sombreamento de pseudo-órbita em M é topologicamente estável.

2.1 Fluxos Topologicamente Estáveis

Denotamos por X(M) o conjunto dos fluxos definidos em M . Para os fluxos
ϕt, ψt ∈ X(M), definimos uma métrica em X(M) por

d∗(ϕt, ψt) = sup
x∈M
t∈R

{d(ϕt(x), ψt(x))}.

Isto define uma topologia em X(M).

Definição 2.1. A vizinhança de um fluxo ϕ é dada pelo conjunto

Vε(ϕ) = {ψ : d∗(ϕt, ψt) < ε}.

21
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Definição 2.2. Dizemos que um fluxo ϕ em M é topologicamente estável se
para qualquer δ > 0 existe ε > 0 de modo que para qualquer outro fluxo ψ na
vizinhança Vε(ϕ), para todo t ∈ [0, 1], existe uma aplicação cont́ınua h : M →M
tal que

i) d(h, id) < δ,

ii) h(O(ψt)) ⊆ O(ϕt),

onde id : M →M é o homeomorfismo identidade.

Ou seja, um fluxo ϕ é dito topologicamente estável se todo ψ ∈ Vε(ϕ) possui
a mesma dinâmica, e isso é consequência dos fluxos serem semi-conjugados pela
aplicação h.

2.2 Lemas Auxiliares

A seguir, apresentaremos dois lemas necessários na demonstração dos teore-
mas 2 e 3.

Lema 2.3. Seja ϕ um fluxo hiperbólico em M . Se, para qualquer ε < ε0, existe
uma contante δ > 0 com d(x, y) < δ, então,

(i) |v(x, y)| ≤ ε,

(ii) W s
ε (ϕv(x,y)(x)) ∩W u

ε (y) = {[x, y]}.

Demonstração. Seja ϕ um fluxo hiperbólico em M . Como, W s
ε0

(x) ∩W u
ε0

(x) =
{x}, pela hiperbolicidade do fluxo, segue que [x, x] = x e v(x, x) = 0.

Seja ε < ε0. Pela continuidade uniforme das aplicações v e [ , ], existe 0 < δ <
δ0 tal que se d(x, y) < δ, então,

d([x, x], [x, y]) = d(x, [x, y]) ≤ ε

2c
, d([y, y], [x, y]) = d(y, [x, y]) ≤ ε

2c

e |v(x, y)−v(x, x)| = |v(x, y)| ≤ ε. Assim, tomando d(ϕv(x,y)(x), ϕv(x,x)(x)) ≤ ε

2c
,

temos,

d(ϕv(x,y)(x), [x, y]) ≤ d(ϕv(x,y)(x), x) + d(x, [x, y])

≤ ε

c

Como [x, y] ∈ W s
ε0

(ϕv(x,y)(x)), para t ≥ 0, temos,

d(ϕv(x,y)+t(x), ϕt([x, y]) ≤ ce−rtd(ϕv(x,y)(x), [x, y])

≤ ce−rt
ε

c
≤ ε
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Então, [x, y] ∈ W s
ε (ϕv(x,y)(x)).

Para [x, y] ∈ W u
ε0

(y), com t ≥ 0, temos,

d(ϕ−t(y), ϕ−t([x, y]) ≤ ce−rtd(y, [x, y])

≤ ce−rt
ε

c
≤ ε

Então, [x, y] ∈ W u
ε (y).

Assim, [x, y] ∈ W s
ε (ϕv(x,y)(x))∩W u

ε (y), e como ϕ é hiperbólico, essa intersecção
é única.

Lema 2.4. Seja ϕ um fluxo hiperbólico em M e ε > 0 uma constante. Suponha
que exista uma constante δ > 0 tal que para todo t ∈ R,

d(ϕt(x), ϕt+f(t)(y)) ≤ δ,

onde f : R→ R é uma aplicação cont́ınua com f(0) = 0. Então,

(i) |v(x, y)| ≤ ε,

(ii) y = ϕv(x,y)(x).

Demonstração. Seja ϕ um fluxo hiperbólico em M . Podemos escolher ε > 0 tão
pequeno tal que

ε < min
{ε0

8
,
ε0
2c

}
e max{d(x, ϕt(x)) : x ∈M, |t| ≤ 4ε} ≤ ε0

8
.

Pelo Lema 2.3, existe δ > 0 tal que se d(x, y) ≤ δ, então, |v(x, y)| ≤ ε e
W s
ε (ϕv(x,y)(x)) ∩W u

ε (y) = {[x, y]}.

Para t = 0 temos d(ϕ0(x), ϕ0+f(0)(y)) = d(x, y) ≤ δ, assim conclúımos o item
(i).

Seja v = v(x, y) e z = [x, y]. Agora, consideremos os conjuntos

U =
{
t ∈ R+ : |f(t)| ≥ 3ε ou d(ϕt(y), ϕt(z) ≥ ε0

2

}
V =

{
t ∈ R− : |f(t)| ≥ 3ε ou d(ϕv+t(x), ϕt(z)) ≥ ε0

2

}
.

Suponha que U 6= ∅. Seja s = minU ∈ U . Como 0 6∈ U segue que s > 0, pois
|f(0)| < 3ε e d(y, z) < ε0

2
já que z ∈ W u

ε (y).

Afirmação: d(ϕs−t(y), ϕs−t(z)) ≤ ε0
2

para todo t ≥ 0.
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De fato, se 0 < t ≤ s, então

d(ϕs−t(y), ϕs−t(z)) ≤ ε0
2

pois 0 ≤ s− t < s e então s− t 6∈ U . Assim temos que se t→ 0, então,

d(ϕs(y), ϕs(z)) ≤ ε0
2
.

Se 0 < s < t, então

d(ϕs−t(y), ϕs−t(z)) ≤ cer(s−t)d(y, z)

≤ cer(s−t)
ε

2

< cer(s−t)
ε0
2c

<
ε0
2

Usando a continuidade de f , temos,

|f(s)| ≤ |f(s)− f(0)|+ |f(0)| ≤ ε+ 3ε = 4ε.

Assim, para todo t ≥ 0, temos,

d(ϕs+f(s)−t(y), ϕs+f(s)−t(z)) ≤ d(ϕs+f(s)−t(y), ϕs−t(y) + d(ϕs−t(y), ϕs−t(z))

+ d(ϕs−t(z), ϕs+f(s)−t(z))

≤ ε0
8

+
ε0
2

+
ε0
8
< ε0.

De onde, ϕs+f(s)(z) ∈ W u
ε0

(ϕs+f(s)(y)).

Além disso, ϕs+f(s)(z) ∈ W s
ε0

(ϕs+f(s)+v(x)) para todo t ≥ 0, pois,

d(ϕs+f(s)+v+t(x), ϕs+f(s)+t(z)) ≤ d(ϕs+f(s)+v+t(x), ϕs+v+t(x) + d(ϕs+v+t(x), ϕs+t(z))

+ d(ϕs+t(z), ϕs+f(s)+t(z))

≤ ε0
8

+
ε0
8

+
ε0
8
< ε0.

Logo, ϕs+f(s)(z) ∈ W s
ε0

(ϕf(s)+v(ϕs(x)) ∩W u
ε0

(ϕs+f(s)(y)).

Como |f(s) + v| ≤ |f(s)|+ |v| ≤ 4ε+ ε = 5ε e d(ϕs(x), ϕs+f(s)(y)) ≤ δ, temos
pelo item (i),

|v(ϕs(x), ϕs+f(s(y))| = |f(s) + v(x, y)| < ε

e [ϕs(x), ϕs+f(s)(y)] = ϕs+f(s)(z).
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Além disso, temos

d(ϕs(y), ϕs(z)) ≤ d(ϕs(y), ϕs+f(s)(y)) + d(ϕs+f(s)(y), ϕs+f(s)(z))

+ d(ϕs+f(s)(z), ϕs(z))

≤ ε0
8

+ ε+
ε0
8
<

3ε0
8

<
ε0
2

pois d(ϕs+f(s)(y), ϕs+f(s)(z)) ≤ ε e |f(s)| < |f(s) + v|+ |v| ≤ ε+ ε = 2ε.

Isso contradiz o fato que s ∈ U . Portanto, U = ∅. De maneira análoga,
obtemos V = ∅.

Como U = ∅, seja A > 0 um número qualquer e t ≤ 0. Quando t ≥ −A,
temos

d(ϕA+t(y), ϕA+t(z)) <
ε0
2

E para t ≤ −A

d(ϕA+t(y), ϕA+t(z)) ≤ cer(A+t)d(ϕA(y), ϕA(z))

< cer(A+t)
ε0
2c

<
ε0
2

Portanto ϕA(z) ∈ W u
ε0
2

(ϕA(y)). Assim, segue que,

d(y, z) = d(ϕA(ϕ−A(y)), ϕA(ϕ−A(z)))

≤ ce−rAd(ϕA(y), ϕA(z))

≤ cε0e
−rA

2
.

Como V = ∅, para todo t ≥ 0, quando t ≤ A temos,

d(ϕv−A+t(x), ϕ−A+t(z)) <
ε0
2
,

e quando t ≥ A

d(ϕv−A+t(x), ϕ−A+t(z)) ≤ cer(A−t)d(ϕv(x), z)

≤ cer(A−t)
ε0
2c

<
ε0
2
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Portanto, ϕ−A(z) ∈ W s
ε0
2

(ϕv−A(x)). Assim, segue que,

d(ϕv(x), z) = d(ϕA(ϕv−A(x)), ϕA(ϕ−A(z))

≤ ce−rAd(ϕv−A(x), ϕ−A(z))

≤ ce−rAε0
2

.

Consequentemente, temos

d(ϕv(x), y) ≤ d(ϕv(x), z) + d(z, y)

≤ ce−rAε0
2

+
ce−rAε0

2
≤ ce−rAε0

e portanto, d(ϕv(x), y) = 0 quando A→∞. Isto completa a prova.

2.3 Prova do Teorema Principal

A seguir, apresentamos três resultados fundamentais na demonstração do
teorema principal e que nos fornecem propriedades importantes dos fluxos hi-
perbólicos.

Teorema 2. Todo fluxo hiperbólico ϕ em M é expansivo.

Demonstração. Seja ε > 0 uma contante qualquer, pelo lema 2.4, podemos esco-
lher uma constante δ > 0. Defina g : R → R por g(t) = f(t) − t. Assim temos
g(0) = 0 e

d(ϕt(x), ϕt+g(t)(y)) = d(ϕt(x), ϕf(t)(y)) < δ.

Além disso, pelo Lema 2.4, temos y = ϕv(x,y)(x) onde |v(x, y)| ≤ ε. Portanto,
ϕ é expansivo.

No próximo teorema assumiremos a seguinte notação,


T (−m) =

−1∑
−m

ti

T (n) =
n∑
0

ti

E para cada x0 ∈M e s ∈ R com −T (−m) ≤ s ≤ T (n), definiremos
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ϕt(x0) =


ϕ(s+ T (−m), x−j), para − T (−m) ≤ s ≤ −T (−m+ 1),

ϕ(s− T (n− 1), xn), para T (n− 1) ≤ s ≤ T (n),

ϕ(tn, xn), para s = T (n)

Teorema 3. Todo fluxo hiperbólico ϕ em M tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-órbita.

Demonstração. Seja ϕ um fluxo hiperbólico em M . Pela continuidade de ϕ, para
ε0 = ε/3, existe p > 0, tal que

d(ϕt(x), ϕ0(x)) = d(ϕt(x), x) < ε/3

para |t| < p, para todo x ∈M .

Seja z = [x, y] e v = v(x, y). Pela hiperbolicidade de ϕ, temos,

W s
ε0

(ϕv(x)) ∩W u
ε0

(y) = {z}.

Tome ε0 < p/4 e δ < q1/2. Pelo lema 2.4, existe δ > 0 tal que para todo t ∈ R,

d(ϕt(x), ϕt+h(t)(y))) ≤ δ < q1/2

onde h : R → R é uma aplicação cont́ınua com h(0) = 0, então, |v(x, y)| ≤ ε0 <
p/4. Assim,

d(ϕf(t)(x), ϕg(t)(y)) ≤ d(ϕf(t)(x), ϕt(x)) + d(ϕt(x), ϕg(t)(y))

< q1

para todo A ≤ t ≤ B, onde A < 0 < B, e aplicações cont́ınuas f, g : R→ R com
f(0) = g(0) = 0. Como,

W s
ε0

(ϕ(v + t+ g(t)− f(t), x))∩W u
ε0

(ϕ(t+ g(t)− f(t), y)) = ϕ(t+ g(t)− f(t), z))

e tomando g(t)− f(t) = h(t), temos d(ϕt(x), ϕt+h(t)(y)) ≤ δ, então,

|f(t)− g(t)| = |f(t)− g(t) + v − v| ≤ |f(t)− g(t) + v|+ |v|
= |v(ϕ(t, x), ϕ(t+ g(t)− f(t), y))|+ |v|
≤ 2ε0 < p/2

Tome q = min{q1/2, ε3}. Para b > 0, seja (si, zi)
n
i=−m uma (1, b)-pseudo-órbita

qualquer de ϕ, com 0 ≤ m,n < ∞. Pelas considerações anteriores, existe uma
aplicação crescente cont́ınua g : [−S(−m), S(0)]→ R e um ponto z ∈M , tal que
g(0) = 0, e

d(ϕg(t)(z), ϕt(z0)) < q ≤ ε/3 < ε

para todo t ∈ [−S(−m), S(n)].

Tome xj = zj−m e tj = sj−m para j ∈ Z. Seja (tj, xj)
∞
−∞ uma (1, b)-

pseudo órbita qualquer de ϕ. Considere n1 = 1 e tome nk+1 > nk. Temos
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que (tj, xj)
nk
−nk é também uma (1, b)-pseudo órbita de ϕ, então existem yk ∈M e

funções monótonas crescentes cont́ınuas gk : [ak, bk]→ R, com gk(0) = 0, tal que

d(ϕgk(t)(yk), ϕt(x0)) < q

onde ak = −T (−nk) e bk = T (nk). Como M é compacto, podemos assumir que
yk → x quando k →∞.

Como

d(ϕgk(t)(yk), ϕgk+1(t)(yk+1)) ≤ d(ϕgk(t)(yk), ϕt(x0) + d(ϕt(x0)), ϕgk+1(t)(yk+1))

< 2q

para todo t ∈ [ak, bk] ⊂ [ak+1, bk+1], assim, |gk(t) − gk+1(t)| < p/2. Portanto,
|gk(ak)− gk+1(ak)| < p/2 e |gk(bk)− gk+1(bk)| < p/2.

Considerando que gk é uma sequência crescente de funções em R+, ou seja,
gk+1(t) > gk(t) para t ∈ R+. E uma sequência decrescente em R−, ou seja,
gk+1(t) < gk(t) para t ∈ R−. Então, gk+1(ak+1) < gk(ak) e gk(bk) < gk+1(bk+1).
Assim, existem funções monótonas crescentes cont́ınuas f−k : [ak+1, ak] → R e
f+
k : [bk, bk+1]→ R que satisfazem



f−k (ak+1) = gk+1(ak+1), f
−
k (ak) = gk(ak),

f+
k (bk) = gk(bk), f

+
k (bk+1) = gk+1(bk+1),

|f−k (t)− gk+1(t)| < p/2, ak+1 ≤ t ≤ ak,

|f+
k (t)− gk+1(t)| < p/2, bk ≤ t ≤ bk+1.

Figura 2.1: Representação das funções gk e gk+1.
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Definindo f : R→ R por

f = g1 ∪

(
∞⋃
k=1

(f−k ∪ f
+
k )

)
,

temos f(0) = 0 e f monótona crescente e cont́ınua.

Para qualquer t ∈ R, existe i > k + 1 tal que

d(ϕf(t)(yi), ϕf(t)(x)) <
ε

3

quando ak+1 ≤ t ≤ ak pois yk → x, assim, ϕf(t)(yk)→ ϕf(t)(x).

Observe que para ak+1 ≤ t ≤ ak, temos,

|f(t)− gi(t)| = |f−k (t)− gi(t)|
≤ |f−k (t)− gk+1(t)|+ |gk+1(t)− gi(t)|
< p.

Portanto,

d(ϕf(t)(x), ϕt(x0)) ≤ d(ϕf(t)(x), ϕf(t)(yi)) + d(ϕf(t)(yi), ϕgi(t)(yi))

+ d(ϕgi(t)(yi), ϕt(x0))

< ε.

Para bk ≤ t ≤ bk+1, temos,

|f(t)− gi(t)| = |f+
k (t)− gi(t)|

≤ |f+
k (t)− gk+1(t)|+ |gk+1(t)− gi(t)|

< p.

Portanto,

d(ϕf(t)(x), ϕt(x0)) ≤ d(ϕf(t)(x), ϕf(t)(yi)) + d(ϕf(t)(yi), ϕgi(t)(yi))

+ d(ϕgi(t)(yi), ϕt(x0))

< ε.

Portanto, a (1, b)-pseudo órbita (ti, xi)
∞
−∞ é ε-sombreada por uma órbita de ϕ.

Pela proposição 1.21, ϕ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-órbita.

Antes de apresentar a prova do teorema principal, vejamos o último resultado
anunciado na introdução deste caṕıtulo.
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Teorema 4. [15] Todo fluxo ϕ expansivo cont́ınuo sem pontos fixos e que tem a
propriedade de sombreamento de pseudo-órbita em M é topologicamente estável.

Demonstração. Seja ϕ um fluxo definido em M satisfazendo as hipóteses do te-
orema. Vamos definir uma aplicação h que satisfaz as condições da definição
2.2.

Dado δ > 0, sem perda de generalidade, podemos assumir que 0 < δ < T0/2,
onde T0 é como no lema 1.15. Usando o teorema 1.16, tome 0 < r < ε. Assim,
0 < r < T0/2. Usando o lema 1.15, existe γ > 0 tal que d(ϕr(y), y) ≥ γ para
todo y ∈M .

Pela expansividade, seja δ
′
< γ, δ

′
< r, tal que se d(ϕf(t)(x), ϕt(y)) ≤ δ

′

para todo x, y ∈ M e uma aplicação cont́ınua f : R → R com f(0) = 0, então
y = ϕt(x) para |t| ≤ r.

Usando a proposição 1.21 que diz que ϕ tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-órbita se, e somente se, tem esta propriedade com respeito ao tempo
t = 1, seja 0 < ε < δ

′
/12 tal que,

a) Cada (1, ε)-pseudo órbita é δ
′
/2-sombreada por uma órbita de ϕ,

b) Para cada x, y ∈ M , se d(x, y) < ε então d(ϕt(x), ϕt(y)) < δ
′
/12 para todo

t ∈ [0, 1].

Seja ψ um fluxo cont́ınuo em M tal que d∗(ϕt, ψt) = sup
x∈X

d(ϕt(x), ψt(x)) < ε

para t ∈ [0, 1].

Fixando um ponto y ∈M , e como

d(ϕ1(ψn(y), ψn+1(y)) = d(ϕ1(ψn(y), ψ1(ψn(y)) < ε

para todo n ∈ Z, temos que (ψn(y), tn = 1)∞−∞ é uma (1, ε)-pseudo órbita para ϕ.
Portanto, por hipótese, existem z ∈M e um homeomorfismo crescente α : R→ R
com α(0) = 0 tal que

d(ϕα(t)(z), ϕt−n(ψn(y))) <
δ
′

12
, para t ≥ 0, n ≤ t < n+ 1, n = 0, 1, 2, . . . ,

d(ϕα(t)(z), ϕt+n(ψ−n(y))) <
δ
′

2
, para t ≤ 0,−n ≤ t < −n+ 1, n = 1, 2, 3, . . . .

Para o caso em que t ≥ 0, sejam m, k números inteiros positivos tais que

n ≤ m

k
≤ t <

m+ 1

k
≤ n+ 1, assim

d
(
ψm

k
−n(ψn(y), ϕm

k
−n(ψn(y))

)
< ε
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Do item b) acima, temos,

d
(
ϕt−m

k
(ψm

k
(y), ϕt−n(ψn(y))

)
= d

(
ϕt−m

k
(ψm

k
(y), ϕt−m

k
(ϕm

k
−n(ψn(y)))

)
= d

(
ϕt−m

k
(ψm

k
−n(ψn(y)), ϕt−m

k
(ϕm

k
−n(ψn(y)))

)
<
δ
′

12

Portanto,

d(ϕα(t)(z), ϕt−m
k

(ψm
k

(y))) ≤ d(ϕα(t)(z), ϕt−n(ψn(y)))

+ d(ϕt−n(ψn(y)), ϕt−m
k

(ψm
k

(y)))

<
δ
′

12
+
δ
′

12
=
δ
′

6
, para

m

k
≤ t <

m+ 1

k

Como para cada t ∈ R existe uma sequência de números racionais
{
mi
ti

}
, onde

ti ∈ Z, tal que mi
ti
→ t, pela densidade de Q em R, segue que

d(ϕα(t)(z), ϕt−mi
ti

(ψmi
ti

(y))) < δ
′
/6 para todo i.

De maneira análoga, temos

d(ϕα(t)(z), ϕt+mi
ti

(ψ−mi
ti

(y))) < δ
′
/6 para t ≤ 0,−n ≤ −m

k
≤ t <

−m+ 1

k
.

Assim, provamos que para uma órbita (ψt(y))t∈R existe um ponto z ∈ M e um
homeomorfismo crescente α : R→ R com α(0) = 0 tal que

i) d(ϕα(t)(z), ψt(y)) < δ
′
/6 para todo t ∈ R.

Sejam z
′ ∈M e α

′
: R→ R um homeomorfismo crescente com α(0) = 0 tal que,

d(ϕα′ (t)(z
′
), ψt(y)) ≤ δ

′
/6 para todo t ∈ R.

Então

d(ϕα(t)(z), ϕα′ (t)(z
′
)) ≤ d(ϕα(t)(z), ψt(z)) + d(ψt(z), ϕα′ (t)(z

′
))

<
δ
′

6
+
δ
′

6
=
δ
′

3
,∀t ∈ R.

Além disso, temos

d(ϕα(t)(z
′
), ϕt(z)) ≤ d(ϕα(t)(z

′
), ψt(z)) + d(ψt(z), ϕt(z))

<
δ
′

6
+
δ
′

6
=
δ
′

3
,∀t ∈ R.

Pela expansividade e pela escolha de δ
′

temos que z
′

= ϕt(z) com |t| ≤ r < δ.
Ou seja, cada órbita (ψt(y))t∈R de ψ é δ

′
/6-sombreada por uma única órbita

(ϕt(z))t∈R de ϕ.
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Agora, para x, y ∈M definimos o conjunto Ay da seguinte forma

Ay = {x ∈ X : para cada η, T > 0, existe um homeomorfismo α : R→ R
com α(0) = 0 tal que d(ϕα(t)(x), ψt(y)) < δ

′
/6 + η,∀t ∈ [−T, T ]}.

Agora, vamos definir uma função h em M , e para isso precisamos selecionar
um determinado ponto no conjunto Ay da seguinte maneira: Um ponto x ∈ Ay
é chamado maior limite de Ay (m · l · Ay) se, e somente se, x = ϕw(x

′
) com

w ≥ 0 para x
′ ∈ Ay. Este ponto x = m · l · Ay é o único ponto em Ay com essa

propriedade.

Assim, defina h : M →M por

h(y) = m · l · Ay para todo y ∈M.

Pela unicidade de m · l ·Ay esta função está bem definida, além disso h é cont́ınua,
como verificamos no Apêndice A.

Da definição de Ay, se x ∈ Ay temos que para cada η, T > 0 existe um
homeomorfismo α : R→ R com α(0) = 0 tal que

d(ϕα(t)(x), ψt(y)) < δ
′
/6 + η para todo t ∈ [−T, T ].

Tome η < δ
′
/2, então em t = 0, d(x, y) < δ

′
< δ. Assim d(y, h(y)) =

d(y,m · l · Ay) < δ então d(h, I) < δ, onde I é o homeomorfismo identidade da
aplicação em M . Assim, h satisfaz o item i) da definição 2.2.

Agora, mostraremos que h também satisfaz o item ii) da definição 2.2, ou
seja, que h(O(ψt)) ⊆ (O(ϕt). Seja y ∈ M , como mostramos acima a órbita
(ψt(y))t∈R é δ

′
-sombreada por uma única órbita (ϕt(z))t∈R de ϕ, ou seja, existe

um homeomorfismo crescente α : R→ R com α(0) = 0 tal que

d(ϕα(t)(z), ψt(y)) ≤ δ
′
/6 para todo t ∈ R.

Seja ψu(y) um outro ponto em (ψt(y))t∈R. Assim,

d(ϕ(α(t+ u)− α(u), ϕ(α(u), z))), ψ(t, ψ(u, y)))) = d(ϕ(α(t+ u), z), ψ(t+ u, y))

≤ δ
′
/6 para todo t ∈ R

Se tomarmos γ(t) = α(t + u)− α(u), γ : R→ R é um homeomorfismo crescente
com γ(0) = 0, ou seja, uma reparametrização para a órbita (ϕt(z))t∈R. Portanto,

d(ϕ(γ(t), ϕ(α(u), z))), ψ(t, ψ(u, y)))) ≤ δ
′
/6 < δ

′
/6 + η

e h(ψu(y)) = m · l ·Aψu(y) = ϕw(ϕα(u)(z)), para w ≥ 0. Assim, ϕα(u)(z) ∈ Aψu(y), e
h(O(ψt)) ⊆ O(ϕt), concluindo o item ii) da definição 2.2 e completando a prova
do teorema.
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Finalmente, estamos em condições de provar o teorema principal. Por questões
de compreensão de leitura e acompanhamento o enunciamos mais uma vez.

Teorema 1. Todo fluxo hiperbólico ϕ em M é topologicamente estável.

Demonstração. Como ϕ é hiperbólico, pelos teoremas 2 e 3, ϕ é expansivo e tem
a propriedade de sombreamento. Pelo teorema 1.13 e pela observação 1.14, ϕ não
tem pontos fixos. Portanto, pelo teorema 4, ϕ é topologicamente estável.



Considerações Finais

Neste trabalho fizemos um estudo sobre estabilidade topológica para fluxos
hiperbólicos. Começamos, no primeiro caṕıtulo, apresentando algumas proprie-
dades topológicas importantes no estudo da dinâmica dos fluxos, como expansi-
vidade e sombreamento.

Apresentamos, no segundo caṕıtulo, que as propriedades de expansividade e
sombreamento são caracteŕısticas fundamentais dos fluxos hiperbólicos. Utiliza-
mos tais propriedades para alcançar o objetivo principal do trabalho, caracterizar
os fluxos hiperbólicos como fluxos topologicamente estáveis.

Por fim, observamos que há a possibilidade desse trabalho ser continuado
com o estudo do caso em que o fluxo possui singularidades. A definição de fluxos
expansivos dada aqui, em um espaço métrico conexo, não admite singularidades.
A partir disso, uma pergunta razoável é: o que acontece quando a definição
de expansividade admite singularidades e como podemos garantir a estabilidade
topológica dos fluxos hiperbólicos?
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Apêndice A

Prova da continuidade da
aplicação h

Para x, y ∈M definimos o conjunto Ay da seguinte forma

Ay = {x ∈ X : para cada η, T > 0, existe um homeomorfismo α : R→ R
com α(0) = 0 tal que d(ϕα(t)(x), ψt(y)) < δ

′
/6 + η,∀t ∈ [−T, T ]}.

Proposição .1. O conjunto Ay satisfaz as seguintes afirmações,

1) Ay ⊂ (ϕt(z))t∈R e o diâmetro do tempo de Ay é menor que δ,

2) Ay é um conjunto fechado em M .

Demonstração. Para provar o item 1), sabemos que z ∈ Ay, pois,

d(ϕα(t)(z), ψt(y)) ≤ δ
′
/6 para todo t ∈ R.

Sejam {ηi}∞i=0, {Ti}∞i=0 sequências positivas de números reais tais que ηi → 0 e
Ti →∞ quando i→∞.

Seja x ∈ Ay, então existem homeomorfismos αi : R → R com αi(0) = 0 tal
que

d(ϕαi(t)(x), ψt(y)) < δ
′
/6 + ηi para todo t ∈ [−Ti, Ti].

De i) temos

d(ϕαi(t)(x), ϕα(t)(z)) ≤ d(ϕαi(t)(x), psit(z)) + d(ψt(z), ϕα(t)(z))

< δ
′
/3 + ηi para t ∈ [−Ti, Ti].

Como ηi → 0, sem perda de generalidade, assuma que ηi < δ
′
/6 para todo i.

Tome T
′
i = min{|α(Ti)|, |α(−Ti)|}. Observe que T

′
i →∞ quando i→∞, assim

d(ϕ(αiα
−1(u), x), ϕ(u, z)) < δ

′
/3 + ηi para todo u ∈ [−T ′i , T

′

i ].
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Denote por γi = αiα
−1, temos que γi : R → R é um homeomorfismo crescente

com γi(0) = 0 para todo i. Pela continuidade de γi, seja 0 < si < n tal que se
|u− u′ | < si então |γi(u)− γi(u

′
)| < r. Assim,

d(ϕ(γi+1(u)− γi(u), ϕ(γi(u), x)), ϕ(γi(u), x)) = d(ϕ(γi+1(u), x), ϕ(γi(u), x))

≤ d(ϕ(γi+1(u), x), ϕ(γu, z)) + d(ϕ(γi(u), x), ϕ(γu, z))

< 2δ
′
/3 + 2ηi < δ

′
, para todo u ∈ [−T ′i , T

′

i ],

portanto |γi+1(u)−γi(u)| < r, pois δ
′
< γ e pela continuidade de γi+1 e γi. Assim,

podemos tomar ξi com 0 < ξi < r tal que se u ≤ T
′
i < u

′
e |u′ − u| < ξi então

|γi+1(u
′
)− γi(u)| < r.

Fixe i e defina uma sequência {uj}∞−∞ de números reais tal que u0 = 0,
uj < uj+1, uj → ∞ quando j → ∞, uj → −∞ quando j → −∞, uj+1 − uj <
min{ξi, si} se uj ∈ [0, T

′
i ] para j ≥ 1 e uj+1 − uj < min{ξi, si} se uj+1 ∈ [−T ′i , 0]

para j ≤ −1. Segue que, se tomarmos tj = γi(uj) se uj ∈ [−T ′i , T
′
i ] e tj = γi+1(uj)

se uj ∈ [−T ′i+′ ,−T
′
i ] ∪ [T

′
i , T

′
i+1] e assim por diante, que |tj+1 − tj| < r para todo

j ∈ Z, t0 = u0 = 0, e

d(ϕtj(x), ϕuj(z)) < δ
′
/3 + ηi < δ

′
/3 + δ

′
/6 < δ

′
< r para todo j ∈ Z.

Usando o teorema 1.16, temos que x = ϕt(z) para |t| < δ, provando 1).

Agora, para provar 2), usando 1), só precisamos mostrar que Ay é fechado na
órbita (ϕt(z))t∈R com topologia relativa.

Seja z
′

um ponto limite de algum ponto de Ay, e assuma que z
′ ∈ (ϕt(z))t∈R.

Seja {zi} uma sequência em Ay tal que zi → z
′
. Dados η, T > 0 existem homeo-

morfismos αi : R→ R com αi(0) = 0 tal que

d(ϕαi(t)(zi), ψt(y)) < δ
′
/6 + η/2 para todo t ∈ [−T, T ], todo i.

Como zi e z estão na mesma órbita dentro da distância de tempo δ < T0, existe
um inteiro N grande o suficiente, tal que

d(ϕt(zi), ϕt(z
′
) < η/2 para todo t ∈ R, todo i ≥ N.

Portanto,

d(ϕαi(t)(zi), ϕαi(t)(z
′
) < η/2 para todo t ∈ R, todo i ≥ N.

Assim,
d(ϕαi(t)(z

′

i), ψt(y)) < δ
′
/6 + η para todo t ∈ R.

Logo, z
′ ∈ Ay e isso prova 2).

Como o conjunto Ay é fechado em M , e além disso M é um espaço métrico
compacto, podemos definir o seguinte elemento em Ay.

Definição .2. Um ponto x ∈ Ay é chamado maior limite de Ay (m · l ·Ay) se, e
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somente se, x = ϕw(x
′
) com w ≥ 0 para x

′ ∈ Ay. Este ponto x = m · l · Ay é o
único ponto em Ay com essa propriedade.

Defina h : M →M por

h(y) = m · l · Ay para todo y ∈M.

Pela unicidade de m · l · Ay esta função está bem definida. Provaremos que h é
cont́ınua.

Seja η, T > 0, y ∈M e defina

Ay,η,T ={x ∈M : existe um homeomorfismo α : R→ R com α(0) = 0

tal que d(ϕα(t)(x), ψt(y)) < δ
′
/6 + η para todo t ∈ [−T, T ]}.

Se verifica pela definição de Ay,η,T que valem, entre outras, as seguintes pro-
priedades,

a) Se η1 ≥ η2 > 0 então Ay,η1,T ⊇ Ay,η2,T para todo y ∈M , T ∈ R,

b) Se 0 < T1 ≤ T2 então Ay,η,T1 ⊇ Ay,η,T2 para todo y ∈M , η ∈ R,

c) Se 0 > η1 ≥ η2 e 0 < T1 ≤ T2 então Ay,η1,T1 ⊇ Ay,η2,T2 para todo y ∈M ,

d) Se {ηi}, {Ti} são sequências de números reais positivos com ηi → 0 e
Ti →∞, então

Ay =
⋂
i

Ay,ηi,Ti .

Para mostrar que h é cont́ınua, mostraremos as seguintes propriedades adici-
onais de Ay,η,T que nos serão úteis.

Lema .3. Para cada λ > 0 e y ∈ M existem η, T > 0 tal que d(x,Ay) < λ para
todo x ∈ Ay,η,T .

Demonstração. Seja {ηi}, {Ti} sequências de números reais positivos com ηi → 0,
Ti → ∞ quando i → ∞. Assuma que ηi < δ

′
/6 para todo i. Seja {zi} uma

sequência de pontos tais que zi ∈ Ay,ηi,Ti para todo i e zi → z quando i → ∞.
Da definição de Ay,ηi,Ti temos que existem homeomorfismos αi : R → R com
αi(0) = 0 para todo i tal que,

d(ϕαi(t)(zi), ψt(y)) < δ
′
/6 + ηi, ∀t ∈ [−Ti, Ti], ∀i ∈ Z. (1)

Como zi → z, existem sequências {wj}, {βj} de números reais positivos com
βj → 0, wj →∞ quando j →∞ tal que

d(ϕt(zi), ϕt(z)) < βi para t ∈ [−wi, wi].
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Fixando N grande o suficiente, para todo j ≥ i ≥ N temos

d(ϕt(zi), ϕt(zj)) < βi para todo t ∈ [−wi, wi]

Sem perda de generalidade tome βi < δ
′
/6 para todo i ≥ N . Portanto

d(ϕαi(t)(zi), ϕαi(t)(z)) < βi, para todo t ∈ [α−1i (−wi), α−1i (wi)].

Agora vamos mostrar que α−1i (wi) → ∞ quando i → ∞. Suponha por con-
tradição que existe uma constante a > 0 tal que α−1i (wi) ≤ a para todo i ≥ N . As-
sim, wi ≤ αi(a) para todo i ≥ N , mas wi →∞ quando i→∞ então αi(a)→∞
quando i→∞.

Sem perda de generalidade, tome N suficientemente grande tal que a pertença
ao domı́nio de αi para t ≥ N , ou seja, a ∈ [−Ti, Ti] para todo i ≥ N . Usando o
lema 1.22 e a ideia de que se αj(a)→∞ quando j →∞ então existem números
reais t1 ≤ t2 em [0, a], e j ≥ N tal que t1 está muito próximo de t2, assim
d(ψt1(y), ψt2(y)) < ε e αj(t2) − αj(t1) = r. Pela maneira como definimos r no
ińıcio, e usando o lema 1.15 teremos

d(ϕ(αj(t1), zj), ϕ(αj(t2), zj)) ≥ γ > δ
′

(2)

Mas usando a equação 1, temos,

d(ϕ(αj(t1), zj), ϕ(αj(t2), z2)) ≤ d(ϕ(αj(t1), zj), ψ(t1, y)) + d(ψ(t1, y), ψ(t2, y))

+ d(ϕ(αj(t2), zj), ψ(t2, y))

< δ
′
/6 + ηi + ε+ δ

′
/6 + ηi

< δ
′
/3 + 2ηi + ε

< δ
′
/3 + δ

′
/3 + δ

′
/12

= 9δ
′
/12 < δ

′

e isso contradiz a equação 1. Portanto, α−1j (wj)→∞, analogamente, α−1j (wj)→
−∞ quando j →∞. Assim, podemos supor que existam sequências de números
reais positivos {βi}, {vi} com βi → 0, vi →∞ tal que

d(ϕ(αi(t), zi), ϕ(αi(t), z)) < βi para todo t ∈ [−vi, vi].

Usando a equação 1, temos,

d(ϕ(αi(t), z), ψ(t, y)) ≤ d(ϕ(αi(t), z), ϕ(αi(t), zi)) + d(ϕ(αi(t), zi), ψ(t, y))

< δ
′
/6 + ηi + βi para todo t ∈ [−ki, ki]

com ki = min{vi, Ti}. Logo, z ∈ Ay,ηi+βi,ki para todo i. Mas ηi + βi → 0 e
ki → ∞ quando i → ∞, assim, z ∈ Ay. Assumindo que d(zi, Ay) ≥ λ para todo
i, então d(z, Ay) ≥ λ, mas isso é uma contradição, pois o diâmetro de tempo de
Ay é menor que λ. Assim, terminamos a prova do lema.
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Lema .4. Para cada λ > 0 existem η, T > 0 qual que para cada y ∈M , d(x,Ay) <
λ para todo x ∈ Ay,η,T .

Demonstração. Para cada ponto y ∈ M , seja Uy uma vizinhança de y com a
seguinte propriedade

d(ψt(y), ψt(y
′
)) <

ηy
2

para todo t ∈ [−Ty, Ty], todo y
′ ∈ Uy,

onde ηy, Ty são tomados como no lema .3, ou seja, d(x,Ay) < λ/2 para todo
x ∈ Ay,ηy ,Ty .

Seja x um ponto qualquer em Ay′ , ηy
2
,Ty

. Assim, existe um homeomorfismo

α : R→ R com α(0) = 0 tal que

d(ϕα(t)(x), ψt(y
′
)) <

δ
′

6
+
ηy
2

para t ∈ [−Ty, Ty].

Portanto,

d(ϕα(t)(x), ψt(y)) ≤ d(ϕα(t)(x), ψt(y
′
)) + d(ψt(y

′), ψt(y))

< δ
′
/6 + ηy para t ∈ [−Ty, Ty].

Assim, Ay′ , ηy
2
,Ty
⊆ Ay,ηy ,Ty para todo y

′ ∈ Uy.

Pela compacidade de M ,existem pontos y1, y2, . . . , yk, uma cobertura de aber-
tos U1, U2, . . . , Uk, η1, η2, . . . , ηk e T1, T2, . . . , Tk, tomados como acima.

Seja η = min
1≤j≤k

{ηi}, T = max
1≤j≤k

{Ti}. Se y
′

é um ponto qualquer em M , então

existe j com 1 ≤ j ≤ k tal que y
′ ∈ Uj. Mas Ay′ , η

2
,T ⊆ Ayj ,η,T , portanto, se

tomarmos z ∈ Ay′ , η
2
,T , temos d(z, Ayj) < λ/2. E como Ay′ ⊆ Ay′ , η

2
,T ⊆ Ayj ,η,T ,

temos, d(Ay′ , Ay) < λ/2. Portanto,

d(z, Ay′ ) ≤ d(z, Ayj) + d(Ayj , Ay′ ) < λ.

Lema .5. Seja {yi}, {zi} sequências de pontos em M . Se zi ∈ Ayi para todo i,
zi → z e yi → y, então z ∈ Ay.

Demonstração. Seja {λi} uma sequência de números reais positivos tal que λi →
0. Usando o lema .4, existem ηi, Ti > 0 tal que d(x,Ay) < λi, para todo x ∈
Ay,ηi,Ti , e para cada y ∈M .

Como yi → y, existe uma subsequência {yji} de {yi} tal que,

d(ψ(y), ψt(yji)) <
η

2
, ∀t ∈ [−Ti, Ti], ∀i.

Mas zji ∈ Ayji , portanto, existem homeomorfismos αi : R → R com αi(0) = 0,
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tal que,
d(ϕ(αi(t), zji), ψ(t, yji)) < δ

′
/6 + ηi/2, ∀t ∈ [−Ti, Ti]

Assim,

d(ϕ(αi(t), zji), ψ(t, y)) ≤ d(ϕ(αi(t), zji), ψ(t, yji)) + d(ψ(t, yji), ψ(t, y))

< δ
′
/6 + ηi, ∀t ∈ [−Ti, Ti]

Portanto, zji ∈ Ay,ηi,Ti , para todo i. Pelo lema .4, temos d(zji , Ay) < λi, para
todo i. Mas, zji → z e λi → 0 quando i → ∞. Portanto, d(z, Ay) = 0, como Ay
é fechado, então z ∈ Ay.

Proposição .6. A aplicação h é cont́ınua.

Demonstração. Sejam {yi}, {zi} sequências de pontos em M tal que zi = m·l ·Ayi
para todo i, e assuma que yi → y e z = m · l · Ay.

Queremos provar que zi → z. Pela compacidade de M , {zi} possui uma
subsequencia convergente, assim, sem perda de generalidade, assuma que zi → z

′
.

Pelo lema .5, z
′ ∈ Ay.

Sejam x um ponto qualquer em Ay e {λi} uma sequência convergente onde
λi → 0.

Sejam ηi, Ti > 0 como no lema .4. Se yi → y, existe uma subsequencia {yki}
tal que,

d(ψt(yki), ψt(y)) < ηi/2, ∀t ∈ [−Ti, Ti],∀i.

Como x ∈ Ay, existem homeomorfismos αi : R→ R tal que

d(ϕ(αi(t), x), ψ(t, y)) < δ
′
/6 + ηi/2, ∀t ∈ [−Ti, Ti].

Portanto,

d(ϕ(αi(t), x), ψ(t, yki)) ≤ d(ϕ(αi(t), x), ψ(t, y)) + d(ψ(t, y), ψ(t, yki))

< δ
′
/6 + ηi, ∀t ∈ [−Ti, Ti].

Assim, x ∈ Ayki ,ηi,Ti , pelo lema .4, d(x,Ayki ) < λi, para todo i.

Seja xki ∈ Ayki tal que d(x, xki) = d(x,Ayki ) < λ, isto pode ser feito pois Ayki
é fechado. Segue que xki → x. Como zki = m · l · Ayki , existe wki ≥ 0 tal que

zki = ϕwki (xki). Além disso, zki → z
′
, portanto, z

′
= ϕw(x), com w ≥ 0 para

cada x, então z
′

é o maior limite de Ay. Mas o maior limite de Ay é único, assim,
z = z

′
. Então, provamos que toda subsequencia de {zi} converge para z, assim,

zi → z. Provando que h é cont́ınua.
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