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Resumo

COSTA, Maicom Douglas Varella, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
julho de 2018. Aplicacoes de superficies fechadas no plano projetivo.
Orientadora: Catarina Mendes de Jesus Sanchez.

O principal objetivo do trabalho aqui apresentado é estudar invariantes locais e
globais de aplicacOes estaveis entre superficies. Apresentamos trés invariantes
de aplicacoes estaveis, que carregam informacoes do contorno aparente, que
sao, o numero de pontos de cispides, o nimero de pontos duplos e o namero
de componentes conexas do conjunto singular. Além disso, o grafo dual é
apresentado como um importante invariante global das aplicagoes estaveis, que
carrega informacoes a respeito da superficie dominio e ajuda na classificacao
dessas aplicacoes. As principais referéncias, nas quais este estudo esta baseado,
sao [20] e [8].
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Abstract

COSTA, Maicom Douglas Varella, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, July,
2018. Maps from closed surfaces to the projective plane. Adviser:
Catarina Mendes de Jesus Sanchez.

The main purpose of the work presented here is to study local and global
invariants of stable maps between surfaces. We present three local mappings
invariants that carries information about the apparent contour of the maps, the
number of cusp, the number of double points and the number of connected
components of the singular set. More over, the dual graph is presented as a
significant global invariant of stable maps, which carries information about the
domain surface and it helps in classifying these maps. The main references, which
this is study is based, are [20] and [8].
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Introducao

Whitney publicou, em 1955, o artigo "Mappings of the plane into the
plane"que foi fundamental para o surgimento da Teoria de Singularidades de
aplicagoes diferencidveis. Whitney demonstrou que, para aplicacoes estaveis do
plano no plano, se um ponto pertence ao conjunto singular, entao esse ponto é
do tipo dobra ou cuspide. Atualmente, muitos temas da Teoria de Singularidades
podem ser encontrados em varios titulos, como em [4] e [5].

Um dos problemas classicos na Teoria de Singularidades é a classificagao
completa das aplicacoes estéveis, a menos de A-equivaléncia. Tal problema
tem sido um dificil trabalho desde o surgimento da teoria. Em muitos casos,
a procura por essa classificacao se d4 na busca por invariantes que permitam
classificar grande parte das aplicacoes. Em um estudo mais recente, Ohmoto
[21]], determinou um conjunto completo de geradores para o anel dos invariantes
semi-locais de primeira ordem do tipo Vassiliev, que esti associado ao contorno
aparente. Ohmoto e Aicardi [20], apresentaram invariantes numéricos locais,
para o contorno aparente de aplicagoes estaveis de superficies fechadas no plano.
Entretanto, existem aplicacoes em diferentes classes de A-equivaléncia associadas
a um mesmo invariante, o que mostra que estes invariantes nao sao suficientes
para classificar estas aplicagoes.

Em sua tese de Doutorado, Mendes de Jesus [I5] introduziu um novo
invariante global, o grafo dual. Em conjunto com Hacon e Romero-Fuster, Mendes
de Jeus apresentou resultados importantes para a realizacao de grafos associados
a aplicagOes estaveis entre superficies: aplicagoes dobra da esfera no plano em [9],
aplicacoes de superficies no plano em [8] e [10] e aplicagoes de superficies fechadas
e orientadas na esfera [II]. Mendes de Jesus e Romero-Fuster estenderam os
resultados para aplicacoes estaveis de superficies fechadas no plano projetivo em
[9] e [10].

O trabalho aqui apresentado tem como finalidade o estudo de aplicacoes
estéveis de superficies fechadas no plano projetivo, assim como alguns invariantes
locais e globais associados a tais aplicagoes. Os principais resultados, aqui
apresentados, sao baseados nos trabalhos de Mendes de Jesus e Romero-Fuster
[18] e Ohmoto e Aicardi [20]. O conteado apresentado nesse trabalho tem a
seguinte estrutura:

No Capitulo [l introduzimos o conceito de superficies fechadas que sao os
dominios das aplicacoes estaveis que sao trabalhadas no decorrer deste trabalho.
Apresentamos também o conjunto, £(M,N), das aplicacdes estaveis entre



superficies M e N, bem como o conjunto discriminante que é o complementar
de E(M,N) no conjunto das aplicacoes suaves de M em N. Além disso,
apresentamos conceitos a respeito das aplicacoes estaveis f : M — N, tais como
as caracteristicas do conjunto singular e conjunto regular, além de ilustrarmos
alguns exemplos e introduzirmos o conceito de cirurgias entre aplicacoes estaveis.
As principais referéncias utilizadas neste capitttlo sao [4], [5], [12], |7], [19] e |27].

No segundo capitulo, apresentamos as transicoes de codimensao um e de
codimensao dois, que sao realizadas através de homotopias ao longo do conjunto
C>®(M,N), e seus efeitos no conjunto regular e no conjunto singular. Por fim,
apresentamos alguns invariantes de aplicacoes estaveis, os invariantes locais e
globais /¢ e Ip e o invariante global I, assim como a relacao entre eles. Aqui
utilizamos como prinicipais referéncias [8], [20] e [21].

No Capitulo[3] introduzimos alguns conceitos e resultados da teoria de grafos e
um tipo de cirurgia para grafos. Além disso, fizemos uma associacao entre grafos
com pesos nos vértices e superficies com curvas simples, fechadas e disjuntas,
mergulhadas nessas superficies. As referéncias deste capitulo sao: [9], [12], [18],
[17] e [26].

No ultimo capitulo, apresentamos a associacao entre grafos com pesos nos
vértices e aplicacoes estaveis de superficies fechadas no plano projetivo. Além
disso, vimos os efeitos das transi¢coes ldbios e bicos nos grafos, assim como os
efeitos das cirurgias de aplicacdes estaveis nos grafos. Por dltimo, apresentamos
resultados sobre a realizacao de tais grafos. As principais referéncias deste
capitulo sao [18] e [17].



Capitulo 1

Preliminar

Apresentamos nesse capitulo definigoes e resultados a respeito de superficies,
como soma conexa, caracteristica de Euler e género. Por outro lado, introduzimos
alguns conceitos e resultados importantes da teoria de grafos como grafos conexos,
bipartidos e com pesos nos vértices. Finalmente, associamos os grafos a superficies
com curvas. As principais referéncias deste capitulo sdo [9], [12], [18], [I7] e [26].

1.1 Complexos regulares

Defini¢ao 1.1.1. [I2] Uma n-célula é um conjunto cujo interior ¢ homeomorfo
a um disco n-dimensional D™ = {zx € R"||z| < 1} com a propriedade adicional de
que sua fronteira deve ser dividida em um ntamero finito de células com dimensoes
menores, chamadas faces da n-célula. Escrevemos o < 7 se o é uma face de 7.

Por exemplo, no espaA§o euclidiano tridimensional, um ponto A pode ser
considerado uma 0-célula; uma 1-célula é um segmento de reta a = AB, onde
A < a e B < a; uma 2-célula é um poligono( geralmente um triangulo) tal que
o =AABC, e entao AC, BC e AB < 0. Note que A< AB < o,entao A <o. A

Figura[l.1]ilustra alguns exemplos de células.

Exemplo 1.1.2. A Figura ilustra exemplos de uma 0-célula, 1-célula e 2-

célula.
X b) c) d)

Figura 1.1: Exemplos de células.

Definicao 1.1.3. Um complexo K é um conjunto finito de células.



K =|J{o|o é uma célula }.
tal que:

1. Se ¢ é uma célula em K, entao todas as faces de o sao elementos de K;

2. Se 0 e 7 sdo células em K, entdo int(o) Nint(1) = 0.

Note que, um objeto topolégico pode ser representado por diferentes
complexos, como na Figura [1.2

A

Figura 1.2: Diferentes complexos na esfera.

Definicao 1.1.4. Seja K um n-complexo. O conjunto de todos os pontos nas
células de K ¢

X =|K|={z;z € 0 € K;0 ¢ uma célula em K}.

X é chamado espacgo subjacente do complexo K.

Definicao 1.1.5. A caracteristica de Euler de um n-complexo regular K,
denotada por y(K) é definida pela soma alternada do niumero de células do
complexo K, isto é

X(K) = #(0-célula) —#(1-célula)+#(2-célula) —...(—1)"#(n-célula),

onde #(r-célula) denota o ntimero de r-células do complexo K.
Em particular, para um 2-complexo, denotando F' = #( faces), A = #(arestas)
e V = #(vertices), a carecteristica de Euler é dada por:

X(K)=V —-A+F.

1.2 Superficies

Definicao 1.2.1. Uma n-variedade M é um espaco topologico de Hausdorff
com base enumeravel e tal que para cada x € M existe um aberto U C M com
x € U e um homeomorfismo ¢ : U — V., onde V é um aberto de R". Uma
2-variedade é chamada de superficie.



Exemplo 1.2.2. A esfera S* = {z € R3||z| = 1}, ¢ uma superficie. Como um
ponto na esfera, x possui vizinhancas da forma

N={yeR|x—y|<ryecS*}.

Essas vizinhancas se parecem com discos bidimensionais os quais foram um
pouco deformados.

Figura 1.3: Vizinhancas de x e y em S2.

Definigao 1.2.3. [I2] Uma superficie com bordo é um espaco topologico tal
que todo ponto possui uma vizinhanca topologicamente equivalente ou a um disco
aberto n-dimensional ou o meio disco, dado por

DY ={z = (21,...,2,) €R";|x| <71 e x, > 0}.
Os pontos com vizinhanca de meio disco sao chamados pontos de bordo.

Exemplo 1.2.4. O cilindro e a faixa de Mobius sao superficies com bordo, pois
possuem pontos com somente vizinhangas de meio disco (ver Figura D

-

Figura 1.4: Pontos de bordo e vizinhanca.

O bordo do cilindro consiste de dois circulos, e o bordo da faixa de Mobius é
um dnico circulo.

Definigao 1.2.5. [I2] Uma superficie M é orientavel se contém uma faixa de
Mobius. Caso contrario, se existe um caminho que inverte a orientacao, dizemos
que M é nao-orientavel.

Definig¢ao 1.2.6. [12] Um espaco topologico bidimensional M é triangulavel se
o seu espaco subjacente K ¢ homeomorfo a M e possui apenas células triangulares
que satisfazem a condicao de que dois triangulos sao identificados ao longo de uma
aresta ou somente um vértice ou sao disjuntos.

Definicao 1.2.7. Uma triangulacao de um complexo K ¢é dito complexo
simplicial ou uma triangulacao em M. Uma célula de um complexo simplicial
é dito simplex.



Definicao 1.2.8. Uma triangulacao de uma superficie é um simplicial 2-
complexo tal que:

i) Cada aresta ¢ identificada com exatamente uma outra aresta;

ii) Um dado vértice pode pertencer a n tridngulos, denotados por T3, ...T),, de
modo que nesta sequéncia, dois a dois triangulos sao adjacentes e possuem
uma aresta em comum e 7T, identifica com 77 ao longo de uma aresta.

Teorema 1.2.9. Uma superficie ¢ compacta se, e somente se, qualquer
triangulagcao possut um nimero finito de tridngulos.

A demonstracao do Teorema [1.2.9 pode ser encontrada em [I2] pagina 80.

Definicao 1.2.10. Uma superficie é dita fechada se ¢ compacta e nao possui
bordo.

O seguinte resultado e sua prova ¢ encontrado em [I2] pagina 81.

Teorema 1.2.11. Uma superficie € conexa se, e somente se, uma triangulacao
pode ser arranjada na ordem T4, ...,T,,, de modo que cada tridngulo possui no
minimo uma aresta identificada com a aresta do triangulo anterior.

Exemplo 1.2.12. A Figura [1.5| ilustra uma triangulagao da esfera (S?). Como
pode-se ver, cada triangulo possui pelo menos uma aresta comum com a aresta
de outro triangulo. Além disso, qualquer triangulacao de S? ¢é finita. Portanto,
ela é uma superficie compacta e conexa.

Figura 1.5: Uma triangulagao de S2.

1.3 Caracteristica de Euler

Como ja vimos na Definigao [1.2.8] uma triangulacao de uma superficie é um
2-complexo, entao de acordo com a Definicao [1.1.5] a caracteristica de Euler de
uma superficie M é dada por:

X(M)=V — A+F,

onde ', A e V denotam o nimero de faces, arestas e vértices, respectivamente,
da triangulacao da superficie M. O Teorema pode ser encontrado em [12]
pagina 109.



Teorema 1.3.1. A carcteristica de FEuler é um invariante topoldgico para
superficies compactas e conexras.

Proposicao 1.3.2. Se M e N sao superficies compactas e conexas, entao

X(MUN) =x(M)+ x(N) = x(MNN).

Demonstracao. Primeiramente, consideramos o caso em que M NN = (), ou seja,
X(M N N)=0. Como M e N sao disjuntas, entao ¢ suficiente considerar um 2-
complexo em cada superficie para calcular a caracteristica de Euler de xy (M UN).
Assim, temos

X(MUN) =x(M)+x(N) = x(MNON)=x(M)+ x(N).

Agora, fazemos o caso em que M NN # (). Construindo um 2-complexo K em
M N N de modo que |K| é homeomorfo a M N N, temos

X(M N N) = x(K).

A partir de K, construimos um 2-complexo K’ em M U N tal que sua restricao
a M N N seja K. Supondo que |K’| seja homeomorfo & M U N, temos

X(MUN) = x(K').

Sejam K, e Ky as restrigoes de K’ as superficies M e N, respectivamente.
Assim,
X(M) = x(Kn) e x(N) = x(Kn).

X(K') = x(Ky) + x(Kn) — x(K).

Portanto,
X(MUN) =x(M)+x(N)—x(MnNN).

]

Proposicao 1.3.3. Seja M = M{UMsU- - UMy, onde M;, 1 =1,2,--- .k, é uma
superficie com bordo compacta e conexa, tal que para quaisquer i,j =1,2,---  k,
ou M; " M; =0 ou M; N M; é homeomorfo a St. Entao

k
X(M) = ZX(Mi)-

Demonstragao. Segue da Proposicao e do fato que x(S') = 0. O

Sejam S; e Sy duas superficies. Remova um pequeno disco de cada uma, e
cole os circulos do bordo destes discos para formar uma nova superficie.

Definicao 1.3.4. [12] A superficie obtida pela construgao acima é chamada soma
conexa de 57 e Sy e é denotada por S1#.5s.

Exemplo 1.3.5. A Figura [I.6] ilustra uma soma conexa entre dois toros.
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Figura 1.6: Construcao da soma conexa.

Observagao 1.3.6. Ao efetuarmos a soma conexa de uma superficie qualquer
com a esfera, ndo alteramos (a menos de homeomorfismo) a superficie. Em outras
palavras, S? é o elemento neutro da soma conexa de superficies.

Proposicao 1.3.7. Para a soma conexa de duas superficies, M e N, temos

X(My# M) = x(My) + x(Ms) — 2.

Demonstracao. Seja D; um disco na superficie M;, © = 1,2. Pela proposicao

[[33] temos
X(M;) = x(M; — D;) + x(D;) = x(M; — D;) + 1.
Além disso,
X(My#Ms) = x((My — D1) U (My — D3)) = x(My — D1) + x(My — Dy).
Logo,

X(Mi#EMz) = x(My) — 1+ x(Mz) — 1= x(M:) + x (M) — 2.

Notagao: Usamos a seguinte notacao para superficies:
i) O toro é denotado por T;
ii) O plano projetivo é denotado por P;
iii) A garrafa de Klein é denotado por K.

Teorema 1.3.8. Toda superficie compacta e conexa, S é homeomorfa a esfera,
a soma conexa de n toros ou a soma conexa de m planos projetivos, isto é:

S =2 S2UnTHmP

para algum n >0 em > 0.

A prova do Teorema pode ser encontrada em [12] pagina 1001.

Exemplo 1.3.9. A Figura ilustra alguns exemplos de superficies compactas
e conexas.



P 2P 3P 4P 2nP
N i /

Figura 1.7: Superficies fechadas orientadas e nao orientadas.

Superficie Caracteristica de Euler
esfera 2

n toros 2—2n

m planos projetivos 2—m

Tabela 1.1: Caracteristicas de Euler.

Agora podemos determinar a caracteristica de Euler de todas as superficies,
observando a Tabela [[3

Definigao 1.3.10. Seja S uma superficie compacta. Entao o género de S ¢ dado
por:

9(S) = 1(2 —x(5)) seS é orientada
2 —x(9) se S é nao orientada

Com a Definicao [1.3.10| determinamos o género de todas as superfices a partir
de sua caracteristica de Euler e vice versa, observando a Tabela

Superficie Género
esfera 0
n toros n
m planos projetivos m

Tabela 1.2: Caracteristicas de Euler.

Definicao 1.3.11. Seja S uma superficie com bordo, a superficie fechada
associada a S é a superficie S’ obtida pela identificacao de um disco a cada
uma de suas componentes de bordo. O género de S’ é dado pelo género de S.

Observacao 1.3.12. O bordo de S consiste de circulos disjuntos. Se S possui k
componentes de bordo, entdo S’ pode ser considerada como S com K discos ou
2-células adicionadas. Portanto

X(5) = x(8) + k.

Proposicao 1.3.13. [12] Se S é uma superficie com k componentes de bordo,

entao
2—-2¢9(S)—k seS € orientada

2—g(S)—k  seS éndo orientada

x(5) :{



Demonstracao. Sejam S uma, superficie com k componentes de bordo e S’ a
superficie associada a S, de acordo com a Observagao [1.3.12] Temos

X(S) = x(5') — k.
Suponha que S seja orientada, entao S’ é orientada e, pela Definicao [1.3.10},
X(8) =2—29(5).
Da definigao temos
X(8) =2 —2g(5) — k.

Analogamente, se S é ndo orientada, entdao x(S) =2 — g(S) — k. O

1.4 Grafos com pesos nos vértices

Nesta secao apresentamos conceitos e resultados importantes da teoria de
grafos, dando uma maior atencao aos grafos com pesos nos vértices, que no
decorrer deste estudo tera um papel fundamental na classificacao de aplicacoes
estaveis.

Defini¢cao 1.4.1. Um grafo finito G(V,E) é formado por um conjunto
{uy,ug, -+ ,uy} de V pontos chamados vértices e um conjunto de E tragos
de curvas chamados arestas, onde cada aresta conecta um par de vértices de V.

Observacao 1.4.2. Um grafo é um 1-complezxo.

Exemplo 1.4.3. Na Figura temos exemplos de varios tipos de grafos que
serdo caracterizados pelas defini¢oes nesta secao.

IROBSE

d)

Figura 1.8: Exemplos de grafos.

Defini¢ao 1.4.4. Um caminho sobre um grafo G(V, E) é uma sequéncia de
vértices distintos e arestas distintas via,v2as - - - axvr41, onde a; é incidente aos
vértices v; e vj11, isto €, a aresta a; é conecta vértices v; e vjyq.

Notacao: Usamos a notacao uv, para a aresta que conecte os vértices u e v.

Definigao 1.4.5. Dise que um grafo G(V, E) é conexo se existe um caminho
que liga quaisquer dois de seus vértices.

Exemplo 1.4.6. Os quatro grafos ilustrados na Figura[1.§|sao conexos.
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Apesar da definicao de grafo acima ser um pouco mais geral, vamos restringir
a maior parte do nosso estudo a grafos conexos.

Definicao 1.4.7. Um caminho fechado no grafo, ou seja, um caminho tal que
v1 = vy, € dito ciclo e uma aresta que conecta um vértice nele mesmo, é chamada
laco.

A Figura[l.§c) e d) ilustram exemplos de um grafo com ciclo e um grafo com
laco, respectivamente.

Definicao 1.4.8. Uma &arvore é um grafo conexo que nao possui ciclos. Uma
arvore com uma Unica aresta é dita arvore irredutivel.

Exemplo 1.4.9. Nos itens a) e b) na Figura [1.§ temos exemplos de arvores.

Os grafos tipo arvore sao grafos especificos que terao grande relevancia nas
demonstragoes dos principais resultados apresentados no decorrer deste trabalho,
pois apos definir algumas ferramentas que serao utilizadas, esse tipo de grafo sera
nosso ponto de partida para generalizagoes de grafos. Sendo assim, serao tratados
alguns resultados validos somente para esses grafos.

Observacao 1.4.10. Toda arvore G(V, E) tem E =V — 1 arestas.

Definicao 1.4.11. O ntmero de ciclos livres de um dado grafo com V vértices
é o nimero minimo de arestas que podem ser retiradas do grafo para obter uma
arvore com os V' vértices.

Definicao 1.4.12. Um grafo é dito bipartido se é possivel atribuir sinais +
a cada um de seus vértices de modo que cada aresta conecte vértices de sinais
opostos. Caso contrario o grafo é dito nao-bipartido.

VA 7 I

a) b) c)

- /

Figura 1.9: a) e ¢) sdo grafos bipartidos e b) é nao-bipartido.

Note que a distribuicao dos sinais + nao é tinica, o que pode levar a questao:
Nao existiria em b) uma distribui¢do dos sinais que fosse satisfeita a Defini¢ao
para grafo bipartido? O Teorema d&4 uma boa caracterizacao de
grafos bipartidos.

O Teorema [1.4.13|é devido a White, e pode ser encontrado em [26] pagina 11.

Teorema 1.4.13. Um grafo é bipartido se, e somente se, nao possui nenhum
ciclo impar. Caso contrdrio, se o grafo tem um ciclo impar, isto €, um ciclo com
um numero impar de arestas, ele € nao-bipartido. Consequentemente toda drvore
¢ um grafo bipartido.
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Exemplo 1.4.14. Do Teorema pode-se afirmar que o grafo b) da Figura
[1.9] ¢ ndo-bipartido, pois possui um ciclo de tamanho 3. O mesmo ocorre com
os grafos d) e e) da Figura jA que um laco sempre conecta um vértice nele
mesmo. Os grafos em a) e ¢) na Figura sao bipartidos pois possuem zero
ciclos e um tnico ciclo de tamanho quatro, respectivamente.

Definicao 1.4.15. Um grafo com peso nos vértices ¢ um grafo que tem associado
a cada um dos seus vértices ou o par (¢,0) ou o par (0,p), onde ¢ e p sdo nimeros
naturais.

Exemplo 1.4.16. A Figura a) e b) ilustram grafos com pesos nos vértices.

b) I

2,0) (0,0)

(0,1)

/

Figura 1.10: Exemplos de grafos com peso.

Definicao 1.4.17. Dois grafos com pesos nos vértices, G; e Go, sao isomorfos
se existe uma bijecdo ¢ : V(G1) — V(Gz), entre os conjuntos de vértices de G, e
de G, preservando as adjacéncias dos vértices (com pesos correspondentes), isto
é: uw € E(G) se, e somente se, ¥(u)p(w) € E(Gs), onde V(G;) e E(G;) sao,
respectivamente, os vértices e arestas do grafo G;, com ¢ = 1,2.

Observagao 1.4.18. Se dois grafos G; e G, tém as 5-upla (V, E, T, P, S) diferentes
entao os grafos nao sao isomorfos, pois nao teria como estabelecer uma bijecao
entre dois grafos. De fato, se a quantidade de vértices, arestas, lagos e lagos x sao
diferentes ja nao é possivel estabelecer uma bijecao ¢ entre os vértices e entre as
arestas. Se o peso total dos dois grafos forem diferentes, algum vértice em G, tera
um peso t; (p;) que nenhum vértice em G, terd, nao preservando assim o0s pesos
nos vértices que se correspondem pela bijecao.

1.5 Grafos associados a superficies com curvas

Sejam M uma superficie fechada (sem bordo) e C = |, a; um conjunto com
E curvas fechadas, simples e regulares sobre M. O conjunto C separa M em um
conjunto de V' regides conexas, isto é, M \ C, ¢ uma unido disjunta de regioes
conexas de M. Pode-se associar um grafo G ao par (M,C) da seguinte forma:

i) cada regiao conexa U; de M \ C corresponde a um vértice v; em G e cada
curva o de C corresponde a uma aresta de e; em G;

12



ii) uma aresta e; incide no vértice v; se, e somente se, a curva de C
correspondente a e; estd no bordo da regido M \ C coorespondente a v;;

iii) um lago ocorre quando a curva correspondente é bordo (duas vezes) de uma
Unica regiao;

iv) um vértice v; recebe o peso (;,0) se a regiao correspondente a v; ¢é
orientada e tem género t;, e um vértice v; recebe o peso (0,p;) se a regido
correspondente a v; ¢ nao orientada e tem género p;.

Observacao 1.5.1. Quando M é nao orientada temos duas possibilidades para
uma curva fechada o em M (veja Figura[1.11):

i) A curva a tem uma pequena vizinhanga homeomorfa ao cilindro;
ii) A curva « tem uma pequena vizinhanga homeomorfa a faixa de Mobius.

Associamos uma * a cada aresta do grafo G que corresponde a uma curva singular
de C que possui uma vizinhanca homeomorfa a faixa de Mobius.

0

) b)

Figura 1.11: Vizinhanca de uma curva.

Observacao 1.5.2. Uma aresta com % sempre determina um laco, isto ¢, ambas
as extremidades da aresta correspondem ao mesmo vértice do grafo, uma vez que
a faixa de Mobius possui apenas uma componente de bordo.

Exemplo 1.5.3. A Figura[l.12ilustra os grafos de cinco superficies com curvas.

aw — , )
/ \ 4/ A
‘ _\_/_ S | e ——
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,1)

(0,0) (1,0) (1,0) (0,0) (0,0)

Figura 1.12: Exemplos de grafos associados a superficies com curvas

Notacao: Denotamos por QE';T P)(V, E) o grafo que possui V' vértices, E arestas,
S lagos com x e peso total (T, P). Denotando por A o numero de arestas que

conectam dois vértices distintos e L o ntimero de lagos (sem ) do grafo temos
E=A+L+S.
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Observacao 1.5.4. As curvas correspondentes as arestas que sao conectadas a
dois vértices distintos sao bordo de duas componentes disjuntas de M. As curvas
correspondentes a lagos (sem %) sdo bordo da mesma componente duas vezes. As
curvas correspondentes a lacos x sao bordo de uma tinica componente uma tnica
vez. Consequentemente, o nimero de componentes de bordo de uma regiao M;
correspondente a um vértice v; é igual a E; + 2L; + S;.

Observagao 1.5.5. Considere o par (M,C), onde M & uma superficie fechada e C
¢ um conjunto de curvas fechadas simples e regulares sobre M. Se M = U}_, M;,
com cada M; sendo uma componente de M\C e k; = #9(M;) ( isto é, k; é o
numero de componentes de bordo de M;) entao Eyzl ki = 2A+ 2L + S, onde
A fica multiplicado por dois, pois as curvas correspondentes as arestas de A sao
bordo de duas componentes disjuntas de M. Como F = A+ L + S, entao
S ki =2E 8.

Proposicao 1.5.6. Todo grafo Q(ST’P)(V, E) pode ser associado a um par (M,C),
onde M é uma superficie fechada e C é um conjunto com E componentes de
curvas fechadas e mergulhadas sobre M.

Demonstra¢do. Dado um grafo Q(%P)(V, E) pode-se obter o par (M, C) associado
a G seguindo o seguinte algoritmo (ver Figura [1.13]):

i) primeiramente, retiramos os lagos * e os pesos de cada vértice, obtendo o
grafo G’ = ?070)(‘/, E—-S);

ii) agora, mergulhamos o grafo G’ em R?;

ili) tomamos uma regiao (convenientemente), que denotamos por R, vizinhanca
de G’ em R3;

iv) considere a superficie fechada bordo de R, que é conhecida como vizinhanga
tubular de G’ e é denotada por Z;

v) cada aresta e; de G’ corresponde a uma curva fechada «; em Z, transversal
a aresta e;. Denotamos por C o conjunto destas curvas. O par (Z,C)
corresponde ao grafo G';

vi) para realizar o grafo G’ com os pesos, fagamos em cada uma das regioes
Z; de Z, correspondente ao vértice v; com peso (t;,0), onde ¢t; > 0, uma
soma conexa de uma superficie fechada e orientada T; com género t; com
Zse a cada regidao Z; de Z, correspondente ao vértice v; com peso (0, p;),
onde p; > 0, uma soma conexa de uma superficie fechada nao orientada de
género pj;

vii) Finalmente, para obtermos o grafo com lacos x, em cada regidao Z; de
Z, correspondente ao vértice v;, de onde retiramos os lagos * no item i),
fagcamos uma soma conexa de um plano projetivo.

Esta soma conexa resulta numa superficie fechada M, onde o par (M, C) realiza
o grafo ngﬁp)(V, E). O
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Figura 1.13: Exemplo de superficie com curva associada a um grafo.

Proposicao 1.5.7. Se Q(ST,P)(V, E) é um grafo associado ao par (M,C), onde M
€ uma superficie fechada. Entdo o género de M € dado por:

i) g(M)=1-V +E+T, se M € orientada;
i) g(M)=2(1-V +E+T)+P—S, se M é nao orientada.

Demonstracao. Para cada regiao M; em M\C denotamos por k; o nimero de
componentes de bordo de M;, por g; o género da regiao M;.

i) Suponha M orientada, entdao P = S = 0. Das proposi¢oes ell.3.13

temos

%4 \%

X(M) = " x(M;) = (2 —2g; — k) ZQV—QZ%—ZI%

1=1 i=1

Como Zgi corresponde a soma total de pesos do grafo, neste caso T, e
i=1
pela Observagao [I.5.5]
v
> ki=2E-S=2F,
i=1
temos
X(M) =2V — 2T — 2F.
Substituindo o x (M) na Defini¢ao [L.3.10] temos
1
gM) =1=x(M) =1 (V-T-E)=1-V+E+T.
ii) Agora, suponha M nao orientada. Das proposigoes e |1.3.13| temos

|4 Vv

X(M):ZX(M1'>:Z(2—9@'—]€D:2‘/_2291—2]%- (1.1)

i=1 =1
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Como g; corresponde ao peso de cada vértice do grafo e M é nao orientada,
entao

14
> gi=2T+P (1.2)

i=1
Pela Observacao temos

14
> ki=2E-5. (1.3)
i=1

Entao, substituindo as Equacoes e na equacao obtemos

X(M)=2V —2T — P —2E + S. (1.4)

Substituindo a Equacao [I.4] na Defini¢ao [[.3.10] temos

gM)=2—-—x(M)=201-V+E+T)+P-S.
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Capitulo 2

Aplicacoes estaveis entre superficies

Neste capitulo introduzimos conceitos de aplicacoes estaveis entre superficies
superficies fechadas, como conjunto singular e conjunto regular. Além disso,
ilustramos varios exemplos de aplicagoes estaveis de superficies fechadas no plano
projetivo. Por ultimo, associamos grafos com pesos nos vértices a aplicagoes
estaveis de superficies fechadas no plano projetivo. As principais referéncias
usadas nesse capitulo sao [4], [5], [18], [17] e [27].

2.1 Aplicacoes estaveis

Nesta secao apresentamos alguns conceitos a respeito de aplicagoes estaveis
do plano no plano e temos como referéncia [5].

Sejam M e N duas variedades suaves, F(M,N) o conjunto de todas as
aplicacoes de M em N e C*(M,N) o conjunto de todas as aplicacoes suaves
de M em N.

Defini¢ao 2.1.1. Duas aplicagdes f,g € C>®(M,N) sao A-equivalentes se
existem difeomorfismos k : M — M el : N — N tais que o diagrama abaixo

comuta, isto é, g =lo fo kL.

MLy N

k1l N
M2 N

Definigao 2.1.2. Uma aplicacao f € C*°(M, N) é dita A-estavel se existe uma
vizinhanca Wy de f em C*(M, N) tal que para cada g € Wy, g ¢ A-equivalente
a f.

Notacao: O conjunto das aplicagbes estaveis de C°(M, N) é denotado por
E(M,N).

Exemplo 2.1.3. Na Figura 2.1, temos trés aplicacoes de S? em R2%. Observe
que em b) a aplicacdo é nao estavel com um ponto de tangéncia, pois através de
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uma pequena perturbacao em uma vizinhanca do ponto de tangéncia, a aplicacao
passa a ter dois pontos de interse¢do, como em c¢), ou nenhum ponto de intersecao,

como em a).
@ :E \ \ % \
a) b) C)

Figura 2.1: Exemplo de aplicagoes estaveis e nao estaveis.

Definicao 2.1.4. Sejam U e V vizinhancas abertas de p € R". Sejam f : U — R"
e g:V — R" aplicagoes suaves. Definimos a seguinte relacao de equivaléncia:

f ~ g < 3 vizinhanca W de p, W C UNV tal que flw = g|lw-

As classes de equivaléncia ~ s ao ditas germes de aplicacoes no ponto p.
Teorema 2.1.5. [27] O conjunto E(M,N) € aberto e denso em C®°(M,N).

Defini¢ao 2.1.6. O complementar do conjunto £(M,N) em C*(M,N) é D =
C>®(M,N)\E(M, N), que é chamado conjunto discriminante, é formado pelas
aplicagoes nao estaveis.

Em [20] Ohmoto e Aicardi afirmaram que o conjunto discriminante pode
ser decomposto (ou estratificado) em diferentes subconjuntos (estratos), onde os
estratos de codimensao um separam o conjunto £(M, N) em componentes conexas
disjuntas e as intersecoes destes estratos formam os conjuntos de codimensoes
maiores que um em C*°(M, N).

Definicao 2.1.7. Duas aplicacoes f,g : M — N sao ditas estavelmente
isotopicas se existe uma aplicagdo suave (estavel) I : M x I — N tal que
para cada t € I a aplicacao F; = F]Mx{t} é estavel, com Fy = fe F| =g.

Observacao 2.1.8. Dizer que f e g sao estavelmente isotopicas é equivalente a
dizer que f e g se encontram na mesma componente conexa de E(M,N), pois
uma isotopia estavel define um caminho entre estas aplicagoes.

2.2 Singularidades de aplicacoes estaveis

O principal objetivo desta secdo é apresentar mais alguns conceitos sobre
aplicagoes estaveis, bem como conjunto regular, conjunto singular e contorno
aparente. As referéncias desta secao sao [4], [5] e [27].

Defini¢ao 2.2.1. Seja f € C°(M, N) uma aplicagio estavel. Um ponto p € M
é dito ponto regular de f se numa vizinhanca do ponto p, a aplicacdo f é um
difeomorfismo local. Caso contrario, p é dito um ponto singular de f.
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Observacao 2.2.2. Pode-se dizer que um ponto p € M é um ponto singular de
f se a aplicacao linear df, nao tem posto maximo, pois todo difeomorfismo local
tem posto maximo.

Definicao 2.2.3. Seja f : M — N uma aplicagdo estavel entre as superficies M
e N.

1. O conjunto de todos os pontos singulares de f, denotado por X f, é chamado
conjunto singular de f;

2. O conjunto de todos os pontos nao singulares, denotado por M\Xf, é
chamado de conjunto regular de f;

3. A imagem do conjunto singular de f, denotado por f(Xf) é chamado de
contorno aparente ou conjunto de ramificagao de f.

Segundo Whitney [27], as aplicagoes entre superficies podem ser vistas,
localmente, como aplicacdes do plano no plano. Entdo, se f : U C R? — R?
¢ uma aplicacdo estavel e p = (x,y) € um ponto em U, entdao um dos seguintes
casos ocorre:

i) p € um ponto regular, entdo f é localmente, em uma vizinhanca de p, da
forma (z,y) — (z,y);

ii) p é um ponto singular de f do tipo:

a) Dobra, se T,X(f) & Ker(df,) = T,U. Neste caso, pode-se escolher
um sistema de coordenadas (z,y) em R? centrado em p tal que

(z,y) = (z,9%);

b) Cuspide, se T,5(f) = Ker(df,). Neste caso, pode-se encontrar
coordenadas centradas em p tais que f é, localmente, da forma
(z,y) = (z,9° + 2y).

Definicao 2.2.4. O ponto de uma interse¢ao transversal entre duas curvas de
dobra ¢ chamado ponto duplo.

4 N\

et
i

XN/
N

*/ f(p)

\_ dobra ponto duplo cuspide Y,

f(p

Figura 2.2: Exemplo de dobra e ctispide.

Observacao 2.2.5. Se f € C*°(M, N) é uma aplicagio estavel, entao:



1. O conjunto singular X f é formado por um conjunto de curvas simples
disjuntas e mergulhadas (suaves e sem auto interse¢do) no dominio de f,
podendo ter pontos de cuspides isolados.

2. O conjunto X f separa o conjunto regular M\Xf em componentes conexas
que sao imersas por f sobre a imagem.

Proposicao 2.2.6. Seja f : M — N uma aplicacao estdvel. Entdao a soma
coneza de duas componentes do conjunto reqular M\Xf, My e My, com género
g1 € g2, respectivamente:

i) produz uma regiao orientada (nao orientada) com género gy + ga, se My e
M, sao orientadas (nao orientadas);
2

ii) forma uma regidgo nao orientada com género 2g; + ga, se My € orientada e
M, € nao orientada.

Demonstracao. Sejam f : M — N uma aplicacao estavel e considere M; e M,
duas componentes conexas de M\Xf. Entao, pela Proposi¢ao temos

X(Mi#Ma) = x (M) + x(Mz) — 2.
i) Se M; e M, sao orientadas, a Defini¢ao [1.3.10| nos d& a seguinte igualdade:

Logo, o género de M;# M, ¢ dado por

1

g(My#M,) = 3 (2 = X(M1#M3)) = g1 + ga.

Por outro lado, se M; e M, sao nao orientadas, da Definicao temos
X(M;)=2—g;, i=1,2.
Entao,
g(Mi#Ms) = (2 = x(Mi#M>)) = g1 + go.
ii) Se M é orientada e M, é nao orientada, entdo, pela Defini¢ao temos

{ X(My) =2 —2g
X(Mz) =2—go

Logo,
g(My#My) = (2 — X(Mi#Ms)) = 291 + ga.

]

Observagao 2.2.7. Se duas aplicacoes f e g sao A-equivalentes, os conjuntos
singulares Xf e Xg sdo difeomorfos e os contornos aparentes f(Xf) e g(Xg)
sao difeomorfos. Assim, duas aplicacdes que nao possuem conjuntos singulares
difeomorfos ou contornos aparentes difeomorfos nao sao A-equivalentes.
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Definicao 2.2.8. Seja f : M — N uma aplicacao estavel, a orientacao das
curvas do contorno aparente de f é dada da seguinte maneira: ao percorrer
a curva de acordo com sua orientagao, o nimero de pré imagens de f é sempre
maior do lado esquerdo.

Definicao 2.2.9. Sejam M e N duas superficies orientadas e f : M — N uma
aplicacao estavel. Uma regiao U de M\X [ é dita positiva se tem a orientacao
preservada por f, e negativa no caso contrario.

Definicao 2.2.10. Seja f : M — N uma aplicacao estavel. O fecho de cada
componente conexa regular de M\Xf cuja orientagao é preservada por f, sera
denotado por U;', enquanto o fecho de cada componente conexa regular cuja
orientagao ¢ invertida por f, serd denotado por U, .

Notagdo: Denotamos por M+ = U UfeM = U U;.

J

Segue que
M=MtUM eXf=M"NM",

onde
UrnU; €eXfoul nU; =0

Observacao 2.2.11. A caracteristica de Euler de M é dada por
X(M) = x(MT) +x(M").
Pois, M = M™* U M~, entao, pela Proposi¢ao m
X(M) = x(MT) +x(M™) —x(MTnM").

Mas, o conjunto M+ N M~ = X f é composto apenas de curvas fechadas, simples
e disjuntas sobre M (homeomorfas a S1), logo x(MTNM~)=0e

X(M) = x(M™) + x(M").

2.3 Exemplos de aplicacoes estaveis

Apresentamos nesta secao diversos exemplos de aplicacoes estaveis de
superficies fechadas no plano projetivo.

Exemplo 2.3.1. A Figura a) ilustra duas aplicacoes estaveis da esfera no
plano projetivo com duas curvas singulares, duas ciispides e nenhum ponto duplo.
J4 em b) temos uma aplicagdo com trés curvas singulares, sem pontos de cispide
e pontos duplos.

Exemplo 2.3.2. Na Figura ilustramos duas aplicacoes estaveis da esfera no
plano projetivo, com 0 mesmo contorno aparente.

21



2 a) GJ Q b) <~ =
S —> T = - -- ) > <o~ T =4
A — !
N N

Figura 2.3: Aplicagoes da esfera no plano projetivo.

/ N N
&> - &
Y W
\_ . & VAR r Y,

Figura 2.4: Disco de Milnor.

Exemplo 2.3.3. Na Figura [2.5] temos duas aplicagoes estaveis do toro no plano
projetivo, onde a primeira possui duas curvas singulares, nenhuma cuspide e
quatro pontos duplos e a segunda aplicacao possui quatro curvas no conjunto
singulare nao possui pontos de cispides e pontos duplos.

/v/ 2 @ D /0 b) S~ 7 )
~ NN
]P

N SN : g

Figura 2.5: Aplicagdes do toro no plano projetivo.

Exemplo 2.3.4. A Figura [2.6] representa duas aplicacdes do bitoro no plano
projetivo com uma tnica curva singular, onde em a) temos uma aplicacdo com
quatro ctspides e quatro pontos duplos, e em b) o contorno aparente da aplicacdo
nao possui pontos de ctspides e possui quatro pontos duplos.

Exemplo 2.3.5. A Figura ilustra aplicagoes da garrafa de Klein no plano
projetivo. A primeira representa uma aplicagdo com uma Unica curva singular,
dois pontos de cuspides e dois pontos duplos, na segunda temos uma aplicacao
com duas curvas singulares, sem pontos de ctspides e com dois pontos duplos.

Exemplo 2.3.6. A Figura [2.§] ilustra duas aplicacoes entre planos projetivos,
onde a aplicagdo a) tem uma tnica curva singular, trés pontos de caspide e trés
pontos duplos, e a aplicagdo b) possui duas curvas singulares, quatro cuspides e
nao possui pontos duplos.
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Figura 2.8: Aplicagoes entre planos projetivos.

Exemplo 2.3.7. Na Figura temos duas aplicacoes da garrafa de Klein, que
pode ser vista como a soma conexa P#P, no plano projetivo com uma tinica curva
singular. A direita temos uma aplicacdo dobra sem pontos duplos e a aplicacio
da esquerda possui quatro cuspides e nao possui pontos duplos.

= —
A—’—'—E\; i)» ’<;/
- g ~ ¢7777 
Fana
o ; )

Figura 2.9: Aplicacoes da garrafa de Klein no plano projetivo.
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2.4 Grafos associados a aplicacoes estaveis

Sejam M e N duas superficies fechadas com género g, e gy, respectivamente,
e f: M — N uma aplicacao estavel. O conjunto singular X f é uma cole¢ao finita
de curvas fechadas, simples e regulares em M formadas por pontos de dobra
com possiveis pontos de cuspides isolados. Mais ainda, o contorno aparente de
f, f(Xf), é uma colecdo de curvas fechadas em N com singularidades isoladas
correspondentes aos pontos de cuspides de f.

Naturalmente, pode-se associar ao par (M,YXf) um grafo com pesos nos
vértices, onde:

i) cada regiao regular U; de M\Xf corresponde a um vértice v;;
ii) cada curva singular « de ¥ f determina uma aresta e;;

iii) o género de U; corresponde ao peso (t;,0) se a regido U; é orientada com
género t; e ao peso (0, p;) se U; é ndo orientada de género p;.

iv) um vértice v e uma aresta e sdo incidentes se, e somente se, a curva
singular correspondente a aresta e pertence a fronteira da regiao regular
correspondente ao vértice v.

v) um lagco x corresponde a uma curva de M\Xf que tem vizinhanca
homeomorfa a faixa de Mobius.

Defini¢ao 2.4.1. Dada uma aplicacdo estavel f : M — N, seu grafo G(f) é o
grafo dual de ¥ f em M.

Observacgao 2.4.2. O grafo dual é um invariante para aplicacoes estaveis, ou
seja, dois grafos duais nao isomorfos carregam a informacao que suas aplicagoes
associadas nao sao A-equivalentes. De fato, no grafo esta codificado informagoes
do conjunto regular de aplicacoes estaveis entre superficies e consegue separar
algumas aplicagoes com o mesmo contorno aparente como ilustram as Figuras

P10 e 2111

Figura 2.10: Aplicagoes da esfera no plano com seus respectivos grafos

Observacgao 2.4.3. Cada aplicacao estavel estd associada a um grafo e cada
grafo pode ser associada uma classe de diferentes aplicagbes com pares (M,C)
equivalentes, onde C corresponde ao conjunto de curvas singulares da aplicacao.
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Figura 2.12: Aplicacao estavel do plano projetivo no plano com uma cuspide.

Exemplo 2.4.4. A Figura ilustra o grafo, g(lo’o) (3,3), e 0 contorno aparente
de uma aplicacao estavel com uma tnica cuspide do plano projetivo no plano.
O conjunto singular dessa aplicagdo tem trés componentes conexas. As regides
correspondentes aos vértices u, v e w sao respectivamente um disco, um cilindro
e uma faixa de Mobius. A cispide aparece na curva que tem uma pequena
vizinhanga homeomorfa a faixa de Mobius (representada na figura pela regiao u).

Exemplo 2.4.5. A Figura[2.13| mostra quatro aplicacoes de superficies fechadas
(plano projetivo e garrafa de Klein) no plano projetivo cujos grafos associados
possuem um tnico lago e todas as regides regulares sao orientadas (cada vértice
possui peso do tipo (¢,0)).

a) O grafo Q(lo 0)(2, 2) representa uma aplica¢do entre planos projetivos com
duas curvas singulares, onde uma delas possui vizinhanca homemorfa a
faixa de Mobius.

b) A aplicacao entre dois planos projetivos, representada pelo grafo Q(lo’o) (1,1),
possui uma tnica curva singular que tem como vizinhanca a faixa de Mobius.

c) A figura ilustra uma aplicacdo da garrafa de Klein no plano projetivo com
grafo Q(OO O)(Z, 2) e que possui duas curvas singulares, ambas com vizinhanga
homeomorfa ao cilindro.

d) Por fim, temos uma aplicagdo da garrafa de Klein no plano projetivo
com grafo Q?O O)(l, 1). Note que, nesse caso, a Gnica curva singular nao
desconecta a regiao regular.

Exemplo 2.4.6. A Figura ilustra quatro aplicacoes dobra (sem cuspides)
cujos grafos associados sao arvores.

a) Temos uma aplicacdo estavel do bitoro no plano projetivo cujo grafo
associado é Q?Q 0)(2, 2) e que tem uma Unica curva singular cuja imagem
possui quatro pontos duplos;
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Figura 2.13: Aplicacao estéaveis de grafos com lago.

b) A figura ilustra uma aplicagao estével da garrafa de Klein no plano projetivo
cujo grafo é 92210)(2, 1) que possui uma tnica curva singular sem pontos
duplos;

¢) A imagem corresponde a uma aplicacao estavel do toro no plano projetivo
com grafo 9?1 0)(3, 2) tendo duas curvas singulares e quatro pontos duplos;

d) Temos uma aplicacao estéavel de uma superficie ndo orientada de género
trés no plano projetivo com grafo 9?171)(2, 1) que possui uma tnica curva
singular e quatro pontos duplos.

- B
(— \ b) = ===Z4
<01)I \
1 O
©.1) p )
\
(1,0) (0,0) (1,0) ]
\_ 00 RN /

Figura 2.14: Exemplo de aplicacao dobra.

Proposicao 2.4.7. Sejam f : M — P uma aplicacao estdvel, onde M ¢ uma
superficie fechada e ngﬁp)(v, E) o seu grafo dual. FEntao M é orientada se, e
somente se, G € bipartido e P =5 = 0.
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Demonstracao. Seja f : M — P uma aplicacao estavel onde M é uma superficie
fechada e Q(ST’P)(V, E) o grafo dual de f

(=) Suponha que M seja orientada. Entdo o conjunto regular M\Xf possui
apenas componentes conexas orientadas, logo, cada componente possui peso do
tipo (t,0), portanto, P = 0. Mais ainda, o grafo dual de f nao possui lagos *,
caso contrario, a superficie M comtém uma faixa de Mobius e portanto seria nao
orientada, logo, S = 0. Agora, as curvas de X f separam as regioes de M\Xf de
sinais opostos, como cada vértice de G esta associado a uma regido de M\Xf e
cada aresta de G é associada a uma curva de X f, entao pode-se associar a cada
vértice de G o mesmo sinal da regido de M\X f correspondente. Dai, cada aresta
de G conecta dois vértices de sinais opostos e , portanto, G é bipartido.

(<) Suponha que G seja bipartido e P = 0. Entao cada componente conexa de
M\X.f é orientada, pois caso contrario P # 0. Além disso, S = 0, pois se S # 0 o
grafo G é nao bipartido. Por tltimo, como G é bipartido, entao pode-se associar
sinais de + e — aos vértices de G de modo que cada aresta de G conecta dois
vértices de sinais opostos. Como cada aresta de G estd associada a uma curva
de X f e cada vértice de G é associado a uma regiao de M\Xf, e ja sabemos que
cada regido de M\Xf é orientada, entdo cada curva de X f separa duas regioes
de M\Xf com sinais opostos. Portanto, M é orientada. O

Exemplo 2.4.8. A Figura [2.15 ilustra os grafos de quatro aplicagées estdveis
f:M — P, onde M ¢ nao orientada em todas as quatro aplicacoes, uma vez que
seus respectivos grafos nao sao bipartidos. A Figura |2.14) representa os grafos,
que sdo todos bipartidos, de quatro aplicagées estdveis f: M — P, onde em a)
e ¢) as superficies do dominio sao orientadas, pois S = P = 0, e as superficies
ilustradas em b) e d) sao nao orientadas pois P # 0.
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Capitulo 3

Invariantes do contorno aparente

Neste capitulo introduzimos as transicoes de codimensao um e dois, bem como
seus efeitos no conjunto singular e no contorno aparente de aplicacoes estaveis.
Além disso, apresentamos os invariantes locais e globais de aplicacoes estaveis.
As principais referéncias utilizadas neste estudo sao [8], [10], [20] e [21].

3.1 Transicoes de codimensao um

Considere uma homotopia F' : M x I — N entre duas aplicacoes estaveis
fy,g: M — N, no conjunto E(M, N). A medida que ¢ varia no intervalo I = [0, 1],
o contorno aparente de Fy = f é deformado no contorno aparente de F; = g. Pode
acontecer que ao longo do caminho entre f e g, para algum ¢, € (0,1) a aplicacao
F,, nao seja estavel. Neste caso os contornos aparentes nao sao difeomorfos e o
mesmo pode ocorrer com os conjuntos singulares, como podemos ver na Figura

5.1

Exemplo 3.1.1. A Figura [3.1] ilustra uma sequéncia de quatro aplicacoes da
esfera no plano, onde as aplicacoes f e g pertencem a mesma classe de homotopia
e a aplicagao Fj, é nao estavel.

Denotamos cada estrato local do conjunto D por letras maitsculas. Além
disso, coorientamos o estrato X com uma regra local, a definir. Ao longo de um
caminho entre duas aplicagoes f e g, quando o caminho atravessa o estrato X na
direcao da coorientacao escrevemos AX = 1, caso contrario AX = —1.

A Tabela retirada de [20], apresenta as formas locais a 1-paramétro (na
vizinhanga de zero), de aplicagdes de monogermes, bigermes e trigermes, as quais
detalhamos no decorrer do trabalho. Cada transicao é representada localmente
por uma sequéncia de trés aplicagoes em C*°(M,R?). As aplicagoes do centro,
pertencem ao conjunto D, sao nao estaveis de codimensao um para a = 0 e
estéveis para a # 0. Estas sequéncias sao chamadas transi¢coes de codimensao
um.

Uma transicao de codimensao um pode ser vista como uma aplicacao de
codimensao um que estd na intersecao do conjunto discriminante D com um
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Figura 3.1: Homotopia entre as aplicacoes f e g.

Tipo | Nome Forma Normal

L labios (z,9° + y(z* — a))

B bicos (,9° —y(z* — a)

S rabo de andorinha (z,y* + 2y — ay?))

T° | tangéncias de dobras | (z, —y* + a), (¢/, 2" + 3?)

T!' | tangéncias de dobras | (z,y* + a), (2, 2"* + y/?)

T? | tangéncias de dobras | (z,9% + a), (2,2 — y?)

C! | caspides com dobra | (z,3® + zy), (y* — a,2’)

C? | caspides com dobra | (z,y® + zy), (—y? — a, 2')

Q" | pontos triplos (x+y%z—y*+a) (2, y?),(—2"%y")
Q' | pontos triplos (x+y3z—vy>+a) (2, y?), (@2 y)

Tabela 3.1: Estratos de codimensido um em C*(R? R?)\&(R? R?).

caminho que liga duas aplicacoes estaveis em diferentes componentes conexas de

E(M, N).

Agora, apresentamos mais detalhadamente cada transicdo de codimensao
um. Primeiramente, vamos considerar as transicoes Labios, Bicos e Rabo de
andorinha, ilustradas na Figura[3.2] que envolvem aplica¢oes com mono-germes.
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Figura 3.2: Transigoes de codimensao um de 1-germe em C°°(R? R?).

Labios (L): No interior de uma regido regular, nasce uma nova curva singular
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com duas novas ctspides, apontando para a mesma regiao regular. A coorientacao
desta transicao é na direcao onde o nimero de cuspides aumenta: AL = 1.

O nuimero de pontos de ctuspides é aumentado por 2, o nimero de componentes
singulares e regulares é aumentado por 1, este fato esta ilustrado na Figura 3.3
de b) para c), onde ocorrem duas transi¢oes Labios simultaneamente.

e N
_____ o S><? > 2
—___ = — > o —
L ———A4 T == ==
)y by 9 o 0 Y
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 0,0) (0,0)
[ (0,0) \[/ (0,0) (0,0)\[/ (0,0)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 0,0) (0,0)
\ J

Figura 3.3: Transi¢oes Léabios e Bicos em C(S? R?).

A transicao de labios altera o ntiimero de componentes conexas do conjunto
singular de uma aplicagao, entao ela também altera o niimero de arestas de um
grafo. Tal fato é ilustrado na Figura

Bicos (B): Na regido regular, tangenciam dois arcos de curvas singulares criando
duas novas cuspides. A corientacao é na direcao da regidao onde o nimero de
cuspides aumenta: AB = 1.

O namero de cuspides é aumentado por 2, o nimero total de componentes de
Y. f pode aumentar ou diminuir por 1, o que pode ser visto na Figurade d) para
e). Denotamos por B, a transi¢ao Bicos correspondente ao nascimento de um par
de ctspides onde o nimero de componentes de ¥ f aumenta, e consequentemente
aumenta uma aresta ao grafo de f, e por B, a transi¢ao Bicos onde o ntimero de
componentes diminui, e consequentemente diminui uma aresta no grafo de f(veja

Figura (3.4 a)).

A Figura ilustra as transicoes Bicos, onde X, Xy, Y 6 2 7, e Z
representam as regioes de ocorréncia da transicao e os nimeros 1 e 2 denotam o
numero de componentes de X f.

Por outro lado, a transigdo bicos pode aumentar (diminuir) o género por 1
ao mesmo tempo em que diminui (aumenta) por 1 o namero de componentes do
conjunto singular, o efeito desta transicao no grafo da aplicacao é o seguinte: o
peso do grafo correspondente aumenta (diminui) por 1 enquanto o namero de
arestas diminui (aumenta) por 1, como ilustrado na Figura Denotamos
por BJ a transi¢io Bicos que aumenta por 1 o género e diminui por 1 o
nimero de componentes singulares, e por B, a transicao Bicos onde o género
¢ diminuido por 1 e o nimero de componentes de ¥ f aumenta (veja Figura
b)). AB=ABS + AB; + AB} + AB,.
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Figura 3.4: Decomposicao da transicao Bicos.
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Figura 3.5: Transi¢ao Rabo de Andorinha e Bicos em C*(T,RR?).

Antes de continuarmos a detalhar as transi¢oes de codimensao um, vejamos
alguns exemplos ilustrando os efeitos das transicoes labios e bicos nos grafos.

Exemplo 3.1.2. Na Figura3.6{apresentamos quatro aplicacoes estaveis da esfera

no plano projetivo.

a) A aplicacao é dada pela projecao ortogonal da esfera no plano projetivo e

tem como grafo g?o,o)@» 1);

b) Essa aplicagao, cujo grafo ¢ dado por Q?O 0)(3, 2), pode ser obtida aplicando
uma transi¢ao Labios na projegao ortogonal da esfera na aplicagao a).

¢) A imagem representa uma aplicagdo com trés curvas singulares, sem pontos
duplos e com quatro pontos de ctspides cujo grafo é do tipo Q?O 0) (4,3). Essa

aplicacao pode ser obtida aplicando uma transicdo Labios na aplicacao b).

d) A aplicagao, cujo grafo é g?o 0) (4,3), tem trés curvas singulares, nenhum
ponto duplo e nenhuma ctspide. Essa aplicacao pode ser obtida aplicando

duas vezes a transicao Bicos na projegao ortogonal ilustrada em c).
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Figura 3.6: Aplicagoes estaveis da esfera no plano projetivo.

Exemplo 3.1.3. Na Figura temos quatro aplicagoes estaveis e seus
respectivos grafos, que ilustra os efeitos das transicoes bicos em um grafo.

a)

No exemplo mostramos uma aplicacao entre dois planos projetivos com
grafo 9?170)(2, 1), cuja curva singular separa um disco de uma faixa de
Mobius. Essa aplicagao possui duas cuspides, nenhum ponto duplo e pode
ser obtida através de uma transicao bicos na aplicacao identidade do plano
projetivo nele mesmo.

Aplicagao entre planos projetivos cujo grafo associado é g?o’l)(za,z), com
duas curvas singulares, nenhuma ctspide e nenhum ponto duplo que pode
ser obtida a partir de a) através de uma transi¢ao bicos, eliminando as duas
cuspides.

Ilustramos uma aplicacao do toro no plano projetivo com dois pontos
duplos, nenhum ponto de ciispide e duas curvas singulares que decompoem
o toro em dois cilindros. O grafo dessa aplicacao é dado por (]?0 0)(2, 2).

. ~ . . 0
Temos uma aplicacao do toro no plano projetivo com grafo Q(LO)(Q, 1). A
aplicacao possui uma tnica curva singular, que separa um disco e um toro
com um disco removido, dois pontos duplos e duas cispides, e pode ser
obtida através de uma transi¢ao bicos na aplicagao c).

A préxima transi¢ao de codimensao um a ser detalhada é a transicao Rabo de
Andorinha.

Rabo de Andorinha (S): Sobre um arco de curva de dobras nasce dois pontos
de cuspides, e um ponto duplo, sua coorientacao é na direcao onde o ntimero de
cuspides aumenta: AS = 1.

A transicao Rabo de Andorinha altera o ntimero de pontos duplos por 1, o
ntimero de cispides por 2 e o nlimero de componentes regulares e singulares por
1, o que esta ilustrado na Figura [3.5]).
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Figura 3.7: Aplicagoes estaveis obtidas através de transicoes bicos.

As Tangéncias sao transicoes de codimensao um envolvendo aplicacoes de
bigermes. As tangéncias podem ocorrer de dois modos, que dao nome a estas
transicoes, entre duas curvas de dobras e entre uma cuispide e uma curva
de dobra. Essas transi¢oes sao ilustradas nas Figuras [3.8 e

As Tangéncias entre duas curvas de dobra se dividem em trés casos. Sao
denotadas por 7%, i = 0,1, 2, e alteram somente o nimero de pontos duplos por
2, como pode ser visto na Figura [3.8
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Figura 3.8: Transi¢oes tangéncias entre duas curvas de dobra.

TP: As orientacoes das duas componentes do conjunto de ramificacao sao opostas.
A coorientacao desse estrato é na direcao da regiao onde o nimero de pontos
duplos aumenta : ATY = 1.

T': As orientacoes das duas componentes do conjunto de ramificacdo sao
concordantes. A coorientacao desse estrato é na direcao da regidao onde o niimero
de pontos duplos aumenta : AT = 1.

T?: As orientacoes das duas componentes do conjunto de ramificacdo sdo opostas.
A coorientacao desse estrato é na direcao da regiao onde o nimero de pontos
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duplos aumenta : AT? = 1.

As transicoes Tangéncias entre uma cispide e uma curva de dobra, se dividem
em dois casos. Sao denotadas por C%, i = 1,2 e alteram somente o ntimero de
pontos duplos por 2, fato que esté ilustrado na Figura [3.9

Figura 3.9: Transi¢oes tangéncias entre uma cuspide uma dobra.

C': A coorientacao deste estrato ¢ na direcao onde o nimero de ctispides aumenta:

AC! = 1.

C?: A coorientacao deste estrato ¢ na direcio onde o nimero de ctispides aumenta:

AC? =1.

As transicoes Pontos triplos, envolvem aplicacoes de trigermes e sao
denotadas por Qf, i = 0,1. Esta transicdo consiste na passagem por um ponto
triplo formado pela intersecao de trés curvas de dobras, nao alteram o conjunto
singular nem o regular, como vemos na Figura |3.10)

Ql
T‘T""'§7 D A —‘—){-_ y
J 'y AN | >( | o
A\ X A& \ L | o
\_ : /

Figura 3.10: Transi¢oes pontos triplos.

Q°: As trés setas de orientacao saindo do ponto triplo sao direcionadas a trés
vértices alternados de um hexagono. A coorientacao desse estrato é na direcao
da regiao onde o ntimero de pré imagens do novo triangulo nascido é maior:

AQY = 1.

Q': As trés setas de orientacdo saindo do ponto triplo sao direcionadas a trés
vértices adjacentes de um hexagono. A coorientacao desse estrato é na direcao
da regiao onde o ntmero de pré imagens do novo triangulo nascido é maior:

AQ' =1,

Teorema 3.1.4. [24] Sejam M e N superficies fechadas. Se M € orientada e
f M — N ¢é uma aplicacao estdvel, entao o niumero de cispides do contorno
aparente f(Xf) € par.
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Observacao 3.1.5. As classes de homotopia de C*°(M,N) sdo conexas por
caminhos, logo existe um caminho em C*°(M, N) que conecta duas aplicagbes em
diferentes componentes conexas de cada classe de homotopopia que atravessa D
passando somente por aplicacoes de codimensao um. Isto mostra que o Teorema
¢ bastante natural, pois M é orientada, entao sempre é possivel ligar uma
aplicacdo estavel qualquer a uma aplicagdo dobra (sem cuspide) passando pelo
discriminante somente através de transi¢oes de codimensdo um em C*(M, N).
Todas as transicoes de codimensao um alteram o ntimero total de ctispides sempre
em um nimero par (ver Tabela [3.1).

A Tabela B.J] mostra como cada estrato de codimensao um altera o nimero
de pontos de cuspide, de pontos duplos e de componentes conexas de f(Xf) de
uma aplicacao.

L|\Bf| B, |Bl|B, |S|T|T"|T*|C'|C?
Cuspides 2| 2 2 2 2 120,001 0710
Pontos duplos 0] 0 0 0 O |12 2] 2|2 2
Componentes singulares | 1 | 1 -1 | -1 117010 01]0/01]O0

Tabela 3.2: Estrato de codimensao um.

3.2 Transicoes de codimensao dois

O conjunto das transicoes de codimensao dois, formam o que chamamos de
estratos de codimensao dois. Este estrato ¢ muito importante para determinar os
invariantes das aplicacoes estaveis que dependem das transicoes de codimensao
um. A soma total dos valores recebidos das trasicdes de codimensao um, ao
longo de um caminho fechado em torno de uma transicao de codimensao dois,
deve ser nulo. O sistema composto por estas igualdades devem determinar os
invariantes das aplicacoes, pois os estratos de codimensao dois consistem de
intersecoes transversais de estratos locais de codimensao um, chamados triviais.
A coorientacao nesses estratos seguem as mesmas regras dos estratos triviais.
Estratos de codimensao dois nao triviais correspondem aos contornos aparentes
com um Unico ponto degenerado de codimensao dois. Tal ponto é a imagem, sob
f, de um a quatro pontos diferentes de M.

Analisamos todos os casos distintos pelas possiveis coorientagoes locais dos
estratos de codimensao um. A Tabela apresenta as formas locais a 2-
parametro, a e b na vizinhanca de zero, de aplicacoes com até quatro germes. No
plano de coordenadas (a,b), as aplicagoes de codimensao dois, ocorrem quando
a = b = 0, na vizinhanca de (0,0) podem ocorrer as aplica¢oes de codimensao
um ou zero.

Na Figura |3.11) e nas demais imagens desta secao, cada curva representa
estratos de codimensao um, a intersecao e o complemento dessas curvas
representam os estratos de codimensao dois correspondentes e os estratos
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Estrato | Nome Forma Normal

A ganso (z, 9% + 23y + ay + bxy)

B* borboleta (z, 2y +v° + (Fy") + ay® + by?)

C gaivota (3: ry? + y* + v° + avy + by)

D;; barbatana (2% + y3 + ay, y2 + 23 + br)

Eys deltoide (22 — y* + ax® + ay, xy + bx)

F~ bicos e dobras Be (2% +0,9)

F* labios e dobras Le (2% +b,1y)

G rabo de andorinha e dobra | S e (2’2 + b, 1)

H* inflexao e dobra (z,2° — ax + y?), (¢/, +y* + b)

H- inflexdo e dobra (z, 2% — ax + y?), (2, y’2 + b)

I caspide e cispide (z + a,y® + zy), (y’3 + 2y, & +b)

J cuspide e tangéncia (x+a,y® +2y), (¥ + 2y, 2" +b)

P (++) dobra e tangéncia (z,2° + y?), (¢, y* + a), (2" + b,y")

Py (+—) dobra e tangéncia (z, 2% +y?), (¢, —y?* + a), (2" + b, y")

Pr, (——) dobra e tangéncia (z, 22 — ), (¢, +y? + a), (2 + b,y")

Ry, 2 dobra e cuspide (z,9° + zy), (¢, +y*, 2" — y? + a),
(.CL' + y//2 —z y//2 + b/)

R, _ 2 dobra e cuspide (9% + 2y), (¢, +y%, 2 — v + a),
(:L’” _ y//27 — y//2 + b/)

R__ 2 dobra e cuspide (9% + 2y), (¢, —y?, 2 —y* + a),
($// i y/lz - y//2 + b/)

Uy ponto quadruplo Q% e (2 + y”’2 —a" +y"? +b)

U, ponto quadruplo Q' e (2" +y", —2" +y"* +b)

Tabela 3.3: Estrato de codimensao dois em C*(R? R?)\E(R?, R?).

de codimensdo zero (composto por aplicaches estaveis), respectivamente. A
orientacao é na direcao do aumento de pontos de ctispides e de pontos duplos.
Cada transi¢ao de codimensao dois estd detalhada a seguir.

A Figura|3.11]ilustra os trés estratos de codimensao dois na vizinhanga de um

monogerme.
A N
1 >
A B
> i A
" ’ ~
3
o %

Figura 3.11: Transicoes de codimensao com monogermes.

A: Ocorre na intersecao dos estratos Labios (L) e Bicos (B), onde nascem
simultaneamente L&bios e Bicos.

B*: Ocorre na intersecio dos estratos de codimensio um Rabo de Andorinha
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(S) e Tangéncia entre uma Cuspide e uma Dobra (C' e C?), onde na curva de
dobra nasce o Rabo de Andorinha.

C: Ocorre na interse¢do dos estratos Bicos (B), Rabo de Andorinha (S) e
Tangéncia entre duas Curvas de Dobra (7"), onde na tangéncia entre as trés
curvas de dobra, a tangéncia entre duas dessas curvas se separa, surgindo duas
cuspides. Quando a aplicacao atravessa o estrato S, a tangéncia da curva de
dobra com uma das curva de dobra da cispide se separa criando duas cispides,
uma dessas cluspides juntamente com a cispide ja existente forma um Rabo de
Andorinha. Quando a aplicagao atravessa B a tangéncia entre dobras se separa
formando duas cuspides. Quando passa por T a tangéncia deixa de de interceptar
a curva de dobra da cuspide.

D;% e E2121 : Existem duas singularidades adicionais de codimensao dois (com
monogermes), além dos pontos degenerados ja considerados. Eles correspondem
ao deltoide, com forma normal (2 — y* + 23 + ax, 2y + bx) e a barbatana,
com forma normal (z? + y* + ay,y* + 23 + bx). Essas duas singularidades, as
quais nao aparecem no caso de projecoes no plano de superficies imersas no
R3, é realizada pelas projecoes no plano das duas imagens do guarda-chuva de
Whitney padrao zy? = z?, quando a reta (x = 0, 2 = 0) é substituida por
uma curva genérica adequada tangente a reta (por exemplo, x = 3, z = +3?))
respectivamente. A anélise das bifurcagées no plano (a,b) é muito complicada,
porém esses extratos nao contribuem para o sistema de coeréncia, que serda no
decorrer deste trabalho. De fato, por exemplo, a singularidade deltoide é o
surgimento de uma nova componente triangular (com trés ctspides) no contorno
aparente: essa componente existe em qualquer caminho ligado com o estrato de
codimensao dois dessa singularidade, e desaparece/reaparece em um caminho ndo
genérico atravessando esse estrato.

A Figura [3.12] representa trés dos sete estratos de codimensao dois de
aplicagoes com bigermes.

-

Figura 3.12: Transigoes de codimensao dois com bigermes.

F~: Ocorre da interse¢ao dos estratos Bicos (B) e Tangéncias entre uma Cuspide
e uma Curva de Dobra (C! e C?), onde a tangéncia se separa, no ponto de
intersecao com a curva de dobra, formando duas cispides. Quando a aplicacao
atravessa o estrato B a tangéncia entre duas curvas de dobra se separa, formando
duas cuspides, quando a aplicacio atravessa o estrato C'!, uma dessas cuspides
tangencia a curva de dobra e quando a aplicacdo atravessa o estrato C?, a curva
de dobra tangencia a outra ciispide.
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FT: Ocorre na intersegao entre os estratos Labios (L) e Tangéncias entre uma
Ciuspide e uma Dobra (C! e C?), onde nasce ldbios em um ponto da curva de
dobra. Quando a aplicacao atravessa o estrato L nasce um labio, quando a
aplicacao atravessa o estrato C', uma das cispides tangencia a curva de dobra
e quando a aplicacao atravessa o estrato C?, a curva de dobra tangencia a outra
cuspide.

G: Esse estrato ocorre na intersecao entre os estratos Rabo de Andorinha (.5),
Tangéncia entre uma cuaspide e uma dobra (C* e C?) e Ponto triplo (Q'), onde
o Rabo de Andorinha nasce na intersecdo entre as curvas de Dobra. Quando a
aplicacdo passa por (S) um Rabo de Andorinha é formado em uma das curvas de
dobra, ao passar por (C') a outra curva de dobra tangencia uma das ctispides do
Rabo de Andorinha, ao passar por (Q') a curva de dobra intersepta o Rabo de
Andorinha nas intersecoes entre suas curvas de dobra, formando um ponto triplo
e quando a aplica¢ao passa por (C?) a curva de dobra tangencia a outra cispide
do Rabo de Andorinha.

Na Figura temos outros dois estratos de codimensao dois na vizinhanca
de um bigerme.

Figura 3.13: Transi¢oes inflexao e dobra.

H™: Ocorre na intersecao entre os estratos Tangéncias entre duas curvas de dobra
(T° e T?), onde uma curva de dobra intercepta a outra em seu ponto de inflexao.
Ao passar por (T°) ou (T?) a curva de dobra tangencia a outra curva de dobra
em um ponto critico da curva.

H™: O estrato estd na intersecao entre os estratos Tangéncias entre duas curvas
de dobra (T" e T'), onde uma curva de dobra intercepta a outra em seu ponto de
inflexao. Ao passar por (1) a curva de dobra tangencia a outra curva de dobra
em um ponto critico da curva.

Por ultimo, a Figura ilustra os dois altimos estratos de codimensao dois
com bigerme.

I: A transicao ocorre na interesecao entre os estratos Tangéncias entre uma
ctispide e uma curva de dobra (C' e C?), onde duas ctspides se tangenciam.
Quando a aplicagao passa por (C') uma das cispides tangencia uma curva de
dobra da outra cispide e quando passa por C? essa ctispide tangencia a outra de
curva de dobra.

J: Ocorre na intersecao entre os estratos Tangéncia entre duas curvas de dobra
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Figura 3.14: Transicoes de clspides e tangéncias.

(T° e T') e Tangéncia entre uma cispide e uma curva de dobra (C' e C?), onde ao
mesmo tempo a cispide e uma de suas curvas de dobra tangenciam uma curva de
dobra ao mesmo tempo. Quando a aplicagio atravessa o estrato (T) ou (T) uma
das curvas de dobra da cispide tangencia a curva de dobra e quando atravessa o
estrato (C') ou (C?) a cispide tangencia a curva de dobra.

A Figura [3.19) representa trés das seis transigoes de codimensao dois na
vizinhanca de um 3-germe.

/p+ P P )

Figura 3.15: Transi¢oes dobra e tangéncia.

PT: Esse estrato estd na intersecao entre os estrato Tangéncia entre duas curvas
de dobra (T") e Pontos triplos (Q'), onde a curva de dobra intercepta outras
duas curvas de dobra em seu ponto de tangéncia. Quando a aplicagao atravessa o
estrato (T') duas curvas de dobra se tangenciam e quando passa pelo estrato (Q')
a curva de dobra intercepta as outras duas curvas de dobra em um dos pontos
duplos formando um ponto triplo.

Py : A transigdo ocorre na intersegao entre os estrato Tangéncia entre duas curvas
de dobra (7?) e Pontos triplos (Q° e Q'), onde a curva de dobra intercepta outras
duas curvas de dobra em seu ponto de tangéncia. Quando a aplicacao atravessa
o estrato (T?) duas curvas de dobra se tangenciam e quando passa pelo estrato
(Q°) ou (") a curva de dobra intercepta as outras duas curvas de dobra em um
dos pontos duplos formando um ponto triplo.

Pj": Ocorre na intersegao entre os estrato Tangéncia entre duas curvas de dobra
(T°) e Pontos triplos (Q° e Q'), onde a curva de dobra intercepta outras duas
curvas de dobra em seu ponto de tangéncia. Quando a aplicacao atravessa o
estrato (T°) duas curvas de dobra se tangenciam e quando passa pelo estrato
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(Q°) ou (Q") a curva de dobra intercepta as outras duas curvas de dobra em um
dos pontos duplos formando um ponto triplo.

Na Figura temos as outras trés transicoes de codimensao dois de
aplicagoes com trigermes.

4 Ry 4+ Ry

b 4
<4

Figura 3.16: Transi¢oes dobra e clspide.

Ry 4: O estrato estd na intersecao dos estratos Tangéncia entre uma ctspide e
uma curva de dobra (C?) e Pontos triplos (Q'), onde a cuspide tangencia duas
curvas de dobra em seu ponto de intersegao. Ao atravessar o estrato (C?) a
ctispide tangencia uma das curvas de dobra e ao passar por (Q') uma das curvas
de dobra da cispide intercepta as outras duas curvas de dobra em seu ponto de
intersecao formando um ponto triplo.

R. _: A transi¢ao ocorre na intersegao dos estratos Tangéncia entre uma cispide
e uma curva de dobra (C') e Pontos triplos (Q'), onde a cispide tangencia duas
curvas de dobra em seu ponto de intersecdo. Ao atravessar o estrato (C') a
cuspide tangencia uma das curvas de dobra e ao passar por (Q') uma das curvas
de dobra da cispide intercepta as outras duas curvas de dobra em seu ponto de
intersecao formando um ponto triplo.

R_ _: Ocorre na intersecao dos estratos Tangéncia entre uma ctispide e uma curva
de dobra (C' e C?) e Pontos triplos (Q° e Q'), onde a ciispide tangencia duas
curvas de dobra em seu ponto de intersegao. Ao atravessar o estrato (C! ou C?)
a clspide tangencia uma das curvas de dobra e ao passar por (Q° ou Q') uma
das curvas de dobra da cuspide intercepta as outras duas curvas de dobra em seu
ponto de intersecao formando um ponto triplo.

Finalmente, a Figura ilustra os dois estratos de codimensdo dois na
vizinhanca de um quadrigerme.

Up: O estrato estd na intersegao entre estratos Pontos triplos (Q'), onde quatro
curvas de dobra se interceptam no mesmo ponto. Ao atravessar o estrato (Q') a
aplicagao passa por um ponto triplo.

Up: Ocorre na intersecdo entre estratos Pontos triplos (Q° e Q'), onde quatro
curvas de dobra se interceptam no mesmo ponto. Ao atravessar o estrato (Q°)
ou (Q') a aplicacao passa por um ponto triplo.
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Figura 3.17: Transicoes pontos quadruplos.

3.3 Invariantes locais de aplicacoes estaveis

Para cada estrato de codimensao dois escrevemos a condicao que a variacao de
um invariante I, o qual o incremento, A, é uma combinagao linear de incrementos
elementares, desaparece em um pequeno caminho fechado C' ligado com esse
estrato. A combinacao linear genérica é:

Al = NAL + BAB + 0AS + AT + 1 AT + 1 AT? + 10AQ° + 1 AQ +
Y1AC! + 2 AC? (3.1)

Definicao 3.3.1. As condicoes para todo estrato de codimensao dois produz um
sitema linear de equacoes nas variaveis A, 3, - -+, X2, 0 qual chamamos de sistema
de coeréncia.

Lema 3.3.2. O estrato de codimensao dois correspondente as singularidades do
tipo barbatana e deltoide nao contribuem para o sistema de coeréncia.

Demonstracdo. Primeiramente, vamos considerar o estrato de codimensao dois
correspondente a barbatana, isto é, o monogerme cuja forma normal é dada por

G(z,y,a,b) = (% +y* + ay,y* + 2° + bx).

Tomamos um representante da deformacao G : U x W — V', onde U e V sao
vizinhancas da origem do dominio e do contra-dominio, W uma vizinhanca da
origem no espago parametro (a,b). Facamos, G(op = G(*,a,b) : U — V. Note
que, existe simetria Zs de G causada pela mudanca de parametro h : (a,b) —
(b, a): isto ¢, a aplicacao G(qp) ¢ equivalente a Gpap) @ Ghap) = TG (ap) © P, onde
o(z,y) = (y,x), 7(u,v) = (v,u). Sob a diagonal (a,a) da origem a aplicagao
G é regular. Tome um pequeno circulo C' no espago parametro W no sentido
anti-horéario ao redor da origem. Entao, para cada estrato X de codimensao um
(X =L,B,--+), seu incremento AX ao longo do arco ¢ de C' na area b > a é o
mesmo que o incremento ao longo do arco hoc na area b < a. Logo, o incremento
total AX ao longo de C' é nulo.

Para a singularidade deltoide, cuja forma normal é dada por

G'(z,y,a,b) = (2* —y® + 2° + ay, vy + bx),
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podemos também demonstrar mesmo demonstrado para o caso acima. Além
dessas, nao existe nenhum estrato de codimensao um adjacente a esse estrato. [

Do Lema [3.3.2] nao é necessario verificar os estratos barbatana e deltéide. O
sistema de coeréncia consiste nas seguintes dezoito equagoes, uma para cada um
dos demais estratos de codimensao dois, nas dez variadveis A\, 3, o, Yo, Y1, V2, To,

T1, X1, X2°

A A=p8=0 J: Yo—Xe+71—x1=0

Bt oc+xi—x2—0=0 Uy: n+n+n+n-n-n-n-n=0
C: c—B—m+oc—-—0=0 Us: m+T+T70+T1—T1—To—To—T1 =0
F7: B—x1+x2—8=0 P*: MmM—n-—11—-—7=0

F+Z )\+X2—X1—)\:O PO_ ")/2—|-T1—7'0—’}/2:O

G- oc+xo+m1—x1—0=0 Pr: Yo—To+T1—Y% =0

H*: 7y =9 =0 Riyi Xo+xo+m—Ti—X2—Xx2=0

H>: m—m=0 Ry : xa+xi+nm—m—x1—x1=0

It xat+txe—x1—x2=0 R xe+txi—nm—7o—x2—x1=0

Teorema 3.3.3. Qualquer funcao I satisfazendo AI = 0 (o incremento de I
é zero) em todo caminho fechado genérico contrdtil em F € definida, a menos
de uma constante aditiva, por uma combinacao linear dos sequintes incrementos
basicos:

i) Al = AL+ AB+ AS
i) Al = AS + 2AT' + AC + AC?
i) Aly = 2AT + 2AT? + ACt + AC?
Demonstracao. Primeiramente, é necessario mostrar que a dimensao da solucao
do sistema de coeréncia ¢é trés, isto ¢ a solugao do sistema de coeréncia ¢ gerada

por trés elementos. Podemos reduzir o sistema de coeréncia a um sistema com
as seguintes equacoes:

I))\—B:O V)’)/Q—’)/():O
II) x1—x2=0
VI) vo+7 —x1—x2=0
1) 20 — 26— =0
IV) m—x1+x2=0 VII) o — 11 =0

Resolvendo o sistema acima, obtemos o seguinte conjunto solugao
{ANA 0,4\ — 4o + 21,20 — 20,4\ — 40 + 2x1,0,0, X1, X1}

que possui trés variaveis livres. Assim, o conjunto solucao possui dimensao trés.
Note que, em cada um dos trés incrementos basicos temos:

i) Yw=m=Ye=F=To=T1=x1=X2=0erA=F=0=1
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11) )\:/6:")/0:’}/2:7'0:7‘1:0,0':)(1:XzzlefylZQ

assim, A, Al e Als satisfazem o sistema, e como sao independentes, o conjunto
solugao é gerado por estes trés elementos, e o resultado segue. O

Os Teoremas e sao devidos a Ohmoto e Aicardi (J20]).

Teorema 3.3.4. [20] O incremento de I, o nimero total de cispides do contorno
aparente de f, f(Xf), ao longo de qualquer caminho transversal para o estrato
de codimensao um em D € dado por

Al = 2A1 = 2(AL + AB + AS).

Demonstracao. Segue da classificacao de transicoes que as tnicas transi¢oes que
alteram o ntmero de cispides sao S, B e L. Agora, uma transi¢ao positiva do
tipo S aumenta esse nimero por dois. Por outro lado, uma transicao positiva do
tipo B o aumenta por dois. Mais ainda, uma transicao positiva através do estrato
L aumenta I~ por dois. O

Teorema 3.3.5. [20] O incremento de Ip, o nimero total de pontos duplos de
f(2f), ao longo de qualquer caminho transversal para o estrato de codimensao
um em D € dado por

Alp = Al + Al = AS + 2(AT° + AT + AT?) + 2(AC! + AC?)

Demonstracao. Segue da classificacao de transicoes que as tinicas transicoes que
alteram o ntmero de pontos duplos sdo S, T%, i = 1,2,3 e C*, i = 1,2. Onde
ao passar pelo estrato S no sentido da orientacao a aplicagao tem seu ntimero
de pontos duplos aumentado por um, e ao atravessar os demais estratos 7%, com
i=0,1,2, e C% com i = 1,2, no sentido positivo, o nimero de pontos duplos da
aplicacao é aumentado por dois. O

Além do nimero de cuspides e niimero de pontos duplos, que sao invariantes
locais e globais de aplicacoes estaveis entre superficies, temos um invariante

global, o nimero de componentes conexas de Y f, como pode-se ver no Teorema
3.3.6f que é devido a Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster ([8]).

Em [8] a transicdo Bicos foi decomposta, identificando os casos onde a
transicao ocorre sobre uma mesma curva ou sobre curvas diferentes, como
ilustrado no Exemplo [3.3. Esta nova decomposicao levou a determinacao de
um novo invariante, I,,, que mede o niimero de curvas do conjunto singular de
uma determinada aplicacao, como pode-se ver no Teorema |3.3.6] que ¢ devido a
Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster ([§]).

Teorema 3.3.6. [8] O incremento de I,, o nimero total de componentes conezas
de Xf, ao longo de qualquer caminho transversal para o estrato de codimensao
um em D é dado por

Al, = AB} — AB; — AB} + AB, + AL.
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Demonstracao. Segue da classificacao de transicoes que as Ginicas transi¢oes que
alteram o niimero de componentes conexas de X f sao B e L. Agora, uma transicao
positiva do tipo B;" ou B, aumenta esse niimero por um, enquanto uma transi¢ao
positiva do tipo B, ou B o diminui por um. Por outro lado, uma transi¢ao
positiva através do estrato L aumenta [, por um. O

O seguinte resultado relaciona os invariantes I, Ip e I,;:

Proposicao 3.3.7. [8] Os invariantes Ic, Ip e I, satisfazem a relagao
Io -
I, + 5 +1Ip=(14+g(M)) mod 2,
onde, M ¢ a superficie do dominio da aplicacao.

Demonstracao. O resultado segue do fato que as tinicas transicoes que afetam

Ic, Ip e I, sao L, B e S. Em qualquer uma das transi¢oes a soma [, + 70 + Ip,

I
mod 2, é a mesma. Por fim, o valor de I, + 70 + Ip para a projecao de uma

superficie (imersa em R3) no plano ¢ 1+ g(M). Logo, temos a relagio. O
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Capitulo 4

Realizacao de grafos com pesos

Neste capitulo introduzimos ferramentas importantes da constucao de
aplicagoes estaveis e determinamos todos os grafos possiveis que podem ser
associados & aplicacOes estaveis de superficies fechadas no plano projetivo. As
principais referéncias sao [17] e [18].

4.1 Cirurgias entre aplicacoes estiveis

A cirurgia de aplicacoes estaveis esta relacionada, diretamente, com a soma
conexa de superficies e soma de curvas planas. Essa ferramenta, introdizida em
[10] e generalizada em [I8], nos permite criar novas aplicagdes pertencentes a
diferentes classes de homotopia.

A Definigao é uma generalizacdo da soma conexa de Ohmoto [20].

Considere f: M; — P e g : My — P duas aplicagoes estaveis. Fixando dois
pontos p € X f(em M) e g € Xg(em M,), escolhemos dois discos fechados, D,
e Dy, em M; e M,, respectivamente, cujos interiores contenham os pontos p e
q, respectivamente. Substituindo os interiores de Dy e Dy por um tubo limitado
(homeomorfo a S* x [0, 1]), colando 9Dy e 9Dy as duas componentes conexas de
bordo do tubo, obtemos uma nova superficie homeomorfa a soma conexa M;# M.
Conforme ilustrado na Figura 4.1} as aplicacoes f e g podem ser estendidas sobre
o tubo e assim se obtem uma nova aplicacao estavel f + g : M1# My — P, cujas
restricoes a pontos de M; e My correspondem & f e g, respectivamente.

Defini¢ao 4.1.1. [10] A aplicacdo f + g, obtida da cirurgia acima é chamada
cirurgia horizontal entre f e g. Notacao: f +, g.

Sejam f : My — P e g : My — P duas aplicagoes estaveis. Escolhendo
duas regioes, uma em M; e outra em M,, tomamos em cada uma delas um
disco fechado de modo que as suas imagens no plano coincidam. Como no
caso da cirurgia horizontal, substituimos os interiores destes discos por um tubo
limitado, identificando convenientemente as componentes de bordo dos discos com
as do tubo. Assim, obtemos uma nova superficie homeomorfa a soma conexa de
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Figura 4.1: Cirurgias horizontais e verticais.

My# M,. Neste caso também, podemos estender as aplicacdes f e g sobre o
tubo, conforme a Figura Dessa forma, obtemos uma nova aplicacao estavel
J+g: Mi#My — P.

Definig¢ao 4.1.2. [I0] A aplicacdo f + g obtida da cirurgia acima é chamada de
cirurgia vertical entre f e g. Notacao: f +, g.

Uma consequéncia natural da construgao de cirurgias entre aplicagoes estaveis
é a cirurgia entre grafos. Ao realizarmos uma cirurgia horizontal entre aplicacoes
estaveis identificamos duas curvas do conjunto singular de cada aplicagao, o que é
equivalente a identificar as duas arestas correspondentes a tais curvas do grafo de
cada aplicacao. Por outro lado, a cirurgia vertical entre aplicagoes cria uma nova
curva no conjunto singular, o que acarreta no surgimento de uma nova aresta em
seu grafo, conectando os vértices correspondentes.

Definicao 4.1.3. Uma cirurgia horizontal entre dois grafos é feita
identificando uma aresta de um dos grafos com uma aresta do outro, como ilustra
a Figura e pode ser feita das seguintes maneiras:

i) A identificagdo de duas arestas, ambas as quais conectam vértices distintos
do grafo, produz uma aresta que também conecta vértices distintos do grafo.
Os pesos dos vértices envolvidos sao adicionados de acordo com as regras
seguintes:

a) (s,0) 4+ (¢,0) = (s+1,0);
b) (0,p) +(0,9) = (0,p + q);
¢) (¢,0)+ (0,p) = (0,2t + p).

ii) A identificagdo de uma aresta que conecta dois vértices distintos com um
laco (respectivamente um lago x) produz um lago (respectivamente um lago
x). O peso dos vértices correspondentes também seguem as regras acima,;

iii) A identificagdo de dois lagos x produz um lago (sem x). O peso de seus
vértices também segue as regras acima;

iv) A identificagao de dois lagos produz um lago;
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v) A identificagdo de um lago » e um lago produz um lago *.
Nos casos 4 e 5 0s pesos dos vértices se comportam como o seguinte:
a) (t,0) + (s,0) = (t+5+1,0);
b) (0,p) +(0,q) = (0,p+q+2);
c) (£,0)+(0,p) = (0,2t +p+2).

&,0) (t,0) (s+,0) (r 0) /(LO)

©0)  (Op) - (0,2rp) (s0)  (t0) s+r+t 0) (0p) (0,9 (0,2t+p+q)
\ \_ \
a4 a a

(s,0) (1,0 (s+t,0) (t,0) (0,p) *»(0,2t+p) (,0) (8,00  (r+s+1,0)
\ o \

t0)  (0.p) (0,2t+p+2) (0)  (t0) ?&1,0) t0)  (Op) (0,2t+p+2)

Figura 4.2: Efeitos (locais) das cirurgias horizontais nos grafos.

Definicao 4.1.4. A cirurgia vertical de grafos consiste em adicionar uma aresta
de uma das seguintes maneiras:

i) A aresta conecta dois vértices diferentes do mesmo grafo;

ii) A aresta conecta dois vértices de grafos diferentes, e portanto, conecta os
dois grafos;

iii) A aresta forma um lagco em um dado vértice do grafo.

Em todos esses casos, os pesos dos vértices permanecem inalterados.

Exemplo 4.1.5. A Figura ilustra quatro aplicacdes dobra de superficies
fechadas no plano projetivo com seus respectivos grafos que mostram os efeitos
das cirurgias horizontais nos grafos. A imagem a) representa a aplicacdo da esfera
cujo grafo é dado por Q(Ooyo)(Z, 1), a aplica¢ao do toro, ilustrada em b) tem grafo o
G(()o,o)@? 2) associado, em c¢) temos uma aplicagdo do bitoro com grafo Q&O)(Q, 1),
por tltimo, o grafo da aplicagao d), é Q?QO)(Q, 3).

Exemplo 4.1.6. A Figura [{.4] ilustra quatro aplicacdes dobra de superficies
fechadas no plano projetivo com seus respectivos grafos, ilustrando os efeitos
das cirurgias verticias sobre grafos. Em a) temos uma aplicagdo da esfera com
grafo G, (2, 1), a aplicagao b) tem como dominio o toro e G (2, 2) como grafo,

¢) ilustra uma aplica¢ao do toro cujo grafo é dado por G 00)( 2) e d) representa
uma aplicacdo da garrafa de Klein associada ao grafo G° 0,0 (2,2).
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Figura 4.4: Exemplos de cirurgias verticais.

4.2 Realizacao de grafos de aplicacoes estaveis

Nesta secao demonstraremos os principais resultados sobre quais grafos com
pesos nos vértices podem ser associados a aplicagoes estaveis de superficies
fechadas no plano projetivo. Os resultados aqui apresentados sao devidos a
Mendes de Jesus e Romero-Fuster [18].

Primeiro observamos que a arvore irredutivel do tipo Q?O 0)(2, 1) é o grafo da

projecao ortogonal de S? em P com uma tinica curva singular, sem pontos duplos
e pontos de cispides, composta com qualquer imersdo do plano em P2, como pode

ser visto nos exemplos a) nas Figuras e
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Lema 4.2.1. [18]| Qualquer drvore irredutivel do tipo Q?Typ)(Q, 1) € o grafo de uma
aplicacao estdvel f : M — P, onde M ¢é uma superficie fechada. A superficie M
€ orientada se, e somente se, P = 0. Mais ainda, o género de M ¢ dado por T
caso M seja orientada e por 2T + P caso contrdrio.

Demonstracao. O grafo Q?Typ)(Q, 1) pode ser realizado por uma cirurgia horizontal
entre o grafo Gf,(2,1) da aplicagio a) na Figura e o grafo Gf p(2,1)
da aplicagdo b) na Figura onde os vértices de peso (0,0) e (7,0) do
grafo Q?T,O)(Q, 1) sdo identificados aos vértices de pesos (0, P) e (0,0) do grafo
Q?O,P)(Q, 1), respectivamente. Logo, o grafo Q?Tvp)(Q, 1) é o grafo de uma aplicagao
estavel f : M — P, onde M é uma superficie fechada. Como o grafo Q?T’P)(Q, 1)
é bipartido, pois é uma arvore, e S = 0, entao, pela Proposicao a superficie
M é orientada se, e somente se, P = 0. O género de M segue da Proposicao
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Exemplo 4.2.2. Na Figura temos quatro exemplos de aplicagoes dobra, que
estao associadas a arvores irredutiveis, as quais podem ser obtidas através de
cirurgias horizontais de aplicagoes estaveis.

a) O exemplo ilustra uma aplicagdo do t-toro no plano projetivo com uma
Gnica curva singular que separa um disco de uma superficie de género ¢ com
um disco removido. O grafo associado a essa aplicagao é do tipo 9870)(2, 1)
e pode ser obtido como resultado de ¢ — 1 cirurgias horizontais entre ¢
aplicacoes estaveis na Figura d).

b) Corresponde a uma aplicagdo de uma superficie fechada nao orientada de
género p com 2p cuspides. Essa aplicacao possui grafo do tipo 9?07}7)(2, 1)
e pode ser obtida como resultado de p — 1 cirurgias horizontais dentre p
aplicacoes estaveis na Figura a).

¢) Mostra uma aplicagao dobra do 2¢-toro no plano projetivo com uma tnica
curva singular separando dois ¢-toro com um disco removido, que tem grafo
g?Qt,O)(27 1) e pode ser obtido através de ¢t — 1 cirurgias horizontais entre ¢
das aplica¢des na Figura[£.3]c).

d) Mostra uma aplicagdo dobra de uma superficie fechada nao orientada de
género 2p no plano projetivo com 2(p — 1) pontos duplos e uma tnica
curva singular que separa duas superficies nao orientadas de género p. Tal
aplicacao possui grafo do tipo Q?O’QP)(Z 1) e pode ser obtida através de p—1
cirurgias horizontais entre p aplicacoes estaveis do tipo b) na Figura m

O resultado a seguir é uma extensao do Lema para uma arvore qualquer.

Proposicao 4.2.3. [18] Qualquer drvore do tipo Q?T,P)(V, E) ¢ o grafo de uma
aplicacao estavel f : M — P, onde M é uma superficie fechada. A superficie
M € orientada se e somente P =0 e o género de M € dado por T quando M é
orientada e por 2T + P caso contrdrio.
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Figura 4.5: Exemplos de aplicacoes estaveis com arvore irredutivel.

Demonstracao. Considere o grafo Q?Typ)(V, E), retirando os pesos de cada vértice,
obtemos o grafo 9?070)(‘/, E). Se a arvore g?o,o)(V’ E) possui até trés arestas, entdo
ela é realizada por uma das aplicagoes da Figura [3.6] No caso em que E > 3
considere a seguinte afirmacao:

Afirmacao: A arvore Q?&O)(V, E), com E > 3 pode ser realizada através de £ —2
cirurgias horizontais entre E — 1 grafos Q?&O)(Q, 3) da aplicagao b), h : S? — P,

na Figura|3.6

De fato, suponha que a arvore Q?O 0)(V, E) tenha F > 3 arestas. Usamos o
primeiro principio de indugao sobre E. Seja v um vértice com uma {nica aresta
da arvore Q?O 0)(V, E) conectado a w pela aresta vw.

Eliminando a aresta vw de 9?070)(\/, E) com o vértice v, obtemos uma arvore
Q?O,O)(V, FE — 1) contendo o vértice w. Suponha, por hipétese de indugao, que o
grafo Q?QO)(V, E — 1) pode ser realizado por E — 3 cirurgias horizontais de £ — 2
grafos 9?070)(2, 3) da aplicacgao, h : S* — P, na Figura [3.6|b).

Seja hg : S? — P a aplicacao que realiza o grafo G?QO)(V, E —1). Fazendo
uma cirurgia horizontal entre o grafo g?o,o)(‘é E — 1) da aplicacao hg e o grafo
g(0070)(2, 3) da aplicacdo h, onde identificamos o vértice w de Q?O’O)(V, E —1) com
o vértice com duas arestas de Q?070)(2,3), obtemos a aplicacdo g : S? — P que
realiza o grafo Q?QO)(V, E), como E — 2 cirurgias horizontais de F — 1 grafos
9(0070)(3, 2) da aplicacao h. Portanto, a afirmagao é verdadeira.

Finalmente, para adicionar os pesos que foram retirados de cada vértice
do grafo QE)T,P)(V, E), aplicamos cirurgias horizontais entre grafos da seguinte
maneira: a cada vértice u do grafo Q?070)(V, E) que corresponde a um vértice do
grafo (]?Typ)(V, E) com peso (t,0) (ou (0,p)) é feita uma cirurgia horizontal entre
o grafo Q?QO)(V, E) da aplicagao g e o grafo, com um dos vértices com peso (0, 0),
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Glo)(2:1) (ou G§ ,(2,1)) do Lema onde identificamos o vértice u com o
vértice de peso (¢,0) (ou (0,p)). Com este processo obtemos uma aplicacao estavel
f+ M — P que realiza o grafo Gip. ) (V; E).

Como o grafo Q?T’P)(Z 1) é bipartido, pois ¢ uma arvore, e S = 0, entao, pela
Proposicao [2.4.7) a superficie M é orientada se, e somente se, P = 0. O género
de M segue da Proposicao [L.5. [

Antes de demonstrar o principal resultado do estudo, precisamos encontrar
exemplos de aplicacoes cujos grafos correspondentes sao do tipo: Q?T P)(l,O),

g?T,P)<1’ E)e g?T,P)(27 E).

Observagao 4.2.4. O recobrimento de grau dois ¢ : S? — P e a identidade id :
P — P sao aplicacoes com grafos do tipo G?o,o)(lv 0)e 98071)(1; 0), respectivamente.

Exemplo 4.2.5. Tlustramos na Figura quatro aplicacoes dobra que podem
ser obtidas através de cirurgias horizontais cujos grafos sao do tipo lago, ou seja,
grafos com um tnico vértice e uma tnica aresta.

a) O exemplo mostra uma aplicacao, que tem grafo Q?LO)(L 1), cujo dominio
¢ uma superficie homeomorfa a soma conexa de quatro planos projetivos.
Esta aplicacao pode ser obtida através de cirurgias horizontais nas duas
curvas singulares na aplicagao d) da Figura e possui uma Unica curva
singular, nenhum ponto de ctspide e seis pontos duplos.

b) Temos uma aplicacio com grafo do tipo 9?0,1)(1v 1), onde o dominio é
uma superficie homeomorfa a soma conexa de trés planos projetivos. Essa
aplicagao pode ser obtida através de uma cirurgia horizontal nas duas curvas
singulares na aplicagdo b) na Figura e tem uma tnica curva singular,
nenhuma cispide e quatro pontos duplos.

c) A aplicagdo com grafo do tipo g(1071)(1,1), ¢ uma aplicacdo dobra com
dominio a soma conexa de trés planos projetivos com uma tnica curva
singular, cinco pontos de cispides e cinco pontos duplos. Essa aplicagao
pode ser obtida como o resultado de uma cirurgia horizontal entre duas
aplicacoes do tipo b) na Figura e outra do tipo d) na Figura

d) A aplicacdo tem grafo 9(1071)(1, 1) e esta associado a uma aplicacdo cujo
dominio ¢ uma soma conexa de trés planos projetivos, tendo uma tnica
curva singular, cinco cuspides e cinco pontos duplos. Ela pode ser obtida
como resultado de uma cirurgia horizontal de uma aplicagao do tipo b) na

Figura e outra do tipo a) na Figura

Lema 4.2.6. [18] Qualquer grafo de um dos tipos Q?T’O)(l,l), Q?O’P)(Ll),
g(le(l,l) e Q(loyp)(l,l) é o grafo de uma aplica¢ao estdvel de uma superficie
fechada (nao orientada) M no plano projetivo. O género de M é dado por
2T+ P — S+ 2.

Demonstragao. Sejam f, : M, — P a aplicagdo a) na Figura com grafo
G(()1,o)(1> 1) e g : K — P a aplicagao que realiza o grafo Q?TfLO)(Z, 1) do Lema
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Figura 4.6: Exemplos de cirurgias horizontais.

Entéao o grafo Gy, (1, 1) é realizado através da cirurgia horizontal entre o
grafo Q?l 0)(1,1) da aplicagao f, e o grafo Q?T_l 0)(2,1) da aplicagao g.

Sejam f, : M, — P a aplicacao b) na Figura com grafo G0071)(1,1) e
h : L — P a aplicacao que realiza o grafo Q?07P_1)(2, 1) do Lema [4.2.1} Entéo o
grafo g?ovp)(l, 1) é realizado através da cirurgia horizontal entre o grafo g?0,1)(17 1)
da aplicacao fj e o grafo Q(E)O,P_l)(Q, 1) da aplicagao h.

Seja f. : M. — P a aplicacao c) na Figura com grafo G%m)(l, 1). Entao o
grafo Q?TVO)(L 1) é realizado através da cirurgia horizontal entre o grafo g(ll’o)(l, 1)
da aplicagao f. e o grafo Q?TA’O)(Z, 1) da aplicagao g.

Seja f; : K — P a aplicacdo d) na Figura com grafo G%OJ)(L 1). Entao o
grafo G, p)(1,1) € realizado através da cirurgia horizontal entre o grafo G, , (1, 1)
da aplicacao fy e o grafo Q?OVP_U(Q, 1) da aplicagao h.

Logo, qualquer um dos grafos acima é o grafo de uma aplicacao estavel
f: M — P onde M é uma superficie fechada e nao orientada, pois os grafos nao
sao bipartidos. Pela Proposigao[l.5.7} o género de M é dado por 2T+P—S+2. [

Lema 4.2.7. [I8] Qualquer lago de um dos tipos Gppg (1, E), Gig py(1, E),
Q(lT’O)(l,E) e Q(lo’P)(l,E) é o grafo de uma aplicagao estdvel de uma superficie
fechada (nao orientada) M no plano projetivo. O género de M é dado por
2(r+E)+P-—S5.

Demonstracao. Para obtermos aplicagoes com tais grafos é suficiente realizar
E — 1 cirurgias verticais nas aplica¢oes no Lema [1.2.6] como ilustrado na Figura

28| O
Proposicao 4.2.8. [18| Qualquer grafo do tipo Q(STD)(LE) ou gg7p)(1,E) é o
grafo de uma aplicacao estdvel de uma superficie fechada (nao orientada) M no

plano projetivo. O género da superficie M é dado por 2(T + E) + P — S.
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Figura 4.7: Exemplos de grafos com um vértice.

Demonstra¢ao. Considere os grafos GST,O)<17 E)e G*(g(LP)(l, E). Se S =0,1, entao
os grafos sdo realizados pelo Lema

Suponha S > 1, removendo S — 1 lacos x de cada um dos grafos, obtemos
os grafos G (1, E — S +1) e Gip(1,E— S +1). Pelo Lema m existem
aplicagoes hy : My — P e hy : My — P que realizam os grafos G%Tm(l, E—-S+1)
e G%O’P)(l, E — S + 1), respectivamente.

Seja g : P — P a aplicagao da Figura com grafo Q(IO’O) (2,2). Para adicionar
os S — 1 lagos * removidos do grafo G(’O)(l,E) (ou G(S&P)(l,E)), aplicamos
S — 1 cirurgias horizontais entre o grafo G%T,O)(L E — S +1) da aplicacao hy (ou
Glo.p)(1, £ = S + 1) da aplicagio hy) e o grafo g(lo,o)(Q, 2) da aplicacdo g. Cada
uma das S — 1 cirurgias horizontais é feita do seguinte modo: se o vértice u do
grafo Gy (1, £ — S +1) (ou G, p)(1, E — S+ 1)) corresponde a um vértice de
Gme(l, E) (ou G%’P)(l, E)) no qual foi retirado um lago *, entdo identificados
o vértice u com o vértice de g(lo 0)(2,2) que contém o lago *. Logo, através
dessa construcao, obtemos uma aplicagao estavel f : M — P que realiza o grafo

Gfio)(l,E) (ou G(ST’O)(LE)).

Como os grafos G(STO)(L E)e G(%’P)(l, F) nao sao bipartidos, entao a superficie
M nao pode ser orientavel. O género da superficie M segue da Proposicao
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Exemplo 4.2.9. A Figura exemplifica quatro aplicacoes estaveis de
superficies fechadas no plano projetivo:

a) Aplicagao da garrafa de Klein com uma tnica curva singular, trés pontos
de cuspides e nenhum ponto duplo;

b) Aplicacao da garrafa de Klein com cinco curvas singulares, onze cuspides e
nenhum ponto duplo. Essa aplicacao é obtida de a) por quatro transi¢oes
labios.

¢) Aplica¢do com uma tinica curva singular, onze pontos de cispides e nenhum
ponto duplo. A aplicacao pode ser obtida de b) através de quatro cirurgias
horizontais;

d) Aplicacao com trés curvas singulares, onze pontos de cispides e nenhum
ponto duplo. A aplicagao pode ser obtida de ¢) por duas cirurgias verticais.

Teorema 4.2.10. [18| Todo grafo do tipo Q(STVP)(V, E) € o grafo de uma aplicacao
estdvel f: M — P, onde M € uma superficie fechada. A superficie M ¢é orientada
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Figura 4.8: Exemplos de grafos de aplicacoes estaveis.

se, e somente se, G € bipartido e P =5 = 0. Mais ainda, o género de M ¢ dado
por 1=V +E+T se M ¢é orientada e por 2(1—V +E+T)+P—S caso contrdrio.

Demonstracao. Considere o grafo Qnyp)(V, E), retirando os seus S lagos x,
obtemos o grafo Q?TP)(V,E — S). Removendo uma aresta de cada um dos
1-V+E -5 ciclos do grafo iy, p) (V. E—S), obtemos uma drvore Gy, p (V. V —1).
Pela Proposicao , a arvore g?TP)(V,V — 1) pode ser realizada por uma
aplicacao estavel h : K — P. Agora, para adicionar as arestas removidas do
grafo Q?ﬂ P)(V, E —95), aplicamos [ cirurgias verticais na aplicac¢do h, cujo grafo
¢ Gor,py (V. V — 1) da seguinte maneira:

i) Se a aresta removida de Q?T p)(V, E = S5) conectava dois vértices distintos u
e v, entao a cirurgia vertical é feita de modo que conectamos os dois vértces
do grafo g?T P)(V, V' — 1) correspondentes a u e v;

ii) Se a aresta removida de g?T p)(V, E = S) formava um lago em um vértice u,
entao a cirurgia vertical é feita de modo que formemos um laco no vértice
de Q?T P)(V, V' — 1) correspondente a u.

Assim, obtemos uma aplicacao g : L — P que realiza o grafo Q?ij)(V, E-25).
Agora, seja g; : P — P a aplicacao na Figura a), cujo grafo é G%o,o)(z 2).
Para adicionar os S lacos = removidos de Q(STVP)(V, E), aplicamos S cirurgias
horizontais da aplicagdo g, com grafo Q?TJ,)(V,E — S) e S aplicages g1, cujo
grafo é G%O’O)(Q,Q), onde cada uma das S cirurgias é feita do seguinte modo:
se 0 lago * foi removido do vértice u no grafo Q(ST’P)(V, E), entao a cirurgia
horizontal ¢ realizada de modo que identificamos o vértice de g?T, P)(V, E - 5)
correspondente a u com o vértice de g(10,0)(2’2) que contém o lago . Logo,
obtemos uma aplicacao estavel f : M — P, onde M ¢é uma superficie fechada,
que realiza o grafo gfﬂ P)(V, E). Pela Proposi(;éo a superficie M é orientada
se, e somente se, Q?TJD)(V, E —S) ébipartidoe P = S = 0. O género da superficie
M pode ser calculado segundo a Proposicao |1.5. [
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Conclusao

A realizacdo deste trabalho nos permite ver a importancia de um invariante
para a classificacao de uma classe de objetos, a classe das aplicacoes estaveis neste
caso. A associacdao entre grafos e aplicacoes estaveis, criou um bom invariante
global para aplicacoes estaveis, que classificam por completo o conjunto singular.
Os resultados apresentados neste trabalho, mostram que qualquer grafo pode ser
associado a uma aplicacao estével de superficies fechadas no plano projetivo. Mais
ainda, foram apresentados ferramentas que nos permitem construir aplicacoes
mais complexas a partir de aplicacoes bésicas, tais ferramentas se estendem a
construcao de grafos associados a aplicacoes mais elaboradas a partir de grafos
associados a aplicagoes mais simples. J4 os invariantes I, Ip e I, classificam o
contorno aparente. Todos estes invariantes combinados refinam a classificacao de
aplicagoes estaveis, entretanto, o grafo nao é capaz de classificar totalmente as
aplicagoes, mesmo carregando bastante informacao sobre elas, pois, no Exemplo
existem duas aplicacoes do disco de Milnor com o mesmo grafo e o mesmo
contorno aparente, porém nao sao equivalentes. Desta forma, dado um contorno
aparente, o nimero de possiveis aplicacoes associadas a esse contorno, depende
do ntimero de grafos que podem ser associados a esse contorno aparente de uma
combinatoria sobre o nimero de discos de Milnor contidos no contorno aparente,
sendo que a cada disco de Milnor pode-se associar duas aplicacoes diferentes.
Encontrar um conjunto de invariantes que possa classificar totalmente a classe
das aplicacoes estaveis ainda esta em aberto na teoria.
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