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Resumo

GONZALEZ, Karina Navarro, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, março
de 2018. O espectro dos operadores Toeplitz e operadores complexo
simétricos. Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo .

Neste trabalho estuda-se ferramentas sobre a importância do espaço Hardy-
Hilbert e da análise funcional para abordagem do espectro do operador Toeplitz.
Durante o estudo, é explícito que o espectro de tal operador depende de
seu símbolo, estudando o espectro para o operador Toeplitz analítico(símbolo
analítico), coanalítico(conjugado de seu símbolo analítico), autoadjunto(símbolo
real) e operador Toeplitz com símbolo contínuo. Em seguida, introduz-se
definições do operador simétrico complexo, para logo responder perguntas como:
Quando um operador Toeplitz é simétrico complexo sobre o espaço de Hilbert
H2?, quando um operador Toeplitz simétrico complexo é normal?
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Abstract

GONZALEZ, Karina Navarro, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, March,
2018. Espectrum of Toeplitz operators and complex symmetric
operators. Advisor: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

In this work we study the importance of the Hardy-Hilbert space and the
functional analysis to approach the spectrum of the Toeplitz operator, during the
study, it is explicit that the spectrum of such operators depend on its symbol,
studying the spectrum for the analytical Toeplitz operator (analytical symbol),
coanalytic (conjugate of its analytic symbol), autoadjunto (real symbol) and
Toeplitz operator with continuous symbol. Next, we introduce the definition
of a complex symmetric operator and then answer questions such as: When
a Toeplitz operator is complex symmetric on the Hilbert space H2 ?, when a
complex symmetric Toeplitz operator is normal?
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Introdução

O estudo do espaço de Hardy-Hilbert e de operadores definidos nesses espaços,
produz uma série de resultados extraordinariamente elegantes. Por exemplo,
conceitos muito elementares dos espaços de Hilbert fornecem provas simples das
fórmulas da integral de Poisson e da integral de Cauchy.

O espaço de Hardy-Hilbert denotado por H2 é o conjunto de todas as funções
analíticas no disco unitário cujas séries de potência têm coeficientes quadrado
somáveis. Este espaço de funções analíticas no círculo unitário é normalmente
indicado por H̃2. Existem os espaços H̃p (chamados espaços de Hardy, em
homenagem a G.H. Hardy) para cada p ≥ 1 (e mesmo para p ∈ (0, 1)). O
único espaço H̃p que é um espaço de Hilbert é H̃2, o mais estudado dos espaços
de Hardy, se sugere que seja chamado de espaço Hardy-Hilbert. Existem também
outros espaços de funções analíticas, incluindo os espaços Bergman e Dirichlet.
Houve muito estudo de todos esses espaços e de vários operadores neles.

O contexto do espaço de Hardy-Hilbert é necessário para entender a
representação do operador shift unilateral agindo sobre o espaço das sequências
quadrado somáveis l2(N) mediante o operador multiplicação Meiθ agindo sobre
um subespaço fechado H̃2 de L2(S1), onde se aproveita a relação de isomorfismo
isométrico do espaço Hardy-Hilbert com o espaço H̃2, conforme abordado no
Capítulo 1.

Por outro lado, as propriedades do operador shift como exemplo principal
dos operadores Toeplitz são úteis na obtenção de resultados interessantes sobre
espectro e outros aspectos de tais operadores que são estudados no Capítulo 2.

Os operadores mais conhecidos e mais estudados no espaço Hardy-Hilbert
são os operadores Toeplitz. Os shifts unilaterais para frente e para trás são
exemplos simples de operadores Toeplitz; de forma mais geral, os operadores
Toeplitz são aqueles operadores cujas matrizes com relação à base canônica de
H̃2 têm diagonais constantes.

O primeiro maior estudo do operador Toeplitz foi feito por A. Brown e P.R.
Halmos no seu artigo ’Algebraic properties of Toeplitz’ no ano 1964, ver [2].

Seja L(H) a álgebra dos operadores lineares limitados definidos no espaço de
Hilbert complexo e separável H. Uma conjugação em H é um operador antilinear

C : H → H

1
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com C2 = I que satisfaz 〈Cx,Cy〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ H. Para uma
conjugação C, existe uma base ortonormal (en)∞n=0 para H tal que Cen = en para
todo n. Chamamos um operador T ∈ L(H) complexo simétrico se existe uma
conjugação C em H tal que

T = CT ∗C.

A classe de operadores complexo simétricos incluem todos os operadores normais
(se T satisfaz T ∗T = TT ∗), operadores de Hankel, operadores Toeplitz truncados,
e operadores integrais de Volterra.

O estudo geral de operadores simétrico complexos foi iniciada em 2006-2007
por Stephan Ramon Garcia e Mihai Putinar , ver [9] e [10].

Em 2014, K. Guo e S. Zhu deram um exemplo de um operador Toeplitz
complexo simétrico sobre o espaço de Hardy H2 no seu artigo ’A canonical
decomposition of complex symmetric operators’, ver [11].

Recentemente E. Ko e J. Lee no ano 2016 escreveram o artigo ’On complex
symmetric Toeplitz operators’, ver [13], sobre o qual se concentra parcialmente
o estudo principal deste trabalho, baseado no fato que em geral os operadores
Toeplitz sobre H2 não são geralmente simétrico complexos, explorando então
quais são as condições suficientes e necessárias que deve satisfazer o símbolo do
operador para ser simétrico complexo, como é mostrado no Capítulo 3.

Em 2017, S. Waleed Noor, escreveu um dos mais atuais estudos sobre
os operadores Toeplitz simétrico complexo com símbolo contínuo, ver [16],
onde continuando com a ideia anterior está interessado em caracterizar os
operadores Toeplitz que são simétrico complexos, mas desta vez, seu símbolo
de representação é contínuo, descrevendo ao mesmo tempo resultados sobre o
espectro e invertibilidade de tais operadores.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, se introduz algumas definições e propriedades fundamentais
do espaço de Hardy-Hilbert e alguns conceitos e resultados importantes da análise
funcional para os estudos dos capítulos posteriores.

1.1 O espaço de Hardy-Hilbert

Primeiro define-se um dos espaços de Hilbert mais conhecidos: l2.

Definição 1.1. O espaço l2 consiste de todas as sequências quadrado somáveis
de números complexos, ou seja

l2 =

{
(an)∞n=0 :

∞∑
n=0

|an|2 <∞

}
.

Define-se a norma do vetor (an)∞n=0 como

||(an)∞n=0|| =

(
∞∑
n=0

|an|2
)1/2

e o produto interno dos vetores (an)∞n=0 e (bn)∞n=0 como

〈(an)∞n=0 , (bn)∞n=0〉 =
∞∑
n=0

anbn.

Definição 1.2. O espaço de Hardy-Hilbert H2 consiste de todas as funções
analíticas que tem representação em séries de potências com coeficientes
complexos quadrado somáveis, ou seja,

H2 =

{
f : f(z) =

∞∑
n=0

anz
n,

∞∑
n=0

|an|2 <∞, z ∈ C

}
.

3
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Define-se o produto interno e a norma dos vetores em H2 da seguinte maneira

〈f, g〉 =
∞∑
n=0

anbn, ‖f‖ =

(
∞∑
n=0

|an|2
)1/2

, onde

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n e g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n.

A aplicação (an)∞n=0 7−→
∑∞

n=0 anz
n é um isomorfismo isométrico de l2 sobre H2.

Portanto, H2 é um espaço de Hilbert.

Notação 1.3. O disco aberto unitário sobre o plano complexo é denotado como
D e o círculo unitario por S1.

Teorema 1.4. Cada função em H2 é analítica sobre D.

Demonstração. Seja

f : D −→ C

z 7−→ f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

e z0 ∈ D, ou seja |z0| < 1. O objetivo é provar que
∑∞

n=0 anz
n
0 converge.

Como |z0| < 1, a série geométrica
∑∞

n=0 |z0|n converge e como (an)n ∈ l2,∑∞
n=0 |an|2 <∞, assim existe k tal que |an| ≤ k para todo n ∈ Z+ ∪ {0} logo,

∞∑
n=0

|anz0n| ≤ k
∞∑
n=0

|z0|n <∞.

Daí,
∞∑
n=0

anz
n
0 converge absolutamente, logo converge.

Exemplo 1.5. A função f(z) =
1

1− z
é analítica sobre D mas não pertence a

H2.

Demonstração. Note que 1− zn+1 = (1− z)(1 + z + ...+ zn), logo

1− zn+1

1− z
= 1 + z + ...+ zn,

como |z| < 1, pois z ∈ D, tem-se lim
n→∞

zn+1 = 0. Daí

1

1− z
=
∞∑
n=0

zn,
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assim, claramente a função é analítica mas os seus coeficientes não são quadrado
somáveis.

Teorema 1.6. Para cada z0 ∈ D, a aplicação f 7−→ f(z0) é um funcional linear
limitado sobre H2.

Demonstração. Note que dados f1, f2 ∈ H2 e λ ∈ C tem-se

(f1 + λf2)(z0) = f1(z0) + λf2(z0).

Assim, a aplicação é linear.

Agora fixando z0 ∈ D, note que

|f(z0)| = |
∞∑
n=0

anz0
n| ≤

(
∞∑
n=0

|an|2
)1/2( ∞∑

n=0

|z0|2n
)1/2

= ‖f‖

(
∞∑
n=0

|z0|2n
)1/2

.

Assim a aplicação de H2 sobre C é um funcional linear limitado de norma menor
ou igual a

(∑∞
n=0 |z0|

2n)1/2 .
Definição 1.7. Para z0 ∈ D, a função kz0 definida por

kz0(z) =
∞∑
n=0

z0
nzn =

1

1− z0z

é chamada Kernel de reprodução para z0 em H2.

Da Definição 1.7, tem-se kz0 ∈ H2, pois como |z0| < 1 segue que |z0|2 = |z02| <
|z0| e como |z| = |z| tem-se

∞∑
n=0

|z0n|2 =
∞∑
n=0

|z0|2n ≤
∞∑
n=0

|z0|n <∞.

Assim, kz0 ∈ H2.

Teorema 1.8. Para z0 ∈ D e f ∈ H2, f(z0) = 〈f, kz0〉 e ‖kz0‖ = (1− |z0|2)−1/2.

Demonstração. Dada f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, tem-se 〈f, kz0〉 =

∑∞
n=0 anz

n
0 = f(z0) e

consequentemente

||kz0 ||2 =
∞∑
n=0

|z0|2n =
1

1− |z0|2
.

Teorema 1.9. Se fn → f em H2, então fn → f uniformemente sobre um
subconjunto compacto de D.
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Demonstração. Dado z0 ∈ D, usando o teorema anterior junto com a desigualdade
de Cauchy Schwarz tem-se

|fn(z0)− f(z0)| = |(fn − f)(z0)| = |〈fn − f, kz0〉| ≤ ||fn − f ||||kz0||.

Se K é um compacto em D, então existe uma constante real positiva M tal que

||kz0|| =
1

(1− |z0|2)
1
2

≤M,

para todo z0 ∈ K. Portanto,

|fn(z0)− f(z0)| ≤M ||fn − f ||

para todo z0 ∈ K, concluindo o teorema.

Denotando L2 = L2(S1) o espaço de funções quadrado integráveis sobre o
círculo unitário com respeito a medida de Lebesgue e onde o produto interno e a
norma para f, g ∈ L2 são dados por

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dθ,

‖f‖ =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(eiθ)|2dθ
) 1

2

tem-se a seguinte definição.

Definição 1.10. Seja H̃2 o espaço definido por

H̃2 =
{
f̃ ∈ L2 : 〈f̃ , en〉 = 0,∀n < 0

}
.

Assim, se f̃ ∈ H̃2 sua série de Fourier tem a seguinte forma

f̃(eiθ) =
∞∑
n=0

ane
inθ com

∞∑
n=0

|an|2 <∞.

Teorema 1.11. H̃2 é um subespaço fechado de L2 .

Demonstração. De fato, seja f̃n ∈ H̃2, para todo n ∈ N, com f̃n −→ f̃ . Dado j
fixo inteiro, note que

|〈f̃n, ej〉 − 〈f̃ , ej〉| = |〈f̃n − f̃ , ej〉|

=

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

(f̃n − f̃)(eiθ)e−ijθdθ

∣∣∣∣∣
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≤ 1

2π

∫ 2π

0

|(f̃n − f̃)(eiθ)|dθ

≤ 1

2π

(∫ 2π

0

|(f̃n − f̃)(eiθ)|2dθ
) 1

2
(∫ 2π

0

1dθ

) 1
2

=

√
2π

2π

(∫ 2π

0

|(f̃n − f̃)(eiθ)|2dθ
) 1

2

=

√
2π

2π
‖f̃n − f̃‖.

Portanto, para todo j ∈ Z−, tomando c =

√
2π

2π
tem-se

|〈f̃ , ej〉| ≤ c||f̃n − f̃ ||.

Como f̃n −→ f̃ , dado ε > 0 existe N ∈ N, tal que, ||f̃n− f̃ || < ε para todo n ≥ N ,
ou seja,

0 ≤ |〈f̃ , ej〉| ≤ c lim
n→∞

||f̃n − f̃ || = 0,

logo |〈f̃ , ej〉| = 0 para todo j ∈ Z−, daí f̃ ∈ H̃2 e assim H̃2 = H̃2.

Observação 1.12. Há uma identificação natural entre H̃2 e H2 dada por

H̃2 −→ H2

f̃(eiθ) =
∞∑
n=0

ane
inθ 7−→ f(z) =

∞∑
n=0

anz
n.

Tal aplicação é um isomorfismo isométrico. De fato, note primeiro que a
aplicação é claramente linear e ||f̃ ||L2 = ||f ||H2 pois,

〈f̃ , f̃〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)f̃(eiθ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑
n=0

ane
inθ

)(
∞∑
m=0

ameimθ

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑
m=0

ane
inθ

)(
∞∑
n=0

ame
−imθ

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑
n=0

∞∑
m=0

aname
i(n−m)θ

)
dθ



8

=
1

2π

∞∑
n=0

∞∑
m=0

anam

(∫ 2π

0

ei(n−m)θdθ

)

=
1

2π

∞∑
n=0

anan(2π) =
∞∑
n=0

anan = 〈f, f〉.

Deste modo, a aplicação é contínua e também da forma como ela foi definida,
resulta ser sobrejetora. E mais,

f ≡ 0 ⇔ ||f ||H2 = 0 = ||f̃ ||L2 ⇔ f̃ ≡ 0.

Logo, o único elemento do seu kernel é o elemento nulo, e portanto a aplicação
acima é injetiva e admite inversa contínua.

Definição 1.13. Dada f ∈ H2, para 0 < r < 1, seja fr definida por

fr(e
iθ) = f(reiθ) =

∞∑
n=0

anr
neinθ.

Note que fr ∈ H̃2 para todo r em (0, 1). De fato, como f ∈ H2 e 0 < r < 1
tem-se 0 < anr < an assim,

∞∑
n=0

|anrn|2 ≤
∞∑
n=0

|an|2 <∞.

Teorema 1.14. Dada f̃ ∈ H̃2 e fr definida como antes, então lim
r→1−

‖f̃ − fr‖ = 0

em H̃2.

Demonstração. Dado ε > 0, como
∞∑
n=0

|an|2 <∞, pode-se escolher n0 ∈ N tal que

∞∑
n=n0

|an|2 <
ε

2
.

Tomando 0 < δ < 1, tal que para cada r ∈ (δ, 1) tem-se

n0−1∑
n=0

|an|2(1− rn)2 <
ε

2
.
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Logo,

‖f̃ − fr‖
2

=
∞∑
n=0

|an − anrn|2 =
∞∑
n=0

|an|2(1− rn)2

=

n0−1∑
n=0

|an|2(1− rn)2 +
∞∑

n=n0

|an|2(1− rn)2

<
ε

2
+

∞∑
n=n0

|an|2 <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Corolário 1.15. Para cada f ∈ H̃2, existe uma sequência (rn)n crescente de
números positivos que convergem para 1 tais que

lim
n→∞

f(rne
iθ) = f̃(eiθ)

para quase todo θ.

Demonstração. Segue do fato que a convergência em L2 implica na existência de
uma subsequência que converge pontualmente para quase todo ponto (q.t.p).

Teorema 1.16. Seja f analítica sobre D. Então, f ∈ H2 se, e somente se,

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ <∞.

Demonstração. Seja f uma função analítica sobre D com a série de potência

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, então para 0 < r < 1,

|f(reiθ)|2 =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

anamr
n+mei(n−m)θ.

Como
1

2π

∫ 2π

0

ei(n−m)θdθ = δn,m =

{
1, se n = m
0, se n 6= m

obtém-se
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ =
∞∑
n=0

|an|2r2n.

Se f ∈ H2, então
∞∑
n=0

|an|2r2n ≤ ‖f‖2 para todo r ∈ [0, 1), portanto,

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ ≤ ‖f‖2 <∞.



10

Reciprocamente, suponha que

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ <∞.

Como mostrou-se antes

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ =
∞∑
n=0

|an|2r2n,

assim, se f 6∈ H2, o lado direito pode ser arbitrariamente grande tomando r
próximo de 1, o qual contradiz a hipótese.

Observe que na prova do Teorema 1.16 conclui-se que

‖f‖2 = sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ.

Corolário 1.17. Para qualquer função f analítica sobre D, a função

M(r) =
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ é crescente, portanto,

lim
r→1−

M(r) = sup
0<r<1

M(r),

logo a função f ∈ H2 se, e somente se,

lim
r→1−

M(r) <∞.

Nesse caso
lim
r→1−

M(r) = ‖f‖2.

Demonstração. A prova decorre da fórmula

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ =
∞∑
n=0

|an|2r2n,

estabelecida na prova do teorema anterior.

Definição 1.18. O espaço de todas as funções que são analíticas e limitadas
sobre D denota-se por H∞. Define-se a norma de uma função f ∈ H∞ como

||f ||∞ = sup{|f(z)| : z ∈ D}.

Teorema 1.19. H∞ é um espaço Banach.

Demonstração. Seja (fn)n uma sequência de Cauchy em H∞, então dados ε > 0
e n,m ∈ N, existe N ∈ N tal que

||fn − fm||∞ < ε para todo n,m ≥ N.
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Defina
f : D −→ C

z −→ f(z) = lim
n→∞

fn(z).

Note que f está bem definida, pois dado z ∈ D, tem-se

|(fn − fm)(z)| ≤ sup
z∈D
|(fn − fm)(z)| < ε para todo n,m ≥ N,

ou seja, (fn(z))n é uma sequência de Cauchy em C, como C é completo então
f(z) ∈ C .

Por outro lado,

sup
z∈D
|(fn − f)(z)| < ε sempre que n ≥ N,

assim (fn)n converge uniformemente para f em D e fn − f ∈ H∞ para n
suficientemente grande. Daí, pelo fato de H∞ ser espaço vetorial e f =
fn − (fn − f), segue que f ∈ H∞.

Corolário 1.20. H∞ ⊂ H2 .

Demonstração. Seja f ∈ H∞, do Teorema 1.16 é suficiente mostrar que

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ <∞.

Note que ∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ <
∫ 2π

0

||f ||2∞dθ = 2π||f ||2∞,

então,
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ < ||f ||2∞,

daí pelo fato de f ∈ H∞

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ < ||f ||2∞ <∞.

Logo f ∈ H2.

Teorema 1.21. Se f ∈ H∞ e f não é constante então |f(z)| < ||f ||∞ para todo
z ∈ D.

Demonstração. Segue do Teorema do módulo máximo, veja Conway [6],
pág.79.

Exemplo 1.22. Para cada t ∈ R, a função
(

1 + z

1− z

)it
pertence a H∞.

Demonstração. Como a transformação de Möbius envia círculos em círculos
(lembre que uma reta é um círculo no plano complexo), para cada z ∈ D a
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parte real do número w =
1 + z

1− z
é positiva, pois

Re

(
1 + z

1− z

)
=

1

1 + |z|2︸ ︷︷ ︸
>0

Re[(1 + z)2]︸ ︷︷ ︸
>0

> 0.

Assim o número w =
1 + z

1− z
está no semiplano aberto direito.

Figura 1.1: T (z) =
1 + z

1− z

Para cada w considerado como acima, wit = eit log w = eit( log r+iθ) = eit log rei
2tθ,

onde log é o logaritmo principal e escrevendo na forma polar w = reiθ com
θ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, tem-se

|wit| = e−tθ ≤ e
|t|π
2 .

Portanto,
∣∣∣∣(1 + z

1− z

)it∣∣∣∣ ≤ e|t|
π
2 para todo z ∈ D.

Teorema 1.23. (Fórmula Integral de Cauchy). Se f é analítica sobre um
conjunto aberto que contém D e z0 ∈ D então,

f(z0) =
1

2πi

∫
S1

f(z)

z − z0
dz.

Demonstração. Como f é analítica sobre D o Corolário 1.15 implica que
f̃(eiθ) = f(eiθ) para todo θ. Note que pelo mesmo fato, kz0 é contínua sobre D e

portanto k̃z0(eiθ) =
1

1− z0eiθ
.

Afirmação: 〈f, kz0〉 = 〈f̃ , k̃z0〉 para todo z0 ∈ D.
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De fato, basta notar

〈f̃ , k̃z0〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)k̃z0(e
iθ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑
n=0

ane
inθ

)(
∞∑
m=0

z0
m(eimθ)

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑
m=0

ane
inθ

)(
∞∑
n=0

z0
m(e−imθ)

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑
n=0

∞∑
m=0

anz
m
0 e

i(n−m)θ

)
dθ

=
1

2π

∞∑
n=0

∞∑
m=0

anz
m
0

(∫ 2π

0

ei(n−m)θdθ

)

=
1

2π

∞∑
n=0

anz
n
0 (2π) =

∞∑
n=0

anz
n
0 = 〈f, kz0〉.

Assim, dado z0 ∈ D e usando a afirmação anterior tem-se

f(z0) = 〈f, kz0〉 = 〈f̃ , k̃z0〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)k̃z0(e
iθ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)
1

1− z0e−iθ
dθ

=
1

2πi

∫ 2π

0

f̃(eiθ)

eiθ − z0
ieiθdθ.

Fazendo z = eiθ, tem-se
1

2πi

∫
S1

f̃(z)

z − z0
dz.

Portanto,

f(z0) =
1

2πi

∫
S1

f̃(z)

z − z0
dz.

Como f(z) = f̃(z) quando |z| = 1, tem-se

f(z0) =
1

2πi

∫
S1

f(z)

z − z0
dz.

Definição 1.24. Para 0 ≤ r < 1 e ψ ∈ [0, 2π]. O Kernel de Poisson é definido
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por

Pr(ψ) =
1− r2

1− 2r cosψ + r2
.

Note que Pr(ψ) > 0 para todo r ∈ [0, 1) e para todo ψ pois, 1 − r2 > 0 e
1− 2r cosψ + r2 ≥ (1− r)2 > 0.

Teorema 1.25. (Fórmula integral de Poisson). Se f ∈ H2 e reit ∈ D, então

f(reit) =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)Pr(θ − t)dθ.

Demonstração. Seja z0 ∈ D. Como k̃z0(eiθ) =
1

1− z0eiθ
, tem-se

f(z0) = 〈f, kz0〉 = 〈f̃ , k̃z0〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)

1− z0e−iθ
dθ,

onde
1

1− z0e−iθ
=
∞∑
n=0

(z0e
−iθ)n = 1 + z0e

−iθ + z0
2e−2iθ + ...

Assim,

〈f̃(eiθ),
1

1− z0e−iθ
− 1〉 = 〈f̃(eiθ),

∞∑
n=1

z0
ne−inθ〉

=
∞∑
n=1

〈f̃(eiθ), z0
ne−inθ〉

=
∞∑
n=1

z0
n〈f̃(eiθ), e−niθ〉

= 0,

pois como f̃ ∈ H̃2, 〈f̃ , en〉 = 0 para todo n < 0. Ou seja,

1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)

(
1

1− z0e−iθ
− 1

)
dθ = 0.

Então,

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)

1− z0e−iθ
dθ +

1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)

(
1

1− z0e−iθ
− 1

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)

(
1

1− z0e−iθ
+

1

1− z0eiθ
− 1

)
dθ.
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Substituindo z0 por reit em um termo do integrando da igualdade acima tem-se

1

1− z0e−iθ
+

1

1− z0eiθ
− 1 =

1

1− re−i(θ−t)
+

1

1− rei(θ−t)
− 1

=
1− rei(θ−t) + 1− re−i(θ−t)

|1− rei(θ−t)|2
− 1

=
2− 2r cos(θ − t)

(1− r cos(θ − t))2 + (r sin(θ − t))2
− 1

=
2− 2r cos(θ − t)

1− 2r cos(θ − t) + r2
− 1

=
2− 2r cos(θ − t)− 1 + 2r cos(θ − t)− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2

=
1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
= Pr(θ − t).

Portanto,

f(reit) =
1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)Pr(θ − t)dθ.

Corolário 1.26. Para r ∈ [0, 1) e t ∈ R,

1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)dθ = 1.

Demonstração. Basta considerar f ≡ 1 no Teorema 1.25.

Definição 1.27. A função mensurável φ sobre S1 é essencialmente limitada
se existe uma constante M0 real positiva, tal que a medida do conjunto

{eiθ : |φ(eiθ)| > M0}.

seja nula. Sendo L∞ o conjunto de funções mensuráveis essencialmente limitadas,
define-se a norma da função φ ∈ L∞ como

||φ||∞ = inf
{
M : Amedida de {eiθ : |φ(eiθ)| > M} = 0

}
.

Note que se φ ∈ L∞ então |φ(eiθ)| ≤ ||φ||∞ para quase todo θ.

Corolário 1.28. Seja f ∈ H2 e suponha |f̃(eiθ)| ≤ k q.t.p (quase todo ponto),
então |f(z)| ≤ k para todo z ∈ D.

Demonstração. Lembrando que Pr(θ) > 0 para todo θ e 0 ≤ r < 1, para reit ∈ D,
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aplicando a Fórmula integral de Poisson e o Corolário 1.26 tem-se

|f(reit)| =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

f̃(eiθ)Pr(θ − t)dθ
∣∣∣∣

≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f̃(eiθ)|Pr(θ − t)dθ

≤ k

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)dθ = k.

Portanto, |f(z)| ≤ k para todo z ∈ D.

Agora, para esclarecer a relação entre f e f̃ é preciso falar do Teorema de Fatou,
para isto, se introduz as seguintes definições.

Definição 1.29. Seja α uma função complexa de variável real. A derivada
simétrica de α em t está definida por

lim
h→0

α(t+ h)− α(t− h)

2h
,

se o limite existe.

Observação 1.30. Se α é diferenciável em t a derivada simétrica existe e é igual
a α′(t), pois,

2α′(t) = lim
h→0

α(t+ h)− α(t)

h
+ lim

h→0

α(t− h)− α(t)

−h

= lim
h→0

−hα(t+ h) + hα(t) + hα(t− h)− hα(t)

−h2

= lim
h→0

α(t+ h)− α(t− h)

h

= 2 lim
h→0

α(t+ h)− α(t− h)

2h
.

Definição 1.31. Seja α uma função complexa definida em [a, b].
Se P = {x0, x1, .., xn} é uma partição de [a, b], escrevendo ∆αk = α(xk)−α(xk−1),
para k = 1, 2, .., n. Se existe um número positivo M tal que

n∑
k=1

|∆αk| ≤M

para toda partição de [a, b], então α é de variação limitada em [a, b].

Teorema 1.32. (Teorema de Fatou’s). Seja α uma função complexa de
variação limitada sobre [0, 2π] e u uma função definida sobre D por

u(reit) =
1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t) dα(θ).



17

Se a derivada simétrica de α existe em t0 ∈ (0, 2π) então,

lim
r→1−

u(reit0)

existe e é igual a derivada simétrica de α em t0.

Demonstração. Ver [14],pág.15.

Corolário 1.33. Seja φ uma função em L1(S1, dθ). Defina u como

u(reit) =
1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)φ(eiθ)dθ

então,
lim
r→1−

u(reit)

existe q.t.p de t e é igual a φ(eit) q.t.p.

Demonstração. Defina α sendo a seguinte aplicação

α(θ) =

∫ θ

0

φ(eix)dx onde θ ∈ [0, 2π].

Note que α está bem definida pois φ ∈ L1(S1, dθ). Além disso, é uma função
de variação limitada, pois dado uma partição P = {0 = θ0, θ1, ..., θn = 2π} de
[0, 2π], tem-se

n∑
k=1

|α(θk)− α(θk−1)| =
n∑
k=1

∣∣∣∣ ∫ θk

0

φ(eix) dx−
∫ θk−1

0

φ(eix) dx

∣∣∣∣
=

n∑
k=1

∣∣∣∣ ∫ θk

θk−1

φ(eix) dx

∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

∫ θk

θk−1

|φ(eix)| dx

=

∫ 2π

0

|φ(eix)| dx < M,

já que φ ∈ L1(S1, dθ). E mais, α′(θ) = φ(eiθ) q.t.p. Logo, o resultado decorre do
Teorema 1.32 (Teorema de Fatou’s).

O seguinte corolário mostra uma identificação das funções de H2 com as funções
de H̃2. Nesta prova usa-se o Corolário 1.33, sendo assim uma aplicação
importante do Teorema de Fatou’s.

Corolário 1.34. Se f ∈ H2 então lim
r→1−

f(reiθ) = f̃(eiθ) q.t.p.
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Demonstração. Lembrando o Teorema 1.25 (Fórmula integral de Poisson)

f(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)f̃(eiθ)dθ.

Agora, pelo Corolário 1.33 tem-se

lim
r→1−

f(reiθ) = f̃(eiθ) q.t.p.

Daqui a diante, denota-se L1(S1, dθ) e L2(S1, dθ) respectivamente por L1 e
L2.

Observação 1.35. Da Definição 1.10 e de L2 ⊂ L1 segue que H̃2 ⊂ L1.

Corolário 1.36. Se f ∈ H∞ então f̃ ∈ L∞.

Demonstração. Seja f ∈ H∞, pelo Corolário 1.20, sabe-se que f ∈ H2, assim,
usando o corolário anterior

lim
r→1−

|f(reiθ)| = |f̃(eiθ)| q.t.p.

Logo, como
|f(reiθ)| ≤ sup

0<r<1
|f(reiθ)|

segue que,
|f̃(eiθ)| = lim

r→1−
|f(reiθ)| ≤ sup

0<r<1
|f(reiθ)| q.t.p,

ou seja,
|f̃(eiθ)| ≤ sup

0<r<1
|f(reiθ)| q.t.p.

Consequentemente, o supremo essencial de f̃ é no máximo o sup
0<r<1

|f(reiθ)|, assim

||f̃ ||L∞ ≤ ||f ||H∞ . Portanto f ∈ L∞.

Definição 1.37. O espaço H̃∞ é definido como H̃2 ∩ L∞.

Observação 1.38. Note que f ∈ H∞ se e somente se f̃ ∈ H̃∞.

De fato, dada f ∈ H∞ tem-se do corolário anterior f̃ ∈ L∞. E mais, pelo
Corolário 1.20 f ∈ H2, daí f̃ ∈ H̃2. Portanto f̃ ∈ H̃∞.

Por outro lado, se f̃ ∈ H̃∞, por definição tem-se f̃ ∈ H̃2 (o que equivale dizer
que f ∈ H2) e f̃ ∈ L∞, logo pelo Corolário 1.28 f ∈ H∞.

Teorema 1.39. (O teorema de F. e M.Riesz).Se f ∈ H2 e o conjunto

{eiθ : f̃(eiθ) = 0}

tem medida de Lebesgue positiva, então f é identicamente nula sobre D.

Demonstração. Ver [14],pág.50.
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1.2 Alguns fatos da análise funcional

Nesta seção se introduz alguns fatos da análise funcional que são de muita
importância e usados em estudos posteriores no trabalho, como por exemplo o
espectro de um operador linear limitado A : H −→ H, onde H é um espaço de
Hilbert.

É importante ressaltar que, daqui um diante, denota-se o espaço de Hilbert
por H e o operador A− λI como A− λ.

Definição 1.40. Se A é um operador linear limitado sobre H, o espectro de A
denotado como σ(A) é o conjunto de números complexos λ tal que A − λ é não
inversível.

Definição 1.41. Seja A um operador linear limitado, o espectro radial de A
denotado por r(A) é definido como

r(A) = sup {|λ| : λ ∈ σ(A)}.

Definição 1.42. O número complexo λ é um autovalor de A se Af = λf para
algum f não nulo, o vetor f é dito autovetor de A.

O conjunto de todos os autovalores de A é chamado espectro pontual de A,
denotado por Π0(A).

O espectro pontual aproximado Π(A) é o conjunto de todos os números
complexos λ tais que existe uma sequência (fn)n de vetores unitários onde

||(A− λ)fn||n → 0 quando n→∞.

Teorema 1.43. Seja A um operador linear limitado sobre H.

1. Se ‖I − A‖ < 1então A é inversível.

2. O espectro de A é um subconjunto compacto não vazio de C.

3. Se A é um operador inversível, então σ(A−1) =

{
1

λ
: λ ∈ σ(A)

}
.

4. Se A∗ denota o operador adjunto de A então

σ(A∗) =
{
λ : λ ∈ σ(A)

}
.

5. O número λ ∈ Π(A) se, e somente se, A−λ não é limitado inferiormente,
ou seja, não existe c > 0 tal que ‖(A− λ)f‖ ≥ c‖f‖, para toda f ∈ H.

Além disso, A−λ é limitado inferiormente se, e somente se, A−λ é injetiva
e a imagem de A− λ é fechada. Em particular, Π0(A) ⊂ Π(A) e Π(A) ⊂ σ(A).

6. r(A) = lim
n→∞

||An||
1
n . Em particular r(A) ≤ ||A||.

Demonstração. Ver [14], pág.21.
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Definição 1.44. O espectro de compressão, Γ(A), é o conjunto de todos os
λ ∈ C tal que A− λ não tem imagem densa.

Teorema 1.45. Para todo operador linear limitado σ(A) = Π(A) ∪ Γ(A).

Demonstração. Como Π(A) ⊂ σ(A) e Γ(A) ⊂ σ(A), então Π(A) ∪ Γ(A) ⊂ σ(A).
Resta mostrar que σ(A) ⊂ Π(A)∪Γ(A), para isso, seja λ 6∈ Π(A)∪Γ(A). A ideia
é provar que λ 6∈ σ(A).

Se λ 6∈ Π(A), então pelo Teorema 1.43 A−λ é limitada inferiormente, o que é
equivalente a dizer que A− λ é injetiva e Im(A− λ) = Im(A− λ) . Além disso,
λ 6∈ Γ(A) então Im(A− λ) = H, sendo assim A− λ sobrejetor. Portanto A− λ
é bijetiva ,logo λ 6∈ σ(A).

Teorema 1.46. Para todo operador linear limitado A, a fronteira de σ(A) está
contido em Π(A). Em particular, Π(A) é não vazio.

Demonstração. Seja λ na fronteira de σ(A) e suponha que λ 6∈ Π(A). Escolha
(λn)n, tal que, λn −→ λ e λn 6∈ σ(A) para todo n ∈ N.

Afirmação: Com as hipóteses acima, existem uma constante k > 0 e M ∈ N
tal que

‖(A− λn)f‖ ≥ k‖f‖ para todo f ∈ H sempre que, n ≥M .

De fato, suponha que não existe dita constante, então, para todo ε > 0 e para
todo M ∈ N, existe um n ≥M e fn de norma 1 tal que

‖(A− λn)fn‖ <
ε

2
.

Dado ε > 0 escolha um número naturalM tal que |λn−λ| <
ε

2
, para todo n ≥M .

Com este ε e M , escolha n e fn como acima então,

‖(A− λ)fn‖ ≤ ‖(A− λn)fn‖+ ‖(λn − λ)fn‖ < ε,

que implica λ ∈ Π(A), o que é uma contradição.

A ideia é provar que λ 6∈ Γ(A), pois como λ ∈ σ(A) = Π(A) ∪ Γ(A) e por
hipótese λ 6∈ Π(A), então tem-se uma contradição.

Seja g ∈ H um vetor diferente de zero qualquer, deve-se provar que

g ∈ Im(A− λ).

Dado ε > 0, escolha N suficientemente grande (de fato maior que M) tal que, se
n ≥ N então,

|λn − λ| <
k

‖g‖
ε.

Como λn 6∈ σ(A), existe fn ∈ H com (A− λn)fn = g. A afirmação implica que

‖g‖ = ‖(A− λn)fn‖ ≥ k‖fn‖ para todo n ≥ N.
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Então,
‖(A− λ)fn − g‖ = ‖((A− λn)fn − g) + (λn − λ)fn‖

= |λn − λ|‖fn‖ ≤ ‖g‖
k
|λn − λ| < ε.

Assim, g ∈ Im(A− λ). Portanto, a imagem de A − λ é densa, já que, g é
arbitrário, logo λ 6∈ Γ(A).
Definição 1.47. A imagem numérica de A, denotado por W (A), é o seguinte
subconjunto do plano complexo:

{〈Af, f〉 : f ∈ H, ‖f‖ = 1}.

Exemplo 1.48. Se A é uma matriz diagonal finita

A =


d1 0 0 . . . 0
0 d2 0 . . . 0
0 0 d3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . dn

 ,

então W (A) é a envoltória convexa de {d1, d2, d3, ..., dn}.

Demonstração. Dado f = (f1, f2, .., fn) de norma 1,

〈Af, f〉 = 〈(d1f1, d2f2, .., dnfn), (f1, f2, .., fn)〉

=
n∑
i=1

di|fi|2

= Env({d1, d2, .., dn}),

pois
n∑
i=1

|fi|2 = 1.

Teorema 1.49. Para todo operador A, σ(A) ⊂ W (A), onde W (A) denota o
fecho da imagem numérica.

Demonstração. Pelo Teorema 1.45 tem-se que σ(A) = Π(A) ∪ Γ(A) assim, se
prova primeiro que Π(A) ⊂ W (A).

Seja λ ∈ Π(A), ou seja existe uma sequência (fn)n em H tal que ||fn|| = 1
para todo n e ||(A− λ)fn||n → 0 quando n→∞. E mais, note que

|〈Afn, fn〉 − λ| = |〈Afn, fn〉 − λ〈fn, fn〉|

= |〈(A− λ)fn, fn〉|

≤ ||(A− λ)fn||,
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implica que 〈Afn, fn〉n → λ, quando n → ∞, ou seja, λ ∈ W (A) e portanto
Π(A) ⊂ W (A).

Por último, prova-se que Γ(A) ⊂ W (A).
Seja λ ∈ Γ(A). Como A − λ não tem imagem densa segue que existe um vetor
g ∈ H não nulo com ||g|| = 1, tal que, 〈(A − λ)f, g〉 = 0 para toda f ∈ H, pois
lembre que

Im(A− λ) ∪ Im(A− λ)
⊥

= H.

Em particular tomando f = g tem-se

0 = 〈(A− λ)g, g〉 = 〈Ag, g〉 − λ〈g, g〉 = 〈Ag, g〉 − λ,

logo 〈Ag, g〉 = λ e assim λ ∈ W (A).
Teorema 1.50. (Toeplitz-Hausdorff). A imagem numérica de um operador
linear limitado é um subconjunto convexo do plano complexo.

Demonstração. Para esta prova se usa a seguinte afirmação.
Afirmação: Dados x, y ∈ C, se ←→xy (a reta que passa por x e y) intersectado com
W (A) for conexo, para todo x, y então, w(A) é convexo.

De fato, dados x, y ∈ C, suponha que ←→xy ∩W (A) é conexo.
Denotando [x′, y′] =

←→
xy ∩W (A), obtém-se que [x′, y′] ⊂ W (A), como x′, y′ são

arbitrários (pela arbitrariedade de x e y) W (A) resulta ser convexo.

Figura 1.2: Esta figura mostra uma ideia geométrica da contrapositiva do
Teorema 1.50.

A ideia agora é provar que dados x, y ∈ C, ←→xy ∩W (A) é conexo.
Considere então a reta que tem por equação (real) px + qy + r = 0, onde (x, y)
denota o complexo x + iy. Note que todo operador linear limitado pode-se
decompor como

A = B + iC,

com B e C operadores hermitianos (ver exercício 20.4 em [15](Cézar), pág.148),
assim dado f ∈ H unitário

〈Af, f〉 = 〈(B + iC)f, f〉 = 〈Bf, f〉+ i〈Cf, f〉.
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Como 〈Bf, f〉 e 〈Cf, f〉 são reais pelo fato de B e C serem operadores hermitianos,
chame 〈Bf, f〉 = x e 〈Cf, f〉 = y em R, daí a interseção em questão é o conjunto

N = {f ∈ H : 〈(pB + qC + r)f, f〉 = 0 e ||f || = 1}.

O seguinte passo então é provar que N é conexo ou equivalentemente, que o
conjunto

N = {f ∈ H : 〈Lf, f〉 = 0 , ||f || = 1 e L hermitiano}

é conexo, pelo fato que a soma de operadores hermitianos é hermitiano.
Para isto, se faz dois passos:

Passo 1: Provar que N é conexo no caso especial quando a dimensão do
espaço de Hilbert é 2.

Passo 2: Reduzir o teorema geral Toeplitz-Hausdorff a seu caso especial
2-dimensional.

Demonstração do passo 1: Sem perda de generalidade pode-se assumir
que L está definido em C2 pela matriz diagonal(

α 0
0 β

)
,

ver [4], pág.228. Note que tais α e β são reais distintos e não nulos pelo fato de
L ser hermitiano assim, N se transforma no seguinte conjunto

N = {(ξ, η) ∈ C2 : α|ξ|2 + β|η|2 = 0 e |ξ|2 + |η|2 = 1}.

Note também que |ξ| oscila entre 0 e 1 e α e β não podem ter o mesmo sinal.
Logo, o conjunto de (ξ, η) que pertencem a N soluciona o seguinte sistema de
equações:

|ξ|2 + |η|2 = 1. (1.1)

α|ξ|2 + β|η|2 = 0. (1.2)

Isolando |ξ|2 na equação (1.1) para logo substituir na equação (1.2) obtém-se

α− α|η|2 + β|η|2 = 0,

equivalentemente, α + (β − α)|η|2 = 0 daí,

|η|2 =
α

α− β
e |ξ|2 =

β

β − α
.

Isto motiva a definir a seguinte aplicação

f : N −→ S1 × S1

(ξ, η) 7−→ f((ξ, η)) =

(√
β−α
β
ξ,
√

α−β
α
η

)
.
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Claramente f está bem definida e é contínua.

Definindo também

g : S1 × S1 −→ N

(θ1, θ2) 7−→ g((θ1, θ2)) =

(√
β

β−α θ1,
√

α
α−β θ2

)
,

onde g está bem definida, é contínua e além disso f ◦ g = Id = g ◦ f , ou seja,
g = f−1, tem-se que N é homeomorfo a S1 × S1 logo, N é conexo.

Demonstração do passo 2: Suponha que A se encontra definido sobre um
espaço H de Hilbert qualquer.

Sejam f, g vetores unitários em H e seja P : H −→ K a projeção de H sobre
o espaço K = f ∨ g (fecho do espaço gerado por f e g).

Note que se o espaço gerado de f e g for 1-dimensional, então f = λg com
|λ| = 1 assim, 〈Af, f〉 = 〈Ag, g〉 e a conclusão segue.

Aplicando o Teorema de Toeplitz-Hausdorff caso 2-dimensional ao operador
PAP , agindo sobre K, se deduz que cada z complexo sobre o segmento que une

〈Af, f〉 = 〈PAPf, f〉 e 〈Ag, g〉 = 〈PAPg, g〉 (1.3)

corresponde a um vetor h ∈ K tal que z = 〈PAPh, h〉 = 〈Ah, h〉, logo W (A) é
convexo.

A fórmula (1.3) segue do seguinte argumento.

Como a projeção ortogonal satisfaz P 2 = P , Pf = f pelo fato de f ∈ K e P ser
uma projeção sobre K e é autoadjunta, então

〈PAPf, f〉 = 〈PAPf, Pf〉 = 〈APf, P 2f〉 = 〈APf, Pf〉 = 〈Af, f〉.

Definição 1.51. Um operador linear limitado A entre espaços de Hilbert é dito
normal quando ele comuta com o seu adjunto

AA∗ = A∗A.

Definição 1.52. Dois operadores A e B são unitariamente equivalentes se
existe um operador S unitário (SS∗ = I = S∗S) tal que

SAS∗ = B.

Definição 1.53. Seja φ ∈ L∞. O operador de multiplicação por φ, denotado
por Mφ, está definido por Mφf = φf , para todo f ∈ L2.

Teorema 1.54. Se A é um operador normal sobre H, então existe um espaço
mensurável (X,ω, µ) e uma função φ ∈ L∞(X,ω, µ) tal que A é unitariamente
equivalente a Mφ sobre L2(X,ω, µ).



25

Demonstração. Ver [5](Conway), pág.272.

Teorema 1.55. Se A é normal, então W (A) é a envoltória convexa de σ(A), ou
seja

W (A) = Env(σ(A)).

Demonstração. Inicialmente prova-se que Env(σ(A)) ⊂ W (A).

Pelo Teorema 1.49 sabe-se que σ(A) ⊂ W (A) e pelo Teorema de
Toeplitz-Hausdorff W (A) é um subconjunto convexo de C.

Como Env(σ(A)) é o menor convexo que contém a σ(A), então

Env(σ(A)) ⊂ W (A).

Falta provar queW (A) ⊂ Env(σ(A)), para isto, é suficiente demonstrar que todo
semiplano fechado em C, que contém σ(A), também contém W (A).

Por rotação e traslação, assuma que σ(A) está contido no semiplano direito
Re(z) ≥ 0.

A ideia é observar que W (A) está contido neste semiplano. Do Teorema 1.54,
se pode assumir que A é a multiplicação de um φ ∈ L∞(X,µ) agindo sobre
L2(X,µ) para algum subconjunto mensurável X do plano complexo e alguma
medida µ sobre ele, assim escrevendo A = Mφ,

σ(A) = σ(Mφ) = ess Im(φ) pelo Teorema 2.7(próximo capítulo).

Daí que Reφ ≥ 0 q.t.p.
Portanto, para λ ∈ W (A) e λ ∈ σ(A) tem-se

〈Af, f〉 = 〈Mφf, f〉 =

∫
X

φ|f |2dµ,

Logo Re 〈Af, f〉 ≥ 0.

Agora, para λ ∈ W (A) e λ 6∈ σ(A),

〈Af, f〉 = 〈AS∗(Sf), S∗(Sf)〉 = 〈SAS∗(Sf), (Sf)〉

= 〈Mφ(S(f)), S(f)〉 =

∫
X

φ|S(f)|2dµ,

onde S é o operador unitário que existe do Teorema 1.54, obtendo também que
Re〈Af, f〉 ≥ 0, concluindo que W (A) está contido no semiplano direito como se
desejava.

Os operadores de posto finito tem uma relação notável com operadores sobre
espaços de dimensão finita que são usados frequentemente neste trabalho.

Definição 1.56. O posto do operador A é a dimensão de sua imagem.
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Notação 1.57. Dados f, g ∈ H, define-se o operador f ⊗ g como

f ⊗ g : H −→ H
h 7−→ (f ⊗ g)h = 〈h, g〉f

Note que se f 6= 0 e g 6= 0, então f ⊗ g tem posto 1, pois a imagem consiste
na multiplicação por f fixo.

Teorema 1.58. 1. Se A é um operador de posto 1, então existe f e g em H
com A = f ⊗ g.

2. ||f ⊗ g|| = ||f || ||g||.

3. Para operadores limitados A e B , A(f ⊗ g)B = (Af)⊗ (B∗g).

4. Dois operadores não nulos de posto 1 f1 ⊗ g1 e f2 ⊗ g2 são iguais se, e
somente se, existe um número complexo c diferente de zero tal que f1 = cf2
e g2 = cg1.

Demonstração. 1. Seja f um vetor não nulo na imagem de A, como a imagem
de A tem dimensão 1 existe um funcional linear limitado λ tal que
Ah = λ(h)f para todo h ∈ H. Pelo Teorema da Representação de Riesz-
Fréchet [1], pág.127 (Botelho), existe g ∈ H tal que λ(h) = 〈h, g〉 para todo
h ∈ H, assim Ah = 〈h, g〉f = (f ⊗ g)h para todo h ∈ H.

2. Seja h ∈ H.
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se

||(f ⊗ g)h|| = ||〈h, g〉f || ≤ ||h||||g||||f ||

então,
||f ⊗ g|| ≤ ||f ||||g||.

Agora, se g 6= 0∣∣∣∣∣∣∣∣(f ⊗ g)
g

||g||

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣〈 g||g|| , g〉f
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

|〈g, g〉|
||g||

||f || = ||g|||f ||.

Portanto, ||f ⊗ g|| = ||f ||||g||.

3. Sejam A e B operadores limitados. Se h ∈ H

(A(f ⊗ g)B)h = (A(f ⊗ g)(B(h))) = A(〈B(h), g〉f)

= 〈Bh, g〉A(f) = 〈h,B∗g〉A(f)

= (Af ⊗B∗g)(h).

Logo, A(f ⊗ g)B = (Af)⊗ (B∗g).
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4. Assuma que os operadores

f1 ⊗ g1, f2 ⊗ g2,

de posto 1 não nulos são iguais, isso implica que nenhum dos quatro vetores
f1, g1, f2, g2 são nulos.

Note que

(f1 ⊗ g1)
g1
||g1||2

= f1 e (f2 ⊗ g2)
g1
||g1||2

=
〈g1, g2〉
||g1||2

f2,

portanto, f1 = cf2 com c =
〈g1, g2〉
||g1||2

, isto implica que (cf2) ⊗ g1 = f2 ⊗ g2.

Daí, para todo h ∈ H
〈h, g1〉cf2 = 〈h, g2〉f2,

ou seja, 〈h, cg1〉 = 〈h, g2〉 para todo h, assim cg1 = g2.

Para provar a outra implicação basta notar que para cada h ∈ H

(f1 ⊗ g1)(h) = (cf2 ⊗ g1)(h) = 〈h, g1〉cf2

= 〈h, cg1〉f2 = (f2 ⊗ cg1)(h)

= (f2 ⊗ g2)(h).

Logo os operadores são iguais.

1.3 Os operadores shift e comutador

Nesta seção, é abordado o estudo do espectro dos operadores shift unilateral
e bilateral, observando a representação de tais operadores agindo sobre H2 e L2,
respectivamente. É importante conhecer o comutador do operador shift bilateral,
pois ele da informação sobre quando o operador é normal, ou seja, quando ele
comuta com o seu adjunto.

1.3.1 Os operadores Shift

Definição 1.59. Sobre l2 o operador shift unilateral U está definido por

U(a0, a1, a2, ..) = (0, a0, a1, ..)

para (a0, a1, a2, ..) ∈ l2.

Teorema 1.60. 1. O shift unilateral é uma isometria (||Uf || = ||f ||), para
todo f ∈ l2.
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2. O operador adjunto U∗ de U tem a seguinte forma

U∗(a0, a1, a2, ..) = (a1, a2, a3, ..)

para f ∈ l2, chamado também de shift unilateral para trás.

Demonstração. 1. O objetivo é provar que

||(a0, a1, a2, ..)|| = ||(0, a0, a1, a2, ..)||,

mas isto se tem trivialmente pois
∞∑
k=0

|ak|2 = |0|2 +
∞∑
k=1

|ak−1|2.

2. Sejam A o operador definido por

A(a0, a1, a2, ..) = (a1, a2, a3, ..)

e x = (a0, a1, a2, ..) e y = (b0, b1, b2, ..) dois vetores.

Note que

〈Ux, y〉 = 〈(0, a0, a1, a2, ..), (b0, b1, b2, ..)〉 =
∞∑
k=1

ak−1bk

e

〈x,Ay〉 = 〈(a0, a1, a2, ..), (b1, b2, b3, ..)〉 =
∞∑
k=0

akbk+1,

logo, como estas duas somas são iguais segue que A = U∗.

Definição 1.61. O espaço l2(Z)l2(Z)l2(Z) está definido como o espaço de todas as
sequências quadrado somáveis duplas, ou seja

l2(Z) = {(.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..) :
∞∑

n=−∞

|an|2 <∞}.

Definição 1.62. O shift bilateral é o operador W sobre l2(Z) definido por

W (.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..) = (.., a−3, a−2, a−1a−1a−1, a0, a1, ..),

onde o negrito indica a posição zero-ésima.

Teorema 1.63. 1. O shift bilateral é um operador unitário.

2. O adjunto do shift bilateral, chamado shift bilateral para trás é dado por

W ∗(.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..) = (.., a−1, a0, a1a1a1, a2, ..).

Demonstração. Claramente ||Wx|| = ||x|| para todo x ∈ l2(Z), logo W é uma
isometria.
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Defina o operador linear limitado A por

A(.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..) = (.., a−1, a0, a1a1a1, a2, ..).

Claramente AW = WA = I, assim W é uma isometria inversível.

O objetivo é provar que A = W ∗ para logo concluir que W é um operador
unitário.

Sejam x = (.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..) e y = (.., b−2, b−1, b0b0b0, b1, b2, ..) em l2(Z),
observe que

〈Wx, y〉 =
∞∑

n=−∞

an−1bn, 〈x,Ay〉 =
∞∑

n=−∞

anbn+1,

pelo fato de estas somas serem iguais obtém-se que A = W ∗.

Teorema 1.64. Seja U o operador shift unilateral sobre l2 e U∗ o seu adjunto,
então

Π0(U
∗) = D.

Além disso, para λ ∈ D, (U∗ − λ)f = 0 para um f em l2 se, e somente se, existe
uma constante c tal que f = c(1, λ, λ2, λ3, ..).

Demonstração. Primeiro observe que ||U∗|| = ||U || = 1, pois

||U || = sup
||f ||=1

||U(f)|| = sup
||f ||=1

||f || = 1

e dado f = (a0, a1, a2, ..) em l2

||U∗|| = sup
||f ||=1

||U∗(f)|| = sup
||(a0,a1,a2,..)||=1

||(a1, a2, a3, ..)|| ≤ 1,

mas note que para f = (0, 1, 0, ..), tem-se ||f || = 1, donde

||U∗(f)|| = ||(1, 0, 0, ..)|| = 1,

assim o supremo é atingido logo,

||U∗|| = 1 = ||U ||.

Agora, o raio espectral r(U∗) = lim
n→∞

||U∗n||
1
n , e em particular r(U∗) ≤ ||U∗|| = 1,

então,
Π0(U

∗) ⊂ σ(U∗) ⊂ D.

Dado λ com |λ| < 1, então f = (1, λ, λ2, λ3, ..) ∈ l2, assim

U∗(1, λ, λ2, λ3, ..) = (λ, λ2, λ3, λ4..) = λ(1, λ, λ2, λ3, ..),

portanto λ é um valor próprio de U∗ e como consequência,

D ⊂ Π0(U
∗).
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O seguinte passo é tomar eiθ ∈ S1 e mostrar que eiθ 6∈ Π0(U
∗).

Seja f = (f0, f1, f2, ..) um vetor em l2 e suponha que U∗f = eiθf , então

(f1, f2, f3, ..) = (eiθf0, e
iθf1, e

iθf2, ..)

daí, fn+1 = eiθfn para todo n = 0, 1, 2, .., consequentemente fn = einθf0.

Como f ∈ l2 a série
∞∑
n=0

|fn|2 =
∞∑
n=0

|einθf0|2 <∞, assim

lim
n→∞

|einθf0|2 = lim
n→∞

|f0|2 = 0,

isto se, e somente se, f0 = 0, logo f = 0, consequentemente eiθ não pode ser valor
próprio. Juntando os resultados anteriores obtém-se que Π0(U

∗) = D.

Por último, se estabelece a caracterização dos valores próprios do adjunto do
operador Shift unilateral.

Seja λ ∈ D e suponha que U∗f = λf para algum f 6= 0.

Se f = (f0, f1, f2, ..) tem-se

(f1, f2, f3, ..) = U∗f = λf = λ(f0, f1, f2, ..),

então fn+1 = λfn para todo n = 0, 1, 2, .., consequentemente fn = λnf0 para todo
n = 0, 1, 2, .., logo f = f0(1, λ, λ

2, λ3, ..).

Para a implição contrária, suponha que existe uma constante c tal que
f = c(1, λ, λ2, λ3, ..) com |λ| < 1, então

U∗(c(1, λ, λ2, λ3, ..))− λc(1, λ, λ2, λ3, ..) = c(λ, λ2, λ3, ..)− c(λ, λ2, λ3, ..) = 0,

como se desejava.

Teorema 1.65. Se U é o operador shift unilateral sobre l2 e U∗ o seu adjunto,
W é o shift bilateral sobre l2(Z) e W ∗ o seu adjunto, então

1. σ(U) = D, Π(U) = S1 e Π0(U) = ∅.

2. σ(U∗) = Π(U∗) = D e Π0(U
∗) = D.

3. σ(W ) = Π0(W ) = S1, e Π0(W ) = ∅.

4. σ(W ∗) = Π0(W
∗) = S1, e Π0(W

∗) = ∅.

Demonstração. Pelo Teorema 1.64 sabe-se que σ(U∗) ⊂ D e Π0(U
∗) = DΠ0(U
∗) = DΠ0(U
∗) = D,

portanto
D = Π0(U

∗) ⊂ Π(U∗) ⊂ σ(U∗) ⊂ D.

Como σ(U∗) é fechado e S1 ⊂ Π(U∗) pelo Teorema 1.46

D = Π(U∗) = σ(U∗)D = Π(U∗) = σ(U∗)D = Π(U∗) = σ(U∗).
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Agora, como σ(U∗) = D,
σ(U) = Dσ(U) = Dσ(U) = D. (1.4)

Seja λ ∈ D, o próximo objetivo é provar que λ 6∈ Π0(U).
Seja f = (f0, f1, f2, ..) ∈ l2, suponha que λ ∈ Π0(U), ou seja, Uf = λf , então

(0, f0, f1, ..) = (λf0, λf1, λf2, ..).

Se λ = 0, o lado esquerdo da fórmula anterior é zero e assim f = 0.

Se λ 6= 0, fn = ( 1
λ
)nf0 para todo n e λf0 = 0, daí que f0 = 0, logo fn = 0 para

todo n, consequentemente λ não pode ser valor próprio. Portanto, Π0(U) = ∅Π0(U) = ∅Π0(U) = ∅.

O seguinte passo é mostrar que Π(U) = S1 usando algumas propiedades do
espectro de W .

Como ||W || = 1, pelo fato de W ser isométria a fórmula do raio espectral
implica que σ(W ) ⊂ D pois r(W ) ≤ ||W || = 1, em outras palavras como W é
inversível e W−1 = W ∗ tem-se

σ(W ∗) =

{
1

λ
: λ ∈ σ(W )

}
⊂
{

1

λ
: 0 ≤ |λ| ≤ 1

}
= {λ : |λ| ≥ 1},

mas como σ(W ∗) ⊂ D, então σ(W ∗) ⊂ S1 e portanto,

σ(W ) ⊂ S1. (1.5)

Afirmação: Π(U) ⊂ Π(W ).

De fato, seja λ ∈ Π(U), então existe uma sequência de vetores unitários fn em
l2 tal que ||(U − λ)fn||n → 0 quando n→∞. Cada vetor fn em l2 corresponde a
um vetor gn em l2(Z) o qual possui as coordenadas 0, 1, 2, .. iguais a fn e o resto
são zero, assim claramente

||(U − λ)fn|| = ||(W − λ)gn|| e ||gn|| = ||fn|| = 1 para todo n,

de onde obtém-se que λ ∈ Π(W ).

Juntando esta afirmação com os resultados obtidos em (1.4), (1.5) e Teorema
1.46 obtém-se

S1 ⊂ Π(U) ⊂ Π(W ) ⊂ σ(W ) ⊂ S1.

Portanto, σ(W ) = Π(W ) = S1σ(W ) = Π(W ) = S1σ(W ) = Π(W ) = S1 e além disso Π(U) = S1Π(U) = S1Π(U) = S1.

Como σ(W ) = S1 então σ(W ∗) = S1σ(W ∗) = S1σ(W ∗) = S1. Observe que isto implica que
Π(W ∗) ⊂ S1 pois Π(W ∗) ⊂ σ(W ∗). Para mostrar a inclusão contraria, seja
eiθ ∈ S1, como Π(W ) = S1 e e−iθ ∈ S1, segue que existe uma sequência de
vetores fn em l2(Z), de norma 1, tal que ||(W − e−iθ)fn||n → 0 quando n→∞.

Como para qualquer f ∈ l2(Z)

||(W − e−iθ)f || = ||(W ∗ − eiθ)f ||,
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pois lembrando que WW ∗ = Id = W ∗W ,

〈Wf − e−iθf,Wf − e−iθf〉 = 〈Wf,Wf〉+ 〈Wf,−e−iθf〉+ 〈−e−iθf,Wf〉

+〈−e−iθf,−e−iθf〉

= 〈f, f〉+ 〈f,−e−iθW ∗f〉+ 〈−e−iθW ∗f, f〉+ 〈f, f〉

= 〈W ∗f,W ∗f〉+ 〈−eiθf,W ∗f〉+ 〈W ∗f,−eiθf〉+ 〈f, f〉

= 〈W ∗f − eiθf,W ∗f − eiθf〉.

Portanto, ||(W ∗ − eiθ)fn||n → 0 quando n → ∞, assim eiθ ∈ Π(W ∗) e logo,
Π(W ∗) = S1Π(W ∗) = S1Π(W ∗) = S1.

Agora, considere eiθ ∈ S1 e seja x = (.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..).

Se Wx = eiθx, segue que an−1 = eiθan para todo n, consequentemente

an = e−inθa0 para todo n.

Como x ∈ l2(Z) a sêrie
∑∞

n=−∞ |e−inθa0|2 <∞, então lim
n→∞

|a0|2 = 0, assim a0 = 0,
implicando que x = 0.

Como Π0(W ) está contido em S1, segue que Π0(W ) = ∅Π0(W ) = ∅Π0(W ) = ∅.

Da mesma maneira obtém-se que Π0(W
∗) = ∅Π0(W
∗) = ∅Π0(W
∗) = ∅.

O próximo resultado mostra uma representação do operador shift unilateral
como operador sobre H2 e do operador shift bilateral como operador sobre o
espaço L2.

Definição 1.66. Defina MzMzMz(operador multiplicação por z) sobre H2 por

(Mzf)(z) = zf(z).

Note que se f(z) =
∞∑
n=0

anz
n então

(Mzf)(z) =
∞∑
n=0

anz
n+1.

Portanto, Mz age da mesma maneira que um operador Shift unilateral.

Teorema 1.67. O operador Mz sobre H2 é unitariamente equivalente ao shift
unilateral.

Demonstração. Defina o seguinte operador

V : l2(N) −→ H2

(a0, a1, a2, ..) 7−→
∑∞

n=0 anz
n.
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Calculando o operador adjunto de V é fácil notar que V é unitário.

Dado ϕ =
∞∑
n=0

bnz
n em H2 tem-se

V ∗ : H2 −→ l2(N)
ϕ 7−→ V ∗(ϕ) : l2(N) −→ K

(an)n 7−→ V ∗(ϕ) ((an)n) = ϕ(V ((an)n)),

onde ϕ(V ((an)n)) = ϕ

(
∞∑
n=0

anz
n

)
=
∞∑
n=0

bnan, assim

V ∗(ϕ) = (b0, b1, b2, ..),

onde claramente V V ∗ = Id = V ∗V , portanto V é unitário.

Finalmente, prova-se que V U = MzV . De fato, dado a = (a0, a1, a2, ..) em
l2(N),

V (U(a)) = V (0, a0, a1, ..)

=
∞∑
n=0

anz
n+1

= z
∞∑
n=0

anz
n

= zV (a) = MzV (a).

Assim, o operador Mz sobre H2 é unitariamente equivalente ao shift
unilateral.

Portanto,Mz é uma representação do operador shift unilateral como operador
sobre H2.

Observação 1.68. Dado ek(z) =
∞∑
n=0

δk,nz
n tem-se

Mzek(z) = zek(z) = z
∞∑
n=0

δk,nz
n

= zzk = zk+1

= ek+1(z). para todo k = 0, 1, 2, ..

O operador shift bilateral tem uma representação análoga sobre L2.

Definição 1.69. Os operadores MeiθMeiθMeiθ e Me−iθMe−iθMe−iθ são definidos sobre L2 por

(Meiθf)(eiθ) = eiθf(eiθ) e (Me−iθf)(eiθ) = e−iθf(eiθ).
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Teorema 1.70. O operador Meiθ sobre L2 é unitariamente equivalente ao shift
bilateral W sobre l2(Z) e o operador Me−iθ é unitariamente equivalentemente a
W ∗.

Demonstração. Defina o seguinte operador

V : l2(Z) −→ L2

(.., a−1, a0a0a0, a1, ..) 7−→
∞∑

n=−∞

ane
inθ.

Calculando o operador adjunto de V é fácil notar que V é unitário.

Dado ϕ =
∞∑

n=−∞

bne
inθ em (L2)∗, tem-se

V ∗ : (L2)∗ −→ l2(Z)
∗

ϕ 7−→ V ∗(ϕ) : l2(Z) −→ K
(an)n 7−→ V ∗(ϕ)((an)n) = ϕ(V ((an)n)).

Onde ϕ(V ((an)n)) = ϕ

(
∞∑

n=−∞

ane
inθ

)
=

∞∑
n=−∞

bnan, assim

V ∗(ϕ) = (.., b−2, b−1, b0b0b0b1, b2, ..),

onde claramente V V ∗ = Id = V ∗V , portanto V resulta ser unitário. Lembre que
o espaço dual de L2 e de l2(Z) são eles mesmos respectivamente.

Afirmação 1: VW = MeiθV .

De fato, dado a = (.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..) em l2(Z),

V (W (a)) = V (.., a−3, a−2, a−1a−1a−1, a0, a1, ..)

=
∞∑

n=−∞

ane
i(n+1)θ

= eiθ
∞∑

n=−∞

ane
inθ

= eiθV (a) = MeiθV (a).

Afirmação 2: V ∗Me−iθ = W ∗V ∗ ou equivalentemente V ∗Me−iθV = W ∗.
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De fato, dado a = (.., a−2, a−1, a0a0a0, a1, a2, ..) em l2(Z),

V ∗Me−iθV (a) = V ∗Me−iθ

(
∞∑

n=−∞

ane
inθ

)

= V ∗

(
∞∑

n=−∞

ane
i(n−1)θ

)

= (.., a−1, a0, a1a1a1, a2, a3, ..) = W ∗(a).

Das Afirmações 1 e 2, obtém-se o desejado.

1.3.2 Comutador

Definição 1.71. O comutador de um operador linear limitado A é o conjunto
de todos os operadores lineares limitados que comutam com A.

O seguinte teorema é muito importante, pois é usado no capítulo seguinte
para estudos espectrais de um determinado operador.

Teorema 1.72. Se φ ∈ L∞, então ||Mφ|| = ||φ||∞.

Demonstração. Seja f ∈ L2 tal que ||f || = 1, como |φ(eiθ)| ≤ ||φ||∞ q.t.p tem-se

||Mφf ||2 =
1

2π

∫ 2π

0

|φ(eiθ)f(eiθ)|2dθ ≤ 1

2π
||φ||2∞

∫ 2π

0

|f(eiθ)|2dθ,

então ||Mφ|| ≤ ||φ||∞.

O próximo passo é provar a desigualdade contrária.

Seja λ = ||φ||∞. Se λ = 0 não há nada que provar, assuma então que λ 6= 0.

Assim, para todo n ∈ N,

En =

{
eiθ : |φ(eiθ)| > λ− 1

n

}
tem medida positiva. Se χn é a função característica sobre este conjunto e m a
medida de Lebesgue sobre S1, tem-se que quando n é suficientemente grande

||Mφχn||2 =
1

2π

∫
En

|φ(eiθ)|2dθ

≥ 1

2π

∫
En

(λ− 1

n
)2dθ

=
(
λ− 1

n

)2
m(En).
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Note que como ||χn||2 =
1

2π

∫ 2π

0

|χn(eiθ)|2dθ = m(En), considerando fn =
χn
||χn||

,

||Mφfn|| ≥ λ− 1

n

para n suficientemente grande, portanto

||Mφ|| = sup
||f ||=1

||Mφf || ≥ ||Mφfn|| ≥ λ− 1

n
,

ou seja, ||Mφ|| ≥ λ = ||φ||∞.
Teorema 1.73. O comutador de W (considerado como um operador sobre L2) é

{Mφ : φ ∈ L∞}.

Demonstração. Lembrando que W = Meiθ(Unitariamente equivalente).
Se φ ∈ L∞, então MφMeiθ = MeiθMφ, assim {Mφ : φ ∈ L∞} está contido no
comutador de W .

Para provar a inclusão contrária assuma que A é um operador linear limitado
sobre L2 pertecente ao comutador de W .

Defina φ = Ae0, onde φ ∈ L2. A meta é mostrar que φ ∈ L∞ e que A = Mφ.

Como A comuta com W , A comuta com W n pois para n = 2

AW = WA daí AW 2 = AWW = WAW = W 2A,

o qual ajuda a deduzir que é válido para todo n natural. Segue que

Aeinθ = AW ne0 = W nAe0 = einθAe0 = φeinθ para n = 0, 1, 2, ..

Como W é inversível AW = WA se, e somente se, W−1AW = A, daí que
AW−1 = W−1A e assim Aeinθ = φeinθ para todo n ∈ Z.

Pela linearidade segue que Ap = φp para todo polinômio trigonométrico
p. Se f é alguma função em L2, então existe uma sequência de polinômios
trigonométricos (pn)n tal que pn → f em L2 quando n→∞.

Como A é contínua, Apn → Af , consequentemente, φpn → Af sobre L2.
Agora, como pn → f em L2, existe uma subsequência pni → f q.t.p sobre S1,
assim φpni → φf q.t.p, e como φpni → Af sobre L2 então Af = φf q.t.p.
Portanto A = Mφ.

Falta provar que φ ∈ L∞. Fixe n natural e seja En = {eiθ : |φ(eiθ)| > n},
a ideia é mostrar que m(En) = 0 para n muito grande e com m a medida de
Lebesgue.

Seja χn a função característica sobre En, tal função pertence a L2, então

||Aχn||2 = ||φχn||2 =
1

2π

∫
En

|φ(eiθ)|2dθ ≥ n2m(En).
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Além disso, ||χn||2 =
1

2π

∫
En

1dθ = m(En), então

||Aχn||2 ≥ n2||χ||2.

Portanto, se n > ||A|| tem-se ||χn|| = 0, logo m(En) = 0, isto é, φ ∈ L∞.



Capítulo 2

Operadores Toeplitz

O operador mais conhecido e estudado sobre os espaços de Hardy-Hilbert é o
operador Toeplitz, como exemplo pode-se citar os operadores shifts unilaterais.

Neste capítulo estuda-se resultados sobre o espectro e outros aspectos do
operador Toeplitz.

2.1 Matrizes Toeplitz

Dada uma base ortonormal de um espaço de Hilbert H, cada operador linear
limitado sobre H tem uma matriz de representação com respeito a esta base.

Definição 2.1. Se A é um operador linear limitado sobre um espaço de Hilbert H
e (en)n∈I é uma base ortonormal para H, então a matriz de A com respeito à base
dada é a matriz cujas entradas na posição (m,n) são 〈Aen, em〉, com m,n ∈ I.

Lembrando que Mφ denota o operador sobre L2 que consiste da multiplicação
pela função φ de L∞ e tomando a base padrão (einθ)∞n=−∞ para L2 como referência,
o seguinte teorema é enunciado .

Teorema 2.2. Seja φ ∈ L∞ com série de Fourier
∑∞

n=−∞ φne
inθ, então a matriz

de Mφ com respeito à base ortonormal (einθ)∞n=−∞ de L2 é



. . . . . . . . .

. . . φ0 φ−1 φ−2

. . . φ1 φ0 φ−1 φ−2
φ2 φ1 φ0φ0φ0 φ−1 φ−2

φ2 φ1 φ0 φ−1

φ2 φ1 φ0
. . .

. . . . . . . . .


,

onde φ0φ0φ0 representa a posição (0, 0).

38
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Demonstração. Fazendo o cálculo para cada par de inteiros (m,n),

〈Mφen, em〉 =
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθ)einθe−imθdθ =
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθ)e−i(m−n)θdθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑

l=−∞

φle
ilθ

)
e−i(m−n)θdθ

=
∞∑

l=−∞

1

2π

∫ 2π

0

φle
i[l−(m−n)]θdθ

= φm−n.

Portanto, para cada inteiro k, a entrada da matriz Mφ na posição (m,n) é φk
com m− n = k. Daí, obtém-se o resultado.

Definição 2.3. Uma matriz finita, ou matriz infinita dupla(ou seja,matriz com
entradas nas posições (m,n) para m,n ∈ Z) ou uma matriz infinita individual (ou
seja, matriz com entradas nas posições (m,n) para m e n inteiros não negativos)
é chamada matriz Toeplitz, se suas entradas são constante ao longo de cada
diagonal. Isto é, a matriz (am,n) é Toeplitz se

am1,n1 = am2,n2 onde m1 − n1 = m2 − n2.

Observação 2.4. As matrizes que representam operadores de multiplicação com
respeito a base padrão de L2 são matrizes duplamente infinitas cujas diagonais
são constantes. Cada uma dessas matrizes é um exemplo de uma matriz Toeplitz.

Teorema 2.5. Um operador linear limitado sobre L2 é multiplicação por uma
função de L∞ se, e somente se, sua matriz com respeito à base padrão de L2 é
uma matriz Toeplitz.

Demonstração. Foi mostrado no Teorema 2.2 que cada operador multiplicação
sobre L2 tem como matriz de representação associada uma matriz Toeplitz.

Supondo agora que A tem associada uma matriz Toeplitz, a ideia é mostrar
que A = Mφ para algum φ ∈ L∞, pelo Teorema 1.73 é suficiente mostrar que
AW = WA ou equivalentemente, que para todos os inteiros m,n

〈AWen, em〉 = 〈WAen, em〉.

Observe que 〈AWen, em〉 = 〈Aen+1, em〉 = 〈Aen, em−1〉 pela hipótese que a matriz
A tem diagonais constantes, mas 〈Aen, em−1〉 = 〈Aen,W ∗em〉 = 〈WAen, em〉
portanto,

〈AWen, em〉 = 〈WAen, em〉.

O espectro e o espectro pontual aproximado das matrizes Toeplitz sobre L2

podem ser agora calculados, com ajuda da seguinte definição.



40

Definição 2.6. Para φ ∈ L∞, a imagem essencial de φ é definida como

ess ranφ = {λ : m{eiθ : |φ(eiθ)− λ| < ε} > 0, para todo ε > 0},

onde m é a medida de Lebesgue.

? Note que a norma essencial de uma função φ em L∞ é igual a

||φ||∞ = sup{|λ| : λ ∈ ess ranφ},

por equivalência com a Definição 1.27.

Teorema 2.7. Se φ ∈ L∞ então σ(Mφ) = Π(Mφ) = ess ranφ.

Demonstração. Prova-se inicialmente que ess ranφ ⊂ Π(Mφ) para logo mostrar
que σ(Mφ) ⊂ ess ranφ, note que as duas inclusões implicam o resultado desejado.

Seja λ ∈ ess ranφ. Para cada número natural n defina

En =

{
eiθ : |φ(eiθ)− λ| < 1

n

}
,

e seja χn a função característica sobre En. Note que m(En) > 0, então

||(Mφ−λ)χn||2 =
1

2π

∫ 2π

0

|(φ(eiθ)−λ)χn(eiθ)|2dθ =
1

2π

∫
En

|φ(eiθ)−λ|2dθ ≤ 1

n2
m(En).

Portanto, definindo fn =
χn
||χn||

, (fn)n é uma sequência de vetores unitários tais
que

||(Mφ − λ)fn|| ≤
1

n
,

logo λ ∈ Π(Mφ).

Suponha agora que λ 6∈ ess ranφ, então existe ε > 0 tal que

m{eiθ : |φ(eiθ)− λ| < ε} = 0,

isso implica que a função 1
φ−λ está definida q.t.p e de fato 1

|φ−λ| ≤
1
ε
q.t.p, portanto,

1
φ−λ ∈ L∞, logo o operador M 1

φ−λ
é limitado e também o seu inverso Mφ − λ,

assim λ 6∈ σ(Mφ).

2.2 Propriedades básicas do operador Toeplitz

Os operadores Toeplitz são compressões do operador multiplicação no
subespaço H̃2, definido como segue.

Definição 2.8. Para cada φ ∈ L∞, o operador Toeplitz com símbolo φ, é o
operador Tφ definido por

Tφf = P (φf),
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para cada f ∈ H̃2, onde P é a projeção ortogonal de L2 sobre H̃2.

Teorema 2.9. A matriz do operador Toeplitz com símbolo φ com respeito a base
(einθ)∞n=0 de H̃2 é

Tφ =



φ0 φ−1 φ−2 φ−3

φ1 φ0 φ−1 φ−2
. . .

φ2 φ1 φ0 φ−1
. . .

φ3 φ2 φ1 φ0
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

onde φk é o k-ésimo coeficiente de Fourier de φ.

Demonstração. Dado n,m ∈ {0, 1, 2, ...},

〈PMφen, em〉 =
1

2π

∫ 2π

0

P
(
φ(eiθ)einθ

)
e−imθdθ

=
1

2π

∫ 2π

0

P

(
∞∑

l=−∞

φl e
iθ(l+n)

)
e−imθdθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
∞∑

l=−n

φl e
iθ(l+n)

)
e−imθdθ

=
1

2π

∞∑
l=−n

φl

(∫ 2π

0

eiθ(l+n−m)dθ

)

= φm−n.

Assim,

Tφ =



φ0 φ−1 φ−2 φ−3

φ1 φ0 φ−1 φ−2
. . .

φ2 φ1 φ0 φ−1
. . .

φ3 φ2 φ1 φ0
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

ou seja, se

Mφ =



. . . . . . . . .

. . . φ0 φ−1 φ−2

. . . φ1 φ0 φ−1 φ−2
φ2 φ1 φ0φ0φ0 φ−1 φ−2

φ2 φ1 φ0 φ−1

φ2 φ1 φ0
. . .

. . . . . . . . .


,
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Tφ é uma submatriz de Mφ.

Assim, os operadores Toeplitz tem matrizes Toeplitz infinitas individuais.

Definição 2.10. O operador Toeplitz Tφ é um operador Toeplitz analítico se
φ ∈ H̃∞.

Observação 2.11. Se φ pertence a H̃∞, então Tφf = Pφf = φf para todo
f ∈ H̃2, pois H̃∞ ⊂ H̃2.

O seguinte resultado mostra que a matriz de representação padrão do operador
Toeplitz analítico são matrizes triangulares inferiores.

Teorema 2.12. Se Tφ é um operador Toeplitz analítico, então a matriz de Tφ
com respeito a base (einθ)∞n=0 é

Tφ =



φ0 0 0 0 0

φ1 φ0 0 0 0
. . .

φ2 φ1 φ0 0 0
. . .

φ3 φ2 φ1 φ0 0
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .


,

onde φ(eiθ) =
∞∑
k=0

φke
ikθ.

Demonstração. Como φ ∈ H̃2, os coeficientes de fourier de φ com índice negativo
são zero.

Teorema 2.13. O comutador do operador shift unilateral agindo sobre H̃2 é{
Tφ : φ ∈ H̃∞

}
.

Demonstração. Pelo Teorema 1.67 ou Teorema 1.70 se deduz que o operador
Meiθ é uma representação do operador shift unilateral agindo sobre H̃2, assim é
equivalente provar que o comutador do operador multiplicação Meiθ agindo sobre
H̃2 é {

Tφ : φ ∈ H̃∞
}
.

Cada operador Toeplitz analítico comuta com Meiθ , pois para cada f ∈ H̃2,

TφMeiθf = PφMeiθf = φeiθf = eiθφf = MeiθTφf.

Para provar a implicação contrária é só agir de forma similar ao Teorema 1.73.
Suponha que AU = UA. Seja φ = Ae0, então φ ∈ H̃2 e pela hipótese tem-se que
para cada n ∈ Z+,

Aen = AUne0 = UnAe0 = Unφ = einθφ.
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Portanto, pela linearidade Ap = φp, para todo polinômio p ∈ H̃2.

Para f ∈ H̃2 arbitrário, escolha (pn)n tal que pn −→ f em H̃2, então pela
continuidade e pelo fato de Apn = φpn, tem-se φpn −→ Af .

Além disso existe uma sequência (pnj)j tal que pnj −→ f q.t.p portanto,
φpnj −→ φf q.t.p logo, Af = φf q.t.p.

Falta mostrar que φ é essencialmente limitada.
Se A = 0, segue trivialmente. Pode-se asumir que ||A|| 6= 0.

Defina a função mensurável ψ por ψ =
φ

||A||
e assim ψ ∈ H̃2 então,

ψf =
φf

||A||
=

Af

||A||

para toda f ∈ H̃2, segue que ||ψf || ≤ ||f || para toda f ∈ H̃2.
Tomando f ≡ 1,

ψn =
φn

||A||n
=⇒ ψnf =

φnf

||A||n
=

Anf

||A||n
=⇒ ||ψnf || ≤ ||f ||

para toda f ∈ H̃2, assim ||ψn|| ≤ 1 para n ∈ N.

Suponha que existe ε > 0 tal que E = {eiθ : |ψ(eiθ)| ≥ 1 + ε} tem medida
positiva então,

||ψn|| =
1

2π

∫ 2π

0

|ψ(eiθ)|ndθ ≥ 1

2π

∫
E

|ψ(eiθ)|ndθ

≥ 1

2π

∫
E

(1 + ε)ndθ = (1 + ε)nm(E).

Portanto, 1 ≥ ||ψ||n ≥ (1 + ε)nm(E) para todo n ∈ N, o que é uma contradição,
assim ψ e φ pertencem a L∞.
Observação 2.14. Pela correspondência de H̃2 e H2 pode-se considerar o
operador Toeplitz analítico sobre H2. Como H̃∞ ⊂ H̃2, pela Definição 1.37
cada função φ ∈ H̃∞ corresponde a uma função φ analítica sobre D, então pelo
Corolário 1.34

lim
r→1−

φ(reiθ) = φ(eiθ) q.t.p.

Assim, considerando Tφ como um operador sobre H2 segue que,

(Tφf)(z) = φ(z)f(z) para f ∈ H2 e z ∈ D.

Isto é, o operador Toeplitz analítico Tφ é simplesmente a multiplicação pela função
analítica φ sobre H2.

Segue agora que todas as matrizes Toeplitz limitadas com respeito à base
padrão de H̃2 são as matrizes dos operadores Toeplitz.
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Teorema 2.15. Os operadores Toeplitz sobre H̃2 são os operadores cujas matrizes
com respeito a base (einθ)∞n=0 de H̃2 são matrizes Toeplitz.

Demonstração. O fato que cada operador Toeplitz tem uma matriz Toeplitz foi
provado no Teorema 2.9.

Agora prova-se o contrário.

Seja A um operador limitado sobre H̃2 cuja matriz com respeito à base padrão
é uma matriz Toeplitz. Seja P a projeção ortogonal de L2 sobre H̃2, assim AP é
um operador limitado sobre L2 e para n natural defina An sobre L2 como

An = W ∗nAPW n.

O objetivo é mostrar que (An)n converge a um operador multiplicação e que A é
o operador Toeplitz cujo símbolo é o correspondente a uma função em L∞.

Note que ||An|| ≤ ||A||, pois ||W || = ||W ∗|| = ||P || = 1, adicionalmente como
(W ∗)−1An(Wn)−1P−1 = A, então ||An|| = ||A||.

Agora, para cada par (s, t) de inteiros, tem-se

〈Anes, et〉 = 〈W ∗nAPW nes, et〉

= 〈APes+n,W net〉

= 〈APes+n, et+n〉.

Para n suficientemente grande, sendo mais preciso, para n ≥ −s esta expressão é
igual a 〈Aes+n, et+n〉 pois Pes+n = es+n para n ≥ −s e pela hipótese 〈Aes+n, et+n〉
é constante respeito a n, para n ≥ −s. Pela linearidade, segue que para cada par
(p, q) de polinômios trigonométricos, 〈Anp, q〉 é constante para n suficientemente
grande.

Definindo a forma bilinear ψ sobre polinômios trigonométricos da seguinte
forma

ψ(p, q) = lim
n−→∞

〈Anp, q〉,

como |ψ(p, q)| ≤ ||A|| ||p|| ||q|| para todo polinômio p, q, ψ(p, q) é uma forma
bilinear limitada sobre o subconjunto dos polinômios trigonométricos de L2,
portanto ψ pode-se estender a uma forma bilinear limitada sobre L2 e assim
existe um operador linear limitado A0 sobre L2 tal que

ψ(f, g) = 〈A0f, g〉

para todo f, g ∈ L2.

Segue que lim
n−→∞

〈Anf, g〉 = 〈A0f, g〉, para todo f, g ∈ L2.

Falta provar que A0 é um operador multiplicação e que PA0|H̃2 = A.
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Observe que pelo fato de An = W ∗nAPW n,

〈W ∗AnWf, g〉 = 〈An+1f, g〉,

e mais
〈W ∗AnWf, g〉 = 〈AnWf,Wg〉.

Quando n tender para infinito obtém-se

〈A0f, g〉 = 〈A0Wf,Wg〉 = 〈W ∗A0Wf, g〉

portanto, A0 = W ∗A0W ou equivalentemente WA0 = A0W.

Como A0 comuta comW , pelo Teorema 1.73 tem-se que A0 = Mφ para algum
φ ∈ L∞.

Agora, para provar que A = PMφ|H̃2 , note primeiro que para s e t em Z+∪{0}

〈PMφes, et〉 = 〈PA0es, et〉
= 〈A0es, et〉
= lim

n−→∞
〈Anes, et〉.

Como 〈Anes, et〉 = 〈Aes+n, et+n〉 para n suficientemente grande e A é uma matriz
Toeplitz tem-se 〈Aes+n, et+n〉 = 〈Aes, et〉, daí

〈PMφes, et〉 = 〈Aes, et〉.

Portanto, A = PMφ|H̃2 , ou seja, A é o operador Toeplitz Tφ.

Observação 2.16. O operador shift Unilateral U é o operador Toeplitz Teiθ .

Uma caracterização alternativa dos operadores Toeplitz é dada no seguinte
corolário a partir do teorema anterior.

Corolário 2.17. O operador T é um operador Toeplitz se, e somente se,
U∗TU = T , onde U é o shift unilateral.

Demonstração. Note que para n,m ∈ Z+ ∪ {0}.

〈U∗TUen, em〉 = 〈TUen, Uem〉 = 〈Ten+1, em+1〉.

Portanto, se T é um operador Toeplitz, pelo Teorema 2.15, T tem matriz Toeplitz
associada, assim

〈U∗TUen, em〉 = 〈Ten, em〉,

logo,
U∗TU = T.
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Reciprocamente, se U∗TU = T então,

〈Ten, em〉 = 〈U∗TUen, em〉
= 〈TUen, Uem〉
= 〈Ten+1, em+1〉

e
〈Ten, em〉 = 〈U∗TUen, em〉

= 〈U∗(U∗TU)Uen, em〉

= 〈Ten+2, em+2〉

...

Assim 〈Ten, em〉 = 〈Ten+k, em+k〉 para todo k = 1, 2, ... então T tem matriz
Toeplitz e portanto, é um operador Topelitz pelo Teorema 2.15.

Teorema 2.18. A aplicação φ 7−→ Tφ que vai de L∞ sobre o espaço dos
operadores Toeplitz, considerado como um subespaço da álgebra dos operadores
lineares limitados L(H) sobre H̃2, é injetiva, limitada, linear e preserva adjunta
(ou seja, T ∗φ = Tφ).

Demonstração. A aplicação é linear pois dado α, β ∈ C e φ1, φ2 em L∞,

Tαφ1+βφ2 = αTφ1 + βTφ2 .

Como
||Tφ|| = ||PMφ|| ≤ ||Mφ|| = sup

||f ||=1

||φf || ≤ ||φ||∞,

||Tφ|| ≤ ||φ||∞, ou seja, a aplicação é limitada.

Se Tφ e Tψ são iguais, então comparando suas matrizes obtém-se que φ e ψ
tem os mesmos coeficientes de Fourier, portanto a aplicação é injetiva.

Preserva a adjunta, pois dados f, g ∈ H̃2

〈T ∗φf, g〉 = 〈f, Tφg〉 = 〈f, PMφg〉 = 〈f, φg〉

=
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)φ(eiθ)g(eiθ)dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθ)f(eiθ)g(eiθ)dθ = 〈φf, g〉

= 〈PMφf, g〉 = 〈Tφf, g〉.
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Mostra-se mais adiante que a aplicação anterior é uma isométria linear, ou
seja, ||Tφ|| = ||φ||∞.

Note que a soma de dois operadores Toeplitz é um operador Toeplitz, pois
somando duas matrizes infinitas duplas constantes obtém-se outra matriz a qual
será também infinita dupla constante. Para o produto nem sempre é verdade,
um caso no qual isto mantem-se é quando φ ∈ H̃∞, aqui Tφ é a restrição de Mφ

a H̃2, assim
TψTφg = TψPMφg = PMψPMφg

= PMψφg = PMψφg = Tψφ

para todo ψ ∈ L∞.

Lema 2.19. Se Tψ e Tφ são operadores Toeplitz e U é o shift unilateral, então

U∗TψTφU − TψTφ = P (e−iθψ)⊗ P (e−iθφ),

ver Notação 1.57, onde P é a projeção ortogonal de L2 sobre H̃2.

Demonstração. Note que I = UU∗ + e0 ⊗ e0, onde e0 ⊗ e0 é a projeção ortogonal
de H̃2 sobre as constantes. Portanto,

U∗TψTφU = U∗Tψ(UU∗ + e0 ⊗ e0)TφU

= U∗TψUU
∗TφU + U∗Tψ(e0 ⊗ e0)TφU

= TψTφ + U∗Tψ(e0 ⊗ e0)TφU. (PeloCorolário 2.17)

Mas, U∗Tψ(e0 ⊗ e0)TφU = U∗Tψe0 ⊗ U∗Tφe0, pelo Teorema 1.58, e considerando
U = Teiθ

U∗Tψe0 = (TψU)∗e0 = (Teiθψ)∗e0

= Te−iθψe0 = P (e−iθψ).

Similarmente

U∗Tφe0 = (TφU)∗e0 = (Teiθφ)∗e0

= Te−iθφe0 = P (e−iθφ).

Assim, U∗TψTφU = TψTφ + P (e−iθψ)⊗ P (e−iθφ)

Definição 2.20. O operador Toeplitz Tφ é dito coanalítico se T ∗φ é analítico (o
que equivale a dizer que φ ∈ H̃∞).

Teorema 2.21. Para ψ e φ em L∞, TψTφ é um operador Toeplitz se, e somente
se, Tψ é coanalítico ou Tφ é analítico. Em qualquer destes casos, TψTφ = Tψφ.

Demonstração. Se Tφ é analítica, então claramente TψTφ = Tψφ.
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Se Tψ é coanalítica, ou seja, Tψ é analítica, então

(TψTφ)∗ = T ∗φT
∗
ψ = TφTψ = Tφψ,

portanto, TψTφ = (Tφψ)∗ = Tψφ, ou seja, TψTφ é Toeplitz.

Suponha agora que TψTφ é um operador Toeplitz, pelo Lema 2.19

U∗TψTφU − TψTφ = P (e−iθψ)⊗ P (e−iθφ)

e pelo Corolário 2.17
U∗TψTφU = TψTφ,

daí P (e−iθψ)⊗ P (e−iθφ) = 0, logo P (e−iθψ) = 0 ou P (e−iθφ) = 0.

Se P (e−iθψ) = 0, então e−iθψ⊥H̃2, ou seja, os coeficientes dos índices positivos
de Fourier de ψ são zero e Tψ é coanalítico.

Se P (e−iθφ) = 0, então e−iθφ⊥H̃2, ou seja os coeficientes de índices positivos
de Fourier de φ são zero e Tφ é analítica.

Corolário 2.22. O produto de dois operadores Toeplitz é zero se, e somente se,
um dos fatores é zero.

Demonstração. Se um dos fatores é zero, é claro que o produto dos dois operadores
Toeplitz é zero.

Agora se TψTφ = 0, como 0 é um operador Toeplitz o teorema anterior implica
que Tψ é coanalítica ou Tφ é analítica e que TψTφ = Tψφ = 0.

Portanto, ψφ = 0.

Se Tφ é analítica e não é nulo, então m({eiθ : φ(eiθ) = 0}) = 0 pelo Teorema
1.39, implicando que ψ = 0 q.t.p, logo Tψ = 0.

Se Tψ é analítica e não é nula, então m({eiθ : ψ(eiθ) = 0}) = 0 pelo Teorema
1.39, implicando que φ = 0 q.t.p, logo Tφ = 0.

Sabe-se então que se Tψ e Tφ são operadores Toeplitz analíticos eles comutam,
assim TψTφ = Tψφ = Tφψ = TφTψ, da mesma forma se os dois operadores são
coanalíticos. Mas não são os únicos casos.

Teorema 2.23. Sejam φ e ψ em L∞ então TφTψ = TψTφ se, e somente se, uma
das seguintes condições se mantém

(i) Tψ e Tφ são analíticas.

(ii) Tψ e Tφ são coanalíticas.

(iii) Existem a, b complexos, não nulos tal que aφ+ bψ é constante.
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Demonstração. É claro que (i) e (ii) implicam comutatividade. Suponha que
existem a, b números complexos não zero tal que aφ+ bψ = k, k constante, então
ψ = k−aφ

b
, assim

TφTψ = TφT k−aφ
b

= PφP (k−aφ)
b

= Pφ(k
b

+ P (−aφ)
b

)

= Pφk
b

+ PφP (−aφ
b

) = Pφk
b
− a

b
PφPφ

= PφP k
b
− a

b
PφPφ

= P k
b
Pφ− a

b
PφPφ = (P k

b
− a

b
Pφ)Pφ

= P (k−aφ
b

)Pφ = TψTφ.

Agora suponha que TφTψ = TψTφ. Pelo Lema 2.19

U∗TφTψU − TφTψ = P (e−iθφ)⊗ P (e−iθψ)

e
U∗TψTφU − TψTφ = P (e−iθψ)⊗ P (e−iθφ),

portanto,
P (e−iθφ)⊗ P (e−iθψ) = P (e−iθψ)⊗ P (e−iθφ). (2.1)

Existem dois casos, quando pelo menos um dos vetores de (2.1) é zero ou nenhum
destes é zero.

Assuma que um dos vetores é zero, suponha

(1) P (e−iθφ) = 0.

Então, pelo Teorema 1.58 ||P (e−iθψ)⊗ P (e−iθφ)|| = ||P (e−iθψ)||||P (e−iθφ)|| = 0

Tem-se aqui dois subcasos:

(1.1) Se P (e−iθφ) = P (e−iθψ) = 0.
Nesse caso, os coeficientes de Fourier de φ e ψ que correspondem aos índices
positivos são zero, e assim Tφ e Tψ são coanalíticas e satisfazem (ii).

(1.2) Se P (e−iθφ) = P (e−iθφ) = 0.
Aqui φ é constante e satisfaz (iii) escolhendo a = 1 e b = 0.

Assuma agora que

(2) P (e−iθψ) = 0.

Então novamente pelo Teorema 1.58, tem-se dois subcasos
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(2.1) Se P (e−iθψ) = P (e−iθψ) = 0.
Aqui ψ é constante e satisfaz (iii) escolhendo a = 0 e b = 1.

(2.2) Se P (e−iθψ) = P (e−iθφ) = 0.
Nesse caso os coeficientes de Fourier de φ e ψ que corresponden aos índices
negativos são nulos, e assim Tφ e Tψ são analíticos e satisfaz em (i).

No caso onde (3) P (e−iθψ) = 0 e (4)P (e−iθφ) = 0 o resultado é análogo.

Asuma agora que nenhum dos quatro são zero.

Como P (e−iθφ)⊗P (e−iθψ) = P (e−iθψ)⊗P (e−iθφ), pelo Teorema 1.58, existe
b 6= 0 tal que

P (e−iθφ) = bP (e−iθψ) e P (e−iθφ) = bP (e−iθψ)

então,
P (e−iθ(φ− bψ)) = 0 e P (e−iθ(φ− bψ)) = 0,

implica que φ− bψ é constante, portanto a condição (iii) é satisfeita.

Corolário 2.24. Se dois operadores Toeplitz comutam entre eles e não satisfazem
a condição (iii) do teorema anterior, então seu produto é um operador Toeplitz.

Demonstração. Segue do teorema anterior que o primeiro operador é analítico ou
o segundo operador é coanalítico, daí pelo Teorema 2.21 o produto é um operador
Toeplitz.

Teorema 2.25. Um operador Toeplitz é autoadjunto se, e somente se, o seu
símbolo é de valor real q.t.p.

Demonstração. Segue do fato que Tφ = T ∗φ se, e somente se, φ = φ.

Corolário 2.26. O operador Toeplitz Tφ é normal se, e somente se, existem
números complexos c e d, e uma função de valor real ψ em L∞ tal que φ = cψ+d
q.t.p.

Demonstração. Pelo Teorema 2.25, T ∗ψ = Tψ, então

TφT
∗
φ = Tcψ+dTcψ+d = (cTψ + d)(cTψ + d)

= cTψcTψ + cTψd+ dcTψ + dd

= cTψcTψ + dcTψ + cTψd+ dd

= (cTψ + d)(cTψ + d) = T ∗φTφ.

Agora, suponha que Tφ é normal, ou seja, que Tφ comuta com T ∗φ = Tφ e como
pelo menos um dos três casos do Teorema 2.23 se cumpre:
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Se (i) ou (ii) é verdadeiro, tem-se que φ é constante e o resultado segue.

Se (iii) é verdadeira, então

aφ+ bφ = k (2.2)

para k constante, tomando conjugados e somando as duas tem-se

2Re((a+ b)φ) = k + k.

Seja ψ a parte imaginária da função (a+ b)φ, note que

(a+ b)φ =
k + k

2
+ iψ.

Se a+ b 6= 0, segue o resultado.
Se a = −b, segue de (2.2) que aφ − aφ = k, daí (2i)Imaφ = k logo,
Imφ = Constante.

Segue que φ tem a forma desejada com ψ = Reφ.

Teorema 2.27. O único operador Toeplitz compacto é 0.

Demonstração. Seja Tφ um operador compacto.

Lembre que os operadores compactos enviam sequências fracamente
convergentes em sequências fortemente convergentes. Portanto, como (es+n)n ⇁ 0
quando n→∞, (Tφ(es+n))n → 0.

Lembrando também que toda sequência que converge fraca é limitada, tem-se
que (es+n)n é limitada logo,

〈Tφ(es+n), et+n〉 → 0

quando n→∞.

Como Tφ é Toeplitz 〈Tφ(es+n), et+n〉 = φs−t, onde φk é o k-ésimo coeficiente
de Fourier de φ, portanto φs−t = 0 para todo s, t ∈ Z+ ∪{0}, ou seja φk = 0 para
todo k ∈ Z, daí φ = 0 q.t.p, assim Tφ = 0.

De fato, os operadores Toeplitz não podem ser obtidos através da aproximação
de operadores compactos, como será mostrado na seguinte seção.

2.3 Estrutura espectral

Nesta seção faz-se o estudo do espectro do operador Toeplitz em termos de
seu símbolo φ geral, pelo qual ele está determinado.

Para começar é mostrado que o espectro pontual aproximado de Tφ sempre
contém imagem essencial de φ.
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Teorema 2.28. (Teorema da inclusão espectral).
Para todo φ ∈ L∞, o espectro de Mφ está contido no espectro de Tφ. Mais
precisamente,

ess ranφ = Π(Mφ) = σ(Mφ) ⊂ Π(Tφ) ⊂ σ(Tφ).

Demonstração. O Teorema 2.7 mostrou que σ(Mφ) = Π(Mφ) = ess ranφ.
Assuma agora que λ ∈ Π(Mφ), então existe uma sequência (fn)n de funções em
L2 com ||fn|| = 1 tal que,

||(Mφ − λ)fn||n → 0

quando n → ∞. Removendo os termos quando n for suficientemente grande de
cada fn e renormalizando, para cada n existe um gn de norma 1 que tem só um
número finito de coeficientes de Fourier não nulos correspondentes aos índices
negativos, que satisfaz

||fn − gn|| ≤
1

n
.

Segue que ||(Mφ − λ)gn||n → 0, quando n→∞.

Como o operador shift bilateralW tem a propriedade de mover os coeficientes
de Fourier das funções em L2 a direita, para cada n existe Mn ∈ Z+ tal que
WMngn ∈ H̃2 e como W é unitário e comuta com Mφ tem-se,

||(Mφ − λ)WMngn|| = ||WMn(Mφ − λ)gn||

= 〈WMn(Mφ − λ)gn,W
Mn(Mφ − λ)gn〉

1
2

= 〈(Mφ − λ)gn,W
Mn
∗
WMn(Mφ − λ)gn〉

1
2

= 〈(Mφ − λ)gn, (Mφ − λ)gn〉
1
2

= ||(Mφ − λ)gn||.

Além disso, ||WMngn|| = ||gn|| = 1, pelo mesmo fato de W ser unitário.

Para cada n defina hn = WMngn, então cada hn ∈ H2,||hn|| = 1 e

||(Mφ − λ)hn||n → 0

quando n→∞ mas,

||(Tφ − λ)hn|| = ||P (Mφ − λ)hn|| ≤ ||(Mφ − λ)hn||,

portanto,
||(Tφ − λ)hn||n → 0,

quando n→∞. Logo λ ∈ Π(Tφ), assim Π(Mφ) ⊂ Π(Tφ).

Corolário 2.29. Para φ ∈ L∞, ||φ||∞ = ||Mφ|| = ||Tφ|| = r(Tφ), donde r(Tφ) é
o raio espectral.
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Demonstração. Pelo Teorema 1.72 tem-se ||φ||∞ = ||Mφ|| e pela pág.207 de
[15](Cézar), o raio espectral de um operador normal é igual a sua norma assim,

||Mφ|| = r(Mφ).

Pelo Teorema 2.28 (Inclusão espectral) r(Mφ) ≤ r(Tφ), além disso, o espectro de
todo operador é no máximo sua norma pelo Teorema 1.43, então r(Tφ) ≤ ||Tφ||,
juntando todas essas informações

||Mφ|| = r(Mφ) ≤ r(Tφ) ≤ ||Tφ||.

Mas como Tφ = PMφ|H̃2 tem-se

||Tφ|| ≤ ||P ||||Mφ|| = ||Mφ||.

Portanto, se conclui ||Mφ|| = ||Tφ|| = r(Tφ).

Lembrando que um operador é dito quasenilpotente se o seu espectro é 0,
segue o seguinte corolário.

Corolário 2.30. O único operador quasenilpotente Toeplitz é o operador 0.

Demonstração. Se r(Tφ) = 0, o corolário anterior diz que ||φ||∞ = 0, então φ = 0
q.t.p, ou seja Tφ = 0.

Corolário 2.31. Se φ pertence a L∞ e K um operador compacto, então
||Tφ −K|| ≥ ||Tφ||.

Demonstração. Como ||Te−inθ || = 1 para cada n ∈ N,

||Tφ −K|| ≥ ||Te−inθ(Tφ −K)||

= ||Te−inθφ− Te−inθK|| (PeloTeorema 2.21)

≥ ||Te−inθφ|| − ||Te−inθK||.

Note que pelo fato de e−inθ ∈ H̃∞ e pelo Corolário 2.29

||Te−inθφ|| = ||e−inθφ||∞ = ||φ||∞ = ||Tφ||,

para todo n.

Além disso, Te−inθ é simplesmente U∗n, portanto, (Te−inθf)n → 0 para cada
f ∈ H̃2.
Como K é compacto, segue do exercício 1.19 de [14], pág.32, que

(Te−inθK)n → 0,

quando n→∞.
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Assim, como consequência, os operadores Toeplitz não podem ser obtidos
através da aproximação de operadores compactos.

Exemplo 2.32. Existe um operador K de posto 1, tal que, ||S∗ −K|| = ||S∗||,
onde S∗ é o shift unilateral para trás.

Demonstração. Seja K = e0 ⊗ e1, note que dada

f = (f0, f1, f2, ...) ∈ l2, e0 = (1, 0, 0, ..) e e1 = (0, 1, 0, ..),

K(f) = (e0 ⊗ e1)f = 〈f, e1〉e0 = f1e0 = (f1, 0, 0, ...)

e
S∗(f) = (f1, f2, f3, ...)

assim,

(S∗ −K)f = S∗(f)−K(f) = (f1, f2, ...)− (f1, 0, ...) = (0, f2, f3, ...),

logo,
||S∗ −K|| = ||S∗|| = 1.

Teorema 2.33. Para φ ∈ L∞ e lembrando que Env A significa envoltória convexa
de um determinado conjunto A, os seguintes conjuntos são idênticos:

(i) Env σ(Tφ)

(ii) Env σ(Mφ)

(iii) W (Tφ)

(iv) W (Mφ)

(v) Env(ess ranφ).

Demonstração. Como Mφ é normal, W (Mφ) = Env(σ(Mφ)) pelo Teorema 1.55
e pelo Teorema 2.28 (Inclusão espectral)

Env(σ(Mφ)) ⊂ Envσ(Tφ) ⊂ W (Tφ).

Como 〈Tφf, f〉 = 〈Mφf, f〉 para f ∈ H2,

W (Tφ) ⊂ W (Mφ),

e assim W (Tφ) ⊂ W (Mφ).

Logo W (Mφ) = Env(σ(Mφ)) = Envσ(Tφ) = W (Tφ).
Mas como ess ranφ = σ(Mφ), então

Env(ess ranφ) = Envσ(Mφ).
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Corolário 2.34. Para cada φ ∈ L∞, ess ranφ ⊂ σ(Tφ) e
σ(Tφ) ⊂ Env(ess ranφ). Em particular, se ess ranφ é convexo então
σ(Tφ) = ess ranφ.

Demonstração. Segue do Teorema 2.28 (Inclusão espectral) que

ess ranφ = σ(Mφ) ⊂ σ(Tφ)

e pelo teorema anterior tem-se

Env(ess ranφ) = Envσ(Tφ),

assim claramente
σ(Tφ) ⊂ Env(ess ranφ).

Agora, se ess ranφ é convexo, então Env(ess ranφ) = ess ranφ, assim

σ(Tφ) ⊂ ess ranφ

e pelo Teorema 2.28
ess ranφ ⊂ σ(Tφ),

assim
σ(Tφ) = ess ranφ.

O espectro dos operadores Toeplitz pode ser calculado em alguns casos quando
ess ranφ não é convexo. Em particular, σ(Tφ) pode ser obtido se Tφ for operador
Toeplitz analítico.

Teorema 2.35. Se φ ∈ H∞, então σ(Tφ) = φ(D).

Demonstração. Considere Tφ agindo sobre H2 em vez de H̃2. Suponha que
λ = φ(z0) para z0 ∈ D, então

((Tφ − λ)f)(z0) = (φ(z0)− λ)f(z0) = 0, ∀f ∈ H2,

logo Tφ − λ não é injetora e Tφ − λ não pode ser inversível, isto prova que
φ(D) ⊂ σ(Tφ) e assim φ(D) ⊂ σ(Tφ).

Agora assuma que λ 6∈ φ(D).

Defina δ = dist(λ, φ(D)), sendo assim δ > 0. Como |φ(z)− λ| ≥ δ para todo
z ∈ D,

1

φ(z)− λ
é analítica e limitada por 1

δ
sobre D, logo

(Tφ − λ)−1 = T 1
φ−λ

implica que λ 6∈ σ(Tφ).
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Analogamente, tem-se um resultado para operadores Toeplitz coanalíticos.

Corolário 2.36. Se Tφ é um operador Toeplitz coanalítico, e se φ ∈ H∞ cuja
função limitada é o conjugado complexo de φ q.t.p., então σ(T ∗φ) é o fecho do
conjunto complexo de conjugados complexos de φ(D).

Demonstração. Lembrando que T ∗φ = Tφ, como φ ∈ H∞, o resultado segue do
teorema anterior e do fato que

σ(A∗) =
{
λ : λ ∈ σ(A)

}
.

Teorema 2.37. (Alternativa de Coburn). Se φ ∈ L∞ e não é nulo, então
pelo menos um de Tφ e T ∗φ é injetivo.

Demonstração. Suponha que Tφf = 0 para algum f 6= 0, e suponha também que

T ∗φ(g) = P (φg) = 0.

Deve-se provar que g = 0.

Tem-se que P (φf) = 0, onde P é a projeção de L2 sobre H̃2, então
φf, φg ∈ (H̃2)⊥, daí os coeficientes de φf e φg que podem ser diferentes de
zero são aqueles cujas posições são {1, 2, ..}.

Como f, g ∈ H̃2, então φfg e φgf em L1(S1) tem coeficientes de Fourier
diferentes de zero no máximo nas posições {1, 2, ..}, mas

φgf = φfg,

então φgf e seu conjugado tem os coeficientes de Fourier diferentes de zero no
máximo nas posições {1, 2, ..}, portanto, φgf ≡ 0.

Como f 6= 0, m{eiθ : f̃(eiθ) = 0} = 0 pelo Teorema F. e M.Riesz 1.39, logo
φg = 0 q.t.p. Como φ não é nulo, existe um conjunto de medida positiva sobre o
qual g se anula, logo g se anula sobre um conjunto de medida positiva, donde se
conclui que g ≡ 0 usando novamente o Teorema F. e M.Riesz 1.39.

Corolário 2.38. Um operador Toeplitz distinto do nulo, tem imagem densa se
este não for injetivo.

Demonstração. Se Tφ for não injetivo, segue da Alternativa Coburn que T ∗φ é
injetivo. Se a imagem de Tφ não for densa, existiria g 6= 0 tal que 〈Tφf, g〉 = 0

para toda f ∈ H̃2, mas
〈Tφf, g〉 = 〈f, T ∗φg〉.

Em particular,

〈T ∗φg, T ∗φg〉 = 0 e T ∗φg = 0,
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isto implica que g = 0, o que é uma contradição.

Corolário 2.39. Para φ ∈ L∞, não constante,

Π0(Tφ) ∩ Π0(T ∗φ) = ∅,

onde Π0(T ∗φ) denota o conjunto de conjugados complexos de valores próprios de
T ∗φ .

Demonstração. Suponha que λ ∈ Π0(Tφ), assim existe uma função f diferente da
nula tal que (Tφ − λ)f = (Tφ−λ)f = 0.

Suponha também que (T ∗φ − λ)g = 0, o objetivo é mostrar que g = 0, mas
note que T ∗φ − λ = T ∗φ−λ assim pela Alternativa de Coburn g = 0.

Corolário 2.40. Se φ ∈ L∞ é não constante de valor real, então Π0(Tφ) = ∅.

Demonstração. Nesse caso Tφ = Tφ, ou seja, Tφ é autoadjunto, implicando que o
seu espectro é real. Portanto, se λ ∈ Π0(Tφ), λ = λ e λ ∈ Π0(T

∗
φ) o que contradiz

o corolário anterior.

A seguinte definição permite o estudo do último corolário do Teorema
Alternativa Coburn apresentado neste trabalho.

Definição 2.41. Um operador limitado T sobre um espaço de Hilbert separável
H é Fredholm se sua imagem é fechada e se

j(T ) = dimker T − dimker T ∗

é finito.

Corolário 2.42. Se φ ∈ L∞(S1) tal que Tφ é um operador de Fredholm então
Tφ é inversível se, e somente se, j(Tφ) = 0.

Demonstração. Seja Tφ um operador de Fredholm e suponha Tφ inversível.
Note que

Tφ = Tφ + 0,

onde zero é o único operador Toeplitz compacto, então pelo exercício 6
[3](Brezis),pág.494, obtém-se que j(Tφ) = 0.

Agora, se j(Tφ) = 0, dim ker Tφ = dim ker T ∗φ e pela Alternativa de Coburn
ou ker(Tφ) = {0} ou ker(T ∗φ) = {0}, implicando que

dim ker Tφ = 0 ou dim ker T ∗φ = 0,

daí dim ker Tφ = dim ker T ∗φ = 0, logo ker Tφ = {0} = kerT ∗φ , portanto Tφ é
injetivo.

Como
ran Tφ = (ker T ∗φ)⊥ = {0}⊥ = L2,

então Tφ é sobrejetor, logo Tφ é inversível.
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O próximo passo é determinar o espectro de um operador Toeplitz auto-
adjunto, para isto a seguinte definição.

Definição 2.43. Para φ ∈ L∞ de valor real, o ínfimo essencial de φ, denotado
por ess infφ, é a maior das cotas inferiores da imagem essencial de φ, e o
supremo essencial de φ, denotado por ess supφ, é a menor das cotas superiores
da imagem essencial de φ.

Teorema 2.44. Se Tφ é autoadjunto, então

σ(Tφ) = {t : ess inf φ ≤ t ≤ ess sup φ}.

Demonstração. Lembre que se Tφ é autoadjunto, então φ é de valor real q.t.p,
ver Teorema 2.25. Claramente [ess inf φ, ess supφ] = Env(ess ranφ), o qual
contém o σ(Tφ) pois pelo Teorema 1.49, σ(Tφ) ⊂ W (Tφ) e pelo Teorema 2.33
W (Tφ) = Env(ess ranφ).

Para provar a inclusão contrária, note que pelo Teorema 2.28 (Inclusão
espectral) ess ranφ ⊂ σ(Tφ) e pelo fato de ess ranφ ser fechado, ess ranφ contém
ess infφ e ess supφ então,

ess infφ , ess supφ ∈ σ(Tφ).

Seja λ ∈ (ess infφ, ess supφ), a ideia é provar que Tφ − λ não é inversível
provando que Tφ−λ não é sobrejetora. Para provar isto mostra-se que não existe
f ∈ H̃2 tal que (Tφ − λ)f = 1, agindo por contradição.

Suponha que dita f existe, então

P ((φ− λ)f) = 1,

equivalentemente,
P ((φ− λ)f)− 1 = 0,

o que quer dizer que

(φ− λ)f − 1 ∈ H̃2
⊥

= L2 	 H̃2,

onde L2 	 H̃2 = L2 ∩ (H̃2)c, mas (φ− λ)f − 1 ∈ H̃2. Como φ = φ e λ ∈ R,
(φ− λ)f − 1 ∈ H̃2, portanto, (φ− λ)f ∈ H̃2.

Além disso, f ∈ H̃2 implica que fen ∈ L2	H̃2 para n = −1,−2,−3, ... assim,

0 = 〈(φ− λ)f, fen〉 =
1

2π

∫ 2π

0

(φ(eiθ)− λ)f(eiθ)f(eiθ)e−inθdθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(φ(eiθ)− λ)|f(eiθ)|2e−inθdθ,

para n = −1,−2,−3, ...
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Tomando conjugado

0 =
1

2π

∫ 2π

0

(φ(eiθ)− λ)|f(eiθ)|2einθdθ, para n = −1,−2, ..,

então

0 =
1

2π

∫ 2π

0

(φ(eiθ)− λ)|f(eiθ)|2einθdθ, para n = ±1,±2, ..

Segue que (φ−λ)|f |2 deve ser uma constante c(real), pois todos os seus coeficientes
de Fourier, exceto possivelmente o zero, são zero.

Note que (φ− λ)f 6= 0, pois P ((φ− λ)f) = 1, portanto c 6= 0.

Deste modo, (φ− λ)|f |2 é uma constante não nula, mas isto é impossível. De
fato, como λ ∈ (ess infφ, ess supφ) tem-se

(φ(eiθ)− λ) > 0

para eiθ em um conjunto de medida positiva e também

(φ(eiθ)− λ) < 0

sobre um conjunto de medida positiva, portanto (φ−λ)|f |2 toma valores positivos
e negativos sobre conjuntos diferentes de medida positiva, mas isto não pode
ocorrer, pois (φ− λ)|f |2 é uma constante não nula.

Prosseguindo a descrição do espectro de um operador Toeplitz Tφ, no caso que
φ for uma função contínua sobre D, para isto, se introduz o conceito de índice de
uma função.

Definição 2.45. Seja γ uma função contínua de valor complexo sobre S1(ou seja,
γ é uma curva fechada), e seja a um ponto que não está na imagem de γ.
O índice do ponto a, com respeito a γ (também chamado número de enrolamento
de γ ao redor de a) é definido como

Indaγ =
1

2πi

∫
γ

1

z − a
dz.

Teorema 2.46. Se φ é contínua sobre S1, então Tφ é um operador de Fredholm
se, e somente se, φ não se anula e −j(Tφ) é o número de voltas da curva φ com
respeito à origem.

Demonstração. Ver [7], pág.165.

Corolário 2.47. Se φ é contínua sobre S1, então Tφ é inversível se, e somente
se, φ não se anula e o número de voltas da curva determinada por φ com respeito
à origem é zero.
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Demonstração. Seja φ um símbolo contínuo sobre S1. Se Tφ é inversível, seguindo
o mesmo esboço da prova do Corolário 2.42 onde

Tφ = Tφ + 0,

é a soma de um operador inversível mais um operador compacto, segue que Tφ
é de Fredholm, logo usando o Teorema 2.46 tem-se que φ não se anula e pelo
Corolário 2.42 segue que o número de voltas de φ com respeito da origem é zero.

Para provar a implicação contrária basta usar diretamente o Teorema 2.46 e
Corolário 2.42, respectivamente.

Teorema 2.48. Seja φ uma função contínua sobre S1. Então,

σ(Tφ) = ranφ
⋃
{a ∈ C : a 6∈ ran φ e Indaφ 6= 0},

onde ran φ é a imagem de φ.

Demonstração. Note que ess ran φ = ran φ pois φ é uma função contínua.
Segue do Teorema 2.28 (Inclusão espectral) que ranφ ⊂ σ(Tφ). Assim, tem-se que
provar que para a 6∈ ranφ, Tφ − a é inversível se, e somente se, Indaφ = 0.

Como a 6∈ ran φ se, e somente se, 0 6∈ ran(φ− a), Tφ − a = Tφ−a, e

Indaφ = Ind0(φ− a).

Pode-se assumir que a = 0 e que φ(eiθ) 6= 0 para todo θ. Neste caso deve-se
mostrar que Tφ é inversível se, e somente se, Ind0φ = 0, o qual é uma implicação
direta do corolário anterior.



Capítulo 3

Sobre Operadores Toeplitz
simétricos complexos

Como os operadores Toeplitz sobre H2 não são em geral simétrico complexos,
neste capítulo tem-se como objetivo a caracterização dos operadores Toeplitz
que são simétricos complexos com uma conjugação determinada, para logo
caracterizar também quais são normais através de seu símbolo.

3.1 Operadores Toeplitz simétricos complexos

Dada L(H) a álgebra dos operadores lineares limitados definidos no espaço de
Hilbert complexo e separável H tem-se as seguintes definições:

Definição 3.1. Uma conjugação é um operador antilinear

C : H −→ H

que satisfaz as seguintes duas condiçoes:

(i) 〈Cx,Cy〉 = 〈y, x〉, para todo x, y ∈ H (C é isométrico).

(ii) C2 = I (C é involutivo).

Definição 3.2. Dado T ∈ L(H) e C um operador antilinear, T é dito C-
simétrico se CT = T ∗C, e simétrico complexo se existe uma conjugação
C com a qual T é C-simétrico.

Teorema 3.3. Para ϕ ∈ L∞, seja Tϕ um operador simétrico complexo sobre H2.
Se Tϕ é analítico ou coanalítico, então ϕ é identicamente nula sobre D ou é uma
função constante sobre D.

Demonstração. Suponha que Tϕ é analítica e seja ϕ uma função não
identicamente zero sobre D. Se ϕ(λ) = 0 para algum λ em D, então ϕ(z) 6= 0
para todo z em algum conjunto aberto U de D o qual não contém λ.
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Note que T ∗ϕKλ = ϕ(λ)Kλ. De fato, dada f ∈ H2 e lembrando que
〈f,Kλ〉 = f(λ),

〈T ∗ϕKλ − ϕ(λ)Kλ, f〉 = 〈T ∗ϕKλ, f〉 − 〈ϕ(λ)Kλ, f〉 = 〈Kλ, Tϕf〉 − ϕ(λ)〈Kλ, f〉

= Tϕf(λ)− ϕ(λ) f(λ) = 0.

Assim, T ∗ϕKλ = ϕ(λ)Kλ = 0, que implica

〈T ∗ϕKλf, T
∗
ϕKλf〉 = 〈CTϕCKλf, CTϕCKλf〉 = 〈TϕCKλf, TϕCKλf〉,

daí ||TϕCKλ|| = ||T ∗ϕKλ|| = 0, logo TϕCKλ(z) = 0 para todo z ∈ D.

Mais ainda, como ϕ ∈ H∞, por Tϕ ser analítica, ϕ(z)CKλ(z) = 0 para todo
z ∈ D, tem-se que CKλ(z) = 0 para todo z ∈ U e portanto, CKλ ≡ 0 sobre D
(Ver [6], pág. 78), o que é uma contradição. Portanto, ϕ anula-se sobre D.

Agora, fixando α ∈ D, tem-se CT ∗ϕKα−TϕCKα = Cϕ(α)Kα−TϕCKα e como
CT ∗ϕ = TϕC, então

0 = CT ∗ϕKα − TϕCKα = Cϕ(α)Kα − TϕCKα

= ϕ(α)CKα − P (ϕCKα)

= [ϕ(α)− ϕ]CKα,

onde P é a projeção ortogonal, ver Definição 2.8. Como Kα não se anula sobre
D, segue que CKα também não se anula sobre D. Assim ϕ ≡ ϕ(α) para α fixo
que pertence a D e portanto, ϕ é uma função constante não zero sobre D.

Agora, se Tϕ for coanalítica e ϕ não for identicamente zero, fazendo de forma
análoga tem-se que:

Se ϕ(λ) = 0 = ϕ(λ) para algum λ em D, então ϕ(z) 6= 0 para todo z em
algum conjunto aberto V de D o qual não contém λ.

Note que TϕKλ = ϕ(λ)Kλ pois dada f ∈ H2 e lembrando que 〈f,Kλ〉 = f(λ),

〈TϕKλ − ϕ(λ)Kλ, f〉 = 〈TϕKλ, f〉 − 〈ϕ(λ)Kλ, f〉 = 〈Kλ, T
∗
ϕf〉 − ϕ(λ)〈Kλ, f〉

= T ∗ϕf(λ)− ϕ(λ) f(λ)

= ϕ(λ) f(λ)− ϕ(λ)f(λ) = 0.

Assim, TϕKλ = ϕ(λ)Kλ = 0, e como

〈TϕKλf, TϕKλf〉 = 〈CT ∗ϕCKλf, CT
∗
ϕCKλf〉 = 〈T ∗ϕCKλf, T

∗
ϕCKλf〉,

então ||T ∗ϕCKλ|| = ||TϕKλ|| = 0, logo T ∗ϕCKλ(z) = 0 para todo z ∈ D.
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Mais ainda, como ϕ ∈ H∞, por Tϕ ser coanalítica, ϕ(z)CKλ(z) = 0 para todo
z ∈ D, o qual significa que CKλ(z) = 0 para todo z ∈ V e portanto, CKλ ≡ 0
sobre D (Ver [6], pág. 78), o que é uma contradição. Daí, ϕ se anula sobre D.

Agora, fixando α ∈ D. Como CTϕ = T ∗ϕC tem-se

0 = CTϕKα − T ∗ϕCKα = Cϕ(α)Kα − T ∗ϕCKα

= ϕ(α)CKα − P (ϕCKα)

= [ϕ(α)− ϕ]CKα.

Como Kα não se anula sobre D, segue que CKα também não se anula sobre
D, assim ϕ ≡ ϕ(α) para α fixo que pertence a D e portanto, ϕ é uma função
constante não nula sobre D, e isto implica ϕ é uma função constante não nula
sobre D.

Definição 3.4. Uma função φ ∈ H∞ que satisfaz |φ̃(eiθ)| = 1 q.t.p é uma função
interna.

Corolário 3.5. Se ϕ é uma função interna não constante sobre D, então Tϕ não
é um operador simétrico com conjugação C.

Demonstração. Note que ϕ já é uma função analítica pelo fato de ser interna,
assim Tϕ é analítica. Portanto, se ϕ é não constante, pelo Teorema 3.3 Tϕ não é
um operador simétrico complexo com conjugação C.

Observação 3.6. Se ϕ é uma função constante analítica sobre D, então Tϕ é um
operador simétrico complexo. De fato,

CTϕf = Cϕf = ϕCf = T ∗ϕCf.

Notação 3.7. Daqui em diante, dado θ ∈ [0, 2π]

{einθ(z) = zn : n = 0,±1,±2,±3, ..}

denota uma base ortonormal para L2. Assim, se ϕ ∈ L2, ϕ é expressada como
ϕ(z) =

∑∞
n=−∞ ϕ̂(n)zn, onde ϕ̂(n) denota o n-ésimo coeficiente de Fourier de ϕ.

Denota-se por ϕ+ e ϕ− as partes positiva e negativa de ϕ, respectivamente

ϕ+(z) =
∞∑
n=1

ϕ̂(n)zn, ϕ−(z) =
∞∑
n=1

ϕ̂(−n)zn, e ϕ0(z) = ϕ̂(0)e0,

Portanto, ϕ = ϕ+ + ϕ0 + ϕ−.

Observação 3.8. A família de operadores Cµ,λ sobre H2 definido por

Cµ,λf(z) = µf(λz), com µ, λ ∈ S1,
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são conjugações, pois dada f(z) =
∞∑
n=0

anz
n e g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n em H2, tem-se

〈Cµ,λf(z), Cµ,λg(z)〉 =
〈
µf(λz), µg(λz)

〉
=
〈
f(λz), g(λz)

〉

=

〈
∞∑
n=0

an(λz)n,
∞∑
n=0

bn(λz)n

〉

=
∞∑
n=0

anλ
n
bnλ

n =
∞∑
n=0

anbn

= 〈g(z), f(z)〉 .

Lema 3.9. Para cada ξ e θ em [0, 2π], seja Cξ,θ : H2 → H2 definida por

Cξ,θf(z) = eiξf(eiθz).

Então, Cξ,θ é uma conjugação sobre H2. Mais ainda, Cξ,θ e Cξ̃,θ̃ são
unitariamente equivalentes, se (ξ, θ) e (ξ̃, θ̃) satisfazem a equação

ξ̃ − kθ̃ = −ξ + kθ − 2nπ

para todo k ∈ N e n ∈ Z.

Demonstração. Defina V : H2 → H2 por V h(z) = eiξh(eiθz) para cada ξ e θ,
então dadas f(z) =

∑∞
n=0 anz

n e l(z) =
∑∞

n=0 bnz
n em H2

V ∗ : H2 −→ H2

f(z) 7−→ V ∗f(z) : H2 −→ C
l(z) 7−→ 〈V ∗f(z), l(z)〉 = 〈f(z), V l(z)〉.

Segue então que

〈f(z), V l(z)〉 = 〈f(z), eiξl(eiθz)〉

=
∞∑
n=0

ane
−iξbne

−inθ

= 〈e−iξf(e−iθz), l(z)〉.

Daí, V ∗f(z) = e−iξf(e−iθz), assim V é unitário pois

V ∗V f(z) = V ∗(eiξf(eiθz)) = e−iξeiξf(eiθe−iθz) = f(z) = V V ∗f(z).

Como (ξ̃, θ̃) satisfaz a equação ξ̃ − kθ̃ = −ξ + kθ − 2nπ segue que se
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h(z) =
∑∞

n=0 ajz
j,

〈
eiξh(e−iθz)− e−iξ̃h(eiθ̃z), zk

〉
=

〈
eiξ

∞∑
j=0

aje
−jiθzj − e−iξ̃

∞∑
j=0

aje
ijθ̃zj, zk

〉

= eiξake
−kiθ − e−iξ̃akeikθ̃

= ak

(
ei(ξ−kθ) − ei(−ξ̃+kθ̃)

)
= 0

quando ak 6= 0. Então eiξh(e−iθz) = e−iξ̃h(eiθ̃z) ou equivalentemente

e−iξh(e−iθz) = eiξ̃h(eiθ̃z).

Portanto,

V ∗Cξ,θV h(z) = V ∗Cξ,θ(e
iξh(eiθz)) = V ∗

(
eiξeiξh

(
eiθeiθz

))

= V ∗
(
h (z)

)
= e−iξh (e−iθz) = eiξ̃h

(
eiθ̃z

)
= Cξ̃,θ̃h(z),

para todo h ∈ H2, assim Cξ,θ e Cξ̃,θ̃ são unitariamente equivalentes.

O seguinte teorema caracteriza os operadores Toeplitz simétricos complexos
com respeito à conjugação Cξ,θ.

Teorema 3.10. Para ϕ(z) =
∑∞

n=−∞ ϕ̂(n)zn ∈ L∞, seja Tϕ um operador Toeplitz
sobre H2. Então são equivalentes as seguintes afirmações:

(i) Tϕ é simétrico complexo com a conjugação Cξ,θ.

(ii) ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)λn para todo n ∈ Z com |λ| = 1

Demonstração. Seja Cξ,θf(z) = eiξf(eiθz) para todo ξ e θ. Chamando µ = eiξ e
λ = eiθ tem-se

Cξ,θ

(
∞∑
k=0

akz
k

)
= µ

∞∑
k=0

akλkz
k = µ

∞∑
k=0

akz
kλ

k
,

para todo
∑∞

k=0 akz
k ∈ H2 com |λ| = |µ| = 1. Assuma que Tϕ é simétrica
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complexa com a conjugação Cξ,θ. Tem-se

Cξ,θTϕz
k = Cξ,θP

(
ϕ(z)zk

)
= Cξ,θP

(
∞∑

n=−∞

ϕ̂(n)zn+k

)

= Cξ,θ

(
∞∑

n=−k

ϕ̂(n)zn+k

)

= µ
∞∑

n=−k

ϕ̂(n)zn+kλ
n+k

.

(3.1)

e
T ∗ϕCξ,θz

k = Tϕ

(
µzkλ

k
)

= P
(
ϕ(z)µzkλ

k
)

= P

(
∞∑

n=−∞

ϕ̂(n)z−n+kµλ
k

)

= P

(
∞∑

n=−∞

ϕ̂(−n)zn+kµλ
k

)

= µ
∞∑

n=−k

ϕ̂(−n)zn+kλ
k
.

(3.2)

Assim para todo inteiro k não negativo segue que ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)λn para todo
n ∈ Z com |λ| = 1.

Suponha agora que ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)λn para todo n ∈ Z com |λ| = 1 . Como
|µ| = 1 segue que µ é não nulo.

De (3.1) e (3.2) tem-se

(Cξ,θTϕ − T ∗ϕCξ,θ)zk =
∞∑

n=−k

ϕ̂(n)µλ
n+k

zn+k −
∞∑

n=−k

ϕ̂(−n)µλ
k
zn+k

=
∞∑

n=−k

(
ϕ̂(n)λ

n+k − ϕ̂(−n)λ
k
)
µzn+k

=
∞∑

n=−k

(
ϕ̂(n)λ

n+k − ϕ̂(n)λ
n+k
)
µzn+k

= 0.

Portanto, Tϕ é um operador simétrico complexo com conjugação Cξ,θ.
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Observação 3.11. Se ψ é uma função real em L∞, então ψ = ψ, assim

∞∑
n=−∞

ψ̂(n)einθ =
∞∑

n=−∞

ψ̂(n)e−inθ.

Daí, ψ̂(−n) = ψ̂(n), para todo n ∈ Z.

Teorema 3.12. Seja ϕ ∈ L∞ tal que ϕ = ϕ+ + ϕ0 + ϕ−, se Tϕ é simétrica
complexa com a conjugação Cξ,θ, então Tϕ é normal se, e somente se, para algum
ξ , ϕ̂(n) = ei(ξ+nθ)ϕ̂(n) para todo inteiro n diferente de zero.

Demonstração. Seja ϕ(eiθ) =
∑∞

n=−∞ ϕ̂(n)einθ a representação em séries de
Fourier de ϕ. Se Tϕ é simétrico complexo com conjugação Cξ,θ, segue pelo
Teorema 3.10 que

ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)einθ (3.3)

para todo n inteiro e algum θ.

Agora, usando o Corolário 2.26 tem-se que Tϕ é normal se, e somente se, existe
números complexos β e α, e uma função de valor real ψ em L∞ tal que ϕ = βψ+α
q.t.p, o que equivale dizer que

ϕ̂(n) = βψ̂(n) q.t.p para todo n inteiro diferente de zero. (3.4)

Usando a Observação 3.11, a fórmula (3.4) é equivalente a

ϕ̂(−n) = βψ̂(−n) = βψ̂(n) =
β

β
ϕ̂(n),

para todo n diferente de zero.

Chamando
β

β
= λ, note que λ tem módulo 1, assim Tϕ é normal se, e somente

se,
ϕ̂(−n) = λϕ̂(n) (3.5)

para algum λ ∈ C com |λ| = 1.

Logo usando as fórmulas (3.3) e (3.5) obtém-se que Tϕ é normal se, e somente
se, ϕ̂(n)e−inθ = λϕ̂(n).

Tomando λ = eiξ para algum ξ, Tϕ é normal se, e somente se,
ϕ̂(n) = ei(nθ+ξ)ϕ̂(n) para todo n ∈ Z− {0}.

3.2 Operadores Toeplitz complexo simétricos com
símbolo finito

Para continuar com o estudo dos operadores Toeplitz simétricos complexos,
agora com símbolos finitos, se faz necessário enunciar o seguinte lema.
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Lema 3.13. Se ϕ(z) =
∑N

n=−m ϕ̂(n)zn, então Tϕ é normal se, e somente se,
m = N , |ϕ̂(−m)| = |ϕ̂(m)| e

ϕ̂(m)


ϕ̂(−1)
ϕ̂(−2)

...
ϕ̂(−m)

 = ϕ̂(−m)


ϕ̂(1)

ϕ̂(2)
...

ϕ̂(m)

 . (3.6)

Demonstração. Se Tϕ é normal então pelo Corolário 2.26 existem c, d ∈ C e uma
função de valor real ψ em L∞ tal que Tϕ = cTψ + d q.t.p.

Com a representação em séries de Fourier de ψ, isto é, ψ(z) =
∑N

n=−m ψ̂(n)einθ

tem-se que ϕ̂(n) = cψ̂(n) para todo n inteiro diferente de zero.

Pelo fato de ψ ser real q.t.p, os coeficientes de Fourier para ψ satisfazem

ϕ̂(n) = ϕ̂(−n) para todo n ∈ Z, em particular

ϕ̂(N) = c ψ̂(N) = c ψ̂(−N) =
c

c
ϕ̂(−N)

e

ϕ̂(−N) = c ψ̂(−N) = c ψ̂(N) =
c

c
ϕ̂(N)

o que implica

|ϕ̂(N)|2 = ϕ̂(N)ϕ̂(N) =
c

c
ϕ̂(−N)

c

c
ϕ̂(−N) = ϕ̂(−N)ϕ̂(−N) = |ϕ̂(−N)|2.

Assim, N = m e (3.6) é obtido.

Agora, seja a matriz de representação para Tϕ e T ∗ϕ, respectivamente, dada por
(Bi,j)ij = (ϕ̂(i− j))ij e (Cij)ij = (ϕ̂(j − i))ij com j = 1, ..,m+ 1 e i = 1, .., N + 1.

Então,

(Bij)ij(Cij)ij =
m+1∑
k=1

bikckj =
m+1∑
k=1

ϕ̂(i− k)ϕ̂(j − k).

Se m = N , |ϕ̂(−N)| = |ϕ̂(N)| e

ϕ̂(N)


ϕ̂(−1)
ϕ̂(−2)

...
ϕ̂(−N)

 = ϕ̂(−N)


ϕ̂(1)

ϕ̂(2)
...

ϕ̂(N)
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Claramente, obtém-se

m+1∑
k=1

ϕ̂(i− k)ϕ̂(j − k) =
N+1∑
k=1

ϕ̂(k − i)ϕ̂(k − j) = (cij)ij(bij)ij

Logo as matrizes de representação de Tϕ e T ∗ϕ comutam, portanto, Tϕ é um
operador normal.

Teorema 3.14. Seja ϕ(z) =
∑N

n=−m ϕ̂(n)zn onde N ≥ m > 0 e ϕ̂(n) ∈ C
com ϕ̂(−m), ϕ̂(N) diferentes de zero. Então, Tϕ é complexo simétrico com a
conjugação Cξ,θ se, e somente se, m = N e para algum θ, ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)einθ

para todo n = 1, 2, ..., N . Em particular, Tϕ é normal se, e somente se,
ϕ̂(−m) = ϕ̂(m)eimθ e
ϕ̂(m)ϕ̂(k) = ei(m−k)θϕ̂(m)ϕ̂(k) para todo k = 1, 2, ...,m− 1.

Demonstração. A prova deste teorema é similar à prova do Teorema 3.10,
aproveita-se então as contas. Seja Cξ,θf(z) = eiξf(eiθz) para todo ξ e θ, então

Cξ,θ

(
∞∑
k=0

akz
k

)
= µ

∞∑
k=0

akλkz
k = µ

∞∑
k=0

akz
kλ

k
,

para todo
∑∞

k=0 akz
k ∈ H2 com |λ| = |µ| = 1.

Assuma que Tϕ é simétrico complexo com a conjugação Cξ,θ. Tem-se

Cξ,θTϕz
k = Cξ,θP

(
ϕ(z)zk

)
= Cξ,θP

(
N∑

n=−m

ϕ̂(n)zn+k

)

= Cξ,θ

(
N∑

n=−k

ϕ̂(n)zn+k

)

= µ

N+k∑
l=0

λ
l
ϕ̂(l − k)zl

= µ

N∑
n=−k

λ
n+k

ϕ̂(n)zn+k.

(3.7)

e
T ∗ϕCξ,θz

k = Tϕ

(
µzkλ

k
)

= P
(
ϕ(z)µzkλ

k
)

= P

(
N∑

n=−m

ϕ̂(n)z−n+kµλ
k

)
(3.8)
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= P

(
m∑

n=−N

ϕ̂(−n)zn+kµλ
k

)

= µ
m∑

n=−k

ϕ̂(−n)zn+kλ
k
.

Segue que N = m e ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)λn para n = 1, 2, .., N com |λ| = 1.

Suponha agora que N = m e ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)λn para todo n = 1, 2, .., N com
|λ| = 1 .

Como |µ| = 1 segue que µ é não nulo. De (3.7) e (3.8) tem-se

(Cξ,θTϕ − T ∗ϕCξ,θ)zk =
N∑

n=−k

ϕ̂(n)µλ
n+k

zn+k −
m∑

n=−k

ϕ̂(−n)µλ
k
zn+k

=
N∑

n=−k

(
ϕ̂(n)λ

n+k − ϕ̂(−n)λ
k
)
µzn+k

=
N∑

n=−k

(
ϕ̂(n)λ

n+k − ϕ̂(n)λ
n+k
)
µzn+k

= 0.

Portanto, Tϕ é um operador simétrico complexo com conjugação Cξ,θ.

Agora, usando o Lema 3.13 tem-se Tϕ é normal se, e somente se, m = N ,
|ϕ̂(−m)| = |ϕ̂(m)| e

ϕ̂(m)


ϕ̂(−1)
ϕ̂(−2)

...
ϕ̂(−m)

 = ϕ̂(−m)


ϕ̂(1)

ϕ̂(2)
...

ϕ̂(m)

 . (3.9)

Como Tϕ é um operador Toeplitz simétrico complexo com a conjugação Cξ,θ,
segue como provado anteriormente que ϕ̂(−n) = ϕ̂(n)einθ para n = 1, 2, .., N ,
portanto, de (3.9) Tϕ é normal se, e somente se, ϕ̂(−m) = ϕ̂(m)eimθ e

ϕ̂(m)


ϕ̂(1)eiθ

ϕ̂(2)ei2θ

...
ϕ̂(m)eimθ

 = ϕ̂(m)eimθ


ϕ̂(1)

ϕ̂(2)
...

ϕ̂(m)

 ,

equivalentemente, é normal se ϕ̂(−m) = ϕ̂(m)eimθ e
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ϕ̂(m)ϕ̂(k)eikθ = ϕ̂(m)eimθϕ̂(k) para todo k = 1, 2, ...,m−1, o que conclui a prova.

————————————————————————————————-
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