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LISTA DE SÍMBOLOS

RN : o espaço euclidiano N−dimensional, com pontos x = (x1, x2, . . . , xN),

xi ∈ R e |x| =
(∑N

i=1 x
2
i

)1/2

.

Se u : Ω→ R, escrevemos u(x) = u(x1, x2, . . . , xN).
Ω: um subconjunto aberto de RN , não necessariamente limitado; Ω é um domínio
se também é conexo; med(Ω)= medida de Ω.
∂Ω: fronteira do conjunto Ω.
Ω: fecho de Ω.
Ck(Ω): o conjunto das funções φ : Ω −→ R cujas derivadas, até de ordem menor
ou igual a k, são contínuas em Ω, k inteiro positivo ou k =∞.
supp(u): o suporte de u é o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}.
Ck

0 (Ω): o conjunto das funções em Ck(Ω) com suporte compacto em Ω.
D(Ω) = C∞0 (Ω).
B(x, r): bola aberta de centro x e raio r.
‖u‖p: norma de u no espaço Lp

2∗ =
2N

N − 2
, o expoente crítico de Sobolev.

D1,2(Ω) = {u ∈ L2∗(Ω) : ∀i = 1, . . . , N ∂iu ∈ L2(Ω)}, e a correspondente norma

‖u‖D1,2(Ω) =
(∫

Ω
|∇u|2 dx

)1/2
+
(∫

Ω
|u|2

∗
dx
)1/2∗

.

D1,2
0 (Ω) = D1,2: é o fecho de D(Ω) em D1,2(Ω) e

‖u‖D1,2
0 (Ω) = ‖u‖ = ‖|∇u|‖2 =

(∫
Ω
|∇u|2 dx

)1/2
.

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω);∇u ∈ L2(Ω)}, com norma

‖u‖H1(Ω) =
(∫

Ω
|∇u|2 +

∫
Ω
|u|2 dx

)1/2
.

H1
0 (Ω): é o fecho de D(Ω) em H1(Ω), com Ω limitado temos a norma equivalente

‖u‖H1
0 (Ω) = ‖u‖ =

(∫
Ω
|∇u|2 dx

)1/2
.

S = inf
u∈D1,2(RN )

u6=0

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2∗

, a constante ótima de Sobolev.

u+ = max(u, 0), u− = −min(u, 0), u = u+ − u−, |u| = u+ + u−.
λ1: o primeiro autovalor do operador −∆ no espaço H1

0 (Ω).
wN : área da bola de raio 1 no espaço RN .
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RESUMO

RAMIREZ, Francisco Asdrubal Hernández, M.Sc., Universidade Federal de
Viçosa, março de 2018. Sobre uma classe de problemas elípticos críticos
em domínios limitados e ilimitados. Orientadora: Jéssyca Lange Ferreira
Melo Gurjão.

Neste trabalho estudamos a existência de solução não trivial para dois problemas

elípticos críticos: 
−∆u = u2∗−1 + λu em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(Pλ)

em que 2∗ é o expoente crítico de Sobolev, λ ∈ R, N ≥ 3 e Ω um domínio suave

e limitado; e 
−∆u = u2∗−1 + λf(x, u) em RN ,

u ≥ 0 em RN ,∫
RN
|∇u|2 dx <∞,

(PGλ)

em que λ ∈ R, N ≥ 3 e f uma função que satisfaz condições apropriadas.
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ABSTRACT

RAMIREZ, Francisco Asdrubal Hernández, M.Sc., Universidade Federal de
Viçosa, March, 2018. On a class of critical elliptical problems in bounded
and unbounded domains. Adviser: Jéssyca Lange Ferreira Melo Gurjão.

In this work we study the existence of a nontrivial solution for two critical elliptic

problems: 
−∆u = u2∗−1 + λu in Ω,

u > 0 in Ω,

u = 0 in ∂Ω,

(Pλ)

where 2∗ is the critical exponent of Sobolev, λ ∈ R, N ≥ 3 and Ω is a smooth

bounded domain; and
−∆u = u2∗−1 + λf(x, u) in RN ,

u ≥ 0 in RN ,∫
RN
|∇u|2 dx <∞,

(PGλ)

where λ ∈ R, N ≥ 3 and f is a function that satis�es appropriate conditions.
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Introdução

Neste trabalho estuda-se a existência de solução, não trivial, de dois problemas
elípticos quase lineares com expoente crítico de Sobolev. Para isso, o trabalho foi
divido em duas partes: na primeira parte estuda-se a existência de solução fraca
em H1

0 (Ω), para 
−∆u = u2∗−1 + λu em Ω,

u > 0 em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

(Pλ)

em que 2∗ =
2N

N − 2
é o expoente crítico de Sobolev, λ ∈ R, N ≥ 3 e Ω ⊂ RN é

um domínio suave e limitado; na segunda parte, estuda-se a existência de solução
fraca em D1,2(RN), do problema

−∆u = u2∗−1 + λf(x, u) em RN ,
u ≥ 0 em RN ,∫
RN |∇u|

2 dx <∞,
(PGλ)

em que N ≥ 3 e f : RN ×R→ R uma função que satisfaz as seguintes condições:

(f1) f ∈ C(RN × R,R) e f(x, s) ≡ 0, quando s ≤ 0.

(f2) Dado R > 0 existem θR ∈ [2, 2∗) e constantes positiva aR, bR > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ aRs
θR−1 + bR, ∀ |x| ≤ R, ∀s ≥ 0.

(f3) Existem r1, r2, q ∈ (1, 2∗), com r1 ≤ q ≤ r2, um conjunto aberto Ω0 ⊂ RN ,
ci ∈ L2∗/(2∗−ri)(RN), i = 1, 2, e uma constante positiva a tais que

f(x, s) ≤ c1(x)sr1−1 + c2(x)sr2−1, ∀x ∈ RN , s ≥ 0,

F (x, s) ≥ asq, ∀x ∈ Ω0, s ≥ 0,

onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t) dt

(f4) Existem µ, µ̂ ∈ (1, 2∗), 2 < τ < 2∗, 1 < τ̂ < 2∗, c3 ∈ L2∗/(2∗−µ)(RN ), e
c4 ∈ L2∗/(2∗−µ̂)(RN ) tais que
1

τ
f(x, s)s− F (x, s) ≥ −c3(x)sµ, ∀x ∈ RN , s ≥ 0,

1

τ̂
f(x, s)s− F (x, s) ≤ c4(x)sµ̂, ∀x ∈ Ω0, s ≥ 0,

1



2

Em ambos os casos o estudo é baseado no método variacional, no entanto, em
cada um deles é preciso fazer uso de estimativas para garantir as condições da
existência de ponto crítico não trivial, u 6= 0, do problema variacional associado.
O uso das estimativas surge como uma maneira de vencer a di�culdade da falta de
compacidade das imersões contínuas H1

0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) e D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN).

A primeira parte será vista no Capítulo 1, seguindo Brezis e Nirenberg [7].
A abordagem para fornecer os resultados, de existência de solução é procurar
pontos críticos do funcional

φ(u) =

∫
Ω

|∇u|2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx

na esfera ‖u‖2∗ = 1 e u ∈ H1
0 (Ω). Via os multiplicadores de Lagrange, é

equivalente a mostrar que

inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖2∗=1

{∫
Ω

|∇u|2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx

}
(1)

é atingido. O artifício para superar a falta de compacidade é estabelecer que para
os valores de λ adequados temos

inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖2∗=1

{∫
Ω

|∇u|2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx

}
< inf

u∈H1
0 (Ω)

‖u‖2∗=1

∫
Ω

|∇u|2 dx. (2)

No estudo percebe-se que os casos N ≥ 4 e N = 3 são diferentes , no que se refere
a forma do domínio Ω e o conjunto dos λ.
Denotando por λ1 o primeiro autovalor do operador −∆ no espaço H1

0 (Ω)
com condição de Dirichlet zero, para esta primeira parte temos dois resultados
principais.

Teorema 1.7. Suponha N ≥ 4. Então para cada λ ∈ (0, λ1) existe solução de
(Pλ).

Teorema 1.10. Suponha N = 3 e que Ω é uma bola. Então existe solução de
(Pλ) se e somente se λ ∈

(
1
4
λ1, λ1

)
.

Em nenhum dos casos existe solução positiva quando λ ≥ λ1 ou λ ≤ 0 e Ω
é um domínio estrelado. A situação é diferente quando Ω não é estrelado. Este
fato foi inicialmente identi�cado por Kazdan e Warner [11], onde se Ω é um anel,
existe solução radial de (Pλ) para cada λ ∈ (−∞, λ1).

O ponto principal para mostrar que o ín�mo em (1) é atingido está dado no
Lema 1.5, para o caso N ≥ 4, e no Lema 1.8 para o caso N = 3, e consiste em
estimar a razão

Qλ(uε) =
‖∇uε‖2

2 − λ ‖uε‖
2
2

‖uε‖2
2∗

para

uε(x) =
ϕ(x)

(ε+ |x|2)
N−2

2

, ε > 0,
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e ϕ ∈ D(Ω) é uma função de corte. A demonstração que o ín�mo (1) é atingido,
é dada no Lema 1.6, da qual também obtemos u ∈ H1

0 (Ω), u 6= 0 tal que ku é
solução fraca de (Pλ) para um valor k > 0 conveniente, mostrado no Teorema 1.7
para N ≥ 4 e no Teorema 1.10 para N = 3. Nas condições para o caso N = 3, a

não existência de solução de (Pλ) para λ ≤
1

4
λ1 é dada no Lema 1.9.

A segunda parte foi baseada no trabalho de Silva e Soares [16], no caso
particular em que p = 2, e será nosso Capítulo 2. A técnica usada permite
mostrar que existe uma sequência limitada (un) ∈ D1,2 a qual, a menos de
subsequência, converge a uma solução fraca não trivial de (PGλ). Isto é mostrado
no Teorema 2.18 acrescentando que q > 2∗ − 2, onde q é dado pela condição (f3)
e no Teorema 2.20 acrescentando a condição de positividade

(f5) F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t) dt ≥ 0 ∀x ∈ RN , s ≥ 0.

Constituem os dois principais resultados deste capítulo.

Teorema 2.18. Suponha que f satisfaz (f1) − (f4), com q, r1 dado por (f3) e
q > 2∗ − 2. Então,

1. Se 1 < r1 ≤ 2, existe λ∗ > 0 tal que o problema (PGλ) possui uma solução
não trivial para cada λ ∈ (0, λ∗).

2. Se 2 < r1 < 2∗, então o problema (PGλ) possui uma solução não trivial
para cada λ > 0.

Teorema 2.20. Suponha que f satisfaz (f1) − (f5), com r1 dado pela condição
(f3). Então,

1. Se 1 < r1 ≤ 2, existe λ∗ > 0 tal que o problema (PGλ) possui uma solução
não trivial para cada λ ∈ (0, λ∗).

2. Se 2 < r1 < 2∗, então o problema (PGλ) possui uma solução não trivial
para cada λ > 0.

No decorrer do capítulo os argumentos envolvem principalmente: argumentos
de perturbação, o Princípio de Concentração-Compacidade do trabalho de P. L.
Lions [12] e estimativas apropriadas para os níveis associados ao Teorema do
Passo da Montanha.

Do problema (PGλ), obtemos a sequência de problemas

(PGλ)n

{
−∆u = u2∗−1 + λfn(x, u) em RN ,

u ≥ 0 u ∈ D1,2,

onde φ ∈ D(RN) satisfaz 0 ≤ φ(x) ≤ 1, φ ≡ 1 na bola B(0, 1), e φ ≡ 0 em
RN \B(0, 2) e para n ∈ N e φn(x) = φ(x/n)

fn(x, s) = φn(x)f(x, s), (3)
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pela hipótese (f2) e a construção, o funcional associado ao problema (PGλ)n,
Iλ,n, está bem de�nido e pertence a C1(D1,2,R). Logo, vemos que a sequência
de funcionais Iλ,n satisfaz as codições do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz (Teorema 2.6). Assim, possui uma sequência (PS)cλ,n ,
para cada n, da qual é possivel extrair uma subsequência diagonal limitada (Lema
2.17), que da Proposição 2.12, a menos de subsequência, converge fraco a uma
solução, u ∈ D1,2, de (PGλ). A estimativa na Proposição 2.16 permite mostrar
que u 6= 0, no Teorema 2.18, e a estimativa na Proposição 2.19, no Teorema 2.20.
A Proposição 2.16 faz uso da hipótese q > 2∗ − 2, onde q é dado pela condição
(f3), e na Proposição 2.19 é assumida a positividade da primitiva F (x, s).

Nos apêndices deste trabalho são apresentadas de�nições e os principais
resultados da teoria que permitem acompanhar a dissertação.

No Apêndice A apresentamos de�nições e proposições referente a Análise
em RN , Teoria da Medida, Analise Funcional, Teoria de Distribuições e Espaços
de Sobolev.

O Apêndice B é dedicado a algumas das propriedades da constante de
Sobolev, S, entre elas: invariância sob escala, é atingida quando Ω = RN

e as funções wε(x) =
{N(N − 2)ε}(N−2)/4

(ε+ |x|2)(N−2)/2
, ∀x ∈ RN , ε > 0, onde S é atingido

satisfazem ‖wε‖2 = ‖wε‖2∗

2∗ = SN/2.

No Apêndice C encontramos o primeiro autovalor λ1 do (−∆, H1
0 (Ω)), para

o caso em que Ω = {x ∈ R3 : |x| < 1}.

No Apêndice D vemos a vantagem da imersão compacta, para o problema
no caso subcrítico.



Capítulo 1

Problema crítico em domínio

limitado

Esta primeira parte consiste no estudo da existência de solução fraca para o
problema 

−∆u = u2∗−1 + λu em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

(Pλ)

em que 2∗ =
2N

N − 2
é o expoente crítico de Sobolev, λ ∈ R, N ≥ 3, Ω ⊂ RN é

um domínio suave e limitado e no espaço H1
0 (Ω)

〈u, v〉 =

∫
Ω

∇u · ∇v dx,

é um produto interno e pelo Teorema A.26 temos a norma correspondente

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2 dx
)1/2

.

e será a norma que usaremos em H1
0 (Ω). Nossa abordagem será via métodos

variacionais, de modo que as soluções de (Pλ) correspondem a pontos críticos não
triviais do funcional

φ(u) =
1

2

∫
|∇u|2 dx− 1

2∗

∫
|u|2

∗
dx− 1

2
λ

∫
u2 dx, (1.1)

pois, quando u é ponto crítico de (1.1), temos

φ′(u)v =

∫
∇u∇v dx−

∫
|u|2

∗−2 uv dx− λ
∫
uv dx = 0,∀v ∈ H1

0 (Ω),

o que implica que u é solução fraca de (Pλ).
No que segue λ1 é o primeiro autovalor de (−∆, H1

0 (Ω)) ou do problema

5
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{
−∆u = λu em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde λ = 0 não é autovalor do Laplaciano, pois o problema{
−∆u = 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

tem como solução única u = 0. Por outro lado, se λ ∈ R \ {0} é autovalor de
−∆, existe u ∈ H1

0 (Ω) \ {0} veri�cando

{
−∆u = λu em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

ou equivalentemente

∫
Ω

∇u∇v dx = λ

∫
Ω

uv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Tomando v = u, temos

0 < ‖u‖2 = λ ‖u‖2
2 ⇒ λ > 0.

Podemos também caraterizar o primeiro autovalor por

λ1 = inf
u∈H1

0 (Ω)
u6=0

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2

. (1.2)

É sabido que toda autofunção ϕ ∈ H1
0 (Ω) associado a λ1 tem sinal de�nido,

isto é,

ϕ(x) > 0,∀x ∈ Ω ou

ϕ(x) < 0,∀x ∈ Ω.

Veremos na Proposição 1.1 que para N ≥ 3 e λ ≥ λ1, o problema (Pλ) não tem
solução. No caso de Ω ser um domínio estrelado, da Proposição 1.2 e o Lema
1.9 temos, respectivamente, não existência de solução de (Pλ) quando N ≥ 4 e

λ ≤ 0, N = 3 e λ ≤ 1

4
λ1.

Proposição 1.1. Não existe solução de (Pλ) quando λ ≥ λ1.

Demonstração. De fato, sejam ϕ autofunção de −∆ associada a λ1, com ϕ > 0
em Ω, e u solução fraca de (Pλ), assim∫

Ω

∇u∇v dx = λ

∫
Ω

uv dx+

∫
Ω

u2∗−1v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω), (1.3)
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também ∫
Ω

∇ϕ∇v dx = λ1

∫
Ω

ϕv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (1.4)

Em particular, fazendo v = ϕ em (1.3) e v = u em (1.4), tem-se :∫
Ω

∇u∇ϕdx = λ

∫
Ω

uϕ dx+

∫
Ω

u2∗−1ϕdx (1.5)∫
Ω

∇ϕ∇u dx = λ1

∫
Ω

ϕu dx. (1.6)

Logo, de (1.5),

λ

∫
Ω

uϕ dx =

∫
Ω

∇u∇ϕdx−
∫

Ω

u2∗−1ϕdx

substituindo em (1.6) e como
∫

Ω

u2∗−1ϕdx > 0

λ

∫
Ω

uϕ dx <

∫
Ω

∇u∇ϕdx = λ1

∫
Ω

ϕu dx,

portanto λ < λ1. �

Proposição 1.2. Não existe solução de (Pλ) quando λ ≤ 0 e Ω é um domínio
estrelado.

Demonstração. A demonstração segue da identidade de Pohozaev (Teorema
A.38), isto é, suponha u uma função suave satisfazendo{

−∆u = g(u) em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

(1.7)

onde g é uma função contínua em R. Então temos(
1− 1

2
N

)∫
Ω

g(u) · u dx+N

∫
Ω

G(u) dx =
1

2

∫
∂Ω

|∇u|2 σ · ν dσ, (1.8)

onde

G(u) =

∫ u

0

g(t) dt

e ν denota o vetor normal exterior a ∂Ω. Em nosso caso g(u) = u2∗−1 + λu.
Substituindo em (1.8)

1

2

∫
∂Ω

|∇u|2 σ · ν dσ =

(
1− 1

2
N

)∫
Ω

(u2∗−1 + λu) · u dx+N

∫
Ω

(
u2∗

2∗
+
λu2

2

)
dx

=

(
1− 1

2
N

)∫
Ω

(u2∗ + λu2) · u dx+N

∫
Ω

(
u2∗

2∗
+
λu2

2

)
dx

=

∫
Ω

[
(u2∗

(
1− N

2
+
N

2∗

)
+ λu2

]
,



1.1. CASO 1: N ≥ 4 8

obtemos
1

2

∫
∂Ω

|∇u|2 σ · ν dσ = λ

∫
Ω

u2 dx. (1.9)

Se Ω é estrelado em relação a origem temos (σ ·ν) > 0 quase em toda parte sobre
∂Ω. Quando λ < 0 segue de (1.9) que u ≡ 0. Quando λ = 0 de (1.9) temos
∂u

∂ν
= 0 em ∂Ω, da identidade de Green∫

Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dS

e de (Pλ) temos

0 = −
∫

Ω

∆u dx =

∫
Ω

u2∗−1 dx,

por conseguinte u ≡ 0. �

Sabemos que as soluções de (Pλ) são pontos críticos não triviais do funcional
(1.1). A abordagem para fornecer os resultados é procurar pontos críticos do
funcional

φ(u) =

∫
Ω

|∇u|2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx

na esfera ‖u‖2∗ = 1 e u ∈ H1
0 (Ω). Tais pontos críticos u para λ apropriados

satisfazem a equação
−∆u− λu = β2∗u2∗−1,

onde β é um multiplicador de Lagrange. O que é equivalente a mostrar que

inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖2∗=1

{∫
Ω

|∇u|2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx

}
(1.10)

é atingido. Daí, para uma constante k apropriada, ku satisfaz (Pλ).
A maior di�culdade em provar (1.10) deriva do fato que a imersão
H1

0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) não é compacta. O artifício para superar essa falta de
compacidade é estabelecer para quais valores de λ adequados temos

inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖2∗=1

{∫
Ω

|∇u|2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx

}
< inf

u∈H1
0 (Ω)

‖u‖2∗=1

∫
Ω

|∇u|2 dx. (1.11)

Devido às diferenças mostradas, tanto na forma do domínio Ω como no
conjunto dos valores λ onde existe solução de (Pλ), dividimos o estudo em dois
casos: o caso N ≥ 4 e o caso N = 3.

1.1 Caso 1: N ≥ 4

Vamos estudar o problema da existência de uma função u satisfazendo o
problema (Pλ) com N ≥ 4 e Ω ⊂ RN é um domínio suave e limitado.
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Seja

Sλ = inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖2∗=1

{∫
Ω

|∇u|2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx

}
= inf

u∈H1
0 (Ω)

‖u‖2∗=1

{
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2

}
com λ ∈ R, (1.12)

de modo que
S0 = S = inf

u∈H1
0 (Ω)

‖u‖2∗=1

{
‖∇u‖2

2

}
. (1.13)

S corresponde à melhor constante de Sobolev para a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω).

De fato, da desigualdade de Poincaré (Teorema A.26), se u ∈ H1
0 (Ω), então, existe

C > 0 tal que
‖u‖2∗ ≤ C ‖u‖

daí, se S é atingido

√
S ≤ 1

C
≤ ‖u‖
‖u‖2∗

⇒ ‖u‖2∗ ≤
1√
S
‖u‖ .

Lema 1.3. Sejam 0 < λ < λ1, u ∈ H1
0 (Ω) e ‖u‖λ =

(
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2

)1/2
, então

‖u‖λ ≤ ‖u‖ ≤ C ‖u‖λ , em que C =

(
1− λ

λ1

)−1/2

> 0.

Demonstração. Se u = 0 a desigualdade é válida. Seja u 6= 0, da de�nição de
‖u‖λ e da norma em H1

0 (Ω) temos

‖u‖λ =
(
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2

)1/2 ≤
(
‖∇u‖2

2

)1/2
= ‖u‖ ,

pois λ > 0. Como λ1 ≤
‖∇u‖2

2

‖u‖2
2

segue que λ ‖u‖2
2 ≤

λ

λ1

‖∇u‖2
2 o que implica que

‖∇u‖2
2 −

λ

λ1

‖∇u‖2
2 ≤ ‖∇u‖

2
2 − λ ‖u‖

2
2,

logo

(
1− λ

λ1

)
‖∇u‖2

2 ≤ ‖u‖
2
λ. Portanto ‖u‖ ≤

(
1− λ

λ1

)−1/2

‖u‖λ. �

Lema 1.4. Seja λ1 o primeiro autovalor do −∆ em H1
0 (Ω), então

1. Sλ > 0 se 0 < λ < λ1,

2. Sλ ≤ 0 se λ ≥ λ1.

Demonstração. Seja u ∈ H1
0 (Ω) uma autofunção de −∆ associada ao autovalor

λ1, então u veri�ca
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{
−∆u = λ1u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

ou equivalentemente

∫
Ω

∇u∇v dx = λ1

∫
Ω

uv dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Tomando v = u, temos ‖∇u‖2
2 = λ1 ‖u‖2

2. Daí

‖∇u‖2
2 − λ ‖u‖

2
2 = λ1 ‖u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 = (λ1 − λ) ‖u‖2

2 .

Logo, se λ ≥ λ1

Sλ = inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖2∗=1

{
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2

}
≤ ‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 ≤ 0.

O que mostra 2.

Ora, para todo u ∈ H1
0 (Ω) \ {0}, segue de (1.2) que

λ1 =
‖∇u‖2

2

‖u‖2
2

≤ ‖∇u‖
2
2

‖u‖2
2

⇒ ‖∇u‖2
2 − λ1 ‖u‖2

2 ≥ 0.

Logo, se 0 < λ < λ1, temos

‖∇u‖2
2 − λ ‖u‖

2
2 > ‖∇u‖

2
2 − λ1 ‖u‖2

2 ≥ 0⇒ Sλ ≥ 0.

Suponha Sλ = 0, então existe uma sequência (un) em H1
0 (Ω) tal que

‖un‖2∗ = 1, ‖un‖λ = ‖∇un‖2
2 − λ ‖u‖

2
2 → Sλ.

Do Lema 1.3 segue que
‖un‖2∗ = 1, ‖u‖2 → 0.

Implicando que un → 0 em H1
0 (Ω) e da imersão contínua H1

0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) temos
un → 0 em L2∗(Ω), uma contradição. Portanto Sλ > 0. �

O ponto principal da prova do lema a seguir consiste em estimar a razão

Qλ(uε) =
‖∇uε‖2

2 − λ ‖uε‖
2
2

‖uε‖2
2∗

para

uε(x) =
ϕ(x)

(ε+ |x|2)
N−2

2

, ε > 0,

onde ϕ ∈ D(Ω) é uma função de corte e U(x) = C(1 + |x|2)−(N−2)/2 é a função
dada no Teorema B.2
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Lema 1.5. Temos Sλ < S para todo λ > 0.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos supor que 0 ∈ Ω.
Estimaremos a razão

Qλ(uε) =
‖∇uε‖2

2 − λ ‖uε‖
2
2

‖uε‖2
2∗

onde

uε(x) =
ϕ(x)

(ε+ |x|2)
N−2

2

, ε > 0,

e ϕ ∈ D+(Ω) é uma função �xa tal que ϕ(x) = 1 para x numa vizinhança de 0.
A�rmamos que quando ε→ 0, temos

‖∇uε‖2
2 =

K1

ε
N−2

2

+O(1), (1.14)

‖uε‖2
2∗ =

K2

ε
N−2

2

+O(1), (1.15)

‖uε‖2
2 =


K3

ε
N−4

2

+O(1) se N ≥ 5,

K3 |ln(ε)|+O(1) se N = 4,

(1.16)

onde K1, K2 e K3 denotam constantes positivas as quais dependem somente de

N e tais que
K1

K2

= S.

Veri�cação de (1.14): Da de�nição de uε(x) temos

∂uε(x)

∂xi
=

∂ϕ(x)

∂xi

(ε+ |x|2)
N−2

2

− (N − 2)ϕ(x)xi

(ε+ |x|2)
N
2

. (1.17)

Daí,

∇uε(x) =
∇ϕ(x)

(ε+ |x|2)
N−2

2

− (N − 2)ϕ(x)

(ε+ |x|2)
N
2

x.

Também de (1.17)

(
∂uε(x)

∂xi

)2

=

(
∂ϕ(x)

∂xi

)2

(ε+ |x|2)N−2
+

(N − 2)2ϕ2(x)x2
i

(ε+ |x|2)N
−

2(N − 2)
∂ϕ(x)

∂xi
ϕ(x)xi

(ε+ |x|2)N−1
,

por conseguinte,

|∇uε(x)|2 =
|∇ϕ(x)|2

(ε+ |x|2)N−2
+

(N − 2)2ϕ2(x) |x|2

(ε+ |x|2)N
− 2(N − 2)ϕ(x)∇ϕ(x) · x

(ε+ |x|2)N−1
.
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Assim∫
Ω

|∇uε(x)|2 dx =

∫
Ω

|∇ϕ(x)|2

(ε+ |x|2)N−2
dx+

∫
Ω

(N − 2)2ϕ2(x) |x|2

(ε+ |x|2)N
dx

−
∫

Ω

2(N − 2)ϕ(x)∇ϕ(x) · x
(ε+ |x|2)N−1

dx.

Seja r > 0 tal que B2r(0) ⊂ Ω. Da Proposição A.34, existe ϕ ∈ C∞0 (Ω) de�nida
da seguinte forma:

ϕ(x) =


1 em Br(0), r > 0,
0 em Ω \B2r(0),

0 ≤ ϕ(x) ≤ em Ω.
(1.18)

De modo que∫
Ω

|∇uε(x)|2 dx =

∫
Ω\Br(0)

|∇ϕ(x)|2

(ε+ |x|2)N−2
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫
Br(0)

(N − 2)2 |x|2

(ε+ |x|2)N
dx+

∫
Ω\Br(0)

(N − 2)2ϕ2(x) |x|2

(ε+ |x|2)N
dx︸ ︷︷ ︸

I2

−
∫

Ω\Br(0)

2(N − 2)ϕ(x)∇ϕ(x) · x
(ε+ |x|2)N−1

dx︸ ︷︷ ︸
I3

.

Do fato que ϕ ∈ D+(Ω) temos ∇ϕ(x) limitado, logo

I1 ≤ C1

∫
Ω\Br(0)

1

(ε+ |x|2)N−2
dx ≤ C1

∫
Ω\Br(0)

1

|x|2N−4
dx = O(1).

I2 ≤ C2

∫
Ω\Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx ≤ C2

∫
Ω\Br(0)

dx

|x|2N−2
= O(1).

I3 ≤
∫

Ω\Br(0)

2(N − 2)ϕ(x) |∇ϕ(x)| |x|
(ε+ |x|2)N−1

dx ≤ C3

∫
Ω\Br(0)

|x|
|x|2N−2

=

C3

∫
Ω\Br(0)

1

|x|2N−3
= O(1).

De modo que

∫
Ω

|∇uε(x)|2 dx = (N − 2)2

∫
Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx+O(1).

Como∫
RN

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx =

∫
Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx+

∫
RN\Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx
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e ∫
Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx ≤ ∞,

∫
RN\Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx ≤ ∞,

assim

∫
Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx =

∫
RN

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx−

∫
RN\Br(0)

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx.

Logo

∫
Ω

|∇uε(x)|2 dx = (N − 2)2

∫
RN

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx+O(1).

Fazendo a mundança de variável y =
1√
ε
x temos

∫
Ω

|∇uε(x)|2 dx =
(N − 2)2

ε(N−2)/2

∫
RN

|y|2

(ε+ |y|2)N
dy +O(1).

Assim ∫
Ω

|∇uε(x)|2 dx =
K1

ε(N−2)/2
+O(1)

onde

K1 = (N − 2)2

∫
RN

|y|2

(ε+ |y|2)N
dy = ‖∇U‖2

2 . (1.19)

Veri�cação de (1.15): Da de�nição de norma em L2∗(Ω) temos∫
Ω

|uε(x)|2
∗
dx =

∫
Ω

ϕ2∗(x)

[(ε+ |x|2)(N−2)/2]2∗
dx =

∫
Ω

ϕ2∗(x)

(ε+ |x|2)N
dx.

De (1.18)∫
Ω

ϕ2∗(x)

(ε+ |x|2)N
dx =

∫
Br(0)

dx

(ε+ |x|2)N
+

∫
V \Br(0)

ϕ2∗(x)

(ε+ |x|2)N
dx︸ ︷︷ ︸

O(1)

.

Observando que∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N
=

∫
Br(0)

dx

(ε+ |x|2)N
+

∫
RN\Br(0)

dx

(ε+ |x|2)N
(1.20)
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e com a mudança de variável y =
1√
ε
x temos

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N
=

1

εN/2

∫
RN

dy

(1 + |y|2)N
,

por conseguinte∫
Ω

ϕ2∗(x)

(ε+ |x|2)N
dx=

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N
−
∫
RN\Br(0)

dx

(ε+ |x|2)N︸ ︷︷ ︸
O(1)>0

+

∫
V \Br(0)

ϕ2∗(x)

(ε+ |x|2)N
dx︸ ︷︷ ︸

O(1)>0

=

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N
+O(1) =

1

εN/2

∫
RN

dy

(1 + |y|2)N
+O(1),

de modo que

‖uε(x)‖2∗

2∗ =

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
dx =

1

εN/2

∫
RN

dy

(1 + |y|2)N
+O(1),

daí

‖uε(x)‖2∗ =

(
1

εN/2

∫
RN

dy

(1 + |y|2)N
+O(1)

)1/2∗

.

Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a f(t) = (a + t)1/p para 0 ≤ t ≤ O(1),
a > 0 e p = 2∗ ou p = 2 vemos que a1/2∗ +O(1) = (a+O(1))1/2∗ . Assim

‖uε(x)‖2∗ =

(
1

εN/2

∫
RN

dy

(1 + |y|2)N

)1/2∗

+O(1)

=
1

ε(N−2)/4

(∫
RN

dy

(1 + |y|2)N

)1/2∗

+O(1).

Portanto

‖uε(x)‖2
2∗ =

1

ε(N−2)/2

(∫
RN

dy

(1 + |y|2)N

)2/2∗

+O(1) =
1

ε(N−2)/2
‖U‖2

2∗ +O(1)

=
K2

ε(N−2)/2
+O(1), onde K2 = ‖U‖2

2∗ . (1.21)

Veri�cação de (1.16): Da de�nicão de ϕ em (1.18), temos∫
Ω

|uε(x)|2 dx =

∫
Ω

ϕ2(x)

(ε+ |x|2)n−2
dx =

∫
Br(0)

ϕ2(x)

(ε+ |x|2)n−2
dx+∫

V \Br(0)

ϕ2(x)

(ε+ |x|2)n−2
dx︸ ︷︷ ︸

O(1)

=

∫
Br(0)

dx

(ε+ |x|2)n−2
+O(1)
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Do fato que∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N−2
=

∫
Br(0)

dx

(ε+ |x|2)N−2
+

∫
RN\Br(0)

dx

(ε+ |x|2)N−2

segue que

‖uε‖2
2 =

∫
Ω

|uε(x)|2 dx =

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N−2
−
∫
RN\Br(0)

dx

(ε+ |x|2)N−2︸ ︷︷ ︸
O(1)

+O(1)

=

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N−2
+O(1). (1.22)

Logo da mudança y =
1√
ε
x e N ≥ 5 em (1.22), temos

‖uε‖2
2 =

1

ε(N−4)/2

∫
RN

dy

(1 + |y|2)N−2
+O(1) =

K3

ε(N−4)/2
+O(1). (1.23)

Quando N = 4 de (1.22) temos

‖uε‖2
2 =

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)2
+O(1),

do Corolário A.40, da aditividade sobre domínios e por ser Ω limitado, existem
constantes R1 e R2. Tais que BR1(0) ⊂ Ω ⊂ BR2(0), logo∫

|x|≤R1

dx

(ε+ |x|2)2
≤
∫

Ω

dx

(ε+ |x|2)2
≤
∫
|x|≤R2

dx

(ε+ |x|2)2
.

Por outro lado, temos∫
|x|≤R

dx

(ε+ |x|2)2
=

∫ R

0

1

(ε+ r2)2
ω4r

4−1dr = ω4

∫ R

0

1

(ε+ r2)2
r4−1dr

onde ω4 é a área da bola de raio 1 em R4. Fazendo a mudança s = ε + r2 e
integrando, temos

∫
|x|≤R

dx

(ε+ |x|2)2
= ω4

(
1

2
ln(ε+R2) +

ε

ε+R2
− 1

2
ln(ε)− 1

)
=

1

2
ω4 |ln(ε)|+O(1).

por conseguinte, com K3 =
1

2
ω4

‖uε‖2
2 = K3 |ln(ε)|+O(1). (1.24)
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Assim, de (1.23) e (1.24)

‖uε‖2
2 =


K3

ε
N−4

2

+O(1) se N ≥ 5,

K3 |ln(ε)|+O(1) se N = 4,

Combinando (1.14), (1.15) e (1.16) para o caso N ≥ 5

Qλ(uε) =

K1

ε
N−2

2

+O(1)− λ
(
K3

ε
N−4

2

+O(1)

)
K2

ε
N−2

2

+O(1)
=

K1

ε
N−2

2

− λ
(
K3

ε
N−4

2

)
+O(1)

K2

ε
N−2

2

+O(1)

=
K1 − λεK3 +O(1)ε

N−2
2

K2 +O(1)ε
N−2

2

=

K1

K2

− λεK3

K2

+O(1)ε
N−2

2

1 +O(1)ε
N−2

2

.

De (1.19) e (1.21) temos S =
K1

K2

, daí

Qλ(uε) =
S − λεK3

K2

+O(1)ε
N−2

2

1 +O(1)ε
N−2

2

=
S

1 +O(1)ε
N−2

2

+
−λεK3

K2

+O(1)ε
N−2

2

1 +O(1)ε
N−2

2

=
S

1 +O(1)ε
N−2

2

− λεK3

K2

+

(
1 + λε

K3

K2

)
O(1)ε

N−2
2

1 +O(1)ε
N−2

2︸ ︷︷ ︸
O(ε

N−2
2 ), quando ε→0

=
S

1 +O(1)ε
N−2

2

− λεK3

K2

+O(ε
N−2

2 ).

Usando o fato que

1

1 +O(φ(x))
= 1 +O(φ(x)) quando φ(x)→ 0, (1.25)

temos

Qλ(uε) = S +O(ε
N−2

2 ) − λε
K3

K2

+ O(ε
N−2

2 ) = S − λε
K3

K2

+ O(ε
N−2

2 ).

Fazendo λ
K3

K2

= M̃ e dado que O(ε
N−2

2 ) ≤Mε
N−2

2 para algum M ≥ 0, daí

Qλ(uε) = S − εM̃ +O(ε
N−2

2 ) ≤ S − εM̃ +Mε
N−2

2 = S − ε(M̃ −Mε
N−4

2 ).

de onde para ε su�cientemente pequeno teremos M̃ −Mε
N−4

2 > 0 implicando
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que Qλ(uε) < S logo Sλ < S, pois Sλ ≤ Qλ(uε) < S.

Combinando (1.14), (1.15) e (1.16) para o caso N = 4

Qλ(uε) =

K1

K2

− λK3

K2

|ln(ε)| ε
N−2

2 +O(ε
N−2

2 )

1 +O(ε
N−2

2 )

=
S

1 +O(ε)
−
λ
K3

K2

|ln(ε)| ε

1 +O(ε)
+

O(ε)

1 +O(ε)

usando (1.25), também que
O(ε)

1 +O(ε)
= O(ε)

1

1 +O(ε)
= O(ε) quando ε → 0, e

que
−λεK3

K2

1 +O(ε(N−2)/2)
< −1

2
λε
K3

K2

, pois
1

1 +O(ε)
→ 1 quando ε→ 0. Obtemos

Qλ(uε) ≤ S +O(ε)− 1

2
λ
K3

K2

|ln(ε)| ε+O(ε) = S − 1

2
λ
K3

K2

|ln(ε)| ε+O(ε)

≤ S − 1

2
λ
K3

K2

|ln(ε)| ε+Mε,

do fato que lim
ε→0
|ln(ε)| =∞. Dado

2K2

λK3

M existe δ > 0 tal que para ε < δ temos

|ln(ε)| > 2K2

λK3

M implicando que
1

2
λ
K3

K2

|ln(ε)| ε > Mε para ε < δ. Portanto

Qλ(uε) < S ⇒ Sλ < S.

�

Lema 1.6. Se Sλ < S, então o ín�mo (1.12) é atingido.

Demonstração. Seja (uj) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência minimizante para (1.12), isto

é,

‖uj‖2∗ = 1 (1.26)

‖∇uj‖2
2 − λ ‖uj‖

2
2 = Sλ + o(1) quando j →∞. (1.27)

A�rmamos que (uj) é limitada em H1
0 (Ω). De fato, da imersão L2∗(Ω) ↪→ L2(Ω)

e (1.26), obtemos‖uj‖2
2 ≤ C ‖uj‖2

2∗ = C. De (1.27)

‖uj‖2 = Sλ + λ ‖uj‖2
2∗ + o(1) ≤ Sλ + λC + o(1).

Logo, podemos extrair uma subsequência, ainda denotada por uj, tal que

uj ⇀ u em H1
0 (Ω),

uj → u em L2(Ω),

uj → u q.t.p. em Ω,
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da imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), temos uj ⇀ u em L2∗(Ω) e do Teorema

A.48 temos ‖u‖2∗ ≤ 1. Também, como S = inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖2∗=1

‖∇u‖2
2 e ‖uj‖2∗ = 1 temos

S ≤ ‖∇uj‖2
2. Da hipótese, Sλ < S e de (1.27) temos 0 < S−Sλ ≤ λ ‖uj‖2

2 + o(1),
daí e da convergência em L2(Ω) temos 0 < λ ‖u‖2

2 implicando que u 6= 0.

Seja vj = uj − u, de modo que

vj ⇀ 0 em H1
0

vj → 0 q.t.p. em Ω.

Usando (1.27) obtemos

‖∇(vj + u)‖2
2 − λ ‖vj + u‖2

2 = Sλ + o(1),

daí

‖∇u‖2
2 + ‖∇vj‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 + 2〈vj, u〉H1

0 (Ω) − λ(‖vj‖2
2 + 2〈vj, u〉L2(Ω)) = Sλ + o(1),

quando j →∞ da convergência q.t.p. em Ω, ‖vj‖2
2 → 0, e da convergência fraca

de (vj) temos
〈vj, u〉H1

0 (Ω) → 0, 〈vj, u〉L2(Ω) → 0.

Logo

‖∇u‖2
2 + ‖∇vj‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 = Sλ + o(1). (1.28)

Por outro lado, do Lema A.49 temos

‖uj‖2∗

2∗ − ‖uj − u‖
2∗

2∗ = ‖u‖2∗

2∗ + o(1)

de onde
‖u+ vj‖2∗

2∗ − ‖vj‖
2∗

2∗ = ‖u‖2∗

2∗ + o(1)

e de (1.26), ‖u+ vj‖2∗

2∗ = 1 logo

1 = ‖u‖2∗

2∗ + ‖vj‖2∗

2∗ + o(1)⇒ ‖u‖2∗

2∗ + ‖vj‖2∗

2∗ = 1 + o(1).

De�nindo f(t) = t
2
2∗ , em [0,∞), temos f ′(t) decrescente e do Teorema do Valor

Médio

f(a+ b)− f(b)

a
≤ f(a)− f(0)

a
⇒ f(a+ b) ≤ f(a) + f(b), para a, b ∈ [0,∞),

de modo que

(1 + o(1))
2
2∗ =

(
‖u‖2∗

2∗ + ‖vj‖2∗

2∗

) 2
2∗ ≤

(
‖u‖2∗

2∗

) 2
2∗

+
(
‖vj‖2∗

2∗

) 2
2∗

= ‖u‖2
2∗ + ‖vj‖2

2∗ .

Do Teorema do Valor Médio aplicado à função g(t) = (1+t)2/2∗ para c ∈ (0, o(1)),
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temos (1 + o(1))2/2∗ − 1 = g′(c)o(1) = o(1). Por conseguinte

1 ≤ ‖u‖2
2∗ + ‖vj‖2

2∗ + o(1)

e dado que S ≤
‖∇vj‖2

2

‖vj‖2
2∗

obtemos,

1 ≤ ‖u‖2
2∗ +

1

S
‖∇vj‖2

2 + o(1). (1.29)

Distinguimos dois casos.

Caso 1. Sλ > 0 (i. e., 0 < λ < λ1, ver Lema 1.4).
Multiplicando (1.29) por Sλ temos

Sλ ≤ Sλ ‖u‖2
2∗ +

Sλ
S
‖∇vj‖2

2 + o(1). (1.30)

Combinando (1.28) e (1.30) obtemos

‖∇u‖2
2 + ‖∇vj‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 ≤ Sλ ‖u‖2

2∗ +
Sλ
S
‖∇vj‖2

2 + o(1).

Usando que vj ⇀ 0 em H1
0 (Ω), quando j →∞, deduzimos

‖∇u‖2
2 − λ ‖u‖

2
2 ≤ Sλ ‖u‖2

2∗ ⇒
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2

‖u‖2
2∗

≤ Sλ. (1.31)

Observando que

∥∥∥∥ u

‖u‖2∗

∥∥∥∥
2∗

= 1 e de (1.31) temos

∥∥∥∥∇ u

‖u‖2∗

∥∥∥∥2

2

− λ
∥∥∥∥ u

‖u‖2∗

∥∥∥∥2

2

≤ Sλ.

Mas de (1.12) também Sλ ≤
∥∥∥∥∇ u

‖u‖2∗

∥∥∥∥2

2

− λ
∥∥∥∥ u

‖u‖2∗

∥∥∥∥2

2

. Assim, Sλ é atingido.

Caso 2. Sλ ≤ 0 (i. e., λ ≥ λ1, ver Lema 1.4).
Neste caso temos Sλ ≤ Sλ ‖u‖2∗ pois ‖u‖2∗ ≤ 1, de (1.28) obtemos (1.31).
Portanto a prova do lema está completa. �

Do Lema 1.6, obtemos u ∈ H1
0 (Ω), u 6= 0 onde (1.12) é atingido. Agora

veremos que para um k apropriado, ku é solução fraca de (Pλ). Isto é o resultado
principal desta seção.

Teorema 1.7. Suponha N ≥ 4. Então para cada λ ∈ (0, λ1) existe solução de
(Pλ).

Demonstração. Seja u ∈ H1
0 (Ω) dado pelo Lema 1.6, isto é,

‖u‖2∗ = 1 e ‖∇u‖2
2 − λ ‖u‖

2
2 = Sλ.

Podemos assumir que u ≥ 0 sobre Ω, caso contrário substituímos u por |u|. De
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fato, ∇ |u| = ∇u+ +∇u− e assim

‖∇ |u|‖2
2 = 〈∇ |u| ,∇ |u|〉 = 〈∇u+ +∇u−,∇u+ +∇u−〉

= 〈∇u+,∇u+〉+ 〈∇u−,∇u−〉 = 〈∇u+ −∇u−,∇u+ −∇u−〉
= 〈∇u,∇u〉 = ‖∇u‖2

2 .

Também ‖|u|‖2
2 = ‖u‖2

2 e ‖|u|‖2
2∗ = ‖u‖2

2∗ . Logo,

‖∇ |u|‖2
2 − λ ‖|u|‖

2
2 = ‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 = Sλ.

De�nindo

J : H1
0 (Ω) → R

u → J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx− 1

2
λ

∫
Ω

u2 dx,

F : H1
0 (Ω) → R

u → F (u) =

∫
Ω

|u|2
∗
dx− 1,

e M =
{
u ∈ H1

0 (Ω) : F (u) = 0
}
. Note que F, J satisfazem

1. F ′(u)v = 2∗
∫

Ω

|u|2
∗−2 uv dx, para todo v ∈ H1

0 (Ω). Por conseguinte,

fazendo v = u temos F ′(u)u = 2∗
∫

Ω

|u|2
∗−2 uu = 2∗

∫
Ω

|u|2
∗

= 2∗,

implicando que F ′(u) 6= 0, ∀u ∈M ,

2. Pelo Lema 1.6, existe u0 ∈M tal que J(u0) = min
u∈M

J(u),

e J é limitado inferiormente em M . Pelo Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange (Teorema A.28), existe β ∈ R tal que

J ′(u0) = βF ′(u0).

Isto é
J ′(u0)v = βF ′(u0)v, para todo v ∈ H1

0 (Ω)

ou ∫
Ω

∇u0∇v dx− λ
∫

Ω

u0v dx = β 2∗
∫

Ω

u2∗−1
0 v dx, para todo v ∈ H1

0 (Ω).

Em particular, quando v = u0∫
Ω

|∇u0|2 dx− λ
∫

Ω

u2
0 dx = β 2∗

∫
Ω

u2∗ dx⇒ β 2∗ = Sλ

e Sλ > 0, pelo Lema 1.4, dado que 0 < λ < λ1. De modo que u0 é solução de

−∆u− λu = β 2∗u2∗−1. (1.32)

Segue que ku0 é solução de (Pλ) para k > 0 escolhida de forma que k2−2∗2∗β = 1.
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De fato, quando u0 é solução de (1.32) satisfaz∫
Ω

∇u0∇v dx− λ
∫

Ω

u0v dx = Sλ

∫
Ω

u2∗−1
0 v dx, para todo v ∈ H1

0 (Ω) (1.33)

correspondentemente, se ku0 é solução de (Pλ) temos∫
Ω

∇(ku0)∇v dx− λ
∫

Ω

(ku0)v dx =

∫
Ω

(ku0)2∗−1v dx, para todo v ∈ H1
0 (Ω),

de modo que

k

(∫
Ω

∇u0∇v dx− λ
∫

Ω

u0v dx

)
= k2∗−1

∫
Ω

u2∗−1v dx, para todo v ∈ H1
0 (Ω),

de (1.33)

kSλ

∫
Ω

u2∗−1
0 v dx = k2∗−1

∫
Ω

u2∗−1v dx, para todo v ∈ H1
0 (Ω).

Assim, k = S
1

2∗−2

λ . Podemos supor u0 ≥ 0 em Ω (caso contrario, trocamos u0 por
|u0|). Pela Teoria de Regularidade Clássica das Equações Diferenciaveis Parciais
Elípticas, segue que u = ku0 ∈ C2(Ω) e temos

−∆u = u2∗−1 + λu em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

Pelo Teorema A.27 u > 0 em Ω, λ ∈ (0, λ1).

�

1.2 Caso 2: N = 3

Vamos estudar o problema da existência de uma função u satisfazendo o
problema (Pλ) em que N = 3, no caso particular em que Ω = {x ∈ R3; |x| < 1}
e λ uma constante real. Neste caso (Pλ) tem a forma:


−∆u = λu+ u5 em Ω,

u > 0 em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

(1.34)

Ainda neste caso, o primeiro autovalor do −∆, em H1
0 (Ω), é λ1 = π2 e uma

autofunção associada é |x|−1 sin(π |x|) (ver Apêndice C).

Como no caso anterior, temos

Sλ = inf
u∈H1

0
‖u‖6=1

{
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2

}
com λ ∈ R. (1.35)
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Lema 1.8. Temos Sλ < S para todo λ >
1

4
λ1.

Demonstração. Vamos estimar a razão

Qλ(uε) =
‖∇uε‖2

2 − λ ‖uε‖
2
2

‖uε‖2
6

onde

uε(x) =
ϕ(|x|)

(ε+ |x|2)1/2
.

no qual ϕ é uma função �xa e suave tal que ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0 e ϕ(1) = 0.

Para simpli�car as expressões, fazemos a mudança r = |x| e de�nimos uε(r)
da seguinte maneira

uε(x) = uε(r) =
ϕ(r)

(ε+ r2)1/2
. (1.36)

A�rmamos que, quando ε→ 0, temos

‖∇uε‖2
2 =

K1

ε1/2
+ ω

∫ 1

0

|ϕ′(r)|2 dr +O(ε1/2), (1.37)

‖uε‖2
6 =

K2

ε1/2
+O(ε1/2), (1.38)

‖uε‖2
2 = ω

∫ 1

0

ϕ2(r) dr +O(ε1/2), (1.39)

em que K1 e K2 são constantes positivas tais que
K1

K2

= S e ω é a área da esfera

unitária em R3.
Veri�cação de (1.37): Derivando (1.36) temos

u′ε(r) =
ϕ′(r)

(ε+ r2)1/2
− ϕ(r)r

(ε+ r2)3/2

e assim

‖∇uε‖2
2 =

∫
Br(0)

|∇u|2 dx =

∫ 1

0

(u′ε(r))
2ωr2 dr

= ω

∫ 1

0

(
ϕ′(r)

(ε+ r2)1/2
− ϕ(r)r

(ε+ r2)3/2

)2

r2 dr

= ω

∫ 1

0

(ϕ′(r))2r2

(ε+ r2)
dr − ω

∫ 1

0

2ϕ′(r)ϕ(r)r3

(ε+ r2)2
dr︸ ︷︷ ︸

I

+ω

∫ 1

0

ϕ2(r)r4

(ε+ r2)3
dr.

Integrando por partes I e usando que ϕ(1) = 0 temos
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I =
(ϕ(r))2r3

(ε+ r2)2

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

ϕ2(r)

[
3r2

(ε+ r2)2
− 4r4

(ε+ r2)3

]
dr,

= −
∫ 1

0

3ϕ2(r)r2

(ε+ r2)2
dr +

∫ 1

0

4ϕ2(r)r4

(ε+ r2)3
dr

logo

‖∇uε‖2
2 = ω

[∫ 1

0

(ϕ′(r))2r2

(ε+ r2)
dr −

(
−
∫ 1

0

3ϕ2(r)r2

(ε+ r2)2
dr +

∫ 1

0

4ϕ2(r)r4

(ε+ r2)3
dr

)
+∫ 1

0

ϕ2(r)r4

(ε+ r2)3
dr

]
= ω

[∫ 1

0

(ϕ′(r))2r2

(ε+ r2)
dr +

∫ 1

0

3ϕ2(r)r2

(ε+ r2)2
dr −

∫ 1

0

3ϕ2(r)r4

(ε+ r2)3
dr

]

e por conseguinte

‖∇uε‖2
2 = ω

∫ 1

0

(ϕ′(r))2r2

(ε+ r2)
dr︸ ︷︷ ︸

I1

+3ωε

∫ 1

0

ϕ2(r)r2

(ε+ r2)3
dr︸ ︷︷ ︸

I2

. (1.40)

Por outro lado

I1 =

∫ 1

0

(ϕ′(r))2r2

(ε+ r2)
dr +

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr −
∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr

=

∫ 1

0

(ϕ′(r))2r2 − (ϕ′(r))2ε− (ϕ′(r))2r2

(ε+ r2)
dr +

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr

= −ε
∫ 1

0

(ϕ′(r))2

(ε+ r2)
dr +

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr.

Usando que ϕ′(r) é limitada e que
∫ 1

0

εdr

ε+ r2
=
√
ε arctan(1/

√
ε), temos

∣∣∣∣∫ 1

0

(ϕ′(r))2

(ε+ r2)
dr

∣∣∣∣ ≤Mε

∫ 1

0

dr

ε+ r2
≤M

π

2

√
ε.

Assim

I1 =

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr +O(ε1/2). (1.41)

Correspondentemente

I2 =

∫ 1

0

ϕ2(r)r2

(ε+ r2)3
dr +

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
dr −

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
dr

=

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
dr +

∫ 1

0

(ϕ2(r)− 1)r2

(ε+ r2)3
dr.
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De�nindo

h(r) =

 ϕ2(r)− 1

r2
se r ∈ (0, 1]

ϕ′′(0) se r = 0

e dado que ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0 e ϕ(1) = 0 temos h(r) contínua em [0, 1]. Logo,
existe c > 0 tal que |h(r)| ≤ c implica |ϕ2(r)− 1| ≤ cr2, daí∣∣∣∣∫ 1

0

(ϕ2(r)− 1)r2

(ε+ r2)3
dr

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

cr4

(ε+ r2)3
dr =

c

ε3

∫ 1

0

r4

(1 + (r/
√
ε)2)

3 dr.

Depois da mudança s = r/
√
ε, obtemos∣∣∣∣∫ 1

0

(ϕ2(r)− 1)r2

(ε+ r2)3
dr

∣∣∣∣ ≤ c√
ε

∫ 1/
√
ε

0

s4

(1 + s2)3
ds.

Como ∫ 1/
√
ε

0

s4

(1 + s2)3
ds =

3

8
arctan(1/

√
ε)− 5ε1/2 + 3ε3/2

8(1 + ε)2
(1.42)

segue

lim
ε→0+

(
3

8
arctan(1/

√
ε)− 5ε1/2 + 3ε3/2

8(1 + ε)2

)
=

3π

16
(1.43)

e

lim
ε→+∞

(
3

8
arctan(1/

√
ε)− 5ε1/2 + 3ε3/2

8(1 + ε)2

)
= 0,

do qual existe k ∈ R tal que
∫ 1/

√
ε

0

s4

(1 + s2)3
ds ≤ k, de modo que

∣∣∣∣∫ 1

0

(ϕ2(r)− 1)r2

(ε+ r2)3
dr

∣∣∣∣ ≤ k
c√
ε

= O(ε−1/2).

Logo

I2 =

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
dr +O(ε−1/2).

Também∫ ∞
1/
√
ε

s2

(1 + s2)3
ds ≤

∫ ∞
1/
√
ε

1

s4
ds =

1

3
ε3/2 ⇒

∫ ∞
1/
√
ε

s2

(1 + s2)3
ds = O(ε3/2),

e como ∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds =

∫ 1/
√
ε

0

s2

(1 + s2)3
ds+

∫ ∞
1/
√
ε

s2

(1 + s2)3
ds

tem-se ∫ 1/
√
ε

0

s2

(1 + s2)3
ds =

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds+O(ε3/2),
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pelo qual

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
= ε−

3
2

∫ 1√
ε

0

s2

(1 + s2)3
ds = ε−

3
2

(∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds

)
+O(1).

Assim

I2 = ε−
3
2

(∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds

)
+O(1) +O(ε−1/2). (1.44)

Combinando (1.41), (1.44) e (1.40) temos

‖∇uε‖2
2 = ω

(∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr +O(ε1/2)

)
+ 3ωε

(
ε−

3
2

(∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds

)
+O(1) +O(ε−1/2)

)
.

Daí

‖∇uε‖2
2 = 3ωε−1/2

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds+ ω

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr + ωO(ε1/2) + 3ωεO(1)

+ 3ωεO(ε−1/2).

Fazendo K1 = 3ω

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds, temos

‖∇uε‖2
2 =

K1

ε1/2
+ ω

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr + (ω + 3ω
√
ε+ 3ω)O(ε1/2).

e como ε→ 0, deduzimos

‖∇uε‖2
2 =

K1

ε1/2
+ ω

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr +O(ε1/2). (1.45)

Veri�cação de (1.38):

‖uε‖6
6 =

∫
Ω

|uε(x)|r 6 dr =

∫ 1

0

|uε(r)|6 ωr2 dr = ω

∫ 1

0

ϕ6r2

(ε+ r2)3
dr

= ω

∫ 1

0

ϕ6r2

(ε+ r2)3
dr − ω

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
dr + ω

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
dr

= ω

∫ 1

0

r2

(ε+ r2)3
dr︸ ︷︷ ︸

I3

+ω

∫ 1

0

(ϕ6(r)− 1)r2

(ε+ r2)3
dr︸ ︷︷ ︸

I4

.
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Usando que ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0, ϕ(1) = 0 e de�nindo

h(r) =

 ϕ6(r)− 1

r2
se r ∈ (0, 1]

3ϕ′′(0) se r = 0,

temos h(r) contínua no intervalo [0, 1], pelo qual existe c ∈ R tal que |h(r)| ≤ c
para r ∈ [0, 1], implicando que |ϕ6(r)− 1| ≤ cr2. Assim

|I4| ≤
∫ 1

0

cr4

(ε+ r2)3
dr =

c

ε3

∫ 1

0

r4

(1 + (r/
√
ε)2)3

dr

e depois da mudança s = r/
√
ε temos

|I4| ≤
c√
ε

∫ 1/
√
ε

0

s4

(1 + s2)3
ds

e dado que∫
s4

(1 + s2)3
ds =

3

8
arctan(s)− 3s

8(1 + s2)
então

∫ 1/
√
ε

0

s4

(1 + s2)3
ds ≤ 3π

16
.

(1.46)
Por conseguinte

|I4| ≤
c√
ε

∫ 1/
√
ε

0

s4

(1 + s2)3
, ds ≤ c√

ε

3π

16
= O(ε−1/2) então I4 = O(ε−1/2). (1.47)

Correspondentemente, mediante a mudança de variaveis s = r/
√
ε, temos

I3 = ε−3/2

∫ 1/
√
ε

0

s2

(1 + s2)3
ds = ε−3/2

(∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds−

∫ ∞
1/
√
ε

s2

(1 + s2)3
ds

)
.

Por outro lado, para 0 < s ≤ 1, tem-se

1 + s2 ≥ s⇒ (1 + s2)3 ≥ s3 ≥ s5 ⇒ 1

(1 + s2)3
≤ 1

s5
,

e para s > 1, tem-se

1 + s2 ≥ s2 ⇒ (1 + s2)3 ≥ s6 ≥ s5 ⇒ 1

(1 + s2)3
≤ 1

s5
.

Daí segue que ∫ ∞
1/
√
ε

s2

(1 + s2)3
ds ≤

∫ ∞
1/
√
ε

1

s3
ds =

ε

2
= O(ε).

Assim

I3 = ε−3/2

∫ 1/
√
ε

0

s2

(1 + s2)3
ds = ε−3/2

(∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds+O(ε)

)
. (1.48)
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Agora, de (1.47) e (1.48) temos

‖uε‖6
6 =ωε−3/2

(∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds+O(ε)

)
+ ωO(ε−1/2)

= ε−3/2

(
ω

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds+ ωO(ε)

)
+ ωε−3/2O(ε)

= ε−3/2

(
ω

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds+ ωO(ε) + ωO(ε)

)
do qual

‖uε‖2
6 = ε−1/2

(
ω

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds+O(ε)

)1/3

Para cada ε > 0, de�nindo h(t) = (K + t)1/3 para 0 ≤ t < O(ε) e pelo Teorema
do Valor Médio, existe c ∈ (0, O(ε)) tal que

c =
(K +O(ε))1/3 −K

O(ε)− 0
⇒ (K +O(ε))1/3 = K +O(ε),

implicando que

‖uε‖2
6 = ε−1/2

(
ω

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds

)1/3

+O(ε).

fazendo K2 =

(
ω

∫ ∞
0

s2

(1 + s2)3
ds

)1/3

, temos

‖uε‖2
6 =

K2

ε1/2
+O(ε1/2) (1.49)

Veri�cação de (1.39): Da mudança de variáveis para integrar na bola do R3,
temos

‖uε‖2
2 =

∫
Ω

|uε(x)|2 dx =

∫ 1

0

|uε(r)|2 ωr2 dr = ω

∫ 1

0

ϕ2(r)r2

(ε+ r2)
dr

= ω

(∫ 1

0

ϕ2(r)r2

(ε+ r2)
dr +

∫ 1

0

ϕ2(r) dr −
∫ 1

0

ϕ2(r) dr

)
= ω

(∫ 1

0

ϕ2(r) dr −
∫ 1

0

ϕ2(r)ε

ε+ r2
dr

)
.

Como ϕ2(r) é limitada no intervalo [0, 1], existe c ∈ R tal que ϕ2(r) ≤ c, logo∫ 1

0

ϕ2(r)ε

ε+ r2
dr ≤ c

∫ 1

0

ε

ε+ r2
dr = c

∫ 1

0

1

1 + (r/
√
ε)2

dr.

Com a mudança de variáveis s = r/
√
ε obtemos
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c

∫ 1

0

1

1 + (r/
√
ε)2

dr = c
√
ε

∫ 1/
√
ε

0

1

1 + s2
ds = c

√
ε arctan(1/

√
ε) ≤ cπ

2

√
ε.

Daí,
∫ 1

0

ϕ2(r)ε

ε+ r2
dr = O(ε1/2), donde

‖u‖2
2 = ω

∫ 1

0

ϕ2(r) dr +O(ε1/2). (1.50)

Combinando agora (1.45), (1.49) e (1.50) obtemos

Qλ(uε) =

K1

ε1/2
+ ω

∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr +O(ε1/2)− λ
(
ω

∫ 1

0

ϕ2(r) dr +O(ε1/2)

)
K2

ε1/2
+O(ε1/2)

=

K1

ε1/2
+ ω

(∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr − λ
∫ 1

0

ϕ2(r) dr

)
+O(ε1/2)

K2

ε1/2
+O(ε1/2)

=

K1

K2

+
ε1/2

K2

ω

(∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr − λ
∫ 1

0

ϕ2(r) dr

)
+O(ε)

1 +O(ε)

=
S

1 +O(ε)
+

ε1/2

K2

ω

(∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr − λ
∫ 1

0

ϕ2(r) dr

)
1 +O(ε)

+
O(ε)

1 +O(ε)

= S +
ε1/2

K2

ω

(∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr − λ
∫ 1

0

ϕ2(r) dr

)
+O(ε).

Tomando ϕ(r) = cos(πr/2) tem-se∫ 1

0

(ϕ′(r))2 dr − λ
∫ 1

0

ϕ2(r) dr =
1

2
(π2/4− λ).

Segue que

Qλ(uε) = S +
ε1/2

K2

ω
(
π2/4− λ

) 1

2
+O(ε) ≤ S +

ε1/2

K2

ω
(
π2/4− λ

) 1

2
+ cε.

Dado que λ1 = π2 e λ >
1

4
λ1, daí, que para ε su�cientemente pequeno, Qλ(uε) <

S e como Sλ ≤ Qλ(uε) para todo u ∈ H1
0 (Ω). Assim Sλ < S. �

Lema 1.9. Não existe solução de (1.34) para λ ≤ 1
4
λ1.

Demonstração. Suponhamos que u é solução de (1.34); pelo Teorema A.1,
sabemos que u deve ser radialmente simétrica. Escrevemos u(x) = u(r), em
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que r = |x| e como foi feito no Apêndice C, u satisfaz

−u′′ − 2

r
u′ = u5 + λu em (0, 1), (1.51)

u′(0) = u(1) = 0. (1.52)

Multiplicando (1.51) por r2ψ(r)u′(r), onde ψ é uma função suave tal que ψ(0) = 0,
e integrando temos

−
∫ 1

0

r2ψu′′u′ dr − 2

∫ 1

0

rψ(u′)2 dr =

∫ 1

0

r2ψu5u′ dr + λ

∫ 1

0

r2ψuu′ dr; (1.53)

usando integração por partes, as condições sobre ψ e (1.52) temos∫ 1

0

r2ψu′′u′ dr=
1

2
u′(1)ψ(1)−

∫ 1

0

(u′)2

2
(2rψ + r2ψ′) dr,

∫ 1

0

r2ψu5u′ dr= r2ψ
u6

6

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

u6

6
(2rψ + r2ψ′) dr = −

∫ 1

0

u6

6
(2rψ + r2ψ′) dr,

∫ 1

0

r2ψuu′ dr= r2ψ
u2

2

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

u2

2
(2rψ + r2ψ′) dr = −

∫ 1

0

u2

2
(2rψ + r2ψ′) dr.

Assim, o lado esquerdo e o lado direito de (1.53) são, respectivamente

−
∫ 1

0

r2ψu′′u′ dr − 2

∫ 1

0

rψ(u′)2 dr =∫ 1

0

(u′)2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr − 1

2
u′(1)ψ(1), (1.54)

∫ 1

0

r2ψu5u′ dr + λ

∫ 1

0

r2ψuu′ dr = −
∫ 1

0

u6

6
(2rψ + r2ψ′) dr

− λ
∫ 1

0

u2

2
(2rψ + r2ψ′) dr. (1.55)

Substituindo (1.54) e (1.55) em (1.53) temos∫ 1

0

(u′)2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr − 1

2
u′(1)ψ(1) = −

∫ 1

0

u6

6
(2rψ + r2ψ′) dr

− λ
∫ 1

0

u2

2
(2rψ + r2ψ′) dr. (1.56)

Ora, ao multiplicar (1.51) por
(

1
2
r2ψ′ − rψ

)
u e integrando, obtemos
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−
∫ 1

0

u′′u

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
−
∫ 1

0

2u′u

(
1

2
rψ′ − ψ

)
=

∫ 1

0

u6

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr

+ λ

∫ 1

0

u2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr. (1.57)

Como feito anteriormente, integrando por partes e usando as condições sobre ψ
e (1.52) temos∫ 1

0

u′′u

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr = u′

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
u

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

(u′)2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr

−
∫ 1

0

u′u

(
1

2
r2ψ′′ − ψ

)
dr,

daí∫ 1

0

u′′u

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr = −

∫ 1

0

(u′)2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr−

∫ 1

0

u′u

(
1

2
r2ψ′′ − ψ

)
dr.

Como ∫ 1

0

u′u

(
1

2
r2ψ′′ − ψ

)
dr = −

∫ 1

0

u2

2

(
rψ′′ +

1

2
r2ψ′′′ − ψ′

)
dr,

segue que∫ 1

0

u′′u

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr =

∫ 1

0

u2

2

(
rψ′′ +

1

2
r2ψ′′′ − ψ′

)
dr

−
∫ 1

0

(u′)2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr. (1.58)

Também∫ 1

0

2u′u

(
1

2
rψ′ − ψ

)
dr = u2

(
1

2
rψ′ − ψ

)∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

u2

(
1

2
rψ′′ − 1

2
ψ′
)
dr

= −
∫ 1

0

u2

(
1

2
rψ′′ − 1

2
ψ′
)
dr. (1.59)

Substituindo (1.58) e (1.59) em (1.57) e simpli�cando, temos∫ 1

0

(u′)2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr −

∫ 1

0

u2r2ψ′′′

4
dr = −

∫ 1

0

u6

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr

+ λ

∫ 1

0

u2

(
1

2
r2ψ′ − rψ

)
dr. (1.60)

Restando (1.60) de (1.56), simpli�cando e agrupando os termos com o fator u2r2,
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obtemos∫ 1

0

u2

(
λψ′ +

1

4
ψ′′′
)
r2 dr =

2

3

∫ 1

0

u6(rψ − r2ψ′) dr +
u′(1)ψ(1)

2
. (1.61)

Sabemos da Proposição 1.2 que para λ ≤ 0 não existe solução de (1.34). Assim,

assumindo que 0 < λ ≤ 1

4
π2 e escolhendo ψ(r) = sen((4λ)1/2r) de modo que

ψ(1) ≥ 0, temos

λψ′(r) +
1

4
ψ′′′(r) = 2λ3/2 cos((4λ)1/2r)− 2λ3/2 cos((4λ)1/2r) = 0

e

rψ − r2ψ′ = r sen((4λ)1/2r)− r2(4λ)1/2 cos((4λ)1/2r) > 0 em (0, 1],

pois f(θ) = sen(θ)− θ cos(θ) é crescente em (0, π) o que contradiz (1.61). �

Nosso resultado principal, análogo ao Teorema 1.7 cuja demonstração é
semelhante, é o seguinte

Teorema 1.10. Assuma Ω é uma bola. Então existe solução de (1.34) se e
somente se λ ∈

(
1
4
λ1, λ1

)
.

Demonstração. Seja
1

4
λ1 < λ < λ1, do Lema 1.8 sabemos que Sλ < S e do Lema

1.6 o ín�mo em (1.35) é atingido. Análogo ao Teorema 1.7, seja u ∈ H1
0 (Ω) tal

que o ín�mo é atingido, pelo mesmo argumento, podemos assumir u ≥ 0 em Ω.
De�nindo

J : H1
0 (Ω) → R

u → J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 − 1

2
λ

∫
Ω

u2,

F : H1
0 (Ω) → R

u → F (u) =

∫
Ω

|u|6 − 1,

e no conjunto M =
{
u ∈ H1

0 (Ω) : F (u) = 0
}
. Temos

1. F ′(u) 6= 0, ∀u ∈M ,

2. pelo Lema (1.6) existe u0 ∈M tal que J(u0) = min
u∈M

J(u).

Logo, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema A.28), existe
β ∈ R tal que

J ′(u0) = βF ′(u0).

Isto é
J ′(u0)v = βF ′(u0)v, para todo v ∈ H1

0 (Ω)

ou ∫
Ω

∇u0∇v − λ
∫

Ω

u0v = β 6

∫
Ω

u5
0v, para todo v ∈ H1

0 (Ω).
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Em particular, quando v = u0∫
Ω

|∇u0|2 − λ
∫

Ω

u2
0 = β 6

∫
Ω

u6 ⇒ 6β = Sλ

e Sλ > 0 dado que 0 < λ < λ1. De modo que u0 é solução de

−∆u− λu = Sλu
5. (1.62)

Segue, usando o mesmo argumento dado na demostração do Teorema 1.7, que
ku0 é solução de (1.34), em que k > 0 é escolhido de tal forma que 6βk−4 = 1.

Pela Proposição 1.1 e o Lema 1.9 se λ /∈
(

1
4
λ1, λ1

)
então (1.34) não tem

solução. �



Capítulo 2

Problema crítico em domínio

ilimitado

Neste capítulo usamos o método variacional para o estudo do seguinte
problema 

−∆u = u2∗−1 + λf(x, u) em RN ,
u ≥ 0 em RN ,∫
RN
|∇u|2 dx <∞,

(PGλ)

em que 2∗ =
2N

N − 2
é o expoente crítico de Sobolev, N ≥ 3, λ > 0 é um parâmetro

real e f : RN × R→ R satisfaz as seguintes condições:

(f1) f ∈ C(RN × R,R) e f(x, 0) ≡ 0.

(f2) Dado R > 0 existe θR ∈ [2, 2∗) e constantes positivas aR, bR > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ aRs
θR−1 + bR, ∀ |x| ≤ R, ∀s ≥ 0.

(f3) Existem r1, r2, q ∈ (1, 2∗), com r1 ≤ q ≤ r2, um conjunto aberto Ω0 ⊂ RN ,
ci ∈ L2∗/(2∗−ri)(RN), i = 1, 2, e uma constante positiva a tais que

f(x, s) ≤ c1(x)sr1−1 + c2(x)sr2−1, ∀x ∈ RN , s ≥ 0,

F (x, s) ≥ asq, ∀x ∈ Ω0, s ≥ 0,

onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t) dt.

(f4) Existem µ, µ̂ ∈ (1, 2∗), 2 < τ < 2∗, 1 < τ̂ < 2∗, c3 ∈ L2∗/(2∗−µ)(RN ), e
c4 ∈ L2∗/(2∗−µ̂)(RN ) tais que
1

τ
f(x, s)s− F (x, s) ≥ −c3(x)sµ, ∀x ∈ RN , s ≥ 0,

1

τ̂
f(x, s)s− F (x, s) ≤ c4(x)sµ̂, ∀x ∈ Ω0, s ≥ 0.

33
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Observando que u ≡ 0 é uma solução de (PGλ), vamos aplicar metodos minimax
para estudar a existência de solução não trivial de (PGλ).

Considerando q ∈ R dado pela condição (f3), no primeiro resultado de
existência, vamos supor a seguinte condição técnica:

q ∈ (1, 2∗) satisfaz p̂ = 2∗ − 2 < q. (2.1)

Note que p̂ < 2, p̂ = 2 e p̂ > 2 quando N > 4, N = 4, e N = 3, respectivamente.

No estudo usaremos os seguintes espaços de funções

De�nição 2.1. Motivado pela imersão de Sobolev, temos

1. O espaço D1,2(RN) := {u ∈ L2∗(RN) : ∀i = 1, . . . , N ∂iu ∈ L2(RN)} com a
norma ‖u‖D1,2 := ‖u‖2∗ + ‖∇u‖2 .

2. O espaço D1,2 ≡ D1,2
0 (RN) é o fecho de D(RN) com relação à norma ‖·‖D1,2.

De�nição 2.2. Seja N ≥ 3. A ótima constante na desigualdadade de Sobolev é
dada por

S = inf
u∈D1,2\{0}

{ ∫
RN |∇u|

2(∫
RN |u|

2∗)2/2∗

}
. (2.2)

Da desigualdade de Sobolev, ‖u‖2∗ ≤ S−1 ‖∇u‖2 em D(RN), extendida a
D1,2

0 (RN) por densidade, temos ‖∇u‖2 uma norma em D1,2
0 (RN), equivalente à

norma ‖·‖D1,2 . Assim, D1,2 é o fecho de D(RN), com respeito à norma dada por

‖φ‖ =

(∫
RN
|∇φ|2 dx

)1/2

.

De acordo com o Teorema B.2, o ín�mo em (2.2) é atingido pelas funções

wε(x) =
{N(N − 2)ε}(N−2)/4

(ε+ |x|2)(N−2)/2
, ∀x ∈ RN , ε > 0, (2.3)

que satisfazem
‖wε‖2 = ‖wε‖2∗

2∗ = SN/2, ∀ε > 0.

De�nição 2.3. Diremos que uma função u ∈ D1,2, tal que u ≥ 0 q.t.p em RN , é
solução fraca do problema (PGλ) quando∫

RN
∇u · ∇φ dx−

∫
RN
|u|2

∗−1 φ dx− λ
∫
RN
f(x, u)φ dx = 0,

para cada φ ∈ D(RN).

Para obter uma solução do problema (PGλ), também assumimos que

f(x, s) = f(x, 0), para cada x ∈ RN e s < 0. (2.4)
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Para modi�car a não linearidade, escolhemos φ ∈ D(RN) satisfazendo 0 ≤ φ(x) ≤
1, φ ≡ 1 na bola B(0, 1), e φ ≡ 0 em RN \B(0, 2). Seja n ∈ N e φn(x) = φ(x/n).
De�nimos

fn(x, s) = φn(x)f(x, s), (2.5)

e consideramos a sequência de problemas:{
−∆u = u2∗−1 + λfn(x, u) em RN ,

u ≥ 0, u ∈ D1,2.
(PGn)

Considerando D1,2 dotado com a norma ‖u‖ = ‖∇u‖2, o funcional associado com
o problema (PGn) é dado por

Iλ,n(u) =
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx− 1

2∗

∫
RN

(u+)2∗ dx− λ
∫
RN
Fn(x, u) dx, (2.6)

onde u+ = max{u, 0} e Fn(x, s) =
∫ s

0
fn(x, t) dt. Pela hipótese (f2) e a construção,

o funcional Iλ,n está bem de�nido e pertence a C1(D1,2,R), ver [14]. Além disso,

I ′λ,n(u)φ =

∫
RN
∇u · ∇φ dx−

∫
RN

(u+)2∗−1φ dx− λ
∫
RN
fn(x, u)φ dx, (2.7)

para cada u e φ ∈ D1,2.

Agora por causa da completude, damos um resultado básico de compacidade

Proposição 2.4. Seja Ω um domínio, não necessariamente limitado, de RN ,
N > 2, 1 ≤ q < 2∗, e a ∈ L2∗/(2∗−q)(Ω). Então o funcional

T : D1,2(Ω)→ R

u→ T (u) =

∫
Ω

a |u|q dx

está bem de�nido e é fracamente contínuo.

Demonstração. Como u ∈ D1,2(Ω), então
∫

Ω

|u|2
∗
dx <∞ e |u|q ∈ L2∗/q(Ω).

Logo, da desigualdade de Hölder

|T (u)| =
∣∣∣∣∫

Ω

a |u|q dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|a| |u|q dx ≤(∫
Ω

|a|2
∗/(2∗−q) dx

) 2∗−q
2∗
(∫

Ω

|u|2
∗
dx

) q
2∗

<∞.

Seja un ⇀ u em D1,2(Ω). Provaremos que |un|q ⇀ |u|q em L2∗/q(Ω). De fato,

dado que ‖|un|q‖2∗/q =

(∫
Ω

|u|2
∗
dx

) q
2∗

= ‖un‖q2∗ <∞, da convergência fraca em

D1,2(Ω). Logo, a menos de subsequência, pela re�exivadade de L2∗/q(Ω), temos

|un|q ⇀ v em L2∗/q(Ω). (2.8)
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A prova estará completa se mostramos que v = |u|q, porque desse modo o limite
não depende da subsequência.
Escolha uma sequência (Kj)j∈N de subconjuntos relativamente compactos de Ω,
com fronteira regular tal que Ω =

⋃
j≥1Kj. Pela imersão compacta D1,2(Kn)

c

↪→
Lq(Kj), a convergência fraca, un ⇀ u, em D1,2(Kj), implica que

un → u em Lq(Kj)

e como Lq(Kj) ⊆ L1(Kj), segue que

|un|q → |u|q em L1(Kj).

Como também L2∗/q(Kj) ⊆ L1(Kj), a convergência fraca em (2.8) implica que

|un|q ⇀ v em L1(Kj).

Assim, v = |u|q q.t.p em cada Kj.
Agora, de�na para cada j ∈ N, Aj = {x ∈ Kj; v 6= |u|q}, temos med(Aj) = 0.
Seja A =

⋃
j∈NAj, também med(A) = 0. De�nindo B = {x ∈ Ω; v 6= |u|q}, temos

que B = A. De fato,

• x ∈ B ⇒ x ∈ Ω ⇒ x ∈ Kj0 , para algum j0 e v 6= |u|q ⇒ x ∈ Aj0 ⇒ x ∈⋃
j∈NAj ⇒ x ∈ A, logo B ⊆ A.

• x ∈ A ⇒ x ∈ Aj0 , para algum j0 ⇒ x ∈ KJ0 e v 6= |u|q ⇒ ⇒ x ∈ Ω e
v 6= |u|q ⇒ x ∈ B ⇒ A ⊆ B.

Como Ω =
⋃
j≥1Kj e v = |u|q q.t.p em cada Kj, então v = |u|q q.t.p. em Ω. �

De�nição 2.5. Seja E um espaço de Banach e ϕ ∈ C1(E,R). Diremos que
(un) ⊂ E é uma sequência de Palais-Smale (PS)c, com c ∈ R, associada com o
funcional ϕ quando

ϕ(un)→ c, e ϕ′(un)→ 0, quando n→∞.

O seguinte teorema é uma versão do Teorema do Passo da Montanha devido
a Ambrosetti-Rabinowitz [2]. Pode-se ver também em [14].

Teorema 2.6. Seja E um espaço de Banach real e supor Φ ∈ C1(E,R), com
Φ(0) = 0, satisfaz

(Φ1) Existem constantes positivas β, ρ tais que Φ(u) ≥ β, ‖u‖ = ρ.

(Φ2) Existe e ∈ E, ‖e‖ > ρ, tal que Φ(e) ≤ 0.

Então, para a constante

c = inf
γ∈Γ

sup
u∈γ

Φ(u) ≥ β,



2.1. RESULTADOS TÉCNICOS 37

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) = e}, existe uma sequência (PS)c,
(uj), em E associada com Φ.

2.1 Resultados técnicos

Nesta seção estudamos a existência de solução fraca no sentido das
distribuições para o problema

{
−∆u = g(x, u) em RN ,
u ∈ D1,2,

(P)

onde g(x, u) ∈ C(RN × R,R) satisfaz

(g1) Dado R > 0 existem constantes positivas aR, bR tal que para cada x ∈ RN
com |x| ≤ R, e s ∈ R,

|g(x, s)| ≤ aR |s|2
∗−1 + bR.

O funcional I, associado ao problema (P) em D1,2 é de�nido por

I(u) =
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx−

∫
RN
G(x, u) dx, (2.9)

onde G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt. É claro que, sob a condição (g1), I pode assumir os

valores ±∞. No entanto, se assumimos a seguinte condição mais forte que (g1),

(g2) existe a > 0, b ∈ C0(RN), o espaço das funções contínuas com suporte
compacto em RN , tal que, para cada x ∈ RN e s ∈ R,

|g(x, s)| ≤ a |s|2
∗−1 + b(x),

teremos I ∈ C1(D1,2,R), e pontos críticos de I são soluções fracas da equação
quaselinear associada em RN . Para estabelecer a existência de uma solução para
a equação associada quando (g2) não é satisfeito, vamos supor a existência de
uma sequência de funções (gn) ⊂ C(RN × R,R) satisfazendo (g2) e convergindo
a g. Mais especi�camente, assumimos

(g3) Dado n ∈ N existe gn ∈ C(RN × R,R) satisfazendo (g2) e

g(x, s) = gn(x, s), ∀ |x| ≤ n, s ∈ RN .

Para a sequência de problemas{
−∆u = gn(x, u) em RN
u ∈ D1,2.

(Pn)
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o funcional In associado em D1,2 é de�nido por

In(u) =
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx−

∫
RN
Gn(x, u) dx, (2.10)

onde Gn(x, s) =
∫ s

0
gn(x, t) dt.

No que segue, vamos assumir que (un) ⊂ D1,2, é uma sequência limitada e
tal que I ′n(un) → 0, quando n → ∞. Pela imersão de Sobolev e o Princípio
da Concentração-Compacidade, Teorema A.32, podemos assumir que existe
u ∈ D1,2, µ, ν ∈ M (RN), o espaço das medidas de Radon limitadas em RN ,
e sequências (xi) ∈ RN , νi > 0 e medidas de Dirac δxi tal que

un ⇀ u em D1,2,

un → u em Lsloc(RN), 1 ≤ s < 2∗,

un(x)→ u(x) q.t.p em RN ,

|un|2
∗
⇀ ν = |u|2

∗
+
∑

i νiδxi fraco * em M (RN),

|∇un|2 ⇀ µ fraco * em M (RN),∑
i ν

2/2∗

i <∞.

(2.11)

Lema 2.7. Existe no máximo uma quantidade �nita de pontos xi em subconjuntos
limitados de RN .

Demonstração. Será su�ciente provar que existem no máximo uma quantidade
�nita de pontos xi em B(0, r) para cada r > 0. De (2.2) e do Lema I.1 em [12],
obtemos

µ({xi}) ≥ Sν
2/2∗

i . (2.12)

Agora, para cada ε > 0, de�nimos ψε(x) = ψ((x − xi)/ε), x ∈ RN , onde
ψ ∈ D(RN), 0 ≤ ψ(x) ≤ 1, ψ(x) ≡ 1 em B(0, 1), e ψ(x) = 0 em RN \ B(0, 2).
Dado que I ′n(un) → 0, quando n → ∞, e (ψεun) é uma sequência limitada,
também I ′n(un)(ψεun)→ 0, equivalentemente

I ′n(un)(ψεun) =

∫
RN
∇un · ∇(ψεun) dx−

∫
RN
gn(x, un)ψεun dx = o(1)

⇒
∫
RN
∇un · ∇(ψεun) dx =

∫
RN
gn(x, un)ψεun dx+ o(1).

Pela condição (g1), com R > 2r, e (g3), para n su�cientemente grande, temos∫
RN
∇un · ∇(ψεun) dx ≤ aR

∫
RN
|u|2

∗
ψε dx+ bR

∫
RN
|un|ψε dx+ o(1).
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Agora de (2.11), tomando n→∞, temos

lim
n→∞

∫
RN
∇un · ∇(ψεun) dx ≤ aR

∫
RN
ψε dν + bR

∫
RN
|u|ψε dx.

Novamente o Lema I.1 em [12] e fazendo ε→ 0, obtemos

µ({xi}) ≤ aRν({xi}).

Assim, de (2.12) temos

aRν({xi}) = aRνi ≥ µ({xi}) ≥ Sν
2/2∗

i = Sν
(N−2)/N
i ⇒ νi ≥

SN/2

a
N/2
R

.

Logo, ∑
i

ν
2/2∗

i ≥
∑
i

(
SN/2

a
N/2
R

)2/2∗

=

(
SN/2

a
N/2
R

)2/2∗∑
i

1

De (2.11) temos
∑
i

1 <∞, isto é, i ∈ A onde A é un subconjunto de índices

�nito. �

Lema 2.8. Seja K ⊂ RN um conjunto compacto. Então, existe n0 ∈ N e
M = M(K) > 0 tal que∫

K

|gn(x, un(x))|2
∗/(2∗−1) dx ≤M, ∀n ≥ n0.

Demonstração. Tome n0 ∈ N tal que K ⊂ B(0, n0). De (g3), existe
gn(x, un(x)) = g(x, un(x)), para cada x ∈ K, e n ≥ n0. Agora pela condição
(g1) com R = n0, |gn(x, un)| ≤ aR |un|2

∗−1 + bR, por conseguinte∫
K

|gn(x, un(x))|
2∗

2∗−1 dx ≤
∫
K

(
an0 |un|

2∗−1 + bn0

) 2∗
2∗−1

dx.

Da desigualdade de Minkowski[∫
K

(
an0 |un|

2∗−1 + bn0

) 2∗
2∗−1

dx

] 2∗−1
2∗

≤ an0

[∫
K
|un(x)|2

∗
dx

] 2∗−1
2∗

+bn0

[∫
K
1 dx

] 2∗−1
2∗

logo[∫
K

|gn(x, un(x))|
2∗

2∗−1 dx

] 2∗−1
2∗

≤ an0

[∫
K

|un(x)|2
∗
dx

] 2∗−1
2∗

+ bn0

[∫
K

1 dx

] 2∗−1
2∗

,

do qual segue que∫
K

|gn(x, un(x))|
2∗

2∗−1 dx ≤
(

2an0 ‖un‖
2∗−1
2∗ + 2bn0 |K|

2∗−1
2∗
) 2∗

2∗−1

(2.13)

De�nindo ϕ(t) = t
2∗

2∗−1 em [0,∞), temos ϕ convexa, e pela desigualdade de Jensen,
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considerando t1 = 2an0 ‖un‖
2∗−1
2∗ e t2 = 2bn0 |K|

2∗−1
2∗ , temos

ϕ

(
1

2
(t1 + t2)

)
= ϕ

( 1
2
t1 + 1

2
t2

1
2

+ 1
2

)
≤

1
2
ϕ(t1) + 1

2
ϕ(t2)

1
2

+ 1
2

≤ ϕ(t1) + ϕ(t2)

do que segue(
2an0 ‖un‖

2∗−1
2∗ + 2bn0 |K|

2∗−1
2∗
) 2∗−1

2∗
= ϕ

(
1

2

[
2an0 ‖un‖

2∗−1
2∗ + 2bn0 |K|

2∗−1
2∗
])

= ϕ
(
an0 ‖un‖

2∗−1
2∗ + bn0 |K|

2∗−1
2∗
)

≤ ϕ
(

2an0 ‖un‖
2∗−1
2∗

)
+ ϕ

(
2bn0 |K|

2∗−1
2∗
)

= (2an0)
2∗

2∗−1 ‖un‖2∗

2∗ + (2bn0)
2∗

2∗−1 |K| .

Ora, de (2.13) temos∫
K

|gn(x, un(x))|
2∗

2∗−1 dx ≤ (2an0)
2∗

2∗−1 ‖un‖2∗

2∗ + (2bn0)
2∗

2∗−1 |K| , ∀n ≥ n0.

Assim, da imersão contínua D1,2(K) ↪→ L2∗(K), por ser a sequência (un) limitada
em D1,2, também (un) é limitada em L2∗(K), e dado que a medida de K é �nita,

tomando M = (2an0)
2∗

2∗−1 ‖un‖2∗

2∗ + (2bn0)
2∗

2∗−1 |K|, temos M ∈ R tal que∫
K

|gn(x, un(x))|
2∗

2∗−1 dx ≤M, ∀n ≥ n0.

�

Lema 2.9. Seja K ⊂ (RN \ (xi)) um conjunto compacto. Então un → u em
L2∗(K), quando n→∞.

Demonstração. Seja r > 0 tal que K ⊂ B(0, r). Pelo Lema 2.7, existe no máximo
uma quantidade �nita de pontos xi em B(0, r). Dado que K é compacto e
K ∩ {xi} = ∅, δ = d(K, {xi}), a distância entre K e {xi}, com xi ∈ B(0, r)
é positiva. Seja 0 < ε < δ e de�na Aε = {x ∈ B(0, r)|d(x,K) < ε}. Escolhendo
ψ ∈ D(RN), 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 em Aε/2, e ψ ≡ 0 em RN \ Aε, temos∫

K

|un|2
∗
dx ≤

∫
Aε

ψ |un|2
∗
dx =

∫
RN
ψ |un|2

∗
dx. (2.14)

Dado que supp(ψ) ⊂ Aε e Aε ∩ {xi} = ∅, com xi ∈ B(0, r), de (2.14) e(2.11),
temos

lim
n→∞

sup

∫
K

|un|2
∗
dx ≤

∫
RN
ψ dν =

∫
RN
ψ |u|2

∗
dx =

∫
Aε

ψ |u|2
∗
dx ≤

∫
Aε

|u|2
∗
dx.

Agora, fazendo ε → 0 e aplicando o Teorema da Convergência Dominada de
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Lebesgue (Teorema A.41), obtemos

lim
n→∞

sup

∫
K

|un|2
∗
dx ≤

∫
K

|u|2
∗
dx, isto é, lim

n→∞
sup ‖un‖L2∗ (K) ≤ ‖u‖L2∗ (K) .

(2.15)
Por outro lado, da imersão contínua D1,2(K) ↪→ L2∗(K), temos un ⇀ u em
L2∗(K), donde segue que

‖u‖L2∗ (K) ≤ lim
n→∞

inf ‖un‖L2∗ (K) (2.16)

De (2.15) e (2.16), ‖un‖L2∗ (K) → ‖u‖L2∗ (K). Assim, do Teorema A.51 e da
Proposição A.52 temos

un → u em L2∗(K).

�

Lema 2.10. Seja K ⊂ (RN \ (xi)) um conjunto compacto. Então ∇un → ∇u em
(L2(K))N , quando n→∞.

Demonstração. Seja ψ ∈ C∞0 (RN \{xi}) tal que ψ ≡ 1 em K e 0 ≤ ψ ≤ 1. Como

0 ≤ (∇un −∇u) · ∇(un − u) = |∇un|2 −∇un · ∇u−∇u · ∇(un − u)

e

0 ≤
∫
K

(∇un −∇u) · ∇(un − u) dx ≤
∫
RN

(∇un −∇u) · ∇(un − u)ψ dx

consequentemente∫
K

(∇un −∇u) · ∇(un − u)dx ≤∫
RN

[
|∇un|2 ψ − (∇un · ∇u)ψ − {∇u · ∇(un − u)}ψ

]
dx. (2.17)

Por outro lado, dado que I ′n(un) → 0, quando n → ∞, também temos
I ′n(un)(uψ)→ 0. Daí,

I ′n(un)(uψ) =

∫
RN

[∇un · ∇(uψ)− gn(x, un)uψ] dx =∫
RN

[(∇un · ∇u)ψ + (∇un · ∇ψ)u− gn(x, un)uψ] dx = o(1), (2.18)

quando n→∞. Além disso, dado que (unψ) é uma sequência limitada em D1,2,
temos ∫

RN

[
|∇un|2 ψ + (∇un · ∇ψ)un − gn(x, un)unψ

]
dx = o(1), (2.19)
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quando n→∞. De (2.18) e (2.19) obtemos, respectivamente∫
RN

(∇un · ∇u)ψ dx = −
∫
RN

(∇un · ∇ψ)u dx+

∫
RN
gn(x, un)uψ dx+ o(1), (2.20)

∫
RN
|∇un|2 ψ = −

∫
RN

(∇un · ∇ψ)un dx+

∫
RN
gn(x, un)unψ dx+ o(1). (2.21)

Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.17) temos∫
K

(∇un−∇u)·(∇un−∇u)dx ≤
∫
RN
ψgn(x, un)(un−u)dx+

∫
RN
∇un·∇ψ·(u−un)dx+∫

RN
∇u · ∇(u− un) · ψ dx+ o(1).

Agora, aplicando o Lema 2.8, para o compacto K = supp(ψ), e a desigualdade
de Hölder, obtemos∫

K

gn(x, un)(un − u) dx ≤
∫
K

|gn(x, un)(un − u)| dx

≤
(∫

k

|gn(x, un)|
2∗

2∗−1

) 2∗−1
2∗

‖un − u‖L2∗ (K)

≤ (M)
2∗−1
2∗ ‖un − u‖L2∗ (K) ,

∫
K

|∇un · ∇ψ(u− un)| dx ≤ ‖∇u‖L∞(K)

∫
k

|∇u| |u− un| dx

≤ ‖∇u‖L∞(K) ‖u‖ ‖u− un‖L2(K) ,

por conseguinte

0 ≤
∫
K

|∇un −∇u|2 dx ≤M
2∗−1
2∗ ‖un − u‖L2∗ (K) +

‖∇u‖L∞(K) ‖u‖ ‖u− un‖L2(K) +

∫
RN
∇u · (∇u−∇un) · ψ dx+ o(1), (2.22)

quando n→∞. Agora, do Lema 2.9, para o conjunto compacto K = supp(ψ) ⊂
(RN \ {xi}), ‖un − u‖L2∗ (K) → 0, consequentemente ‖u− un‖L2(K) → 0, pois
2 < 2∗. De�nindo

f : D1,2 → R

v 7→ f(v) =

∫
RN
ψ∇u∇v dx,

da convergência un ⇀ u em D1,2, segue que f(u − un) → 0. Assim, de (2.22)
temos



2.2. GEOMETRIA DO PASSO DA MONTANHA 43

∫
K

|∇un −∇u|2 dx→ 0, quando n→∞.

�

Do Lema 2.10, e com argumentos semelhantes do �nal da prova da Proposição
2.4 com Ω = ∪∞n=1B(n, 0) e Kn = B(n, 0) \ {xi}, temos o

Corolário 2.11. A sequência (un) ⊂ D1,2 possui uma subsequência (unj)
satisfazendo ∇unj(x)→ ∇u(x), para quase todo x ∈ RN

Seja In a sequência de funcionais em (2.10). Podemos agora apresentar o
resultado principal desta seção.

Proposição 2.12. Suponha que g(x, s) ∈ C(RN × R,R) satisfaz (g1) e (g3).
Então, qualquer sequência limitada (un) ⊂ D1,2 tal que I ′n(un) → 0, quando
n→∞, possui uma subsequência convergindo fraco para uma solução de (P).

Demonstração. Dado φ ∈ D(RN), tome n0 > 0 tal que supp(φ) ⊂ B(0, n0). De
(g3), temos

gn(x, s) = g(x, s), ∀x ∈ supp(φ), e n ≥ n0 (2.23)

A condição (g1), com R > n0, e (2.23), fornecem

|gn(x, s)φ(x)| ≤ (aRs
2∗−1 + bR) |φ(x)| , ∀x ∈ supp(φ), s ∈ R, n ≥ n0. (2.24)

Utilizando (2.11), (2.24) e o fato que (un) ⊂ D1,2 é uma sequência limitada, segue
que (gn(x, un)φ) e (∇un∇φ) são famílias uniformemente integráveis em L1(RN).
Consequentemente, pelo Teorema de Vitali (Teorema A.45) e o Corolario 2.11,
obtemos

lim
n→∞

∫
RN
gn(x, un(x))φ(x) dx =

∫
RN
g(x, u(x))φ(x) dx ∀φ ∈ D(RN),

lim
n→∞

∫
RN
∇un∇φ dx =

∫
RN
∇u∇φ dx, ∀φ ∈ D(RN),

(2.25)
Assim, como I ′n(un)→ 0, quando n→∞ de (2.25), temos∫

RN
∇u∇φ dx−

∫
RN
g(x, u(x))φ(x) dx = 0, ∀φ ∈ D(RN),

e u é solução fraca de (P). �

2.2 Geometria do passo da montanha

Nos seguintes lemas prova-se que a família de funcionais Iλ,n, em (2.6)
satisfazem as condições (Φ1) e (Φ2) do Teorema 2.6 numa maneira uniforme.
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Lema 2.13. Suponha que f satisfaz (f2) e (f3). Então,

1. Se 1 < r1 ≤ 2, existe λ∗ > 0 tal que, para cada λ ∈ (0, λ∗), Iλ,n satisfaz
(Φ1), com β e ρ independentes de n.

2. Se 2 < r1 < 2∗, então para cada λ > 0, Iλ,n satisfaz (Φ1), com β e ρ
independentes de n.

Demonstração. Sejam u ∈ D1,2, u 6= 0. Da de�nição de fn e (f3), segue

Fn(x, s) =

∫ s

0

fn(x, t)dt ≤ 1

r1

c1(x)sr1 +
1

r2

c2(x)sr2 , ∀x ∈ RN , s ≥ 0. (2.26)

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes
2∗

2∗ − ri
e

2∗

ri
para i = 1, 2, temos∫

RN
ci(x)(u+)ri dx ≤ ‖ci‖ 2∗

2∗−ri

∥∥u+
∥∥ri

2∗
. (2.27)

Agora, da de�nição de Iλ,n, (2.26) e (2.27), temos

Iλ,n(u) =
1

2
‖u‖2 − 1

2∗
‖u‖2∗

2∗ − λ
∫
RN
Fn(x, u) dx

≥ 1

2
‖u‖2 − 1

2∗
‖u‖2∗

2∗ − λ
(

1

r1

‖c1‖ 2∗
2∗−r1

∥∥u+
∥∥r1

2∗
+

1

r2

‖c2‖ 2∗
2∗−r2

∥∥u+
∥∥r2

2∗

)
,

de (2.2),
‖u‖2∗

S2∗/2
≥ ‖u‖2∗

2∗ , logo

Iλ,n(u)≥ 1

2
‖u‖2 − ‖u‖

2∗

2∗S2∗/2
− λ

(
‖u‖r1

r1Sr1/2
‖c1‖ 2∗

2∗−r1
+
‖u‖r2

r2Sr2/2
‖c2‖ 2∗

2∗−r2

)
Caso 1: 1 < r1 ≤ 2.

Iλ,n(u)≥‖u‖2

(
1

2
− ‖u‖

2∗−2

2∗S2∗/2

)
− λ

(
‖c1‖2∗/(2∗−r1)

r1Sr1/2
‖u‖r1 +

‖c2‖2∗/(2∗−r2)

r2Sr2/2
‖u‖r2

)
.

Fazendo Q(t) =
1

2∗S2∗/2
t2
∗−2 e R(t) =

‖c1‖2∗/(2∗−r1)

r1Sr1/2
tr1 +

‖c2‖2∗/(2∗−r2)

r2Sr2/2
tr2 . Dado

que Q(t) → 0, quando t → 0, existe ρ > 0 tal que
1

2
−Q(ρ) > 0. Assim,

escolhemos λ∗ > 0 tal que

1

2
−Q(ρ)− λ∗R(ρ) > 0.

Consequentemente, existem ρ e β > 0, com ρ e β independentes de n, tal que

Iλ,n(u) ≥ β, ‖u‖ = ρ.
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Caso 2: 2 < r1 < 2∗.

Iλ,n(u) ≥

‖u‖2

(
1

2
− ‖u‖

2∗−2

2∗S
2∗
2

− λ

r1S
r1
2

‖c1‖ 2∗
2∗−r1

‖u‖r1−2 − λ

r2S
r2
2

‖c2‖ 2∗
2∗−r2

‖u‖r2−2

)
.

Ora, fazendo

Q(t) =
1

2∗S
2∗
2

t2
∗−2 − λ

r1S
r1
2

‖c1‖ 2∗
2∗−r1

tr1−2 − λ

r2S
r2
2

‖c2‖ 2∗
2∗−r2

tr2−2,

segue que Q(t)→ 0, quando t→∞, dado que 2 < r1 ≤ 2. Então, ρ > 0 tal que
1

2
−Q(ρ) > 0. Consequentemente, obtemos ρ e β > 0 independentes de n, tal

que
Iλ,n(u) ≥ β, ‖u‖ = ρ.

�

Lema 2.14. Suponha que f satisfaz (f2) e (f3). Então, para cada λ > 0 e
n ∈ N, Iλ,n satisfaz (Φ2).

Demonstração. Considere Ω0 dado por (f3) e φ ∈ D(RN), uma função positiva
com suppφ ⊂ Ω0. Para cada t > 0, temos

Iλ,n(tφ) =
1

2

∫
RN
|∇(tφ)|2 dx− 1

2∗

∫
RN

(tφ)2∗ dx− λ
∫
RN
Fn(x, tφ) dx.

De (f3), existe a > 0 tal que Fn(x, s) ≥ asq, para todo x ∈ Ω0, s ≥ 0 e q ∈ (1, 2∗).
Daí,

Iλ,n(tφ) ≤ t2

2

∫
RN
|∇φ|2 dx− t2

∗

2∗

∫
RN
|φ|2

∗
− λatq

∫
RN
|φ|q dx.

Dado que 2∗ > 2, existe t > 0 su�cientemente grande tal que Iλ,n(tφ) < 0 e
‖tφ‖ > ρ, com ρ dado pelo Lema 2.13. �

2.3 Estimativas

Considerando Ω0 dado por (f3), tomamos x0 ∈ Ω0 e r0 > 0 tal que
B(x0, 2r0) ⊂ Ω0. Agora, seja n0 ∈ N tal que B(x0, 2r0) ⊂ B(0, n0). Escolhemos
φ ∈ D(RN) satisfazendo 0 ≤ φ ≤ 1, φ ≡ 1 na bola B(x0, r0), e φ ≡ 0 em
RN \B(x0, 2r0). Dado ε > 0 e wε de�nido em (2.3), seja

vε =
φwε
‖φwε‖2∗

.

Então, vε satisfaz
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Lema 2.15.

Xε ≡
∫
RN
|∇vε|2 dx ≤ S +O(ε(N−2)/2) quando ε→ 0.

Demonstração. Ver [7] ou [13]. �

Proposição 2.16. Suponha que f satisfaz (f2) e (f3), com q satisfazendo a
condição (2.1). Então, para cada λ > 0, existe ε > 0, n0 ∈ N e dλ > 0 tal
que, para cada n ≥ n0,

max{Iλ,n(tvε) : t ≥ 0} ≤ dλ <
1

N
SN/2.

Demonstração. Da de�nição de Iλ,n e vε, temos

Iλ,n(tvε) =
1

2

∫
RN
|∇(tvε)|2 dx−

1

2∗

∫
RN

(tvε)
2∗ dx− λ

∫
RN
Fn(x, tvε) dx,

e de (f3), Fn(x, tvε) ≥ a(tvε)
q, ∀x ∈ Ω0, s ≥ 0. Segue que

Iλ,n(tvε) ≤
t2

2

∫
RN
|∇(vε)|2 dx−

t2
∗

2∗

∫
RN

(vε)
2∗ dx− λtq

∫
RN
a |vε|q dx

=
t2

2
Xε −

t2
∗

2∗
− λtq

∫
RN
a |vε|q dx = Jλ(tvε).

Assim, para provar a proposição, é su�ciente obter ε > 0 e dλ > 0 tais que

max{Jλ(tvε)|t ≥ 0} ≤ dλ <
1

N
SN/2.

Da de�nição de Jλ(tvε), dado ε > 0, existe algum tε tal que

max
t≥0

Jλ(tvε) = Jλ(tεvε) e
d
dt
Jλ(tvε) = 0 em t = tε.

Como

d
dt
Jλ(tvε) = tXε − t2

∗−1 − λqtq−1

∫
RN

a |vε|q dx,

o fato de que
d
dt
Jλ(tvε) = 0 em t = tε, implica

tεXε − t2
∗−1
ε − λqtq−1

ε

∫
RN

a |vε|q dx = 0⇒ Xε = t2
∗−2
ε + λqtq−2

ε

∫
RN

a |vε|q dx.

Daí, 0 < tε ≤ X
1

2∗−2
ε . De fato, do Lema 2.13

Jλ(tεvε) ≥ Iλ,n(tvε) ≥ β > 0, ‖tvε‖ = ρ,
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e de (2.15), temos

Jλ(tεvε) =
t2ε
2
Xε −

t2
∗
ε

2∗
− λtqε

∫
RN
a |vε|q dx ≤

t2ε
2

(
S +O(ε(N−2)/2)

)
− t2

∗
ε

2∗
− λtqε

∫
RN
a |vε|q dx ≤

t2ε
2

(
S +O(ε(N−2)/2)

)
,

de modo que

0 < β ≤ Jλ(tεvε) ≤
t2ε
2

(
S +O(ε(N−2)/2)

)
.

Consequentemente, existe α0 > 0 tal que

α0 ≤ tε ≤ X
1

2∗−2
ε , ∀ε > 0.

Ora, dado que a função h(t) =
t2

2
Xε −

t2
∗

2∗
é crescente no intervalo (0, X

1
2∗−2
ε ),

temos h(t) ≤ X
1

2∗−2
ε

2
Xε −

X
2∗

2∗−2
ε

2∗
=

1

N
Xε. Logo,

Jλ(tεvε) ≤
1

N
Xε − λtqε

∫
RN
a |vε|q dx ≤

1

N
Xε − λαq0

∫
RN
a |vε|q dx. (2.28)

De�nindo h(y) = yα com α > 1 e y ≤ 0, temos, para todo y > 0, h′(y) > 0 e
h′′(y) > 0. Para y1 = b, y2 = b+ c, b, c ≥ 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe
y0 ∈ (b, b+ c) tal que

h(b+ c)− h(b)

c
= h′(y0),

e como h′ é crescente h′(y0) ≤ h′(b+ c), implicando

h(b+ c)− h(b)

c
≤ h′(b+ c)⇒ (b+ c)α ≤ α(b+ c)c+ bα.

Usando a desigualdade de acima, com b = S, c = O(ε(N−2)/2), e α = N/2,
obtemos[

S +O(ε(N−2)/2)
]N/2 ≤ N

2

[
S +O(ε(N−2)/2)

]N
2
−1
O(ε(N−2)/2) + SN/2.

De (2.15)

1

N
XN/2
ε ≤

[
S +O(ε(N−2)/2)

]N/2
N

≤ 1

N
SN/2 +

1

2

[
S +O(ε(N−2)/2)

]N
2
−1
O(ε(N−2)/2)

e de (2.28)

Jλ(tεvε) ≤
1

N
SN/2 +O(ε(N−2)/2)− λαq0

∫
RN
a |vε|q dx.
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Assim, existe M > 0 tal que

Jλ(tεvε) ≤
1

N
SN/2 + ε(N−2)/2

(
M − λαq0

ε(N−2)/2

∫
RN
a |vε|q dx

)
≤ 1

N
SN/2 + ε(N−2)/2

(
M − λaαq0

ε(N−2)/2

∫
B(0,1)

ε
N−2

4
q

(ε+ |x|2)(N−2)q/2
dx

)
.

Fazendo a mudança r = |x| e denotando por wN a área da bola de raio 1 em RN ,
obtemos∫

B(0,1)

ε
N−2

4
q

(ε+ |x|2)(N−2)q/2
dx =

∫ 1

0

wN
ε
N−2

4
qrN−1

(ε+ r2)(N−2)q/2
dr =

wN

ε
N−2

4
q

∫ 1

0

rN−1[
1 +

(
r√
ε

)2
]N−2

2
q
dr.

Depois da mudança s =
r√
ε
, segue

wN

ε
N−2

4
q

∫
1

0

rN−1[
1 +

(
r√
ε

)2
]N−2

2
q
rx = wNε

N
2
−N−2

4
q

∫ ε−1/2

0

sN−1

(1 + s2)(N−2)q/2
ds,

implicando que

Jλ(tεvε) ≤
1

N
SN/2+ε(N−2)/2

(
M − λaαq0wNε−

N−2
4
q+1

∫ ε−1/2

0

sN−1

(1 + s2)(N−2)q/2
ds

)
.

Além disso, para ε > 0 su�cientemente pequeno, temos

∫ ε−1/2

0

sN−1

(1 + s2)(N−2)q/2
ds ≥

∫ 1

0

sN−1

(1 + s2)(N−2)q/2
ds =

∫ 1

0

(
s

2(N−1)
(N−2)q

(1 + s2)

)N−2
2
q

ds

Fazendo g(s) =
1

1 + s2
, temos g(s) ≥ g(1) =

1

2
para s ∈ [0, 1]. Por conseguinte,

∫ 1

0

(
s

2(N−1)
(N−2)q

(1 + s2)

)N−2
2
q

ds ≥
∫ 1

0

(
s

2(N−1)
(N−2)q

2

)N−2
2
q

ds =

∫ 1

0

2
2−N

2
qSN−1ds =

2
2−N

2
q

N
,

de modo que ∫ ε−1/2

0

sN−1

(1 + s2)(N−2)q/2
ds ≥ 2

2−N
2
q

N
.

Assim, existe uma constante positiva C, tal que

Jλ(tεvε) ≤
1

N
SN/2 + ε(N−2)/2

(
M − λCε−

N−2
4
q+1
)
.
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Quando q satisfaz a condição (2.1), temos

q > 2∗ − 2⇒ q >
4

N − 2
⇒ −N − 2

4
q + 1 < 0

logo, existe ε0 > 0 para o qual M − λCε−
N−2

4
q+1

0 < 0. Portanto

Jλ(tεvε) < dλ =
1

N
SN/2 + ε

(N−2)/2
0

(
M − λCε−

N−2
4
q+1

0

)
<

1

N
SN/2.

�

2.4 Existência de solução não trivial para (PGλ)

Em vista dos Lemas 2.13 e 2.14, podemos aplicar o Teorema 2.6 à sequência de
funcionais Iλ,n, obtendo um nível positivo cλ,n, e uma sequência (PS)cλ,n , (u

(n)
j )j

em D1,2, isto é,

Iλ,n(u
(n)
j )→ cλ,n e I ′λ,n(u

(n)
j )→ 0 quando j →∞.

Ademais, do Lema 2.13 e da Proposição 2.16, temos

0 < β ≤ cλ,n = inf
γ∈Γ

sup
u∈γ

Iλ,n(u) ≤ dλ <
1

N
SN/2. (2.29)

Tomando uma subsequência se necessário, encontramos cλ ∈ [β, dλ] tal que

cλ = lim
n→∞

cλ,n.

Assim, dado 0 < ε < min{cλ, (1/N)SN/2}, existe n0 > 0 tal que cλ,n ∈ (cλ−ε, cλ+

ε) para cada n ≥ n0. Agora, para cada n ≥ n0, existe un = u
(n)
jn

satisfazendo

cλ − ε < Iλ,n(un) < cλ + ε, (2.30)

e ∥∥I ′λ,n(un)
∥∥ ≤ 1

n
. (2.31)

Assim, a subsequência, que ainda continuamos chamando (un) em D1,2, satistaz
(2.29), (2.30) e (2.31). Também é limitada, como é mostrado no lema seguinte.

Lema 2.17. A sequência (un) é limitada em D1,2.

Demonstração. Da de�nição de Iλ,n, temos

Iλ,n(un)− 1

τ
I ′λ,n(un)un =

(
1

2
− 1

τ

)∫
RN
|∇un|2 dx+

(
1

τ
− 1

2∗

)∫
RN

∣∣u+
n

∣∣2∗ dx+

λ

∫
RN

(
1

τ
fn(x, un)un − Fn(x, un)

)
dx. (2.32)
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De (f4), existem τ ∈ (2, 2∗), µ ∈ (1, 2∗) e c3 ∈ L2∗/(2∗−µ)(RN) tais que

1

τ
fn(x, un)un − Fn(x, un) ≥ −c3(x)(u+

n )µ,

e da desigualdade de Hölder,∫
RN
c3(x)

∣∣u+
n

∣∣µ dx ≤ ‖c3‖2∗/(2∗−µ)

∥∥u+
n

∥∥µ
2∗
.

Logo,

Iλ,n(un)− 1

τ
I ′λ,n(un)un ≥(

1

2
− 1

τ

)
‖un‖2 +

(
1

τ
− 1

2∗

)∥∥u+
n

∥∥2∗

2∗
− λ ‖c3‖ 2∗

2∗−µ

∥∥u+
n

∥∥µ
2∗
. (2.33)

Por outro lado, da desigualdade triangular

Iλ,n(un)− 1

τ
I ′λ,n(un)un ≤ |Iλ,n(un)|+ 1

τ

∣∣I ′λ,n(un)un
∣∣ ,

de (2.30), existe C ∈ R tal que |Iλ,n(un)| ≤ C, e de (2.31),
∥∥I ′λ,n(un)

∥∥ ≤ 1. Assim,

|Iλ,n(un)|+ 1

τ

∣∣I ′λ,n(un)un
∣∣ ≤ C +

1

τ
‖un‖ . (2.34)

De�nindo h(t) = (1/τ − 1/2∗)t2
∗ − λ ‖c3‖ tµ, para t ≥ 0. Como 1/τ − 1/2∗ > 0,

existe m ∈ R tal que h(t) ≥ m, para todo t ≥ 0. Segue de (2.33) e (2.34),

m+

(
1

2
− 1

τ

)
‖un‖2 ≤ Iλ,n(un)− 1

τ
I ′λ,n(un)un ≤ C +

1

τ
‖un‖ ,

de modo que

m+

(
1

2
− 1

τ

)
‖un‖2 ≤ C +

1

τ
‖un‖ ⇒

(
1

2
− 1

τ

)
‖un‖2 − 1

τ
‖un‖ ≤ C −m.

Como τ ∈ (2, 2∗), segue que a sequência (un) é limitada em D1,2. �

Enunciamos e demonstramos a seguir o primeiro resultado principal deste
capítulo.

Teorema 2.18. Suponha que f satisfaz (f1) − (f4), com q, r1 dado por (f3) e q
satisfazendo a condição (2.1). Então,

1. Se 1 < r1 ≤ 2, existe λ∗ > 0 tal que o problema (PGλ) possui uma solução
não trivial para cada λ ∈ (0, λ∗).

2. Se 2 < r1 < 2∗, então o problema (PGλ) possui uma solução não trivial
para cada λ > 0.
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Demonstração. De�nindo

g(x, s) = |s|2
∗−1 + λf(x, s), e gn(x, s) = |s|2

∗−1 + λfn(x, s)

em que fn(x, s) é de�nido em (2.5) e f(x, s) satisfaz (f1) até (f4) e f(x, s) = 0
quando s < 0. As propriedades (g1) e (g3) são satisfeitas. De fato, da condição
(f2) dado R > 0, existem θR ∈ [2, 2∗), aR, bR > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ aR |s|θR−1 + bR, ∀ |x| ≤ R, s ∈ R.

Logo, |g(x, s)| ≤ |s|2
∗−1 + λaR |s|θR−1 + λbR, se |x| ≤ R e dado que 1 ≤ θR − 1 <

2∗ − 1 tem-se

1. Se s ≥ 1:

|g(x, s)| ≤ s2∗−1 + λaRs
θR−1 + λbR ≤ s2∗−1 + λaRs

2∗−1 + λbR

≤ (1 + λaR)s2∗−1 + λaR + λbR.

2. Se 0 ≤ s < 1:

|g(x, s)| ≤ s2∗−1 + λaRs
θR−1 + λbR ≤ s2∗−1 + λaR + λbR

≤ s2∗−1 + s2∗−1λaR + λaR + λbR = (1 + λaR)s2∗−1 + λaR + λbR.

3. Se s ≤ 0, temos f(x, s) = f(x, 0) = 0. Então,

g(x, s) = |s|2
∗−1 ≤ (1 + aR) |s|2

∗−1 + λaR + λbR.

Portanto, para R > 0, existem constantes postivas AR = (1 + λaR), BR =
λ(aR + bR), tais que para cada x ∈ RN com |x| ≤ R e s ∈ R,

|g(x, s)| ≤ AR |s|2
∗−1 +BR

e a condição (g1) é veri�cada.

Agora vamos ver que gn(x, s) satisfaz (g3) para cada n. De fato, �xando
n ∈ N, tome R = 2n da condição (f2) temos

|fn(x, s)| ≤ (aR |s|θR−1 + bR)φn(x), ∀ |x| ≤ R, s ∈ R.

O qual implica que

|gn(x, s)| ≤ |s|2
∗−1 + λaR |s|θR−1 φn(x) + bRφn(x), ∀ |x| ≤ R, s ∈ R.

De maneira análoga à demonstração que a condição (g1) é satisfeita, temos

1. Se s ≥ 1: sθR−1 ≤ s2∗−1 implicando que λaRsθR−1 ≤ λaRs
2∗−1. Logo

|gn(x, s)| ≤ (1 + aR)s2∗−1 + bRφn(x) ≤ (1 + aR)s2∗−1 + (λaR + bR)φn(x).
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2. Se 0 ≤ s ≤ 1: 0 ≤ sθR−1 ≤ 1, daí λaRsθR−1φn(x) ≤ λaRφn(x). Logo

|gn(x, s)| ≤ s2∗−1 +λaRφn(x) + bRφn(x) ≤ (1 + aR)s2∗−1 + (λaR + bR)φn(x).

3. Se s ≤ 0, temos fn(x, s) = 0 daí,

|gn(x, s)| ≤ (1 + aR)s2∗−1 + (λaR + bR)φn(x).

Por conseguinte, |gn(x, s)| ≤ ans
2∗−1 + bn(x), ∀ |x| ≤ 2n, ∀s ∈ R, em que

an = (1 + aR) > 0, bn(x) = (λaR + bR)φn(x), supp(bn(x)) ⊂ B(0, 2n).

No caso em que |x| ≥ 2n, temos fn(x, s) = f(x, s)φn(x) = 0. Implicando que

|gn(x, s)| ≤ |s|2
∗−1 ≤ an |s|2

∗−1 ≤ an |s|2
∗−1 + bn(x), pois bn(x) ≥ 0 e an > 1.

Portanto,

|gn(x, s)| ≤ an |s|2
∗−1 + bn(x), ∀x ∈ RN , ∀s ∈ R, an > 0, bn(x) ∈ C0(RN).

e a condição (g3) é satisfeita.

Ora, aplicando a Proposição 2.12 com a sequência limitada (un), construída
no principio desta seção, a qual também satisfaz que I ′λ,n(un)→ 0, obtemos uma
solução fraca u para o problema (PGλ). No que segue vamos veri�car que u é
positiva. Em primeiro lugar, observamos que u− = 0. Efetivamente,∣∣∇u−∣∣2 ≤ ∣∣∇u−∣∣2 +

∣∣∇u+
n

∣∣2
de modo que∫

RN

∣∣∇u−n ∣∣2 dx ≤ ∫
RN

(∣∣∇u−n ∣∣2 +
∣∣∇u+

n

∣∣2) dx =

∫
RN
|∇un|2 dx = ‖un‖2 .

Assim, a sequência (u−n ) é limitada em D1,2, e de (2.31)

∣∣I ′λ,n(un)(u−n )
∣∣ ≤ ‖un‖

n
⇒ I ′λ,n(un)(u−n )→ 0 quando n→∞. (2.35)

Dado que

I ′λ,n(un)(u−n ) =

∫
RN
∇un · ∇u−n dx−

∫
RN

(u+
n )2∗−1u−n dx− λ

∫
RN
fn(x, un)u−n dx,

da de�nição de u−n e a condição (2.4) para f , temos

I ′λ,n(un)(u−n ) =
∥∥u−n∥∥2

de (2.35) segue que u−n → 0 em D1,2, quando n→∞.

Ora, vamos assumir por contradição que u ≡ 0 é a única solução possível para
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(PGλ). Seja

l = lim
n→∞

∫
RN

∣∣u+
n

∣∣2∗ dx.
Dado que

I ′λ,n(un)(un) =

∫
RN
|∇un|2 dx−

∫
RN
u2∗

n dx− λ
∫
RN
fn(x, un)un dx,

de (f3) e (2.31) temos

0 = lim
n→∞

I ′λ,n(un)(un) ≥ lim
n→∞

∫
RN

(
|∇un|2 − |un|2

∗
− λc1 |un|r1 − λc2 |un|r2

)
dx

= lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2 dx− lim

n→∞

∫
RN
|un|2

∗
dx− lim

n→∞
λ

∫
RN

(c1 |un|r1 + c2 |un|r2) dx

= lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2 dx−l−λ

∫
RN

(c1 |u|r1+c2 |u|r2) dx = lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2 dx−l.

Pela Proposição 2.4 e (f3), de�nindo

T : D1,2(Ω)→ R

u→ T (u) =

∫
Ω

ci |u|ri dx

pela hipótese de contradição temos un ⇀ u = 0 em D1,2, de modo que
T (un)→ T (u) = T (0). Por conseguinte

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2 dx ≤ l. (2.36)

A�rmamos que l > 0. De fato, argumentando por contradição, supondo que l = 0

segue que lim
n→∞

∫
RN
|∇un|2 dx = 0, e de (f4)

1

τ̂
fn(x, un)un − c4(x)(un)µ̂ ≤ Fn(x, un) ≤ 1

τ
f(x, un)un + c3(x)(un)µ,

pela Proposição 2.4 e (f3), segue que lim
n→∞

∫
RN
Fn(x, un) = 0. Devido a isto e

(2.36), temos

lim
n→∞

Iλ,n(un) = lim
n→∞

(
1

2

∫
RN
|∇un|2 dx−

1

2∗

∫
RN

(u+
n )2∗ dx− λ

∫
RN
Fn(x, un) dx

)
= 0,

o qual é impossível por (2.30).

De (2.2), temos

‖∇un‖2
2 ≥

∥∥∇(u+
n )
∥∥2

2
≥ S

(∫
RN

∣∣u+
n

∣∣2∗)2/2∗

. (2.37)
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Como uma consequência de (2.37) e de (2.36), obtemos

l ≥ lim
n→∞

‖∇un‖2
2 ≥ S

(
lim
n→∞

∥∥u+
n

∥∥2∗

2∗

)2/2∗

= Sl2/2
∗ ⇒ SN/2 ≤ l. (2.38)

De (2.29), (2.30) e (2.31)

1

N
SN/2 > dλ ≥ cλ = lim

n→∞
Iλ,n(un) = lim

n→∞

[
Iλ,n(un)− 1

τ
I ′λ,n(un)un

]
.

Por (2.32), (f4) e a Proposição 2.4,

lim
n→∞

[
Iλ,n(un)− 1

τ
I ′λ,n(un)un

]
= lim

n→∞

[(
1

2
− 1

τ

)
‖∇un‖2

2 +

(
1

τ
− 1

2∗

)∥∥u+
n

∥∥2∗

2∗
− λ

∫
RN
c3(x)uµn dx

]
≥ lim

n→∞

[(
1

2
− 1

τ

)
S ‖un‖2/2∗

2∗ +

(
1

τ
− 1

2∗

)∥∥u+
n

∥∥2∗

2∗
− λ

∫
RN
c3(x)uµn dx

]
,

de modo que

1

N
SN/2 > lim

n→∞

[
Iλ,n(un)− 1

τ
I ′λ,n(un)un

]
≥
(

1

2
− 1

τ

)
Sl2/2

∗
+

(
1

τ
− 1

2∗

)
l

por (2.38)

1

N
SN/2 >

(
1

2
− 1

τ

)
SSN/2

∗
+

(
1

τ
− 1

2∗

)
SN/2 =

1

N
SN/2, uma contradição.

Portanto, u = u+ 6= 0. �

Agora, vamos veri�car a conclusão da Proposição 2.16, assumindo a
positividade da primitiva F (x, s). Mais especi�camente, supondo

(f5) F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t) dt ≥ 0 ∀x ∈ RN , s ≥ 0.

Assim, não precisamos da condição (2.1), como mostrado a seguir.

Proposição 2.19. Suponha que f satisfaz (f2), (f3), e (f5). Então, para cada
λ > 0, existe ε > 0, n0 ∈ N e dλ > 0 tal que, para cada n ≥ n0,

max{Iλ,n(twε) : t ≥ 0} ≤ dλ <
1

N
SN/2.

Demonstração. Seja n0 ∈ N tal que Ω̂0 ≡ B(0, n0) ∩ Ω0 6= ∅. De (2.5), temos

Fn(x, s) =

∫ s

0

φn(x)f(x, t) dt = φn(x)

∫ s

0

f(x, t) dt = φn(x)F (x, s).
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Da de�nição de Iλ,n e (f5), para cada n > n0, temos

Iλ,n(twε) =
t2

2

∫
RN
|∇wε|2 dx−

t2
∗

2∗

∫
RN
|wε|2

∗
dx− λ

∫
RN
φnF (x, twε) dx

=
t2

2
‖wε‖2 − t2

∗

2∗
‖wε‖2∗

2∗ − λ
∫
RN
φnF (x, twε) dx

=

(
t2

2
− t2

∗

2∗

)
SN/2 − λ

∫
RN
φnF (x, twε) dx

≤
(
t2

2
− t2

∗

2∗

)
SN/2 − λ

∫
Ω̂0

φnF (x, twε) dx,

por (f3)

Iλ,n(twε) ≤
(
t2

2
− t2

∗

2∗

)
SN/2 − λatq

∫
Ω̂0

|wε|q dx ≡ Jλ(twε).

Assim, basta obter ε > 0 e dλ > 0 tais que

max{Jλ(twε)|t ≥ 0} ≤ dλ <
1

N
SN/2.

Para provar esse resultado usamos os argumentos de [1]. Por (2.3), a sequência
wε é limitada em L2∗/q(RN) e wε → 0 q.t.p em RN , quando ε → 0. Assim,
wε ⇀ 0 em L2∗/q(RN), quando ε→ 0. Por outro lado, a restrição wε|Ω̂0

pertence

a W 1,2(Ω̂0). Daí, pelo teorema da imersão de Sobolev, wε → 0 em Lr(B(0, 2n)),
para cada 1 ≤ r < 2∗. Consequentemente,

lim
ε→0

∫
Ω̂0

|wε|q dx = 0.

Dado que

Jλ(wε) =

(
1

2
− 1

2∗

)
SN/2 − λa

∫
Ω̂0

|wε|q dx =
1

N
SN/2 − λa

∫
Ω̂0

|wε|q dx,

existe ε0 > 0 tal que

0 < Jλ(wε0) <
1

N
SN/2. (2.39)

Temos Jλ(twε) contínua em t, Jλ(0) = 0, existe t > 0 tal que 0 < Jλ(twε) e
Jλ(twε)→ −∞, quando t→∞. Então, existe tε0 > 0 tal que

Jλ(tε0wε0) = max{Jλ(twε0)|t ≥ 0}.

Dado que
d
dt
Jλ(twε0) = 0, para t = tε0 , temos

(tε0 − t2
∗−1
ε0

)SN/2 − λaqtq−1
ε0

∫
Ω̂0

|wε0 |
q dx = 0. (2.40)
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Já que λaqtq−1
ε0

∫
Ω̂0

|wε0|
q dx > 0, segue que tε0 − t2

∗−1
ε0

> 0 o que implica que

tε0 < 1. Daí e de (2.39), temos

0 < tε0 < 1.

Considerando que a função h(t) = t2/2− t2∗/2∗ atinge o maximo em t = 1,
obtemos

Jλ(tε0wε0) ≤ dλ =
1

N
SN/2 − λatqε0

∫
Ω̂0

|wε|q dx <
1

N
SN/2.

Daí, para ε0 e dλ temos

max{Jλ(twε)|t ≥ 0} ≤ dλ <
1

N
SN/2,

o que mostra a proposição. �

O teorema seguinte é o segundo resultado principal deste capítulo.

Teorema 2.20. Suponha que f satisfaz (f1) − (f5), com r1 dado pela condição
(f3). Então,

1. Se 1 < r1 ≤ 2, existe λ∗ > 0 tal que o problema (PGλ) possui uma solução
não trivial para cada λ ∈ (0, λ∗).

2. Se 2 < r1 < 2∗, então o problema (PGλ) possui uma solução não trivial
para cada λ > 0.

A demonstração é análoga à prova do Teorema 2.18, trocando a Proposição
2.16 pela Proposição 2.19.



Apêndice A

Resultados gerais

Neste apêndice serão apresentados alguns resultados e de�nições da teoria,
que permitem acompanhar a dissertação. Por Ω representa-se um subconjunto
aberto não vazio do RN . Será �xada em Ω a medida de Lebesgue e para um
conjunto mensurável E, dizemos que uma propriedade é mantida quase em todo
ponto de E (abreviado q.t.p.), com tal que exista um subconjunto E0 de E para
o qual med(E0) = 0 e a propriedade é mantida para todo x ∈ E \ E0.

De�nição A.1. a) (Notação O grande de Landau) Escrevemos

f = O(g) quando x→ x0,

se existe uma constante C tal que

|f(x)| ≤ C |g(x)|

para todo x su�cientemente próximo a x0.

b) (Notação o pequena de Landau) Escrevemos

f = o(g) quando x→ x0,

se

lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)|

= 0.

De�nição A.2. Sejam Ω ⊂ RN aberto e limitado, k ∈ {1, 2, . . .}. Dizemos que
a fronteira, ∂Ω, é de classe Ck se para cada ponto x0 ∈ ∂Ω existe r > 0 e uma
função γ : RN−1 → R, de classe Ck, tal que, depois de renomear e reorientar se
necessario, temos

Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r);xn > γ(x1, . . . , xn−1)}.

Da mesma forma, ∂Ω é de classe C∞ se ∂Ω é de classe Ck para k = 1, 2, . . . , e
∂Ω é analítica se a função γ é analítica.

57
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Figura A.1: Fronteira de Ω de classe Ck, ν(x0) vetor normal exterior.

De�nição A.3. Sejam u : Ω −→ K, onde K = R ou C, u mensurável, e (Oi)i∈I
a família de todos os subconjuntos abertos Oi de Ω tais que u = 0 quase toda parte

em Oi. Considere O =
⋃
i∈I

Oi. O suporte de u, o qual é denotado por supp(u), é

de�nido como
supp(u) = Ω \ O.

De�nição A.4. Para 1 ≤ p <∞

Lp(Ω) = {u : Ω −→ R, mensuráveis com |u|p integrável em Ω}.

O espaço Lp(Ω) equipado com a norma

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

é um espaço de Banach.

Diz-se que uma função mensurável f é essencialmente limitada em Ω se existe
uma constante �nita M que satisfaz

med{x ∈ Ω : |f(x)| > M} = 0.

De�nição A.5.

L∞(Ω) = {u : Ω −→ R, mensuráveis com sup essx∈Ω |u(x)| < M,M > 0}.

L∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖L∞(Ω) = sup essx∈Ω |u(x)| = inf{M > 0 : |u(x)| ≤M q.t.p. x ∈ Ω}.

De�nição A.6. Para 1 ≤ p <∞

Lploc(Ω) = {u : Ω −→ R : |u|p integrável em cada K ⊂ Ω, K compacto}.
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Sejam (un) uma sequência em Lploc(Ω) e u ∈ Lploc(Ω). Diz-se que

un −→ u em Lploc(Ω)

se, para cada compacto K de Ω, tem-se

pK(un − u) =

(∫
K

|un(x)− u(x)|p dx
) 1

p

−→ 0.

Denotaremos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções φ : Ω −→ R que são
in�nitamente diferenciáveis em Ω e tais que supp(φ) é compacto. C∞0 (Ω) é um
espaço vetorial com as operaccões:

(φ1 + φ2)(x) = φ1(x) + φ2(x), (αφ)(x) = αφ(x).

Os resultados A.7 ao A.9 podem ser encontrados em [8]

Proposição A.7. O espaço C0(Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Proposição A.8. C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Lema A.9 (Du Bois Raymond). Sejam u ∈ L1

loc(Ω) tal que∫
Ω

u(x)φ(x) dx = 0, ∀φ ∈ C∞0 (Ω)

então u = 0 q.t.p. em Ω.

As funções φ ∈ C∞0 (Ω) são chamadas de funções teste e denotamos por D(Ω)
ao conjunto de tais funções. Agora, sejam u ∈ Ck(Ω), onde Ck(Ω) é o conjunto
das funções φ : Ω −→ R cujas derivadas, até de ordem menor o igual que k,
são contínuas em Ω, k inteiro positivo ou k = ∞, e α = (α1, α2, . . . , αN) é um
multiíndice de ordem |α| = α1 + α2 + · · ·+ αN = k, então

Dαφ =
∂α1

∂xα1
1

· · · ∂
αN

∂xαNN
φ.

De�nição A.10. Suponha que u, v ∈ L1

loc(Ω) e α é um multiíndice. Dizemos
que v é a α−ésima derivada parcial fraca de u, Dαu = v, se∫

Ω

uDαφ dx = (−1)|α|
∫

Ω

vφ dx, ∀φ ∈ D(Ω).

De�nição A.11. O espaço de Sobolev

Wm,p(Ω)

é o espaço vetorial de todas as funções u de Lp(Ω) tais que para todo |α| ≤ m, Dαu
pertence a Lp(Ω), sendo Dαu a derivada fraca de u, m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞.

Dado u ∈ Wm,p(Ω), de�nimos
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‖u‖Wm,p(Ω) =



∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|p dx

 1
p

1 ≤ p <∞∑
|α|≤m

sup essΩ |Dαu| p =∞.

A seguinte proposição encontra-se na seção de Espaços de Sobolev em [9].

Proposição A.12. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

De�nição A.13. Wm,p
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω).

Quando p = 2, acostuma-se escrever

Hm(Ω) = Wm,2(Ω) (m = 0, 1, . . .).

e
Hm

0 (Ω) = Wm,2
0 (Ω),

devido à estrutura hilbertiana de tais espaços. No caso particular em que m = 1,
a estrutura de produto interno em H1

0 (Ω), vem dada por

〈u, v〉 =

∫
Ω

∇u · ∇v dx+

∫
Ω

uv dx,

e a norma correspondente

‖u‖ =

∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2) dx

De�nição A.14. Se 1 ≤ p < N , o expoente de Sobolev de p é

p∗ =
Np

N − p
.

Observe que
1

p∗
=

1

p
− 1

N
, p∗ > p.

De�nição A.15. Seja N ≥ 3 e 2∗ =
2N

N − 2
. De�nimos

D1,2(Ω) = {u ∈ L2∗(Ω) : ∀i = 1, . . . , N ∂iu ∈ L2(Ω)}

com a norma
‖u‖D1,2(Ω) = ‖u‖2∗ + ‖|∇u|‖2 .

Como anteriormente, D1,2
0 (Ω) é o fecho de D(Ω) em relação à norma ‖·‖D1,2(Ω).

As Proposições A.16 e A.19 podem ser vistas em [4].

Proposição A.16. De�nindo

‖u‖D1,2
0 (Ω) = ‖|∇u|‖2 ,
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então, em D1,2
0 (Ω) as normas ‖·‖D1,2(Ω) e ‖·‖D1,2

0 (Ω)são equivalentes.

De�nição A.17. Diremos que (X, ‖·‖X) está imerso continuamente em
(Y, ‖·‖Y ), escrevemos (X, ‖·‖X) ↪→ (Y, ‖·‖Y ), quando:

a) X é subespaço vetorial de Y ;

b) A identidade id; (X, ‖·‖X)→ (Y, ‖·‖Y ) é contínua.

De�nição A.18. Diremos que (X, ‖·‖X) está imerso compactamente em
(Y, ‖·‖Y ), quando:

a) X é subespaço vetorial de Y ;

b) A identidade id; (X, ‖·‖X)→ (Y, ‖·‖Y ) é um operador compacto.

Da seguinte proposição temos uma relação entre os espaços W 1,2 e D1,2.

Proposição A.19. W 1,2(RN) = W 1,2
0 (RN)  D1,2

0 = D1,2(RN).

A imersão é mantida para qualquer Ω: W 1,2
0 (Ω) ⊆ D1,2

0 (Ω). Além disso, se Ω
tem medida �nita esta imersão torna-se uma igualdade e o espaço D1,2

0 (Ω) está
imerso continuamente em Lq(Ω) para cada q ∈ [1, 2∗] e compactamente se q < 2∗.
No caso em que Ω tem fronteira medida �nita, D1,2(Ω) está imerso continuamente
em Lq(Ω) para cada q ∈ [1, 2∗] e esta imersão é compacta se q < 2∗.

Passamos a expor algumas desigualdades notáveis no estudo das imersões de
espaços de Sobolev e os resultados de imersões que precisamos.

A demonstração do teorema a seguir encontra-se em [9].

Teorema A.20 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev). Seja 1 ≤ p <
N , então existe uma constante C > 0, dependendo somente de p e N , tal que

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C ‖∇u‖Lp(RN ) ,

para toda função u ∈ C1
0(RN).

Os resultados A.21 ao A.24 podem ser vistos, no Capítulo 9, em [6].

Corolário A.21. Seja 1 ≤ p < N . Então a imersão seguinte é contínua

W 1,p(RN) ↪→ Lq(RN) ∀q ∈ [p, p∗].

Corolário A.22. Seja m ≥ 1 um inteiro e 1 ≤ p < ∞. As imersões seguintes
são contínuas

a) Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), onde 1
q

= 1
p
− m

N
se 1

p
− m

N
> 0,

b) Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN) ∀q ∈ [p,∞) se 1
p
− m

N
= 0.
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Teorema A.23. Sejam Ω um subconjunto limitado do RN , N ≥ 2, Ω de classe
C1 e 1 ≤ p <∞, então as imersões seguintes são contínuas

a) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ Np

N − p
se p < N .

b) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞ e p = N .

Teorema A.24 (Rellich-Kondrachov). Sejam Ω um aberto limitado do RN , ∂Ω
de classe C1 e 1 ≤ p < N . Então a seguinte imersão é compacta

a) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <
Np

N − p
.

Os Teoremas A.25 ao A.27 podem ser encontrados em [9].

Teorema A.25 (Estimativa para W 1,p, 1 ≤ p <∞). Seja Ω subconjunto aberto
e limitado de RN , e suponha que ∂Ω é de classe C1. Assuma que 1 ≤ p < N e
u ∈ W 1,p(Ω). Então u ∈ Lp∗(Ω) e

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) ,

onde C só depende de p,N e Ω.

Teorema A.26 (Desigualdade de Poincaré). Assuma que Ω é um subconjunto
aberto e limitado de RN . Suponha que u ∈ W 1,p

0 (Ω) para 1 ≤ p < N . Então

‖u‖Lq(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) ,

para cada q ∈ [1, p∗], a constante C só depende de p, q,N e Ω.

Da desigualdade de Poincaré, se med(Ω) <∞, temos H1
0 (Ω) = D1,2

0 (Ω).

Teorema A.27 (Princípio do máximo). Assuma que u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) e suponha
que Ω ⊂ RN é aberto, conexo e limitado.

i) Se −∆u ≤ 0 em Ω e u atinge seu máximo em Ω, então u é constante.

ii) Analogamente, se −∆u ≥ 0 em Ω e u atinge seu mínimo em Ω, então u é
constante.

Pode-se ver [10] para a demonstração do teorema seguinte.

Teorema A.28 (Teorema dos multiplicadores de Lagrange). Sejam E um espaço
de Banach e J, F ∈ C1(E,R). Se J é limitado inferiormente no conjunto

M = {u ∈ E : F (u) = 0}

e valem as propriedades

i) F ′(u) 6= 0, ∀u ∈M ;
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ii) ∃u0 ∈M tal que J(u0) = min
u∈M

J(u).

Então, existe β ∈ R tal que

J ′(u0) = βF ′(u0).

Seja E um espaço normado, quando uma sequência (xn) em E converge para
x ∈ E na topologia fraca escrevemos xn ⇀ x.

A proposição a seguir encontra-se na seção 3.2, em [6].

Proposição A.29. Se xn ⇀ x em E, então a sequência (‖xn‖) é limitada e
‖x‖ ≤ limn inf ‖xn‖.

Seja Ω um subconjunto aberto do RN e de�namos

K(Ω) = {u ∈ C(Ω) : supp(u) é um subconjunto compacto de Ω},

BC(Ω) = {u ∈ C(Ω) : ‖u‖∞ = sup
x∈Ω
|u(x)| <∞}

e C0(Ω) como sendo o fecho de K(Ω) em BC(Ω), C0(Ω) = K(Ω)
‖·‖∞ . Uma

medida �nita em Ω é o funcional linear contínuo em C0(Ω) dado por

〈µ, ·〉 : C0(Ω)→ R

u→ 〈µ, u〉 =

∫
Ω

u(x) dµ.

A norma da medida µ é de�nida como

‖µ‖ = sup
u∈C0(Ω)

〈µ, u〉
‖u‖∞

.

Seja M(Ω) o espaço vetorial das medidas �nitas sobre Ω.

De�nição A.30 (Convergência fraca de medidas). A sequência (µn) de medidas
em (M)(Ω) converge fracamente para a medida µ ∈M(Ω) quando

〈µn, µ〉 → 〈µ, u〉,

para toda u ∈ C0(Ω). O que denotamos por µn ⇀ µ.

O teorema seguinte pode ser encontrado em [18].

Teorema A.31. .

a) Toda sequência limitada em M(Ω) possui subsequência fracamente convergente
em M(Ω).

b) Se µn ⇀ µ em M(Ω), então (µn) é limitada e

‖µ‖ ≤ lim inf ‖µn‖ .
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Seja (X,M) um espaço mensurável. Para µ uma medida em (X,M) e f uma
função não negativa em X que é mensurável em relação a M, de�nindo a função
de conjuntos

ν(E) =

∫
E

f dµ ∀E ∈M.

Da linearidade da integração e da aditividade enumerável no domínio de
integração, temos que ν é uma medida no espaço mensurável (X,M).

Considere uma sequência (un) limitada em W 1,p
0 (Ω) e de�na

νn(E) =

∫
E

|un|p
∗
dx,

daí, νn = |un|p
∗
dx. Então

‖νn‖ = sup
u∈C0(Ω)

{
|〈νn, u〉|
‖u‖∞

}
≤
∫

Ω

|un|p
∗
dx = ‖un‖p

∗

Lp∗ (Ω)
< M1,

para alguma constante M1. Analogamente, de�nindo µn = |∇un|p, teremos

‖µn‖ ≤ ‖∇un‖Lp(Ω) < M2,

para alguma constanteM2. Logo, (νn) e (µn) são sequências limitadas de medidas
em M(Ω) e pelo teorema A.31, admitem subsequência fracamente convergente.

O seguinte lema é conhecido como Principio de Concentração de
Compacidade. A demonstração pode ser vista em [12].

Lema A.32. Seja (un) uma sequência limitada em D1,p
0 (RN) convergindo fraco

para alguma u e tal que as sequências de medidas |∇un|p e |un|p
∗
convergem fraco

para µ e ν, respectivamente, onde µ, ν são medidas positivas em RN . Então, existe
um conjunto no máximo enumerável J , uma famía de pontos {xj; j ∈ J} ⊂ RN
e famílias de números positivos {νj; j ∈ J} e {µj; j ∈ J} tais que

1. ν = |u|p
∗

+
∑
j∈J

νjδxj .

2. µ ≥ |∇u|p +
∑
j∈J

µjδxj .

3. ν
p/p∗

j S ≤ µj para todo j, consequentemente∑
j∈J

ν
p/p∗

j <∞.

S é a constante ótima de Sobolev e δxj é a medida de Dirac de�nida por

δxj(E) =

{
0, se xj /∈ E;
1, se xj ∈ E,

para todo E ∈ (RN ,M ).
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O próximo teorema pode ser encontrado em [15].

Teorema A.33. Se 1 ≤ p ≤ ∞ e se (fn) é uma sequência de Cauchy em Lp(Ω),
tal que fn → f em Lp(Ω), então (fn) possui uma subsequência que converge quase
todo ponto a f(x).

A proposição seguinte, pode ser encontrada na seção de resultados básicos
sobre distribuições em [8].

Proposição A.34. Sejam K um compacto não vazio e F um subconjunto fechado
do RN , tais que K ∩ F = ∅. Então existe ψ ∈ C∞0 (RN) tal que ψ = 1 em K,
ψ = 0 em F e 0 ≤ ψ(x) ≤ 1, ∀x ∈ RN .

De�nição A.35. Um conjunto aberto Ω é chamado estrelado com respeito a 0
sempre que para cada x ∈ Ω, o segmento de reta

{λx; 0 ≤ λ ≤ 1}

está em Ω.

Para um exemplo de domínio estrelado, ver Figura A.2.

Figura A.2: Um domínio estrelado

O lema seguinte e o Teorema A.37, podem ser encontrados em [9] na seção de
técnicas não variacionais.

Lema A.36. Suponha que ∂Ω é C1 e Ω é estrelado em relação a origem. Então

x · ν(x) ≥ 0 para todo x ∈ ∂Ω,

onde ν denota o vetor normal unitario exterior.

Teorema A.37 (Simetria radial). Sejam Ω = {x ∈ RN ; |x| < 1}, o problema
semilinear de Poisson de valores na fronteira,

−∆u = f(u) em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

(A.1)
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onde f : R→ R é Lipschitz e contínuo, mas é arbitrario e seja u ∈ C2(Ω) solução
de (A.1). Então u é radial, isto é,

u(x) = v(r)onde r = |x|

para alguma função estritamente decrescente v : [0, 1]→ [0,∞).

O seguinte teorema pode ser encontrado no apêndice B, em [18].

Teorema A.38 (Identidade de Pohozaev). Seja u ∈ H2

loc(Ω) uma solução do
problema {

−∆u = f(u),
u ∈ H1

0 (Ω),
(A.2)

onde f ∈ C1(R,R) e Ω é um domínio limitado e suave de RN , N ≥ 3. De�na

F (u) =

∫ u

0

f(s) ds.

Se F (u) ∈ L1(Ω), então u satisfaz

1

2

∫
∂Ω

|∇u|2 σ · ν dσ = N

∫
Ω

F (u) dx− N − 2

2

∫
Ω

|∇u|2 dx,

onde ν denota o vetor normal unitário exterior a ∂Ω.

Os resultados a partir do Teorema A.39 ao Teorema A.45, podem ser vistos
em [15].

Teorema A.39. Seja E um subconjunto Lebesgue mensurável do RN . Então

µ(E) = inf{µ(O)|E ⊆ O,O aberto }

e
µ(E) = sup{µ(K)|K ⊆ E,K compacto },

onde µ denota a medida de Lebesgue.

Diz-se que um conjunto G é Gδ desde que seja a interseção de uma coleção
enumerável de conjuntos abertos e diz-se que um conjunto F é Fσ quando é a
união de uma coleção enumerável de conjuntos fechados.

Corolário A.40. Para um subconjunto E do RN , as seguintes a�rmações são
equivalentes:

1. E é mensurável em relação à medida de Lebesgue em RN .

2. Existe um Gδ subconjunto G do RN tal que E ⊆ G e µ∗(G \ E) = 0.

3. Existe um Fσ subconjunto F do RN tal que F ⊆ E e µ∗(E \ F ) = 0.

onde µ∗ denota a medida exterior de Lebesgue.
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Teorema A.41 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja
(X,M , µ) um espaço de medida e (fn) uma sequência de funções mensuráveis
em X para o qual fn → f pontualmente q.t.p. em X e a função f mensurável.
Assuma que existe uma função não negativa g integrável em X e domina a
sequência (fn) no sentido de que

|fn| ≤ g q.t.p. em X para todo n.

Então f é integrável em X e

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

De�nição A.42. Sejam (X,M , µ) um espaço de medida e (fn) uma sequência
de funções em X, cada uma das quais é integrável sobre X. A sequência (fn) é
dita ser uniformemente integrável sobre X se para cada ε > 0, existe δ > 0 tal
que para qualquer número natural n e subconjunto mensurável E de X,

se µ(E) < δ, então

∫
E

|fn| dµ < ε.

De�nição A.43. Sejam (X,M , µ) um espaço de medida e (fn) uma sequência
de funções em X, cada uma das quais é integrável sobre X. A sequência (fn) é
dita ser justa sobre X se para cada ε > 0, existe um subconjunto X0 de X que
tem medida �nita e, para qualquer número natural n,∫

X\X0

|fn| dµ < ε.

Proposição A.44. Sejam (X,M , µ) um espaço de medida e 1 < p ≤ ∞. Se (fn)
é uma sequência limitada de funções em Lp(X,µ), então (fn) é uniformemente
integrável em X.

Teorema A.45 (Teorema da Convergência de Vitali). Sejam (X,M , µ) um
espaço de medida e (fn) uma sequência de funções em X que é uniformemente
integrável e justa sobre X. Suponha que fn → f q.t.p. em X e a função f é
integravel sobre X. Então

lim
n→∞

∫
E

fn dµ =

∫
E

f dµ,

onde E é qualquer subconjunto mensurável de X.

De�nição A.46. Diremos que um funcional J : E → R de�nido sobre um
espaço normado E é semicontínua inferiormente se para toda sequência (uj)j∈N
convergindo para u temos que

lim
j→∞

inf J(uj) ≥ J(u).

Como uma consequência do Teorema de Hahn-Banach, o seguinte lema pode
ser encontrado na seção 3.6, em [5].
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Lema A.47. Seja E um espaço normado, para todo x ∈ E existe ϕ ∈ E ′ tal que

‖ϕ‖ = ‖x‖ , ϕ(x) = ‖x‖2 .

O teorema a seguir encontra-se na seção 3.2 em [6].

Teorema A.48. Seja E um espaço normado, e seja (xj) uma sequência de
elementos em E convergindo fraco para x, então temos

lim inf
j→∞
‖xj‖ ≥ ‖x‖ .

O lema seguinte pode ser visto na seção 1.7, em [18].

Lema A.49 (Lema de Brézis-Lieb). Seja Ω um subconjunto aberto de RN e
(un) ⊂ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞. Se

1. (un) é limitada em Lp(Ω),

2. un → u q.t.p. em Ω, então

lim
n→∞

(‖un‖pp − ‖un − u‖
p
p) = ‖u‖pp)

De�nição A.50. Dizemos que um espaço normado E é uniformemente convexo
ou, mais precisamente, que sua norma é uniformemente convexa se, para cada
ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1− δ sempre que x, y ∈ BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} e ‖x− y‖ ≥ ε.

O teorema A.51 e a proposição A.52, podem ser encontrados, no capítulo 6,
em [5].

Teorema A.51. O espaço Lp(X,Σ, µ) é uniformemente covexo para todo 1 <
p <∞.

Proposição A.52. Sejam E un espaço de Banach uniformemente convexo e
(xn)∞n=1 uma sequência em E. Se xn ⇀ x e ‖xn‖ → ‖x‖, então xn → x.



Apêndice B

Constante de Sobolev

Neste apêndice estudamos algumas propriedades da constante ótima de
Sobolev, S, para N ≥ 3 é dada por

S = inf
u∈D1,2(RN )

u6=0

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2∗

. (B.1)

B.1 Invariâcia sob escala

Sejam

u : Ω ⊂ RN −→ R , h : RN → Ω ⊂ RN
x→ u(x) x −→ h(x) = kx, k ∈ R e k > 0

onde u ∈ H1
0 (Ω). Daí, temos

u ◦ h : RN −→ R
x→ u(h(x)) = u(kx) = uk(x)

Da norma usada em H1
0 (Ω),

‖∇uk‖2
2 =

∫
RN
∇uk(x) · ∇uk(x) dx = k2

∫
RN
|∇u(kx)|2 dx

= k2−N
∫
RN
|∇u(kx)|2 kN dx.

Aplicando a mudança de variáveis y = kx, temos

‖∇uk‖2
2 = K2−N ‖∇u‖2

2 .

Por outro lado,

‖∇uk‖2∗ =

(∫
RN
|uk(x)|2

∗
dx

)1/2∗

= k−N/2
∗
(∫

RN
|∇u(kx)|2

∗
kN
)1/2∗

dx.
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Novamente, pela mudança de variáveis y = kx, temos

‖∇uk‖2∗ = k(2−N)/2 ‖u‖2∗ .

Assim,
‖∇uk‖2

2

‖∇uk‖2
2∗

=
K2−N ‖∇u‖2

2

k2−N ‖u‖2
2∗

=
‖∇u‖2

2

‖u‖2
2∗

.

B.2 Minimizador para S

O seguinte teorema garante que existe u ∈ D1,2(RN) tal que

S =
‖∇u‖2

2

‖u‖2
2∗

.

Para a demonstração ver Teorema 1.41 em [18].

Teorema B.1. O ín�mo (B.1) é atingido.

O seguinte teorema dá o tipo de funções onde o ín�mo S é atingido. Pode-se
ver [3] e [17].

Teorema B.2 (Aubin, Talenti, 1976). A função

U(x) =
[N(N − 2)](N−2)/4

[1 + |x|2](N−2)/2
∈ D1,2(RN),

é um minimizador para S.

Demonstração. Do Teorema B.1, existe u ∈ D1,2(RN) tal que S é atingido, e
como

S = inf
u∈D1,2(RN )
‖u‖2∗=1

‖∇u‖2
2 ,

se u é minimizador de S, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, Teorema
A.28, segue que para algum λ > 0,∫

RN
∇u · ∇φ dx = λ

∫
RN
u2∗−1φ dx, ∀φ ∈ D1,2(RN). (B.2)

Assim, u é solução fraca de
−∆u = λu2∗−1 (B.3)

e λ = S. Usando regularidade, segue que u ∈ C2(RN) donde u é positivo, pelo
Principio do Máximo. Depois de escalar, podemos assumir

−∆w = w2∗−1.
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Também encontra-se em [18], Teorema 1.42, que w deve ser radialmente simétrico.
Fazendo w(x) = v(r), onde r = |x|, temos

−∆w = −
[
v′′(r) + v′(r)

(
N − 1

r

)]
= v2∗−1, r > 0

daí

rN−1∆w = rN−1v′′(r) + (N − 1)rN−2v′(r) =
∂

∂r

(
rN−1∂v

∂r

)
= rN−1v2∗−1

segue que w satisfaz {
∂r(r

N−1∂rv) = rN−1v2∗−1, r > 0,
v(0) = w(0) ∂rv(0) = 0.

(B.4)

Escolhendo ε > 0 temos

U(x/ε) = ε(N−2)/2 [N(N − 2)](N−2)/4

(ε+ |x|2)(N−2)/2
= ε(N−2)/2Uε(x).

Donde w e Uε, são soluções da equação (B.4) e por invariância sob escala, U é
minimizador para S. Além disso, de (B.2), Uε = S(N−2)/4u. Então,

‖Uε‖2∗

2∗ =

∫
RN
|Uε|2

∗
dx =

∫
RN

∣∣S(N−2)/4u
∣∣2∗ = SN/2

∫
RN
|u|2

∗
dx = SN/2.

�

B.3 S em domínio limitado

Da desigualdade de Poincaré, Teorema A.26, se med(Ω) <∞, temos H1
0 (Ω) =

D1,2
0 (Ω). Logo

S(Ω) = inf
u∈D1,2

0 (Ω)
u6=0

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2∗

= inf
u∈H1

0 (Ω)
u6=0

‖∇u‖2
2

‖u‖2
2∗

.

Mas S é atingido só quando Ω = RN , de acordo com o seguinte teorema, cuja
demonstração pode ser encontrada em [18], Proposição 1.43.

Teorema B.3. Para todo subconjunto aberto Ω de RN ,

S(Ω) = inf
u∈D1,2

O (Ω)
‖u‖2∗

‖∇u‖2
2 = S

e S(Ω) nunca é atingido, exceto se Ω = RN .



Apêndice C

Primeiro autovalor de −∆ para

N = 3

Seja u solução do problema{
−∆u = λ1u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(C.1)

em que Ω = {x ∈ R3 : |x| < 1}. Pelo Teorema A.37 sabemos que u deve ser
radial, isto é,

u(x) = v(r) onde r = |x| ,

para alguma função estritamente decrescente v : [0, 1] → [0,∞). Logo, para
i = 1, 2, . . . , N , temos

∂r

∂xi
= xi(x

2
1 + · · · x2

N)−1/2 =
xi
r
, (x 6= 0).

Daí,
uxi = v′(r)

xi
r

de modo que

uxixi = v′′(r)
x2
i

r2
+ v′(r)

(
1

r
− x2

i

r3

)
.

Assim,

∆u = v′′(r) + v′(r)

(
N − 1

r

)
.

Supondo que −∆u = λ1u, obtemos

−
(
v′′(r) + v′(r)

(
N − 1

r

))
= λ1v.
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Quando N = 3, podemos reescrever o problema (C.1) da seguinte forma

{
v′′(r) +

2

r
v′(r) + λ1v(r) = 0, r ∈ (0, 1)

v(1) = v′(0) = 0.
(C.2)

Vamos resolver (C.2) via séries de potências. Vamos supor que vp(r) =
∞∑
i=0

air
i,

substituindo na equação diferencial (C.2), temos

rv′′p(r) + 2v′p(r) + λ1rvp(r) =

2a1 +(a0λ+6a2)r+(a1λ+12a3)r2 +. . .+[an−1λ+(n+1)(n+2)an+1]rn+· · · = 0.

Logo,

a1 = 0, a0λ+ 6a2 = 0, a1λ+ 12a3 = 0, . . . , an−1λ+ (n+ 1)(n+ 2)an+1 = 0, . . .

Da de�nição de v, temos

a0 = v(0) > 0,
a1 = 0,

an+1 = −λ an−1

(n+ 1)(n+ 2)
, n ≥ 1.

Por conseguinte

n = 1 : a2 = (−1)λ
a0

3!
, n = 2 : a3 = 0,

n = 3 : a4 = (−1)2λ2a0

5!
, n = 4 : a5 = 0

n = 5 : a6 = (−1)3λ3a0

7!
, n = 6 : a7 = 0

n = 7 : a8 = (−1)4λ4a0

9!
, . . .

Assim,

an = 0, n ímpar

an = (−1)n/2λn/2
a0

(n+ 1)!
, n par

desse modo,

vp(r) =
∞∑
k=0

(−1)kλk
a0

(2k + 1)!
r2k = a0

∞∑
k=0

(−1)k
(
√
λ r)2k

(2k + 1)!
=

sen(
√
λ r)

r
.
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Da condição de fronteira:

vp(1) = 0⇒ sen(
√
λ) = 0⇒ λ = m2π2, m ≥ 1, m ∈ Z.

Consequentemente, λ1 = π2 e as autofunções associadas ao primeiro autovalor

λ1 = π2, são
c sen(πr)

r
, c 6= 0. Note que lim

r→0
vp(r) = π, portanto

v(r) =

{
c sen(πr)

r
, r ∈ (0, 1]

cπ , r = 0.



Apêndice D

Caso subcrítico

Neste apêndice vamos mostrar a existência de solução não trivial para o
problema subcrítico 

−∆u = uq−1 + λu em Ω,
u > 0 em Ω,
u = 0 em ∂Ω,

(Ps)

onde 2 < q < 2∗ e 0 < λ < λ1, N ≥ 3 e Ω é um domínio suave e limitado. O
funcional associado a (Ps) é dado por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx− 1

2
λ

∫
Ω

u(x)2 dx− 1

q

∫
Ω

|u(x)|q dx.

Do Lema 1.4, temos
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 > 0.

Seja
µq = inf

u∈H1
0 (Ω)

‖u‖q=1

{
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2

}
, (D.1)

vamos mostrar que existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

‖u‖q = 1 e
‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 = µq.

De fato, da de�nição de ín�mo, existe (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

‖un‖q = 1 e
‖∇un‖2

2 − λ ‖un‖
2
2 → µq.

(D.2)

A�rmação 1: (un) é limitada em H1
0 (Ω) e em Lq(Ω).

Efetivamente, como med(Ω) < ∞ e 2 < q então Lq(Ω) ↪→ L2(Ω) e daí, (un)
é limitada em L2(Ω), ou seja, (‖un‖2

2) é limitada em R. De (D.2), (‖∇un‖2
2) é

limitada em R, implicando que (un) é limitada em H1
0 (Ω).
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Da a�rmação 1 e por ser H1
0 (Ω) re�exivo, a menos de subsequência

un ⇀ u em H1
0 (Ω), (D.3)

e da imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), temos

un → u em Lq(Ω). (D.4)

A�rmação 2: ‖u‖q = 1.
Do Teorema A.33, (un), a menos de subsequência, converge q.t.p. para u em Ω,
logo pelo Lema A.49, temos

lim
n→∞

(‖un‖qq − ‖un − u‖
q
q) = 1 = ‖u‖qq .

A�rmação 3: µq = ‖∇un‖2
2 − λ ‖un‖

2
2.

Vamos demonstrar esta a�rmação, mediante duas a�rmações subsequentes:

A�rmação 3.1: ‖un‖2
2 → ‖u‖

2
2.

Temos un → u em Lq(Ω) e da imersão contínua Lq(Ω) ↪→ L2(Ω), segue que
un → u em L2(Ω). Por conseguinte, ‖un‖2

2 → ‖u‖
2
2 em R, pois

|‖un‖2 − ‖u‖2| ≤ ‖un − u‖2 → 0.

A�rmação 3.2: µq ≥ ‖∇un‖2
2 − λ ‖un‖

2
2

De (D.3), un ⇀ u em H1
0 (Ω) e da Proposição A.29 temos

‖u‖H1
0 (Ω) ≤ lim

n
inf ‖un‖H1

0 (Ω) ⇒ ‖∇u‖2 ≤ lim
n

inf ‖∇un‖2 .

De (D.2) e a�rmação 3.1: lim
n→∞

‖∇un‖2
2 = µq + λ ‖u‖2

2. Logo,

‖∇u‖2
2 ≤ lim

n
inf ‖∇un‖2

2 = µq + λ ‖u‖2
2 ⇒ µq ≥ ‖∇u‖2

2 − λ ‖u‖
2
2 .

Como µq ≤ ‖∇u‖2
2−λ ‖u‖

2
2, segue a a�rmação 3. Portanto temos u ∈ H1

0 (Ω), u 6=
0 e satisfazendo (D.1). Agora, de forma análoga à demostração do Teorema 1.7,
temos que u é solução não trivial de (Ps).

Observação D.1. Note que, diferente do caso crítico, não são necessárias
estimativas sob o ín�mo em (D.1) para mostrar que o mesmo é atingido, o que
simpli�ca a obtenção de solução fraca para o problema (Ps).
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