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Resumo

SALVINO, Luís Fernando, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro
de 2018. Um teorema de existência e unicidade para um modelo
matemático de crescimento de câncer com tratamento quimioterápico.
Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

Neste trabalho apresentamos um modelo matemático composto por um sistema

de equações diferenciais com condições de contorno especí�cas as quais modelam

o crescimento de um tumor tratado com quimioterapia. Nosso objetivo é

estabelecer um resultado sobre existência e unicidade de solução para tal sistema.

5



Abstract

SALVINO, Luís Fernando, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February,
2018. An existence and uniqueness theorem for a mathematical model
of cancer growth with chemotherapeutic treatment. Adviser: Anderson
Luis Albuquerque de Araujo.

In this work we present a mathematical model composed by a system of

di�erential equations with speci�c boundary conditions which model the growth

of a tumor treated with chemotherapy. Our goal is to establish a result on

existence and uniqueness of solution for such a system.
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Notações

• Rn representará o espaço euclidiano n-dimensional.

• Ω será um aberto limitado de Rn com fronteira ∂Ω su�cientemente suave e
medida de Lebesgue |Ω|.

• T representará um número real positivo.

• Q representará o espaço Ω× (0, T ).

• Γ representará o espaço ∂Ω× (0, T ).

• ∆ =
n∑
i=1

∂2

∂xi2
denotará o operador Laplaciano.

• L(X, Y ) denotará o espaço dos operadores lineares contínuos de X em Y .

• ∇ =

(
∂u

∂x1

, · · · , ∂u
∂xn

)
denotará o operador gradiente.
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Introdução

Em [10], Fassoni estudou um modelo simples composto por um sistema de
EDO's descrevendo o crescimento de um tumor e seu efeito no tecido normal,
junto com a resposta do tecido ao tumor e com modelagem de tratamentos
quimioterápicos. O objetivo dos autores não foi considerar os vários aspectos
do crescimento tumoral e reproduzir o comportamento quantitativo com alta
precisão, mas usar o modelo para dar alguns insights do ponto de vista de
sua capacidade para lidar com mudanças. As equações do modelo que foram
estudadas são

∂N

∂t
= rN − µNN − β1NA− αNγNDN,

∂A

∂t
= rAA

(
1− A

kA

)
− (µA + εA)A− β3NA− αAγADA,

∂D

∂t
= µ− γADA− γNDN − τD,

(1)

onde N representa as células normais em um dado tecido do corpo humano, A
representa as células tumorais neste tecido e D representa a concentração de uma
droga usada para tratar tal tumor.

Assumimos que o parâmetro rN representa a reprodução constante total de
células normais e µN sua mortalidade natural. Um �uxo constante para células
normais é considerado na dinâmica vital e não depende da densidade, como
é o caso do crescimento logístico geralmente assumido, veja por exemplo [15].
O motivo dessa escolha é que em um tecido normal e já formado, a dinâmica
imperativa não é a competição intraespecí�ca das células por nutrientes, mas a
manutenção de um estado homeostático, através do reabastecimento natural de
células antigas e mortas, veja por exemplo [17].

Contrariamente, as células cancerígenas têm uma certa independência sobre
os sinais de crescimento liberados pelo tecido e mantêm seu próprio programa de
crescimento, como por exemplo, um tecido embrionário em fase de crescimento,
veja [11]. Assim, um crescimento dependente da densidade é considerado para
as células tumorais. Várias leis de crescimento poderiam ser usadas, como
Gompertz, logística generalizada, Von Bertanlanfy e outras, veja [16]. Escolhemos
o crescimento logístico devido à sua simplicidade, e uma mortalidade natural µA.
Uma taxa de mortalidade extra εA, devido à apoptosis, ver [7], é também incluído.

Os parâmetros de competição β1 e β3 englobam de maneira simpli�cada as
muitas interações entre células tumorais e normais. O parâmetro β3 engloba, de
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maneira mais simples, todos os efeitos negativos impostos às células cancerígenas
por muitos tipos de células no tecido normal. Essas interações incluem a liberação
de sinais anti-crescimento e morte por células hospedeiras, que é a resposta
natural de células normais à presença de células cancerígenas, a competição
por nutrientes com células tumorais e assim por diante. Da mesma forma, o
parâmetro β1 abrange todos os mecanismos desenvolvidos pelas células tumorais
que dani�cam o tecido normal, como o aumento da acidez local, supressão de
células imunes, liberação de sinais de morte e competição com células normais.

Seguem as hipóteses que levam à terceira equação de (1) descrevendo a
farmacocinética e a farmacodinâmica da droga. A droga tem uma taxa de
depuração τ . As taxas de absorção e desativação da droga por células normais
e cancerosas são descritas em termos da lei de ação em massa com taxas γN
e γA. Seguindo a hipótese linear de [3], supomos que as quantidades de droga
absorvida por células normais (γNND) e cancerosas (γAAD) matam tais células
com taxas αN e αA, respectivamente. Finalmente, o parâmetro µ representa
uma taxa de infusão constante, e aproxima uma dosagem metronômica, isto é,
uma administração quase contínua e a longo prazo da droga. Embora muitos
modelos de tratamento de câncer não considerem a absorção e desativação de
drogas explicitamente, em [10], os autores acreditam que é um fato importante
a considerar, uma vez que esse fenômeno contribui para diminuir a concentração
de drogas conforme o tempo passa.

O sistema (1) é semelhante ao clássico modelo de competição Lotka-Volterra,
comumente usado em modelos para crescimento tumoral e invasões biológicas,
porém há uma diferença fundamental. O uso de um �uxo constante em vez de
um crescimento logístico para células normais quebra a simetria observada no
modelo clássico de Lotka-Volterra, de modo que não haverá equilíbrio em N = 0.
Assim, células normais nunca serão extintas, ao contrário desses modelos. Em
[10] os autores acreditam que isso não é um problema, mas pelo contrário, é um
resultado realista. Na verdade, a grosso modo, o câncer "não vence"pelo fato de
que mata todas as células no tecido, mas pelo fato de atingir um tamanho perigoso
que perturba o bom funcionamento do tecido e ameaça a saúde do indivíduo. Um
termo de �uxo constante já foi tomado em outros modelos bem conhecidos de
câncer, especi�camente, para descrever o crescimento de células imunes, veja por
exemplo [8].

Neste trabalho não estamos interessados em analisar a dinâmica do modelo,
pois em [10] já foi feito um estudo sobre os pontos de equilíbrio e questões sobre
estabilidade ou instabilidade de tais pontos. Nosso objetivo é estudar questões de
existência e unicidade de solução para as equações do seguinte modelo modi�cado
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

∂N

∂t
= rN − µNN − β1NA− αNγNDN, em Q,

∂A

∂t
= rAA

(
1− A

kA

)
− (µA + εA)A− αAγADA, em Q,

∂D

∂t
= σ∆D + µχω − γADA− γNDN − τD, em Q,

∂D

∂η
(·) = 0, em Γ,

N(·, 0) = N0(·), em Ω,
A(·, 0) = A0(·), em Ω,
D(·, 0) = D0(·), em Ω,

(2)

onde χω é a função característica do subconjunto ω ⊂ Ω. Isto corresponde a um
vaso sanguíneo passando transversalmente na subregião ω do tecido, e fornecendo
uma quantidade de droga µ constante.

Este sistema corresponde a uma variação do modelo matemático de EDO's
proposto em [10], onde consideramos o modelo descrito em uma região limitada
Ω de R2, com o acréscimo do termo σ∆D na equação das drogas e eliminação
do termo −β3NA, ou seja, desprezando a taxa de absorção de células cancerosas
pelas células normais. O termo ∆D representa a difusão aleatória da droga nas
células normais e cancerosas com coe�ciente de difusão constante σ, veja por
exemplo [2].

Esta dissertação será organizada da seguinte forma:

No Capítulo 1, tratamos das ferramentas utilizadas para o desenvolvimento
desse trabalho. Algumas delas são: os Espaços de Sobolev, uma Proposição que
se resume a garantir existência, unicidade e uma estimativa para a solução de um
problema parabólico geral (ver [13]) e o Teorema do ponto �xo de Leray-Schauder
(ver [12]).

No Capítulo 2, iniciamos trabalhando com o problema (2), passamos a um
problema modi�cado, problema na qual está conectado com o problema (2), nesse
sistema modi�cado provamos existência de solução utilizando-se da teoria tratada
no Capítulo 1, mostramos que a solução desse problema implica na solução do
problema (2) e �nalmente provamos a unicidade de tal solução.

No Capítulo 3, serão feitas as considerações �nais.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo serão apresentados os espaços e as ferramentas principais para
o desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Espaços de Sobolev

Nesta e na próxima seção apresentaremos os espaços funcionais que serão
utilizados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes sobre tais espaços consultar
[6], [1], [5] e [14].

De�nição 1.1. Seja u : Ω → R contínua. O suporte de u, que será denotado
por supp(u), é de�nido como o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}. Se
supp(u) for um compacto dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos
por C0(Ω) o espaço das funções contínuas com suporte compacto.

De�nição 1.2. Denotemos por Cj(Ω), j um número inteiro não-negativo ou
in�nito, o conjunto das funções ϕ : Ω → R que possuem derivadas parciais
contínuas até ordem j.

De�nição 1.3. Denotemos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções ϕ : Ω → R
que possuem derivadas parciais contínuas de todas as ordens e que têm suporte
compacto.

De�nição 1.4. Uma sucessão (ϕν)ν∈N de funções de C∞0 (Ω) converge para zero
quando existe K ⊂ Ω compacto tal que

• suppϕν ⊂ K, ∀ ν ∈ N;

• Para cada α ∈ Nn, Dαϕν → 0 uniformemente em K,

onde Dα denota o operador derivação de ordem α de�nido por

∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

,

com α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn e |α| = α1 + α2 + ...+ αn.
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5 1.1. ESPAÇOS DE SOBOLEV

De�nição 1.5. O espaço vetorial C∞0 (Ω) com a noção de convergência de�nida
acima é representado por D(Ω) e denominado espaço das funções testes em Ω.

De�nição 1.6. Denotemos por Cj
B(Ω) o conjunto das funções ϕ ∈ Cj(Ω) tais

que Dαϕ é limitada em Ω para |α| ≤ j. Cj
B(Ω) é um espaço de Banach com a

norma
||ϕ||CjB(Ω) = max

|α|≤j
sup
x∈Ω
|Dα(x)|.

De�nição 1.7. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotemos por Lp(Ω) o conjunto das (classes
de equivalência das) funções mensuráveis u : Ω→ R tais que |u|p é integrável no
sentido de Lebesgue em Ω. Lp(Ω) é um espaço de Banach com as normas

||u||p =


(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞;

sup ess
x∈Ω

|u(x)|, se p =∞.

No caso em que p = 2, Lp(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno

〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

De�nição 1.8. Denotemos por D′(Ω) o espaço L(D(Ω)). Tal conjunto é chamado
o espaço das distribuições de Ω em R.

De�nição 1.9. Seja T ∈ D′(Ω). De�nimos a derivada de ordem α da distribuição
T , DαT ∈ D′(Ω), por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉,

para todo ϕ ∈ D(Ω).

De�nição 1.10. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotemos por Lploc(Ω) o conjunto das funções
mensuráveis u : Ω→ R tais que para todo compacto K ⊂ Ω, u|K ∈ Lp(Ω).

Proposição 1.11. Seja u ∈ L1
loc(Ω). Se ϕ ∈ D(Ω), então

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

uϕ

de�ne uma distribuição em D′(Ω).

Demonstração. Ver [6], p. 42.

Proposição 1.12. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Então, Lp(Ω) ↪→ L1
loc(Ω), para todo

p ∈ [1,∞].

Demonstração. Ver [6], p. 42.
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De�nição 1.13. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev Wm
p (Ω) é de�nido como

sendo o conjunto

Wm
p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ m} ,

onde Dαu é a derivada de u no sentido das distribuições. Wm
p (Ω) é um espaço

de Banach com as normas

||u||m,p =


( ∑
|α|≤m

||Dαu(x)||pp
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞;∑
|α|≤m

sup ess
x∈Ω

|Dαu(x)|, se p =∞.

No caso em que p = 2, denotamos Wm
p (Ω) por Hm(Ω). O espaço Hm(Ω) é

um espaço de Hilbert com o produto interno

〈u, v〉m =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω).

Proposição 1.14. Seja 1 < p < ∞. Se u ∈ W 1
p (Ω) então u+, u− ∈ W 1

p (Ω) e
temos as expressões

∇u+ =

{
∇u, se u > 0

0, se u ≤ 0

e

∇u− =

{
0, se u ≥ 0

−∇u, se u < 0.

Demonstração. Ver [9], p. 292.

De�nição 1.15. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Para cada v ∈ R considere a função
hv : [0,∞) → R de�nida por hv(t) = tv. Sejam X1 e X2 espaços de Banach,
denotemos por W = W (p, v;X1, X2) o conjunto das (classes de equivalência das)
funções mensuráveis u : [0,∞)→ X1 +X2 tais que

hv(u) ∈ Lp(0,∞;X1) e hv(u′) ∈ Lp(0,∞;X2),

onde u′ é a derivada de u no sentido das distribuições. W é um espaço de Banach
com a norma

||u||W = max{||hv(u)||Lp(0,∞;X1), ||hv(u′)||Lp(0,∞;X2)}.

De�nição 1.16. Seja 1 < p < ∞ e consideremos v ∈ R tal que θ = 1
p

+ v < 1.

Denotemos por T = T (p, v;X1, X2) o conjunto de todos os traços f(0) de funções
de W (p, v;X1, X2). Tal conjunto é chamado o espaço traço de W . Temos que T
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é um espaço de Banach com a norma

||u||T = inf
u=f(0)

f∈W

||f ||W .

A�m de construir os espaços de Sobolev fracionários, tomemos X1 = W 1
p (Ω)

e X2 = Lp(Ω).

De�nição 1.17. Seja 0 < θ < 1. De�nimos

T θ,p(Ω) = T (p, v;W 1
p (Ω), Lp(Ω)),

onde v + 1
p

= θ. Se u ∈ T θ,p(Ω), então

||u||T θ,p(Ω) = inf
u=f(0)

f∈W

max

{(∫ ∞
0

hvp(||f(t)||pW 1
p (Ω))dt

) 1
p

,

(∫ ∞
0

hvp(||f ′(t)||pLp(Ω))dt

) 1
p
}
.

De�nição 1.18. Seja s ∈ R tal que s ≥ 0. Se s = m, um número inteiro,
de�nimos W s

p (Ω) = Wm
p (Ω). No caso em que s não é um número inteiro,

escrevemos s = m+ σ, onde 0 < σ < 1. Assim, de�nimos

W s
p (Ω) = {u ∈ Wm

p (Ω);Dαu ∈ T 1−σ,p(Ω), |α| = m},

onde Dαu é a derivada de u no sentido das distribuições. W s
p (Ω) é um espaço de

Banach com a seguinte norma

||u||W s
p (Ω) =

(
||u||pWm

p (Ω) +
∑
|α|=m

||Dαu||pT 1−σ,p(Ω)

) 1
p

.

Proposição 1.19. Sejam Ω ⊂ Rn com fronteira su�cientemente suave, s > 0 e
1 < p < n.

(i) Se n > sp, então W s
p (Ω) ↪→ Lr(Ω) para p ≤ r ≤ np

n−sp ;

(ii) Se n = sp, então W s
p (Ω) ↪→ Lr(Ω) para p ≤ r <∞;

(iii) Se n < (s− j)p para algum inteiro não negativo j, então W s
p (Ω) ↪→ Cj

B(Ω).

Demonstração. Ver [1], p. 217.

1.2 Espaços à valores vetoriais

Para esta seção, consideremos I ⊂ R um intervalo aberto, Ω ⊂ Rn um aberto
limitado e X um espaço de Banach.
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Apesar da semelhança entre as de�nições dessa seção e da anterior, devemos
nos precaver com os conceitos de mensurabilidade e integrabilidade em espaços
de Banach quaisquer.

De�nição 1.20. Uma função f : I → X é mensurável se existe uma sequência
(fn)n∈N ⊂ C0(I,X) tal que fn → f q.t.p., quando n→∞.

Proposição 1.21. Sejam (fn)n∈N uma sequência de funções mensuráveis de I
para X e f : I → X. Se fn → f q.t.p. em I, então f é mensurável.

Demonstração. Ver [5], p. 4.

De�nição 1.22. Uma função mensurável f : I → X é integrável se existe uma
sequência (fn)n∈N ⊂ C0(I,X) tal que∫

I

||fn(t)− f(t)|| → 0,

quando n→∞.

Proposição 1.23 (Teorema de Bochner). Seja f : I → X mensurável. Então f
é integrável se, e somente se, ||f || é integrável. Mais ainda,∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

I

f

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫
I

||f ||.

Demonstração. Ver [5], p. 7.

De�nição 1.24. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotemos por Lp(I,X) o conjunto das
(classes de equivalência das) funções mensuráveis f : I → X tais que t 7→ ||f(t)||
pertence ao Lp(I). Lp(I,X) é um espaço de Banach com as normas

||f ||p =


(∫

I

||f(t)||pdt
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞;

sup ess
t∈I
||f(t)||, se p =∞.

No caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, Lp(I,X) é um espaço de
Hilbert com o produto interno

〈u, v〉L2(I,X) =

∫
I

〈u(x), v(x)〉X dx, ∀ u, v ∈ L2(I,X).

De�nição 1.25. Denotemos por D′(I,X) o espaço L(D(I), X). Tal conjunto é
chamado o espaço das distribuições de I em X.

De�nição 1.26. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotemos por Lploc(I,X) o conjunto das
funções mensuráveis f : I → X tais que para todo intervalo compacto J ⊂ I,
f|J ∈ Lp(I,X).
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De�nição 1.27. Seja T ∈ D′(I,X). De�nimos a derivada da distribuição T ,
T ′ ∈ D′(I,X), por

〈T ′, ϕ〉 = −〈T, ϕ′〉,

para ϕ ∈ D(I).

Proposição 1.28. Seja f ∈ L1
loc(I,X). Se ϕ ∈ D(I), então

〈Tf , ϕ〉 =

∫
I

fϕ

de�ne uma distribuição em D′(I,X).

Demonstração. Ver [5], p. 10.

Proposição 1.29. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Então, Lp(I,X) ↪→ L1
loc(I,X), para todo

p ∈ [1,∞].

Demonstração. Ver [5], p. 10.

O próximo espaço a ser de�nido terá suma importância no desenvolvimento
deste trabalho.

De�nição 1.30. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e Lp(Q) = Lp(0, T ;Lp(Ω)). Denotemos
por W 2,1

p (Q) o conjunto das (classes de equivalências das) funções mensuráveis
u ∈ Lp(Q) tais que ut ∈ Lp(Q) e Dαu ∈ Lp(Q), para todo 1 ≤ |α| ≤ 2, onde Dαu
é a derivada de u no sentido das distribuições. W 2,1

p (Q) é um espaço de Banach
com a seguinte norma

||u||W 2,1
p (Q) =

(
||u||pLp(Q) + ||ut||pLp(Q) +

∑
1≤|α|≤2

||Dαu||pLp(Q)

) 1
p

.

Proposição 1.31. Seja Ω ⊂ Rn com fronteira ∂Ω su�cientemente suave. Então,
W 2,1
p (Q) ↪→ Lq(Q) para q satisfazendo:

(i) 1 ≤ q ≤ p(n+ 2)

n+ 2− 2p
, se p <

n+ 2

2
;

(ii) 1 ≤ q <∞, se p =
n+ 2

2
;

(iii) q =∞, se p > n+ 2

2
.

Em particular, para qualquer função u ∈ W 2,1
p (Q), existe uma constante C

dependendo de Ω, T, p, q e n tal que

||u||Lq(Q) ≤ C ||u||W 2,1
p (Q). (1.1)
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Nos casos (ii) e (iii) a imersão é compacta, e em (i) teremos imersão

compacta para q satisfazendo 1 ≤ q < p(n+2)
n+2−2p

.

Demonstração. Ver [14], p. 20.

1.3 Desigualdades notáveis e fórmulas de

integração

Nesta seção, seguem algumas desigualdades e fórmulas de integração
conhecidas que serão utilizadas ao longo do texto. Para mais detalhes consultar
[9].

Proposição 1.32 (Desigualdade de Young). Se a, b ≥ 0 e p, q > 1 são tais que
1

p
+

1

q
= 1, então ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver [9], p. 622.

Lema 1.33. Considere a função exp : R → R de�nida por exp(x) = ex. Então,
existe θ ∈ (0, 1) tal que

|ey − ex| = eθy+(1−θ)x|y − x|.

No caso em que x < y ≤ 0, temos

|ey − ex| ≤ |y − x|.

Demonstração. Pelo teorema do valor médio para funções reais, existe z ∈ (x, y)
tal que exp(y) − exp(x) = exp(z)(y − x). Ao parametrizar o intervalo (x, y),
garantimos a existência de θ ∈ (0, 1) de tal forma que z = θy+ (1− θx). Isso nos
garante que

|ey − ex| = eθy+(1−θ)x|y − x|.

Supondo x < y ≤ 0 temos z ≤ 0. Portanto, θy + (1 − θx) ≤ 0, o que nos
sugere eθy+(1−θx) ≤ 1. Daí,

|ey − ex| = eθy+(1−θ)x|y − x|
≤ |y − x|.

Proposição 1.34 (Desigualdade de Gronwall - forma diferencial). Seja f(·) uma
função não negativa, absolutamente contínua em [0, T ], que satisfaz para cada t
a desigualdade diferencial

f ′(t) ≤ φ(t)f(t) + ψ(t),
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onde φ(t) e ψ(t) são funções não negativas, integráveis em [0, T ]. Então

f(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s)ds

(
f(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

)
,

para todo 0 ≤ t ≤ T . Em particular, se

f ′ ≤ φf em [0, T ] e f(0) = 0,

então

f ≡ 0 em [0, T ].

Demonstração. Ver [9], p. 624.

Proposição 1.35 (Fórmula de Green). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e
f, g ∈ H2(Ω). Então:∫

Ω

(∆f)g dx = −
∫

Ω

〈∇f,∇g〉 dx+

∫
∂Ω

∂f

∂η
g dS.

Demonstração. Ver [4], p. 316.

1.4 Existência e unicidade de solução para um

problema parabólico

Nesta e na próxima seção, consistem os resultados principais para o
desenvolvimento desse trabalho. Para mais detalhes sobre tais resultados
consultar [13] e [12].

Consideremos o seguinte problema parabólico de valor inicial:

∂u

∂t
−

n∑
i=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

ai(x, t)
∂u

∂xj
+ a(x, t)u = f, em Q,

n∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ b(x, t)u = 0, em Γ,

u(·, 0) = u0(·), em Ω.

(1.2)

Proposição 1.36. Sejam Ω ⊂ Rn limitado, com fronteira ∂Ω su�cientemente
suave, p > 1 e funções aij contínuas e limitadas em Q. Suponhamos que

(i) aij ∈ C(Q̄), i, j = 1, 2, . . . , n onde [aij]n×n é uma matriz real positiva tal
que para alguma constante positiva β tem-se

∑n
i,j=1 aij(x, t)ξiξj ≥ β|ξ|2,

para quaisquer (x, t) ∈ Q e ξ ∈ Rn;

(ii) f ∈ Lp(Q);
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(iii) ai ∈ Lr(Q) com r = max{p, n + 2} se p 6= n + 2 ou r = n + 2 + ε, para
qualquer ε > 0, se p = n+ 2;

(iv) a ∈ Ls(Q) com s = max{p, n+2
2
} se p 6= n+2

2
ou s = n+2

2
+ ε, para qualquer

ε > 0, se p = n+2
2
;

(v) bi, b ∈ C2(Γ̄), i = 1, . . . , n, e os coe�cientes bi(x, t) satisfazendo a condição∣∣∣∣∑n
i=1 bi(x, t)ηi(x)

∣∣∣∣ ≥ δ > 0 em ∂Ω × (0, T ), onde ηi(x) é a i-ésima

componente do vetor exterior normal à ∂Ω em x ∈ ∂Ω;

(vi) u0 ∈ W
2− 2

p
p (Ω) com p 6= 3, satisfazendo a condição de compatibilidade∑n

i=1 bi
∂u0

∂xi
+ bu0 = 0 em ∂Ω quando p > 3.

Então, existe uma única solução u ∈ W 2,1
p (Q) do problema (1.2) e uma

constante M dependendo de T, p, r, s e Ω satisfazendo

||u||W 2,1
p (Q) ≤ M

(
||f ||Lp(Q) +

(
||b||Lr(Q) + ||a||Ls(Q)

)
||u0||

W
2− 2

p
p (Ω)

+ ||u0||
W

2− 2
p

p (Ω)

)
.

(1.3)

Demonstração. Ver [13], p. 341.

1.5 O Teorema do ponto �xo de Leray-Schauder

Finalmente, segue a ferramenta principal para o desenvolvimento deste
trabalho.

Proposição 1.37 (Teorema do ponto �xo de Leray-Schauder). Sejam X
um espaço de Banach e T : [0, 1]×X → X um operador tal que T (l, x) = y, para
todos x, y ∈ X e l ∈ [0, 1]. Suponha que:

(i) O operador T está bem de�nido;

(ii) Para cada l ∈ [0, 1] �xado, o operador T (l, ·) : X → X é contínuo;

(iii) Para cada B ⊂ X limitado e x ∈ B, o operador T (·, x) : [0, 1] → X é
uniformemente contínuo com relação a primeira variável;

(iv) Para cada l ∈ [0, 1] �xado, o operador T (l, ·) : X → X é compacto;

(v) Existe ρ > 0 tal que para todo l ∈ [0, 1] e x ∈ X satisfazendo x−T (l, x) = 0,
então ||x|| < ρ;

(vi) A equação x− T (0, x) = 0 tem uma única solução em X.
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Então, existe uma solução da equação x− T (1, x) = 0.

Demonstração. Ver [12], p. 189.



Capítulo 2

Um teorema de existência e

unicidade para um modelo de

crescimento de câncer com

tratamento quimioterápico

2.1 O problema principal

Sejam T ∈ (0,∞) e Ω ⊂ R2 um aberto limitado com fronteira su�cientemente
suave. Denotemos por Q = Ω× (0, T ) e Γ = ∂Ω× (0, T ).

Nosso objeto de estudo neste trabalho é o seguinte problema:

∂N

∂t
= rN − µNN − β1NA− αNγNDN, em Q,

∂A

∂t
= rAA

(
1− A

kA

)
− (µA + εA)A− αAγADA, em Q,

∂D

∂t
= σ∆D + µχω − γADA− γNDN − τD, em Q,

∂D

∂η
= 0, em Γ,

N(·, 0) = N0(·), em Ω,
A(·, 0) = A0(·), em Ω,
D(·, 0) = D0(·), em Ω.

(2.1)

De�nição 2.1. Dizemos que (N,A,D) é uma solução forte do problema (2.1)
em Q, se (N,A,D) satisfaz as equações em (2.1) em quase todo ponto e

N ∈ L∞(Q), Nt ∈ L∞(Q),

A ∈ L∞(Q), At ∈ L∞(Q),

D ∈ L4(0, T ;W 2
4 (Ω)) e Dt ∈ L4(Q).

Daqui em diante, sempre quando nos referirmos a solução, estaremos tratando

14
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de solução no sentido forte.

Doravante, trabalharemos para provar um signi�cativo resultado sobre
existência e unicidade de solução forte para o sistema (2.1). Segue o enunciado
de tal resultado:

Teorema 2.2. Suponhamos que 0 ≤ N0, A0 ∈ L∞(Ω) e que D0 ∈ W
3
2

4 (Ω) ⊂
L∞(Ω) com 0 ≤ D0 ≤ µ

τ
. Então, existe uma única solução forte (N,A,D)

do sistema (2.1). Mais ainda, 0 ≤ D ≤ µ
τ
e existem constantes CN , CA, ρ̄ ≥

0 tais que 0 ≤ N ≤ CN , 0 ≤ A ≤ CA e ||D||W 2,1
4 (Q) ≤ ρ̄, onde ρ̄

depende de M,µ, γ, γN , τ, CA, CN , |Ω|, T, ||D0||
W

3
2

4 (Ω)
, com M sendo a constante

da Proposição 1.36.

Antes de iniciarmos os estudos para a demonstração do Teorema 2.2, queremos
deixar claro algumas questões sobre a regularidade de uma possível solução do
sistema (2.1):

Observação 2.3. Supondo o Teorema 2.2 válido, seguem alguns comentários
sobre a regularidade da condição de contorno e do dado inicial da solução D do
sistema (2.1).

(i) A�rmamos que ∂D
∂η

= 〈∇D,−→η 〉 está bem de�nido em Γ. De fato, �xado

t ∈ (0, T ), como D(·, t) ∈ W 1
4 (Ω) então D(·, t)

∣∣
∂Ω
∈ W 1− 1

4
4 (∂Ω) = W

3
4

4 (∂Ω). Mais
ainda, como D(·, t) ∈ W 2

4 (Ω) então ∇D(·, t) ∈ W 1
4 (Ω)×W 1

4 (Ω), donde segue que

∇D(·, t)
∣∣
∂Ω
∈ W

3
4

4 (∂Ω) ×W
3
4

4 (∂Ω). Portanto, ∂D
∂η
∈ W

3
4

4 (∂Ω) ⊂ L4(∂Ω). Para

mais informações, ver Brezis [4], p. 315.

(ii) Segue também que D(·, 0) = D0(·) está bem de�nido. Com efeito, este
resultado segue diretamente da seguinte imersão contínua

W 2,1
4 (Q) ↪→ C([0, T ],W

2− 2
4

4 (Ω)) = C([0, T ],W
3
2

4 (Ω)).

Para mais informações, ver [18].

Dando continuidade, supondo as hipóteses do Teorema 2.2, iniciemos nossos
estudos.

Estudemos inicialmente os seguintes problemas:
∂A

∂t
= rAA

(
1− A

kA

)
− (µA + εA)A− αAγADA, em Q,

A(·, 0) = A0(·), em Ω,

(2.2)


∂N

∂t
= rN − µNN − β1NA− αNγNDN, em Q,

N(·, 0) = N0(·), em Ω.

(2.3)
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Reescrevendo a equação diferencial em (2.2), obtemos

∂A

∂t
= − rA

kA
A2 + (rA − µA − εA − αAγAD)A.

Fixemos x ∈ Ω. Fazendo ∂A
∂t

= A′ e p = rA − µA − εA − αAγAD, obtemos

A′ = − rA
kA
A2 + pA.

Tal equação diferencial é do tipo Bernoulli e supondo que A é não-nulo em Q,
sua solução será obtida dividindo a equação acima por A−2, fazendo a mudança
de variável w(t) = A−1(x, t) e usando o fato de que w′ = −A−2A′. Dessa forma,
teremos

A−2A′ = − rA
kA

+ pA−1

−w′ = − rA
kA

+ pw

w′ + pw = rA
kA
.

Para determinar a solução da nova equação diferencial linear obtida usamos
o método do fator integrante e portanto garantimos(

we
∫ s
0 p(ξ)dξ

)′
=
rA
kA
e
∫ s
0 p(ξ)dξ.

Integrando de 0 a t, obtemos

w(t)e
∫ t
0 p(ξ)dξ − w(0) = rA

kA

∫ t
0
e
∫ s
0 p(ξ)dξds

w(t) =
w(0)+

rA
kA

∫ t
0 e

∫ s
0 p(ξ)dξds

e
∫ t
0 p(ξ)dξ

.

Como w = A−1 e em particular w(0) = A−1(x, 0) = A0
−1(x), segue que

A(x, t) =
A0(x)kAe

∫ t
0 p(ξ)dξ

kA + A0(x)rA
∫ t

0
e
∫ s
0 p(ξ)dξds

.

Como p = rA − µA − εA − αAγAD, temos

e
∫ t
0 p(ξ)dξ = e(rA−µA−εA)te−αAγA

∫ t
0 D(x,ξ)dξ.

De�nindo λ = rA − µA − εA, escrevemos a solução do problema (2.2) como
sendo

A(x, t) =
A0(x)kAe

λte−αAγA
∫ t
0 D(ξ,x)dξ

kA + A0(x)rA
∫ t

0
eλse−αAγA

∫ s
0 D(x,ξ)dξds

. (2.4)
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Agora, reescrevendo a equação diferencial em (2.3), obtemos

∂N

∂t
= rN −N(µN + β1A+ αNγND).

Fixemos x ∈ Ω. Fazendo ∂N
∂t

= N ′ e q = µN + β1A+ αNγND, temos

N ′ = −qN + rN

N ′ + qN = rN .

Obtemos a solução da equação diferencial linear acima pelo método do fator
integrante, ou seja, (

Ne
∫ s
0 q(ξ)dξ

)′
= rNe

∫ s
0 q(ξ)dξ.

Integrando de 0 a t, obtemos

N(x, t)e
∫ t
0 q(ξ)dξ −N(x, 0) = rN

∫ t
0
e
∫ s
0 q(ξ)dξds

N(x, t) =
N(x,0)+rN

∫ t
0 e

∫ s
0 q(ξ)dξds

e
∫ t
0 q(ξ)dξ

.

Como N(x, 0) = N0(x), segue que

N(x, t) =
N0(x) + rN

∫ t
0
e
∫ s
0 q(ξ)dξds

e
∫ t
0 q(ξ)dξ

.

Como q = µN + β1A+ αNγND, temos

e
∫ s
0 q(ξ)dξ = eµNseαNγN

∫ s
0 D(x,ξ)dξeβ1

∫ s
0 A(x,ξ)dξ.

Assim, a solução do problema (2.3) toma a forma

N(x, t) =
N0(x) + rN

∫ t
0
eµNseαNγN

∫ s
0 D(x,ξ)dξeβ1

∫ s
0 A(x,ξ)dξds

eµN teαNγN
∫ t
0 D(x,ξ)dξeβ1

∫ t
0 A(x,ξ)dξ

. (2.5)
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2.2 Um problema auxiliar

Queremos estudar questões de existência de solução para o seguinte problema
modi�cado:

∂N̂

∂t
= rN − µNN̂ − β1N̂Â− αNγN |D̂|N̂ , em Q,

∂Â

∂t
= rAÂ

(
1− Â

kA

)
− (µA + εA)Â− αAγA|D̂|Â, em Q,

∂D̂

∂t
= σ∆D̂ + µχω − γD̂Â− γND̂N̂ − τD̂, em Q,

∂D̂

∂η
(·) = 0, em Γ,

N̂(·, 0) = N0(·), em Ω,

Â(·, 0) = A0(·), em Ω,

D̂(·, 0) = D0(·), em Ω.

(2.6)

Observemos que a diferença entre o problema principal (2.1) e o modi�cado
(2.6) segue do fato de tomarmos o módulo de D̂ nas duas primeiras equações de
(2.6). Na construção desta seção veremos a importância de tal modi�cação.

As soluções dos problemas (2.2) e (2.3) obtidas em (2.4) e (2.5)
respectivamente, nos sugerem de�nir os operadores Λ : L∞(Q) → L∞(Q) e
Θ : L∞(Q)→ L∞(Q) por

Λ(φ)(x, t) =
A0(x)kAe

λte−αAγA
∫ t
0 |φ(ξ,x)|dξ

kA + A0(x)rA
∫ t

0
eλse−αAγA

∫ s
0 |φ(ξ,x)|dξds

(2.7)

e

Θ(φ)(x, t) =
N0(x) + rN

∫ t
0
eµNseαNγN

∫ s
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ)(x,ξ)dξds

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ)(x,ξ)dξ

. (2.8)

Em um dos lemas que se seguem será mostrado que tais operadores estão bem
de�nidos.

A conexão que temos entre o problema auxiliar e o problema principal �ca
concentrada nas seguintes observações:

Observação 2.4. A tripla (N̂ , Â, D̂) é solução de (2.6) se, e somente se,
D̂, Â = Λ(D̂) e N̂ = Θ(D̂) satisfazem a seguinte equação integro-diferencial:
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

∂D̂

∂t
= σ∆D̂ + µχω − γD̂Λ(D̂)− γND̂Θ(D̂)− τD̂, em Q,

∂D̂

∂η
(·) = 0, em Γ,

D̂(·, 0) = D0(·), em Ω.

(2.9)

Observação 2.5. Se provarmos que a solução D̂ do problema (2.9) é não-
negativa, garantimos que a tripla (N,A,D) = (N̂ , Â, D̂), onde D = D̂, A = Λ(D̂)
e N = Θ(D̂), é solução do problema (2.1).

Lema 2.6. Seja f : (0, T ) → R derivável tal que f(t) > 0 e f ′(t) ≥ 0. Se

g(t) =
∫ t
0 f(x)dx

f(t)
então g(t) ≤ T , para todo t ∈ (0, T ).

Demonstração. Como f é contínua em (0, T ), segue que

g′(t) =
f(t)2 − f ′(t)

∫ t
0
f(x)dx

f(t)2

= 1− f ′(t)

f(t)
g(t).

Como f(t) > 0 temos g(t) ≥ 0 e usando o fato de que f ′(t) ≥ 0 temos
f ′(t)
f(t)

g(t) ≥ 0, ou seja, −f ′(t)
f(t)

g(t) ≤ 0. Logo, g′(t) ≤ 1 o que nos sugere g(t) ≤ t,
para todo t ∈ (0, T ). Assim, g(t) ≤ T , como queríamos.

O seguinte lema mostra a boa de�nição dos operadores de�nidos em (2.7) e
(2.8):

Lema 2.7. Suponhamos que N0, A0 ∈ L∞(Ω) e de�na Cλ = max{1, eλT}. Então,
0 ≤ Λ(φ)(x, t) ≤ CA e 0 ≤ Θ(φ)(x, t) ≤ CN , para quaisquer φ ∈ L∞(Q) e para
quase todo (x, t) ∈ Q, onde CA = Cλ||A0||L∞(Ω) e CN = ||N0||L∞(Ω) + rNT .

Demonstração. Sejam (x, t) ∈ Ω × (0, T ) e φ ∈ L∞(Q). Pelas expressões
(2.7) e (2.8), é imediato que Θ(φ)(x, t),Λ(φ)(x, t) ≥ 0. Provemos que
Λ(φ)(x, t) ≤ CA. De fato, usando a positividade dos termos no denominador
e que e−αAγA

∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξ ≤ 1, temos

Λ(φ)(x, t) = A0(x)kAe
λte−αAγA

∫ t
0 |φ(ξ,x)|dξ

kA+A0(x)rA
∫ t
0 e

λse−αAγA
∫ s
0 |φ(ξ,x)|dξds

≤ 1
kA
A0(x)kAe

λte−αAγA
∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξ

≤ A0(x)eλt

≤ CλA0(x)

≤ Cλ||A0||L∞(Ω),
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ou seja,
Λ(φ)(x, t) ≤ Cλ||A0||L∞(Ω) = CA.

Agora, provemos que Θ(φ)(x, t) ≤ CN . Usando a positividade dos termos no
denominador, obtemos

Θ(φ)(x, t) =
N0(x)+rN

∫ t
0 e

µNseαNγN
∫ s
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ)(x,ξ)dξds

eµNteαNγN
∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ)(x,ξ)dξ

≤ N0(x) + rN
∫ t
0 e

µNseαNγN
∫ s
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ)(x,ξ)dξds

eµNteαNγN
∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ)(x,ξ)dξ

.

Fixado x ∈ Ω, de�nimos

g(x, t) =

∫ t
0
eµNseαNγN

∫ s
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ)(x,ξ)dξds

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ)(x,ξ)dξ

.

Usando o Lema 2.6 com f(x, t) = eµN teαNγN
∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ)(x,ξ)dξ, segue que

Θ(φ)(x, t) ≤ N0(x) + rNT,

para qualquer x ∈ Ω.

Por �m, usando o fato de que N0 ∈ L∞(Ω), obtemos

Θ(φ)(x, t) ≤ ||N0||L∞(Ω) + rNT = CN ,

como queríamos.

Lema 2.8. Existe uma constante C1 ≥ 0 independente de φ1 e φ2 tal que
||Λ(φ1)− Λ(φ2)||L∞(Q) ≤ C1||φ1 − φ2||L∞(Q).

Demonstração. A expressão em (2.7), nos sugere que

|Λ(φ1)(x, t)− Λ(φ2)(x, t)| =

1

|(kA + A0rA
∫ t

0
eλse−αAγA

∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξds)(kA + A0rA

∫ t
0
eλse−αAγA

∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds)|

×

∣∣∣∣A0kAe
λte−αAγA

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξ

(
kA + A0rA

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds

)
−

A0kAe
λte−αAγA

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

(
kA + A0rA

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξds

)∣∣∣∣.
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Pela positividade dos termos no denominador, obtemos

|Λ(φ1)(x, t)− Λ(φ2)(x, t)| ≤

1

kA
2

∣∣∣∣A0kA
2eλt
(
e−αAγA

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

)
+

A0
2kArAe

λt

(
e−αAγA

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξ

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds −

e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξds

)∣∣∣∣.
Somando e subtraindo o termo e−αAγA

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ ∫ t

0
eλse−αAγA

∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds,

temos

|Λ(φ1)(x, t)− Λ(φ2)(x, t)| ≤

1

kA
2

∣∣∣∣A0kA
2eλt
(
e−αAγA

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

)
+

A0
2kArAe

λt

(
e−αAγA

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξ

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds −

e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds +

e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds −

e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

∫ t

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξds

)∣∣∣∣.
Colocando termos em evidência, usando a desigualdade triangular e

aumentando a região de integração, temos

|Λ(φ1)(x, t)− Λ(φ2)(x, t)| ≤

1

kA
2A0kA

2eλt
∣∣e−αAγA ∫ t

0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ∣∣ +

1

kA
2A0

2kArAe
λt
∣∣e−αAγA ∫ t

0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ∣∣ ×
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∫ T

0

eλse−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξds +

1

kA
2A0

2kArAe
λte−αAγA

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ ×

∫ T

0

eλs
∣∣e−αAγA ∫ s

0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξ∣∣ds.

Fazendo as possíveis simpli�cações e usando os fatos de que e−αAγA
∫ t
0 |φ(x,ξ)|dξ ≤

1, eλt ≤ Cλ e A0(x) ≤ ||A0||L∞(Ω), para quase todo x ∈ Ω, segue que

|Λ(φ1)(x, t)− Λ(φ2)(x, t)| ≤

||A0||L∞(Ω)Cλ
∣∣e−αAγA ∫ t

0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ∣∣ +

1

kA
||A0||2L∞(Ω)rACλ

2T
∣∣e−αAγA ∫ t

0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ∣∣ +

1

kA
||A0||2L∞(Ω)rACλ

2

∫ T

0

∣∣e−αAγA ∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA

∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξ∣∣ds.

(2.10)

Estudemos
∣∣e−αAγA ∫ s

0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξ

∣∣. Para isso, usemos o Lema
1.33, ou seja,∣∣e−αAγA ∫ t

0 |φ1(x,ξ)|dξ − e−αAγA
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ

∣∣ ≤ ∣∣− αAγA ∫ t0 (|φ1(x, ξ)| − |φ2(x, ξ)|)dξ
∣∣

≤ αAγA
∫ t

0

∣∣|φ1(x, ξ)| − |φ2(x, ξ)|
∣∣dξ

≤ αAγA
∫ t

0
|φ1(x, ξ)− φ2(x, ξ)|dξ

≤ αAγAT ||φ1 − φ2||L∞(Q),

para quase todo (x, t) ∈ Q. Logo, voltando a (2.10), obtemos

|Λ(φ1)(x, t)− Λ(φ2)(x, t)| ≤

||A0||L∞(Ω)CλαAγAT ||φ1 − φ2||L∞(Q) +

2
kA
||A0||2L∞(Ω)rACλ

2αAγAT
2||φ1 − φ2||L∞(Q),

para quase todo (x, t) ∈ Q. Assim,

||Λ(φ1)− Λ(φ2)||L∞(Q) ≤ C1 ||φ1 − φ2||L∞(Q),
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onde

C1 = 2 max{||A0||L∞(Ω)CλαAγAT,
2

kA
||A0||2L∞(Ω)rACλ

2αAγAT
2}.

Lema 2.9. Existe uma constante C2 ≥ 0 dependendo de φ1 e φ2 tal que
||Θ(φ1)−Θ(φ2)||L∞(Q) ≤ C2||φ1 − φ2||L∞(Q).

Demonstração. A expressão em (2.8), nos sugere que

|Θ(φ1)(x, t)−Θ(φ2)(x, t)| =

1

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

×

∣∣∣∣N0(x)

(
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

)
+

rN

(
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

)∣∣∣∣
e usando a desigualdade triangular, obtemos

|Θ(φ1)(x, t)−Θ(φ2)(x, t)| ≤

1

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

×

(
N0(x)

∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∣∣ +

rN

∣∣∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∣∣∣∣).
(2.11)

Controlemos cada parcela separadamente:

I) Estudemos primeiramente o termo

|eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ|.
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Ora, somando e subtraindo o termo eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ e fazendo

fator comum, obtemos∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∣∣ =∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ(eβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ − eβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

)
+

eβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

(
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξ)∣∣.

A desiguldade triangular e o Lema 1.33, nos sugerem∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∣∣ ≤
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeθ1β1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ+(1−θ1)β1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξβ1 ×∫ t

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ +

eβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeθ2αNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ+(1−θ2)αNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξαNγN ×∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ.

(2.12)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por

1

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

,

simpli�cando e usando a positividade dos termos no denominador, obtemos∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∣∣ ×
1

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

≤

e(θ1−1)β1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ−θ1β1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξβ1

∫ t

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ +

e(θ2−1)αNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ−θ2αNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξαNγN

∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ.

(2.13)

Como 0 < θj < 1, segue que −θj < 0 e θj − 1 < 0, para j = 1,2. Assim,

e(θ2−1)αNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ−θ2αNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξ ≤ 1

e
e(θ1−1)β1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ−θ1β1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ ≤ 1,



25 2.2. UM PROBLEMA AUXILIAR

portanto,∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,t)dξ − eαNγN

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,t)dξ

∣∣ ×
1

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,t)dξeαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,t)dξ

≤

β1

∫ t

0

|Λ(φ2)(x, t)− Λ(φ1)(x, t)|dξ + αNγN

∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ.

(2.14)

II) Agora estudemos o termo∣∣∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds

∣∣∣∣.
Somando e subtraindo o termo

eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds

e fazendo fator comum, obtemos∣∣∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµs
(
eαNγN

∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ −

eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

)
ds+

(
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

)∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds

∣∣∣∣.
Usando a desiguldade triangular e os fatos de que Λ(φ) ≤ CA e φj(x, t) ≤

||φ||L∞(Q) := max{||φ1||L∞(Q), ||φ2||L∞(Q)}, para j = 1, 2 e quase todo (x, t) ∈ Q,
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obtemos∣∣∣∣eαNγN ∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds

∣∣∣∣ ≤
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξeµT

∫ t

0

∣∣eαNγN ∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ −

eαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∣∣ds+
∣∣eαNγN ∫ t

0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∣∣eµNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATT.

Observemos que os termos entre módulo já foram estudados em (2.12), o que
nos sugere∣∣∣∣eαNγN ∫ t

0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds

∣∣∣∣ ≤
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξeµTβ1 ×∫ t

0

[
eαNγN

∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeθ1β1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ+(1−θ1)

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ ×

∫ s

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ
]
ds +

eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξeµTαNγN ×∫ t

0

[
eβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeθ2αNγN

∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξ+(1−θ2)

∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξ ×

∫ s

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ
]
ds +

eµNT eαNγN ||φ||L∞(Q)T eβ1CATTβ1 ×

eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeθ1β1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ+(1−θ1)β1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ ×∫ t

0
|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ +
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eµNT eαNγNT ||φ2||L∞(Q)eβ1CATTαNγN ×

eβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeθ2αNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ+(1−θ2)

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξαNγN ×∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ.

Usando novamente o fato de que Λ(φ) ≤ CA e φ(x, t) ≤ ||φ||L∞(Q), para quase
todo (x, t) ∈ Q, obtemos∣∣∣∣eαNγN ∫ t

0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds

∣∣∣∣ ≤
eαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξeµTβ1e

αNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CAT ×∫ t

0

∫ s

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξds +

eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,t)dξeµTαNγNe

β1CAT eαNγNT ||φ||L∞(Q) ×∫ t

0

∫ s

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξds +

eµNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATTβ1 ×

eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeθ1β1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ+(1−θ1)β1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ ×∫ t

0
|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ +

eµNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATTαNγN ×

eβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeθ2αNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξ+(1−θ2)

∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξαNγN ×∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por

1

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

,

simpli�cando, usando a positividade dos termos no denominador e de forma
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análoga ao feito em (2.13), obtemos

|eαNγN
∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξds −

eαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξ

∫ t

0

eµNseαNγN
∫ s
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ s
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξds| ×

1

eµN teαNγN
∫ t
0 |φ1(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ1)(x,ξ)dξeαNγN

∫ t
0 |φ2(x,ξ)|dξeβ1

∫ t
0 Λ(φ2)(x,ξ)dξ

≤

eµTβ1e
αNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CAT

∫ t

0

∫ s

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξds +

eµTαNγNe
β1CAT eαNγNT ||φ||L∞(Q)

∫ t

0

∫ s

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξds +

eµNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATTβ1

∫ t

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ +

eµNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATTαNγN

∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ.

(2.15)

Substituindo as cotas (2.14) e (2.15) em (2.11), obtemos

|Θ(φ1)(x, t)−Θ(φ2)(x, t)| ≤

N0(x)β1

∫ t

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ + αNγN

∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ
)

+

rN

(
eµTβ1e

αNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CAT

∫ t

0

∫ s

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξds +

eµTαNγNe
β1CAT eαNγNT ||φ||L∞(Q)

∫ t

0

∫ s

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξds +

eµNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATTβ1

∫ t

0

|Λ(φ2)(x, ξ)− Λ(φ1)(x, ξ)|dξ +

eµNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATTαNγN

∫ t

0

|φ2(x, ξ)− φ1(x, ξ)|dξ
)
.

Dando melhores cotas e usando o fato de que N0(x) ≤ ||N0||L∞(Ω), para quase
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todo x ∈ Ω, obtemos

|Θ(φ1)(x, t)−Θ(φ2)(x, t)| ≤

||N0||L∞(Ω)β1T ||Λ(φ2)− Λ(φ1)||L∞(Q) +

||N0||L∞(Ω)αNγNT ||φ2 − φ1||L∞(Q) +

rNe
µTβ1e

αNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATT 2||Λ(φ2)− Λ(φ1)||L∞(Q) +

rNe
µTαNγNe

β1CAT eαNγNT ||φ||L∞(Q)T 2||φ2 − φ1||L∞(Q) +

rNe
µNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATβ1T

2||Λ(φ2)− Λ(φ1)||L∞(Q) +

rNe
µNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATαNγNT

2||φ2 − φ1||L∞(Q).

Utilizando o Lema (2.8), temos

|Θ(φ1)(x, t)−Θ(φ2)(x, t)| ≤

||N0||L∞(Ω)β1TC1||φ2 − φ1||L∞(Q) +

||N0||L∞(Ω)αNγNT ||φ2 − φ1||L∞(Q) +

rNe
µTβ1e

αNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATT 2C1||φ2 − φ1||L∞(Q) +

rNe
µTαNγNe

β1CAT eαNγNT ||φ||L∞(Q)T 2||φ2 − φ1||L∞(Q) +

rNe
µNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATβ1T

2C1||φ2 − φ1||L∞(Q) +

rNe
µNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATαNγNT

2||φ2 − φ1||L∞(Q).

Portanto,

||Θ(φ1)−Θ(φ2)||L∞(Q) ≤ C2||φ2 − φ1||L∞(Q),

onde

C2 = 6 max{||N0||L∞(Ω)β1TC1, ||N0||L∞(Ω)αNγNT,

rNe
µTβ1e

αNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATT 2C1,

rNe
µTαNγNe

β1CAT eαNγNT ||φ||L∞(Q)T 2,

rNe
µNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATβ1T

2C1,

rNe
µNT eαNγNT ||φ||L∞(Q)eβ1CATαNγNT

2}.

Lema 2.10. Suponhamos que D̂ é uma solução de (2.9). Se 0 ≤ D0 ≤ µ
τ
em Ω,
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então 0 ≤ D̂ ≤ µ
τ
em Q. Em particular, D̂ ∈ L∞(Q).

Demonstração. Podemos escrever D̂ = D̂+−D̂− e
(
D̂−µ

τ

)
=
(
D̂−µ

τ

)
+
−
(
D̂−µ

τ

)
−,

o que nos sugere

D̂D̂− = −(D̂−)2 (2.16)

e (
D̂ − µ

τ

)(
D̂ − µ

τ

)
+

=
((
D̂ − µ

τ

)
+

)2
. (2.17)

Primeiramente, provaremos que D̂ ≥ 0. Para isto, é su�ciente provar que
D̂− ≡ 0. Ora, multiplicando a equação diferencial em (2.9) por D̂−, obtemos

∂D̂

∂t
D̂− = σ∆D̂D̂− + µχωD̂− − γΛ(φ)D̂D̂− − γNΘ(φ)D̂D̂− − τD̂D̂−.(2.18)

Integrando (2.18) em Ω e usando (2.16), temos∫
Ω
∂D̂
∂t
D̂− dx = σ

∫
Ω

∆D̂D̂− dx+ µ
∫

Ω
χωD̂− dx

+ γ
∫

Ω
Λ(φ)(D̂−)2 dx+ γN

∫
Ω

Θ(φ)(D̂−)2 dx+ τ
∫

Ω
(D̂−)2 dx.

(2.19)

Pela Proposição 1.14, obtemos∫
Ω
∂D̂
∂t
D̂− dx =

∫
Ω
∂(D̂+−D̂−)

∂t
D̂− dx

= −
∫

Ω
∂D̂−
∂t
D̂− dx

= −
∫

Ω

∂( 1
2

(D̂−)2)

∂t
dx

= −1
2
d
dt

∫
Ω

(D̂−)2 dx

(2.20)

e utilizando a fórmula de Green (ver Proposição 1.35), temos∫
Ω

∆D̂D̂− dx = −
∫

Ω
〈∇D̂,∇D̂−〉 dx+

∫
∂Ω

∂D̂
∂η
D̂− dx

= −
∫

Ω
〈∇(D̂+ − D̂−),∇D̂−〉 dx

=
∫

Ω
|∇D̂−|2 dx.

(2.21)

Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19), temos

−1
2
d
dt

∫
Ω

(D̂−)2 dx = σ
∫

Ω
|∇D̂−|2 dx+ µ

∫
ω
D̂− dx

+ γ
∫

Ω
Λ(φ)(D̂−)2 dx+ γN

∫
Ω

Θ(φ)(D̂−)2 dx+ τ
∫

Ω
(D̂−)2 dx.
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Multiplicando por −1, obtemos

1

2

d

dt

∫
Ω

(D̂−)2 dx = −σ
∫

Ω

|∇D̂−|2 dx− µ
∫
ω

D̂− dx− γ
∫

Ω

Λ(φ)(D̂−)2 dx

− γN

∫
Ω

Θ(φ)(D̂−)2 dx− τ
∫

Ω

(D̂−)2 dx ≤ 0.

Utilizando a desigualdade de Gronwall (ver Proposição 1.34) e usando o fato
de que D0 ≥ 0, temos∫

Ω
(D̂−(x, t))2 dx ≤

∫
Ω

(D̂−(x, 0))2 dx

=
∫

Ω
(D0−(x))2 dx = 0.

Assim, ||D̂−(·, t)||L2(Ω) = 0, para todo t ∈ (0, T ), donde concluímos que
D̂− ≡ 0 e portanto D̂ ≥ 0.

Para provar que D̂ ≤ µ
τ
é su�ciente provar que

(
D̂ − µ

τ

)
+
≡ 0. Para isto,

observemos que a equação diferencial em (2.9) pode ser reescrita como

∂
∂t

(
D̂ − µ

τ

)
= σ∆

(
D̂ − µ

τ

)
− γΛ(φ)D̂

− γNΘ(φ)D̂ − τ
(
D̂ − µχω

τ

)
.

(2.22)

Multiplicando por
(
D̂ − µ

τ

)
+
, temos

∂
∂t

(
D̂ − µ

τ

)(
D̂ − µ

τ

)
+

= σ∆
(
D̂ − µ

τ

)(
D̂ − µ

τ

)
+
− γΛ(φ)D̂

(
D̂ − µ

τ

)
+

− γNΘ(φ)D̂
(
D̂ − µ

τ

)
+
− τ
(
D̂ − µχω

τ

)(
D̂ − µ

τ

)
+
.

Integrando em Ω, usando análogo ao feito em (2.20) e (2.21), obtemos

1
2
d
dt

∫
Ω

((
D̂ − µ

τ

)
+

)2
dx = −σ

∫
Ω

∣∣∇(D̂ − µ
τ

)
+

∣∣2 dx
− γ

∫
Ω

Λ(φ)D̂
(
D̂ − µ

τ

)
+
dx

− γN
∫

Ω
Θ(φ)D̂

(
D̂ − µ

τ

)
+
dx

− τ
∫

Ω

(
D̂ − µχω

τ

)(
D̂ − µ

τ

)
+
dx.
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Usando (2.17) e o fato de que D̂ ≥ 0, segue que

1
2
d
dt

∫
Ω

((
D̂ − µ

τ

)
+

)2
dx = −σ

∫
Ω

∣∣∇(D̂ − µ
τ

)
+

∣∣2 dx
− γ

∫
Ω

Λ(φ)D̂
(
D̂ − µ

τ

)
+
dx

− γN
∫

Ω
Θ(φ)D̂

(
D̂ − µ

τ

)
+
dx

− τ
∫
ω

((
D̂ − µ

τ

)
+

)2
dx

− τ
∫

Ω\ω D̂
(
D̂ − µ

τ

)
+
dx ≤ 0.

Utilizando a desigualdade de Gronwall (ver Proposição 1.34) e o fato de que
D0 − µ

τ
≤ 0, temos∫

Ω

((
D̂(x, t)− µ

τ

)
+

)2
dx ≤

∫
Ω

((
D̂(x, 0)− µ

τ

)
+

)2
dx

=
∫

Ω

((
D0(x)− µ

τ

)
+

)2
dx = 0.

Dessa forma, ||
(
D̂(·, t)−µ

τ

)
+
||L2(Ω) = 0, para todo t ∈ (0, T ), donde concluímos

que
(
D̂ − µ

τ

)
+
≡ 0 e portanto D̂ ≤ µ

τ
.

Observação 2.11. Pelo Lema 2.7, obtemos que Θ(D̂) = N̂ ,Λ(D̂) = Â ∈ L∞(Q).
Suponhamos que D̂ ∈ L4(0, T ;W 2

4 (Ω)), D̂t ∈ L4(Q) e que (N̂ , Â, D̂) veri�ca as
equações em (2.6) em quase todo ponto. Logo, para mostrarmos que (N̂ , Â, D̂) é
uma solução forte de (2.6), basta provarmos que N̂t, Ât ∈ L∞(Q). De fato:

(i) Voltando a primeira equação de (2.6), utilizando a desigualdade triangular
e os Lemas 2.7 e 2.10, obtemos∣∣∣∣∂N̂∂t

∣∣∣∣ = |rN − µNN̂ − β1N̂Â− αNγND̂N̂ |

≤ rN + µNCN + β1CNCA + αNγN
µ
τ
CN ,

para quase todo (x, t) ∈ Q, o que nos sugere N̂t ∈ L∞(Q).

(ii) Mais ainda, voltando a segunda equação de (2.6), utilizando novamente
a desigualdade triangular e os Lemas 2.7 e 2.10, temos∣∣∣∣∂Â∂t

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣rAÂ(1− Â
kA

)
− (µA + εA)Â− αAγAD̂Â

∣∣∣∣
≤ rACA + rA

kA
CA

2 + (µA + εA)CA + αAγA
µ
τ
CA,

para quase todo (x, t) ∈ Q, o que nos sugere Ât ∈ L∞(Q).
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2.3 Solução do problema auxiliar

A�m de determinar uma solução para o problema auxiliar (2.6), de�nimos o
seguinte operador

Ψ : [0, 1]× L∞(Q) → L∞(Q)

(l, φ) 7→ D,
(2.23)

onde D é a única solução do seguinte problema:
∂D

∂t
= σ∆D + µχω − lγDΛ(φ)− lγNDΘ(φ)− τD, em Q,

∂D

∂η
(·) = 0, em Γ,

D(·, 0) = D0(·), em Ω.

(2.24)

A boa de�nição do operador de�nido em (2.23) se dá ao combinarmos o Lema
2.10 e o seguinte resultado:

Lema 2.12. Suponhamos que N0, A0 ∈ L∞(Ω) e que D0 ∈ W
3
2

4 (Ω). Então, o
problema (2.24) possui uma única solução.

Demonstração. Comparando os sistemas (1.2) e (2.24), temos aij = σδij, ai =
0, a = −lγΛ(φ) − lγNΘ(φ) − τ, f = µχω, b = 0 e bi = ηi. Mostremos que tais
coe�cientes satisfazem as hipóteses da Proposição 1.36. Antes de fazer tal análise,
observemos que no nosso caso n = 2 e p = 4. Assim:

(i) É claro que aij = σδij ∈ C(Q̄), i, j = 1, 2. Mais ainda, tomando β = σ,
obtemos

2∑
i,j=1

σδijξiξj = σ

2∑
i=1

ξi
2 = σ|ξ|2,

para quaisquer (x, t) ∈ Q e ξ ∈ R2;

(ii) Não é difícil ver que f = µχω ∈ L4(Q);

(iii) É imediato que ai = 0 ∈ Lr(Q), para r = 4 + ε, qualquer que seja ε > 0;

(iv) Para mostrar que a = −lγΛ(φ) − lγNΘ(φ) − τ ∈ Ls(Q), onde s =
max{4, 2} = 4, é su�ciente mostrar que Λ(φ) ∈ L4(Q) e Θ(φ) ∈ L4(Q).
Do Lema 2.7, já temos

Λ(φ)(x, t) ≤ CA e Θ(φ)(x, t) ≤ CN ,

para quaisquer (x, t) ∈ Q e φ ∈ L∞(Q).

Isso nos garante particularmente que Λ(φ),Θ(φ) ∈ L∞(Q). Como
L∞(Q) ↪→ L4(Q), segue o que queríamos.
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(v) É imediato que bi = ηi, b = 0 ∈ C2(Γ̄), i, j = 1, 2. Mais ainda,

∣∣∣∣ 2∑
i=1

ηiηi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2∑
i=1

η2
i

∣∣∣∣ = |η|2 > 0;

(vi) Por hipótese já temos D0 ∈ W
3
2

4 (Ω).

Como nosso problema satisfaz as hipóteses da Proposição 1.36, nossa
conclusão é que existe uma única solução D ∈ W 2,1

4 (Q), como queríamos.

A ideia para provar que o problema auxiliar possui solução é mostrar que o
operador de�nido em (2.23) satisfaz as hipóteses do teorema do ponto �xo de
Leray-Schauder (Proposição 1.37). Para isso, provemos os seguintes lemas:

Lema 2.13. Para cada l ∈ [0, 1] �xado, o operador Ψ(l, ·) : L∞(Q) → L∞(Q) é
contínuo.

Demonstração. Consideremos φ1, φ2 ∈ L∞(Q) tais que Ψ(l, φ1) = D1, Ψ(l, φ2) =
D2 e D̃ := D1 −D2. Como D1 e D2 são soluções respectivas dos problemas:

∂D1

∂t
= σ∆D1 + µχω − lγD1Λ(φ1)− lγND1Θ(φ1)− τD1, em Q,

∂D1

∂η
(·) = 0, em Γ,

D1(·, 0) = D0(·), em Ω,


∂D2

∂t
= σ∆D2 + µχω − lγD2Λ(φ2)− lγND2Θ(φ2)− τD2, em Q,

∂D2

∂η
(·) = 0, em Γ,

D2(·, 0) = D0(·), em Ω,

subtraindo os sistemas, obtemos o seguinte problema:

∂D̃

∂t
= σ∆D̃ − lγD1Λ(φ1) + lγD2Λ(φ2)− lγND1Θ(φ1)+

lγND2Θ(φ2)− τD̃, em Q,

∂D̃

∂η
(·) = 0, em Γ,

D̃(·, 0) = D̃0(·) = 0, em Ω.

(2.25)

Como

−lγD1Λ(φ1) + lγD2Λ(φ2) = −lγD1(Λ(φ1)− Λ(φ2))− lγD̃Λ(φ2)
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e

−lγND1Θ(φ1) + lγND2Θ(φ2) = −lγND1(Θ(D1)−Θ(D2))− lγND̃Θ(D2),

substituindo tais informações na equação diferencial em (2.25), obtemos o
seguinte sistema equivalente:

∂D̃

∂t
− σ∆D̃ + lγD̃Λ(φ2) + lγND̃Θ(D2) + τD̃ =

−lγD1(Λ(φ1)− Λ(φ2))− lγND1(Θ(D1)−Θ(D2)), em Q,

∂D̃

∂η
(·) = 0, em Γ,

D̃(·, 0) = D̃0(·) = 0, em Ω.

(2.26)

Comparando os sistemas (1.2) e (2.26), temos aij = σδij, ai = 0, a = lγΛ(φ2)+
lγNΘ(D2)+τ, f = −lγD1(Λ(φ1)−Λ(φ2))−lγND1(Θ(D1)−Θ(D2)), b = 0 e bi = ηi.
Analogamente ao estudo feito no Lema 2.12, obtemos que o sistema (2.26) satisfaz
as hipóteses da Proposição 1.36, donde concluímos que tal problema admite uma
única solução D̃ ∈ W 2,1

4 (Q) na qual satisfaz a seguinte estimativa (usando o fato
de que D̃0 ≡ 0)

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M || − lγD1(Λ(φ1)− Λ(φ2))− lγND1(Θ(D1)−Θ(D2))||L4(Q).

Usando o fato de que L∞(Q) ↪→ L4(Q) (ou seja, ||u||L4(Q) ≤ C||u||L∞(Q)),
segue que

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M̄ || − lγD1(Λ(φ1)− Λ(φ2))− lγND1(Θ(D1)−Θ(D2))||L∞(Q)

onde M̄ := MC.

Assim, usando a desigualdade triangular e o fato de que D1 ≤ µ
τ
, obtemos

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M̄lγ

µ

τ
||Λ(φ1)− Λ(φ2)||L∞(Q)

+ M̄lγN
µ

τ
||Θ(D1)−Θ(D2)||L∞(Q).

Usando os Lemas 2.8 e 2.9, temos

||Λ(φ1)− Λ(φ2)||L∞(Q) ≤ C1||φ1 − φ2||L∞(Q)

e
||Θ(φ1)−Θ(φ2)||L∞(Q) ≤ C2||φ1 − φ2||L∞(Q),

logo

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M̄C1lγ

µ
τ
||φ1 − φ2||L∞(Q) + M̄C2lγN

µ
τ
||φ1 − φ2||L∞(Q).

Pela Proposição 1.31, sabemos que W 2,1
4 (Q) ↪→ L∞(Q) (ou seja, ||u||L∞(Q) ≤
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C||u||W 2,1
4 (Q)), portanto

||D̃||L∞(Q) ≤ K1 ||φ1 − φ2||L∞(Q)

onde K1 = 2 max{M̄C1lγ
µ
τ
, M̄C2lγN

µ
τ
}.

Lema 2.14. Para cada B ⊂ L∞(Q) limitado e φ ∈ B, o operador Ψ(·, φ) :
[0, 1]→ L∞(Q) é uniformemente contínuo em relação à primeira variável.

Demonstração. Seja B ⊂ L∞(Q) limitado. Fixemos φ ∈ B e consideremos
l1, l2 ∈ [0, 1] tais que Ψ(l1, φ) = D1,Ψ(l2, φ) = D2 e D̃ := D1 − D2. Não é
difícil ver que D̃ satisfaz o problema:

∂D̃

∂t
= σ∆D̃ − γΛ(φ)(l1D1 − l2D2)−

γNΘ(φ)(l1D1 − l2D2)− τD̃, em Q,

∂D̃

∂η
= 0, em Γ,

D̃(·, 0) = D̃0(·) = 0, em Ω.

(2.27)

Como l1D1− l2D2 = D1(l1− l2)+D̃l2, substituindo tal informação na equação
diferencial em (2.27), teremos o seguinte sistema equivalente:

∂D̃

∂t
− σ∆D̃ + γl2Λ(φ)D̃ + γN l2Θ(φ)D̃ + τD̃ =

γΛ(φ)D1(l1 − l2)− γNΘ(φ)D1(l1 − l2), em Q,

∂D̃

∂η
= 0, em Γ,

D̃(·, 0) = D̃0(·) = 0, em Ω.

(2.28)

Comparando os sistemas (1.2) e (2.28), temos aij = σδij, ai = 0, a =
γl2Λ(φ)+γN l2Θ(φ)+τ, f = γΛ(φ)D1(l1− l2)−γNΘ(φ)D1(l1− l2), b = 0 e bi = ηi.
Analogamente ao estudo feito no Lema 2.12, obtemos que o sistema (2.28) satisfaz
as hipóteses da Proposição 1.36, donde concluímos que tal problema admite uma
única solução D̃ ∈ W 2,1

4 (Q), a qual satisfaz a seguinte estimativa (usando o fato
de que D̃0 ≡ 0)

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M ||γΛ(φ)D1(l1 − l2)− γNΘ(φ)D1(l1 − l2)||L4(Q).

Usando o fato de que L∞(Q) ↪→ L4(Q) (ou seja, ||u||L4(Q) ≤ C||u||L∞(Q)),
segue que

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M̄ ||γΛ(φ)D1(l1 − l2)− γNΘ(φ)D1(l1 − l2)||L∞(Q).
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Usando a desigualdade triangular e o fato de que D1 ≤ µ
τ
, obtemos

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M̄γ

µ

τ
|l1 − l2| ||Λ(φ)||L∞(Q) + M̄γN

µ

τ
|l1 − l2| ||Θ(φ)||L∞(Q).

Sabemos que Λ(φ) ≤ CA e Θ(φ) ≤ CN , o que nos sugere

||D̃||W 2,1
4 (Q) ≤ M̄γ µ

τ
CA|l1 − l2|+ M̄γN

µ
τ
CN |l1 − l2|.

Pela Proposição 1.31, sabemos que W 2,1
4 (Q) ↪→ L∞(Q) (ou seja, ||u||L∞(Q) ≤

C||u||W 2,1
4 (Q)), portanto

||D̃||L∞(Q) ≤ K2 |l1 − l2|

onde K2 := max{M̄γ µ
τ
CA, M̄γN

µ
τ
CN}.

Lema 2.15. Para cada l ∈ [0, 1] �xado, o operador Ψ(l, ·) : L∞(Q) → L∞(Q) é
compacto.

Demonstração. Sejam B ⊂ L∞(Q) limitado e φ ∈ B. Sabemos que D = Ψ(l, φ)
é a única solução do problema (2.24). Pela Proposição 1.36, Ψ(l, φ) satisfaz a
seguinte estimativa

||Ψ(l, φ)||W 2,1
4 (Q) ≤ M

(
||µχω||L4(Q) +

(
||lγΛ(φ)

+ lγNΘ(φ) + τ ||L4(Q)

)
||D0||

W
3
2

4 (Ω)
+ ||D0||

W
3
2

4 (Ω)

)
.

Usando a desigualdade triangular e o fatos de que Λ(φ) ≤ CA, Θ(φ) ≤ CN e
l ≤ 1, obtemos

||Ψ(l, φ)||W 2,1
4 (Q) ≤ M

(
||µχω||L4(Q) +

(
lγ||Λ(φ)||Lr(Q)

+ lγN ||Θ(φ)||L4(Q) + ||τ ||L4(Q) + 1
)
||D0||

W
3
2

4 (Ω)

)

≤ M

(
µ|ω| 14T 1

4 +
(
γCA|Ω|

1
4T

1
4 + γNCN |Ω|

1
4T

1
4

+ τ |Ω| 14T 1
4 + 1

)
||D0||

W
3
2

4 (Ω)

)
.

A desigualdade acima nos mostra que Ψ(l, B) é um subconjunto limitado de
W 2,1

4 (Q). Pela Proposição 1.31 sabemos que a imersão W 2,1
4 (Q) ↪→ L∞(Q) é
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compacta, o que mostra o resultado.

Lema 2.16. Para todo l ∈ [0, 1] e D ∈ L∞(Q) satisfazendo D − Ψ(l, D) = 0,
existe ρ > 0 independente de l e D tal que ||D||L∞(Q) < ρ.

Demonstração. Seja D ∈ L∞(Q) tal que D −Ψ(l, D) = 0. Usando a Proposição
1.36 e estimativas parecidas as feitas no Lema 2.15, temos

||D||W 2,1
4 (Q) ≤ M

(
||µχω||L4(Q) +

(
lγ||Λ(D)||L4(Q)

+ lγN ||Θ(D)||L4(Q) + ||τ ||L4(Q) + 1

)
||D0||

W
3
2

4 (Ω)

)

≤ M

(
µ|ω| 14T 1

4 +
(
γCA|Ω|

1
4T

1
4 + γNCN |Ω|

1
4T

1
4

+ τ |Ω| 14T 1
4 + 1

)
||D0||

W
3
2

4 (Ω)

)
.

(2.29)

Pela Proposição 1.31, sabemos que W 2,1
4 (Q) ↪→ L∞(Q) (ou seja, ||u||L∞(Q) ≤

C||u||W 2,1
4 (Q)), portanto basta tomar

ρ = M̄

(
µ|ω|

1
4T

1
4 +

(
γCA|Ω|

1
4T

1
4 + γNCN |Ω|

1
4T

1
4

+ τ |Ω|
1
4T

1
4 + 1

)
||D0||

W
3
2

4 (Ω)

)
+ 1.

Lema 2.17. A equação D −Ψ(0, D) = 0 possui uma única solução em L∞(Q).

Demonstração. Observemos que a equação D − Ψ(0, D) = 0 possui uma única
solução se, e somente se, D satisfaz o problema

∂D

∂t
= σ∆D + µχω − τD, em Q,

∂D

∂η
(·) = 0, em Γ,

D(·, 0) = D0(·), em Ω.

Como os coe�cientes do problema acima satisfazem as hipóteses da Proposição
1.36, isso nos garante existência e unicidade da solução D para o sistema acima
e portanto segue o resultado.
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En�m, podemos iniciar a conexão entre o problema principal (2.1), o auxiliar
(2.6) e o problema (2.9). Iniciemos provando que de fato, o operador Ψ de�nido
em (2.23) satisfaz as hipóteses do teorema do ponto �xo de Leray-Schauder e que
portanto isto implica na existência de solução para o problema (2.9).

Proposição 2.18. Existe uma solução forte D̂ do problema (2.9).

Demonstração. Os Lemas 2.12, 2.13, 2.14, 2.15, 2.16 e 2.17 nos mostram que o
operador Ψ de�nido em (2.23) satisfaz as hipóteses do teorema do ponto �xo de
Leray-Schauder, e a consequência desse teorema é que existe D̂ ∈ W 2,1

4 (Q) ⊂
L∞(Q) tal que Ψ(1, D̂) = D̂, ou seja, D̂ é solução do problema (2.9).

Observe que combinando a solução forte D̂ do problema (2.9) garantida na
Proposição 2.18, a Observação 2.4 e a Observação 2.11, temos portanto garantido
uma solução forte para o problema auxiliar (2.6). Tal informação �ca concentrada
no seguinte lema:

Proposição 2.19. Existe uma solução forte (N̂ , Â, D̂) do problema auxiliar (2.6).

Ora, lembremos que a sútil diferença entre o problema principal (2.1) e o
auxiliar (2.6) se deve ao fato de tomarmos o módulo de D̂ nas duas primeiras
equações de (2.6). Dessa forma, ao voltarmos ao Lema (2.10), iremos observar
que D̂ ≥ 0, ou seja, a conexão entre o problema modi�cado (2.6) e o problema
inicial (2.1) está, por �m, completa. Melhores detalhes seguem na próxima seção.

2.4 Demonstração do teorema principal

Nesta seção faremos a demonstração do Teorema 2.2.

2.4.1 Existência

Combinando a solução forte (N̂ , Â, D̂) do problema auxiliar (2.6) garantida
pela Proposição 2.19, o Lema 2.10 e a Observação 2.5, o que nos sugere, portanto,
um interessante resultado sobre existência de solução forte para o problema inicial
(2.1). A seguinte proposição resume tal fato:

Proposição 2.20. Existe uma solução forte (N,A,D) do problema (2.1).

Observemos ainda que a segunda estimativa feita em (2.29) é exatamente a
constante ρ̄ evidenciada no Teorema 2.2, ou seja,

ρ̄ = M

(
µ|ω|

1
4T

1
4 +

(
γCA|Ω|

1
4T

1
4 + γNCN |Ω|

1
4T

1
4

+ τ |Ω|
1
4T

1
4 + 1

)
||D0||

W
3
2

4 (Ω)

)
.
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2.4.2 Unicidade

Finalmente, tendo o problema de existência de solução forte resolvido,
provemos que de fato tal solução é única. Tal informação �ca concentrada no
seguinte resultado:

Proposição 2.21. A solução forte (N,A,D) do problema (2.1) é única.

Demonstração. Sejam (N1, A1, D1) e (N2, A2, D2) soluções do problema (2.1),
ou seja, (N1, A1, D1) e (N2, A2, D2) satisfazem respectivamente os seguintes
problemas:

∂N1

∂t
= rN − µNN1 − β1N1A1 − αNγND1N1, em Q,

∂A1

∂t
= rAA1

(
1− A1

kA

)
− (µA + εA)A1 − αAγAD1A1, em Q,

∂D1

∂t
= σ∆D1 + µχω − γD1A1 − γND1N1 − τD, em Q,

∂D1

∂η
(·) = 0, em Γ,

N1(·, 0) = N0(·), em Ω,
A1(·, 0) = A0(·), em Ω,
D1(·, 0) = D0(·), em Ω,



∂N2

∂t
= rN − µNN2 − β1N2A2 − αNγND2N2, em Q,

∂A2

∂t
= rAA2

(
1− A2

kA

)
− (µA + εA)A2 − αAγAD2A2, em Q,

∂D2

∂t
= σ∆D2 + µχω − γD2A2 − γND2N2 − τD, em Q,

∂D2

∂η
(·) = 0, em Γ,

N2(·, 0) = N0(·), em Ω,
A2(·, 0) = A0(·), em Ω,
D2(·, 0) = D0(·), em Ω.

Subtraindo os sistemas e de�nindo Ñ = N1−N2, Ã = A1−A2 e D̃ = D1−D2,
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obtemos o seguinte problema:

∂Ñ

∂t
= −µNÑ − β1(N1A1 −N2A2)− αNγN(D1N1 −D2N2), em Q,

∂Ã

∂t
= rAÃ−

rA
kA

(A1
2 − A2

2)− (µA + εA)Ã− αAγA(D1A1 −D2A2), em Q,

∂D̃

∂t
= σ∆D̃ − γ(D1A1 −D2A2)− γN(D1N1 −D2N2)− τD̃, em Q,

∂D̃

∂η
(·) = 0, em Γ,

Ñ(·, 0) = Ñ0(·) = 0, em Ω,

Ã(·, 0) = Ã0(·) = 0, em Ω,

D̃(·, 0) = D̃0(·) = 0, em Ω.
(2.30)

Como

N1A1 −N2A2 = A1Ñ +N2Ã

D1N1 −D2N2 = N1D̃ +D2Ñ

A1
2 − A2

2 = (A1 + A2)Ã

D1A1 −D2A2 = A1D̃ +D2Ã,

substituindo tais informações na primeira, segunda e terceira equação do sistema
(2.30), obtemos

∂Ñ

∂t
= −µNÑ − β1A1Ñ − β1N2Ã− αNγNN1D̃ − αNγND2Ñ (2.31)

∂Ã

∂t
= rAÃ−

rA
kA

(A1 + A2)Ã− (µA + εA)Ã− αAγAA1D̃ − αAγAD2Ã (2.32)

∂D̃

∂t
= σ∆D̃ − γA1D̃ − γD2Ã− γNN1D̃ − γND2Ñ − τD̃. (2.33)

Multiplicando (2.31) por Ñ e integrando em Ω, garantimos∫
Ω

∂Ñ

∂t
Ñdx = −µN

∫
Ω

Ñ2dx−β1

∫
Ω

N2ÃÑdx−αNγN
∫

Ω

N1D̃Ñdx−αNγN
∫

Ω

D2Ñ
2dx.

Usando análogo ao feito em (2.20) e os fatos de que D2 ≥ 0 e Nj ≤ CN , para
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j = 1, 2, obtemos

1
2
d
dt

∫
Ω
Ñ2dx = −µN

∫
Ω
Ñ2dx− β1

∫
Ω
N2ÃÑdx− αNγN

∫
Ω
N1D̃Ñdx

− αNγN
∫

Ω
D2Ñ

2dx

≤ −β1

∫
Ω
N2ÃÑdx− αNγN

∫
Ω
N1D̃Ñdx

≤ β1CN
∫

Ω
|Ã||Ñ |dx+ αNγNCN

∫
Ω
|D̃||Ñ |dx,

isto é,

d

dt

∫
Ω

|Ñ |2dx ≤ 2β1CN

∫
Ω

|Ã||Ñ |dx+ 2αNγNCN

∫
Ω

|D̃||Ñ |dx. (2.34)

Agora, multiplicando (2.32) por Ã e integrando em Ω, temos∫
Ω
∂Ã
∂t
Ãdx = rA

∫
Ω
Ã2dx− rA

kA

∫
Ω

(A1 + A2)Ã2dx− (µA + εA)
∫

Ω
Ã2dx

− αAγA
∫

Ω
A1D̃Ãdx− αAγA

∫
Ω
D2Ã

2dx.

Usando análogo ao feito (2.20), a positividade dos termos D2 e Aj, para
j = 1, 2, e o fato de que A1 ≤ CA, garantimos

1
2
d
dt

∫
Ω
Ã2dx ≤ rA

∫
Ω
Ã2dx− αAγA

∫
Ω
A1D̃Ãdx

≤ rA
∫

Ω
Ã2dx+ αAγACA

∫
Ω
|D̃||Ã|dx,

isto é,
d

dt

∫
Ω

|Ã|2dx ≤ 2rA

∫
Ω

|Ã|2dx+ 2αAγACA

∫
Ω

|D̃||Ã|dx. (2.35)

En�m, multiplicando (2.33) por D̃, integrando em Ω e usando análogo ao feito
em (2.21), temos

1
2
d
dt

∫
Ω
D̃2dx = −σ

∫
Ω
|∇D̃|2dx− γ

∫
Ω
A1D̃

2dx− γ
∫

Ω
D2ÃD̃dx

− γN
∫

Ω
N1D̃

2dx− γN
∫

Ω
D2ÑD̃dx− τ

∫
Ω
D̃2dx.

Usando a positividade dos termos A1 e N1, e os fatos de que A1 ≤ CA e
D2 ≤ µ

τ
, garantimos

1
2
d
dt

∫
Ω
D̃2dx ≤ −γ

∫
Ω
D2ÃD̃dx− γN

∫
Ω
D2ÑD̃dx

≤ γ µ
τ

∫
Ω
|Ã||D̃|dx+ γN

µ
τ

∫
Ω
|Ñ ||D̃|dx,
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isto é,
d

dt

∫
Ω

|D̃|2dx ≤ 2γ
µ

τ

∫
Ω

|Ã||D̃|dx+ 2γN
µ

τ

∫
Ω

|Ñ ||D̃|dx. (2.36)

Somando as inequações (2.34), (2.35), (2.36) e fazendo mais uma estimativa,
obtemos

d
dt

(∫
Ω

(|Ñ |2 + |Ã|2 + |D̃|2)dx

)
≤ 2β1CN

∫
Ω
|Ã||Ñ |dx+ C1

∫
Ω
|D̃||Ñ |dx

+ 2rA
∫

Ω
|Ã|2dx+ C2

∫
Ω
|D̃||Ã|dx,

onde C1 = 2 max{2αNγNCN , 2γN µ
τ
} e C2 = 2 max{2αAγACA, 2γ µτ }.

Pela desiguldade de Young (ver Proposição 1.32), temos

|Ã||Ñ | ≤ |Ñ |
2

2
+
|Ã|2

2

|D̃||Ñ | ≤ |D̃|
2

2
+
|Ñ |2

2

|D̃||Ã| ≤ |D̃|
2

2
+
|Ã|2

2
,

e portanto

d
dt

(∫
Ω

(|Ñ |2 + |Ã|2 + |D̃|2)dx

)
≤ β1CN

∫
Ω

(|Ã|2 + |Ñ |2)dx+ C1

2

∫
Ω

(|D̃|2 + |Ñ |2)dx

+ 2rA
∫

Ω
|Ã|2dx+ C2

2

∫
Ω

(|D̃|2 + |Ã|2)dx

≤ β1CN
∫

Ω
(|Ã|2 + |Ñ |2 + |D̃|2)dx

+ C1

2

∫
Ω

(|Ã|2 + |Ñ |2 + |D̃|2)dx

+ 2rA
∫

Ω
(|Ñ |2 + |Ã|2 + |D̃|2)dx

+ C2

2

∫
Ω

(|Ñ |2 + |Ã|2 + |D̃|2)dx

≤ C̄
∫

Ω
(|Ñ |2 + |Ã|2 + |D̃|2)dx,

onde C̄ = 4 max{β1CN ,
C1

2
, 2rA,

C2

2
}.

Aplicando a desigualdade de Gronwall (ver Proposição 1.34) e usando o fato
de que Ñ0 = Ã0 = D̃0 = 0, garantimos∫

Ω

(|Ñ |2 + |Ã|2 + |D̃|2)dx ≤ eC̄T
∫

Ω

(|Ñ0|2 + |Ã0|2 + |D̃0|2)dx = 0,

ou seja, ||Ñ(·, t)||2L2(Ω) + ||Ã(·, t)||2L2(Ω) + ||D̃(·, t)||2L2(Ω) = 0, para todo t ∈ (0, T ),

donde concluímos que Ñ ≡ Ã ≡ D̃ ≡ 0 e portanto N1 = N2, A1 = A2 e
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D1 = D2.



Considerações Finais

Neste trabalho consideramos um sistema de equações diferenciais com
condições de contorno especí�cas as quais modelam o crescimento de um tumor
tratado com quimioterapia.

Utilizando-se a teoria dos Espaços de Sobolev, a teoria de controle de um
problema parabólico geral e também do Teorema do ponto �xo de Leray-
Schauder, provamos para este sistema um resultado que envolve existência e
unicidade de solução.

Convém mencionar que apesar de acrescentarmos o termo de difusão σ∆D
na equação das drogas, devido às di�culdades matemáticas de se trabalhar com
o sistema completo, desprezamos o termo −β3NA na equação dos tumores.
Portanto, �ca a perspectiva de contornarmos tal problema considerando todos
os seus termos ainda com o acréscimo da difusão.

Mais ainda, pretendemos trabalhar com o seguinte sistema:

∂N

∂t
= rN − µNN − β1NA− αHγHNH, em Q,

∂A

∂t
= ξA∆A+ rAA

(
1− A

kA

)
− (µA + εA)A− β3NA, em Q,

∂H

∂t
= ξH∆H + νA− τHH − γHNH, em Q,

∂A

∂η
(·) = 0, em Γ,

∂H

∂η
(·) = 0, em Γ,

N(·, 0) = N0(·), em Ω,

A(·, 0) = A0(·), em Ω,

H(·, 0) = H0(·), em Ω,

onde N representa as células normais em um dado tecido do corpo humano, A
representa as células tumorais neste tecido e devido à alta atividade metábolica, as
células cancerosas alteram o pH do meio celular que é descrito pela concentração
de um ácido H, produzido numa taxa ν, degradado naturalmente numa taxa τH
e absorvido pelas células normais numa taxa γH .
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