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Resumo

QUICENO, Eder Leandro Sénchez, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
fevereiro de 2018. Contornos irredutiveis de aplicagoes estaveis entre
superficies fechadas e orientadas. Orientadora: Catarina Mendes de Jesus
Sanchez.

Em 1991, Pignoni [37] introduziu o conceito de contornos minimais para
aplicagoes estaveis de superficies fechadas no plano, que corresponde as aplicacoes
com contorno irredutivel (conjunto singular conexo) e com o menor nimero
correspondente a soma dos niimeros de ciispides e de pontos duplos. Demoto, em
[6], estendeu este conceito para aplica¢oes da esfera na esfera e que foi mais tarde
generalizado por Kamenosono-Yamamoto em [I7]. O objetivo deste trabalho é
estudar aplicagoes estaveis entre superficies, enfatizando os contornos minimais

de aplicacoes na esfera.
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Abstract

QUICENO, Eder Leandro Sénchez, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
February, 2018. Irreducible contours of stable applications between
closed and oriented surfaces. Adviser: Catarina Mendes de Jesus Sanchez.

In 1991, Pignoni introduced the concept of minimal contours for stable maps
of closed surfaces into the plane, which corresponds to maps with irreducible
contours (singular connected set) and with the smallest number corresponding
to the sum of numbers of cups and double points. Demoto, in [6], extended this
concept to maps between spheres and that was later generalized by Kamenosono-
Yamamoto in [I7]. The objective of this survey is to study stable maps between

surfaces, emphasizing the minimal contours of maps into the sphere.



Introducao

Um problema classico da Teoria das Singularidades é a classificacao de
aplicacoes estaveis, a menos de equivaléncias, em particular, a A—equivalentes.
Os rumos das pesquisas no sentido de resolver este problema se resumem, em
muitos casos, na tentativa de encontrar invariantes que permitam classificar boa

parte destas aplicacoes.

O primeiro pesquisador a trabalhar com as singularidades foi Whitney [43],
que foi levado a estudar singularidades no processo de provar seu teorema de
imersao: Uma variedade M de dimensao m pode ser imersa no espago (2m — 1),
mesmo que as imersoes nao sejam densas no espaco de todas as aplicacoes de M
em R?™~1 algumas singularidades persistem sob pequenas deformacoes. Whitney
listou as singularidades destas aplicacoes, das aplicacoes M — R*"~! e das
aplicagoes M? — R? (ver [43]). A persisténcia de certas singularidades sob
deformacao leva a ideia de uma aplicacao estavel: uma que é essencialmente
inalterada se a deformarmos um pouco. Whitney [44] caracterizou as aplicagoes
estaveis M™ — R?™ ! e M? — R2. Ao fazé-lo apresentou muitas das ideias e
técnicas centrais no assunto. Foi René Thom que notificou ([41]) que todos estes

resultados podiam ser incorporados em uma teoria.

Em 1990, Vassiliev (J42]) desenvolveu um método para obtencao de invariantes
de isotopia locais no espaco das aplicagoes, no estudo da imagem da aplicacao.
Esse método se baseia no estudo do subconjunto discriminante, formado pelas
aplicacoes nao estaveis. A partir disso, varios pesquisadores dedicaram-se a
pesquisar invariantes de aplicages estaveis: em 1990, vassiliev ([42]) encontra
invariantes de mergulhos de S* em R3; Em 1994, Arnold ([2]) estuda invariante
de imersoes de S em R?, chamados invariantes de Arnold; Em 1997, Goryunov
(JT0]), estuda invariantes de superficies imersas em R3; Em 2006, Ohmoto e

Aicardi (36]), estudam invariantes de superficies fechadas no plano.

Continuando com o estudo do contorno aparente (imagem do conjunto
singular), em 1991, Pignoni [37] determinou o nimero minimo para a soma dos

numeros de cispides e de pontos duplos para aplicacoes estaveis de superficies



fechadas e orientadas no plano o qual chamou de contorno minimal. Seguindo
Pignoni, em 2005, Demoto [6] determina os contornos minimais para aplica¢oes
da esfera na esfera. Mais tarde, Kamenosono-Yamamoto [I7] no ano de 2009,
estendem os resultados de Demoto para aplicacoes de superficies fechadas na

esfera.

Em 2001, Mendes (|24]) considerando o dominio da aplicagao, introduziu um
invariante do ponto de vista global que foi introduzido em sua tese de doutorado
e mais tarde foi publicado por Hacon, Mendes e Romero-Fuster em |11, 13} [15],
onde trataram também do caso particular das aplicagoes sem ciispides, conhecidas
como aplicagoes dobras. Essa técnica, de associar grafo com pesos as aplicagoes
estaveis, foi também estendida para outra aplicacoes estaveis como aplicacoes
estaveis de: aplicacoes de 3-variedades orientadas e fechadas no R3, por Mendes
de Jesus, Oset Sinha e Romero-Fuster, em ([29]) no ano de 2009; superficies
fechadas e orientadas na esfera, por Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster em
[14] no ano de 2010; para aplicacoes de Gauss de superficies fechadas e orientadas
imersas no 3-espaco, por Mendes de Jesus, Morales e Romero-Fuster em ([28]) no
ano de 2011; aplicagoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas em [25]
no ano de 2016; aplicacoes de superficies fechadas no plano projetivo em [27] no
ano de 2018.

O presente trabalho tem como tema principal o estudo de contornos
irredutiveis de aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas. Segundo
Eliasberg [7], para cada aplicagdo suave f entre duas superficies existe uma
aplicacao estavel h, na classe de homotopia de f, com o contorno irredutivel (inica
componente singular). Estes contornos irredutiveis podem fornecer informagoes
que auxilia na classificacao destas aplicagoes. Naturalmente, nao existe uma
tinica aplicacao com contornos irredutivel para a classe de homotopia de f. Uma
pergunta natural que surge é: qual contorno irredutivel tem o menor ntimero de
pontos duplos e de ntimero de cuspides? Ou seja, qual é o contorno minimal na
classe de homotopia de uma aplicacao f dada?”. Os principais resultados aqui
apresentados estao baseados em [I7]. A estrutura que adotamos neste trabalho

para apresentacao do contetido é como segue:

No primeiro capitulo, apresentamos alguns conceitos basicos e resultados sobre
variedades, caracteristica de Euler de superficies, orientabilidade de superficies e
espacos de aplicacoes, afim de proporcionar as ferramentas necessarias para a
abordagem proposta nos proximos capitulos. Como principais referéncias, temos
[9, B3, 36, 42].

No segundo capitulo, apresentaremos alguns resultados de aplicacoes entre



superficies fechadas e orientadas, com resultados particulares sobre aplicacoes
na esfera, as demonstragoes de alguns resultados serdao omitidas, pois estes se

encontrar com detalhes em [21]. As principais referéncias sao [6l, 251 B30, 39, B6].

No terceiro capitulo, veremos um pouco sobre o contorno aparente de
superficies fechadas no plano e na esfera com exemplos de contornos irredutiveis,
além de algumas relacoes entre singularidades da aplicacao e género da superficie.

As principais referencias sao [17, 37, [34] B5], [45].

Finalmente, no quarto capitulo, apresentaremos aplicacoes estaveis entre
superficies com contornos irredutiveis e alguns resultados sobre algumas familias
particulares destes contornos aparentes, chamadas de contornos minimais,
baseado em [0, [17, 37, 46].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar alguns conceitos e resultados sobre
variedades, caracteristica de Euler de superficies, orientabilidade de superficies
e espacos de aplicacoes, afim de proporcionar as ferramentas necessarias para a
abordagem proposta nos préximos capitulos. Como referéncia para a secao de
variedades nos baseamos em [33], ja para os conceitos das aplicagoes estaveis
teremos como referéncia |9, 36}, [42],

1.1 Variedades

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos relacionados ao estudo das
variedades. Os resultados e defini¢oes podem ser encontradas em [33].

Definicao 1.1.1. Uma wvariedade topoldgica de dimensao m € um espaco
topoldgico M com as sequintes trés propriedades:

1) Localmente homeomorfo a R™. Isto €, existe uma cobertura aberta % =
{Ui}iea de M tal que para cada i € A eziste uma aplicag¢ao x; : Uy — R™
a qual aplica U; homeomorficamente sobre R™;

2) Segundo enumerdvel;
3) Hausdorff.

Definicao 1.1.2. Para uma variedade M usaremos as sequintes notagoes:

1) O par (Ui, x;) é chamado carta (ou sistema de coordenadas local) com
dominio Uj;.

2) Dizemos que m € a dimensio de x : U — x(U). Para cada p € U tem-se
z(p) = (&' (p), -, 2™ (p))-

8) Os nimeros ' = z'(p),i = 1,...m sio chamados por coordenadas do ponto
p € M no sistema x.



Exemplo 1.1.3. Uma forma de provar que, por exemplo, S* é uma variedade
topoldgica, é considerando as projecoes estereogrdficas: Denotemos N o polo
norte, (0,0,1) € S C R3, e denotemos S o polo sul, (0,0, —1). Defina a projegdo
estereogrdfica ™ : (S2~{N}) — R? por

(xla x?)
1— ZT3

SON($17$27I3) =

)

e defina ¢°(z) = —™(—z) para v € S* \ {N}.

Definicao 1.1.4. Seja M uma variedade topoldgica. Se (U,x) e (V,y) sao duas
cartas tais que UNV # 0, a funcdo transicdo de x ay é a aplicacio composicao
yox l:x(UNV)—=y(UNV). A qual é uma composicio de homeomorfismos e,
portanto, em si mesma um homeomorfismo.

Definigao 1.1.5. Duas cartas (U,x), (V,y) se dizem ser compativeis C*, se
UNV =0 ou a fungao transicio y oz~ é um difeomorfismo de classe C*.

Definicdo 1.1.6. Um atlas é um conjunto A = {(U;,z;), i € I} de cartas tais
que M = U;c;U;. Se cada par de cartas de A sao compativeis C* uma com a
outra, entio A é chamado atlas de classe C*.

Definicao 1.1.7. Um atlas de classe CF em M ¢é um atlas mazimal, se este
nao estd propriamente contido em qualquer outro atlas de classe C*.

Definicao 1.1.8. Seja M wma wvariedade topoldgica. Uma estrutura
diferencidvel em M é um atlas A de classe C* mazimal. Ao par (M,21)
chamaremos de variedade diferencidvel de classe C*.

Um resultado tutil para a construgao de variedades diferencidveis é dado a
seguir. Pode-se encontrar uma prova deste em (Lee [33] p.22).

Lema 1.1.9 (Lema das cartas das variedades diferenciaveis). Seja M um
conjunto, e suponha que € dada uma colecao {U,} de subconjuntos de M junto
com aplicacoes x, : U, — R”, tais que as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1) Para cada o, , € uma bijecao entre U, e um subconjunto aberto x,(Uy) C
Rm’.

2) Para cada o e B, o conjunto x,(U, NUp) e xg(U, N Up) sao abertos de R™;

8) Sempre que U,NUg # O a aplicacio x50 (x4)"" : 24 (UsNUs) — x5(U,NUg)
¢ diferencidvel;

4) Uma quantidade enumerdvel dos conjuntos U, cobrem M ;
5) Sempre que p, q sejam diferentes pontos de M : ou eziste algum U, contendo

ambos p e q ou existem conjuntos disjuntos U, e Ug comp € U, eq € Up .

Destas condicoes, M tem uma unica estrutura de variedade diferencidvel tal que
cada (Uy, x4) € uma carta diferencidvel.



Definicao 1.1.10. Uma variedade de dimensao m com bordo ¢ um espaco
topoldgico M, Hausdorff, sequndo enumerdvel e com a sequinte propriedade
adicional: Se x € M, entao existe uma vizinhanca U de x homeomorfa a um
subconjunto de R™ ou H™ = {(z!,...,2™) € R™ : 2™ > 0}.

O conjunto dos pontos que tém uma vizinhanca homeomorfa a H™ € chamado o
bordo de M e é denotado por OM.

Definicao 1.1.11. Seja M uma variedade diferencidvel. Se OM = 0, entao M
¢ chamada de variedade sem bordo.

Uma variedade compacta e sem bordo é chamada variedade fechada.

Figura 1.1: Superficies com bordo.

Exemplo 1.1.12. A esfera, o n-toro e o plano projetivo sao exemplos de
variedades de dimensao 2 sem bordo. A Figura [I.1] ilustra trés exemplos de
variedades de dimensao 2 com bordo: o toro com dois buracos (com dois bordos), a

faixa de Moebius (com o bordo conexo) e o cilindro finito (com duas componentes
de bordo).

Definig¢ao 1.1.13. Um colar de uma variedade com bordo é um difeomorfismo
da variedade com bordo OM x [0,1) sobre uma vizinhanga aberta de OM em M,
a qual é a inclusio OM C M em OM (ver Figura[1.9).

Figura 1.2: Colar de uma variedade de dimensao 2 com bordo

Teorema 1.1.14. ([4],p.132) Toda variedade com bordo tem um colar.

1.2 Aplicacoes diferenciaveis entre variedades

Apresentaremos a seguir o conceito de aplicacao diferenciavel entre variedades.
Conceito que generaliza a nocao de diferenciabilidade entre espacos euclidianos,



as defini¢oes e propriedades podem ser encontradas em [33], como também o
conceito de orientacao numa variedade, cujas definigdes sao encontradas em [32].

Definigao 1.2.1. Sejam M e N wariedades de classe C* (k > 1). Diz-se que
uma aplicacao f: M — N € diferencidvel no ponto p € M se existem cartas
x:U—R"em M,y:V — R"em N, comp € U e f(U) CV tais que
yofox™t:x(U) — y(V) CR" € diferencidvel no ponto x(p).

A aplicagio fry =yo fox™! é denominada expressao de [ nas cartas x, y.

V
R’n

Figura 1.3: Representacao da aplicacao diferenciavel f nas cartas (U, x) e (V,y).

M N
U

Rm

Como as mudancas de coordenadas em M e N sao difeomorfismos de classe
C*, a definicao de diferenciabilidade independe das cartas x, v.
Dizemos que f : M — N ¢€ diferencidvel se f for diferencidvel em todos os
pontos de M.

Definicao 1.2.2. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m.

1) Se a: R — M € uma aplicacdo diferencidvel com «(0) = p, dizemos que «
€ uma curva centrada em p.

2) Sejam oy e as curvas centradas em p. Entao, oy é tangente a as se para
toda carta (U,x) de M com p € U,

do(x o o) = do(z 0 a). (1.1)

Este requerimento faz sentido jd que x ooy e x oy sao aplicacoes definidas
numa vizinhanc¢a aberta de 0 de R em R™.

Definicao 1.2.3. Denotemos por S,M o conjunto de todas as curvas em M
centradas em p, onde p € um ponto de M. Sejam oy, € S,M. Dizemos que
a1~ ap se aq € tangente a ag em p. Claramente ~ é uma relacao de equivaléncia.
O conjunto T,M = S,M/ ~ €é chamado o espago tangente a M em p. Se
ay € S,M, entdo, oy € T,M denota a classe de equivaléncia de oy em T,M.



Definicao 1.2.4. Seja f : M — N uma aplicacao diferencidvel com p em M
e ¢ = f(p). Entao, f induz uma aplicagao linear d,f : T,M — T,N chamada
jacobiano de f em p como seque: seja oy € S,M; entao, fooa; € SgN. Para
induzir uma aplicacao T,M — T, N, necessitamos saber que se oy ~ ag em S, M
implica, foay ~ foay em S,N. Sejam (U,z) uma carta de M com p € U e
(V,y) carta de N com q € V. entdo, cq ~ ay implica que dox o oy = dox 0 ay.
Portanto, pela regra da cadeia

dO(yOfOOél)Zdo(yofox_loxooq)
= dw(p)(yofoxil) odo(roay) =do(yofoa).

Assim por definicdo oy ~ . Isto define d,f : T,M — T, N. A linearidade de
d,f seque da seguinte formula

dpf = )\Z o dm(?)(@/ ofo xil) o ()\;;)71’ (1'2)

onde Xl : R" — T, M associa um vetor v a classe de equivaléncia da curva oy tal

que do(y o ay) = v,

Definicao 1.2.5. Sejam M e N duas variedades diferencidveis de classe C",
r>1,ef: M — N uma aplicacao diferencidvel, dizemos que f € imersivel
em x se a aplicagao linear d,f : T,M — Ty € injetiva ou submersivel se
T.f € sobrejetiva. Se f € imersivel em cada ponto de M esta é uma 1mersao;
se esta € submersivel em cada ponto de M esta € uma submersao.

Definicao 1.2.6. Sejam M e N variedades diferencidveis. A aplicacao f : M —>
N ¢ um mergulho se:

1) f é uma imersao;
2) f aplica M homeomorficamente sobre sua imagem f(M) C N.

Definicao 1.2.7. Seja N uma variedade de dimensao n. Um subconjunto M de
N € dito ser uma subvariedade de M de dimensao m se, para cada pontop € M,
existem um aberto V de N, com p € V, e um difeomorfismo & : V — £(V), onde
(V) € um aberto de R™, tais que (M NV) =E&(V)NR™.

Defini¢ao 1.2.8. Dadas duas bases de um espaco vetorial de dimensdo (> 1)

e = (e1,....,en) e € = (€,...,el) tais que a mudanca de bases vem dada pela

e
matriz € = ) _ aje;, dizemos que €' ~ e se det(ai;) > 0 . Cada uma das classes
da relagao de equivaléncia ~, denotadas por 0(ey, ey, ...,e,) € O(—eq, €9, ....em) €

chamada orientacao do espaco vetorial real.

Definicao 1.2.9. Uma orientagcao de uma variedade M € uma aplicacao que
associa a cada p € M uma orientacao 8, do espago vetorial T,M de tal modo que
para cada p € M existem m campos independentes X', ..., X™ definidos numa
vizinhanga aberta U de p de modo que 0, = Q(X;, .y, X7) para cada g € U .

Definicao 1.2.10. Uma wvariedade se diz orientdvel se esta admite uma
orientacao.

Proposigao 1.2.11. ([32], p.97) Uma variedade orientdvel e coneza admite duas
orientacoes.



Proposicao 1.2.12. ([32], p.97) Seja A = {(U,¢), (V,¥)} um atlas de uma
variedade orientdvel M com dominios conexos. Entao, det(g—i’j)(m) tem sinal
constante em U NV

Exemplo 1.2.13. Das trés variedades com bordos na Figura[I.T] somente a faixa
de M&ebius é uma variedade nao orientada. De fato, considere a faixa de Mdebius
como o espago quociente M = R?/ ~ onde a relagio vem dada por (r,s) ~
(r + z,(—=1)%s) com z inteiro. Seja p : R*> — M a proje¢ao canonica. Tomemos
o atlas de duas cartas ¢ = (p | (0,1) xR)™* ;¥ = (p | (1/2,3/2) x R))™! que
tém dominio conexo. A mudanca de coordenadas vem dada por ¢ o p~1(r,s) =
(r+1,-s),8e 0 <r <1/2, e oy (r,s) = (rs),se1/2 <r < 1. Entao, o
determinante det(%)(r7s) vale 1, para 0 < r < 1/2 e vale —1, para 1/2 < r < 1.
Se supomos que M é orientavel, entao pela Proposicao temos que, o sinal

de det(gzi)(r,s) deve ser constante. Em consequéncia M nao é orientavel.

1.3 Grau, homotopias e isotopias

Nesta segao, apresentaremos o conceito de grau e homotopia de aplicagoes
entre variedades. As defini¢oes e resultados pode-se encontrar em [23] 31].

Definicao 1.3.1. Duas aplicagoes f,g € C*(M,N) sao ditas homotdpicas,
se erxiste uma aplica¢io suave H @ M x [0,1] — N tal que H(x,0) = f(x) e
H(z,1) = g(z). Tal aplicagcao H é chamada de homotopia entre f e g.

Observacao 1.3.2. Ser homotopica é uma relacao de equivaléncia no conjunto
C>®(M,N) (Ver |23], p.37).

Definicao 1.3.3. Sejam M e N wariedades sem bordo, tal que dimM = dimN.
Suponha que f: M — N € uma aplicacdo diferencidvel propria (pre-imagens de
conjuntos compactos sao ainda compactos) entre as variedades M e N. Considere
um ponto y em N tal que, para todo x € M com f(x) =y, a aplicacdo linear
d.f : T,M — T,N nao é singular, isto é, um isomorfismo. Se det(d,f) > 0
entao, sign d.f =1 e se det(d,f) <0, signd,f = —1. O grau local de f em y
por
deg,(f) = Z sign df.

z€f~1(y)

O préoximo teorema diz que para uma aplicacao entre duas variedades fechadas
e orientadas M e N com mesma dimensao, onde /N é conexa, o grau da aplicacao
independe do valor regular escolhido.

Teorema 1.3.4. ([20]) Sejam M e N wvariedades fechadas e orientadas com
mesma dimensao. Se N € conexa, a cada aplicacao propria f M — N, de
classe C?, corresponde um nimero inteiro d, tal que para qualquer valor regular
y €N, de f, tem-se que deg,(f) = d.

Defini¢ao 1.3.5. O ndmero d = deg,(f) do Teorema ¢ o grau da
aplicacao f, ou simplesmente, deg(f).
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Ou seja, o grau (global) de uma aplicagdo entre duas variedades fechadas,
conexas e orientadas M e N de mesma dimensao é igual ao grau local, qualquer
que seja o valor regular.

Teorema 1.3.6. ([31]) Sejam M e N wvariedades compactas e orientadas e f, g :
M — N aplicagoes continuas. Se f e g sao homotdpicas entao deg(f) = deg(g).

O proéximo teorema mostra que a reciproca do Teorema é valida para N = S”,
resultado que recebe o nome de Teorema do grau de Hopf (ver [31]).
Teorema 1.3.7. ([31],p.27) Sejam M uma variedade de dimensao n, compacta
e ortentada, S™ a n—esfera e f,g: M — S™ aplicacoes continuas. Entdao:

1) deg(f) = deg(g) se, e somente se, f e g sGo homotdpicas;

2) Se f: M — S™ nao é sobrejetiva, entao deg(f) = 0;

3) Se f: 8™ — 8™ é a aplicagao identidade, entao deg(f) = 1.

-

Corolario 1.3.8. Se o conjunto singular Xf de uma aplicagcio f : S* — S? ¢é
vazio, entao degf = 1.

Demonstracdo: Se Xf = (), entdao f é homotopica a Id : S* — S?, que pelo
Teorema[.3.7] (3), possui grau um. Entdo por (1), segue que deg(f) = deg(Id) =
1. ]

Observacao 1.3.9. Desse corolario, temos que se f : S? — S2? é tal que
deg(f) > 1, entdo o conjunto singular X f # ().

Exemplo 1.3.10. A Figura ilustra uma curva plana que pode ser vista como
o bordo de duas aplicacoes p; o j; e py 0 o, do disco no plano. Com isto podemos
construir duas aplicagoes Jp,Js da esfera no plano, nao homotoépicas, com o
mesmo contorno aparente, onde J; | A=pjiojy, J1 | B=piojs, Jo| A=pyojs
e Jo| B=p2ojs

Figura 1.4: Disco de Milnor.
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1.4 Aplicacoes estaveis entre variedades

Nesta secao, estudaremos o conjunto de aplicacoes suaves entre duas
variedades diferenciaveis M e N, o qual denotaremos por C*°(M,N), como
também a topologia €' de Whitney nesse conjunto. Os resultados e definicoes
pode-se encontrar em [9].

1.4.1 Aplicacoes entre variedades

Definicao 1.4.1. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e p um ponto de M.
Suponha que f,g: M — N sao aplicagoes suaves.

1) f e g tém contato de ordem zero em p se f(p) = g(p) = q,

2) [ e g tém contato de primeira ordem em p se, e somente se, d,f = d,g,
como aplicagoes de T,M — T, N.

3) f e g tém contato de ordem k, com k > 1 em p se, e somente se,
df :TM — TN e dg tém contato de ordem k — 1 em todo ponto de T,M.
Neste caso f ~y, g.

Seja C®°(M,N)pq ={f € C°(M,N): f(p) = q}, arelacdo "~;"em p ¢ uma
relacao de equivaléncia em C°°(M, N)(,q). Denotemos o conjunto resultante de
classes de equivaléncia por J*(M, N), ).

Definicdo 1.4.2. Um elemento o de J*(M,N)y,q € chamado um k—jato de
aplicacoes de M em N, com fonte em p e meta q. Se o € J*(M, N)(p.q), entao
escrevemos p = fonte(o) e ¢ = meta(o).

Defini¢ao 1.4.3. O espaco de jatos ¢ o conjunto JH(M,N) =
Uppemxnd (M, N) .. Note que J°(M,N) =M x N.

Definicao 1.4.4. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. A aplicacao fonte
éa: J*(M,N)— M que associa o — fonte(o).
E a aplicacao meta é 3 : J*(M,N) — N que associa o — meta(o).

Se prova em [9] que o conjunto de jatos resulta ser uma variedade diferenciavel.

Proposi¢ao 1.4.5. ([9/, p.40) O conjunto J*(M,N) pode ser munido com a
estrutura de variedade diferencidvel.

Defini¢ao 1.4.6. Dada a aplicacao diferencidvel f € C*°(M,N) o k—jato de f
€ uma aplicacao

JEf M — J*(M, N)
p = Jf(p) = (11,

onde [f]} ¢ a classe de equivaléncia de f em J*(M,N)pq € q = f(p).
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Definicao 1.4.7. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Fize um inteiro nao
negativo k. Seja U um subconjunto de J*(M,N). Denotemos por M*(U) o
sequinte subconjunto de C*°(M, N):

MEU) = {f € C*(M,N); J*f(M) C U}.

Proposigao 1.4.8. ([9]) A familia de conjuntos {MFU)}, onde U é um
subconjunto aberto de JH(M,N), forma uma base de uma topologia em
C>®(M,N).

Definicao 1.4.9. A topologia induzida na Proposicao[l1.4.8 é chamada topologia
C* de Whitney e é denotada por Mj,.

Definicao 1.4.10. A topologia C* de Whitney em C*(M, N) € aquela cuja
base € dada por M = U2 Mj,.

Definicao 1.4.11. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Uma aplicagao
diferencidvel f : M — N € dita ser estdvel se existe uma vizinhanga aberta N(f)
de f na topologia de Whitney (Defini¢ao em C®°(M,N) tal que toda g,
em N(f), é A—equivalente a f, isto é, existem difeomorfismo ¢ : M — M e
Y : N — N satisfazendo g = o fop .

1.4.2 Singularidades de aplicagoes entre superficies.

Outra defini¢do equivalente baseada no Teorema de Whitney em [44].

Definicao 1.4.12. Sejam M uma superficie fechada e conexa, N uma superficie
conexa e f : M — N uma aplicacao suave. Definimos o conjunto de pontos
singulares de f como

Yf={pe M: Posto d,f <2}

Um pontop € M\ Xf ¢ dito ponto regular de f e um pontoy € N ¢é dito valor
regular de [ se f~'(y) contém somente pontos regulares.

O contorno aparente f(Xf) de f, é a imagem do conjunto singular de f e
denotemos este por y(f).

Definicao 1.4.13. Sejam M e N superficies, entao uma aplicagao suave f :
M — N ¢ dita ser estdvel se esta satisfaz as sequintes propriedades:

e Para cada p € M, o germe da aplicagio em p € M é C>* A—equivalente a
um dos sequintes germes (Ver [9], p.11) em 0 € R? :

(1) (a,z) = (a,x) : um ponto reqular;
(2) (a,2) = (a,2%) : um ponto de dobra;
(3) (a,z) — (a,2® + azx) : um ponto de cispide.
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(a) (b)
Figura 1.5: Cuspides e pontos de dobra.

e Para cada q € (), 0 germe (¢ |s(p), ¢ '(q) N X(p)) € A—equivalente a
um dos trés germes como os retratados na figura 1.0,

e

Dobra Ctlspide Ponto duplo

Figura 1.6: Germes de aplicacoes estéveis.

O subconjunto de aplicacoes estaveis de C*°(M, N) é denotado por € (M, N),
que por [44] é aberto e denso em C*(M, N).

Definicao 1.4.14. Sejam f e g duas aplicagoes estdveis entre duas variedades
M eN eH:MxI— N uma homotopia de [ e g, entao se H, € E (M, N),
Vt € I a homotopia é dita tsotopia da aplicacao f a g.

Definicao 1.4.15. Seja f uma aplica¢ao estdvel entre superficies. O nimero
de cuspides, o nimero de componentes da curva de dobra e o nimero de pontos
duplos de v(f) sao denotados por C(f), u(f) e D(f), respectivamente.

No caso, onde nao exista ambiguidade ao referirmos & aplicacao f,
simplesmente denotaremos por C, e D.

Definicao 1.4.16. Seja f uma aplicacao estdvel entre superficies. O conjunto
de pontos de ciuspides ¢ o conjunto de pontos de dobra sio denotados por
Cusps(f) e Dobras(f) = Xf ~ Cusps(f), respectivamente.

Definicao 1.4.17. Uma aplicacao estdvel f entre duas superficies é chamada
de aplicacao dobra se esta nao tem pontos de cuspides, ou seja, o conjunto

Cusps(f) = 0.

Definicao 1.4.18. O contorno aparente de uma aplicacao [ entre duas
superficies € chamado de irredutivel, se o conjunto singular de f € conexo.
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Figura 1.7: Aplicages do toro na esfera.

Exemplo 1.4.19. A Figura[L.7]ilustra trés diferentes aplicagdes do toro na esfera
com TUnica curva singular: h é uma aplicacao dobra com grau 1 e 4 pontos duplos;
f tem grau 1 e 4 ctspides; e g tem grau 2, 4 pontos duplos e 2 ciispides.

Proposigio 1.4.20. ([1], p.245) Sejam M uma superficie e f : M — R? uma
aplicacao estavel. O conjunto X f consiste de uma colegao finita de circulos
mergulhados em M, que nao se intersectam.

1.5 Caracteristica de Euler de superficies

Nesta secao, apresentaremos a caracteristica de Euler de uma superficie
fechada. A referéncia é [23].

Definicao 1.5.1. Uma triangularizag¢ao de uma superficie S consiste de uma
familia de subconjuntos fechados {11,T5,...,T,} que cobre S e uma familia de
homeomorfismos {p; : T} — T;,i = 1,...,n,} onde cada T € um tridngulo no plano
R2, isto é, um subconjunto compacto de R? cujo bordo é formado por trés distintas
linhas. Os subconjuntos T; sao chamados tridngulos. Os subconjuntos de T; que
sGo as imagens dos vértices e lados do tridngulo T] baizo p; sao também chamados
vértices e lados, respectivamente. Finalmente, € requerido que quaisquer dois
triangulos, T; e T;, ou sao disjuntos, ou tem um unico vértice em comum, ou tem
um lado inteiro em comum.

Exemplo 1.5.2. Apresentaremos uma possivel triangularizacao da esfera e do
toro

Za a
b b
(a) (b)

Figura 1.8: Triangularizagoes da Esfera e do Toro.
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Teorema 1.5.3. ([23] p.26) Qualquer superficie, fechada e orientada €
homeomorfa a uma esfera ou somas conexas de toros. Qualquer superficie
compacta e nao orientada € homeomorfa a soma conexa ou do plano projetivo,
ou a garrafa de Klein e uma superficie compacta e orientada.

Definicao 1.5.4. Seja M wuma superficie compacta com triangularizagao
{11, ...,T,}. Denotemos por:

v = Numero total de vértices de M,
e = Numero total de lados de M,

t = Numero total de tridngulos (neste caso, t =n).

Entao, o nimero x(M) =v—e+t é chamado a caracteristica de Euler de M.

Exemplo 1.5.5. Para calcular a caracteristica de Euler da esfera, consideremos
a triangularizacao em Figura para esta temos que v = 55, e = 165 e
t = 112 e portanto obtemos que x(S?) = v —e +t = 56 — 166 + 112 = 2.
Para calcular a caracteristica de Euler do toro, consideremos a triangularizacao

em Figura [I.8D] para esta temos que v = 28, e = 84 e t = 56 e portanto obtemos
que X(T?) =v—e+t=28—84+56 = 0.

Proposicao 1.5.6. ([19/,p.8) Se My e My sao duas superficies compactas e
conexas, entao

X(My U My) = x (M) + x(Mz) — x(My N M)

Corolario 1.5.7. Se uma curva o separa a superficie M em duas regioes My e
Ms, entao x(M) = x(M) + x(Ma).

Proposicao 1.5.8. ([23]) Para a soma conexa de duas superficies, M e N, temos

X(S1#£S52) = x(S1) + x(S2) — 2.

Com o uso da Proposicao [1.5.6| e usando inducao, tem-se que.

Superficie Caracteristica de Euler
Esfera 2

Soma conexa de n toros 2—2n

Soma conexa de n planos projetivos 2—n

Soma conexa do plano projetivo e n toros 1—2n

Soma conexa da garrafa de Klein e n toros —2n

Note que a caracteristica de Euler de uma superficie fechada e orientada é
sempre um nimero par, enquanto que para uma superficie fechada e nao orientada
pode ser par ou impar. Pela invariancia da caracteristica de Euler (Ver [23] p.236)
e o Teorema [1.5.3] obtém-se o seguinte teorema:
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Teorema 1.5.9. ([23]) Sejam Sy e Sy superficies compactas. Entao, Sy e Sy sao
homeomorfos se, e somente se, suas caracteristicas de Fuler sao iguais e ambas
sao orientadas ou ambas sao nao orientadas.

Defini¢ao 1.5.10. Sejam M uma superficie compacta e x(M) a caracteristica
de Euler de M, o género de M ¢ o nimero

(M) = $(2—x(M)) se M é orientdvel
g 12— x(M) se M nao é orientdvel.

Uma superficie fechada e orientavel de género g, a qual é soma conexa de g
copias do toro 2-dimensional T é denotado por M,. E uma superficie fechada e
nao orientavel de género g, a qual é soma conexa de g copias do plano projetivo
2-dimensional RP? é denotado por F,.

1.6 Numero de rotacao de uma curva plana

Nesta secao, veremos alguns conceitos de curvas planas fechadas, estes
conceitos serao necessarios para o estudo do contorno aparente de aplicacoes
estaveis entre superficies, que veremos no segundo capitulo. Referéncia [I].

Definicao 1.6.1. Uma curva fechada plana é uma aplicacio o : S* — R? de
classe C1.

Exemplo 1.6.2. A Figurdl.9)ilustra a Lemniscata, uma curva fechada plana que
possui um ponto duplo na origem.

Y

Figura 1.9: Curva fechada

Definigao 1.6.3. ([1, p.489) Para qualquer curva fechada o : S* — R? de classe
C', que possui uma derivada que nunca se anula o : S* — R? < {0}, se define o
numero de rotacao de o, denotado R(«), por

Rla) = 1 10 dangulo total atravessado por o/(s) como s varia
T 21 | wma vez ao redor do dominio St positivamente.

Proposicao 1.6.4. ([il]) Seja o uma curva fechada plana. Entdo, R(«) é sempre

um nidmero inteiro. Em particular, se h é uma curva simples fechada, R(a) = £1.
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Outra maneira de pensar sobre isso é, considerando a aplicacao

< <(s) ):51%51,

Ia'(s) |l
o/(s)

entdo o nimero de rotacdo R(«a) de o é o niimero de vezes que a aplicagao T (T

cobre o circulo. O inteiro R(«) é o grau global de (ﬁ) (ver Definigao [1.3.3)).

Em [1], se estende o conceito de niimero de rotagio para certas curvas fechadas,
que podem nao ter tangentes bem definidas em um conjunto finito de pontos.

Exemplo 1.6.5. No Exemplo[1.4.19os contornos aparentes das aplicacoes f e g
da Figura [I.7] tém quatro e dois pontos de cispides, respectivamente, nos quais
a tangente nao esta bem defida.

Definicao 1.6.6. Sejam I um intervalo da reta ou do circulo e o : I — R? uma
curva fechada de classe C' que possui uma derivada continua o que nunca se
anula em 1. O ndmero de rotagao de o, denotado R(«), € dado por

1 [ O dngulo total atravessado por o/(s) como s varia
R(a) = — L .

o uma vez ao redor do dominio I positivamente.
Proposigao 1.6.7. (J23]) Seja uma curva fechada o« : I — R?, que possui
uma derivada continua o que nunca se anula em (a,b), se consideramos a
aplicacao ﬁ . I — S', que associa a cada t o vetor unitario tangente em
a(t) dada por Ha—,”() a(t)) | o(t) |, e a aplicagio g : T — S*, dada por
g(t) = (cos(t), sen(t)). Entao, existe uma aplicacio 6 : I — R, tal que o diagrama

é comutativo.
e
g

[—>Sl

Ha’H

Defini¢ao 1.6.8. Em termos de 0 : I — R (Proposicao , 0o numero de
rotacao ¢ dado por:

R(a) = ! —(lim O(s) — lim 6(s)).

27 “s—b— s—at

Sejam s1 < g < ... < 8 < s1 pontos, em ordem, em S*. E I; = (s;,841), 0
arco aberto orientado positivamente em S' com os pontos finais inicial e final s;
e sj41, respectivamente, onde j =1,...,k e sp41 = s1.

Definicao 1.6.9. Seja o uma curva fechada de classe C', onde o = 0,
precisamente nos pontos sj, j = 1,...k. Defina a; = «a [1; a restrigio de o
aos arcos (s;,8;+1). O mumero de rotagdo de «, denotado R(«), € definido

por:
k

R(a) =) R(ay).

=1
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Proposic¢ao 1.6.10. ([1, p.491) Sejam M uma superficie compacta, f : M — R?
uma aplicacao estdvel e a uma componente do conjunto singular X f, a qual € uma
curva fechada em M. Se o tem k cispides, entao para qualquer orientacao de «,
a quantidade 2R(f,) é um inteiro cuja paridade € igual o de k.

Definicao 1.6.11. Sejam f uma aplicacao de uma superficie compacta no plano
e a uma curva do conjunto singular X f. Denotando a restricao de f a o por
fo. O numero de giro tangente duplo de f restrito a curva «, denotado por

m(f(a)), sera 7(f(@)) = 2R(fa).

Figura 1.10: Numero de giro tangente duplo.

Exemplo 1.6.12. A Figura|l.10|ilustra exemplos de contornos aparentes de duas
aplicacoes f, h no plano, com duas curvas singulares, cada uma, sem pontos de
ctispides. Na Figura [I.10a] o nimero de giro tangente duplo para as curvas f,,

e fa, sa0 7(f(an)) = 2 e 7(f(a2)) = —2 , respectivamente. Na Figura
T(h(B) = 2 e 7(h(fB2)) = —2.

1.7 Funcoes de Morse

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos de fungoes reais definidas em
superficies cujas derivadas possuem certas propriedades. As referéncias [5].

Definigcao 1.7.1. Seja m uma aplicacao real suave definida na superficie M. A
Hesstana de ™ num ponto critico p € M de m é a forma bilinear simétrica
no espago tangente de M em p, Hess,(m) : T,M x T,M — R definida por

Hess,(m)(v;w) = ) ?j:l viwj%(p), onde v = (z1,x2) € uma carta ao redor
P 105
do ponto critico p € M.

Em cartas locais a Hessiana se representa pela matriz simétrica

0?r )
81’18(13]' b i
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Definicao 1.7.2. Seja m uma funcao real suave definida na superficie M, entdo
um ponto critico p € M de m € chamado nao degenerado se, ¢ somente se, a
Hessiana (matriz das sequndas derivadas parciais) nao é singular.

Definicao 1.7.3. Uma funcgao real m suave definida na variedade M € uma
funcao de Morse se, e¢ somente se, todos seus pontos criticos s$ao nao
degenerados.

Definicao 1.7.4. O indice de um ponto critico nao degenerado p é o nimero de
9%n
Bmi&pj

autovalores negativos da matriz simétrica < (p)) , onde x = (x1,22) € uma
ij

carta ao redor do ponto critico p € M.

Definicao 1.7.5. Para uma func¢ao de Morse m de uma superficie M, denotamos
por n;(m), o nimero de pontos criticos nao degenerados de indice 1.

Teorema 1.7.6. ([3], p.353) Seja ™ uma funcao de Morse numa superficie
compacta M. FEntao, a caracteristica de Fuler é igual & soma alternada de
numeros de pontos criticos de indice i com 1 =0, ..., 2,

2

X(M) =Y (=1)n(m).

=0

A seguinte proposicao nos garante que para uma aplicaciao estavel de uma
superficie compacta no plano, sempre é possivel encontrar uma aplicacao linear,
tal que a composicao destas aplicacoes resulta ser uma funcao de Morse.

Proposi¢ao 1.7.7. ([I8], p.79) Sejam M uma superficie e f : M — R* uma
aplicacdo estdvel. Para quase toda aplicacio linear L : R — R temos que Lo f
¢ uma funcao de Morse e 0s pontos criticos de L o f estao contidos no conjunto

Dobras(f).

Figura 1.11: Funcao de Morse

Exemplo 1.7.8. A Figurdl.11]ilustra uma aplicagao estavel f do bitoro no plano,
cujo conjunto singular > f esta formado unicamente por pontos de dobra, isto €,
Y f = Dobras(f). A proposicao [L.7.7] garante a existéncia de um conjunto denso
no espaco de funcionais lineares de R? que satisfazem a propriedade de que a
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composi¢ao com f é uma aplicacdo de Morse. Por exemplo, a fungao 7 resultante
de compor f com a projecao L do plano xy no eixo y é uma funcao de Morse. A
expressao da funcao m em coordenadas locais ao redor de um ponto critico de 7
em M é dada por:

Pontos Criticos Funcao m em coordenadas locais

12 T =c+x?+ 1>
D2, P4 T=c—a*+y>
D3, D5 T=c—2’+y’
De T =c—a%—1y>

Para determinar o indice em cada um destes pontos do bitoro, note que a Hessiana
de m em pg tem dois autovalores negativos, assim o indice no ponto pg é igual
a dois, enquanto em py, p3, P4 € p5 tém um autovalor negativo, logo os indices
nestes pontos sao igual a um. Assim, se determina que no(w) = 1, mi(7) =4 e
ne(m) = 1. Entao, pelo Teorema temos

X(M) =no(m) —m(m) +ma(m) =1 -4+ 1.

Assim,
X(M) = —2.

Na Tabela [1.5| podemos verificar que x(M) =2 —2-2 = —2.



Capitulo 2

Aplicacoes entre superficies
fechadas.

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados de aplicagoes entre
superficies fechadas e orientadas, com resultados particulares sobre aplicacoes
na esfera. As principais referéncias sao [0, 25, B0} 39| B306]

2.1 Construcao de aplicacoes entre superficies

Nesta secao, apresentaremos algumas técnicas para construir aplicagoes entre
superficies. Primeiro veremos as transicoes que alteram o conjunto singular,
depois cirurgia de aplicacoes e ao final veremos exemplos de aplicagoes que podem
ser utilizadas como aplicacoes béasicas para a construcao de novas aplicacoes
estaveis.

2.1.1 Cirurgias e transi¢cao de codimensao 1

Sejam f,g: M — N duas aplicacoes estaveis na mesma classe de homotopia
em C®(M,N), se existe um caminho de g a f que passa pelo complemento
C>®(M,N)\ €& (M,N), ou seja, passa por uma aplicacdo nao estavel. As
deformacoes locais no contorno aparente, que ocorrem quando um caminho
atravessa este complemento, sao chamadas de transicoes de codimensao 1. Uma
lista com essas deformagoes foi dada por Ohmoto e Aicardi e [36]. As transicoes de
codimensao 1 que alteram a topologia do conjunto regular e do conjunto singular
das aplicacoes estaveis, sao as transicoes bicos e labios, as quais estao ilustradas na
Figura[2.1] onde as setas indicam o sentido positivo, ou seja, em que o nimero de
cuspides aumenta por dois. Uma outra transicao que altera o nimero de cuspides
é a rabo de andorinha (), conforme Figura item (b), mas essa transi¢ao ndo
altera a topologia do conjunto regular.

21
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Figura 2.1: Transi¢oes Bicos e Labios em C*°(M, N).

Exemplo 2.1.1. Observe que através das transicoes de codimensao 1, podemos
obter uma aplicacao estavel a partir de outra inicialmente conhecida e na mesma
classe de homotopia. A Figura ilustra uma aplicacao estavel da esfera no
plano, obtida de uma aplicacao g. Através de uma transicao rabo de andorinha

(S), e de uma transicao bicos no sentido negativo (—B) (em que o nimero de
cuspides diminui por dois).

+* + T * i ._t & !\‘. +
_ et TR - [ LA d et < :_J‘
— L T2 L= - =
- - — —
g - o f
- 5 - - B - > ¥
ity 7 ety '- P gty Y g i B
‘D e YA =) T [ O =7
A" A7 A A=) S ) /K (-0,
! - ¥ :. . ’ . KE_F__JII ", A . — r

_________________________________________________________

Figura 2.2: Exemplo transicoes.

Um invariante da classe de homotopia de aplicacoes entre superficies fechadas
e orientadas é o grau da aplicacao. As transicoes de codimensao 1 nao altera
o grau das aplicagOes, por isto, nao é possivel obter aplicacoes com diferentes
graus, uma a partir da outra somente por estas transicoes. Uma forma de obter
novas aplicacoes em diferentes classes de homotopia é atraves de cirurgias de
aplicacoes estaveis introduzidas em [25], chmadas de cirurgia horizontal e cirurgia
vertical, ilustradas na Figura itens (a) e (b), respetivamente. Em ambas as
cirurgias, remove-se um par de discos disjuntos na superficie de dominio, os quais
sao substituidos por um tubo limitado (conectando os bordos da superficie) ao

longo do qual as aplicagoes envolvidas sao estendidas estavelmente, como veremos
a seguir:
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—p g A —

Figura 2.3: Cirurgia Horizontal e Vertical.

Cirurgia horizontal

A cirurgia horizontal H é descrita da seguinte forma: dada uma aplicacao
estéavel h entre duas superficies M e N, uma ponte é um retangulo com o interior
mergulhado no complementar do contorno aparente y(h) em N e com dois lados
opostos sobre intervalos h(I) e h(J), de forma compativel com a orientacao de
v(h) (ver Figura[2.3h). A aplicacao estavel hg (que depende da escolha do lugar
da ponte ( é construida como segue: uma ponte encontra k(1) em dois intervalos
h(I) e h(J) contidos em 7(h). Escolha pequenos discos em W, um conectando [
e outro J. Repasse a seus interiores por um tubo respeitando a orientacao de W
de forma a obter uma orientacao na superficie M. A aplicacdo h, como ilustrada
na Figura (a), pode ser estendida sobre o tubo de forma a obter a aplicacao
estavel hg.

Em particular, se W é a uniao disjunta das superficies P e @), se denota por
W = PUQ, onde p e q denota a restricao da aplicacao h a P e a ); com [ em P
e J em (). Neste caso, obtemos a soma horizontal p +5 ¢ : M — N. Em outras
palavras h=pUgqge (fUl)s =p+muq.

Exemplo 2.1.2. Na Figura podemos ver a soma horizontal entre duas
aplicagoes, entre duas esferas f; e fy, ambas obtidas pela aplicacao identidade,
passando pela transicdo do tipo 1dbios, obtemos a aplicacdo f : S?> — S2, com
grau dois e tal que o seu conjunto singular é conexo, sem pontos duplos e com
quatro cuspides.

» >

e

fi fi f2 f

Figura 2.4: Aplicacao da esfera na esfera com grau dois.
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Cirurgia vertical

Na cirurgia vertical V', fazemos a soma conexa pela identificacao de dois
pequenos discos no dominio sem pontos singulares, um contido numa componente

regular positiva e outro numa componente regular negativa (ver Figura [2.3)) cuja
imagem em N coincide.

Os discos sao substituidos por um tubo que é aplicado em N, com uma
curva singular no meio do tubo. Assim a cirurgia adiciona uma curva disjunta
mergulhada no conjunto de ramificacao. Se denota esta soma como p +y q.

Exemplo 2.1.3. Na Figura |2.5| vemos a realizacao da cirurgia vertical em uma
aplicacao da esfera no plano com uma curva singular, que passa a ter duas curvas
singulares e a superficies de dominio passa a ser homeomorfa a um toro.

Figura 2.5: Aplicacdo do toro no plano.

2.1.2 Exemplos de aplicacoes de superficies no plano

Vérias familias de aplicacoes entre superficies podem ser obtidas por cirurgia
ou transicoes a partir de aplicacoes mais conhecidas.

Exemplo 2.1.4. Hacon-Mendes-Romero-Matinez apresentam (ver [11 22])

algumas tabelas com familias de contornos aparentes de aplicacoes da esfera e
do toro no plano.

1) A Figura ilustra contornos aparentes de aplicacoes dobras da esfera no

plano com no maximo: trés componentes singulares e quatro pontos duplos
(C=0,u<3eD<A4).
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Figura 2.6: Contornos aparente de aplicacoes de dobra da esfera no plano.

2) A Figura ilustra contornos aparentes de aplicacoes dobras da toro no

plano com no maximo: trés componentes singulares e quatro pontos duplos

(C=0,u<3eD<A4).

©ERBE®
HESXRE @ 0D

Figura 2.7: Contornos aparente de aplicacdes de dobra do toro no plano.

~—

3) A Figura ilustra contornos aparentes de aplicagoes estaveis da esfera
e do toro no plano com no méaximo: duas componentes singulares, quatro

pontos duplos e duas caspides (C' <2, u<3e D <4).
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Figura 2.8: Contornos aparentes de aplicacoes estaveis da esfera e do toro no
plano.

Apresentamos alguns exemplos de contornos aparentes de aplicacoes de
superficies orientadas ou ndo orientadas no plano (ver [27]).

Exemplo 2.1.5. As Figuras 2.10)(a) e (b) ilustram exemplos de aplicagoes
do plano projetivo no plano. A Figura[2.10[c) e (d) ilustram aplica¢oes da garrafa
de Klein.

Figura 2.9: Exemplo de aplicacao estavel do plano projetivo no plano com uma
cuspide.

Figura 2.10: Contorno aparente de aplicacoes estaveis de superficies nao
orientadas no plano.

Exemplo 2.1.6. A Figura ilustra cirurgias horizontais: (a) cirurgia sobre
uma aplicacao da esfera, obtendo uma aplicacao do toro com duas curvas
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singulares, (c) e (d) cirurgia sobre a aplicacdo do toro obtendo aplicagdes do
bitoro, com uma curva singular e com trés curvas singulares, respetivamente.

Figura 2.11: Exemplo de cirurgias horizontais.

Exemplo 2.1.7. A Figura 2.12) ilustra cirurgias verticais: (a) e (c) cirurgias
sobre uma aplicagao da esfera, obtendo duas diferentes aplicagoes do toro com
duas curvas singulares e (d) cirurgia sobre a aplicacao do toro obtendo nova
aplicacao do toro com quatro curvas singulares.

Figura 2.12: Exemplo de cirurgias verticais.

2.2 Teorema de Quine

Em 1978, Quine [39] apresentou um teorema global para aplicagbes estaveis
entre superficies fechadas e orientadas, e o demonstrou usando resultados da
Teoria de Variedades Diferencidveis. Este teorema relaciona a soma do grau das
cuspides com a caracteristica de Euler do contradominio e de dois conjuntos da
aplicagao: M formado pelo fecho das regides regulares que tem a orientacao
preservada pela aplicacdo e, M~ formado pelo fecho das regides regulares que
tem a orientacao invertida pela aplicacao.

Definicao 2.2.1. Seja f: M — N uma aplicacao estdvel entre duas superficies
suaves com cuspides. Se a cuspide q aponta para a regidao positiva da aplicacdo
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estdvel f, dizemos que o sinal da cispide € sign(q) = +1, caso contrdrio, se a
cispide aponta para a regiao negativa de f, dizemos que o sinal da ciuspide é

sign(q) = —1.

Figura 2.13: Sinal de cuspide.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Quine, [39]) Sejam M e N duas superficies suaves,
compactas, orientadas e conexas, f : M — N uma aplicacio estdvel, M* o
fecho do conjunto dos pontos regulares nos quais f preserva a orientacao, M~ o
fecho dos pontos regulares nos quais f inverte a orientacao e qi, ..., q, pontos de
cuspides. Fntao,

X(M) = 2x(M™)+ Y sign(gr) = deg(f) - (x(N)),

QL :cusp

onde x denota a caracteristica de Euler, sign(qx) o sinal da cuspide g e deg(f)
o grau da aplicacdo f.

Corolario 2.2.3. ([3] Sejam M wuma superficie diferencidvel, compacta,
orientada e conexa, f : M — S? uma aplicacdo estdvel, M+ o fecho do conjunto
dos pontos regulares nos quais f preserva a orientacdo, M~ o fecho dos pontos
requlares nos quais f tnverte a orientacao e qq,...,q, pontos de cuspides. Entao,

X(M) = 2x(M™)+ Y sign(qi) = 2deg(f),

QL :Ccusp

onde x denota a caracteristica de Euler, sign(qx) o sinal da cuspide g e deg(f)
o grau da aplicacdo f.

Sejam M e N duas superficies fechadas e orientadas e f, h : M — N duas
aplicagoes estaveis na mesma classe de homotopia, ou seja, f pode ser obtida de h
passando apenas por transi¢oes de codimensao 1. O resultado a seguir relaciona,
do ponto de vista global, o niimero de ciispides com a caracteristica de Fuler das
componentes regulares de aplicagoes estaveis numa mesma classe de homotopia.

Lema 2.2.4. ([30]) Sejam [ e h duas aplicagées estdveis na mesma classe de
homotopia em C®°(M,N). Se h é uma aplicagdo dobra, entdo

CT(f) = C(f) = IX(M) = x(M)] = [X(M) = x (M),

onde CT e C~ indicam o niumero de cispides com sinal positivo e negativo
respetivamente.

Aplicando cirurgias horizontais e verticais sobre aplicacoes dobra com grau
zero e aplicagoes sem singularidades com grau d, obtém-se o proximo resultado.
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Lema 2.2.5. ([30]) Se h : M — N ¢é um aplica¢io dobra com grau d, entre
duas superficies fechadas e orientadas M e N, obtida por cirurgias horizontais e
verticais, entao

X(My)) = x(M,,) = deg(h) - x(N).

O proximo resultado é equivalente ao Teorema e uma consequéncia
imediada dos Lemas[2.2.4 e[2.2.5] As demonstragoes detalhadas destes resultados
se encontram em [21].

Teorema 2.2.6. ([30]) Seja f: M — N uma aplicacdo estdivel com grau deg(f),
entre duas superficies fechadas e orientadas M e N. Entao

X(MF) = x(Mp)] + [CT(f) = C(f)] = deg(h) - x(N),
onde x denota a caracteristica de Euler.

Corolario 2.2.7. ([6]) Seja f : M — 5% uma aplicacio estdvel de uma superficie
fechada e orientada M de grau deg(f). Se o conjunto singular Xy é nao vazio e
conexo, entao

| > sign(a) — 2deg(f) [< 2 — x(M),

qr:cusp

onde o sinal das cispides q satisfaz sign(q,) = 1.

Demonstracao. Seja f : M — S? uma aplicacao estavel, onde M ¢é fechada
e orientada, tal que o conjunto singular X f é nao vazio e conexo, entao o
conjunto regular é composto de duas componentes conexas, que denotaremos
por M™, a regido que f preserva a orientacao, e por M, a regiao que [ inverte
a orientagdo. Como as duas superficies tem tnico bordo, pelo Corolario [I.5.7]
W(M) = x(M*) + x(M7), (M%) < 1 e (M) < 1. Assim, x(M~) =
X(M) — x(M*) > x(M) — 1, e pelo fato de que x(M~) < 1, temos

(M) = 1< x (M) < 1. (2.1)

Como x(S?%) = 2, pela Desigualdade e Pelo Teorema [2.2.2ltemos as duas
desigualdades

> sign(qr) — 2deg(f) <2 — x(M)

qE:cusp
e
> sign(gy) — 2deg(f) > x(M) — 2.
QK :cusp
Portanto

| > sign(gr) — 2deg(f) [< 2 — x(M).

qjicusp



Capitulo 3

Aplicacoes estaveis entre superficies
orientadas

Neste capitulo, estudaremos o contorno aparente de uma aplicacao estével
de uma superficie compacta no plano, principalmente a relacado que tem
as singularidades da aplicacdo com a caracteristica de Euler da superficie.
Finalizamos o capitulo, com o estudo do contorno irredutivel de uma aplicacao
estavel de uma superficie fechada na esfera, encontrando a relacao do género da
superficie com as singularidades da aplicacdao. As referéncias deste capitulo sao
[6, 17, 37, 34] 135 [45].

3.1 Contorno aparente e caracteristica de Euler

Nesta secao, estudaremos o contorno aparente de aplicacoes estaveis definidas
numa superficie compacta no plano, apresentaremos dois teoremas de Levine
[34, B5]. Seja f: M — R? uma aplicagao estavel de uma superficie compacta no
plano. Pela Proposicao existe uma aplicacao linear L : R? — R, tal que
L o f tem somente pontos criticos nao degenerados dos quais estao no conjunto
Dobras(f) de pontos de dobra. Seja v um vetor unitario em R? no nticleo de L,
tal que L, cresce a esquerda de v.

Definicao 3.1.1. Seja f : M — R? uma aplicacdo estdvel de uma superficie
compacta, considere o conjunto singular X f de f com a orientacao usual descrita

em Secao . Para qualquer componente ¢ de Dobras(f),

1) Denotamos a restricao de f a componente ¢ por f.,

2) Denotamos a aplicagao % poT e,

3) Para T € {0,1,2} e ¢ uma componente do conjunto Dobras(f), denotemos
por nci(T) o numero de pontos p € ¢ nos quais L o f € singular com indice
T e g.(p) = v.

Lema 3.1.2. Sejam f : M — R? uma aplicagio estdvel de uma superficie fechada
M e ¢ uma componente orientada do conjunto Dobras(f). Entao:

30
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1) Os pontos tv sao valores regulares de g.,
2) degv(ge) = 0 (0) — nF (1),

3) deg—(9c) = 1. (2) — o (1).

Demonstragao: Dada a aplicacao f : M — R2? considere ¢ uma componente
de Dobras(f). Veremos cada um dos casos separadamente.

1) Primeiro note que para um ponto p em ¢, temos que g.(p) = v < (f.)'(p) é
um multiplo de v, como v esta no nucleo de L, qualquer miltiplo de v também
estd, assim (f.)'(p) é um multiplo de v < Lo (f.)(p) = 0. Usando a regra da
cadeia obtemos que

Lo (fo)(p) =0 [(Lo f)]'(p) =0.

Assim, g.(p) = +v < p é um ponto singular de (Lo f).. Para verificar que +v sdo
valores regulares de g., devemos verificar que (g.)'(p) # 0. Ja que, || g.(p) |= 1
para todo p € ¢, sabemos que se g.(p) = v, logo

(9e)'(p) #0 & Lo(g.)(p) #0 = (Log.)(p) #0.

Mas, pela regra da cadeia e usando a féormula de g,

(Loge)(p) #0 & [(Lofe)](p) # 0= [(Lof)]"(p) # 0.

Assim, vemos que +v sdo valores regulares de g. < (L o f). tem apenas
singularidades nao degeneradas, o que é natural em virtude da escolha de L

(Proposicdo |1.7.7)).

2) Suponha que g.(p) = +v. Pelo item 1), isto equivale a dizer que p é uma
singularidade nao degenerada de (Lo f).. Ja que p € ¢ C Dobras(f) e todas as
singularidades de Lo f estao contidas no conjunto Dobras(f), segue que p é uma
singularidade ndo degenerada de (Lo f). se, e somente se, p é uma singularidade
nao degenerada de Lo f. Assim s6 resta determinar o indice de Lo f em tal ponto
p. Trabalhando em cartas locais {u, 2}, {U, X'} centradas em p e f(p) que colocam
f na forma normal (2)(Definigao [1.4.13), temos g.(0,0) = (1,0). Suponha que

L(U,X) = aX +bU + eU? + (U, X),
onde h envolve UX, X? e termos de ordem maior do que dois, entao
Lo f(u,r) = L(u,2*) = az® + bu + eu?® + h(u, z?%).

A ordem de h o f(u,x) é maior que dois em u e x. Como assumimos que (0,0)
é um ponto singular de L o f nessas coordenadas, sabemos que b = 0. Ja que os
pontos criticos de L o f sao nao degenerados, temos que ae # 0. Ja que Lo f e
Lof/ || a || ttm os mesmos pontos criticos com os mesmos indices, entao podemos
assumir que a = £1 e assim,

Lo f(u,r) = L(u,2*) = £2* + eu® + h(u,2%), e v = (£1,0).
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Nas cartas {u, 2}, {U, X} a equacdo de ¥ f é x = 0 e portanto, temos Lo f(u,0) =
eu? + h(u,0), entdo L o f. tem um minimo se ¢ > 0 e um maximo se e < 0.
Portanto, os pontos para os quais ¢.(0,0) = v sdo aqueles para os quais
Lo f(u,x) = 2* + eu® + h(u, z?) e g. preserva a orientagao (resp., inverte) quando
e > 0 (resp., e < 0). Assim, os pontos do indice 0 sdo contados positivamente e
os do indice 1, negativamente, consequentemente

degiv(ge) = 0 (0) — 0 (1).

3) Da mesma forma como no item 2), os pontos para os quais ¢.(0,0) = —v sdo
aqueles para os quais Lo f(u, z) = —x?+eu®+h(u, 2°) e g. preservam a orientacao
(resp., inverte) quando e < 0 (resp., e > 0). Assim, os pontos de indice 2 sao
contados positivamente e os do indice 1, negativamente, resulta em

deg—v(ge) = n. (2) —n. (1).

O que finaliza com a demonstracao. ]

Os pontos de indice 0 ou 2 acontecem s6 quando g. = v ou —v respectivamente.
Assim podemos escrever simplesmente 7.(0) e 1.(2) sem ambiguidade na notagao.

Teorema 3.1.3. ([3]|]) Sejam M uma superficie sem bordo e f: M — R? uma
aplicacao estdvel. Se o conjunto Xf estd orientado como na Definicao
entao

onde a soma é tomada sobre todas as componentes f(a) de f(Xf) e 7(f(«))
representa o numero de giro tangente duplo de f,.

Demonstracao: Dada a aplicacdo f : M — R2, seja o uma curva do conjunto
singular X f. Pela Definicao[1.6.11} o nimero de giro tangente duplo de f, é dado
por:

T(f(@)) = (degic(ge) + deg—c(ge)),

c

onde a soma percorre sobre todas as componentes ¢ de a . Cusps(f). Definindo
ne(1) = ¢ (1) + 7 (1), pelo Lema 1.7 temos

T(f(@)) = (0e(0) = ne(1) +1e(2)), (3.1)

c

onde a soma percorre sobre todas as componentes ¢ de a ~\ Cusps(f). Seja L
como no lema denote n.(L o f) o namero de pontos criticos de L o f de
indice 7, onde 7 € {0,1,2}. Como os pontos criticos de L o f estdao no conjunto
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Dobras(f), entio:
m(Lof)=> n(0);
nmLOf%=§3§imO%
(Lo f) = éim@),

onde ¢ percorre as componentes de a — Cusps(f), para cada curva o no conjunto
singular X f. Somando sobre todas as componentes a de X f, pelo Teorema [1.7.6
aplicado a aplicacao Lo f temos

X(M) =mno(Lo f)—m(Lof)+n(Lof)

Substituindo cada n,(L o f)
XOM) =D " ne(0) =D ne(1)+ D> mel2).

Logo,

=D [1e(0) = (1) + mel(2)]. (3.2)

O resultado desejado

segue das Equagoes [3.1] e 3.2 O
Definicao 3.1.4. Considere P uma superficie com bordo, o dobro de P denotado
por 2P € o espaco resultante da uniao disjunta

P1U((9P1><[—1,1])UP27

onde P, = P e Py = P ao identificar x € 0P, e x € 0P, com o0s pontos (x,—1) e
(x,1), respectivamente, em 0P, x [—1,1].

Outra forma alternativa de construir 2P é tomando o quociente de P x{—1,1}
pela relacdo (z,t) = (2, 1) se, e somente, se x = 2’ e também t = t' ou x € OP.

Proposicao 3.1.5. Seja P uma superficie compacta e com bordo. O espaco
quociente 2P ¢ uma superficie fechada.

Demonstracao: Seja P uma superficie compacta com bordo. Considere 2P o
espaco duplo de P (Definicdo [3.1.5)). Sejam as aplicacoes fi dadas por:

fiZPX{—l,l}%P
(x,£1) — z,

pelo Teorema [1.1.14], P tem um colar, isto é, existe um difeomorfismo

k:OP x[0,1) =V,
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onde V' & uma vizinhanca aberta de P em P com k(z,0) = = (A qual é a
inclusao em JP). Considere o espago 2V, que é o duplo de V', e defina a bijecao
fr: 0P x (—=1,1) — 2V por

_ k(| s ), 5] ses#0,
fk(xjs)_{[:c,:lzl] : se s = 0.

Assim, pelo Lema [1.1.9, as bijecoes f,, f_ e fr formam uma estrutura
diferenciavel em 2P. Portanto 2P é superficie sem bordo. Como 2P é o espago
quociente, do espago topologico compacto P x {—1,1}/ ~ (ver Definicdo [3.1.5),
temos que 2P ¢ um espaco topologico compacto e de dimensao. Logo, 2P é uma
superficie fechada. O

Proposigao 3.1.6. ([35]) Sejam P uma superficie compacta com bordo OP e
uma aplicacao estdvel f : P — R?, com o conjunto singular Xf = Ucq;, onde
a; sao circulos mergulhados em M disjuntos um do outro. Seja OP a unido de
componentes de circulo B; cada um dos quais € imerso por f. Entdao

k

X(P) = 37 (00) + 5 32 (F(5),

i=1 j=1

onde «; e [B; denotam as componentes irredutiveis de Xf e as componentes
irredutiveis de OP, respectivamente. E 7(f(cy)) e 7(f(5;)) denotam o nimero
de giro tangente duplo das curvas f., : a; — R? e Is; 2 B — R?, respectivamente.

Demonstragao: Seja 2P o dobro da superficie P. Pela Proposigao temos
que 2P é uma superficie fechada. Tomemos a aplicacao estavel f definida da
seguinte forma: seja h : (—1,1) — [0, 1] uma funcao par diferenciavel satisfazendo:

57, 0<]s|<e<1/2,
hs) = I, 1—e<|s]
sh'(s) >0, s#0.

Defina a aplicacao diferenciavel f : 2P — R? para os pontos fora da vizinhanca
colar de P por:

A

f(z,t]) = f(x), para z & k(OP x [0,1 —¢))
e para os pontos dentro da vizinhanca colar de 9P por:
F(Ik(a,),1]) = f(k(x, h(s))), para (z,s) € OP x [0,1 —¢/2).
Para o conjunto 0P x (—e¢, €), temos

f(fulw.s)) = f(k(z, 5%).

A menos de uma leve perturbacdo, a aplicacao f é estavel. Pelo Teorema m,



35

temos

X(2P) = 2Zr<f<az->> - de(ﬁ»» (3.3)

onde i e j percorrem (namero finito) as componentes de Xf e OP,
respectivamente. A razado que cada componente 7(f(c;)) aparece duas vezes
é que em P, na notacao representando 2P como um quociente de P x {1, —1}, a
curva «; aparece como «; X —1 e a; X 1. Ambas copias de «; estao orientadas da
mesma maneira, logo da contribui¢oes iguais para x(2P). Por outro lado,

X(2P) = 2x(P) — x(9P).

Mas x(0P) = 0 (Ja que 9P ¢ difeomorfo a S'). Portanto x(2P) = 2x(P).
Substituindo na Equagao |3.3, obtemos

X(P) = S 7(F(00) + 5 S (F(5),

i J

que é a igualdade desejada. ]

3.2 Singularidades e contornos aparentes

Nesta secao, introduziremos algumas nocoes concernentes ao contorno
aparente de uma aplicacdo estavel f : M — S? de uma superficie fechada M,
pode-se encontrar as defini¢oes e resultados em [17].

Seja f : M — S? uma aplicacdo estavel de uma superficie fechada na
esfera, cujo contorno aparente nao é vazio. Pela Proposicao [1.4.20) o conjunto
Y.f se decompoe em curvas fechadas e disjuntas, mergulhadas em M. Logo,
Yf =a3 Uas... U Denote v; = f(a;) (i = 1,...,1). Assim, temos o contorno
aparente y(f) =y U ... U~.

Definicao 3.2.1. Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel de uma superficie
fechada M na esfera, cujo contorno aparente nao € vazio, entao

1. m(f) é o menor mimero de elementos no conjunto f~'(y), onde y € S*
varia sobre todos os valores requlares de f.

2. Um valor reqular de f em S? tal que f~*(oco) consiste de m(f) pontos, serd
denotado por .

3. Para cada ~y;, denote por U; a componente de S? \.v; a qual contém oo.
4. Uma pequena vizinhanca aberta do ponto oo, serd denotada por D.

Definicao 3.2.2. Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel de uma superficie
fechada M na esfera, entdo a orientag¢do canénica de ;(f) € tal que na imagem
de cada ponto de dobra, a superficie é "dobrada a esquerda”, isto €, para cada
ponto y € v; 0 qual nao € uma cuspide nem ponto duplo, escolha um vetor normal
v de v; em y tal que f~(y') contém mais elementos que f~1(y), onde y' € um
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valor regular de f prorimo a y na direcao de v. Seja T um vetor tangente de 7;
em y com respeito a orientacdo canodnica de ;. Entdo, se orienta S* pelo par

(1,v).

Exemplo 3.2.3. A Figura ilustra as orientacoes canonicas de contornos
aparentes de aplicacoes na esfera.

Figura 3.1: Orientagao canonica.

Definicao 3.2.4. Seja f : M — S? uma aplicagdo estdvel de uma superficie
fechada M na esfera, entao:

1. Um ponto y € 0U; ~ {Cusps(f) U Duplos(f)} € dito ser positivo se a
orientacao normal v em y aponta em direcao a U;; caso contrdrio, este se
diz ser negativo.

2. Uma componente ~y; se diz ser positiva se todo ponto de OU; ~ {Cusps(f)U
Duplos(f)} sao positivos; caso contrdrio, ~y; se diz ser negativa.

3. O numero de componentes positivas ¢ negativas sio denotadas por
wh ey respectivamente.

Definicao 3.2.5. Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel de uma superficie
fechada M na esfera, entao um ponto y € 0U; ~ {Cusps(f) U Duplos(f)} é
chamado ponto de partida admissivel se:

1) y € um ponto positivo de uma componente positiva 7;, ou
2) y € um ponto negativo de uma componente negativa ;.

Definicao 3.2.6. Sejam y € ~; um ponto de partida admissivel e Q) € v; um ponto
duplo. Seja 5 :10,1] — ~; uma parametrizagao consistente com a orienta¢io a
qual € singular sé quando a imagem €é uma cuspide tal que S~ (y) = {0,1}.
Entao:
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1) Ezistem dois nimeros 0 < 1y < 1o < 1 satisfazendo (m) = (1) = Q.
Dizemos que Q € positivo se a orientacio de S? em @ definida pelo par
ordenado (B (11), 8 (1)) coincide com a de S* em Q; negativo, em caso
contrdrio,

2) O numero de pontos duplos positivos e negativos em ~y; sio denotados

por D e Dy, respectivamente.

el
X

Ponto duplo positivo Ponto duplo negativo

Figura 3.2: Sinal nos pontos Duplos.

A definigao de ponto duplo positivo (ou negativo) em 7; depende da escolha do
ponto de partida admissivel y. Entretanto, é conhecido que o ntimero algébrico
D} — D; nao depende da escolha de y (ver [45]). Assim, o ntimero algébrico
Zle D} — D; esta bem definido. Daqui em diante, para uma aplicagio estavel
f: M — 5% e uma componente a de X(f), nos referimos a curva f, : o — 52
por sua imagem f(«) € v(f).

Lema 3.2.7. Seja f : M — S? uma aplicagio estdvel de uma superficie M na
esfera, entao a caracteristica de Euler de M é dada por:

k l

X(M) = 3" r() + 5 S 7les) + m(),

=1 j=1

onde y; € e; sio as componentes do contorno aparente f(X(f)) e a imagem do
bordo da superficie M~ f~1(Dy), respectivamente.

Demonstracao: Dada a aplicacao f : M — S?, considere um ponto co em S?
como na Definicao |3.2.1] e tome D, um pequena vizinhanca de oo. O nimero de
componentes conexas de f~1(D>) ¢ m(f). Pela Proposigao [1.5.6 temos

X(M) = x(M N f7H (Do) + X(f 7 (Do) = X (M N f 71 (Do) N (Do), (3:4)

como x(f' (D)) = m(f), pois é a caracteristica de Euler de uma unido disjunta
de m(f) discos, e

X((M N f7H (D)) N f (D)) = X(O(M N f71(Dc))) = 0,
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pois é a caracterfstica de uma unido disjunta de m(f) circulos 51 UB2U...U B,
cada um com caracteristica de Euler zero, entao da Equacgao temos

X(M) = x(M ~ f~H(Ds)) + m(f) (3.5)

Por outro lado, considere um mergulho p : (S?~\.D>) — R?. Considere a restricao
de f ao subconjunto M~ f~1(Dy) de M. Pela composigao destas duas aplicagoes
obtemos a aplicacao po (f (v s-1(p..))) que estd definida na superficie com bordo
M \ fY(Ds) no plano. Perturbando po (f |(a(s-1(p..))) levemente podemos
obter uma aplicagao estavel

M~ (D) — R?,

satisfazendo 7(@)07(@_) =0sei#jeXfNO(M~ f~1(Dys)) = (. Identificando

o contorno aparente y(f) com o contorno y(f) e aplicando a Proposigao
temos que a caracteristica de Euler de M \ f~(D,,) é dada por

k

XM N fH(Do)) = Y 7(n) + 5 > 7ley), (3.6)

=1 j=1

N —

onde 7; e e; sdo as componentes do contorno aparente f(3(f)) e a imagem do
bordo da superficie M ~\ f~!(D..), respectivamente. O resultado desejado

1
X(M) =>"7(7)) + §ZT(€J') +m(f)
i=1 =1
segue das Equagoes [3.5] e O

Lema 3.2.8. Os niumeros de giro tangente duplo das curvas f,,, de f(3(f)),
e das componentes f(53;), da imagem do bordo da superficie M ~ f~ (D), do

Lema sao dados por:
T(7) = 2n(%) +2D7 = 2D7 + CF = O er(e;) =2,

onde n(v;) = £1 € definida de acordo com a orientacio de ;, C;" (ou C; ) denota
o nimero de cispides positivas (respectivamente negativas) de y; e D} (ou D] )
o nimero de pontos duplos positivos (respectivamente negativos) de ~;

Demonstracao: Seja f como no Lema entao, oriente cada componente ~;
de 2(f), tal que v; = f(a;) possui a orientacio canénica e cada componente e; do
bordo da superficie, de forma que ao percorre-la, a superficie esteja a esquerda,
pelo Teorema para a curva -y;, o nimero de giro tangente duplo ¢ dado
por

(%) = 2n(v:) + 2Dy —2D; + Cf - CF, (3.7)

onde 7n(7;) = £1 ¢ definida de acordo com a orientagio da curva v;, C;* (ou C;)
denota o ntimero de ctspides positivas (respectivamente negativas) de v; e D;f

(ou D) o niimero de pontos duplos positivos (respectivamente negativos) de ;.
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Com a orientacao dada a +;, cada cuspide é negativa, logo
7(v) = 2n(v) +2D; — 2D - C;,

onde C; denota o nimero de cuspides de ~;. Por outro lado, sabemos que
cada curva fﬁj, que é restricao de f as componentes do bordo 3;, é uma curva
fechada simples, entao pelo TeoremafA.0.12] 7(e;) = 2. Obtendo assim o resultado
desejado. O]

Proposicdo 3.2.9. ([I7/) Para uma aplicagio estdvel f : M — S* de uma
superficie fechada de género g(M), temos

-, C(f _
o) = a0+ — 07+ S (g =) i),
onde (M) = 1 se M for orientdvel ou (M) = 2 caso contrdrio, m(f) denota
o menor niumero das pré-imagens de valores requlares, u* e u~ denotam as

componentes positivas e negativas, respectivamente.

Demonstracao: Sejam f : M — S? uma aplicacio estavel de uma superficie
de género g(M) e o; uma componente do conjunto singular 3 f. Considerando a

aplicacdo f como no Lema e aplicando o Lema temos que o numero
de giro tangente duplo da curva v; = f(a;) é dado por

(i) = 29(7:) +2D; — 2D + Cf = 7,

pela orientagao dada a curva, temos n(y) = +1 se, e somente se, a componente do
contorno aparente v; é negativa, entao fazendo a soma sobre todas as componentes
do conjunto singular

> 7(w) =2 —2ut +2D" —2DF — C(f). (3.8)

=1

Por outro lado, pelo Lema para uma componente do bordo 3; de M ~
/Y (D), temos 7(f(8;)) = 2. Fazendo a soma sobre todas as componentes do
bordo da superficie M ~\ f~(D..), temos

m(f)
SorrE) =32 (3:9)

Substituindo as Equagoes 3.8 e 3.9 no Lema temos

(M) =2u~ —2ut + 2D~ — 2D — C(f) + 2m(f).
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Para M orientével, pela Defini¢do [1.5.10, g(M) = 3(2 — x(M)), logo

9(M) = 52~ X(M)) = 3(2 — (2™ — 2" +2D" —2D* —C + 2m(f)))

2
:1—u+/ﬁ—D+D++@—m(f)
1o -0+ S @ ) - mi

Para M nao orientavel, pela Definicao [1.5.10, o resultado segue da seguinte
igualdade (M) =2 — g(M). Completando assim a prova. O

A férmula na Proposicao [3.2.9] ndo depende da escolha de oco. A seguir,
estudaremos a forma de um contorno aparente de uma aplicacao estavel cujo
contorno é irredutivel.

Lema 3.2.10. Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel, onde M é uma superficie
fechada e orientada. Se o contorno aparente y(f) de f possui um ponto duplo,
entiao v(f) possui pelo menos um ponto duplo negativo.

Demonstracao: Dado o contorno aparente ~y(f) de f, escolha um ponto
admissivel y em (f). Percorrendo v(f) a partir de y e seguindo a orientacdo
candnica de v( f) temos que, quando se passa por um ponto duplo positivo em ( f)
pela primeira vez, o namero de pontos na imagem inversa diminui em dois (ver
Figura. Isso é uma contradicao, pois a superficie esta dobrada a esquerda. [

Proposicao 3.2.11. Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel, onde M é uma
superficie orientada, tal que o contorno aparente y(f) de f € irredutivel e possui
apenas um ponto duplo negativo py. Fizando um ponto de partida admissivel
y € Y(f) e denotando por U a componente de S? \ v(f) que contém oo, tem-se:

1) O contorno y(f) consiste em dois lagos comegando e terminando em py.

2) Os dois lagos ndo se intersectam exceto em py.

Demonstragao: Seja py € v(f) um ponto duplo negativo, entao escolhendo um
ponto admissivel y € v(f), pela demonstragdo no Lema o ponto duplo
po € OU, ou seja, pp é o primeiro ponto duplo que aparece ao percorrer y(f) a
partir de y com a orientagao canénica. Mostremos que py é o tnico ponto duplo
em OU. De fato, suponha que OU contenha mais de um ponto duplo. Denote
por ¢ € AU o primeiro ponto duplo que se encontra, percorrendo ao longo de
~v(f) a partir de y e passando py, observe que ¢ é um ponto duplo positivo, pois
caso contrario, depois de passar pelo ponto duplo ¢, a nossa esquerda teriamos
m(f)+ 6 pré-imagens e & direita m(f), o que é contradi¢do. Da suposicao de que
v(f) é irredutivel, deve haver outro ponto duplo § em OU. O ponto duplo ¢ é um
ponto duplo negativo, pois caso contrario do lado direito, ou seja, pontos em QU
teriam m(f) — 2 pré-imagens, o que é contradi¢ao pela definicao de m(f). Assim
o ponto § é diferente de py e g. E contradicdo, pois por hipétese existe um tnico
ponto duplo negativo. O
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Definigao 3.2.12. Um laco na esfera é uma curva fechada | : [0,1] — S? tal
que 1(0) =p e l(1) = p. O ponto p é chamado de ponto base.

Definic¢ao 3.2.13. Sejam v(f) o contorno irredutivel de uma aplicacao estdvel f
de uma superficies na esfera. Denotaremos por l, o lago com base no ponto duplo
positivo p € 7y, percorrendo a curva y(f) a partir de um ponto inicial y € y(f),
sequindo a orientacao candnica desta curva.

Note que para cada p, tal lago é tnico porque y(f) é irredutivel.

Exemplo 3.2.14. A Fz'gum ilustra um lago 1, do contorno aparente, vy(f),
de uma aplicacao estdvel do toro na esfera.

Figura 3.3: Laco [, do ponto duplo p.

Proposicao 3.2.15. Seja f : M — S? uma aplicacdo estdvel, onde M €é uma
superficie fechada e orientada, e p um ponto duplo positivo do contorno irredutivel
v(f). O lago 1, contém um tnico ponto duplo, sendo este p.

Demonstracao: Seja f : M — S? uma aplicacao estavel. Escolha um
ponto admissivel y € S? e denote po,p1,....,pr € Y(f) os pontos duplos do
contorno aparente, indexados de acordo com a ordem no qual aparecem enquanto
percorremos ao longo de y(f) a partir do ponto y. Pelo Lema o ponto pg
¢ um ponto duplo negativo, assim os outros pontos duplos sao positivos, pois por
hipotese y(f) s6 possui um ponto duplo negativo. Denote por [y, ..., 1 os lacos
associados a pg, p1, ..., pr, respectivamente. Se cruzarmos p; pela primeira vez, se
reduz por dois pontos na imagem inversa de f. Isso significa que, para cada ponto
da regiao que esta "a esquerda'"enquanto percorremos ao longo de [y, o niimero
da imagem inversa de f é igual a somar 2 a0 menor numero da pré-imagem, isto
é, m(f) + 2, pelo menos até encontrarmos o proximo ponto duplo. Seja ¢ € [y
o proximo ponto duplo que se encontra apos cruzarmos p; pela primeira vez. O
ponto ¢ # po, pois antes da segunda vez que se encontra com pg, temos que
passar por y, mas y ¢ [, pois, antes da segunda vez que se cruza pg, 0 nimero
de pontos na pré-imagem de um ponto imediatamente a nossa esquerda deve ser
m(f) 4+ 4. Suponha ¢ # p1, entdo ¢ = py ou ... ou pg. Assim existe uma regido
adjacente a ¢ tal que para cada ponto da regiao, o ntmero de pré-imagem ¢ igual
am(f)—2, oque é contradi¢do pois m(f) ¢ o menor niimero nas pré-imagem de
pontos regulares. Assim, ¢ = p;. Portanto, o tinico ponto duplo no lago l; é p;.
Analogamente podemos provar que para cada p ponto duplo positivo, o lago [,
contem unicamente um ponto duplo, sendo este p. O



Capitulo 4

Contornos minimais de aplicacoes
entre superficies

Neste capitulo, apresentaremos aplicacoes estaveis entre superficies com
contornos irredutiveis e alguns resultados sobre algumas familias particulares
destes contornos aparentes, chamadas de contornos minimais, baseado em
[6, 17, 37, 7, 2, 46].

4.1 Construcao de contornos irredutiveis

Nesta secao, apresentaremos resultados sobre contornos minimais de
superficies fechadas e orientada na esfera. Antes porem veremos a construcao de
alguns contornos irredutiveis, ou seja, aplicagoes com conjunto singular conexo.

Definigao 4.1.1. Uma aplicagio estdvel f: M, — S* de grau deg(f) = d, onde
M, € uma superficie fechada e orientada de género g, serd denotada por fi4.

Definigdo 4.1.2. Seja f : M, — S? uma aplicagio estdvel, onde M é uma
superficie fechada e orientada de género g. Diremos que uma cirurgia horizontal
adiciona uma al¢ca quando se realiza uma cirurgia @ aplicacao obtida da aplicacao
f depois de duas transi¢oes tipos ldbios.

Exemplo 4.1.3. A Figura ilustra uma aplicacao estavel f do toro na
esfera, com grau um e quatro cuspides. Esta aplicacao foi obtida por uma
cirurgia horizontal sobre uma mesma aplicacao estavel fo da esfera na esfera com
duas componentes singulares e quatro ciispides, obtida da aplicacao identidade
(Id : S? — S?) por duas transicoes tipos labios.

42
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AL (AL (BN (B
rb B ;1\_/ - fL\_ _J - J\,,/

Figura 4.1: Adicao de alca na aplicacao identidade da esfera

O contorno aparente da aplicagdo no Exemplo esta ilustrada na
Figura [£.2b] Outros contornos aparentes de aplica¢oes do toro na esfera de grau
um pode ser visto na Figura [4.2

¥ 5 A &

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.2: Contornos aparentes de aplicagoes de toro na esfera de grau um.

Lema 4.1.4. Para cada inteiro d > 2, existe uma aplicacao estdvel fqo : S* — S?
de grau d, cujo contorno possui 2d ciuspides e nenhum ponto duplo.

Demonstracao: Faremos a constru¢ao por inducdo sobre d = deg(f). A
aplicacao f; : S? — S?, obtida pela aplicacao identidade, passando pela transicao
do tipo labios, possui grau um e ¢é tal que o seu conjunto singular é conexo, sem
pontos duplos e com duas cuspides (ver Figura. Fazendo a cirurgia horizontal
das aplicacoes entre duas esferas f; e fo, ambas obtidas pela aplicacao identidade,
passando pela transicdo do tipo labios, obtemos a aplicacao f : S? — 52, com
grau dois e tal que o seu conjunto singular é conexo, sem pontos duplos e com
quatro cuspides, como ilustrado na Figura Agora assumimos que o conjunto
singular da aplicacdo estavel g : S2 — S? possui uma curva conexa, e além disso,
g contém exatamente 2deg(g) cuspides, para d < m. Vamos mostrar que existe
uma aplicagio estavel ¢’ : S — S2, com deg(g') = m + 1, tal que Xg’ é conexo e
possui 2deg(g’) caspides.

——————————————————————

k cuspides k + 2 clhspides

Figura 4.3: Alterando o grau e o nimero de cispides.

Consideramos ¢’ = g +x f» definida na Subsecao onde g : S — 5% ¢ tal
que deg(g) = m e fy, a qual possui duas cispides e nenhum ponto duplo. Assim,
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deg(g') = deg(g)+deg(f2) = m+1. Pela hipdtese de inducao, o conjunto singular
Y.g possui exatamente 2deg(g) cuspides e é conexo. Com a cirurgia horizontal,
as curvas singulares de g e fs se conectam, formando uma tnica curva singular
(ver Figura . Por construgao, esta é a curva singular de ¢, e com isso, o
contorno aparente de ¢’ possui 2deg(g) +2 = 2m + 2 = 2(m + 1) = 2deg(q’)
ctispides e ¢ conexo. Daf, podemos construir aplicagoes estaveis fzo : 5% — S?
com deg(faso) > 0 arbitrario, tal que o conjunto singular de f, ¥f é conexo,
possui 2d cispides e nenhum ponto duplo. O

Lo
Y

1 Q
’Y(fd,g)

Figura 4.4: Contorno aparente de fy,: M, — S? onde d < g e d = g (mod 2).

sz 53
2
S <\ ( Soma conexa
de
\ T2
L \ , trés esferas -
t1 l th l Jia l

S RS

Figura 4.5: A construcdo de uma aplicacao estavel do toro na esfera na

Figura [{.2a]

Adicionando
alca

Lema 4.1.5. Para cada inteiro d > 1, existe fqq : My — S? uma aplicagdo
estdvel de grau d cujo contorno estd na Figura[.] com | = 2d + 2.

Demonstragdo: A aplicagao estavel fi; : T? — S? cujo contorno esta na
Figura é obtida pelo seguinte caminho (Figura [{.5): Pondo S? = S, (i =
1,2,3). A aplicagdo t; : S; U S U S5 — S* é definida por t; 2= t1 [s3= ids2
e ty ’S§ ¢ a aplicacdo antipodal de S?. Tomando a soma conexa das trés
esferas, obtemos uma aplicacio estavel t; : S? — S2.  Adicionando uma
alca a t, obtemos a desejada aplicacdo estéavel fi1 2 T* — S% A aplicagio
foo : My — S* é construida da seguinte maneira (Figura . Considere a
aplicagao ty : T% U S? — S? definida por ty |re= f11 € t3 |g2=1id |g2. A aplicagio
ty & estavel e de grau dois, assim tomando a soma conexa de T? e S?, obtemos
uma aplicacdo estavel de grau dois t, : T? — S2. Adicionando uma alca a t,,
obtemos a aplicagao estavel desejada foo : My — S2.
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Figura 4.6: A construgdo de uma aplicagao estavel foo : My — S2.

Fazendo o mesmo processo realizado para construir foo : My — S?, podemos
indutivamente construir uma aplicacao estavel f;4: My — S2, O

Nas Figuras e temos as duas aplicagoes f1 +5 f2 e g, respectivamente.
Estas aplicacoes podem ser obtidas ao fazer cirurgias horizontais as aplicacoes
fi, fo : S? — S2, obtidas pela aplicacao identidade, passando pela transicao do
tipo labios e nas aplicacoes f; e h(Figura .

Proposicao 4.1.6. Para cada g > 1 e cada d > g, existe uma aplicacao estdvel
[ My, — S* com contorno irredutivel tal que o par (C,D) = (2(d — g),2g + 2).

Demonstracao: Considere o par (d, g) satisfazendo g > 1 e d > g Fazendo a
soma conexa indutivamente de f; com a aplicacao f;, do Lema obtemos
para d > g uma aplicagdo estavel fy, : M, — S? de grau d com m(fdg) =d
(Figura . Em cada soma conexa, o nﬁmero de cuspides aumenta em dois.
Fazendo o processo, d — g vezes temos que o contorno (fy,) € irredutivel e possui
2(d — g) cuspides, um ponto duplo negativo e 2g + 1 pontos duplos positivo, ou
seja, (C, D) = (2(d — g),29 + 2). O

POV

Figura 4.7: A construgio de uma aplicagao estéavel f,,1,: M, — S2.

Proposigdo 4.1.7. Para cada d #0 e g =1, existe f : My, — S? uma aplicagao
estdvel com contorno irredutivel tal que o par (C, D) € (2(d—1),4) ou (2d+2,0).
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Demonstragao: Considere o par (d,g) tal que d # 0 e g = 1. Pela
Proposicao fixando g = 1 entao, exite uma aplicacao estavel de grau d,
com contorno irredutivel tal que o par (C,D) = (2(d — 1),4). Por outro lado,
fazendo somas conexas indutivamente de f; com a aplicacao f' : T? — S? cujo
contorno esta na Figura obtemos uma aplicacdo estavel f : T? — S? com
grau d > 1 com contorno irredutivel. O contorno da aplicacao estavel possui
2d + 2 cuspides e nenhum ponto duplo. O

oy ﬂO}ﬁ

y 2d+2 Q V 2d+2 Q
O : ’Y(fd,d+2)
\\\ \/ \\\\ \/

Figura 4.8: Contorno aparente de fgqy2 : Mgio — S2.

;’WO}/\

i 2d+29
‘: Jg( Y(fa,d+1)
\\\‘ — 7

Figura 4.9: Contorno aparente de fy 411 : Mgy — S*

“/(foj\«g% g %

(a) (b) (c)

Figura 4.10: Contornos aparentes de aplicagoes de grau zero do toro na esfera.

Lema 4.1.8. Para cada inteiro d > 1, existe fq, : M, — S?* uma aplicagio
estdvel de graw d com contorno irredutivel satisfazendo | = 2d+2 (ver Fz'gum.

Demonstragao: Seja o par (d,g) tal que ¢ > 1 e d > 0. Suponha d # 0 e
consideremos a aplicacao f;4 construida como no Lema Adicionando um
par de algas a f, 4, indutivamente, obtemos uma aplicagao estavel fq, : M, — S?
de grau d com m(fq,) =del=d+ g+ 2 (ver Figura , para cada par (d, g)
com 1 <d < ged=g (mod 2), como ilustra a Figura para o caso de
g = d+2. O contorno ¥(fq,) ¢ irredutivel e possui um ponto duplo negativo,
d+ g+ 1 pontos duplos positivos e nenhuma ctspides. Assim, C+ D =d+ g+ 2.
Note que ao lado esquerdo da Figura uma alca é adicionada verticalmente;
no lado direito, uma alca é adicionada horizontalmente. O

Lema 4.1.9. Para cada par (d, g) satisfazendo 1 < d < g ed = g (mod 2), existe
uma aplicagdo estdvel fq 441 : Myw — S? de grau d.
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Demonstracao: Consideremos a aplicacao fq, construida no Lema m
Adicionando uma alga a aplicagao estavel fy, horizontalmente, obtemos para
cada par (d, g) satisfazendo 1 < d < g e d = g (mod 2), uma aplicacdo estavel
fagi1 : My — S? de grau d com m(fy,41) = d (Figura . O contorno
Y(fa,g+1) € irredutivel e possui duas ctspides, um ponto duplo negativo e d+g+1
pontos duplos positivos, ou seja, C'+ D = d + g + 4. Portanto, para cada (d, ¢’)
satisfazendo 1 < d < ¢’ e d # ¢’ (mod 2) existe uma aplicagao fqq : M, — S? com
m(fay) = d. O contorno y(fq,) é irredutivel e possui duas cispides, um ponto
duplo negativo e d+¢’ pontos duplos positivos, ou seja, (C+D) = (2,d+g¢'+1). O

Proposicao 4.1.10. Para quaisquer inteiro g > 1 e d > 0, existe uma aplicacao
estdvel f: M, — S% com contorno irredutivel tal que o par (C, D) €é algum dos
tens sequintes:

(€, D) = {(1)(07d—|—g—|—2) sed<ged=g (mod?2),

’ (2)(2,d+g+1) sed<ged%g (mod?2),
Demonstracao: Pelos Lemas e basta provar o caso quando d = 0.
Em [37], Pignoni construiu, para cada g > 1, uma aplicagao estavel p, : M, — R?
com contorno minimal (ver Teorema ?7) entdo, definindo fy, : M, — S? por
fo.g = j ©pg, onde j denota a inclusdo j : R? < R?* U {oo} = S?, temos que a
aplicagao fy, ¢ estavel de grau zero com contorno irredutivel e m(fo,) =0. Se g
é impar, entdo y(fo4) possui um ponto duplo negativo, g pontos duplos positivos
e duas cuspides. Assim, C + D = g+ 3. Se g é par, entdo ¥(fo4) possui um
ponto duplo negativo, g + 1 pontos duplos positivos e nenhuma cispide. Assim,
C+D=g+2. O

Exemplo 4.1.11. A Figura ilustra os contornos irredutiveis da aplicacdo
py : My, — R*(ver[37]), que também pode ser visto como aplicagoes de grau zero
na esfera.

(0 Q
O 0
g=0 g=1 g =2k

g=2k+1

Figura 4.11: Contornos minimais no plano

Exemplo 4.1.12. Para o par (d,g) = (1,2), existe uma aplicagdo estavel
f12 1 My — S? com contorno irredutivel tal que o par (C, D) ¢ (2,4) ou (6,0).
Adicionando uma alca horizontalmente & aplicacao estavel f : T? — S? cujo
contorno estd na Figura obtemos uma aplicagao estavel fio : My — S? de
grau um com contorno irredutivel. O contorno desta aplicacdo estavel possui
seis cuispides e nenhum ponto duplo, ou seja, (C, D) = (6,0). Por outro lado,
pela Proposicao para o par (d,g) = (1,2), existe uma aplicagao estéavel
fi2: My — S? de grau um, cujo contorno satisfaz (C, D) = (2,4)



48

Teorema 4.1.13. Para cada g > 1 e cada d > 0, existe uma aplicacao estdvel
[+ M, = 5% com contorno irredutivel tal que o par (C,D) € algum dos itens
seguzm‘es

(1)(2(d—1),4) ou (2d+2,0) sed#0eg=1,
(2)(2,4) ou (6,0) se (d,g) =(1,2) ,
(€, D) = { (3)(2(d - 9),29 +2) sed>g>1,
(4)(0,d+g+2) sed<ged=g (mod?2) exceto (d,g) = (1,1),
(5)(2,d+g+1) sed<ged%g (mod?2) exceto (d,g) = (1,2),

Demonstragao: Pelas Proposicoes [1.1.6] [£.1.7, 1.1.10] e Exemplo segue o
resultado. O

% KK

(a) (b) (c)

Figura 4.12: Contornos aparentes de aplicacoes estaveis de grau zero do bitoro
na esfera.

Exemplo 4.1.14. A aplicacao estavel cujo contorno estd na Figura
¢ também obtida por adicionar uma alga a aplicagao f' : T? — S? (ver

Figura 4.10a)).

Exemplo 4.1.15. A aplicacdo f; : S? — 52, obtida pela aplicacao identidade,
passando pela transicao do tipo labios, possui grau 1 e é tal que o seu conjunto
singular é conexo, sem pontos duplos e com duas cuspides (ver Figura
Fazendo a soma conexa da aplicacao f; com a aplicacao estavel de grau zero
foa: T? = 52, obtemos uma aplicagao estavel (fi +pg fo1) : T? — S? de grau 1
cujo contorno esta na Figura

Exemplo 4.1.16. Consideremos o caso onde temos uma aplicacao f : My, — M.
A Figura|d.13|ilustra aplicagoes estaveis que junto com seus contornos irredutiveis
satisfazem:

(a) d=0e g=0tal que (C,D) = (0,0),

(b) d=0e g=1tal que (C,D) = (2,2),

(c) d#0eg=1tal que (C,D)=(2,0),

(d) g > 2 é par e para qualquer d tal que (C, D) = (0,9 — 2),
(e) g > 3 é impar e para qualquer d tal que (C, D) = (2,9 — 3).
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e o
() (e)

Figura 4.13: Contornos aparentes de aplicacoes M — M;.

boos E} ),

4.2 Contornos minimais

Nesta secao, apresentaremos os casos em que os contornos irredutiveis tém o
menor nimero de pontos duplos e ctspides.

Definicao 4.2.1. Seja fo : M — N uma aplicacao suave e f : M — N uma
aplicacao estdvel a qual é homotopica a fy e cujo conjunto singular consiste de
uma componente. O contorno Y(f) € chamado contorno minimal de fy, se
C(f)+ D(f) de v(f) é o menor de todos os contornos de aplicagoes estdveis que
sao homotopicas a fy e cujos contornos sao irredutivess.

4.2.1 Contornos minimais de aplicacoes na esfera

Teorema 4.2.2. Seja f : S* — S? uma aplicacio estdvel com deg(f) > 2. A
aplicacdo estdvel h : S — S2, que realiza o contorno minimal de f, deve possuir
no minimo 2deg(f) cispides e nenhum ponto duplo, ou seja C(h) + D(h) >

2deg(f).

Demonstragao: Seja h uma aplicacao estavel, homotopica a f, que realiza o
contorno minimal de f. Pela Proposicao duas aplicacoes homotopicas tem
o mesmo grau, ou seja, deg(h) = deg(f) > 2, entdo pelo corolario[l.3.8 o conjunto
singular ¥h # (). Por outro lado, como a caracteristica de Euler x(S?) = 2, segue

pelo Corolario [2.2.7 que

| > sign(gr) — 2deg(f) [< 0,

qj:cusp

onde sign(qx) é o sinal da cuspide g;. Ou seja,

> sign(ax) = 2deg(f).

qpcusp
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Portanto, a aplicacao que gera o contorno minimal de f deve ter o menor valor
para a soma do nimero de cuspides e de pontos duplos, ou seja, C(f) + D(f) >
2deg(f). O

Nesta parte se assume g > 1 e d > 0.

Teorema 4.2.3. Sejam d < g, d = g (mod 2) e f : M, — S* uma aplicagio
suave de grau d com contorno irredutivel. O contorno minimal de f possui no
minimo d + g + 2 cuspides e pontos duplos, ou seja, C+ D > d+ g+ 2.

Demonstracao: Pela Proposicao m para uma aplicagdo estavel f: M, — S?
de grau d com contorno irredutivel,

d+g§g+m(f):(D+_D->+§. (4.1)

Se v(f) possui um ponto duplo, pelo Lema [3.2.10 temos que, y(f) tem um
ponto duplo negativo, ou seja D~ > 1. Entao, da Desigualdade temos

DT > d+g+1—§. Como D~ >0,D=D"+D" > d+g—|—2—%. Somando o
ntmero de cispides C' a ambos lados da desigualdade, temos

C C
C+D>Crdtg+2-S=dtg+2+5>d+g+2

Ou seja,
C+D>d+g+2.

Portanto, o contorno minimal da aplicacao f deve ter C' + D > d + g + 2. Por
outro lado, se v(f) nao possui pontos duplos, pela Equagao

C>2(g+d).
Se d > 1, entdo 2(d + g) > d + g + 2. Assim, para o contorno ~(f) temos,
C+D>d+g+2.

Portanto, a aplicacdo que gera o contorno minimal de f deve ter o menor valor
para a soma do numero de cuspides e de pontos duplo. Ou seja, C+D > d+g+2.
Entao, pelo Teorema vemos que o contorno v(fz,) é minimal de f, pois o
contorno aparente é conexo e possui exatamente d-+g+2 ctspides e pontos duplos.
Portanto, o contorno (f,4) é minimal para cada (d, g) satisfazendo 1 < d < g e
d = g (mod 2). O

Lema 4.2.4. Seja f : M, — S? uma aplicagio estdvel de grau d com contorno
irredutivel. Se o nimero g — d é impar, entdo o contorno y(f) tem pelo menos
duas cispides, ou seja, C' > 2.

Demonstragao: Seja f : M, — S? uma aplica¢io estavel. Como x(S?) = 2,
segue Teorema que

X(My) = 2x((Mg) ") + Y sign(ay) = 2d. (4.2)

gk :Cusp
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Note que M,~ é homeomorfo a M,_, com um buraco, para A = 0, ..., g. Entao,
X((My)") =2—-2(g — ) — 1. Como x(M,) =2 — 2g, pela Equagao temos

2-29-22-2g-N -1+ Y sign(q)=2d. (4.3)
Qi :CUSp
Simplificando a Equacao temos
2g — 4\ + Z sign(qx) = 2d. (4.4)

qi:cusp

Se v(f) ndo possui cispides entdo, pela Equacao temos g — d = 2\. Isto é
uma contradicao, pois g — d é, pela hipdtese, um nimero impar. O]

Note que por um resultado de Thom [40], o namero de cispides de y(f) é um
ndimero par.

Teorema 4.2.5. Sejam d < g, d # g (mod 2) e f : M, — S* uma aplicagio
suave de grau d com contorno irredutivel. O contorno minimal de f possui no
minimo duas cuspides e d + g+ 1 pontos duplos, ou seja, C + D > d+ g+ 3.

Demonstracao: Pela Proposicao para uma aplicagio estavel f: M, — S?
de grau d com contorno irredutivel, temos

g+m(f):(D+—D_)—l—§. (4.5)
Como d < m(f), segue que

d+g§g+m(f):(D+—D_)+%. (4.6)

Se v(f) possui um ponto duplo, o Lema [3.2.10] garante que ~(f) tem um ponto
duplo negativo, ou seja D~ > 1. Assim, da Desigualdade temos que

C
D++D‘Zd+g+1—§+1.

Ou seja,

C

Somando C' nos dois lados da desigualdade, temos

C C
C+D2Ctdtg+2-o=dtg+2+. (4.7)

Pela condicao d # g (mod 2), temos que g — d é impar. Logo, pelo Lema 0
contorno da aplicacdo f possui pelo menos duas cispides, isto é, C' > 2. Assim,
pela Desigualdade [1.7]

C
C’+D2d+g+2+§Zd+g+2+1:d+g+3.
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Portanto, a aplicacao que gera o contorno minimal de f deve ter C'+D > d+g+3.
Pelo Teoremal4.1.13 vemos que o contorno y( fq,) é¢ minimal de f, pois o contorno
aparente é irredutivele C'+ D =d+ g+ 3. O]

Lema 4.2.6. Seja f : M, — S? uma aplicagio estdvel de grau d com contorno
irredutivel. Entao, o contorno y(f) possui pelo menos 2(d — g) cispides, ou seja,

C>2(d-g).

Demonstragdo: Seja f: M, — S? uma aplicagao estavel cuja curva de dobra é
conexa. Pelo Corolario 2.2.7] temos

| Y sign(ae) — 2d |< 2 — x(M,), (4.8)

QL :cusp

onde o sinal da cuspide g satisfaz sign(qy) = £1. Na Tabela vemos que
x(My) =2 — 2g, logo

| Y sign(gr) —2d |[<2—2+2g,

qjcusp

Assim,
—2¢g < Z sign(qr) — 2d < 2g. (4.9)

Qi :Cusp

Segue da desigualdade que

20d—g) < Y sign(q) <2(d+g). (4.10)

qj:cusp

Portanto, o menor valor para a soma dos sinais das ctspides é (2d — g), ou seja,
0 contorno aparente possui no minimo (2d — g) ctspides. a

Teorema 4.2.7. Sejam d > g e f : M, — S? uma aplicagdo suave de grau d
com contorno irredutivel. O contorno minimal para a aplica¢io f possui 2(d — g)
cispides e 2g + 2 pontos duplos.

Demonstracao: Seja f uma aplicagao suave de grau d de uma superficie Mg,
tal que o par (d, g) satisfaz d > 0, g > 1. Pela Proposigao se [ tem grau d
e contorno irredutivel, entao

d+g§g—|—m(f):(D+—D_)—|—%. (4.11)

Se v(f) possui um ponto duplo, pelo Lema [3.2.10] temos que, y(f) possui um
ponto duplo negativo, ou seja D~ > 0. Da Desigualdade temos que

C
D+zd+g+1—§. (4.12)
Por outro lado, pelo Lema temos C' > 2(d — g) e pela Desigualdade 4.12|
temos o(d
D+Zd+g+1—(—_g)229+l.

2
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Como D~ > 0, entao
D=D"+D" >2g+2.

Assim, o contorno minimal para a aplicacdo f possui pelo menos 2(d— g) cispides
e pelo menos 2g + 2 pontos duplos. Portanto, pelo Teorema [4.1.13] o contorno
v(fa,y) ¢ minimal para cada (d,g) satisfazendo d > ¢g > 1, pois v(fs,) possui
2(d — g) caspides e 2g + 2 pontos duplos. ]

Proposigao 4.2.8. Seja f : M, — S? uma aplicagdo estdvel de grau zero com
contorno irredutivel. Se o menor numero de pré-imagens de wvalores requlares
m(f) # 0, entdo o nimero C + D para o contorno irredutivel v(f) de f é maior

que para o contorno Y( fo4) (ver Proposi¢ao|4.1.10).

Demonstragdo: Seja f : M, — S? uma aplica¢ao estavel de grau zero. Suponha
que m(f) > 0. Pela Proposicao obtemos a seguinte desigualdade para
a aplicagdo estavel de grau zero f : M, — S? com contorno irredutivel com

m(f) # 0, c
g+1§g+m(f)=(D+—D_)+§. (4.13)

Primeiro vamos supor que g é um nimero impar. Se (f) possui um ponto
duplo, pelo Lema [3.2.10] temos que 7(f) possui um ponto duplo negativo, ou
seja, D~ > 1. Pela Equacao temos

C

Somando o nimero de ctuspides C, a ambos lados da desigualdade, temos
C
C—I—ng+3—|—5. (4.14)

Como d = 0 e g ¢ um nimero impar, pelo Lema a aplicacao f possui pelo
menos duas cuspides, ou seja, % > 1. Assim, pela Desigualdade m, temos

O+D29+3+% >g+4>9g+3.
Se f ndo possui pontos duplos, pela Desigualdade [£.13],
C>2g+2.
Como ¢ é impar, podemos escrever g = 2n + 1, para algum n € N. Entao
29+2=22n+1)+2=4n+4<(2n+1)+3=9g+3.

Logo, o contorno minimal da aplicacao f, quando g é impar, satisfaz C+D > g+3.
Assuma que g ¢ um nimero par. Se y(f) possui um ponto duplo, pelo Lema|3.2.10
temos que ~y(f) possui um ponto duplo negativo, ou seja, D~ > 0. Substituindo

na Equagao [4.13] temos
n C
DT >g+2— 7
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Como D~ > 0,
C
D:D++D‘Zg+2—§. (4.15)

Somando C' a ambos lados da Desigualdade temos

C
C+D2g+2+5 2g+2
Se f nao possui pontos duplos, novamente pela Desigualdade
C >2g+2.

Como 2g+2 > g+ 2, logo podemos afirmar que o contorno minimal da aplicacao
f satisfaz C'+ D > g + 2. O

Teorema 4.2.9. Sejam d =0, g > 1 e f: M, — S? uma aplicagio suave de grau
zero com contorno irredutivel. A aplicacio estdvel fo, : S* — S?, que realiza o
contorno minimal de f satisfaz C+ D > g+3 ou C+ D > g+ 2, se g € impar
ou par, respetivamente.

Demonstragao: Sejam d = 0, ¢ > 1 e f : M, — S* uma aplicagio suave
de grau d. Pelo visto na demonstracao da Proposicao se o género g é
impar ou par, o contorno irredutivel da aplicacao f satisfaz C'+ D > g + 3 ou
C+D > g+2, respetivamente. Assim, pelo Teorema[4.1.13] existe uma aplicagio
estavel fo, : M, — S? de grau zero cujo contorno satisfaz (C, D) = (2,g + 1) se
g é impar e (C,D) = (0,9 + 2) se g é par. Portanto, em ambos os casos, v(fo,4)
é um contorno minimal da aplicacao f. O]

A seguir, apresentaremos o resultado geral de minimalidade para aplicacoes
na esfera.

Teorema 4.2.10. Sejad >0, g > 0 e f : M, — S? aplicacao suave de grau
d com contorno irredutivel. O par (C, D) para wm contorno minimal de f é um
destes itens a sequir:

(1) (2d,0) sed#2eg=0,
(2) (2(d—1),4) ou (2d+2,0) sed#0eg=1,
.oy - 3 2:4) ou (6.0) se (dg) = (1,2)
(4) (2(d —g),29 +2) sed>g>1,
(5) (0,d+g+2) sed<ged=g (mod2) exceto (d,g) = (1,1),
(6) (2,d+g+1) sed<ged%g (mod?2) exceto (d,g) = (1,2)

Demonstragdo: Considere a aplicagao estavel f : M, — S? de grau d. Vamos
dividir a prova nos seis casos diferentes.

(1) Suponha f : S? — S? uma aplicagdo suave de grau d > 2, entdao pelo
Teorema a aplicacao que gera o contorno minimal de f deve ter C'+ D >
2deg(f). Entao, pelo Lema vemos que o contorno y(fzo) ¢ minimal de
f, pois o contorno aparente é conexo e possui exatamente 2deg(f) ctspides e
nenhum ponto duplo.
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(2) Suponha f : M, — S? uma aplica¢io suave de grau d, onde (d, g) satisfaz
d+#0eg=1. Pelo Teorema o contorno minimal da aplicacao f possui
2(d — 1) cuspides e quatro pontos duplos, ou seja, (C, D) = (2(d —1),4). Logo, o
contorno minimal de uma aplica¢ao f : M, — S?, onde o par (d, g) satisfaz d # 0
e g = 1, satisfaz (C,D) = (2(d — 1),4). Por outro lado, pelo Teorema
existe uma aplicagao estavel fy, : M, — S?, onde o par (d,g) satisfaz d # 0 e
g = 1, cujo contorno é irredutivel com 2d + 2 cuspides e nenhum ponto duplo,
ou seja, (C,D) = (2d + 2,0). Portanto, este contorno irredutivel é o contorno
minimal da aplicacao f.

(3) Suponha f : M, — S* uma aplicagio suave de grau d, onde (d, g) satisfaz
d=1¢eg=2. Pelo Teorema o contorno minimal da aplicacao f possui
duas cuspides e quatro pontos duplos, ou seja, (C, D) = (2,4). Logo, o contorno
minimal de uma aplicagao f : M, — S? onde o par (d,g) é tal que d = 1 e
g = 2, satisfaz (C, D) = (2,4). Por outro lado, pelo Teorema existe uma
aplicagao estavel fu, : M, — S? onde o par (d,g) satisfaz d = 0 e g = 1 e
cujo contorno é irredutivel e possui seis cuspides e nenhum ponto duplo, ou seja,
(C,D) = (6,0). Logo, o contorno minimal de uma aplicagao f : M, — S?, onde o
par (d,g) é tal que d = 1 e g = 2, satisfaz (C, D) = (6,0). Portanto, os contornos
destas duas aplicagoes sao contornos minimais da aplicacao f.

(4) Suponha f : M, — S? uma aplicagio suave de grau d, onde (d, g) satisfaz
d # 0e g = 1. Pelo Teorema [4.2.7, o contorno minimal da aplicacao f possui
2(d — g) cuspides e (2g + 2), ou seja, (C,D) = (2(d — g),2g + 2). Portanto, o
contorno minimal de uma aplicagdo f : M, — S?, onde o par (d, g) satisfaz d # 0
e g = 1, satisfaz (C, D) = (2(d — ¢g),2g + 2).

(5) Suponha que d = 0. Assim, pela condi¢do d = g (mod 2) temos que g é um
numero par. Logo, pelo Teorema o contorno minimal da aplicacao f possui
g + 2 pontos duplos e nenhuma ctispide, ou seja, (C,D) = (0,9 + 2). Agora,
suponha que d # 0. Assim, pelo Teorema [4.2.3] o contorno minimal da aplicacao
f possui d+g+2 pontos duplos e nenhuma ciispide, ou seja, (C, D) = (0, d+g+2).
Portanto, o contorno minimal de uma aplicagio f : M, — S? onde o par
(d,g) satisfaz d < g e d = ¢ (mod 2) exceto para (d,g) = (1,1), satisfaz
(C,D)=(0,d+ g+ 2).

(6) Suponha que d = 0. Pela condi¢do d # g (mod 2) temos que g ¢ um nimero
fmpar. Logo, pelo Teorema [£.2.9, o contorno minimal da aplicagdo f possui duas
cuspides e g + 3 pontos duplos, ou seja, (C,D) = (2,9 + 1). Agora, suponha
que d # 0. Pelo Teorema [4.2.5( o contorno minimal da aplicacao f possui duas
caspide e d + g + 2 pontos duplos, ou seja, (C, D) = (2,d + g + 1). Portanto, o
contorno minimal de uma aplicagdo f : M, — S?, onde o par (d, g) satisfaz d < g
e d Z g (mod 2), exceto (d, g) = (1,2), satisfaz (C, D) = (2,d+ g+ 1). O

Corolario 4.2.11. O numero C + D para um contorno minimal de f é algum
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dos itens abaizo:

2d sed>2eg=0

2d + 2 sed>g,

d+g+2 sed<ged=g (mod?2),
d+g+3 sed<ged=g (mod?2).

C+D=

Demonstracao: Tomando (C, D) como no Teorema [4.2.10, podemos encontrar
o nimero C' 4+ D para um contorno minimal. O

Apresentaremos um resultado de unicidade do contorno minimal.

Proposicdo 4.2.12. Sejam d < g, d =g (mod 2) e f : M, — S? uma aplicagio
suave de grau d com contorno irredutivel. A forma de um contorno minimal da
aplicagio f € unica a menos que seja (g,d) = (1,1).

Demonstragao: Sejam d < g, d = g (mod 2) e f : M, — S* uma aplicagio
suave de grau d com contorno irredutivel. Pelo Teorema o par (C, D) para
um contorno minimal de f satisfaz (C, D) = (0,d + g + 2), tendo este um tnico
ponto duplo negativo, denotado por pg, € d + g + 1 pontos positivo. Logo, pela
Proposicao [3.2.11] o contorno contém dois lacos iniciando e terminando em py
e pela Proposicao [3.2.15] os lagos em cada ponto positivo é tnico. Portanto, a
forma do contorno minimal de f é unica, exceto para (g,d)=(1,1), pois neste caso
tem duas formas de contornos minimais, pelo Teorema [f.1.13] O

Exemplo 4.2.13. A Figura {4.14] ilustra possiveis contornos minimais de
aplicagoes de superficies orientadas na esfera (ver [26]).

%=g—d>0 2k=g—-d—1>0

Figura 4.14: Contornos minimais na esfera

4.2.2 Um pouco mais sobre contornos minimais

A seguir apresentaremos alguns resultados referentes aos contornos minimais
de aplicacoes entre superficies, as provas destes resultados sao omitidas.

Pignoni [37]: aplicagGes de superficies fechadas no plano

Em 1991, Pignoni introduz a nogao de contorno minimal de uma aplicagao
suave entre superficies e estudou este de uma aplicacao suave de uma superficie
fechada no plano. O resultado deste estudo é:
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Seja f : M — R? uma aplicacao suave. Entdo, o nimero C' + D de um contorno
minimal de f é um dos items abaixo:

g+2 se M é orientével e g é par,

g+3 se M é orientével e g é impar,
c+n=1<(g+4)/2 seM ndo é orientavel e g é par e g/2 é par,

(g+6)/2 sese M ndo é orientavel e g é par e g/2 é impar,

(g+7)/2 sese M nao é orientavel e g é impar.
Demoto [6]: aplicagdes da esfera na esfera.

Em 2005, Demoto estudou o contorno minimal de uma aplicacao estavel da
esfera na esfera e obteve o seguinte resultado. Seja f : S? — S? uma aplicacdo
suave com grau d > 2. Um contorno minimal de f possui exatamente 2d cispides
e nao possui pontos duplos.

Atsushi Kamenosono & Takahiro Yamamoto [I7]: aplicacbes de
superficies fechadas na esfera.

Em 2009, os autores estudaram o contorno minimal para uma aplicacao de
uma superficie fechada na esfera. Nesta dissertacao apresentamos os resultados
de [6, [17] onde mostram este resultados para uma superficie fechada e orientada
(Teorema . O resultado para um contorno minimal de uma aplicacao de
uma superficies fechada e nao orientada F, — S? é o seguinte:

Seja h: F, — S?(g > 1) uma aplica¢do suave de uma superficie nio orientada na
esfera de grau modulo dois dy. O nimero C'+ D para um contorno minimal de h
¢ um dos itens:

(3,0) se (dg,g) = (1,1),

(4,0) ou (0,4) se (da,g) = (1,2),

(1,(g+5)/2) sedy=1e g éimpar exeto (do,g) = (1,1),
(C,D)=<(0,(g+6)/2) sedy=1ce g éparexeto (dg,g) = (1,2),

(3,(g+1)/2) seds=0e g éimpar,

(0,(g+4)/2) sedy=1,gépar,e g/2éimpar,

(2,(g+2)/2) seds=1,gépar,e g/2éimpar.

Fukuda & Takahiro Yamamoto [8]: Contorno aparente de aplicagoes
estaveis na esfera

Em 2011, os autores estudam aplicacoes de superficies fechadas e orientadas
na esfera e para cada inteiro ¢ > 1, em uma dada classe de homotopia com
i componentes da curva de dobra, encontram o menor nimero C' + D. Seja
fo : M — S? uma aplicacdo suave de uma superficie fechada e f : M — 52
uma aplicacao estavel, a qual é homotépica a fy e cujo contorno consiste de p
componentes. Entao, chamamos v(f) um contorno pg—minimal de fy se o
nimero C' + D para 7(f) é o menor entre os contornos de aplicacbes estaveis
as quais sao homotopicas a fy e cujo contorno consiste de p componentes. O
resultado que apresenta o numero (C,D) de uma aplicagdo pg—minimal é o
seguinte: Seja f : M, — S? uma aplicagao estavel de grau d cujo contorno
consiste de p componentes. Entao, o contorno v(f) é u—minimal se, e somente
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se o par (C, D) para y(f) é um dos itens embaixo:

g=20:
Q(ldl — p+1),0) sel1<p<ld+1,
(C,D) =< (2,0) se u > |d|+ 2,40 =d (mod 2) ,
(0,0) se 1 > |d| +2, 1 # d (mod 2)),
g=1
(2(1d] = ), 4) ou (2(|d| = p) +4,0) se 1< p<|d],
’ (2,0) se p = |d] + 1, # d (mod 2)) exeto (d, ) = (0,1),
(0,0) se p>|d|+1,u=d (mod 2) ,
g=2
@l — 5~ 1),6) sel<p<ld -1,
(2,4) ou (6,0) se u=|d|,
’ (2,2) se (d, 1) = (0,2),
(2,0) se u > |d| + 2, u = d (mod 2)) exceto (d, ) = (0,2),
(0,0) se u > |d| +2,u # d (mod 2)),
g=3
2(d —g—p+1),2+29) sel<pu<ld-g+1,
2,/dl+g9—p+2) seld—g+2<pu<|d4+g—1ed+g=p(mod 2)),
(C,D) = (O0,]dl +9—n+3) seld—g+2<p<ld+g—1ed+g# p(mod 2)),
’ (2,2) se (d, 1) = (0, 9),
(2,0) se > |d| + g, = d+ g(mod 2)) exeto (d, ) = (0, g),
(0,0) se i > |d| + g, p # d + g(mod 2)).

Takahiro Yamamoto [46]: aplicacdes entre superficies fechadas e
orientadas.

Em 2017, Yamamoto estudou o contorno aparente de aplicagoes estaveis
entre superficies fechadas e orientadas, cujo contorno singular consiste de uma
componente. Se mostra o seguinte resultado que indica o par (C, D) para um
contorno minimal de uma aplicagao suave M, — Mj,.

Sejam ¢, h inteiros nao negativos com h > 1, d um inteiro nao negativo
satisfazendo d < r(g,h) e f : M, — M, uma aplicacdo estavel cujo conjunto
singular consiste de uma componente. Entao, o contorno ~y(f) é minimal de grau
d se, e somente se, o para (C(f), D(f)) é um dos itens abaixo;

h=1
(a) (0,0) sed=0eg=0,
(b) (2,2) sed=0eg=1,
(C,D)=<(c) (2,0) sed#0eg=1,
(d) (0,g—2) seg>2épar e para qualquer d,
(e) (

NN

e) (2,g—3) seg>3éimpar e para qualquer d,



59

(f) (2,2) sed=0e g éimpar satisfazendo 1 < g < 2h — 1,

(9) (2,0) sed=0e g éimpar satisfazendo g > 2h + 1 ou,
sed>1leg>dh—1),g#dh—1)(mod 2)

(h) (0,0) Outros casos,

onde para inteiros g > 0 e h > 1, se define

0 se g =0,h>1,
r(g,h) =  0© seg>1,h=1,
{%} outros casos,
g—1

onde [E} ¢ 0 maximo inteiro o qual nao excede %.



Apéndice A
Formulas Plucker

Neste apéndice, apresentamos resultados onde se relaciona o numero de
rotacdo tangente duplo (Defini¢ao [1.6.11) e as singularidades e pontos duplos
de uma curva plana.

Para uma curva fechada e suave plana f : S' — R? as mais evidentes
caracteristicas topologicas sao as cuspides e os pontos duplos. Existem diversas
equacoes que descrevem o niimero e natureza destes. Estas sao chamadas Plucker
equations, apo6s as dadas no tltimo centenario por Plucker para curvas algébricas
no plano projetivo complexo de dimensao 2. Antes de iniciar em detalhe com este
tipos de equacoes, vamos apresentar algumas construcgoes e definicoes encontradas
em Quine [38]. A seguir veremos formas de ver as retas no plano projetivo
bidimensional.

1) Uma reta em RP? pode ser vista como um conjunto de retas que passam
pela origem em R? contidas num mesmo plano.

2) Uma forma alternativa para pensar em RP? ¢ como a esfera S? em R? com
seus pontos antipodais identificados. Assim uma reta em RP? ¢ entdo um
grande circulo na esfera.

3) O conjunto R? pode ser visto como subconjunto de RP? ao identificas o
ponto (1, 2) em R? com o ponto (x1,x5,1) em RP?. Os pontos em RP?
que nao estao em R? sdo entao da forma (xq,75,0). Estes pontos estao
numa reta chamada a reta no infinito e é denotada por lo,. Assim podemos
pensar em RP? como sendo R? junto com a reta no infinito.

Definicdo A.0.1. Uma reta em RP? determina um plano em R®; o vetor normal
a este plano determina um ponto em outra copia do espago projetivo denotado
por RP*". Isto nos dd uma correspondéncia um a um entre as retas em RP? e os
pontos em RP*" chamada a correspondéncia dual.

Esta correspondéncia pode ser descrita de outra forma: Uma reta em RP?
representada por a;x, + asrs + asrs = 0 em R3, corresponde ao ponto a =
(ay,a9,a3) em RP%". Dizemos que a -z = 0 (produto interno) é a equacao da

60
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reta em RP? correspondente ao ponto a em RP?". Algumas vezes a ¢ chamado
de conjunto de coordenadas para a reta a - x = 0.

Exemplo A.0.2. O ponto e3 = (0,0,1) em RP?" & um conjunto de coordenadas
para [, em RP2.

Algumas vezes é conveniente pensar numa direcio nas retas em RP?. Indicar
uma direcao nas retas é o mesmo como especificar um sentido anti-horario no
correspondente plano em R? ou dando o vetor normal no plano orientado. (Esta
¢ a regra padrdo da mao direita).

Definicao A.0.3. Dizemos que a € R? determina a direcao da reta se este estd
na direcao do seu vetor normal.

Veja que a e —a sdo os mesmos pontos em RP?", mas determinam diferentes
direcoes na reta a - x = 0. Quando a indique uma direcao entao a é chamado de
um ponto orientado em RP?". Existe também uma correspondéncia dual entre
pontos de RP? e retas em RP?",

Definicao A.0.4. A correspondéncia dual se define como seque: Uma reta
em RP*" ¢ vista como um conjunto de retas em RP?. O conjunto de retas a-z =0
em RP? tal que a-b =0 € justamente o conjunto de retas atravessando o ponto b.
Portanto podemos ter um conjunto orientado de retas, estd sendo a mesma como
um ponto orientado em RP.

As operacoes fundamentais sao

1) Encontrar a reta que junta dois pontos distintos,
2) Encontrar o ponto de intersecdo de duas retas distintas.

Proposicao A.0.5. As operacoes fundamentais sao equivalentes.

Demonstrac¢do: Sejam a e b pontos diferentes em RP?, o ponto dual & reta que
passa por a e b ¢ denotado por a A b. Se a e b sdo vistos como vetores de R3,
este é exatamente o produto vetorial. Portanto, se a e b sao pontos diferentes em
RP?*, @ A b denota o ponto da interseciio das retas a -z =0e b-x = 0. O

Curvas fechadas em RP?

Seja St o circulo unitario em R2. Uma aplicacio diferenciavel f : S* — RP? é
chamada uma curva fechada. Para desenhar uma curva fechada, pense esta como
sendo uma curva em R? que pode atravessar ., em um namero de lugares.

Exemplo A.0.6. A Figura ilustra uma curva fechada em RP?. As retas
pontilhadas sdo retas tangentes a curva nos pontos em [).



62

(a) (b)
Figura A.1: Curva fechada no plano projetivo RP?

Para visualizar o cruzamento da curva, podemos alterar as coordenadas
(projeto) para que [, va para uma reta finita.

Estamos interessados no seguinte:

1) Cuspides de f, isto é, pontos f(p) tal que o diferencial de f em p é zero
mas a derivadas de segunda ordem nao sao todas zero.

2) Pontos duplos, isto é ponto s f(p) tal que f(p) = f(q) com p # q e f(p)
tem exatamente duas preimagens.

Em geral assumimos que as tnicas singularidades de f sao ctspides e os tnicos
pontos multiplos sao pontos duplos. Também assumimos que as cuspides sao
distintas aos pontos duplos e que as retas tangentes nos pontos duplos sao
diferentes. Toda curva diferenciavel esta "proxima'a uma satisfazendo estas
condicoes.

Definigdo A.0.7 (Curva dual). Dada uma curva fechada f, defina a curva
dual de f como a curva fechada f dada por f(p) =0, ondeb-x =0 € a reta
tangente em f(p). Por reta tangente em f(p) entendemos pela posicao limite da
reta secante (f(p) A f(q)) - x =0 quando q se aproxima de p.

Observagao A.0.8. Incluso numa cispide uma reta tangente esté definida. (Ver

Figura |A.1])

Intimamente relacionado a curva dual é a aplicacao secante. Todas as Plucker
equations na seguinte secao, sao provadas observando a aplicacao secante.

Seja D o conjunto de pares (p,q) tal que f(p) = f(q) e p # q. Seja A a
diagonal; isto é, o conjunto de pares (p, q) tal que p = q.



63

Definicio A.0.9. A aplicacdo secante s de S'x S~ (AUD) a RP*" ¢ definida
por s(p,q) = f(p) A f(q)

Observacao A.0.10. Podemos ver a aplicacao secante como uma aplicacao de
Ix I~ (AUD), onde D e A sdo definidos com p e ¢ em I, onde I é o intervalo
unitario [0,1]. Usando a aplicagao t — (cost(2nt), sin(27t)) de R a S', se pode
pensar uma curva fechada como uma aplicacao f : I — RP?

Sejam T" C I x I o triangulo formado pelo conjunto de pares (p,q) tal que
p < qe K o conjunto de pontos (p,p) em A tal que f(p) é uma ctspide

A aplicagdo secante s pode ser estendida continuamente a 7\ (Kuf)), definido
s(p,p) = f(p) para (p,p) que ndo estd em K. Assim a restricdo da aplicagdo
secante a A é essencialmente a curva dual.

Se a é um ponto orientado em RP? e f é uma curva fechada em RP?, considere
a aplicacdo f Aa de S na reta orientada a-z = 0 em RP?". Esta reta orientada é
topologicamente o mesmo que uma copia orientada de S'. Assim podemos falar
sobre o grau da aplicagio f A a de S em S, que se denota n(f,a) ou n(a).

Definicao A.0.11. Sejam f uma curva fechada em RP?, um ponto orientado
a em RP? e p um ponto no dominio S* de f tal que f(p) = a, definimos f A a
sendo a reta tangente.

Se f é uma curva em R? entdo n(f,a) tem uma interpretagao familiar. Se
a ndo estd na curva, n(f,a) é duas vezes o winding number de f ao redor de
a. Se a estd na curva, n(f,a) é duas vezes a medida do winding number ao
redor da componente adjacente do complemento da curva. Portanto se b é um
ponto orientado em RP%", ¢ f é uma curva em R? sem cispides, n(f, e3) tem
uma interesante interpretacao. Considere a aplicacao de Gauss g : St — St que
envia a p ao vetor tangente unitédrio f em p. O grau da aplicagdo de Gauss é
algumas vezes chamada tangent turning number, ou rotation index. Acontece que
n(f, es) é duas vezes o tangent turning number. Para ver isto, note que f Ap é a
intersecao de [, e a reta que passa pela origem e é paralela a reta tangente em p.
Assim "winding number"e "Numero de rotacao tangente"sao os mesmos devido
a correspondéncia dual. Estariamos mais corretos, de fato, se falarmos tangent
turning ao redor de uma reta orientada. O usual tangent turning number é entao
justamente o tangent turning number a [, orientado por es

Pullcker equations

A mais simples das equacgoes pullcker a discutir é a Umlaufsatz. Este teorema
remonta a Riemann, mais sua prova moderna é devida a Hopf [16].
Teorema A.0.12. Se f é uma curva fechada em R? sem ciispides ou pontos

duplos, entao n(f,e3) = 2, isto é, o indice de rotagao é £1.

Demonstragao: Reparametrizando e mudando de coordenadas, podemos
assumir que f(0) = e3 e que a imagem de f em R? estd em um dois semiplanos
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determinados pela reta tangente a f em e3. Observemos a aplicacao s A e3 que
envia o par (p,q) & intersecao da secante com a reta no infinito. Para 0 <t < 1,
seja y1 a curva dada por (0,t), 72 a curva dada por (1,%), e A a curva dada por
(t,t). Podemos escrever 0T = /A —~; — s , onde 9T denota o bordo do triangulo
atravessado no sentido anti-horario. Ja que De K sio vazios, s se estende a todo
T. Agora s A e3 |gr sendo uma aplicagao de St a (= S') tem um grau bem
definido. Como s se estende a T, seu grau é zero. Agora

deg(s Nes |, ) =deg(s Nes |,) = deg(s A es) = n(es)
deg(s Nes|p) = deg(f A ez) = n(es),

onde fi(es) = n(f, es). Portanto

deg(s N es |ar) = deg(s A es | Ay —s)
=deg(s Nesg |an) —deg(s Nes |, ) —deg(s Nes|,)

=n(e3) — n(e3) —n(ez) = n(esz) — 2n(ez) =0

fla)

Figura A.2: Pontos Duplos

A Umlaufsatz pode ser generalizada permitindo a presenca de cuspides e
pontos duplos. Sejam (p,q) € D e vy o bordo atravessado no sentido anti-horario
de um pequeno quadrado centrado em (p, q).

Podemos mostrar que deg(s A e3 |,) = £2. Vejamos esto, trace a progressao
de s A ez em Iy, como (p,q) atravessa o bordo do quadrado. (ver Figura
De fato, se v; e v9 sao vetores tangentes a curva em p e ¢, respetivamente, entao
deg(s N es |y) = —2¢, onde € = £1 da a orientacdo do par (vi,v2). Agora
escrevamos 6, , = deg(s A eg |) onde (p,q) € D e v como descrito atrais. Escreva
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d = > 6,4, onde a soma é sobre todos os (p,q) € D, notemos que 0 depende da
parametrizacdo, isto ¢, este depende na escolha do ponto inicial f(0). Com esta
preparacao, nos agora temos a seguinte generalizacao do Umlausfsatz.

Teorema A.0.13. Seja f uma curva fechada em R* sem ciuspides. Suponha
que o ponto inicial a nao é um ponto duplo. Entao 6 = n(e3) — 2n(a), onde a
orientacao de a € escolhida tal que ez -a > 0.

Demonstracao: Seja B a uniao disjunta de quadrados em 7', cada um contendo
um ponto de D em seu interior. Como antes, vejamos a aplicacao s A ez em T

d=deg((s Ne3) |lap) = deg((s Ae3) |ar).

Assim,
deg((s Aes) |y,) = deg((s A f) Aes) = deg(f N a),

onde a equacao depende do fato que e3 - a > 0. Da mesma forma

deg((s Aes) | 7v2) = deg((f A a)).

Ja& que
deg((s A es) |a) = fles),

temos

0 =deg(s Nes |or) = deg(s A es |a—ryi—v,)
=deg(s Nes |an) —deg(s Nes |, ) —deg(s Nes |sy)

=n(e3) — n(esz) — n(ez) = n(es) — 2n(es).

]

Agora se apresenta o resultado anterior para cuspides. Suponha que f(p)
é uma cuspide. Seja 7. a intersecdo de T com o bordo, orientado no sentido
anti-horario, de um pequeno quadrado centrado no ponto (p,p) e lados € (ver
Figura . Embora s A e3 |, nao seja uma curva fechada em S*, esta chegaria
a ser fechada quando € — 0. Se define o grau desta curva limite como sendo k.
O inteiro k, serd £1, dependendo da cispide. (ver Figura O namero k, nao
depende do ponto inicial. Pondo k = ) k,, onde a soma percorre sobre todo p
tal que f(p) é uma cuspide.
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Figura A.3: Cuspides

Teorema A.0.14. Seja f uma curva fechada em R? sem cuspides. Suponha que
0 ponto inicial a nao é um ponto duplo ou cuspide. Entao, §+k = n(e3) —2n(a),
onde a orientacao de a é escolhida tal que e3-a > 0.

Demonstracao: Seja B a uniao disjunta de quadrados em 7', cada um contendo
um ponto de D em seu interior. Como antes, vejamos a aplicacao s A ez em T

0+ k =deg((s Ne3) lop Uye) = deg((s A es) |ar).

Assim,
deg((s A e3) |y, ) =deg((s A f) Nes) = deg(f A a),

onde a equacao depende do fato que ez - a > 0. Da mesma forma

deg((s Aes) | y2) = deg((f A a)).

Ja que
deg((s N es) [a) = n(es),

temos

d+k=deg(sNes |ar) =deg(s N es|a—r—)
=deg(s Nesg |an) —deg(s Nes |, ) —deg(s Nes |,)

=n(e3) — n(ez) — n(ez) = n(esz) — 2n(es).
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