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Resumo

YUCRA, Wily Sarmiento, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, julho de 2017.
Densidade de Variedades Estaveis Fortes em Fluxos Anosov. Orientador:
Enoch Humberto Apaza Calla. Coorientador: Bernardo Melo de Carvalho.

No presente trabalho, provaremos que para um fluxo Anosov ¢ : M xR — M de
classe C" (r > 1), onde M é uma variedade Riemanniana compacta, conexa, suave
e tal que o conjunto dos pontos nao errantes seja igual a M, existem exatamente
duas possibilidades: que cada variedade estavel forte e instavel forte é densa em
M ou ¢, é a suspensao de um difeomorfismo de Anosov de uma subvariedade

compacta C' de codimensdo um em M.
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Abstract

YUCRA, Wily Sarmiento, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2017.
Density of Strong Stable Manifolds in Anosov Flows. Adviser: Enoch
Humberto Apaza Calla. Co-adviser: Bernardo Melo de Carvalho.

In this paper, we will prove that for a flow ¢ : M x R — M of classe C" (r > 1),
where M is a smooth compact connected Riemannian manifold and such that
the set of nonwandering points is equal to M, there are exactly two possibilities:
each strong stable and each strong unstable manifold is dense in M, or ¢, is
the suspension of an Anosov diffcomorphism of a compact C' submanifold of

codimension one in M.
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Introducao

Para comegar a estudar sistemas dinamicos precisaremos de trés ingredientes:

(i) Um espaco de fase M arbitrario, que é o conjunto onde vamos a ter a
dinamica, como por exemplo um espaco de medida, espaco topolégico,
e uma das mais interessantes que da propriedades fundamentares sobre
sistemas dindmicos a estrutura diferencial. Neste trabalho M vai ser
uma variedade Riemanniana compacta, conexa e suave, cujos elementos
ou pontos representam os possiveis estados do sistema.

(ii) Um tempo, que pode ser discreto ou continuo.

(iii) A lei do movimento, esta lei ¢ uma regra que permite determinar o estado
de sistema em cada instante de tempo t a partir dos estados do sistema em
todos os instantes de tempo anteriores. Dita lei para nos simplesmente vai
ser dado por um fluxo ¢.

O estudo moderno da dinamica dos fluxos foi iniciada a finais do século XIX
e inicios do XX, por Liapunov, Birkhoff e Poincaré que introduz a ideia de
descrever qualitativamente as solucoes das equacoes diferenciais que nao podem
ser resolvidas analiticamente.

Um dos precursores da teoria hiperbolica em sistemas dinamicos é D.
V. Anosov, que em 1967 estuda os U — systems, agora conhecidos como
Fluzxos Anosov, que por definicao é quando existe uma descomposicao continua
do fibrado tangente de M sobre toda a variedade em um subfibrado contrator,
um subfibrado expansor e a direcao do fluxo. O fluxo Anosov desempenhou um
papel muito importante na compreensao e desenvolvimento da teoria de sistemas
dinamicos diferenciaveis, sendo este estruturalmente estédvel e globalmente
hiperbélico. Isto é um dos motivos que incentivam o estudo de fluxos Anosov.

Uns dos principais exemplos de fluxos Anosov sao os fluxos geodésicos no
fibrado tangente unitario de uma variedade Riemanniana compacta de curvatura
negativa e as suspensoes de difeomorfismos de Anosov (ver [22]). Estes fluxos
serao transitivos, no primeiro caso se o fluxo geodésico ¢ definido num fibrado
tangente unitario numa superficie fechada de curvatura gaussiana constante e
igual a —1 3], no segundo caso se o difeomorfismo é de codimensao 1 [22] .

A. Verjovsky conjeturou que todo fluxo Anosov de codimensao 1 numa
variedade compacta de dimensao maior igual a 3 é transitivo, isto &, que Q(¢;) =



M. O que nao é valido em dimensao 3 pois J. Frank e R. Williams construiram
em 1980 o primeiro exemplo de fluxos de Anosov nao transitivos conhecidos como
Fluxos de Anosov Anémalos [7]. Em 1974, A. Verjovsky provou que todo fluxo
Anosov de codimensao 1 numa variedade compacta de dimensdao maior a 3 é
transitivo, outra demonstracao que ¢ uma simplificacao de A. Verjovsky é dada
por T. Barbot |2], no qual explica por que conjetura falha em dimensao 3.

Se Q(¢;) = M para um fluxo Anosov, entao W*"(x) e W*(z) sdo densos em M
para cada x € M [17] . Mas, nem sempre é o caso de que cada uma das folhas de
F" ou de F*° é denso em M. Isto nao ocorre, por exemplo, se ¢; é a suspensao
de um homeomorfismo Anosov. Neste caso, cada folha de F** e cada folha de
JF?*% situam-se numa subvariedade compacta de codimensao 1 em M.

O objetivo principal desta disertacao é mostrar um resultado obtido por
Joseph F. Plante em [17]. Cujo enunciado é o seguinte:

Teorema Principal. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta,
conexa, suave e ¢ : M x R — M um fluxo Anosov de classe C" (r > 1) tal
que Q(¢;) = M. Entao existem exatamente duas possibilidades:

i) Cada variedade estavel forte e instavel forte ¢ denso em M, ou

ii) ¢; é a suspensao de um difeomorfismo de Anosov de uma subvariedade
compacta C! de codimensao um em M.

Isto &, os fluxos Anosov transitivos que nao sao suspensoes tem folheacoes
estaveis e instaveis fortes densas em M. Agora, daqui surge uma pergunta natural,
existem fluxos Anosov transitivos que nao sejam suspensao? C. Bonatti e R.
Langevin respondem esta pergunta em [3]| de maneira positiva.

O presente trabalho esta organizado como segue:

No capitulo 1, apresentamos os conceitos basicos como variedades
diferenciaveis, variedade Riemanniana, folheacoes, e o objetivo principal fluxos
Anosov junto com suas propriedades fundamentais e entre outros fatos necessarios
para o entendimento do trabalho.

No capitulo 2, apresentamos as principais proposicoes e lemas com a finalidade
de mostrar o Teorema Principal. A estratégia para provar o Teorema Principal, a
grosso modo. serd a seguinte. Supor que nao acontece o item (i), entdo existe um
ponto x € M tal que W"(z) ou W**(x) ndo é densa em M. Logo, o Lema 2.4
garante a existe de um ponto peridodico p de ¢, tal que W"*(p) nao é densa em
M. Daqui, da Proposicao 2.1 segue que ¢; é a suspensao de um homeomorfismo
¢T|WT@7 onde r é o periodo de p.

Assim, para concluir basta mostrar que W*(p) seja uma subvariedade de M.
Com esse propdsito observemos que, como W*(z) ou W**(z) nao é densa em M,
segue da Proposicao 2.3 que F** e F*° sao conjuntamente integravel, daqui da
Proposicao 2.2 segue que E" @ E* é integravel. Logo, pela definicao de subespaco
integravel, existe uma folheacao F de classe C! tangente a E* @ E°. Seja L uma



folha de F. Se mostramos que L = W"(p) se concluiria a prova do Teorema,
pois teriamos que W4 (p) ¢ uma subvariedade de classe C', ja que L € F ¢ uma
subvariedade de classe C' de M. Além disso compacta, desde que M é compacta

e Wu(p) C M fechada. E de codimensdao um em M desde que ¢, é a suspensao
T (p)

Para isto, basta observar que L & denso em Wu(p) (isto ¢, L = Wuu(p)) e
que L é fechado (isto é, L = L), pois claramente daqui teriamos que L = Wu(p).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados que serao usados no
desenvolvimento de nosso trabalho, dentre eles: a nocao de variedade diferencial,
variedade Riemanniana, folheacoes e fluxos Anosov junto com suas propriedades
fundamentais. Além de isso fixaremos as notacdes que serao utilizadas ao longo
do trabalho. Tem-se como objetivo principal ajudar o leitor familiarizar com
conceitos e resultados bésicos que sao fundamentais para nosso trabalho.

As principais referencias sao: [5], [6], [11], [12], [13], [14], [17], [22] e outras
referencias que serviram na complementagao da teoria foram [1], [10], [16], [20],

211, [23] e [24]

1.1 Teoria basica da Geometria Riemanniana

Iniciaremos o trabalho fazendo uma breve revisao de variedades diferenciais e
geometria Riemanniana, focando em alguns resultados que julgamos necessérios

para o entendimento da dissertacdo. Para isto seguimos o livro do professor
Manfredo [6].

Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1. Seja M um espaco topoldgico. Um sistema de coordenas
locais ou carta local em M é o par (U,p) onde ¢ : U — o(U) € um
homeomorfismo de um subconjunto aberto U C M sébre um aberto p(U) C R™.

Definicao 1.2. Um altas de dimensao m sobre um espago topoldgico M é uma
colecao A de sistemas de coordenadas locais p : U — R™ em M, cujos dominios
U cobrem M. Os dominios U dos sistemas coordenadas ¢ € A sao chamados as
vizinhancas coordenadas de A.

Definicao 1.3. Dados os sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ e
YV — R™ no espaco topoldgico M, tais que U NV # 0. O homeomorfismo
Yo lipUNV)— »(UNV) é chamado mudancga de coordenada.

4
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Figura 1.2: Mudanga de Coordenada.

Um atlas A é dito de classe C", 1 < r < oo, se todas as mudangas de
coordenadas do atlas sao de classe C.

Um sistemas de coordenadas ¢ : U — R™ de M diz-se admissivel
relativamente a um atlas A de dimensao m e classe C", r > 0, de M se para
cada v € Acom UNV # (0, onde ¢ : V — R™ tem-se que as mudancas de
coordenadas 1) o 0! e p o™t sdo de classe C”. Em outras palavras, se AU {¢}
¢ ainda um atlas de classe C" em M.

Definicao 1.4. Um atlas A de dimensao m e classe C", r > 0, de M ¢é chamado
mdzimo se contém todos os sistemas coordenadas que sao admissiveis em relacao
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a A.

E importante ressaltar que todo atlas de dimensao m e de classe C", r > 0,
de M, pode ser ampliado até se tornar um atlas maximo de classe C", para isso
basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Definicao 1.5. Uma wvariedade diferencidvel de dimensio m e classe C",
r >0, é um par (M, A) onde M €é um espago topoldgico de Hausdorff, com base
enumerdvel e A € um atlas mdximo de dimensao m e classe C.

Exemplo 1.1. Toda superficie de dimensdo m e classe C", é uma variedade
diferencidvel de dimensao m e classe C", com o atlas A formado pelos sistemas
de coordenadas ¢ : U — R™ que sao inversas das parametrizacoes de classe C.

Definicao 1.6. Sejam M e N wariedades diferenciais de dimensao m e n
respetivamente. Dizemos que f : M — N € um difeomorfismo se f € bijetora,
diferencidvel e com inversa diferencidvel.

Se existe um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M e N
dizemos que eles sao difeomorfas.

Definicao 1.7. Sejam M e N wariedades diferenciais de dimensao m e n
respetivamente. Uma aplicacdao diferencidavel f : M — N € uma submersao se
Df(p) : TyM — Ty N € sobrejetora para todo p € M, isto €, o posto da matriz
jacobiana (Jf), € igual a n para todo p € M.

Vale ressaltar que se f: M — N ¢ uma submersao entao m > n.
Teorema 1.1. (Forma Local das Submersées).

Sejam M e N wvariedades diferenciais de dimensao m e n respetivamente
e f: M — N uma aplicacao diferencidvel de classe C", r > 1 que é uma
submersao num ponto p € M. Entao existem cartas locais ¢ : U — R™, pe U
et :V—R" qg= f(p) €V e uma descomposi¢cio R™ = R" x R™™™ tal que
fU)CV evofopx,y)=x. Em outras palavras, f € localmente equivalente
a proje¢ao (x,y) — x.

Definicao 1.8. Sejam M e N wariedades diferenciais de dimensao m e n
respetivamente. Uma aplicacao diferencidvel f : M — N € uma tmersao
se Df(p) : T,M — TqyN € injetora para todo p € M. Se além disso, [ for
um homeomorfismo sobre sua imagem f(M) C N com a topologia induzida por
N, dizemos que f é um mergulho. Se M C N e a inclusio i : M — N € um
mergulho entao M € chamada subvariedade de N.

Observe que para f : M — N ser uma imersao é necessario que m < n, a
diferencia n — m é chamada de codimensao da imersao f.

Definicao 1.9. Seja M wuma variedade diferencidvel. Definimos o fibrado
tangente de M como o conjunto:

TM ={(z,v) :x € M,veT,M}
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Variedade Riemanniana

Definicao 1.10. Seja M uma wvariedade diferencidvel. Uma métrica
Riemanniana (ou estrutura Riemannina ) em M € uma correspondéncia que
associa a cada ponto p € Mum produto interno <,>, no espago tangente T,M,
que varia de forma diferencidvel, isto é, se X : U C R* — M € um sistema
de coordenadas locais em torno de um ponto p, com X(xy,...,x,) = p € X(U)
e %(—3 = dxy(0,...,1,...0), entdo < %(—3,%(—3 >,= Gij(%1,...,T,) € uma fungdo
diferencidvel em U.

Uma variedade diferenciavel munida de uma métrica Riemannina chama-se
variedade Riemanniana.

Definicao 1.11. Diz-se que uma métrica Riemanniana g numa wvariedade
diferenicidvel M de dimensao m € de classe C", r > 0, se, para cada carta
r:UCM-— x(U) CR™ a funcio g* : z(U) x R™ x R™ — R ¢ de classe C",
ou equivalentemente, se as fungoes gj; : U — R sao de classe C".

Como as mudancas de coordenadas sao difeomorfismo, a definicao acima nao
depende da carta x.
Proposicao 1.1. Toda variedade diferencidvel M de classe C", r > 0, admite
uma métrica Riemanniana de classe O™ 1.

Demonstragao: Ver em [12|, pagina 210. ]

Definicao 1.12. Duas variedades M, e My sao transversais em M se para todo
ponto p € My N My temos que os espagos tangentes de T,M; e T,My geram T,M.

1.2  Nocoes de Sistemas Dinamicos

Neste secao serao dados os conceitos, notacoes e resultados essenciais sobre
fluxos, folheacoes e fluxos Anosov. Daqui em diante M denota, salvo mencao em
contrario, uma variedade Riemanniana compacta ,conexa e suave. As principais
referencias para este segao foram [5], [6], [11], [12], [13], [14], [17] e [22]-

Teoria de fluxos

Definicao 1.13. Um fluxo de classe C" (r > 1) em M é uma aplicacio
¢: M xR — M de classe C" (r > 1) tal que:

i) ¢(z,0) = z.
i) ¢(x,t+s) = p(Pp(x,t),s) para todo s,t € R.
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Podemos denotar ¢;(z) a ¢(t, z), denominar ¢, ao fluxo e escrever ¢, : M —
M.

Definigao 1.14. A érbita de um ponto v € M com respeito ao fluro ¢ é o
conjunto

O(z) = {¢i(x) : t € R}.

Uma o6rbita fechada de um ponto x € M é quando O(x) é um conjunto
fechado.

Definicao 1.15. Um ponto x € M é chamado ponto fixo para um fluxo ¢ se
oi(z) = x para todo t € R.

Definicao 1.16. Um ponto p € M ¢é chamado ponto periddico para um fluzo
¢ se existe T > 0 tal que ¢r(p) = p e ¢u(p) # p, para todo t € (0,T).

A o6rbita de um ponto peridédico é chamada 6rbita peridédica. Denotamos
por Per(¢;) ao conjunto de pontos periddicos.

Definicao 1.17. Um ponto p € M € dito nao-errante para o fluzo ¢, se, para
qualquer vizinhan¢a U C M de p e qualquer numero real T > 0, existe |t| > T tal
que ¢y(U)NU # 0. Caso contrario p € dito ponto errante.

O conjunto de pontos nao errantes de um fluxo ¢; sera denotado por Q(¢;)
ou simplesmente 2. Ao longe deste trabalho assumimos que €2 = M.

Exemplo 1.2. Sex € M € um ponto fixo de um fluxo ¢;, entao x € um ponto
nao errante para ¢, pois para toda vizinhanca U de x e qualquer tempo T > 0
temos x € ¢(U) NU.

Exemplo 1.3. Sep € M ¢é um ponto periddico com periodo r > 0 para um fluxo
O¢, entao p € um ponto nao errante para ¢, pois existe um numero natural n tal
que nr > 0 e ¢n.(p) = p, de onde temos que, para qualquer vizinhanga U de p

o(U)NU # 0.

Definigao 1.18. Um subconjunto compacto N C M é dito invariante com respeito
ao fluzo ¢, se ¢i(N) = A para todo t € R.

Exemplo 1.4. Se ¢; ¢ um fluro sobre M, entao O e M sao invariantes com
respeito a ¢;.

Exemplo 1.5. O conjunto Q(¢;) C M é invariante com respeito ao fluzo ¢y.

De fato: Provaremos que ¢y () = Qey), Vt € R.

i) Mostremos que, ¢y (Qpy)) C Qy).

Seja y € ¢ (Upr)) com t € R, assim existe x € QPy) tal que y = ¢(x).
Agora como x € Q(¢py) temos que para qualquer vizinhanga V' de x e qualquer
numero real T > 0, existe |to| > T tal que:

¢t0(v) nv 7é @
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Por outro lado, seja U uma vizinhanca de y = ¢y(x), daqui seque que
r=0¢_(y) € ¢_+(U). Logo ¢_+(U) é uma vizinhanga de x, entdo:

Pt (0-1(U)) N ¢ (U) # 0.

Assim,

Gt (D10 (0—+(U)) N d_1(U)) = &1 (b1, (6—¢(U))) Ny (9—1(U)) # 0.

De onde,
¢ (U)NU # 0.

Portanto y € Q(¢y) e, assim ¢y () C Qepy), VE € R.

ii) Agora, provemos que Q(¢y) C &y (Udy))-

Seja x € ), logo ¢—i(x) € d—(Q(¢r)). Agora, como ¢ (€2(er)) C ()
para todo t € R, seque que ¢_i(x) € Q(py), de onde x € ¢y ().

Isto €, Q(¢pr) C ¢ (2(¢r)) para todo t € R.

Assim, Q(¢) C M € invariante com respeito ao fluzo ¢;.

A seguinte proposicao é de facil verificagdo e sua prova pode ser achada, por
exemplo, em [11] e [24].

Proposicao 1.2. i) O complemento de um conjunto que € invariante com
respeito a um fluxo € invariante com respeito ao fluzo.

ii) A intersecio de qualquer cole¢io de conjuntos que sdo invariantes com
respeito um fluro € ainda invariante com respeito ao fluzro.

i) A unidao de qualquer colecao de conjuntos que sao invariantes com respeito
a um fluro é ainda invariante com respeito ao fluzo.

Folheacoes

Introduzimos nesta secao a nocao de folheacao e as propriedades mais
elementares que serao utilizadas no restante do trabalho. Veremos também alguns
exemplos que ilustram o conceito.

A descomposicao de uma variedade M em subvariedades imersas, todas da
mesma dimensao, da origem a uma folheagao da variedade M. Uma folheacao
de uma variedade M, a grosso modo, é a descomposicao de M numa uniao de
subvariedades conexas, disjuntas e de mesma dimensao chamadas folhas, as quais
se acumulam localmente como as folhas de um livro.

Para maiores detalhes ver [5].

Definicao 1.19. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e classe
C>. Uma folheacao de classe C" e dimensao n de M, é um altas mdximo F de
classe C" em M satisfazendo:
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i) Se (U,p) € F entao o(U) = Uy x Uy C R" xR™™, onde Uy e Uy sdo discos

abertos de R™ e R™™™ respetivamente.

ii) Se (U,p), (V,24) € F sao tais que U NV # () entao a mudanca de
coordenadas o o' p(UNV) — (U NV) € de classe C" e esta dada
por o=z, y) = (hi(z,y), ha(y)), onde (z,y) € R" x R™™"

Dizemos que M é folheada por F, ou ainda que F é uma estrutura folheada
de dimensao n de classe C" sobre M.

P’ \ , R”"“ﬁ ;

o(U) (V)
U;;-_—_____&.I ‘/2—»————__!
ﬁ =
; -1 @:‘.
e '900‘35 > ha(¥) - —
3 < 3

T T ?{n Vi hifay) En

v v

Figura 1.3: Folheagcao de uma variedade m- dimensional.

As cartas de (U, ) € F sao chamadas cartas folheadas.

Definigao 1.20. Sejam F uma folheacio de classe C" de dimensao n, com 0 <
n <m, de M™ e (U, ) uma carta local de F tal que p(U) = Uy xUy C R"xR™™™,
Os conjuntos da forma o Y (Uy x ¢),c € Uy sao chamados placas de U, ou ainda
placas de F.

Fixando ¢ € Us, a aplicacdo g = ¢! |y, x{ey: U1 x {¢} — U é um mergulho de
classe C', portanto as placas sao subvariedades conexas de dimensao n de classe
C" de M. Além disso, se « e 3 sao placas de U, entao a NS # 0 ou o = 3.

Definicao 1.21. Um caminho de placas de F é uma sequéncia oo, ...,y de
placas tal que a; Ny # 0, para todo j € {1,....k — 1}.

Como M ¢é recoberta pelas placas de F, definimos em M a relacao de
equivaléncia: “pRq se existe um caminho de placas ai,...,a; com p € a; e
q € ap”. As classes de equivaléncia de relagao R sao chamados folhas de F.
Segue da definicdo que uma folha de F é um subconjunto de M conexo por
caminhos.
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Exemplo 1.6. Seja f : M™ — N" uma submersao de classe C". Entao as
curvas de nivel f~1(c), c € N, sao folhas de uma folhea¢io F de classe ¢ de M.

De fato, utilizando o Teorema da Forma Local das Submersoes temos que
dados, z € M e ¢ = f(z) € N, existem cartas locais (U, ¢) em M, (V,9) em N
tais que x € U, g € V tem-se que:

1) o(U)=U; x Uy C R™"™ x R"
2) P(V)=Va DUy

3) Yo fop ! =my, onde m ¢ a projecao tal que (x,y) — y

As cartas dadas pelo Teorema da Forma Local das Submersoes de M definem
uma folheacao F de M. Com efeito, o item (i) da Defini¢ao 1.19, é satisfeito como
podemos ver acima. Para mostrar o item (i7) da Definicdo 1.19 basta mostrar

que a composicao do item (i7) ¢ independente de z. Sejam (U, ¢) e (U, P) cartas
de M fornecidos pelo Teorema da Forma Local das Submersoes. Mostraremos
que, p o o1 & independente de x € U;.

moPogp l =Pofoplogoy!
=dofoyp™
=¢oyp oo fop
=goylom

entao, _
Ty o (Po ‘Pil) = (o wil) O 2.

Daqui, a composicao do item (i7) da Definicao 1.19 ndo depende de x € U;.
Isto prova que, F ¢ uma folheacao de classe C" de M. Por definicao as placas
de F estao contidas nas curvas de nivel de f. Isto prova que, as folhas de F sao
precisamente os conjuntos de nivel de f e segue o resultado.

Um exemplo mais especifico é o seguinte.
Exemplo 1.7. Seja f : R* — R uma aplicacdio definida por
fla,y,z) = a(r’)e?,
onde r? = 2% + 92, ¢
a:R— R
é uma aplicagio C™ tal que a(0) = 1, a(l) = 0 e &/(t) < 0, para todo

t > 0. Entao f € uma submersao, onde as folhas sao as componentes conexas das
superficies de nivel f~(c) onde c € R.
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De fato, suponhamos, por absurdo, que f nao seja uma submersao. Entao
existe um ponto (x,y, z) tal que

Vi(z,y,z) =0,

ou seja,

(2a/ (r*)ze?, 20/ (r*)ye®, a(r?)e”) = (0,0,0)

Dai, z=y=0¢ a(r?) =0

Portanto, x = y = 0, além disso, de a(r?) = 0 temos que 2% +y? = 1, o que é
uma contradigao.

Logo f é uma submersao e como visto no Exemplo 1.6 as curvas de nivel sao
folhas de uma folheacao de codimensao um e de classe C*° de M.

As folhas desta folheacao sao descritas por

f(x,y,2) = ¢,

ou seja,
a(r?)e® =c.

i) Se ¢ =0, entao a(r?) = 0 e, por tanto, x> +y* = 1. Aqui as curvas de nivel
correspondem ao cilindro de radio 1 que é representado por f~1(0).

ii) Se ¢ > 0, entao a(r?)e* = ¢ > 0. Assim a(r?) > 0. Mais precisamente,
z = In(c) — In(a(r?)).

Quando ¢ =1 temos,

z = —In(a(r?)).

O gréfico da curva acima no plano y = 0 ¢ dado por

z = —In(a(r?)).

Dai,

Entao x = 0 é o tnico ponto critico de z. Temos z — oo quando z — 1T
ou 17. O grafico de z é uma parabola.
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No caso ¢ < 0 a andlise é similar. O grafico das folhas de F estao
representados no gréfico 1.4.

Figura 1.4: Exemplo de Folheacao.

Exemplo 1.8. Um ezemplo de uma folheacao de dimensdo 1 € a folheacdo de
R? = R! x R*™! onde as folhas sio retas da forma R x {c} com ¢ € R*71,

Na teoria de folheacoes é usual considerar também as folheacdes definidas:
i) Por uma fibragao (E, 7, B, F'), onde as fibras, 771(b), b € B, definem uma
folheacao de F, cujas folhas sao isomorfas as componentes conexas de F.

ii) Por campos de vetores X sem singularidades, onde as folhas sdo as curvas
solu¢do da equacao diferencial % = X (z).

1.3 Fluxos Anosov

Nesta secao definiremos um dos conceitos mais importantes nesta dissertacao,
fluxos Anosov e abordaremos algumas resultados importantes da teoria de fluxos
Anosov. As principais referencias para este se¢ao foram [11], [14], [17] e [22].

Definigao 1.22. Um fluxo ¢, - M — M, (t € R) é um fluxo de Anosov
de classe C", (r > 1) se existe uma descomposi¢io continua e ¢p-invariante do
fibrado tangente de M em trés subfibrados, isto €,

T.M = E: ® Ef @ E*,Vx € M.

Onde ET € o fibrado tangente de dimensdo 1 para o fluzo ¢y ndao-singular e E* e
E? satisfazem as sequintes condigoes:

i) Ezistem constantes A > 0, u > 1 tal que para todo t € R, v € E" implica

1D¢i(x).v]] = Ap'[Jv]].
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ii) Ezistem constantes B > 0, A < 1 tal que, para todo t € R, v € E* implica

1D¢i(x).0]] < BA[[]]

Figura 1.5: Fluxo Anosov: E* contrae e E" expande

Notemos, que desde que M e compacta, se escolhesse outra meétrica
Riemanniana que determine a norma |.|;, se teria que existe uma constante k > 0
tal que klv|; < |v| < k7t ol|y, para todo = € T, M, e portanto (i) e (i) se verifica
( com constantes diferentes a A e B). Logo a defini¢ao é independente da métrica
Riemanniana escolhida.

Os principais exemplos de fluxos Anosov sao fluxos geodésicos no fibrado
tangente unitario de uma variedade Riemanniana compacta de curvatura negativa
(ver |22]), e suspensoes de diefeomorfismo Anosov. Este tltimo exemplo é descrito
como segue:

Seja f : N — N um difeomorfismo de Anosov de uma variedade compacta
N (isto significa que existe um f-invariante decomposicdo TN = E* @& E*, as
quais satisfazem as condigbes anélogas ao (i) e (i7) da definigao 1.22). Considere
o fluxo

e NXR— NXxR
(2,5) — (@, s) = (2,5 +1)

a suspensao de f é o fluxo induzido por 7; na variedade obtido de N x R
tornando as identificacoes (z,s) ~ (f(z),s + 1).

Definicao 1.23. Seja M uma variedade suave e E C T M um subfibrado continuo
do fibrado tangente. E € chamado wntegrdvel se é o fibrado tangente de uma
folheagao C' (ou seja uma folheagio determinada por uma carta coordenado de

classe C* [9] ).
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Observacao 1. a) E" e E® sio chamados os sub-fibrados de erpansao e
contracao de T M, respetivamente.

b) O subespaco E" @ E® ndao necessariamente € integrdvel. Se E" @& E*® for
integrdvel entdo, existe uma folheagao F de classe C tal que o subespaco
E" & E* € tangente a F. Se L é uma folha de F entao L € tangente a
Ev® E?®, além disso L € F""-saturado e F*°-saturado.

¢) Os fibrados E* & ET, E* @ ET, E*, E° sao integrdavel e as variedades
integrais sao de classe C". Estas variedades , de fato, determina folheacoes
continuas de M que vamos denotar por F*, F*, F*", F*°, respetivamente.

d) Se x € M, entdo as respetivas folhas destas solugdes que contém x sao
denotadas por W*(x), W*(z), W (z), W**(z) e sao chamadas as variedades
wnstavel, estdvel, instdvel forte, estavel forte de x, respetivamente. De
Maneira mais precisa.

Maiores detalhes da Observagdo 1 podem ser encomtrados em [11] e [22].

Definicao 1.24. Os conjuntos:

W (z) ={y € M : d(¢e(z), ¢:(y)) — 0, quando,t — +oo}

W (z) ={y € M : d(¢i(x),d:(y)) — 0, quando,t — —oo}

Sao chamados respetivamente variedade estdvel e variedade instdvel
forte do ponto x para o fluro ¢,. Onde d denota a funcao distancia
correspondente a métrica Riemanniana M.

Definamos a variedades estavel e instavel de um ponto x € M para o fluxo
¢; como sendo respetivamente os conjuntos

W () = J o (W (x))

teR

We(z) = o (W (@)).

teR

Podemos escolher a métrica em M, de modo que para a decomposi¢ao
invariante temos A = B = 1. Este pressuposto na meétrica implica as seguintes
condicoes sobre a funcao distancia d.

(a) Se z e y estiverem na mesma variedade estavel entao

d(pi(x), de(y)) < d(x,y), parat >0
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W*(gy(x))

WSS (37)

Figura 1.6: Variedades estavel e instavel

e se x e y estiverem na mesma variedade instével entao
d(¢e(z), ¢e(y)) = d(x,y), parat > 0.

(b) Se z e y estiverem na mesma variedade estéavel forte entao

d(¢t(x)’ ¢t<y>) S /\td(xv y)? para t Z 0

e se x e y estiverem na mesma variedade instavel forte entao

d(¢t($), gbt(y)) 2 utd(ﬁ,y), para t Z 0

onde A < 1 e pu > 1 sao os dados para a decomposicao hiperboélico com
respeito a métrica.

Uma métrica satisfazendo estas condigoes é dita "adaptada"no resto desta
dissertacao, nos assumimos que a métrica satisfaz (a) e (b).

Agora, se d,,ds, dy.,,dss denota a métrica induzida por d sobre as folhas de
folheagoes FU, F*, F“*, F*° respetivamente, define-se para cada x € M, § > 0.

Bs(x) ={y € M : d(x,y) < 0}

By (x) ={y € W"(x) : du(z,y) < 6}
Bj(x) ={y € W*(z) : ds(z,y) < 6}
By (x) = {y € W"(z) : duu(z, y) < 0}
B (x) ={y € W*(z) : dss(x,y) < 0}.

Teorema 1.2. ( Teorema da Variedade Estdvel para Fluzos). Seja A C M
um conjunto hiperbdlico invariante para um fluro ¢;. FEntao exriste € > 0 tal que
para cada ponto p € A existem dois bolas mergulhadas Bi*(p) e Bf“(p) os quais
sao tangentes a Ej e EJ, respetivamente.

Demonstragao: Ver em [10] ou [19] n
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Teorema de Vizinhanca Produto Local para Fluxos de
Anosov

Teorema 1.3. Seja Q(¢;) = M para um fluro Anosov ¢, entdo existe o9 > 0
independente de x € M tal que para 0 < § < g as aplicagoes

G : Bj(x) x Bi*(x) — M
(y,2) = G(y, 2) = By;(2) N By’ (y)

H: B§(x) x B{(zx) — M
(y,2) — H(y, z) = B;(2) N Bys(y)

sao definidas univocamente e sao homeomorfismos sobre suas respetivas imagens.

Demonstracao:

Primeiro mostraremos que, se y, z € Q e d(y, z) < 0y para algum &y entao para
todo 0 < dp tem-se que Bigs(z) N By (y) # 0, isto &, existe p € Bis(z) N Byt (y).

Este fato segue da transversalidade uniforme de F* @ E7 e E*. Além disso,
claramente p € (2 desde que Bj;(2) N Byj'(y) C M = Q.

agora, passamos a provar que p é tnico.

Afirmacgao 1.1. p € Bjs(z) N B¥(y) € unico.

De fato, Suponhamos que exista outro ponto p’ € Bis(2)NBs§(y) mostraremos

que p’ = p.

Como p € Bis(z) N By (y) temos que p € Bi,s(z), entao
ds(p, z) < 20. (1.1)

Por outro lado, como p’ € Bis(z) N Bys'(y) temos que p' € Bis(z), de onde segue
que
ds(p', z) < 24. (1.2)

Agora, de (1.1), (1.2) e a desigualdade triangular temos que,

ds(p/>p) < ds(p/, Z) + ds(z7p)
<204+2)=46

= dy(p',p) < 40.

De onde,
" € Bis(p). (1.3)
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De maneira similar provemos que,

P € Big(p). (1.4)

Pois, desde que p € Bjs(2) N B3§'(y) temos que p € By (y), entao

duu(p,y) < 26. (1.5)

or outro lado, como p’ € z y) temos que p’ € y), de onde
P lad '€ Bis(z) N By (y) t '€ By d d

segue que,
duu (D', y) < 26. (1.6)

Daqui, de (1.5), (1.6) e a desigualdade triangular, temos que,

duu(p/,p) < duU(p/> z) + duu(z>p)
<20+20 =49

= duu(p',p) < 49.

De onde,
P’ € Big (p).

Logo, de (1.3) e (1.4) temos que p' € Bi;(p) N By (p) = {p}. Daqui, segue
que p’ € {p}. E assim,

|

|

L

| XV
B§<I) : lm i Ot\IY

T
- z 7 S
el R P
%{ ________
- 7 \

Figura 1.7: Vizinhanca Produto Local
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Teorema de Anosov

Definicao 1.25. Sejam M uma variedade Riemanniana e ¢y : M — M um
fluzo, 6, T > 0 a aplicagdo ¢ : R — M € chamada uma 6 -pseudo orbita se:

d(e(c(7)), e(T +1)) <6
para todo |t |< T eVT € R.

Definicao 1.26. Uma curva ¢ : R — M é € -sombreado pela orbita de v € M
d

se existe uma func¢io s : R — R com |%s — 1] < € tal que d(c(s(t)), pr(x)) < €

para todo t € R.

Lema 1.1. (Sombreamento para fluzos).

Seja M uma variedade Riemannina, ¢, um fluxo diferenciavel e A um conjunto
hiperbdlico compacta para ¢y, entao existe uma vizinhanga U(A) D A tais que para
todo € > 0 existe, 6 > 0 tal que toda a 0 -pseudo orbita é € - sombreada por uma
orbita de ¢;.

Corolario 1.4. Seja M uma variedade Riemannina, ¢, um fluzo diferenciavel e A
um conjunto hiperbdlico compacta para ¢, entao existe uma vizinhang¢a U(A) D A
tais que Ve > 0,30 > 0 tal que toda a 6 -pseudo orbita € € - sombreada por uma
orbita periodica.

Demonstragao: Ver [11]. u

A demonstragao do seguinte teorema pode ser encontrada também em ?77?
Teorema 1.5. (Teorema de Anosov ). Se Q(¢) = M para um fluzo Anosov
entao o conjunto de pontos periddicos de ¢; € denso em Q.

Demonstracao:

Queremos mostrar que Per(¢;) = €.

De fato:

i) Per(¢;) C M=Q entao Per(¢;) C Q ¢é imediato, assim, basta mostrar que,

ii) Q C Per(¢y).

Isto é, dado x € € mostraremos que x € Per(¢;).

Lembremos que x € Per(¢;) se, somente se, YV, , V, Nper(¢p;) # () isto é, se
VVe, 3p € Vo N per(¢y).

Dados z € §2 e € > 0 arbitrario, seja V0 uma vizinhanca de x, Como ¢, é
um fluxo Anosov, existe uma vizinhanga produto Ns(z) de x onde 6 > 0 com

N(S(I) C ‘/;
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Logo, como = € Q entdao Vt > 0,VV, = V,3T > t tal que ¢r(V) NV # 0.

Como isto é valido para qualquer vizinhanca de x, em particular para a vizinhanca
produto, assim podemos tomar V = Ng(x).

De aqui, existe g € ¢op(V)NV.

Assim,

¢-r(q) € VN (V).

Agora, denotemos z = ¢_7(q), daqui segue que existe z € VN o_r(V) e alem
disso ¢r(z) € pr(V)N V.

Isto é,

d(opr(z),2) <. (1.7)
Afirmagao 1.2. Eziste uma d— pseudo orbita ¢ : R — M de ¢, para |t| < T.

De fato, seja T > 0 e,

c:R— M
t— C(t) = ¢tmodT(z)
para [t| < T.

i) Para |t| < T, temos que existe 0 > 0 tal que d(¢i(c(7)),c(t + 7)) < 0, para
todo 7 € R.

Pois, observe que

o(r+1t) = ¢(r+t)modT(Z)
= ¢TmodT(¢tmodT(Z))
= Grmoar (¢1(2))
= ¢t(Prmoar(2))
= di(c(7)).

De onde,

d(¢e(c(r)),c(t+71)) =0<0o,VT€eRe |t| <T.

ii) Para |t| =T, temos que d(¢(c(7),c(t+ 7)) <9, V7 € R.

Observe inicialmente que, ¢(T) = ¢r(z),z € W5(z) e

d(¢e(c(7), et + 7)) = d(dr(Prmoar (2)), (t+r)modr (2))

= d(¢T(¢rmodT( ), ¢rmodT(¢TmodT(Z)>>
d(¢
<d(¢

TmodT(¢T( )) ¢TmodT< ))
r(2),2) <6
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Assim,

d(py(e(T),c(t+ 7)) < 6,VT € R.

De onde se conclui a prova da Afirmagao 1.2.

Dai, pelo corolario 1.4 a d— pseudo Orbita é e- sombreada por uma orbita
periodica.

Pelo que existe,
p € per(¢y) NV, VVE

De onde,

x € per(¢y).

Dai,

Q C per(¢y).

Assim, finalmente temos que per(¢;) = 2. (Ver figura 1.8).

felt)

0- pseudo rbita

Figura 1.8: Teorema de Anosov

Conjuntos F7-saturado (0 = u, s, uu, ss)

Definicao 1.27. Seja F° uma folheacao de uma variedade M. Entao o conjunto
K C M é chamado F°-saturado se é uma uniao de folhas de F° onde
(0 = u, s,uu, ss).
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Lema 1.2. Seja F° uma folheacdo de uma variedade M. FEntao o conjunto
K C M ¢ F?-saturado se, somente, se para todo x € K tem-se que W7 (x) C K,
onde (0 = u, s, uu, ss).

Demonstracao:

Suponhamos que K C M é F7-saturado, entao mostraremos que dado x € K
arbitrario tem-se que W (x) C K.

De fato:

Como K C M é F?-saturado, temos pela defini¢cao que:
K=[]JWw(x)
reK
Dado = € K queremos mostrar que W7(x) C K.

Seja y € W7(x), logo como W (x) C U We(x)

zeK
temos que,
ye | Jwo@) =K.
zeK
Isto é,
y e K.

Agora, suponhamos que dado x € K arbitrario, se W7(z) C K entdo K é
F?-saturado. Isto é que,

K=[]JW ()

zeK

i) Provemos que, U We(z) C K.

zeK

Seja y € U We(x) entao y € W7(z) para algum z € K.
zeK
Logo, como W7(z) C K segue que y € K.

ii) Provemos que, K C U We(x).
zeK

Seja y € K, logo como y € W7 (y) C U We(x) temos que,
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Observagdo 2. a) Se K C M é F°-saturado entdo K (o fecho de K) é F°-
saturado, onde (0 = u, s, uu, Ss).

De fato:
Seja v € K mostraremos que W(x) C K.

Como v € K, ermiste uma sequéncia de pontos (r,)nen € K tal que

lim z, =z, agora como K é F7-saturado tem-se que W7 (z,) C K.
n—-oo

Por outro lado, sejay € W (x). Dai, pela continuidade das folhas W7 e do
fato que lim x, = x, existe (ny)ren tal que B, (y) "W (x,,) # 0, onde,

n—aoo

B,,(y) € uma bola de y e radio ri, > 0. Isto é, existe yx, € By, (y) "W (x,,)
tal que klim yr =y. Logo como B, (y) "W (x,, ) C W(x,,) C K temos
—> 00

que, yr € K. Assim, existe uma sequéncia (y)ren € K tal que klim Y =Y
—00
dai, seque que y € K.
b) Se K C M é F?-saturado, entio K¢ (o complemento de K ) é F°-saturado,
onde (o0 = wu, s,uu, ss).
De fato:

Por contradicao, suponhamos que dado y € K¢ tem-se que W7 (y) ¢ K°.
Entao dado z € W7 (y) temos que z ¢ K€, logo z € K agora, como K é
F7-saturado seque que W (z) C K. Por outro lado, como z € W (y) entdo
y € W (z) dai, y € K isto é, y & K¢ o que € uma contradigao.

Agora demos um exemplo mais especifico.
Exemplo 1.9. W¥(z) é F"-saturado.
De fato, dado y € W*(z) queremos mostrar que W"(y) C W"(x).

Seja z € W"(y), como y € W*(x) temos que W*(y) = W"(x), de onde
z € W*(z).

Observacao 3. Wu(x) é F"-saturado. Este fato é uma consequéncia do Exemplo
1.9 e do item (a) da Observacao 2.

Uma Consequéncia do Teorema de Anosov

Agora, mostramos uns dos principais resultados desta secao, que afirma que
Wt(x) e W#(x) sdo densos em M para cada z € M. Mas posteriormente no
capitulo 2 provaremos que nem sempre é o caso de que cada uma das folhas de
F" ou de F*° & denso em M.

Teorema 1.6. Se Q(¢;) = M para um fluro Anosov entao W¥(z) e W*(x) sao
densos em M para cada x € M.
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Demonstragao: Queremos mostrar que W*(z) = M, para todo x € M.
De fato:
Seja x € M, como M é conexo nao admite outra cisao além da trivial isto é:

Se M = AU B onde A e B sao conjuntos disjuntos e abertos entdo A = ) ou
B = 1.

Denotemos A = W¥(z) e B= M — Wu(x).

Como M = W¥(x)U (M — W“(z)) e A # (), alem disso B ¢é aberto, supondo

que A é aberto terfamos que B = M — Wu(z) = () e dai W¥(z) = M o que
queriamos provar.

Assim, s6 faltaria mostrar que W¥(x) é aberto para todo = € M.

Afirmacao 1.3. W¥(z) é aberto para todo x € M.

Dado z € Wu(x), provaremos que existe uma vizinhanca N tal que z € N C

Seja z € Wu(z), entao pelo Teorema de vizinhanga produto local, existe uma
vizinhanga produto N = N;s(z) contendo z, onde § > 0.

Daqui, basta mostrar que N C W¥(x).

Ou seja, dado ¢ € N, arbitrario queremos mostrar que ¢ € W*(z). Isto ¢é,
para todo V; (vizinhanca de ¢) existe p’ € V, N W*(z).

Com esse fim, enunciamos o seguinte resultado cuja prova seré feito depois de
mostrar que N C W (z).

Resultado 1.1. N N Per(¢) C W (z).

Agora, provemos que N C Wu(zx).

De fato, seja ¢ € N, logo pelo Teorema 1.5 temos que M = Per(¢;) e como
N C M, segue que, ¢ € Per(¢,), isto é, para todo V, existe p € V, N per(¢y).

Por outro lado, observe-se que:

i) Se V, C N temos que, p € N N per(¢y).

ii) Se V, Z N, pela densidade de pontos periddicos existe um ponto periodico
tal que p € per(¢,) NV, N N isto é p € per(¢,) N N.

Isto é, em qualquer caso temos que p € per(¢;) N N.

Logo pelo Resultado 1.1 temos que N N Per(¢) C W4(z) de onde segue

que p € W4(z), dai para toda vizinhanca de p que denotamos por V, existe
p e V,NnW*(z).
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Logo, como isto se cumpre para todo V,,, em particular se cumpre para V,, C V,,
de onde segue que p' € V, N W*(x) para todo V.

Logo
V,NW"(x) # 0,VV,.

Dai, segue que

q € Wu(x).

Provando assim que,

N C Wu(z).

Demonstracao: Do Resultado 1.1

Primeiro, observemos que pela observacao 3, W*(z) é F“-saturado e como
z € Wu(x) temos que,

Wh(z) € We(x). (1.8)

Agora, desde que per(¢;) é denso em M temos que é denso em N, existe
p € N N Per(¢), logo pelo teorema de vizinhanca produto local existe w €

55(0) N W55t (2).

Logo, como w € W35(p) C W*(p) temos,

Jim oy, (w) = p. (1.9)

Por outro lado, como w € Wi (z) C W™ (z) temos que ¢, (w) €
¢, (W (2)) C W*(z) de onde,

o, (w) € WH(2).

Logo, como W"(z) C W*(z) por (1.8), temos que

or,(w) € W (x)

7

daqui, segue por (1.9) que, p € W4 (x).

Assim, concluimos com a prova do Resultado 1.1 e a prova do teorema.



Capitulo 2

Resultado Principal

Neste capitulo nosso objetivo é apresentar a prova do teorema que motivou
este estudo, cujo enunciado é dado a seguir.

Teorema Principal. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta,
conexa, suave ¢ ¢ : M x R — M um fluxo Anosov de classe C" (r > 1) tal
que Q(¢;) = M. Entao existem exatamente duas possibilidades:

i) Cada variedade estavel forte e instavel forte ¢ denso em M, ou

ii) ¢; é a suspensao de um difeomorfismo de Anosov de uma subvariedade
compacta C! de codimensao um em M.

Para todos os resultados declarados neste capitulo os termos estavel e instavel
podem ser trocadas entre si.

As principais referencias sao: [11], [13], [14],[17], [22] e outras referencias que
podem ser de complementagao da teoria foram [3], [15] e [23].

2.1 Proposicoes e Lemas Prévios

Sabemos que, se Q(¢;) = M para um fluxo Anosov entao W*(x) e W*(x) sdo
densos em M para cada z € M (ver Teorema 1.6). Mas nem sempre é o caso
de que cada uma das folhas de F"* ou de F*° é denso em M. Isto nao ocorre,
por exemplo, se ¢; é a suspensao de um homeomorfismo Anosov. Neste caso,
cada folha de F"" e cada folha de F*° situa-se numa subvariedade compacta de
codimensao 1 em M. Este fato é um claro resultado da seguinte proposicao.

Proposicao 2.1. Se p € M ¢ um ponto periddico para um fluro Anosov ¢ tal
que W™ (p) nao € denso em M. Entao

i) M é um fibrado sobre S' com fibra Wuu(p), e

26
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ii) ¢ € a suspensao de um homeomorfismo ¢T‘W , onde r € o periodo de p.

A provar da Proposicao 2.1 é uma consequéncia do seguinte Lema onde afirma
que as fibras sao disjuntas.

Lema 2.1. Se p € M € um ponto periddico para um fluro Anosov ¢ tal que
W (p) nao é denso em M. Entdo ¢, (W““(p)) NWw(p) = O para todo t € (0,r),

onde r € o periodo de p.

A demonstracao do Lema 2.1 sera feita depois de concluir com a prova da
Proposicao 2.1.

Demonstragao: Da Proposicao 2.1

Comecamos a prova mostrando que além das fibras serem disjuntas, elas
formam de fato toda a variedade, isto é:

v = J o (W)

0<tlr

Para concluir este fato, observemos que:

U o (W=®) = U e (W=0)) > Jo r=(p) = w(p).

0<t<r teR teR

Agora, como pelo Teorema 1.6 W*(p) é denso em M e U oy <W““(p)> é
0<tlr
fechado em M, segue que,

v = J o (W)

0<t<lr

Note que, uma vez que as fibras sao disjuntas a uniao acima é disjunta.

Agora, observemos que a aplicagio projegdao 7 : M — S' dada por ¢;(z) —
t (mod r) onde x € Wu(p) esta bem definida desde que M = U o8 (W“”(P)>

o<tr
é disjunta.

Daf que M é um fibrado sobre S* com fibra Wuu(p).

Para finalizar a demonstracao do teorema, so falta mostrar a parte (i7), isto
¢ que ¢; ¢ a suspensao de ng\WT@.

Para isso observemos que, & |jmg; @ W' (p) — Wuu(p) definido por
r — ¢.(x) ¢ um homeomorfismo, desde que ¢, ¢ um difeomorfismo fixando
r.
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Logo, desde que M pode ser escrito como uniao disjunta de ¢ (W““(p)) onde

t € [0,7), em [0,r] x Wu(p) podemos identificar (r,z) ~ (0, ¢,(z)) mediante a
seguinte aplicacao:

0,r] x Wue(p)

~J

H:[ — M

(t,2) —> ().

Claramente H é um homeomorfismo e H(r,z) = ¢.(z) = H(0, ¢.(z)) de onde

[0, 7] x Wuu(p)

~

~ M.

Assim, concluimos que ¢, : M — M ¢é o fluxo de suspensao. [
Agora, mostremos o Lema 2.1, com esse fim enunciamos o seguente resultado.

Lema 2.2. Se p € M € um ponto periddico para um fluro Anosov ¢ tal que
W (p) nao é denso em M e ¢, <W““(p)) N Wuu(p) # O para todo t € (0,7),

entdo ¢, (W““(p)) = Ww(p), onde r € o periodo de p.

A prova do Lema 2.2 sera feita depois da demonstracao do Lema 2.1.
Demonstracao: Do Lema 2.1

Mostraremos que, se p € M é um ponto peridédico para um fluxo Anosov ¢
tal que W**(p) nao é denso em M. Entao ¢, (W“"(p)) N Wu(p) = ) para todo
t € (0,7), onde r & o periodo de p.

De fato:

Suponhamos, por contradigao, que, existe ¢ € (0,r) tal que

o0 (W(p)) NV (p) #0.

Afirmagao 2.1. A={teR: ¢ (W““(p)) = Wwu(p)} € denso em R.

Queremos mostrar que, A = R.

i) claramente, A C R.

ii) Agora, provemos que R C A.

Dado s € R provaremos que s € A. Isto & para todo 6 > 0 existe t; €
(s—0,s+d)NA.
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Sejam s € R e § > 0 tomemos t € (0,0) tal que ¢, (W““(p)> N W (p) £ .
Entao pelo Lema 2.2 tem-se que,

o0 (W) = W ().

Dai, também tem-se que,

bar (W) ) = W ()

e assim sucessivamente

Dni (W““(p)) = Wuu(p).

De onde segue que, nt € A, Vn € Z.
Logo, como |nt — (n — 1)t| = |nt — nt + t| = |t| < 0. Existe n € ZT tal que,

nt € (s —9,5+9).

Pelo que, nt € (s — d,s 4+ 0) N A. Dai, segue que (s — 0,5+ ) N A # .

Assim, A={teR: ¢ (W““(p)> = Wuu(p)} & denso em R.
De onde se conclui a prova da Afirmacao 2.1.

Agora, observemos que a Afirmagao 2.1 implica que W*(p) seja denso em M.
Pois,

Dados z € M e § > 0 como M = U oy (W““(p)) entao r € ¢rp (W““(p))

0<t<r

para algum 7" € [0, r], dai que x = ¢r(y) onde y € W (p).

Agora, observemos que pela continuidade do fluxo ¢ existe € > 0 tal que se
t € [T —¢€,T + €] entao,

th(y) € Bg(([))

Por outro lado, como pela Afirmagao 2.1, A é denso em R existe t* €
(T —€,T+¢)N A.

Daqui, como t* € (T — €, T + €) entdo,

¢+ (y) € Bs(x).

Além disso, como t* € A entao ¢« (W“"(p)) = Wuu(p).

Logo, como y € W™ (p) temos que ¢p(y) € Py <W““ (p)> = Wuu(p).

Assim,

P (y) € W (p).
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dai que,

¢ (y) € Wt (p) N Bs()

logo,

Wee(p) N Bs(x) # 0.

De onde Wuu(p) é denso em M, i.e (W“u(p) = M) .

Mas como W (p) é fechado entdo temos que Wt (p) = Wue(p), dai que
Wue(p) = M, isto é que W"(p) é denso em M, contradizendo a hipotese.

Isto conclui a prova do Lema 2.1. [

Para finalizar s6 falta mostrar o Lema 2.2, que foi usado para provar o Lema
2.1. Com esse fim provaremos primeiro o seguinte resultado, logo usando esse
fato concluiremos com a prova do Lema 2.2.

Lema 2.3. Se p € M € um ponto periddico para um fluro Anosov ¢ tal que
W"(p) nao € denso em M. Entao W*¢(p) satisfaz:

i) W (p) é fechada em M.

ii) Wwe(p) é F*-saturado.

iti) or (W““(p)> = Wuu(p).

Além disso, nenhum subconjunto proprio de W (p) satisfaz (i) , (ii) e (7).
Para mostrar o Lema 2.3 precisaremos de trés afirmacoes que serao enunciados
em seguida e provadas depois de mostrar este lema.

Afirmacao 2.2. Se p € M ¢é um ponto periodico para um fluxo Anosov ¢ tal
que W"(p) nao é denso em M. Entdo existe um subconjunto K C WU (p)
(nao-vazio) tal que:

i) K € fechado em M.

ii) K é F*-saturado.

iii) ¢, (K) =K.
FE tal que, nenhum subconjunto proprio de K satisfaz (i), (it) e (ii1).

O seguinte resultado afirma que M é unido de ¢;(K) onde ¢ € [0, 7], mas nao
afirma que é uniao disjunta, é importante destacar isso.
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Afirmacgao 2.3. Sep € M ¢ um ponto periddico para um fluzo Anosov ¢ tal que
W (p) nao € denso em M e K é como na Afirmagao 2.2, entao

M= |J &K

0<t<r

Por outro lado, o seguinte resultado afirma que o conjunto minimal K e ¢;(K)
nao se intersectam para todo ¢t € (0, r), claramente quando K # ¢;(K). Sem mais
preambulos enunciamos.

Afirmacgdo 2.4. Se 0 <t <r e KN¢(K) #0 entio K = ¢y (K).

As afirmacoes 2.2, 2.3 e 2.4 é 0 que precisamos, para mostrar o Lema 2.3. A
ideia é provar que K = W"¢(p) e dai usando a Afirmagao 2.2 obter o resultado.

Demonstracao: Do Lema 2.3

Queremos mostrar que, se p € M é um ponto periddico de periodo r de um
fluxo Anosov ¢ entao W (p) satisfaz:

i) Ww(p) é fechada em M.
ii) Wuu(p) & F"-saturado.

iii) ¢, (W““(p)> = Wuu(p).

Além disso, nenhum subconjunto préprio de Wu(p) satisfaz (i), (ii) e (7).
De fato:

Pela Afirmacao 2.3 temos que,

M= | éu(K

0<tlr

Dai, dadop € M = U ¢ (K) tem-se que,

0<t<r

p € ¢r(K) (2.1)
para algum 7" € [0, r].

Entao, ¢_r(p) € K. Logo, pela Afirm¢ao 2.2 como K é F““-saturado temos
que, W“"(¢,T( )) C K. Pelo que, ¢_p(W"(p)) C K. De onde, segue que
o_r(Wwe(p)) C K. Logo, pela Afirmg¢ao 2.2 como K é fechado temos que,

) C

o_r(Wwe(p)) C K. Daqui, segue que ¢_r (W“"(p)) C K. Assim,

Wt (p) C ¢r(K).
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Daqui e do fato que K C W"(p) pela Afirmacao 2.2, temos que

K C ¢r(K).

Entao,
KNor(K)=K #0.

Logo, como K Nop(K) # 0, pela Afirmacao 2.4 segue que,
K = ¢r(K).

Por outro lado, de (2.1) temos que p € ¢p(K) entdo p € K. Agora, como K é
F"-saturado, temos que
W (p) C K.

De onde, Wuu(p) C K. Logo, como K ¢ fechado, tem-se que,

Wuu(p) C K.

Assim,

K = Ww(p).

Logo usando a Afirmagao 2.2, o Lema 2.3 fica provada.
|

Agora passamos a mostrar as trés afirmacoes que foram usados para provar o
Lema 2.3.

Demonstracao: Da Afirmacao 2.2

Mostraremos que, se p € M é um ponto peridédico de periodo r de um fluxo
Anosov ¢, entdo existe um subconjunto K C W*(p) (ndo-vazio) tal que:

i) K ¢é fechado em M.
ii) K é& F"-saturado.

i) ¢, (K) = K.

E tal que, nenhum subconjunto proprio de K satisfaz (i), (ii) e (ii7).

De fato:

Seja, & = {u C Wwu(p) : p # 0, u é fechado, p é F*-saturado e ¢,.(u) = pu}.

Consideremos em  a ordem parcial induzida por inclusao de conjunto. Logo,
dada uma sequéncia pqy D pe D 3z D ...... D.... de elementos de & observemos
que,

i) u*:ﬂm#@desdequem#@, Vi € N.

ieN
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i) pu* = ﬂ w; & fechado.
ieN
Pois, p; é fechado para todo ¢+ € N. Logo, a interseccao arbitraria de
fechados ¢é fechada.
i) p* = U w; € F* -saturado.
i€EN
Pois, dado z € pu* = ﬂ 1; temos que, z € u; para todo ¢ € N. Logo, como
ieN
W ¢ F*-saturado, temos que,
W (z) C py, Vi € N.
Dai que,
W*(z) C ﬂ i = p
ieN
Assim,
iv) ¢ (u*) = p*.
Pois,

¢r(1%) = ¢r (ﬂ Ni) = ﬂ br(pi) = m i =

ieN ieN ieN
Além disso, pu* C p; , Vi € N.

Entao pelo lema de Zorn’'s, & contém um elemento minimal, claramente
satisfazendo as condicoes de acima. Isto conclui a prova da Afirmacao 2.2.

Demonstracao: Da Afirmacao 2.3

Queremos mostrar que, M = U o (K).

0<tlr

Para provar esta afirmacao precisamos de dois resultados que apresentamos
em seguida, mas antes dele denotemos:

U ¢t(K) = K"

0<t<r

Resultado 2.1. K* ¢ F“ -saturado.

De fato, seja z € K* = U ¢ (K), entdo existe s € [0,r] tal que z € ¢4(K).

0<t<r

Daqui, existe x € K tal que z = ¢4(x).
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Agora, note que, basta mostrar que ¢, (W"%(z)) C K* para todo t € R. Ja
que daqui teriamos que,

wWi(z) = J o (W (2) € K.

teR

Com esse fim, observemos que

P(W*(2)) = W™

Isto é,

G (W (2)) = bras (W ().
Logo, tomando t +s=nr+ T onde 0 <T <ren € Z. Temos que,

Gris (W () = Grar (W (7)) = b1 (nr (W (2)).

De onde,

o (W (2)) = o1 (dnr (W*(2))). (2.2)

Por outro lado, como K é F*-saturado, para x € K tem-se que W"(z) C K.

Entao,
¢ (W™ (2)) C ¢n(K) = K

pelo que,
o (W™ (x)) C K

daqui, também tem-se que ¢o, (W**(x)) C ¢.(K) = K de onde,
Gor(W*"(z)) C K
assim sucessivamente temos que,

Onr(W(2)) C K.

Entao,

O1(dnr (W™ (2))) C r(K) C | du(K) = K~

0<t<r
Isto é,

Agora, como por (2.2) temos que ¢r (¢, (W (x))) = d(W"(2)).

Concluimos que,

G(WH(2)) C K™
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de onde,
W (z) c K*

Assim, concluindo a prova do Resultado 2.1.

Resultado 2.2. K* é fechado em M.

De fato, temos que

K* = U ¢t(K): U ¢(t7K)

0<t<r 0<t<r

= U ¢(ta Zl?)

0<t<raeK
={é(t,z):0<t<r,ze K}
= ¢([0,r] x K).

Isto é,

K* = ¢([0,r] x K).

Agora, como K C M ¢é fechado e M compacto, temos que K é compacto.
Daqui segue que,
[0,7] x K & compacto.
Logo, como ¢ é continua, segue que ¢([0,r] x K) é compacto.

Assim, K* = ¢([0,7] x K) ¢ compacto. Dai que,

K* & fechado.

De onde se conclui a prova do Resultado 2.2.
Agora, ja temos as ferramentas necessérias para mostrar a Afirmagao 2.3.

Pois, como pelo Resultado 2.1 K* é F* -saturado, dado z € K* temos que,
W'(z) c K*

entao, o
Wu(z) C K*.
Logo, como W"(z) é denso em M pelo Teorema 1.6 temos que, M = Wu(z).
De onde,

M =Wu(z) C K*.

E por outro lado, como pelo Resultado 2.2 K* & fechado i.e (K* = K*) temos
que, M C K*.

Dai, como
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temos que, M = K*.

Isto é,

M= | oK)

0<t<r

Isto conclui a prova da Afirmacao 2.3.

Demonstracao: Da Afirmacgao 2.4
Mostraremos que, se 0 <t <7 e KN ¢ (K) # 0 entdo K = ¢ (K).

De fato:
I) Provemos que, K C ¢:(K).

Observe que, K N ¢;(K) satisfaz as propriedades (i), (i7) e (i77) da afirmacao 2.2
i.e:

i) Provemos que, K N ¢;(K) é fechado.

Pois, como K é fechado e ¢, ¢ um difeomorfismo fixando ¢, temos que ¢;(K)
é fechado. Logo, como intersecao de fechados é fechada temos que KN¢,(K)
é fechado.

ii) Provemos que, K N ¢;(K) ¢ F*“-saturado.
Dado z € K N ¢(K) queremos mostrar que, W*%(z) C K N ¢(K).

Como,
x € KNoyK).

Temos que, z € K. Logo, como K ¢ F*-saturado temos que:

Ww*(z) C K. (2.3)

Além disso, temos que © € ¢;(K) entdo, ¢_(x) € K. Agora, como K é
F"-saturado temos que,

W™ (¢p(x)) C K
pelo que, ¢_,(W"(z)) C K. Entao,

W (z) C ¢(K). (2.4)
Logo, de (2.3) e (2.4) segue que,

W (z) C K N¢(K).

Assim, K N ¢(K) é F*-saturado.
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iii) Provemos que, ¢, (K N ¢ (K)) = K N ¢i(K).

pois,
¢r (K N Gu(K)) = ¢r(K) N dr(de(K))
= ¢ (K) N ¢ryt(K)
= ¢r(K) N @pyr(K)
= ¢r(K) N (9 (K))
TR nou(E).
De onde,

Or (KN@e(K)) = KNg(K).
Assim, K N ¢,(K) é um conjunto que satisfaz as propriedades (i), (ii) e (iii)
da Afirmacao 2.2

Por outro lado, pela Afirmacao 2.2 como K é o conjunto minimal satisfazendo
(1), (i) e (i7i) temos que,
K C KN ¢(K).

Dai, como K N ¢ (K) C K temos que, K N ¢ (K) = K.
De onde,
K C ¢(K).

IT) Agora, provemos que ¢(K) C K.

Note que, para todo s € R, ¢4(K) satisfaz as propriedades (i), (i7) e (i7i) da
Afirmacao 2.2 i.e:

i) Provemos que, ¢4(K) ¢ fechado.
Pois, como K é fechado e ¢; € um difeomorfismo fixando s, temos que ¢4(K)
é fechado.

ii) Provemos que, ¢4(K) é F"*"-saturado.

Dado x € ¢4(K) queremos mostrar que, W"(z) C ¢4(K).

De fato:
Como x € ¢4(K) entdo, ¢_4(x) € K. Logo, como K & F““-saturado temos
que,
W6y (x)) C K
pelo que,
o_s(W™(x)) C K
de onde,

W (x) C ¢s(K).
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iii) Provemos que, ¢, (¢5(K)) = ¢5(K).

Pois,

or(K)=K

gbr (¢S(K)) = gbr-l—s(K) = ¢S+7‘(K) = ¢9 (¢T(K)) = ¢S(K>

de onde,

Or (9s(K)) = ¢s(K).

Agora, como para todo s € R, ¢,(K) satisfaz as propriedades (i), (i7) e (i)
da firmagao 2.2 em particular satifaz para s = —t. Logo, tem-se que ¢_4(K)
também satisfaz as propriedades (i), (i7) e (iii) da firmacao 2.2.

Dai, pela firmagao 2.2 como K é um conjunto minimal satisfazendo (i), (ii) e
(7i1) temos que:

K C ¢_4(K).
Dai, segue que
o (K) C K.
Assim,
K = ¢4(K).
Isto conclui a prova da Afirmacao 2.4. ]

Agora ja temos as ferramentas necessarias para provar o Lema 2.2.
Demonstracao: Do Lema 2.2

Isto é uma consequéncia imediata do Lema 2.3 e a Afirmacao 2.4. J& que
pelo Lema 2.3 temos que, W (p) = K. Logo da Afirmagdo 2.4 segue que

O (W“”(p)> = Wuu(p) para todo t € (0,r).

No seguinte lema damos uma condi¢ao necessaria para que a variedade instavel
forte seja densa em M para todo ponto x € M.

Lema 2.4. Seja Q(¢:) = M para um fluzo Anosov. Se W' (p) é denso em M
para todos os pontos periddicos p entao W' (x) é denso em M para todo x € M.

Demonstragao:

Mostraremos que WT(JC) = M para todo x € M.

Como Wuu(z) C M s6 faltaria mostrar que M C Wuu(z).
De fato:

Seja W € F“* fixado arbitrariamente uma variedade instavel forte, x um
ponto arbitrario de M e € > 0 provaremos que B.(z) N W # ().
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Como z € M e ¢; ¢ um fluxo Anosov entao existe uma vizinhanca produto
N, (z) onde r > 0 definido por:

N@= |J Bl

yeB Y (x)

Logo como N, (z) ¢ aberto, dado r > 0 existe 0 = d(r) tal que Bs(x) C N,(z)
para todo x € M.

Por outro lado, como os pontos periddicos sao densos em M, existe uma
cobertura de bolas abertas Bs(z)(p;) de M, onde p; é ponto periddico de perfodo
t; respetivamente e ¢ € N. Agora como M é compacto, temos que toda cubertura
aberto admite um sub cobertura finito Bj(s)(p1), - - -, Bs(z) (Pk)-

Isto é,

k
M C U Bs(5)(pi) (2.5)

=1

Afirmacao 2.5. Eziste t > 0 tal que qﬁt(B%“‘(pi)) N Be(z) # 0 parai=1,... k.

Para provar esta afirmacao precisamos os seguintes resultados.

Resultado 2.3. Eriste T > 0 tal que By (p;) N\ Bg(x) # 0 parai=1,... k.

De fato, pela hipotese como W™ (p;) é denso em M para todo p; € per(¢,),

temos que M C W (p;). Dai, dado x € M tem-se que x € W (p,), somente, se
para todo vizinhanga de x denotado por V,, tem-se que V, N W"%(p;) # (). Como
isto ocorre para toda vizinhanga de x , tomemos V, = B¢ ().

Dai que,

Be(z) N W™ (pi) # 0.
Agora, podemos escolher 7; > 0, i = 1,...k com B*(p;) C W"*(p;)
tal que,

By () N B () # 0.

Logo, tomando 7' = max(r;) temos que B!*(p;) C Bf'(p;) para todo

1<i<k
t=1,..., k. De onde,

By (a) N By (pi) # 0.

Assim se concluf a prova do Resultado 2.3, (ver figura 2.1).

Resultado 2.4. Eriste ¢ > 0 tal que ¢,(By*(p;)) N Be(x) # 0 onde [t| < cit;
(i=1,...,k).
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W (pl)

Wes(p2)
Wus (P_M

Di

Figura 2.1: Resultado 2.3

De fato, desde que B¥“(p;) N B
existem ¢; tal que ¢;(By*(p;)) N By ()

(1Y

(z) # 0 pelo Resultado 2.3 e B¢ () é aberto,
# () para |t| < ci.t; ei=1,. k.
Pois:

Seja z; € Bp'(pi) N Be(z). Como Bg(x) é aberta existe 6; > 0 tal que
Bs,(2i) C Be(z). Logo pela continuidade das folhas instéveis fortes existe Bg(pi)

onde ¢; > 0.

Agora, tomemos ¢; > 0, tal que ¢:(p;) € Bs/(pi) para [t| < citiei=1,. k.
logo como ¢x(p;) € B (4(p:)) Temos que B (,(pn)) N By (ps) # 0, novamente
pela continuidade das folhas instaveis fortes, temos,

By (¢e(pi)) N Bs,(2:) # 0.

Daqui, como Br*(é:(pi)) C ¢(Br"(pi)), segue que ¢y(By"(pi)) N Bs,(z:) # 0.

Agora, como Bs,(z;) C Bg(z), temos que

¢1(Br'(pi)) N Bg (z) # 0
onde |t| < ¢t (Z =1,..., k?)

Isto &, existem ¢; > 0 tal que ¢;(Bj"(pi)) N Be(x) # 0 onde [t| < cit;
(i=1,....k).

Agora, tomando ¢ = min (¢;) tem-se que
1<i<k
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¢( B (pi)) N Bg(x) # 0

para |t| <ect; (i=1,...,k).

Isto &, existe ¢ > 0 tal que ¢(By(p;)) N Be(x) # 0 onde [t| < ct;
i=1,....k).

De onde se conclui a prova do Resultado 2.4, (ver figura 2.2).

/ﬁ/uu (}71)

Figura 2.2: Resultado 2.4

Resultado 2.5. Set € suficientemente grande entao
B%u(pZ) - ¢mtz(Bgu(pz))
para n; que depende det en; € Z onde (i =1,...,k).
De fato, com a finalidade de mostrar este resultado observemos que:

Observacao 4. Dados t;,t; € R ezistem n;,n; € Z e ¢ > 0, tal que

|t — njt;| < c.t; onde t; = 15{‘17'I<lk(tl,tj).

Dai, eziste t > 0 arbitrariamente grande tal que |t — n;t;| < ct; para algum
n; € Z que depende det e (i =1,...,k).

Para maiores detalhes desta observagao ver [15].

Agora, comecemos fazer a prova do Resultado 2.5.
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v 1 l (1)

I I ' \" i

t1 to t; 2t1 2t2 eee nity nitiﬂztz

Desde que p; ¢ ponto periodico e Be“(pi) C ¢y, (BE"(pi)) C o, (BE"(pi)) C
.. C ... existe m; € Z* tal que,

B%u<pl) - quztz(Bgu(p’L)

Observemos que pode acontecer que existam m;,m; € Z* tais que |mt; —

myt;| > ct; onde t; = 1gzl,£k<tl’ t;).

I 1
t1 to t; mity m;t; maots
Para solucionar isto, usemos a Observacao 4. Ou seja existe M; € Z* tal que
\Mlmltl — Mlmltl| < ct;

Logo, existe t suficientemente grande tal que |t — n;t;| < ct; onde n; = M;m;
e(i=1,...,k).

n; = M;m;
. I I I (1
yor I I \ ' 1
t1 1o t; mltl miti mato nity ngt; naty

Agora, como gbmiti(B%“‘(pi)) C (bniti(Bg“(pi)) desde que m; < n; e B¥(p;) C
gbmztz(Bgu(pz))a temos que

B%u (pl> - ¢mtz‘ (Bgu (pl))

Assim, concluindo a prova do Resultado 2.5, (ver figura 2.3).

Agora, para concluir com a prova da Afirmacao 2.5, basta tomar ¢t =

g%imit")'

Daqui,
Onits (BE(pi)) C ¢e(BE (i)

assim,

By (pi) C ou(B(pi))-
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B
2($> B%u(pi) /0/)\
W

go*

/Wi@i)

Figura 2.3: Resultado 2.5

Logo, como pelo Resultado 2.3 temos que By*(p;) N Be(z) # )

assim,

Su(BY(p)) N By () # 0.
Isto conclui a prova da Afirmacao 2.5.

Afirmacgao 2.6. Para algum j onde 1 < j < k temos que ¢_(W)NBs(5)(p;) # 0

De fato, temos por (2.5) que,

k
M c | Bss(p1)

i=1

logo, como ¢_(W) C M tem-se que
k
o-«(W) | Bss)(m)-
i=1

k
Isto &, se x € ¢p_,(W) entao z € U Bs(y(pi)-

=1

Daqui, existe j € [1, k] tal que @ € Bs(s)(p;), de onde x € ¢_ (W) N By (p;)-
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Assim, para algum j € [1, k] temos que

¢-«(W) N Bss)(p;) # 0.

De onde se conclui a prova da Afirmagao 2.6, (ver figura 2.4).
Afirmacgao 2.7. Ezistem ¢ € W™ (p;) N ¢_(Bs(z)) ey € ¢_«(W)NW?(q) tal
que d(q,y) < 5.

De fato, pela Afirmagao 2.5 temos que existe t > 0 tal que parat=1,....k
tem-se que

Su(BE" (1)) N By (x) # 0

entao,

B (p) N 64 (By () # 0.
Logo, como Bg“(pl-) C W*(p;) para todo i = 1, ..., k temos que,

W™ (pi) N ¢_(Bs (x)) # 0

em particular, para j € [1, k] temos que W*"(p;) N ¢_;(B<(x)) # 0.

De onde temos que existe

q € W (p;) N o-(Bg(x)). (2.6)

Agora, como pela Afirmagao 2.6 temos que ¢_,(W)NBss)(p;) # 0 para algum
j€[1,k] e g€ W™ (p;) N¢_(Be(x)) # 0, pelo teorema de vizinhanga produto
local temos que existe y € ¢_(W) N W?*(q) tal que d(q,y) < 5.

De onde se conclui a prova da Afirmacdo 2.7, (ver figura 2.4).

Afirmacao 2.8. ¢:(y) € Be(z).

De fato, desde que y e ¢ estejam na mesma variedade estavel e d(q,y) < 3,
pela Afirmagao 2.7 temos que, d(¢¢(q), ¢:(y)) < d(q,y) < 5.

Isto é,

d(¢e(q), de(y)) < (2.7)

[NRINe

Por outro lado, como g € W"(p;) N ¢_+(B:(x)) por (2.6), segue que
q € ¢—1(Bs(x)), de onde ¢(q) € Be(x).

Assim,

d(z, ¢:(q)) < (2.8)

DO ™
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Figura 2.4: Afirmacao 2.6 e 2.7

Logo usando (2.7), (2.8) e a desigualdade triangular temos que,

Az, 6u()) < dle, éx(@)) + d(éu(a), &u(y) < 5+ 5 = ¢

de onde,

d(z, ¢e(y)) < €.
Finalmente daqui, segue que

¢t(y) € Be(x)

E por outro lado, como ¢;(y) € W pela Afirmagao (2.7).

Temos que
¢t(y) < BE([L') NWwW
de onde,
B (zx)NW # 0.
Assim, o
xeW.

Isto &, dado € M mostramos que z € W.

O que o mesmo dizer que M C W e como por outro lado temos que W C M,
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segue que o
W =M.

Logo, como W € F"" & arbitrario, tomemos W = W"%(zx), assim

Wuu(z) = M.

Figura 2.5: Afirmacao 2.8

2.2 Folheacoes Conjuntamente Integraveis

Seja Nj(x) uma vizinhanga produto de z como no Teorema 1.3. Se y e z
estdo na mesma variedade instavel forte em Ns(x), entdo existe um ¢ > 0 tal
que a aplicagdo F, . : By (y) — Bj(z) dada pela proje¢ao ao longo da variedade
instavel forte é bem definida.

Definicao 2.1. As folheagoes F* e F*° sao chamadas conjuntamente
integrdvel em Nj(x), se para y e z que estdo na mesma variedade instdvel
forte e &' > 0 temos que:

Fye (W*(u) N By (y) C W™ (F,.(w) N Bi(2),  onde u € By(y).
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F e F*  sao conjguntamente integrdvel se todos os pontos de M
estao contida em tal vizinhanca Ns(x). Também diremos que E" e E* sdao
conjuntamente integrdvel.

Bi(2)

Figura 2.6: Folheagoes Conjuntamente Integraveis

Agora, passamos a enunciar um resultado que é a caracterizacao de folheacoes
FU" e F*° conjuntamente integravel.

Proposicao 2.2. F“ e F*° sdo conjuntamente integrdaveis se, e somente se,
E" & E° € integravel.
Demonstracao: Suponhamos que E" @ E? é integravel entao F** e F*° sao

conjuntamente integraveis.

Pois, caso contrario E* @ E° é tangente a duas sub variedades F, ,(W**(u)) e
W#s (F,.(u)). O qual é uma contradicdo, ja que E" @ E° é tangente a uma unica
folheacao (ver figura 2.7), de onde

F, . (W*(u) N By, (y)) C W*(F, .(u)) N B§(z) e u € By (y).
Agora, suponhamos que F"* e JF* sao conjuntamente integraveis entao,
mostraremos que E" @ E° é integravel.
De fato:

Se Fu e F* sao conjuntamente integraveis entdo ha uma subvariedade C!
tnica através de cada ponto x de M, cujo espaco tangente é B @& 7. Temos
assim uma folheagao F de codimensao um com fibrado tangente E" & E°.

Afirmacao 2.9. A folheacao F é de classe C*.



48 2.2. Folheacoes Conjuntamente Integraveis

TN

Figura 2.7:

De fato, para cada p € M, sejam L(p) uma folha de F que contém p, B C L(p)
uma bola aberta contendo p, e

n:B— R"™! um mergulho C'.

Agora, como ¢, leva folhas de F em folhas de F desde que ¢, : M — M é
um homeomorfismo para cada t fixo.

Definamos,

onde 6 > 0 é suficientemente pequeno tal que a aplicacao

h:Bx(=6,0) — U
(:L’,t) — h($>t> = (bt(x)

seja um homeomorfismo.

Agora, defina

WU — R*(= R" x R)
¢i(2) — Y(di(x)) = (n(x),1).
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Claramente ¢ & C' e a colecdo de todas as cartas definidas deste modo
determinam a solucao de folheacao F, isto &, F & C.

Figura 2.8: Afirmacao 2.9

Observemos que da Proposicao 2.2 se conclui que, se E*@® E° nao é integravel
entao F"* e F°° ndo sdao conjuntamente integraveis. A contra positiva da seguinte
proposicao afirma que, se F** e F*¥ nao sao conjuntamente integraveis entao
W (z) e W**(x) sdo densos em M para cada x € M. Isto é, se E* @ E* nao é
integravel entdao W*%(z) e W**(z) sdo densos em M para cada x € M.

Proposicao 2.3. Se algum variedade estdvel forte ou instdvel forte nao é denso
em M entao F** e F*° sao juntamente integrdvel.
Demonstracgao:

Queremos mostrar que dado um x € M arbitrario existe uma vizinhanca
produto Ns(x) de z onde § > 0 tal que dado y, z e 9’ > 0 como na Defini¢ao 2.1
tem-se que:

Fy (W (u) 0 Bs (y)) € W (Fy2(u)) N B3(2)
onde u € B} (y).
De fato:

O teorema de vizinhanga produto garante a existéncia de Ng(z). Agora
mostremos que,
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Fy - (W (u) N B(y)) € W™ (Fy 2 (u)) 0 B3 (2).

Por hipotese, como alguma variedade estavel forte ou instavel forte nao é
denso em M entao existe 2’ € M tal que W"*(z’) ou W**(z’) ndo ¢ densa em
M. Suponhamos que W**(z') ndo é densa em M, entao pelo Lema 2.4 existe um
ponto periddico p de ¢; de periodo r tal que W**(p) nao é densa em M, logo pela
Proposicao 2.1 temos que,

i) M éum fibrado sobre S! com fibra Wuu(p), e

ii) ¢; é a suspensao de um homeomorfismo ¢r|m: onde r é o periodo de p.

Por outro lado temos que:

o Wuu(p) & F'-saturado desde que W*¥(p) é F*“-saturado.

o Wuu(p) é F*-saturado.

Pois, caso contrario se W4 (p) ndo é F**-saturado, existe u € W (p) tal

que W#(u) ¢ Wu(p). Entao, existe v € W*(u) tal que v & Wu(p).
Daqui, segue da Proposicao 2.1 que v € ¢, (W““(p)) para algum t € (0,r).

Agora, como v € W*(u) temos que,

nh_{{.lod(¢nr<v)7¢m"(u)) =0. (2'9)

Por outro lado, como v € ¢ <W““(p)) segue que, ¢, (v) €
our (00 (W) = 00 (0w (W) = & (W), pois
Onr <W““(p)> = W (p) desde que r é o periodo de p. Assim,

Our(v) € 60 (W (7)) (2.10)

E, como u € W (p) entao ¢n,(u) € dpyr (W““(p)) = Wwu(p). Assim,

Pnr(u) € W (p) (2.11)

Logo, por (2.9), (2.10) e (2.11) segue que, d ((bt (W““(p)) ,W““(p)) = 0.

Daqui, como ¢, (W““ (p)) e Wue(p) sdo compactos desde que M é compacto

temos que, ¢; <W““(p)> N Wuw(p) # 0, o que é uma contradigdo ao Lema
2.1.

® Oy (W““(p)) ¢ F*-saturado onde tq € (0,r).
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Pois, seja y1 = ¢y, (1) € ¢y <W“u(p)) tal que =1 € W (p), logo como

Wuu(p) & F**-saturado temos que W5 (z1) C Wu(p) entao ¢y, (W*(x)) C
b1, (W"“(p)>, logo como ¢, (W*5(z1)) = W (¢, (x1)) = W*(y1) temos

aue, W*(y1) € y, (W(p) ).

o Oy (W““(p)) é F'-saturado onde ty € (0,7), desde que Wwu(p) & FU-
saturado.

Note que, ¢, <W““(p)) ¢ um fibrado, desde que W (p) é um fibrado e

¢T‘WT@ deixa cada fibrado invariante. Além disso pelo Lema 2.1 as fibras sao
disjuntas.

Denotemos K, = ¢y, <W““(p)> a fibra que contem o ponto u para algum
0<ty<r.

Afirmacao 2.10. Se u € W**(y) entdo W*(y) C K,.

De fato, como u € K, e K, é F**-saturado temos que W**(u) C K,.

Dai como u € W**(y) temos que W*(u) = W*(y).

Assim,

We(y) C K,.

De maneira analoga se prova que, se u € W"(y) entao W*(y) C K,.
Afirmagao 2.11. Se v € W*(y) N B;,(y) entdo F,.(W*(y) N B (y)) esta na
mesma fibra que W*(y) N B (y).

De fato, Como u € W*(y) N Bj(y) entdo pela Afirmacao 2.10 W**(y) N
B3 (y) C K.

Agora, mostremos que F, ,(W*(y) N B (y)) C K,.

Isto é, se ¢ € F, ,(W?*(y) N B3 (y)) entdo ¢’ € K,.

/ C](;m(z (g; € F,.(W*(y) N B (y)) entao existe v’ € W**(y) N By (y) tal que
¢ =F,.(u).

Por outro lado, como v’ € K,y e K, é F*-saturado temos que, W"*(u') C

K, Logo, como v’ e ¢' = F,, ,(u) entdo na mesma variedade instavel temos que

q € W"(u'). De onde segue que,

¢ € Ky. (2.12)

Além disso, como v’ € W*(y) N B;,(y) C K, segue que, u' € K,.
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Daqui, v’ € K, N K, isto é, K, N K, # () entao, pelo Lema 2.2 temos que,

Ku - Ku/.

Agora, por (2.12) segue que,

qJ € K,.

Assim, F, ,(W*(y) N Bs (y)) esta na mesma fibra que W**(y) N B3, (y).

Afirmacao 2.12. F, . (W*(y) N B (y)) C W*(F,.(y)) N Bj(2).

Por contradigao, suponhamos que F, . (W*(y) N B3 (y)) € W*(F,.(y)) N
Bj(z) entao, existe ¢ = F, ,(u) € F, . (W*(y) N B; (y)) com u € W*(y) N B, (y)
tal que ¢ € W*(F, .(y)) N Bj(2).

Logo, como F), . : B (y) — Bj(z) e u € B; (y) temos que, ¢ = F, .(u) €
Bi() cWi(z) = |J W (anl2)),

te(—0,0)

Daqui, segue que
qc WSS(¢t0 (Z))

para algum —d < ty < § < r. Note que ty # 0, caso contrario se tg = 0 entao,
q € W*(2) o que seria uma contradicao, pois ¢ & W**(F, .(y)) = W**(z).

Agora, seja K, = ¢y, (W““(p)) para algum ¢; € (0,7). Entao,

O, (K,) = Wue(p). (2.13)

Por outro lado, observemos que

Srors (WD) = 0y (60, (W) ) = 1y (K2) = Koo

entao,
Groves (W) = Kooy (o) (2.14)

Além disso, observemos que

i) Kg, ) = Ky

Pois, como ¢ € W?*(¢,(2)) entdo, pela Afirmacdo 2.10 temos que,
W (¢4, (2)) C Ky, daqui, ¢y, (2) € Ky assim, pela Afirmagdo 2.11, Ky, () =
K,

q-

i) K, = K,.
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Pois, como u e ¢ = F), .(u) entdo na mesma variedade instavel temos que
q € W*(u) entdo, pela Afirmacdo 2.10 temos que, W"(u) C K,, daqui,
u € K, assim, pela Afirmacao 2.11, K, = K.

i) K, = K,.
Pois, como u € W*(y) N Bs (y) entdao u € W**(y) logo, pela Afirmacao
2.10 temos que, W*(y) C K,, daqui, y € K, assim, pela Afirmacao 2.11,
K, = K..

iv) K, = K.,.

Pois, como y e z entdo na mesma variedade instével temos que z € W*"(y)
entdo, pela Afirmagao 2.10 temos que, W*%(y) C K., daqui, y € K, assim,
pela Afirmacao 2.11, K, = K.

Assim,
Kgpy() = Ky = Ky = Ky = K,
de onde,
Kg, () = K.
Logo,

D (tort) Ky (2)) = O (tor1) (K2)
= ¢—t0 (¢—t1 (KZ))

(2.13

=6, (W)

Dai, por outro lado como

O tori(Kony) "= 0 sa) (Sroer (W00
= W (p).

Temos que,

Wee(p) = 6oy (W) = o, (W (p)) = W (p).

Logo,

W (p) 0 gn, (W (p) ) = W () # 0.

O que é um contradicao ao Lema 2.1
Assim, F,,(W*(y) N By (y)) C W*(F, .(y)) N B3 ().

Isto conclui a prova da Afirmacao 2.12.
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Figura 2.9: Afirmacao 2.12

Daqui, de maneira similar para u € Bg (y) temos que,

Fyz (W2 (u) N Bs(y)) € W (F,.(u) N B (2).

Isto, prova a Proposicao. [

2.3 Prova do Teorema Principal

Nesta secao, nosso objetivo é provar o Teorema Principal, cujo enunciado é
dado a seguir.

Teorema 2.1. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, conexa, suave
ep: M xR — M um fluro Anosov de classe C" (r > 1) tal que Q(¢) = M.
Entao existem exatamente duas possibilidades:

i) Cada variedade estdvel forte e instdvel forte é denso em M, ou

ii) ¢ € a suspensio de um difeomorfismo de Anosov de uma subvariedade
compacta C* de codimensao 1 em M.

Demonstracao:

Suponhamos que nao acontece o item (i), entdo mostraremos que acontece
o item (i7), isto é, que ¢, a suspensdo de um difeomorfismo de Anosov de uma
subvariedade compacta C' de codimensao um em M.
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De fato:

Como nao acontece o item (i), existe um ponto x € M tal que W"(z) ou
W**(x) nao é densa em M. Suponhamos que W"*(z) nao é densa em M, entdo
pelo Lema 2.4, existe um ponto periodico p de ¢, tal que W**(p) nao é densa em
M. Dai segue, pela Proposicao 2.1 que ¢; é a suspensao de um homeomorfismo
¢T|WT@7 onde r é o periodo de p.

Para concluir, basta mostrar que W**(p) seja uma subvariedade de M. Pois
dai teriamos que ¢; é a suspensao de um difeomorfismo de Anosov de uma
subvariedade. Além disso compacta, desde que M é compacta e W (p) C M
fechada. E de codimensao 1 em M desde que ¢; é a suspensao de ¢T|WT(M'

Com esse proposito observemos que, como W*"*(z) ou W**(x) nao é densa em
M, temos pela Proposicao 2.3 que F"* e F*° sao conjuntamente integravel, dai
segue da Proposicao 2.2 que E* @ E? é integravel. Daqui existe uma folheacao F
de classe C! tal que o subespaco E* @ E° é tangente a F.

Afirmacgao 2.13. Sex € Wu(p) e L, = L € uma folha de F contendo x entao
L C Wue(p).

De fato, como L é uma folha de F entdao L é tangente a E* @ E° e tem a
forma de U W*(y) desde que L é F*“-saturado e F"*-saturado.
)

yeWw v (z
Logo, dado z € L = U W*(y) temos que, z € W?*(y) para algum
yeEW  (z)
y € W(x).

Logo, como x € W4 (p) e Wuu(p) é F*-saturado, desde que W"*(p) & F""-
saturado, temos que W*(x) C W (p). Daqui segue que,

Além disso, como Wut(p) é F**-saturado (ver Proposi¢do 2.3) temos que
W#s(y) C Wu(p). De onde,

z € Ww(p).

Assim,

L C Wuu(p).

Isto conclui a prova da Afirmagao 2.13.

Agora, se mostramos que L = W4 (p) concluiriamos a prova do Teorema,
pois teriamos que W4 (p) ¢ uma subvariedade de classe C', ja que L € F ¢ uma
subvariedade de classe C! de M.

Para isto, basta mostrar que L é denso em Wu(p) (isto &, L = Wuu(p)) e que
L é fechado (isto é, L = L), pois claramente daqui teriamos que L = W (p).
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Afirmacgdo 2.14. L = Wuu(p)

i) Claramente, L C Wuu(p).

Pois, pela Afirmagao 2.13 temos que, L C Wuu(p) entdo L C Ww(p) =
Wue(p). Isto &, L C Wue(p).

ii) Agora, provemos que W (p) C L.

Para isto, basta mostrar que W**(p) C L.
Suponhamos por absurdo que, W"*(p) ¢ L.

Entao, existe ¢ € W*(p) tal que ¢ ¢ L. Mais ainda, observemos que,
para todo ¢ € W"(p) temos que, ¢ ¢ L. Pois, como ¢ € W"(p) entdo
W (q) = W¥(p) logo, W*(q) ¢ L. Daqui, como L é F*“-saturado temos

que, ¢ € L.

Assim,
W (p)NL=10 (2.15)

Mas, © € Wmw(p) entdo, para toda V, (vizinhanga de z), temos que
V., NW¥(p) # (), em particular para V, = U ¢¢(L), que claramente contem x

—e<t<e
desde que L = L,, onde € < r. Entao,

U alL)nw*(p) 0.

—e<t<e

Logo, existe t € (—¢, €) tal que ¢,(L)NW"(p) # (. Agora note que por (2.15)
t # 0.

Assim, existe [t| < € e t # 0 tal que,

W (p) N ¢u(L) # 0. (2.16)

Logo, como pela Afirmacao 2.13 L C W (p) e W*(p) C Wuu(p) temos
que, W*(p) N ¢y(L) C W (p) N ¢ (Wu(p)). Daqui, por (2.16) segue que,

Wuu(p) 0 gy (W (p)) # 0.

Isto &, existe [t| < e e t # 0 tal que W (p) N ¢,(W™e(p)) # (. O que é uma
contradicao ao Lema 2.1.

Daqui concluimos que W**(p) C L.

Assim, Wuu(p) C L.

Provemos a seguinte afirmacao.

Afirmacao 2.15. L ¢ fechado.
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Suponhamos por contradicao que L nao é fechado, entao existe uma sequéncia
{Zp}nen, xn € L tal que lim z,, = ze 2z & L.
n—oo
Observemos que, como z, € L e L C W (p) entao z, € W*(p). Logo,
como W (p) é fechado entdao z € Wu¢(p). Daqui segue da Afirmacao 2.13 que

L, C Wu(p) (L, é a folha de F que contem z).

-
Seja V, uma vizinhanca de z e considere U ¢(L,) com 0 < € < 3

—e<t<e

Agora, como existe {z, }nen, 7, € L tal que lim z,, = z, entdo existe ng € N
n—ro0

tal que para n > ng tem-se que x,, € V,. Além disso se z,, € L, entao existe
ry € L para algum N > ng tal que,

eveVen | all.).

0<|t|<e

(Note que, se x, € L, ndo temos nada que provar).

Daqui, como L, C W"¢(p) temos que, zny € V, N U o} (W““(p)) entao,
0<t|<e
TN € U ¢ (W (p)). De onde, para algum 0 < [t| < e
0<t|<e

Ty € ¢(W(p)). (2.17)

Além disso, desde que xzy € L e L C W™(p) temos que,

zn € Wy (p). (2.18)

Assim, de (2.17) e (2.18) temos que, zy € ¢; <W““(p)) N Wue(p).

Isto &, ¢, (W““(p)) N Wuw(p) # () para 0 < [t|] < € < r, 0 que é uma
contradicao ao Lema 2.1.

De onde, L é fechado. [

Observagao 5. Fm 1992 C. Bonatti e R. Langevin, construiram um fluzo
de Anosov transitivo numa variedade compacta de dimensdo 3 que ndo € uma
suspensao de um difeomorfismo de Anosov, para maiores detalhes ver [3].

Por outro lado E. Ghys provou em [8] que o fluzo geodésico no fibrado tangente
unitdario de uma variedade Riemanniana compacta de curvatura negativa é um
fluzo de Anosov transitivo além disso nao é uma suspensao.



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

Anosov, D. V. Geodesic flows on closed Riemannian manifolds with
negative curvature. Proceedings of the Steklov Institute of Mathmetics,
v. 90, (1967) (A. M. S. translation, 1969).

Barbot, T. Geometrie transverse des flots d’Anosov. These. Lyon
decembre 1992.

Bonatti, C.; Langevin, R.; Un exemple de flot d’Anosov transitif
transverse a un tore et not conjugue a une suspension. Ergodic Theory
e Dynamical Systems, 1994.

Brin, M.; Stock, G. Introduction to Dynamical Systems. Cambridge
University Press, 2002.

Camacho, C.; Lins, N. Geometric Theory of Foliaitions. Birkhauser,
Boston, 1st ed, 1985.

Docarmo, M. Geometria Riemanniana. Rio de Janeiro: Projeto

Euclides, IMPA, 1979.

Franks, J.; Williams, B. Anomalous Anosov flows. Global Theory
of Dinamycal Systems. Springer Lecture Notes en Mathematics 819.
Springer: Berlin. 1980, pp.158-174.

Ghys, E.; The dynamics of vertor fields in dimension 3. Notes by
Matthias and Siddhartha Bhattacharya. 2013.

Haefliger, A. Varietees feuilletees. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, v. 3,
(1962), pp. 367-397.

Hirsch, M.; Pugh, W.; Shub, M. invariants manifolds. Lectures notes in
Mathematics, v. 583. Berlin-New York: Springer-Verlag, 1977.

Katok, A.; Hasselblatt, B. A moderna Teoria de Sistemas Dinamicos.
Cambridge University Press, 1999.

Lima, E. L. Variedades DiferenciAjveis. Rio de Janeiro: Projeto
Euclides, IMPA, 1978.

Matsumoto, S.; Codimension one Anosov Flow. Notes of the Series of
Lectures held at the Seoul National University, 1995.

o8



99

Referéncias Bibliograficas

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

Morales, C. A. Lectures on sectional-Anosov flows. Rio de Janeiro.
Monatsh. Math, 159(03), 2010.

Niven, I. Irrational numbers, Carus Math. Monograph no; 11, 1956.

Palis, J.; Melo, W. Introducao aos Sistemas Dinamicos. Rio de Janeiro:
Projeto Euclides, IMPA, 1978.

Plante, J. F.; Anosov flows. American Journal of Mathematics, V. 94,
No. 3 (Jul., 1972), pp. 729-754.

Plante, J. F.; Solvable groups acting on the line. Trasactions of the
Americam Mathematical Society, 278, 401-414, 1983.

Perko, L. Differential Equations and Dynamical Systems, 3rd ed.
Springer-Verlag, New York, 2011.

Pilyugin, S. Shadowing in Dynamical Systems. Springer-Verlag, Berlin-
New York, 1999.

Smale, S. Differentiable dynamical systems. Bulletin of the American
Mathematical Society, v. 73 (1967), pp. 747-817.

Verjovsky, A. Sistemas de Anosov. Universidad Nacional de Ingenieria,
XII-ELAM, 1999.

Zehnder, E. Lectures on Dynamical Systems. European Mathematical
Society, 2010.

Zhuzhoma, V.; Aranson, S.; Berlitsky R. Qualitative Theory of
Dynamical Systems on Surfaces. Springer Press, 1999.



