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RESUMO

ARAUJ O, Cristiane Duarte Nascimengo, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, margo
de 2015. SOBRE PONTOS PERIODICOS DE FUNCOES DO INTERVALO
E DO DISCO. Orientador: Walter Teofilo Huaraca Vargas.

O objetivo deste trabalho é apresentar a prova de um resultado importante, conhecido
como Teorema de Sarkovskii, que afirma: Seja f : [0,1] — [0, 1] continua que possui
um ponto periddico com periodo n. Se n<m, na ordena¢ao de Sarkovskii, entdo f tem
um ponto periodico de periodo m. E a prova do seguinte resultado devido a Bowen e
Franks, [3]: Seja f :[0,1] — [0,1] continua que possui um ponto periddico de periodo
n = 2%m, onde m é impar e m > 1. Entdo, a entropia topoldgica h(f) > - log 2, e
existe um K, (independente de f) tal que, se r = 2% e k > K,,, entdao f tem, pelo
menos, 2= pontos de periodo primo r, que nos dard uma cota inferior para o nimero
de pontos periddicos. Além disso, apresentar a construcao de um difeomorfismo que

nao possui fontes ou pocos perioddicos.
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ABSTRACT

ARAUJ O, Cristiane Duarte Nascimento, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, March,
2015. ABOUT PERIODIC POINTS OF FUNCTIONS OF INTERVAL
AND OF DISK. Adviser: Walter Teofilo Huaraca Vargas.

The objective of this work is to present the proof of an important result known as
Sarkovskii’s theorem which states: Let f : [0.1] — [0.1] be continuous and have a
periodic point with period n. If n<m, in the Sarkovskii ordering then f has a periodic
point of period m. And the proof the following result due to Bowen and Franks, [3]:
Let f:[0.1] — [0.1] be continuous and have a periodic point of period n = 2%m, where
m is odd and m > 1. Then the topological entropy h(f) > % log 2, and there is a K,
(independent of f) such that, if r = 2% and k > K, then f has at least 2= points
of prime period r, that will give us a lower bound for the number of periodic points.

Also, to present build of a diffeomorphism that has no periodic sources or sinks.



INTRODUCAO

Sistema é um conjunto de objetos agrupados por alguma interacao em que existem
relagoes de causa e efeito entre os elementos do conjunto. O sistema ¢é dito dinamico
quando algumas grandezas variam no tempo, grandezas essas que caracterizam seus
elementos constituintes. Nao se trata de encontrar solugoes exatas para as equacoes
que definem este sistema dinamico (que normalmente é dificil), mas sim para responder
a perguntas como " Ao longo do tempo, o sistema vai se estabilizar e se isso acontecer,
o que serd possivel afirmar?”ou ”Vai variar o estado do sistema ao longo do tempo, se
as condigoes iniciais mudarem, o que acontece?”

Considere o sistema dinamico definido por f : R — R uma funcao continua, dize-
mos que um ponto z € R é um ponto periédico de perfodo n se f*(z) = z e f*(x) # ,
para k =1,2,---n — 1, onde f" é a composicao de f com ela mesma n vezes. Alguns
questionamentos interessantes sao ’sera que dada uma fungao continua sempre possui
ponto periddico?’ e ’sera que a existéncia de um ponto periédico de um periodo qual-
quer, implica a existéncia de outro ponto periédico de outro periodo?’. Para responder
o primeiro basta tomarmos o exemplo da func¢ao f(x) = x + 1, onde f*(x) = x + n,
dai podemos concluir que f nao possui nenhum ponto periddico. Ja o segundo e ou-
tros questionamentos em relacao a existéncia de pontos periédicos foram respondidos
por Sarkovskii, no ano de 1964, quando apresentou um importante teorema, em [21],
que afirma se uma funcao continua possui um ponto periédico de periodo n, entao
possui um ponto periédico de periodo m, onde m é maior que n em uma certa ordem
que recebe o nome de Ordenacgao de Sarkovskii, que basicamente é da seguinte forma
reordenando os ntimeros naturais, primeiro listam os nimeros impares em ordem cres-
cente, exceto o 1; depois listam os impares vezes 2, exceto 1; novamente listam todos
os fmpares vezes 22, exceto 1; listam todos os impares vezes 22, exceto 1, e assim por
diante, depois listam todos as poténcias de 2 em ordem decrescente, finalizando com o
1 =29

Apesar do Teorema de Sarkovskii nos dar a existéncia de pontos periddicos, somente
com o resultado nao podemos identificar quantos pontos periédicos de cada periodo
a fungao possui. Em [3], Bowen e Franks apresentaram um resultado que representa
uma cota superior para a entropia topologica de uma classe de funcoes do intervalo e
uma cota para a quantidade de pontos periédicos da fungao de um certo periodo.

Smale, em 1962, em [22], fez a seguinte conjectura se: f é um difeomorfismo Kupka-
Smale sobre S? sem fontes ou pocos periddicos, entdo f possui pelo menos um ponto
eliptico. A resposta a esta conjectura é negativa e sera dada usando dois discos como
no Teorema do Capitulo 4 e tomando um disco com um fluxo, outro com o inverso
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desse fluxo e os colando pela fronteira, produzindo um difeomorfismo Kupka-Smale
sobre S? sem fontes ou pocos periédicos. A construcao desse exemplo foi apresentada
por Bowen e Franks, [3].

A seguir, descreveremos o roteiro de nossa dissertacao.

No Capitulo 1 estudaremos algumas defini¢oes e teoremas importantes que utilizare-
mos no restante do trabalho, tanto para o entendimento quanto para o desenvolvimento.
Primeiramente, definiremos e provaremos algumas propriedades de Sistema Dinamicos
relacionadas com pontos periddicos. Posteriormente, apresentaremos o conceito de
Entropia Topoldgica.

No Capitulo 2, apresentaremos uma prova que realmente é uma ordenagao total a
ordenacao definida por Sarkovskii e provaremos o Teorema de Sarkouvskisi.

No Capitulo 3, apresentaremos a prova do teorema, que enunciaremos a seguir,
devido a Bowen e Franks em [3].

Teorema: Seja f : [0,1] — [0,1] continua que possui um ponto periddico de periodo
n = 2%m, onde m € impar e m > 1. Entdo,

1
(1) a entropia topoldgica h(f) > — log 2,
n

(2) eziste um K, (independente de f) tal que, se r = 2% e k > K,,, entao f tem, pelo
menos, 2% pontos de periodo primo r.

No Capitulo 4, estudaremos a construcao de um C'-difeomorfismo de D? para
responder a conjectura de Smale citada acima. A construgao desse difeomorfismo
também ¢ devida a Bowen e Franks, em [3].

Este trabalho foi baseado no artigo escrito por Rufus Bowen e John Franks, pu-
blicado em 1976, intitulado The periodic points of maps of the disk and the interval,

[3].



Capitulo 1

PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é expor alguns conceitos basicos e resultados conhecidos
que usaremos como ferramentas nos capitulos seguintes. Nas defini¢cdes a seguir, con-
sideremos fungoes definidas em um espago métrico, tal que a imagem da fungao é um
subconjunto do seu dominio, para podermos fazer varias iteragoes, ou seja, composta
com ela mesma. As principais referéncias deste capitulo sao: [1, [5], [6], [7], [8], [10],
[15], [16], [17], [18], [19], [20] e [25].

1.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dindmico consiste em um conjunto de componentes interconectadas
que variam no tempo e que possui propriedades descritivas do sistema. Em linguagem
matemadtica, é uma funcdo f : X — X, cuja a dinamica (a passagem do tempo) é
vista como sendo a composicao dessa funcao. Em geral, X é um espaco métrico e f
uma funcao continua.

A descricao da evolucao de um sistema pode ser feita por um conjunto de equagoes
discretas ou continuas, que assim constituird a lei que determinard o comportamento
futuro, global ou parcial a partir do estado inicial (Moreira, 1992, em [18]).

Podemos classificar os sistemas dinamicos pelo parametro de evolugao, em:

e Discretos no tempo: Seja x1 = f(xg), o estado x; é o resultado obtido a partir
do estado inicial xy. Assim, a funcao que descreve isto é chamada de aplicacao e
o processo de cédlculo de um sistema discreto chama-se iteracoes;

e Continuos no tempo: O fluxo gerado pelo campo vetorial z(t) = f(xg,t), que
determina o estado seguinte no instante ¢ caracteriza o caso continuo, onde as
variaveis dependentes e o tempo sao continuas. E o que descreve isto é um con-
junto de equagoes diferenciais, caso nao tenha variaveis independentes, sao cha-
madas as equagoes diferenciais ordinérias, caso possua, sao chamadas as equagoes
diferenciais parciais.
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Em nosso trabalho iremos trabalhar com Sistema Dinamico Discreto no tempo:
aplicacao.

Um sistema dinamico discreto f : X — X, onde X é um espaco métrico, pode ser
definido por

Tpt1 = f(xn)

Ou seja, com a equagao a cima temos o estado x,,; do sistema no tempo n + 1,
uma vez que seu estado x, no tempo n é conhecido.

1.1.1  Orbita

Seja uma funcao f : X — X, onde X é um espaco métrico. As iteracoes de x € X
sob a funcao f sao:

vvﬁ/v
Il

NN =
=

n vezes

onde f"(x) denota a n-ésima iteragao de x sob a fungao f e o conjunto

{z, f(2), f*(2), A (z),..., f"(x),...}
descreve toda a evolucao do estado x no tempo.
Um sistema dinamico discreto é definido pelo par (X, f).

Definigao 1.1.1. Sejam um espa¢o métrico X e f : X — X. A orbita dexy € X em
relacio a f € o conjunto que descreve a evolucao de x, ou seja,

{zo, f(x0), f*(x0),...} = {f"(x0);n € NU{0}}, e o denotaremos por O¢(xo).

A orbita de zy descreve as diferentes posicoes de xy com o passar do tempo, ou seja,
inicia-se no ponto xy e depois de percorrer n unidades de tempo teremos f"(x).

Exemplo 1.1.2. Seja
f: R — R
r — f(z)=22x+4+1"

Temos em x = 0, a sequinte evolugao
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f(0) = 1

£20) = f(f(0) = f1) =3

£20) = f(f20) = fB3) =7

1) = f(f0) = f(7) = 15
£200) = f(fi(0) = f(15) = 31
f20) = f(f(0) = f(31) = 63
f10) = f(f0) = f(63) = 127

Portanto, a orbita de x =0 sob f é Of(0) ={1,3,7,15,31,63,127,--- }.

1.1.2 Pontos Periodicos

Algumas vezes um ponto xg € X depois de um nimero de iteragoes volta a ser ele
mesmo, ou seja, depois de n unidades de tempo xg volta a sua posi¢ao inicial, falando
matematicamente, f"(xy) = zo para algum n € N. Acontecendo isto, o movimento da
6rbita de xy comeca a repetir. Assim, podemos definir pontos periédicos e fixos, que
sao muito importantes no estudo dos sistemas dinamicos.

Definicao 1.1.3. Sejam um espaco métrico X e f : X — X. Dizemos que xg € X
é:
(a) Ponto fixo de f se f(xg) = xo;

(b) Ponto periddico de f com periodo n, se

IF(x0) ; xo, para k=1,2,...,n—1.
Exemplo 1.1.4. Seja f : R — R definida por f(z) = 2* — 2.
Assim, para f(z) = z, temos x* — 2 = x, consequentemente, > —x — 2 = 0.
Logo, x = —1 e x = 2 sao os unicos pontos fixos de f.
De fato, f(—=1)=(=1)?-2=1-2=—-1¢e f(2)=(2)?-2=4-2=2.

E ainda, para f*(x) = =z, temos (z? — 2)2 — 2 = =z, consequentemente,
2t —42? —x+2=0.

—v5—1 5—1
Logo, v = -1, 2 =2, 0 = —— ex = V5 sdo pontos fizos de f?, e

consequentemente, pontos periodicos de periodo 2 de f, mas —1 e 2 jd sao pontos fixos
de f.
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De fato, como f*(x) = z* — 42% + 2 temos,

() - ()
—v5—1
2

() - () () -
NG

5

—5-1 V5—1

Para confirmar que os pontos t = —— e x = 5 sao realmente pontos

periddicos de periodo 2, verifiquemos que f(x) # x:

f<£> _ ﬂ) s
2 2
1

2
V5 —1 \/5—12
() - () -
=51
= —

Observacao 1.1.5. Pontos fizos sao pontos periodicos de periodo 1, ji os pontos
periodicos de f de periodo n sdo pontos fizos da funcao f™.

Definicao 1.1.6. Sejam um espa¢o métrico X e f: X — X. Dizemos que a orbita
de x € X ¢ uma orbita periddica se x ¢ um ponto periodico.

Exemplo 1.1.7. Analisando a mesma func¢ao do Exemplo [1.1.4), temos que os pontos

—5-1 V5 —1
—_— €
2

xr= 5 T = sao pontos periodicos de periodo 2 de f.
Entao, temos as sequintes orbitas periodicas:
o(25) -
2 2 2
e

0 Vi-1\ [v5-1 —v5-1
72 a 2 2 '
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Definigao 1.1.8. Sejam um espag¢o métrico X e f: X — X. Dizemos que v € X é:

(a) Ponto assintoticamente fixo se existe um ponto fixo o € X, tal que

lim f"(z) = xo.
n—oo

(b) Ponto assintoticamente periddico se existe um ponto periddico p de periodo

k, tal que
lim f™(z) = p.

n—o0

Da Definicao temos que se a érbita de x converge para um ponto fixo, entao,
x é um ponto assintoticamente fixo e, se x é um ponto assintoticamente peridodico com
periodo k, sua orbita tem k subsequéncias convergentes.

Exemplo 1.1.9. Seja

FE o grdfico de f ¢é

Figura 1.1: f(z) = —23,

Verifiguemos quais sdo os pontos fixos e periodicos de f.

Para encontrarmos os pontos firos, fazemos f(x) = z, entdo —x® = x, consequen-

temente, —x> — x = 0.
Logo, x =0 € um ponto fizo de f, e assim, temos Of(0) = {0}.

Iterando o funcao f, temos

@) = -
Pla) = (2% =4
Blz) = —(2°)7 = -2
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Para f*(z) = z, ou seja, 2° = x, temos que os pontos v = 1 e x = —1 sdo
pontos fizos de f?, logo, pontos periddicos de periodo 2, assim, Os(1) = {1,—1} e

E ainda,

n _.3n

e Se|z| <1, entdo |f"(z)| — 0, pois lim |f™(z)| = lim |(—1)"z
n—oo n—oo

=0, ou seja,

os pontos x, tal que —1 < x < 1, sdo assintoticamente fizos, e

e Se x| > 1, entao |f"(x)] — oo.

O que podemos observar na Figura[1.3

Figura 1.2: Pontos entre —1 e 1 sao assintoticamente fixos e o restante tendem ao
infinito.

1.1.3 w-limite e a-limite

Seja uma érbita Oy (z), entdo podemos procurar os seus pontos de acumulacdo, ou
seja, aqueles pontos que a érbita passara em torno deles uma infinidade de vezes. O
conjunto formado por esses pontos de acumulacao é conhecido como o w-limite de x e é
denotado por w(x). Dizemos que z € w(x) se existe uma sequéncia infinita e crescente
de nimeros naturais ny, na, ..., ou simplesmente {n; };cn, tal que limite de d(f™ (x), z)
quando 7 tende ao oo é nulo, ou seja, w(x) = {z; f"(x) — z}.

Podemos falar também no w-limite de um conjunto,

w(X) :={w(z) paratodo z € X}.

Se a fungao f for uma bijecao, assim tem uma inversa, podendo entao pensar na
orbita de um ponto voltando no tempo e, de forma andloga a w-limite, procuremos
saber quais sao os pontos de acumulacao de uma orbita quando o tempo caminha no
sentido contrario. O conjunto desses pontos é o que chamamos de «-limite de um ponto,
denotado por a(z). Dizemos que y € X estd em a(x) se existe uma sequéncia infinita
e decrescente de nimeros inteiros negativos my,ma, ... tal que limite de d(f™i(x),y)
quando 7 tende ao 0o, ou seja, a(z) = {y; f™i(x) — y}.

E, novamente, podemos falar no a-limite de um conjunto,

a(X) :={a(z) paratodo = € X}.



1.1. SISTEMAS DINAMICOS 9

Agora, definiremos uma ferramenta para estudarmos as propriedades dos conjuntos
limites.

Definigao 1.1.10. Sejam x € R™ e S subconjunto de R™.

Definimos p da sequinte maneira:
p(z,5) == inf{ly —z|; y € S}.

Dizemos que x,, aprorima-se de S se p(x,,S) tende a 0, quando n tende ao oo,
onde x, € uma sequéncia de R™.
Proposigao 1.1.11. Seja x € R™. Entao,

w(z) = U r@.
i=0n=j

Demonstracao:

Se z € w(x), entdo existe uma sequéncia infinta e crescente n; € N tal que f™ tende
a z, quando i tende ao oc.

Logo, existe n;, € {n;};en tal que iy > j, para j € N.
Assim, f"(z), com n; > n;,, converge para z e ¢ uma subsequéncia de f"(z), com

n>j.

Logo, z € |J f™(x), para todo j € N.

n=j

Entéo, z € ﬁ fj f™(x), ou seja, w(z) C ﬁ fj fr(x).

j=0n=j j=0n=j

Provemos entao, a outra inclusao.

Sejam A; = fj fr(z)eze ﬁ Aj.
, 'y

n=j j
Entdo, z € A,.

Logo, existe uma sequéncia em Ay que converge para z.

Seja zp = () um termo desta sequéncia tal que |z — zy| < 1, para algum ny > 0.
Como z € A, +1, existe uma sequéncia em A, 1 que converge para z.

Seja z; = f™(x) um termo desta sequéncia tal que |z — z1| <
ny>ng+1>0.

%, para algum

Como z € A, +1, existe uma sequéncia em A,, 1 que converge para z.
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Seja zp = f"(z) um termo desta sequéncia tal que |z — 2| < 35, para algum
no >ny+1>0.

E prosseguindo este processo, criamos uma sequéncia z, € R™ tal que |z — 2| < 2%,
onde z = f™(x) e ng > ng_1, pois ng > ni_1 + 1, logo, ny é estritamente crescente.

Entao, z; = f™(z) tende a z e ny tende ao oo quando k tende ao oo, ou seja,

z € w(x), o que significa que w(z) D ﬁ Ejf”(m)

J=0mn=j
Portanto, w(z) = (N U f*(x).
J=0n=j
U
As propriedades a seguir também podem ser definidas para a(x) = (| U f*(z) e
J=0n=j

suas demonstragoes sao analogas.

Definicao 1.1.12. Seja H um subconjunto de R™ e seja T : R™ — R™. H ¢€ dito
positivamente invariante (com respeito ao operador T') se T(H) C H, isto é, se
x € H entio T(x) € H. E H € dito negativamente invariante (com respeito ao
operador T') se T(H) D H, isto €, para todoy € H existe x € H tal que T'(x) =y € H.

Teorema 1.1.13. Dado x € R" e f : R" — R" continua, entio w(x) é fechado e
positivamente invartante.

Demonstracao:
0o 50
Como w(z) = (1 U [*(x), entdo w(x) é fechado, pois o fecho de qualquer conjunto
de R™ é fechado. e
Mostremos agora, que w(z) é invariante positivamente, ou seja, f(w(z)) C w(z).

flw(z) = f@ﬁﬁfﬂ@

=0 n=j

c ﬁf(ﬁf%@

< (0w
¢ NUFe)

c N UM

J=0n=j
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c N U Mo

j=0n=j5+1

c N U i) =w)

j=0n=j
0

Propriedade 1.1.14. Se eziste W C R™ compacto tal que f"(x) € W, para todo
n € N, ou seja, se f*(x) for limitada, entdo w(x) tem as sequintes propriedades:

(i) w(x) é ndo vazio;
(i) w(x) € compacto;
(iii) w(x) € invariante;

(iv) w(x) é o menor conjunto fechado que f™(x) se aproxima quando n tende ao co.

Demonstracao:

(i) Como f™(x) é limitada, existe uma subsequéncia convergente de f"(z), entdo
w(x) # 0.
(ii) Seja z € w(x).

Entao, existe uma sequéncia infinita e crescente {n; };en tal que f(z) tende a z,
quando ¢ tende ao oo.

Como f™(x) é limitada, existe § > 0, tal que |f"(z)| < J, para todo n € N.

E ainda, como |f™(z)| < J, temos que, lim |f"(z)| =] lim f"(x)| <.
n;—r00 n; —00

Dai, |z] < 4.

Assim, w(z) ¢ limitado.

Pelo Teorema |1.1.13] w(x) é fechado.

Portanto, w(z) é compacto.

(iii) Pelo Teorema |1.1.13]ja sabemos que w(z) é positivamente invariante, entao nos
resta mostrar que w(x) é negativamente invariante, ou seja, w(x) C f(w(x)).
Seja y € w(z) e n; € N tal que f"(z) tende a y.

Como f"(z) ¢ limitada, entdao f"~!(x) também é limitada, logo, existe f™ ! (x)
tende a z € w(x).

Por f ser continua, temos
y = Jim (o)
— i £ (@)
= I (fim )
= f(2)
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Logo, w(x) C f(w(x)).

Portanto, w(z) é invariante.

(iv) Como w(x) é limitado, entao p(f"(z),w(z)) é limitada.

Seja ry, == p(f"(x),w(z)).
Suponhamos, por absurdo, que f"(x) nao se aproxima de w(x) quando n tende
a0 0o.

Entao, existe uma sequéncia {n;};cn tal que r,, ndo converge para 0.
Como 7, ¢ limitada, assumimos que r,, tende a r, onde r > 0.

Mas, f™(x) é limitada, entao existe uma sequéncia convergente " (x) que tende
az € w(z).

Logo, como lim r,

lim 7y, =, temos que, lim p(f™ (), w(z)) =r-

Dai, p(z,w(z)) = r > 0. O que é uma contradi¢do, pois se z € w(x), entdo
deveriamos ter p(z,w(z)) = 0.
Entao, f"(x) se aproxima de w(x) quando n tende ao oo.

Agora, nos resta mostrar que w(z) é o menor conjunto fechado que f"(z) se
aproxima quando n tende ao oco.

Seja £ C R™ fechado tal que f"(x) tende a E, quando n tende ao oo.

Seja z € w(x), entao existe uma sequéncia infinita crescente {n; };en tal que f™i(z)
tende a z.

Logo, p(f™(x), E) tende a p(z, E), mas p(f"(z), E) tende a 0, pois f"(x) tende
a F quando n tende ao oo.

Assim, p(z, E) =0, o que implica z € F, pois E é fechado.

Portanto, w(z) é o menor conjunto fechado que f™ se aproxima quando n ao co.

U

Exemplo 1.1.15. Um exemplo simples de um w-limite é uma orbita periddica.

Qualquer orbita periodica de uma aplicacao € um w-limite de qualquer um dos pontos

na orbita para essa aplicacao.

1.1.4 Conjunto Estavel

Definicao 1.1.16. Seja um espago métrico X e f: X — X. O conjunto estdvel
de um ponto periodico p € X com periodo k é

W*(p) = {z € X; lim f*(x) =p}.
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Observagao 1.1.17. Em particular, quando X = R e se |z|,|f(2)|,|f*(x)],... nao é
limitado superiormente, entao dizemos que x converge assintoticamente para oo. Neste
caso, o conjunto estdvel é

Wé (o) ={z € X; lim f"(z) = oco}.
n—oo
Proposicao 1.1.18. Seja um espaco métrico X com a métrica d e f : X — X.
Sejam p,q € X pontos periddicos de f, com p # q. Entao, W*(p) N W*(q) = 0.
Demonstracao:
Suponhamos, por contradigao, que W#(p) N W*(q) # 0.
Assim, queremos mostrar que p = g.

Seja x € W*(p) N W?*(q), entao existe constantes ¢; e ¢z tal que

d(f™(x),p) <
d(f™a(z),q) <

, se n>c e

DO O | ™

, se n>cy.
Dai,
0 < d(pq)
< dip, [ (2)) +dlg, fr0 (@)
S 2 Ta T

se n > ¢, onde ¢ = max{cy, ca}.
Entao, 0 < d(p,q) < € e assim, p = ¢, o que contradiz a hipétese.
Portanto, W*(p) N W3(q) = 0.
O
Exemplo 1.1.19. Seja a aplicagao f(x) = |x — 1|, assim, temos que o grdfico de f €
como na Figura[1.3
O 1nico ponto fixo de f € o ponto x = %, pois |x — 1| = z, implica que, v —1 = —x,

e dat, :v:§.

E ainda, f(0)

=1 e f20) = f(f(0)) = f(1) = 0, assim, O;(0) = {1,0} e,
analogamente, Os(1) =

{0,1}.

Logo, 0 e 1 sao pontos periodicos de periodo 2.

Se analisarmos o ponto x = 2, temos que O¢(2) ={2,1,0,1,0,...}.
Agora, x = 3, temos que O¢(3) ={3,2,1,0,1,0,...}.

Ex =4, temos que Of(4) ={4,3,2,1,0,1,0,...}.
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Figura 1.3: f(x) = |z —1].

Fazendo isso sucessivamente temos que as orbitas dos niumeros inteiros sempre caem
na orbita de {0,1} depois de um nimero de iteragaes.

Como 0 e 1 sao pontos periddicos de periodo 2, podemos calcular os conjuntos
estaveis deles, ou seja,

ws0) = {zreX, h_)n;o 7 (z)=0
ws(1) = {zreX, h_)n;o f7(z) =1

Assim, tomando a subsequéncia f*"(x) = {z, f*(x), f4(z), f°(x),...} para analisar
0s conjuntos estaveis, temos que para 0s numeros inteiros impares esta subsequéncia
converge para x = 1, por exemplo, para v =15, x =7 e x = 5 temos,

2m(15) = {15, f2(15), f4(15), f(15), f8(15),...} = {151311,9,7,5,3,1,1,1,.}—1
(7 = {7, £2(7), f47), f8(7), .. .} = {7,5,3,1,1,1,...} — 1,
f(5) = {5, f2(5), f4(5), f6(5),...} = {5,3,1,1,1,...} — 1

e para 0s numeros inteiros pares a subsequéncia converge para x = 0, por exemplo,
para x =16, xt =8 e x = 6 temos

f2(16) = {16, f*(16), f4(16),f6( 6), f8(16),...} = {16,14,12,10,8,6,4,2,0,0,0,..}—0

/8 = {8, f2(8), f4(8), f5(8), f3(8),...} = {8,6,4,2,0,0,0,...} — 0 .

76) = {6, %6), f46), f°(6), f3(6),...} = {6,4,2,0,0,0,...} — 0
Entao,

Ws(0

) {0s nimeros inteiros pares}
we(1)

{0s nimeros inteiros impares}

U U
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1.1.5 Resultados Basicos de Calculo

Em quase todos os casos consideramos fungoes continuas em [a, b] e diferencidveis
em (a,b).

Primeiramente, relembremos um teorema que usaremos a seguir.
Teorema 1.1.20. Teorema do Valor Intermedidrio

Suponhamos [ : [a,b] — R € continua. Seja yo um nimero entre f(a) e f(b).
Entao existe pelo menos um xo € |a,b], tal que f(zo) = yo.
Demonstracao:

Seja S = {x € [a,b] ; f(x) < yo}. Logo, S é nao vazio, pois a € S e é limitado
superiormente, pois b é cota superior de S.

Sejam xg = sup S e (x,)neny C S tal que x,, tende a xq.

Assim, f(x,) = %o, para todo n € N e como f é continua em xy, temos
lim f(z,) = f(xg).
n——+oo

Logo, f(zo) < wyo e xog <b.

Suponhamos que f(xy) < yo, entao, pela continuidade, existe 6 > 0 tal que = € [a, 0]
e |z — x| < 0, entdo f(x) < yo.

Como zy < b podemos tomar x € [a,b] com xg < x < xg+ d para obter f(xg) < yo.
Isto implica que x € S e x > x¢ = sup S, o que é um absurdo.

Portanto, f(zo) = yo-
U

O Teorema [1.1.20| afirma que a fungao continua assume todos os valores entre f(a)
e f(b) no intervalo [a,b]. Uma consequéncia imediata é:

Teorema 1.1.21. Teorema do Ponto Fixo

Seja f : [a,b] — [a,b] continua. Entao f tem um ponto fizo em [a,b].

Demonstracao:
Se f(a) = a ou f(b) = b, entdo ndo temos nada a mostrar.
Entao, suponhamos que f(a) > a e f(b) <b.

Agora, consideremos a funcao g : [a,b] — [a, b] definida por g(x) = = — f(x), que
é continua, pois é uma soma de duas fungoes continuas.

Assim,

g9la) =a— f(a) <0 e g(b) =b— f(b) >0.
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Logo, pelo Teorema do Valor Intermediério (Teorema/|l.1.20]), entao existe um ponto
zo € [a,b] tal que g(zg) = 0.

O que implica que g(x¢) = 0, assim, zo — f(xo) = 0, e dai, f(xy) = zo.
Portanto, f tem um ponto fixo em [a, b].

0

O Teorema do Ponto Fixo garante a existéncia de pelo menos um ponto fixo no
intervalo, podendo existir outros.

Exemplo 1.1.22. Repare que a fun¢ao f(x) = x, todos os pontos no intervalo [a,b]
sao fixos.

Exemplo 1.1.23. Seja a funcio f(x) = x*, repare que f leva o intervalo (0,1) nele
mesmo, mas ndo posswi nenhum ponto fizo, pois se > = x, temos que, 1> —x = 0,
logo, os pontos x =0 e x = 1 sao pontos fixos da funcao f, mas estao fora do intervalo

(0,1).
Observacao 1.1.24. E importante que o intervalo |a,b] seja fechado, pois podemos ter
casos como do FExemplo|1.1.25,

Deste modo temos a seguinte proposicao.
Proposicao 1.1.25. Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua. Se a imagem de f
contém [a,b], ou seja, f([a,b]) D [a,b], entdo f tem um ponto fizo em [a,Db].
Demonstracao:

Seja f continua em |a, b].

Como, por hipétese, f([a,b]) D [a,b], entao existem xy,zo € [a, b] tais que

flz1)=a e f(z2) =0

Entao, se 1 = a ou x5 = b, ou a ou b sao pontos fixos.
Mas, se x1 #a e xy # b, temos a < 7 < be a < xy <b.
Agora, consideremos a funcao g(x) = f(x) — x.

Logo,

f(x1) — a1
g(x2) = f(x2) — 13

Q
—~
8

—_
~—
I

Assim,
g(xy)=a—2, <0
g(xe) =b—129>0
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Como g(x1) < 0 e g(z3) > 0 e g é continua, pelo Teorema do Valor Intermediario,
existe € [x1,x2] C [a,b] tal que g(x) = 0, logo, f(z) — z = 0, consequentemente,

f(z) = .
Portanto, x é um ponto fixo de f.

O

Na Proposigao [1.1.25 a condigdo f([a,b]) D [a,b] pode ser mudada para
f([a,b]) C [a,b] e a conclusao continua sendo vialida. Veja Figuras|1.4]e

Figura 1.4: f([a,b]) D [a,b]. Figura 1.5: f([a,b]) C [a,b].

Uma importante propriedade das fungoes diferenciaveis é que se encaixem no Teo-
rema do Valor Médio, que segue.

Teorema 1.1.26. Teorema do Valor Médio

Seja uma fungao f : (a,b) — R diferencidvel em (a,b). Entao, existe um c € (a,b)
tal que

f() = fa) = f'(0)(b— a).

Demonstracao:

Definamos as fungoes S(z) = f(a) + %a(a)(x — a), para x € [a,b], cujo o
grafico é a reta secante ao grafico de f passando pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) e
g(x) = f(z) — S(x), para = € [a,b], assim, g mede a distancia vertical entre os pontos

(x, f(x)) no gréfico de f e (z,g(x)) na reta secante S, para cada z € [a, b].

e Afirmacao: g(a) = g(b) = 0.
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De fato,

= fla) - | fla) + {9 (0~ )|

= f(a)= fla)=0
) o®) = (&) - SO)
F) = [ Fla) + 1912 — a)]
= f(b) = [f(a) + f(b) = (0)
= S~ f) =0,

E como ¢ satisfaz as condigoes do Teorema de Rolle (g continua em [a,b], g é
diferencidvel em (a,b) e g(a) = g(b)), entao existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c¢) = 0, mas
¢(x) = f'(x) - §'(z), onde §'(z) = LO=1),

b—a
Logo, ¢'(x) = f'(x) — {&=1.

E para ¢ € (a,b) temos que ¢'(c) = 0, assim, f'(c) — % = 0, logo,
_ f)=f(a
) = Lt
Portanto, f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
O

Pela Proposigao [1.1.25] existe pelo menos um ponto fixo, a proposicao a seguir,
garante a existéncia de um tnico ponto fixo em [a, b] quando f for diferencidvel.

Proposicao 1.1.27. Seja f : [a,b] — [a,b] uma funcdo diferencidvel. Se |f'(x)] < 1
para todo x € la,b], entao existe um unico ponto firo em [a,b]. E mais, para todo
z,y € la,b] com x ey distintos, temos |f(z) — f(y)| < |z —y|.

Demonstracao:

Seja z,y € [a,b], com z e y distintos, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema

1.1.26)), existe um ¢ € [z,y] tal que |f(y) — f(z)| = |f'(¢)|ly — x|.
E, por hipétese, |f'(c)| < 1.

Entao,
|f(y) = f(@)] < |y — =],

demonstrando, assim, a segunda parte da proposicao.

Agora, como f é, por hipétese, diferenciavel, é continua e pela Proposigao [1.1.25|
tem pelo menos um ponto fixo em [a, b].

Seja x € [a,b] e p um ponto fixo de f em [a,b], com z e p distintos, entao,

p=f@)] = [f(p) — f(=)]

< |p—uz|
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Note que, se f(x) = z for outro ponto fixo de f, terfamos |p — x| < |[p — z|, o que é
uma contradi¢ao. Logo, f(x) # .

Portanto, p é o tinico ponto fixo de f em [a, b]

1.1.6 Propriedades de Pontos Periédicos
Seja X C R™ um espago métrico. Agora, consideremos a aplicagao f : X — X
diferenciavel.

Defini¢ao 1.1.28. Um ponto fito p € X de f é chamado de hiperbdlico se D f(p),
onde Df : TX,, — TX,, nao possui nenhum autovalor no circulo unitdrio, ou seja,
de modulo 1qual a 1. E entao,

(a) Se todos os autovalores de D f(p) sao menores que 1, ou se ||f'(p)|| < 1, dizemos
que p € um ponto fixo atrator;

(b) Se todos os autovalores de D f(p) sao maiores que 1, ou se ||f'(p)|| > 1, dizemos
que p € um ponto fixo repulsor

Definicao 1.1.29. Seja p um ponto periédico de f de periodo n, entdo p é hiperbolico
se Df™(p) nao possui autovalores de mddulo igual a 1.

Podemos classificar o ponto p hiperbdlico tal que f™(p) = p por:

(a) Poco ou ponto periddico atrator: Se todos os autovalores de D f"(p) forem
menores que 1 em valor absoluto, ou se ||(f"(p))]| < 1;

(b) Fonte ou ponto periddico repulsor: Se todos os autovalores de D f"(p) forem
maiores que 1 em valor absoluto, ou se ||(f"(p))|| > 1;

(c) Sela: Se alguns dos autovalores de D f™(p) forem maiores e alguns forem menores
que 1 em wvalor absoluto.

Exemplo 1.1.30. No Exemplo tinhamos que 0 € ponto fizo e 1 e —1 sao pontos
periodicos de periodo 2.

Entdo, como f(x) = —2® temos que |f'(z)| = 32>
Logo, |f'(0)] =0 < 1, entdo 0 € ponto fixo atrator.

Ainda |f'(1)] =3 e |f'(—=1)| = 3, logo, 1 e —1 sao pontos periddicos repulsores, ou
simplesmente po¢os.



1.1. SISTEMAS DINAMICOS

20

Exemplo 1.1.31. Seja T : [0,1] — [0, 1] definida por:

2z , se <z

VAN
—_ N =

T(x) =

21l—2z) ,se -<ux

N = O
VAN

Cuga funcao é chamada de Tenda, a qual o grdfico é a Figura 1.6,

Figura 1.6: Aplicagao Tenda, T

2

Os pontos 0 e 5 sdo pontos firos, pois quando 2x = x, temos, * = 0 e quando

2(1 — x) =z, temos, 2 — 2x = x, ou seja, x = %

E ainda,

IN

8

(VAN
—_ N =

N = O
A

8

IN

ou seja, |T'(0)] =2 e [T'(3)| = —2.

Logo, os pontos 0 € ponto fizo repulsor e 2 ¢ ponto fizo atrator.

3

Para encontrarmos os pontos periddicos de periodo 2, analisamos T?, que € dada

por
4x , se O§x<%
2(1—2z) ,se 1<z<;
T%(z) = 1 1 3
4(1’—5) , se §§ZL’<Z
41—z) ,se $<z<1

Que tem como grdfico a sequinte Figura[1.7
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Figura 1.7: T2,

Assim, T? tem quatro pontos fizos quando

dr =
2(1 —-2x) =
1
A — =) =
(e=3)
41—-2) =
e eles sao: :U:O,xzé,ng eac:%, mas 0
sao pontos periodicos de periodo 2 de T.
E como,
4 , se
—4 | se
2 I )
@y =4,
—4 ., se

e

2
3

o= = O
IAIAINAIA

temos que |(T2(2)Y] = 4 ¢ [(T2())| = 4, logo, 2 ¢

ou fonte.

1.1.7 Analise Grafica

~ L2 4
sao pontos fivos de T, entdio ¢ e =

88 8 8

INA A A
| QR s =

[SES
vy
=N

o pontos periodicos repulsores,

Agora, vamos apresentar um procedimento geométrico que ajudara a entender a
dinamica de funcoes unidimensionais, que é chamado de Andlise Grdfica e que permite
usarmos o grafico de uma funcgao para determinarmos o comportamento das orbitas

em muitos casos.

O procedimento é dado por: Seja grdafico de uma funcdao f que tenha uma orbita de
um ponto xo. Entdo, no mesmo plano cartesiano onde estd o grafico de f desenhamos
a fun¢ao identidade (ou diagonal) y = x. Assim, as interse¢oes do grdfico de f com o
grafico da funcao identidade sao os pontos fizos de f.
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Para desenharmos a orbita de xq no grdfico, marcamos primeiramente o ponto
(20, 20) na diagonal e, em sequida, desenhamos uma linha vertical ao eixo x em dire¢ao
ao grdfico de f até intersectd-lo, obtendo, assim, o ponto (xo, f(x¢)). Entao, a partir
desse ponto que encontramos desenhamos mais uma linha, agora horizontal ao eixo x,
até chegar novamente a diagonal, obtendo um novo ponto, que € (f(xo), f(zo)) e esse
¢ o sequndo do ponto da orbita. E assim, continuando esse procedimento, desenha-
mos mais uma linha vertical a partir do ponto (f(xo), f(xo)) até intersectar o grifico
de f novamente, encontrando o ponto (f(xo), f*(xo)), depois desenhamos uma linha
horizontal até alcangar a diagonal, no ponto (f?(x¢), f*(x0)) que é prézimo ponto da
orbita.

Deste modo, continuando o procedimento consequimos exibir a orbita de xo geome-
tricamente.

Resumindo, primeiro desenhamos uma linha vertical a partir da diagonal do grafico,
em seguida, uma linha horizontal a partir do grafico de volta a diagonal e, assim por
diante. A ’escada’ resultante fornece uma imagem ilustrativa da érbita de x.

(F4(x,),5(x,))
3(x,)
(£3(x,),F(x,))
"X,
(£2(x,),73(x,))
2(x,)
(f(x,), F2(x,))
2(x,)

(X,,fix,))

(x,)

Figura 1.8: Anélise Grafica.

A Figura mostra uma aplicagao tipica da analise grafica.
Podemos usar a andlise grafica para descrever alguns comportamentos dinamicos.
Exemplo 1.1.32. Seja f(z) = 2°.

Assim, a andlise grdfica de f é como na Figura[1.9
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Figura 1.9: f(x) = 2.

O que podemos concluir que os pontos —1,0 e 1 sao pontos fixos de f.

Exemplo 1.1.33. Realizando a andlise grifica da fungio f(x) = /x, temos

Figura 1.10: f(x) = /.

Logo, os pontos 0 e 1 sao pontos fizos de f.

Sabemos que os pontos periédicos de periodo n de f sao tais que f™(zg) = g, 0 que
significa que na andlise grafica os segmentos de linha voltam para o ponto de partida,
ou seja, (g, g) na diagonal. Produzindo, assim, uma 6rbita fechada.

Exemplo 1.1.34. A Figura mostra os grdficos de f(x) = x®> — 1,1 (preto) e de
1? (azul).
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24

Figura 1.11: Gréfico preto representa f e o azul f2.

1_3/15 1 ; 315 . .
Logo, f tem os pontos 5 — ={52 € 5 + ={5> como pontos fivos e admite dois pontos
periodicos de periodo 2, a saber, sio x ~ —1,0916 e x ~ 0,0916, que sao duas solugoes

de f?(x) = x diferente dos pontos fizos de f.

Assim, o quadrado na figura abaizo representa a orbita periodica de periodo 2.

24

Figura 1.12: Orbita periédica de periodo 2.

Ja na Figura[1.15, mostra que muitas drbitas tendem para a dorbita de periodo 2.
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|

[

T
(S
w

2+

Figura 1.13: Orbitas tendendo para orbita periddica de periodo 2.

Mas nao podemos decifrar o comportamento de todas as érbitas por meio de andlise
grafica, essas funcoes possuem orbitas que tem um comportamento complicado, esse
comportamento é conhecido como cadtico.

1.1.8 Periodo trés e o caos

A teoria de Sistemas Dinamicos com comportamento cadtico ainda estd em desen-
volvimento. Li e York apresentaram uma nogao de caos em 1975 ([15]), que é vélida
para funcoes definidas em intervalos.

Defini¢ao 1.1.35. (Li-York, [15])

Seja J um intervalo e uma fungao f :J — J continua. Dizemos que [ é caotica
em J se:
(a) para todo k= 1,2,... existem pontos periddicos em J de periodo k;

(b) existe um subconjunto enumerdvel S C J (que ndo contém pontos periddicos), tal
que

(i) para todo x,y € S distintos, temos

limsup [f"(z) = f"(y)] > 0 e

n—o0

lim inf | f"(z) — f*(y)| = 0;

n—o0
(ii) para qualquer x € S e qualquer ponto periddico z € J, temos

limsup |f"(z) — f"(2)] > 0.

n—oo
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Proposicao 1.1.36. Seja J um intervalo e uma funcao f : J — J continua. Se
existe um ponto a € J, para que os pontos b= f(a),c = f*(a) e d = f*(a) satisfazem

d<a<b<c (ou d>a>b>c).

Entao, f € cadtica sequndo a Defini¢cao de Li-York.

Note que, se a funcao f tem um ponto peridédico de periodo 3, temos que se b =
f(a).c = f3(a) e d = f3(a), entiio

S~
no

=

|

—
—~

- =
N —~
2

I

=
/\S
I

o

Logo, d = a, e a Of(a) = {a < b < ¢} ou Of(a) = {a > b > c}, entdo a hipdtese
da Proposicao [1.1.36] é satisfeita, e portanto, f é cadtica segundo a Definicao de Li -
York, logo, por (a) da definigao, f tem pontos periddicos de todos os periodos. Assim,
pela Definicao de Li-York, tem-se uma implicacao, que se uma func¢ao f tem um ponto
periodico de periodo 3, entao tem pontos periodicos de qualquer periodo.

Exemplo 1.1.37. No Ezemplo|1.1.51] definimos a aplica¢do

T: 0,1] — [0,1]
2x , se

r T(x):{ 21 — z)

o= O
AIAN
SHS]

ININA
[

, Se

2

Entao, o ponto x = 2 € um ponto periddico de periodo 3, pois

() = 2() -
r() = T(I() - T(H=20-1) -
r@) - 1) - r@)-20-5-]

Assim, pela Proposicao T ¢ cadtica sequndo a Definicao de Li-York. Logo,
T possui pontos periodicos de todos os periodos.

Verifiguemos a existéncias dos outros pontos periodicos. Por questoes prdticas,
verificaremos somente se T possui pontos periodicos de periodo 4 e 5. Lembrando que
no Exemplo|1.1.51] jd concluimos que T possui dois pontos periodicos de periodo 2.

Da mesma maneira que fizemos para encontrar os pontos de periodo 2 faremos para
3,4 eb.
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Entdo, analisemos T? que é dada por

( Sx ,se 0<a< ¢

4(%—2@ , se %<x<}1

4E2x—%)) , Se §<x<%

4(1 — 2x se s <<=

3 _ ) 8 2

T"(x) 42x —1) , se %<x<%

4(%—217) , se g<x<é§1

4(2:c—%) , Se §<:c<§

[ 8(1—-2) ,se g<z<L

Logo, no intervalo [%1, g] , T3 tem um ponto fixo, pois quando 4 (2&: — %) = x, temos
que, —2 = —Tx, e consequentemente, x = %

Concluindo que x = % € ponto periodico de periodo 3, como tinhamos ja verificado
anteriormente.

Agora, analisemos T*, que é dada por

( 162 ,se 0<x< %
4(—42) [ se L<ao<l
4 ix l; se iﬁ< T < 38
2) > 8 — 16
A1 —4z) ,se =<x<;
44z —1) ,se ;<z<Z
4(%—4@ , Sé %§x<%
4(4x—%) , S€ %§x<1—7?
T4() = 42 —4x) |, se %—6§:1:<9§
4(4r —2) , se 5 << 15
4(%—41:) , Se %§x<g
4(4;1:—5) se 2<gx< i
2} 0% ST
43 —4r) , se H<x<y
44z —3) ,se <z <1
7 i3 7
4(5—455) , S€ %—6§x<1§
4(43:—5) , Sé §§x<ﬁ
[ 16(1—=xz) , se %Sxﬁl.
Logo, no intervalo [1—16, é), T* tem um ponto fizo, pois quando 4 (% — 4:6) = x, temos
que, 2 — 16x = xz, e consequentemente, r = %
Entao, x = 1% € ponto periodico de periodo 4 de T
De fato,
2 2 4
Tz 1_5) _ 2(1_72) _ 4 8
S ) S s Ll
Lyl = TN = T =2 e,
T'(7) = T(T°(37) = T(w)=2(1-%3)=1%
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E, por fim, T°(x) no intervalo [%, %) ¢ definida por T°(x) = 4 (% — Sx), logo,
quando T°(z) = x, temos que, 4 (% — 8m) =2, e assim, 2 — 32z = x, entdo, T = = €

33
um ponto fixo de T°.

Entao, x = % ¢ ponto periodico de periodo 5 de T.

De fato,
T(z) = 2(&%) = 5%
r () = Tl = T =200-4
T (55) = T(T%(55)) = T(3)=2(35) =
T () = T(T°(5)) = T(g)=2(3) =3
T°(5) = T(T"(5) = T(5)=20-5) =45

Portanto, a aplicacao Tenda é um exemplo de que se uma funcdo tem um ponto
periodico de periodo 3, entao tem pontos periodicos de qualquer periodo, no caso da
Tenda encontramos pontos periodicos de periodo 2, 3, 4 e 5.

1.2 Entropia Topolégica

Em um dado sistema dinamico podemos caracterizar sua complexidade ou cao-
ticidade analisando suas Orbitas periddicas. A Entropia Topoldgica é o nimero real
nao negativo que representa esta complexidade, que basicamente nos informa quantas
‘orbitas distintas’ existem neste sistema.

O conceito de entropia topoldgica foi introduzida por Adler, Konhein e McAndrew
([]) em 1965.

1.2.1 Definicao via coberturas

Os conceitos a seguir foram retirados de [1] e [19].

A entropia topoldgica, aqui, é dada a uma aplicagao continua f : X — X, onde
X é um espacgo topoldgico compacto.

Definicao 1.2.1. Seja X um subconjunto de um espaco topolégico M. Uma familia

a = (Ay)rer de subconjuntos de M tal que X C |J A\ € chamada de cobertura de
AEL
X. Uma cobertura é aberta se cada Ay, com A € L, é aberto em M.

Se B C o = (Ax)xer € também uma cobertura de X, entdo dizemos que € uma

subcobertura de X.

Desde que X seja compacto e o uma cobertura aberta, sempre existe uma subco-
bertura finita.
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Definicao 1.2.2. Uma subcobertura de uma cobertura é minimal se nao hd outra
subcobertura que contém menos membros.

Definicao 1.2.3. Para qualquer cobertura o de X, onde X € um espaco topoldgico
compacto. Definimos N(«) sendo o nimero de conjuntos de uma subcobertura de o de
cardinalidade minima. Ou seja,

N(a) =inf{#p; B C a subcobertura de X}.

Assim, chamamos de Entropia de o o niimero
H(a) =log N(«).
Exemplo 1.2.4. Seja X =[0,1] C R.

Considere a cobertura o = {(—1, %), (—%, %), (%, %); (%, %)}

b |

W

e
H|w

Figura 1.14: Subcobertura.

Logo, o possui duas subcoberturas, 1 = {(—1,%); (%, %)} e By = {(—%,g); (%é)}
Assim, N(a) = 2.

Portanto, H(a) = log N(a) = log 2.

Agora, definamos duas ’operagoes’ para coberturas.

Definicao 1.2.5. Para quaisquer duas coberturas o e  de X, onde X é um espaco
topolégico compacto, definimos a uniao ou junc¢ao delas como

aVp:={ANB; Aca e Be j}.

Onde oV 3 € uma nova cobertura de X.

Definicao 1.2.6. Uma cobertura ¢ um refinamento de uma cobertura o se, para
todo B € (3, existir A € « tal que B C A, ou seja, se cada elemento de B estd contido
em algum elemento de a. E denotamos por a < 3.

A seguir, algumas propriedades das operacoes acima definidas.

E consideraremos X é um espaco topoldgico compacto e a, o, 5 e ' coberturas
abertas de X.

Propriedade 1.2.7. Sea < o' e 8 < [, entdo, aV 3 <o’V 3.
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Demonstracao:
Consideremos AN B € o' V', onde A €’ e B e f.
Entao, por hipétese, existem A € e B € (3 tais que A’ C A, B’ C B, por hipétese.
Assim, ANB ' C ANB,onde ANB € aVp.
Portanto, a VvV § < o' VvV .

U

Em particular, se considerarmos a cobertura {X } e adequando a Propriedade|1.2.7]
temosa < aVpfeflf<aVp

Propriedade 1.2.8. Se a < 3, entao, N(a) < N(B) e H(a) < H(p).

Demonstracao:
Seja {B1, By, ..., By} a subcobertura minimal de .

Como a < [, entao para cada B, € [ existe Ay € « tal que By C A, com
k=1,2,...,N().

Entao {A1, As, ..., Ay(s)} é uma subcobertura de «, que néo necessariamente seja
minimal, tal que {B1, By, ..., By} C {A1,4s,..., AN}

Portanto, N(a) < N(fB) e, como H(«a) = log N(«), segue que H(a) < H([).

U
Propriedade 1.2.9. Se a < 3, entao, N(aV ) = N(B) e H(aV ) = H(S).
Demonstracao:
Segue da Propriedade que se B < aV 3, entdo, N(B) < N(aV fB).
Uma consequéncia da hipdtese é oV § < 3, entao, N(a Vv 3) < N(B).
Portanto, N(a V ) = N(f3) e, consequentemente, H(a V ) = H([).
0

Propriedade 1.2.10. N(aV ) < N(a)-N(8) e HaV 5) < H(a) + H(B).

Demonstracao:

Sejam {Ay, As, ..., An()} & subcobertura minimal de o e {By, B,..., By} a
subcobertura minimal de 5.

Entao, {A;NB; ; i=1,2,...,N(a) e j=1,2,...,N(8)} é uma subcobertura
de o V 8, ndo necessariamente minimal e tem no méximo N(«) - N(5) elementos.
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Portanto, N(a V ) < N(a) - N(B) e, como

log N(a V B) log N(c) - N(3)

<

< log N(a) +1log N(5) ,

entdo H(a Vv fB) < H(a) + H(p).

O

A partir de agora, consideremos f : X — X uma aplicacao continua e X um
espaco topoldgico compacto.

Observacao 1.2.11. Seja o uma cobertura aberta de X. Como [ € continua temos
que a familia f~1(a) = {f7Y(A); A € a} também é uma cobertura de X.

Propriedade 1.2.12. Se a < 3, entdo, f~'(a) < f71(B).

Demonstracao:
Temos que /~(a) = {/M(A); A € a} e f(8) = {/~(B); B € B}
Seja {Bi, Bs, ..., Bng)} a subcobertura minimal de .

Como a < [, entao para cada B, € [ existe Ay € « tal que By, C A, com
k=1,2,...,N(0).

Entao {Ay, Az, ..., An(s) } é uma subcobertura de a, que nao necessariamente seja
minimal, tal que {Bl, Bg, ceey BN(g)} - {Al, Ag, e ,AN(g)}.

Logo, {f(B1), f 7' (Ba),-- -, [T (Bnes)} C {f 1A, fH(A2), o [ (Angs) )
Portanto, f~1(a) < f71(3).

[l
Propriedade 1.2.13. f~'aV ) = f1a)V f71B).
Demonstracao:
Por defini¢ao, temos que aV = {ANB; A€ a e B € [}, entao
fiavp) = {f(ANB)Aca c Bef)
= {fTHANf(B)Aca e Bep}
= {f(A);Aea}n{f(B); B € B}.
Portanto, f~(a Vv B) = f~Ha)V f71(B).
[

Propriedade 1.2.14. N(a) > N(f~(«)) e H(a) > H(f ().
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Demonstracao:
Seja {A1, As, ..., An(a)} uma subcobertura minimal de a.

Assim, {f71 (A1), f7H(A2), ..., [T (AN@)} é uma cobertura de f~'(«), e pode ser

nao minimal.

Portanto, N(a) > N(f~*(a)) e, consequentemente, H(a) > H(f(a)).

Observagao 1.2.15. Quando f é sobrejetiva, entio, N(a) = N(f~'(a)).

De fato, se supormos, por absurdo, que {f~1(A1), f7(As), ..., [ (AN(a))} ndo é
uma subcobertura minimal de o), podemos encontrar
{f (Bl) “YBy),...,fH(Bn)} que seja subcobertura de f~'(a), onde By € a com

=1,2,...,n, tal que n < N(a). Mas f € sobrejetiva, entao,

X = f(X) = f(kLZJlf‘l(Bk))

= (0 )

= U Bk )
k=1

dai, {By,Bs,...,B,} € uma subcobertura minimal de o com n < N(«a) elementos,
o que é uma contradi¢ao. Logo, {f~1(A1), [7'(A2),..., [ " (Anw))} € uma cobertura
minimal de f~(a).

Propriedade 1.2.16. Se o é uma cobertura de X e f: X — X € continua e X um
espaco topologico compacto, entao

n—oo N n—oo 1

lim 1H (\/ f* ) = lim lH(oz\/ffl(oz)\/...\/f*"“(oz)),

existe.

Demonstracgao:

Seja H, = H(aV f~(a)V---V [ («)).

Hypin H(aV -V fmm ()
= H(aV---V ™ (a)V f™aV---V [ a)
< H(aV---V ™ N a) + H(f™(aV---V f(a))))
< H(av---V ™ a))+ H@V---V [ a)))
< Hm+H

Logo, H,vnn < H, + H, € H, > 0, para todo inteiro positivo m,n. E assim, H, é
subaditiva.
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1
Portanto, lim —H,, existe.
n—oo M,

O

Definicao 1.2.17. A entropia de uma aplicagao f a respeito a uma cobertura o é
definido por lim 2H(aV f~(a) V...V f7" (), e a denotamos por h(f,a). Isto ¢,
n—oo

h(f,a) = lim lH(Oz\/f_l(a) V.V T ).

n—oo M

Exemplo 1.2.18. Seja a fungdo

f:[0,1] — [0,1]
x —  f(x) = 2.

Tomemos a cobertura o = {[0, 1], [3,1]}.
Calculemos h(f, ).
Primeiramente, devemos encontrar a cobertura a NV f~Ha) V...V f7" 1 (a).

Entio, devemos achar f~(a), f72(a),..., [ (a):

@) = 27

= {[0.5]. [3:5] . [5.4] [3 1]}
= {4, 2];0=0,1,2,3},
[ = [ (a)
= {[o.5]. [5.3] [:3] (8.3 (53] (8.2 (5. 8] (610}
= {[£,51];0=0,1,2,3,4,5,6,7},

= {0%) e s o 6] e il o6l e s) [ 7s] el [ gel
9 5] [5 1] [1L 3] [3 13
[16’ 8} ’1[38’76] ’7[1%4] ’1[54’ 16} ’
60 5) > (ol 5610 3
{[&.5]:0=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15?,

e continuando esse processo, achamos

f—n—l—l(a) = {[Z “__1]7620717’2”

2_77-7 on

|
[S—y
——

E desta forma, temos que N(aV f~1(a) V...V f7" 1 («a)) = 2".

Logo, H(aV f~Ya) V...V f7"a)) = log 2".
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Portanto,

n—00
lim +(log2")
n—0o0
lim +(nlog2)
n—o0

= log?2.

hMfoa) = lim 2H(aV f"Ha) V...V [ )

Segue algumas propriedades da entropia topoldgica de f a respeito a uma cobertura.

Propriedade 1.2.19. h(f,a) < H(«).

Demonstracao:

Por definigao, h(f,a) = lim *H(aV f~Y(a) V...V f"(a), entdao

|
=
=
=
Q
<
7
2
<
<
s
3
x
2

h(f; )

IA AN IAIA
2
=

Propriedade 1.2.20. Se a < 3, entao h(f,a) < h(f, ).

Demonstracao:

Como a < 3, temos que aV f~Ha) V...V [T (a) < BV fFHB) V...V [7T(B),
pois f~Ha) < f71(B) e fF(a) < f7*(B), para todo k € N.

Entao, H(aV f~Ha) V...V f7"Ha)) < HBV fHB) V...V f"(B)), pela
Propriedade

Logo,
h(f,a) = lim LH(aV fHa) V...V [ )
< lm LH@V S B) V.V S ()
< h(f,B)

Propriedade 1.2.21. Se f ¢ um difeomorfismo, entao h(f,a) = h(f™ ).

Demonstracao:
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Como f ¢ um difeomorfismo, temos que N(a) = N(f~'(a)) e, consequentemente,

H(a) = H(f!(a)).

Entao,
HaV fHa)Vv...Vf(a) = H(f"YaV fa)V...V " a)))
= H" o)V o))V v (T (@)
= H(f"Ya)V f"?(a)V...Va)
= H(aVv (7)) V...V () Ha).
Portanto,

h(f.a) = lim LH(aV [~ a) V...V 7 (a))

= lim LH(@V (f) @) V.V () a)
= h(f ).

O

Defini¢ao 1.2.22. A entropia de uma aplicagao f € definida como suph(f,«)
quando o supremo € tomado sobre todas as coberturas abertas «, e denotamos por

h(f), ou seja,
h(f) = sup h(f, ).

Definig¢ao 1.2.23. Uma sequéncia de coberturas {a,;n =1,2,...} é um refinamento
de coberturas abertas que satisfaz:

(1) an < apya;

(2) Para toda cobertura aberta 5 de X existe cv, tal que f < «,, onde X é um espago
topolégico compacto.

Uma sequéncia de refinamento simplifica o calculo da entropia, conforme podemos
verificar na proposicao abaixo.

Propriedade 1.2.24. Se {a,,} € uma sequéncia de cobertura é um refinamento, entao,
h(f) = lim h(f, o).

n—oo
Demonstracao:

Dada uma cobertura a de X existe um n € N tal que a < «,, e consequentemente,

h(f, @) < h(f, om).
Entao, h(f) =suph(f,a) <suph(f, o).

Mas, sup h(f, a,) < h(f) e se , é uma sequéncia de refinamento, entao h(f, ) é
uma sequencia de niimeros reais e crescente.

Portanto, h(f) = sup h(f, a,) = lim h(f, ay).
n—oo
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Teorema 1.2.25. Entropia é um invariante, no sentido de que h(gfg=') = h(f), onde
f: X — X € uma aplicacio continua e g : X — X' é um homeomorfismo ¢ X um
espaco topologico compacto.

Demonstracao:
h(gfg™' f(e)) = lim 7

H(
_ H(
= lim 2H(g(e) V gf " (@) V-V gf ()
= lim +H(
H(

Como « varia em todas as coberturas abertas de X, g(a) varia em todas as cober-
turas abertas de X', ou seja, dado 8 uma cobertura aberta de X’ temos ¢g~'(3) é uma
cobertura aberta de X, e fazendo a = g~ () = S = g(«a), e por hipdtese, g ¢ um
homeomorfismo.

Portanto, h(gfg~t) = h(f).

Teorema 1.2.26. h(f*) = kh(f), para k € Z7.

Demonstracao:

Temos

h(f5) = h(fHa), av fHa) V.V [ (@)
=k lim LH(aV fHa) V-V T o) V R ()

00 VY f—2k+1(a) VARV f—(n—l)(a) VARV f—nkz-i—l(a))
= kh(f,«)

para qualquer cobertura aberta .
Assim, h(f*) > kh(f).
Por outro lado, temos que

aV () Ha) Ve V()T ) < a Vv T a) Ve v T ),

entao
B(f.0) = Jim ZH(@V 7 (a) Vv f )
> lim L H(aV () (0) Voo v (57 )
> h(f* a)
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para qualquer cobertura aberta a.
Logo, h(f*) < kh(f).
Portanto, h(f*) = kh(f).

1.2.2 Definicao de Dinaburg e Rufus Bowen

A entropia topoldgica introduzida por Adler, Kohein e McAndrew ([1]) foi definida
sobre um espago topoldgico compacto. E em 1970, Rufus Bowen e Dinaburg ([4])
apresentaram uma definicao diferente, mas que sao equivalentes.

Apresentaremos uma parte da definicao que utilizaremos no Capitulo 3.

Definigao 1.2.27. Seja f: X — X continua e X um espaco métrico com a métrica
d. Um conjunto S C X € chamado de (n,€)-separado para f, se para todos z,y € S
distintos, existe algum inteiro k, onde 0 < k < n —1, tal que d(f*(z), f*(y)) > €, onde
n > 0 interro e € > 0,

Assim, a quantidade de tais pontos € dada por
r(n, e, f) =maz{#S; S C X € (n,e€)-separado para f},
onde #S € a cardinalidade de S.

A taza de crescimento exponencial desse nimero, quando n tende ao oo € dado por

h.(e, f) = limsup%log(r(n, 6 f)).

n—o0

E entdo, a entropia topologica de f é definida por

B(f) = Tim (e, ),

e—0

pois h, (e, f) ndo decresce com e.

1.2.3 Equivaléncia entre as Definigoes

A equivaléncia entre as defini¢coes que apresentaremos foi estudada por Wagner Silva
¢ estd demonstrada em [24].

A respeito a equivaléncia, ou até mesmo coincidéncia entre as defini¢coes de entro-
pia topoldgica via coberturas e de Bowen e Dinaburg, vem de que se a é uma cober-
tura aberta, com todos elementos de diametro de € e o nimero de Lebesgue ¢ entao
r(n,e,f) < N(a,) < s(n,e, f), onde s(n,e f) serd definido adiante e
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N(a,) = N(aV f~Ha) V- -V f7"(«a)). Entdo apresentaremos os conceitos e re-
sultados necessarios para podermos entender e chegar na desigualdade acima.

Definicao 1.2.28. Seja A C X um conjunto nao vazio e X um espagco métrico com-
pacto com a métrica d. Para cada x € X definimos a distancia de x a A por

d(x,A) = inf{d(x,a);a € A}.

O numero sup{d(x,y);x,y € A} € chamado de didmetro de A e denotamos por
diam(A).

O didametro de uma cobertura o, diam(«) € definido por

diam(«) = sup diam(A).
Aca
Definigao 1.2.29. Quando todo subconjunto A C X com diametro menor que § > 0

estd contido em algum elemento de uma abertura «, dizemos que 6 é o numero de
Lebesgue de .

Na se¢ao anterior apresentamos parte da Definigao que Rufus e Dinaburg apresentou
para (n, €)-separado. A seguir apresentaremos a definigdo sobre um outro conjunto.

Definicao 1.2.30. Seja f: X — X continua e X um espago métrico com a métrica
d. Um conjunto R C K, onde K é um subconjunto compacto de X, € chamado
(n,€)-gerador de K para F, se para todo x € X, existe y € R, existe algum inteiro k,
onde 0 < k <n—1, tal que d(f*(z) — d*(y)) <€, onden >1 ee > 0.

Assim, a quantidade desses pontos € dada por
s(n,e, f) =min{#R; RC K € (n,¢)-gerador para K},
onde #R € a cardinalidade de R.

E a taza de crescimento exponencial desse niumero, quando n tende ao oo € dado
por
1
hs(e, f) = limsup — log(s(n, €, f)).
n

n—oo
FE entao, a entropia topoldgica de f é também definida por

h(f) = lim hy(e, f).

e—0

No nosso trabalho utilizaremos somente a definicao de entropia topolégica por
(n, €)-separado, mas para fazermos a relagao entre as defini¢oes precisamos da definigao
por (n, €)-gerador.

Observagao 1.2.31. Para e >0 en > 1 temos que s(n,¢, f) <r(n,e, f) < s(n, 5, f),
pois um conjunto (n, €)-separado de maior cardinalidade € também um (n, €)-gerador, e
dat, s(n, €, f) < r(n,e, f). E se considerarmos um conjunto R, (n, 5)-gerador de menor
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cardinalidade, e um conjunto S, (n, €)-separado consequimos uma aplica¢io ¢ : S — R
injetiva, e dai, r(n, e, f) < s(n, 5, f).

E assim, lim lim sup * log(r(n, ¢, f)) = lim lim sup < log(s(n, €, f)).
=0 oo " =0 paee

No lema a seguir limitaremos superiormente a quantidade dos pontos do conjunto
(n, €)-separado pelo menor nimero de conjuntos de uma subcobertura.

Lema 1.2.32. Seja f : X — X continua e X um espago métrico compacto. Seja
e>0ea={A, Ay -, A} uma cobertura aberta com max diam A; < €, entao
A

r(n,e, f) < N(aV fHa) V-V " a)).

Demonstracao:
Seja S um (n, €)-separado, onde r(n, ¢, f) é a cardinalidade de S.

Cada elemento do conjunto S pertence a diferentes elementos da cobertura
aV fHa)V--- Vv a).

Assim,
vy € AgNf AN A
€ aVfHa)Vv---V [ (a),

daf, d(f*(z), f*(y)) < diam 4; < e.
Portanto, em particular, 7(n, e, f) < N(aV f~1(a) V-V [ ().
O

J& no lema a seguir limitaremos inferiormente a quantidade dos pontos do conjunto
(n, €)-gerador pelo menor nimero de conjuntos de uma subcobertura.

Lema 1.2.33. Seja f : X — X continua e X um espagco métrico compacto. Seja
uma cobertura aberta de X com o numero de Lebesque & > 0, entao para todon > 1,

N(aV [ a) V- v [T a)) < s(nye, f).

Demonstracao:
Seja R um conjunto (n, €)-gerador, onde s(n, ¢, f) é a cardinalidade de R.

Seja D(z,n,d) = B(z,0)N f~YB(f(z),0))N---N f~"(B(f"!(x),d)) uma cober-
tura de X.

Entao, X = |J D(z,n,?).

TER

Assim, para todo x € R, B(f'(z),0) C Ay,, onde Ay, € a, 0 <i < n — 1, ou seja,

D(x,n, 5) C Aio N f_l(Ail) A---N f_n+1(Ain71)
e aVf Ha)Vv- -V f(a)



1.2. ENTROPIA TOPOLOGICA 40

Log()? em particular, U (AZO m f_l(Ai1) ﬂ . ﬁ f_n+1(A-

i_1)) é uma cobertura de
TeR
X.

Portanto, N(aV f~1(a) V.-V f"(a)) < s(n, e, f).

O

Com estas ferramentas, podemos falar realmente sobre a equivaléncia. Agora,
quando escrevermos h,(f) estaremos nos referindo a entropia topoldgica de f sobre
a definicao via coberturas.

Seja f : X — X continua e X espaco métrico compacto. Como
ho(f) = sup h(f,a), entdo para qualquer o > 0, existe uma cobertura aberta « de
X, tal que A(f, ) + o > ha(f), mas ha(f) > h(f,a), entao

h(f,0) + 0 > hal(f) > h(f, ).

Assim, analisando a entropia topoldgica do (n, €)-gerador, temos

h(f) = limhy(e, f)
lim lim sup £ log(s(n, €, f))

=0 poo

lim sup % log(s(n, e, f))

limsup 2 log(N(a vV f~(a) V-V " (a))

n—oo

h(f, )
ho(f)—o .

AVAR

v

vV IV

Mas, dado € > 0, podemos escolher uma cobertura aberta 8 = {By, By, - By} de
X com &EagiBi < €, entao pela entropia topolégica do (n, €)-separado, temos

h(f) lir% he(€, f)

€—

lim lim sup % log(r(n, ¢, f))
=0 nooo

lim sup % log(r(n, €, f))

n—oo

lim sup % log(N(BV f7YB) V-V f7TH(B))

n—o0

h(f,B)
hs(f) -

IA

IN

VARVAN

Portanto,

v

hs(f) hmlimsup%log(r(n,e, )

=0 500
= limlimsup % log(s(n, €, f))
=0 500 n

> ha(f) — 0.

E assim, temos a equivaléncia das defini¢oes.



Capitulo 2

TEOREMA DE SARKOVSKII

Alexander Nikolaevich Sarkovskii, nascido dia 7 de dezembro de 1936. Formou-se
na Universidade local de Kiev em 1958, onde passou a lecionar a partir de 1967. Hoje é
um matematico proeminente e membro da Academia Nacional de Ciéncias da Ucrania.
Sua principal area de interesse é a teoria de sistemas dinamicos, da estabilidade e das
oscilagoes, mas também trabalha com teoria funcional e equacgoes diferenciais funcio-
nais, bem como equacoes de diferencas e suas aplicagoes.

Em 1964, publicou um artigo ([21I]) no Ukrainian Mathematical Journal, mas o
mesmo foi submetido quando tinha apenas 25 anos. Neste artigo, ele perguntou se
existia alguma relagao entre érbitas periddicas de periodos diferentes. Como por exem-
plo, se uma funcao f : I — I continua, onde I C R que tem um ponto periddico de
periodo 2 implica a existéncia de um ponto peridédico de periodo 3, ou o contrario.

Assim, seu objetivo neste artigo ([2I]) foi provar que existia essa relacao, e ficou
conhecida como Teorema de Sarkovskii.

2.1 Questionamentos iniciais

Inicialmente estudaremos alguns questionamentos, para entendermos o Teorema de
Sarkovskii, sobre a implicacao de periodos, ou seja, periodos que implicam em outros
periodos. Os questionamentos sao do tipo:

Questoes:

1) Se f tem ponto periédico de periodo 2, entao tem ponto periédico de periodo 17
2) Se f tem ponto periddico de periodo n, entdo tem ponto periddico de periodo 17
3) Se f tem ponto periddico de periodo 3, entdao tem ponto periddico de periodo 27
4) Se f tem ponto periédico de periodo 1, entao tem ponto periddico de periodo 27

5) Se f tem ponto periédico de periodo 2, entdo tem ponto periddico de periodo 37

41
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6) Se f tem ponto periddico de periodo 4, entdao tem ponto periddico de periodo 37

Em todos os questionamentos, f é uma aplicacao continua definida de um intervalo
nele mesmo.

A seguir, os resultados e exemplos responderao aos questionamentos.

A Proposicao 2.1.1] respondera nosso primeiro questionamento.

Proposicao 2.1.1. Se f tem um ponto periodico de periodo 2, entao f tem um ponto
periodico de periodo 1, onde f estd definida em I C R e € continua.
Demonstracgao:

Seja Of(x1) = {1, 22} uma 6rbita periddica de periodo 2, ou seja, x; é um ponto
periédico de periodo 2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que x; < 5.

Como f(x1) = x9 e f(x2) = 21, entdo
To—x1 >0

T — X9 < 0.

Assim,
(1) — 21 >0
(lL‘Q) — 29 < 0.

f
f

Agora, considerando g(x) = f(x)—z e aplicando o Teorema do Valor Intermediario,
temos que existe um ponto x entre 1 e xq, tal que g(zg) = 0. Entao, g(z¢) = 0, assim,
f(zo) —xo = 0, 0 que implica que f(xy) = xo.

Portanto, xy é um ponto peridédico de periodo 1.

Assim, temos que periodo 2 implica 1.

Depois disso, para responder a questao 2, vamos generalizar a proposi¢ao anterior.

Proposicao 2.1.2. Seja uma fungao f : I — I, continua e onde I C R. Se f tem
um ponto periodico de periodo n > 1, entao f tem um ponto periddico de periodo 1.

Demonstracao:
Seja x1 o ponto periddico de periodo n que f possui.

Logo, sua orbita ou é {x1 > x3 > 3 > ... >z, ou{r) < 29 < w3 < ... < T, }.
Suponhamos que acontega o segundo, ou seja, 1 < f(x1) < f(z2) < ... < f(x,).

Como f(xq1) > x1 e f(x,) < x,, temos

flz1) =21 >0
flzp) —x, <0.
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Considerando a funcdo g(z) = f(x) — = e aplicando o Teorema do Valor Inter-
medidrio, temos que existe um ponto zg € (z1,x,) tal que g(xy) = 0.

Entao, g(zo) = 0, assim, f(xg) — 2o = 0, o que implica que, f(xg) = .

Portanto, x¢ é um ponto periédico de periodo 1.

Entao, ponto periédico de qualquer periodo implica a existéncia de ponto fixo.

Respondendo a questao 3, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.3. Se f tem um ponto periodico de periodo 3, entao f tem um ponto
periodico de periodo 2, onde f estd definida em R e é continua.

Demonstracao:

Seja a ¢ um ponto periédico de periodo 3, entao O¢(a) = {a, b, c}. E pode acontecer
de duas maneiras, ou f(a) = b, f(b) = ce f(c) =a, ou f(a) =c¢, f(c) =be f(b) = a,
onde a < b < c.

Suponhamos que aconteca o primeiro caso. Assim, podemos pensar na seguinte
partigdo da érbita de a, I = [a,b] e J = [b, c].

Entdo f(I) > Je f(J) D TUJ.

Como f(J) D IUJ = [a, ], seja x,, = inf{x;; f(x;) = a} e xp, = inf{x;; f(x;) = ¢},
sendo Ay = [z, 2], assim, f(A;) = [a,b] = I, pois f é continua e A; é conexo e
fechado, por isso a imagem de f(A;) é um intervalo, deste modo, existe A; C J tal que

f(A) =1

E por f(I) D J D A; existe um intervalo Ay C I tal que f(Ay) = A;, pelo mesmo
argumento anterior.

Logo, f2(A2) = f(f(A2)) = f(A1) = I e f*(A3) D As.

Pela Proposigao [1.1.25) do Capitulo 1, existe x € A, tal que f?(x) = z, entao este é
um ponto fixo de f2, ou seja, pode ser o ponto periédico de perfodo 2 de f que estamos
procurando.

Como z € Ay C I e f(z) € f(As), implica que f(x) € Ay C J, entdao x # f(z)
oux =b = f(x), o que é uma contradi¢do, pois b é um ponto de periodo 3. Logo,
f(x) # x e f*(x) =z, ou seja, x é ponto periddico de perfodo 2 e niao é ponto fixo.

Portanto, f tem um ponto periédico de periodo 2.

O

A partir de agora exibiremos trés contra-exemplos para responder os ultimos ques-
tionamentos.

O exemplo a seguir responde que periodo 1 nao implica periodo 2.
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Exemplo 2.1.4. Seja

onde I =10, 1].

Assim, quando f(x) = x, temos que, \/x = x, assim, * —x®> =0, e dai, x = 0 e
x=1.

Logo, os pontos x =0 e x = 1 sdao pontos fixos de f.

E ainda, f*(x) = /(\/7), assim, /r = x, consequentemente, v — z* = 0, e daf,
r=0cx=1.

Logo, 0s pontos x = 0 e x = 1 sao pontos periodicos de periodo 2, mas jd sao pontos
fizos, ou pontos periodicos de periodo 1.

Deste modo, f possui pontos periodicos de periodo 1, mas ndao tem nenhum ponto
de periodico de periodo 2.

1
= x, consequentemente, r8 = x, €

D=
[NIES

E mais, f3(z) = \/(vV/ (VD)) assim, ((x7)?)

dat, r=0ex =1.

Ou seja, f também nao tem pontos periodicos de periodo 3.

O préximo exemplo responde negativamente a questao 5.
Exemplo 2.1.5. Seja f:[0,1] — [0, 1] definida por f(x) = —zx.
Deste modo, f?(x) = —(—x) = z.

Logo, todos os pontos x € [0, 1] sdo pontos periddicos de periodo 2.

Mas,
Ple) = f(f* (=)
= f(z)
= —X s
dai, o ponto x = 0 € um ponto de periodo 3, mas jd é ponto fixzo de f, pois
f(0)=—-0=0.

Entao, f tem ponto periddico de periodo 2, mas nao tem pontos periodicos de periodo

Periodo 4 nao implica periodo 3, como mostra o préximo contraexemplo, para
responder a questao 6.

Exemplo 2.1.6. Seja f: I — I continua e I = [0, 3], definida por:

r+2 , 0<z<1
fle)=¢ —22+5 , I<x<2.
—r+3 , 2<x<3
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E seu grdfico é:

Figura 2.1: Gréfico de f.

Temos que f(0) =2, f(1) =3, f(2) =1, f(3) =

Os pontos 0,1,2 e 3 sao pontos periodicos de periodo 4, que pode ser facilmente
verificado.

O ponto x = 2 € ponto fizo de f, pois quando f(x) = x temos que, —2x +5=1x, €

5
3
dat, x = 2 € (1,2].

E de fato, f (3) = —2(5) +5= =41 =2

Consideremos a particao Iy = [0,1], I, = [2,3], I3 = [1,2] do intervalo I.

Entao,
f(h) =1
(L) =1,
fI3)=1LUl;.
Dat,
L) =f(f(L)=fl) =L
f2(f2) - f(f(h)) = f(Il) = 1.

Logo, quando f*(x) = x, temos que —x + 1 =z, € assim, ¥ = % el

Agora para Is:

fla)=f(f@)=f(-z+3)=(—z+3)+2=—z+5.
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20,0\ _ ' _5

Logo, f*(x) =z, temos que, —v +5 = x, e assim, v = 5 € Is.
s 1 5 ~ 27 .

Dai, 5 e 5 sdo pontos periddicos de periodo 2.

E ainda, como
fA(h) =14
fAL)=I5L
temos
) =f(fA(L) = f(h) =L
(L) = f(f*(I2) = f(L) = I,

ou seja, f nao possui pontos periodicos de periodo 3.
De fato, verifiquemos primeiramente para I :
) =f(f@)=f-a+1)=(-z+1)+2=—z+3,
logo, quando —x + 3 = x, temos que, x = % ¢ 1.

Agora, para Iy:

P = F(P@) = f(-z+5) = ~(~a +5) +3 =02
logo, quando x — 2 = x, temos que 0x = 2, o que € um absurdo.

Mas para I3 temos que alguns pontos de I3 depois de algumas iteracoes de f caem
ou no intervalo Is ou no I3, e alguns sao atraidos para orbitas de periodo 2 e 4 e alguns
sao pontos fixos de f.

Portanto, este exemplo tem pontos periodicos de periodo 1,2 e 4, mas nenhum de
periodo 3.

Do Exemplo temos que periodo 4 nao implica 3, mas podemos concluir que 4
implica 2.

E sabemos também que pela Propriedade|l.1.36{o periodo 3 implica todos os outros.

O teorema a seguir, resume os questionamentos que fizemos anteriormente.

Teorema 2.1.7. Seja f uma funcdao que possui um ponto periodico de periodo n.

(i) Sen > 1, entao f tem ponto fixo, ou seja, ponto periddico de periodo 1.

(ii) Sen =3, entao [ tem pontos periddicos de periodos 4 e 2.

(iii) Se n =1, entdo ndo podemos concluir a existéncia de outros pontos periddicos.
(iv) Sen =2, ndo implica a existéncia de ponto periddico de periodo 3.

(v) Sen =4, nao implica a existéncia de ponto periddico de periodo 3.

Foi o que incentivou Sarkovskii estudar sobre a ordem desses ntimeros.
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2.2 Ordenacao de Sarkovskii

Sarkovskii definiu uma nova ordem para os nimeros naturais, onde o 3 é o primeiro
namero.

Definicao 2.2.1. Considere a sequinte ordem do conjunto dos nimeros naturais, cha-
mada a ordenagao de Sarkovskii:

345<7<2n4+1<9---<6<10<14<---<92Xx (2n+1)<q---
A2 X 32" XB5QAM X T <42" X 2n+1) < -

-2V <0241

Onde m < n significa que m aparece antes de n, ou é 'menor’.

Uma pergunta interessante é se a ordenacao de Sarkovskii é uma ordenagao parcial
ou total.

Podemos definir uma relagao para a ordenacao de Sarkovskii e assim, pensarmos se
¢ uma ordenacao parcial ou total.

Sejam
x=2", onde n>0¢e p=2F+1k>0,
y=2"q, onde m>0 e qg=2" 41k >0,
z=2Mp;, onde ny >0 e p, =2 +1,ky > 0.

A relacao pode ser definida por: x <1y se, e somente se,

1) se p>1l,g>1en<mou (n=m e p<gq)
2%) se p>1leqg=1
3) se p=gq=1len>m

Proposigao 2.2.2. A ordenacao de Sarkovskii é uma ordenacao total.

Demonstracao:

Primeiramente, queremos mostrar que relacao definida acima é realmente uma or-
dem, ou seja, provemos que é Reflexiva, Antissimétrica e Transitiva.

Entao,

o Reflexiva (z < x)

— Se p > 1, como n > n, entao, x <z, pela primeira parte da relagao;

— Se p=1, como n > n, entao, z < x, pela terceira parte da relagao.

Note que a segunda parte da relacao nao acontece, pois se p > 1 entao nao
podemos ter p = 1.
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o Antissimétrica (x <y e y<\xz entdo x =y)

Entao temos as hipoteses de que = <y e y < x, assim,

1) p>1l,g>1len<mou (n=m e p<gq)
22) p>leqg=1
3) p=gq=1len>m

1) g>L,p>lem<nou (m=ne q<p)

22) g>1ep=1

3) g=p=1lem>n
Logo, acontece somente quandop > 1eqg > 1loup =g =1, poissep >1e
g=1,entao,y dresep=1eq>1, entao, x 4y.
Assim,sep>1eq>1,segue, dex tyey<lz, que n=m e p=q, entao, pela
primeira parte da relacao r = y, e se p = ¢ = 1, segue, de x <y e y < x, que
n = m, entao, pela terceira parte da relagao, x = y.

o Transitiva (r <y entdo y <z = x < 2)

Temos as hipdteses de que x <y e y < 2, assim,

1*) p>1l,g>1len<mou (n=m e p<gq)
22) p>leqg=1
3 p=gq=1len>m

1) g>L,pp>1em<n; ou (m=n; e ¢<p)
22) g>1lep =1
3*) g=p=1em=>mn
Sep>1leqg>1,entaooup; >1oup; =1
Quando p; > 1 temos n < m < ny, o que nos leva aos casos:
—n = m = ny; que implica que p < g < py, logo, pela primeira parte da
relacao, r < z;
— n < m = nq, logo, pela primeira parte da relacao, x < z;
— n =m < ny, logo, pela primeira parte da relagao, x < z;

— n < m < n; logo, pela primeira parte da relagao, x < z.

Quando p; = 1 temos, pela segunda parte da relacao, x < z.
Sep>1eq=1, entao p; = 1, logo, pela segunda parte da relacao, x < z.
Se p=¢q =1, entao p; = 1, o que implica que n > m > nq, logo, pela terceira

parte da relacao, x < z.

Assim, a relacao é uma relacao de ordem.

Agora nos resta mostrar que todos os elementos da ordem sao comparaveis, ou seja,
r<youy<z.

Suponhamos que x 4 y, onde = e y quaisquer distintos, entao
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12) p=1loug=1loun>me (n#moup>q)

2) p=1

32) p>1

se p = 1, entao n # m, disso
— q > 1, dai, ou n < m, logo, pela terceira parte da relacao, y < z, ou
n > m, nao acontece, pois x 4 y, ou
— q =1, logo, pela segunda parte da relagao, y < x.
se ¢ =1, entao
— p =1, dai, n # m, assim, ou n < m, logo, pela terceira parte da relagao,
y <x, oun >m, nao acontece, pois xr 4 y, ou
— p > 1, ndo acontece, pois x 4 y.
n > m, entao
—p>1leq>1,logo, y<x pela primeira parte da relacao, ou
— p>1eq=1, nao acontece, pois = 4 y, ou
—p=1eq>1,logo, y <x pela segunda parte da relagao, ou

— p=1eq=1, nao acontece, pois x 4 ¥.
ouqg>1

se p =1, entao
— q > 1, logo, y < x pela segunda parte da relacao, ou

— qg=1, e como x 4y, temos que m > n, logo, y < x pela terceira parte
da relagao.

se ¢ > 1, entao

— p>1,ecomo x A4y, temos que m > n, logo, y < z pela primeira parte
da relagao, ou
— p =1, logo, y < x pela segunda parte da relacao.

oug>loum>n

se p > 1, entao
— qg=1,ecomo x 4y, implica que ¢ # 1, ou
— q > 1, ecomo x 4y, temos que m > n, logo, y < x pela primeira parte
da relagao.
se ¢ > 1, entao
— p =1, logo, y < x pela segunda parte da relacao, ou
— p>1. e como x 4y, temos que m > n, logo, y < = pela primeira parte
da relagao.
se m > n, entao
—p>1leq>1,logo, y <x pela primeira parte da relacao, ou
— p>1eq=1, nao acontece, pois = 4 y, ou
—p=1eq>1,logo, y <x pela segunda parte da relagao, ou
—p=1eq=1,logo, y < x pela terceira parte da relagao.
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Entao, todos os elementos da ordem sao comparaveis.

Portanto, a ordenagao de Sarkovskii é uma ordenacao total.

2.3 O Teorema

Teorema 2.3.1. Teorema de Sarkovskii

Seja f :[0,1] — [0,1] continua que possui um ponto periédico com periodo n. Se
n<m, na ordenacao de Sarkovskii, entao f tem um ponto periddico de periodo m.

Observacgao 2.3.2. (i) Se f tem um ponto periddico de onde o periodo é uma poténcia
de 2, entao f tem um numero finito de pontos periodicos. Agora, se f tem um
ponto periddico que nao € uma poténcia de 2, entao f tem uma infinidade de
pontos periodicos.

(ii) O nimero 3 na ordenagao de Sarkovskii é o 'menor’, ou seja, € o 'menor’ periodo
que [ pode ter e o que implica a existéncia de todos os outros periodos.

Da Propriedade [1.1.36], de Li-York, do Capitulo 1, se f : R — R é uma funcao
continua e tem um ponto periddico de periodo 3, entao existe pontos periddicos de
todos os periodos e esta implicacao é conhecida como um Corolario do Teorema de
Sarkovskii, que recebe o nome de Teorema de Li-Yorke.

A partir de agora, apresentaremos algumas definicoes e resultados necessarios para
a demonstragao do Teorema de Sarkovskii.

Proposicao 2.3.3. Seja f : I — I uma funcao continua, onde I € um intervalo.
a) Se J C I € um intervalo tal que f(J) D J, entao f tem um ponto fixo no fecho de
J.

b) Se{l; C I;i=0,1,2,---} € uma familia de intervalos fechados tal que f(I;) D I;11,
entao existe uma sequéncia encaixada e decrescente de intervalos J, em Iy tal que
f*(J,) = I,. Em particular, existe x € Iy tal que f'(x) € I; para cada i > 0.

Demonstracao:

a) Seja a < b pontos da fronteira de J.
Como f(J) D J, existe z,w € J tal que f(z) <ae f(w)>Db.

Entao, se g(x) = f(z) — x, temos

fz)—z<f(z)—a<a—a<0 e
fw) —w = f(w) =b=>b-b>0,

a =
g &
I
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pelo Teorema do Valor Intermediario, existe xy pertencente ao intervalo limitado
por z e w tal que g(zg) = 0.

Logo, g(x¢) = 0, entdo, f(xg) —x¢ = 0.

Assim, f(xg) = xo.

Agora, considere o intervalo aberto X centrado em xy. Como X (J # 0, pois
xo € X () J, temos zq é ponto aderente a J.

Portanto, f tem um ponto fixo no fecho de J.

b) Como f(Iy) D I, por hipdtese, existe um intervalo fechado J; C Iy tal que
f(Jh) = L.
De fato, seja Iy = [a,b], onde f(Iy) D . E z, = inf{z; f(z;)) = a} e
Ty = inf{x;; f(x;) = b}, sendo Jy = [z, z,). Logo, f(J1) = [a,b] = I, pois f
é continua e J; é conexo e fechado, por isso a imagem de f(J;) é um intervalo.
Portanto, existe J; C Iy tal que f(J;) = I;.

Suponhamos, por inducgao, que existam intervalos fechados J; D Jy, D -+ D J,
tal que fi(J;) = I; para todo 1 < i < n.

Como, por hipétese, f(I,) D 41, existe um intervalo fechado I, C I, tal que
f([n) = In+1-

Mas, pela hipétese de inducao, f™(J,) = I,, D I,,, existe um intervalo Jni1 C Iy
tal que f"(Js1) = L.

Logo, f(f™(Jus1)) = f(In) = Lus1, 0 que implica que f"'(Jui1)) = Tnsr.
Entao, existem intervalos fechados J; D Jo D -+ D J, tal que fi(J;) = I; para
todo 1 <7 <n.

o0

Como os intervalos J; sao encaixados, existe x € () J, e, portanto, f"(J,) = I,,,
n=0
para todo n > 0, cada um desses x satisfazem as propriedades necesséarias, ou

seja, J, C Ip.

O

Com o intuito de uma melhor visualizacao dos dados e ideias usaremos uma ferra-
menta bastante eficaz que definiremos a seguir.

Definigao 2.3.4. Dizemos que uma colegao de subintervalos fechados {1} do intervalo
I formam uma particao se o interior dos intervalos I sao disjuntos dois a dois, ou
seja, sendo I; e I; os respectivos sem os extremos, temos I; N I; =)

A cada uma dessas particoes associamos um Grafo de Markov de f: 1 — I que
¢ o grdfico cujo os vértices sao intervalos da parti¢io e as arestas sao os pares (1;, Iy,)
tal que f(1;) D Iy.

Denotaremos tais arestas por I; — I.. Em algumas particoes, o niumero de arestas
pode ser zero.
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Da Proposigao [2.3.3] podemos concluir que de todo caminho no grafo de Markov
de uma particao, associamos um ponto cujo itinerario é exatamente a sequéncia de
vértices neste caminho.

Se o caminho ¢é um caminho fechado, isto ¢é, um caminho do tipo
L, - 1, - ... = I, _, — I, entao, existe um ponto periddico z € I;, tal que
fi(z) € I;; e f"(x) = x. Mas o periodo desse ponto periédico pode ser menor que n,
pois os intervalos da partigdo nao sao disjuntos (somente o interior dos intervalos sao
disjuntos dois a dois), mesmo se os vértices I; I; . sao distintos.

03 din_a

Exemplo 2.3.5. Sejam 1 < p; < ps <p3 <5, ondep; =2, py =3 e p3 =4.

Seja £ : [1,5] = [1,5] tal que f(pr) = pa, f(ps) = ps € f(ps) = pr, ou seja, f(2) = 3,
F(3) =4 e f(4) =2,

Ou seja, f tem 2 como ponto 3-periddico, pois f(2) = 3 e,

22 = f(f(2)) = f@8) = 4
f22) = f(ffQ2) = f4) = 2.

Considere uma particao Iy = [3,4], I = [2,3]. Como f(Iy) = f([3,4]) = [2,4] e
f(I2) = f([2,3]) = [3,4], entdo, f(I,) D LUz e f(I2) D L1, deste modo, I, — Iy,
LT — 1L, el,— I.

Assim, o grafo de Markov de f é:

Figura 2.2: O grafo de Markov associado a um ponto periddico de periodo 3.

Vamos considerar o caminho fechado Iy — 1, - 1 — ... — Iy — Iy — Iy, com m
arestas, onde m > 3.

Existe um intervalo J C Iy tal que f{(J) C Iy para0<i<m—1, f*Y(J)C L e

f™(J) = L1, pela Proposicio [2.5.3, b).
E como J C L1, existe v € J C I tal que f™(x) = z, pela Proposi¢ao[2.3.3, a).
Logo, fi(z) €l se 0 <i<m—1¢e fm"z) € L.

e Afirmacao: = é um ponto periddico de periodo m. FEntdo, ndao hd nenhum
inteiro o < i < m com f'(z) = x.

Com efeito, se fi(xr) = x com 0 < i < m, entio f™(x) = [fi(z), logo,
fr @) = f7 (@) € L, pois x = f"(x).
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Assim, " Nx) € (N 1Ia = {3} e, portanto, x = f™(z) = f(f™ *(z)) = f(3) = 4.
O que € impossivel, pois f(4) =2 ¢ 1.

Portanto, f tem um ponto periodico de todo periodo maior que 3.

Considerando o caminho Iy — Iy — Iy, temos também um ponto periodico de
periodo 2, ou seja, seja x € Iy ey € Iy, tal que f(x) =y e f(y) = = temos

Para generalizarmos o caso anterior, seja x um ponto periédico de periodo n de
uma funcao continua f: I — I. Sejam zp < 1 < ... < x,_1 os pontos da orbita de z
definindo uma partigao do intervalo J = [zg, x,_1] em n — 1 intervalos fechados.

O grafo de Markov serd uma ferramenta muito 1til na demonstracao do teorema,
entao, descreveremos algumas propriedades do grafo de Markov de f associado a esta
particao, para podermos usa-las mais adiante.

Proposicao 2.3.6. Se f tem um ponto periddico de periodo impar n, entdo f tem
pontos periodicos de todos os periodos maiores que n, bem como todos periodos pares
menores que n.

A Proposicao [2.3.6] ¢ um caso em particular da Proposicao [2.3.7, mas supondo que
exista os dois caminhos da Proposicao [2.3.7] segue a demonstracao da proposicao a
cima.

Demonstragao da Proposicao [2.3.6]:

Se m é um numero inteiro maior que n, ao olhar para o caminho de comprimento
m?
L—..—-L—...—>1,_1—1,

concluimos, entao, usando a Proposicao2.3.3], que existe um ponto periédico de periodo
m.

Portanto, f tem pontos periédicos de todos os periodos maiores que n.
Se m = 2i < n (par), o caminho
Ly1— 1y o = Iy 9ivy — . — 1
nos da um ponto periédico de periodo m.

Portanto, f tem pontos peridédicos de todos os periodos pares menos que n.

O

Resta mostrar que realmente acontece os dois casos de caminhos da proposicao a
seguir.

Proposicao 2.3.7. Suponha que f tenha pontos periodicos com periodo impar. Seja
n > 1 o menor desses periodos e x um ponto periddico com periodo n. Entao, o grafo
de Markov correspondente contém os sequintes caminhos
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l) ]1—>[2—>...—>]n_1—>11%11 N

ii) I,_1 — Isi11 para todo i tal que 2i + 1 < n.

Além disso, nao hd nenhuma aresta do tipo I; — Iy se k > 1.

Ou seja, serao da forma:

L ———= 1

Lo = = Ip g ——= I3

[P S
Figura 2.3: O grafo de Markov associado a um ponto periédico de periodo impar.

Para demonstrarmos da Proposi¢ao necessitamos de mais alguns resultados
envolvendo grafo de Markov.

Lema 2.3.8. Eziste um vértice Iy = [tq,%q41] do grafo de Markov de f tal que
f(Iy) D I e, de fato,
f(@ar1) 20 < Tap1 < f(20).

Demonstracao:

Como Of(x) = {zo,...,Tn_1} € [, Tn_1], onde x é um ponto n-periddico, temos
f(zo) >mo e f(zn-1) < Tpo1.

Assim, existe um inteiro 0 < a < n — 1 tal que x, = max{x;; f(z;) > z;}.
Tomemos I1 = x4, Tar1]-

Entao, f(z4) > 24 € f(Tat1) < Taq1-

Assim, f(z,) > Tos1, f(Tar1) < x4 € f(I;) é um intervalo.

Portanto, f(I1) D I.

U

A partir de agora, consideraremos [; como no Lema ou seja, f(I1) D I e
f(xa—i-l) S To < Tg+1 S f(za)-
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O proximo lema, nos diz que se temos a condicao acima do Lema[2.3.8] entao exitem
arestas conectando I; a todos os outros vértices.

Lema 2.3.9. Seja I} um vértice do grafo de Markov tal que f(I1) D I, ou seja I; — 1.

Entao para qualquer vértice K do grafo de Markov existe uma particao conectando I
a K.

Demonstracao:

Seja V; o conjunto de vértices que sao pontos de extremidade de algum caminho de
tamanho ¢ iniciando em I;.

Assim, K’ € V; se existe um caminho I; — Ky — ... = K;, com K; = K’, logo,
tem tamanho 1.

Dai, I; - I, —» Ky — ... = K, é caminho de tamanho 7 + 1, conectando I; a K.

Portanto, V; C V;41, onde V;1; é o conjunto de vértices que sao pontos de extremi-
dade de algum caminho de tamanho ¢ 4+ 1 iniciando em I;.

Seja U; o conjunto dos pontos contidos em algum K’ € V;, isto &,
Ui =K K eV}

Assim, Upyr = (H{K" K € Vi }

Temos U; C Ujy;.
e Afirmacao: Se existe K’ € V; tal que f(OK') ¢ U;, entao Viyq # V.

De fato, se f(z) ¢ U; para algum z € 0K’ entao f(K') contém um vértice (inter-
valo), digamos V;;1, que tem f(z) como extremidade e este vértice nao estd contido
em V;, ou seja, Vi1 ¢ V;. Portanto, Vi1 # V;.

Como o ntimero de vértice é igual a n — 1, existe um inteiro ¢ < n — 1 tal que
Vi="Vin.

Da afirmagao acima, podemos concluir que U; () Of(x) é invariante por f.
Portanto, U; = [zg, x,] e V; é o conjunto de todos os vértices.

O

J& o lema a seguir, afirma que o grafo de Markov de uma fungao que tem um ponto
periédico de periodo par e que I; é conectado somente a [, sera da seguinte forma.

CII Ingg
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Lema 2.3.10. Suponhamos que nao hd nenhum vértice, diferente de Iy, que podem ser
conectados a Iy por um caminho no grafo de Markov. Entdao, f mapeia os elementos
da orbita de x que estdo a esquerda do interior de Iy para os elementos que estao a
direita e vice-versa. Além disso, neste caso, o periodo de x € par e f tem um ponto
periodico de periodo 2.

Demonstracgao:

Se I = [r4,%44+1] é como no Lema entdo f(x,) > a1 € f(xer1) < x4 €
f(I) D I, satisfazendo a hipotese.

r,, entao, tomando
Tq € f(Tp41) > Taqy, pois

Se existe x; < r, tal que f(z;)
ry = max{z; < x4 f(z;) < x,}, temos que f(xp)
f(@ps1) > x4

<
<

Dai, f([xp, xps1]) D 11, 0 que contradiz a hipdtese.

Portanto, se z; < xz,, temos que f(x;) > xqo41 € f(z;) < x, para z; > xq41.
Logo, o periodo de x é par.

Seja Jo = [xo, T4] € J1 = [Tar1, Tn_1]-

Assim, f(Jo) D Ji e f(J1) D .

Logo, existe z € Jy tal que f2(2) = z e f(z) € Jy, pois

F2(Jo) = f(f(Jo)) D f(J1) D Jo.

Portanto, z é um ponto periédico de periodo 2.

O

Agora que ja temos as propriedades necessarias, provemos que realmente existem
os caminhos da Proposigao [2.3.7]

Demonstracao da Proposicao|2.5.7:

Pelos Lemas [2.3.8 [2.3.9 e [2.3.10} existem vértices I, ..., I} tal que f(I;) D I e tal
que existe um caminho Iy — Ir, — ... — .

Seja k > 1 o menor inteiro tal que exista um caminho Iy — Ih — ... — I, — I;.
o Afirmacdo: k =n — 1. (par)

De fato, se kK < n — 1, podemos concluir, considerando o caminho
L -1, —...—= I —» I (se k é impar) ou o caminho Iy - I —» ... > [, - I} = [
(se k é par), a existéncia de um ponto periddico de periodo impar menor que n. O que
contradiz a hipdtese que n é o menor deles. Logo, k =n — 1.
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Pela minimalidade de n — 1, nao ha nenhuma aresta do tipo I; — I, se k > 1,
pois, caso contrario, teriamos um pequeno caminho conectando I; a ele mesmo.

Seja Iy = [Ta, Tat1]-

Do Lema [2.3.8, f(z,) > Zat1 € f(2441) < 2, Uma vez que x ndo é um ponto
periédico de perfodo 2, pois f2(x,) = f(f(za)) > f(xar1) < 4, devemos ter ou
f(Zag1) < g 0u f(xs) > Tgoi1.

Suponhamos que f(z,41) < z,. Entao, f(z,) = zar1 € f(Tay1) = Te—1, uma vez
que, de outro modo, f(I;) conteria nao somente I; e [y mas, também outro vértice e
contradizendo a propriedade que provamos (Lema [2.3.9)).

Dai, Iy = [x,_1, %], entdo I é o primeiro intervalo da particao a esquerda de I;.

Uma vez que f(x,) = Tqr1 € f(4_1) > xay1, devemos ter que f(x,_ 1) = 412 uma
vez que, de outro modo, f(I3) poderia conter mais que um vértice, o que, de novo,
contradiz a propriedade.

Assim, I3 = [x441, Tar2] €, portanto, I3 é o primeiro intervalo da partigao a direita
de Il'

Usando este argumento, sucessivamente, temos que os intervalos com indices pares
estao a esquerda de I, enquanto os intervalos com indices impares estao a direita de
I;. E estes intervalos estao ordenados no intervalo da seguinte maneira:

Ina,yoo Iy Iy Is,s oo Tys.

Uma vez que para i = 1,..., 252, f(Iy) contém I51 (Lema [2.3.3] b) ) e ndo outro

vértice, f(r1) = x,_1 e, portanto, x, 1 € f(I,_1).
Por outro lado, uma vez que f(I,-1) D I1, temos f(I,—1) D [Ta, Tp_1].

Portanto, f([,_1) contém todos os vértices que estdao a direita de I, que como
vimos sao os de indices impares.

0

A proposicao a seguir, é um caso particular do Teorema de Sarkovskii, pois anali-
sando a ordenacao de Sarkovskii temos que o ntimero 2 é o peniltimo dela, ou seja, o
nimero 2, a menos do 1, é 'maior’ que todos os niimeros, inclusive os pares.

Proposicao 2.3.11. Se f tem um ponto periddico de periodo par, entdo, f tem um
ponto periodico de periodo 2.
Demonstracao:
Seja n > 2 o menor inteiro tal que f tenha um ponto periédico de periodo n.
Suponhamos, por contradicao, que n > 2.

Pela Proposicao [2.3.6] n é par uma vez que, caso contrario, ou seja, impar, f teria
um ponto periddico de periodo 2, pois teria todos os periodos pares menores que n.
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Pelo Lema [2.3.10] existe um vértice I, tal que f(Iz) D I1, pois f nao tem pontos
periodicos de periodo 2.

Seja k o menor inteiro tal que o grafo de Markov tenha um caminho
L —0L—...— 1 —>I.

Como f nao tem pontos peridédicos de periodo menor que n, temos, como na prova
do Lema [2.3.7, £ = n — 1 e nao existe aresta do tipo I; — I;1; se j > 1.

Usando os mesmos argumentos como na prova do Proposi¢ao temos que existe
arestas conectando [,_; a todos os vértices com indices pares.

Portanto, pelo caminho I,, 1 — I, o — I, 1 e pelo Proposicao [2.3.3, f tem um
ponto periédico de periodo 2, pois f(I,—1) D I,—2 e f(I,—2) D I,—1 0 que implica que

fQ(In—l) = f(f([n—l) 2 f(]n—2) D In1.
O

Agora, resumidamente, dividiremos a ordenacao de Sarkovskii em dois casos, quando
n = 2* que com as Proposicoes e , e algumas manipulagoes algébricas con-
seguimos concluir a existéncia do ponto periédico de periodo m, e quando n = p2*,
com p impar, que assim teremos 3 subcasos, que conseguimos, com a Proposi¢ao [2.3.6
e, novamente, algumas manipulacoes algébricas, que tem ponto periddico de periodo
m, onde n < m.

Vamos a demonstracao do Teorema de Sarkovskii:

Demonstracao: Para demonstrarmos o Teorema, vamos dividir em dois casos, anali-
sando a ordenacao de Sarkovskii:

1) Suponha que f tem um ponto periédico de perfodo n = 2.
Se n <m, entao, m = 2! com [ < k.

Se [ =0, f teria um ponto periédico de periodo 1, ou seja, ponto fixo, o que sai
da Proposicao [2.3.3

Se [ 7é 0, entdo, g = f2 tem um ponto periédico de perlodo 2k=1+1 pois como
g = f%, temos que, f = gm, consequentemente, f2* (x ) = gm)- )(:E) = x, assim,
como m = 2. temos que, [ (x) = g(zl) (Qk)(:v) = 1z, entdo,
@) =g (@) = 2.

Logo, pela Proposicao [2.3.11], ¢ tem um ponto periédico de periodo 2, pois 2F~1+1
é par.

Assim, este seria um ponto periédico de periodo m para f, pois
¢*(z) = %) (z) = z, entdo, ¢*(x) = f"(z) = x.

Portanto, se n <m, entao, f tem um ponto periédico de periodo m.

2) Seja n = p2*, onde p é fmpar e k > 0.

Se n <am, temos trés casos:
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a) m = q2*, com q > p;
b) m = ¢2*, com ¢ par;
c) m=2 coml<k.

Nos casos a) e b), g = ka tem um ponto periddico de periodo impar igual a p,

pois como g = f2°, temos que, f = gf’c, e assim, fr2(z) = g(fk).(m’c)(

daif, f72"(z) = g*(x) = x.

Como ¢ > p no caso a),onde p é fmpar, ou g é par no caso b), temos, pela
Proposicao [2.3.6, ¢ tem um ponto periddico de periodo q.

)=z, e

Assim, f tem um ponto periédico de periodo ¢2*, que é precisamente m.
No caso ¢) temos, do caso b), que f tem um ponto periédico de perfodo 2++1,
Uma vez que | < k, segue de 1) que f tem um ponto periédico de periodo m.

Portanto, se n <m, entao, f tem um ponto periédico de periodo m.

2.4 Exemplo

Para exemplificar o Teorema de Sarkovskii, apresentaremos uma funcao f tal que
tenha pontos periddicos em cada parte da ordenacao de Sarkovskii.

Entao, seja f : [0,1] — [0, 1] definida por:

t+3 , 0 < o < 3
f(x):{Z—QQx , 1<z < i
Logo, £(0) = 4. f(1) =1 £(1) =0
Assim, como f(0) = %, entao,
F0)=f(3)=1
f20)=f(1)=0"

ou seja, 0 é ponto periddico de periodo 3.

Agora, fazendo I; = [0, %] e l, = [%, 1] partigoes do intervalo I = [0, 1] temos que

f([1> D [2 [§ f([g) D [1 U [2.

iq I,

I, L, L

Figura 2.4: f([;) D Is. Figura 2.5: f(l3) D I; U L.
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Dai, o grafo de Markov de f, é:

Figura 2.6: Grafo de Markov de f.

Queremos encontrar outros pontos periddicos, como ja sabemos um ponto periédico
de periodo 3, devemos encontrar outros periodos das outras duas partes da ordenacao
de Sarkovskii.

Seja x € I, entdo, f(x) == —I—% € I.
)= f(fz)) = 2-2(x+ 3)

2-2r+1
= 1—21’6[1U12

Se f?(x) € I, entdo, 1 — 2x = z, consequentemente, 3x = 1, e daf, x = % el.
Logo, % é ponto periédico de periodo 2.

De fato,

) =f(f () = f(1-22)
= 2—-2(1-2x2)
= 4rxeLhUul,.
Se f3(z) € I, entao, 4x = z, e dai, z =0 € I,.
Logo, 0, é ponto periddico de periodo 3, o que ja sabiamos.

E se f3(x) € I, temos

[Ha) = f(f(z) = [(4z)
= 2—2(4x)

Se f4(x) € I, entdo, 2 — 8x = z, consequentemente, 9z = 2, e daf, x = % e .

Logo, % ¢é ponto periédico de periodo 4.
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De fato,
[ = 31 = Bel
f2(§) = f() = 2-23) = § S
f?’(g) = f(é) = 2—2(5) = €l
G = f§5) = 2-25) = 3

E se f4(x) € I,, temos,

)= f(f'(x) = f(2-8x)
= 2-2(2—82)
Se f5(x) € I, entao, —2+ 16x = x, consequentemente, 15z = 2, e dai, v = % e .
Logo, % é ponto periddico de periodo 5.
De fato,
2 2 .1 _ 19
fz(l_g) _ E—fgé _ %G{S 11
f3(§> = f(@) = 2—2(@ =% € I
f4(§) = f(g) = 2—2(§) = 1 €lp
f5(§) = f(ﬁ) = 2—2(§) =3 €I
(i) = fli5) = 2-2(5) = &

E se f°(x) € I, temos

foa) = f(f°(x)) = f(=2+16z)
= 2-2(—2+ 162)
= 6—32$611U[2

Se fS(x) € I, entdo, 6 — 32z = x, consequentemente, 33z = 6, e dai, v = % el

Logo, % ¢ ponto periédico de periodo 6.

De fato,
() = @ity = BED
3 = f() = 2-23) = f€b
) = ) = 2-2(§) = (€l
A7) = fqp) = 2-2(33) = €l
PR = fE) = 2-2b) = Mey
PR = f@) = a-adh - 2

—_
—

E assim, se continuarmos este processo, encontraremos outros pontos periddicos de
outros periodos.

Se comecarmos o processo com = € I também encontraremos pontos periédicos.
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Como, por exemplo = = % € I, que é um ponto periddico de periodo 6, pois

f@) = 2-22) = zel

f2(§) = f(%) = 2-203) = 2e1l
@ = f& = 243 = el
@) = f() = 2-2(3) = z€h
fZ(%) = f(%) = %Jr%? = %)10612
ffiE) = fi5) = 2-2p) = 3.

Como o nosso objetivo era exemplificar o Teorema de Sarkovskii, escolhemos uma
funcao tal que
34542 x3492°<2.

Mas claro, como f tem ponto peridédico de periodo 3, f tem pontos periddicos de
todos os periodos.

As figuras abaixo representam as oOrbitas dos pontos periddicos que calculamos
anteriormente no grafico de f.

Figura 2.7: Orbita periodica de periodo Figura 2.8: Orbita periddica de periodo
2 do ponto % 3 do ponto 0.
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Figura 2.9: Orbita periddica de periodo Figura 2.10: Orbita periddica de
4 do ponto %. periodo 5 do ponto 135

4+ i
1 T

Figura 2.11:  Orbita periédica de Figura 2.12:  Orbita periddica de
periodo 6 do ponto % periodo 6 do ponto g

Observacao 2.4.1. O Teorema de Sarkovskii garante a existéncia de um ponto periodico
de periodo m de uma funcdao continua f se f tem um ponto periddico de periodo n,
onde n<Am.

A pergunta agora é se a inversa do teorema também € valida. A inversa é:

Para qualquer n € N, existe uma funcao f: 1 — I continua tal que f tem ponto
periodico de periodo n, mas nao pontos periodicos de periodo m, para todo numero
natural m tal que m < --- <In.

Dividiremos a ordenacdao de Sarkovskii em trés casos:

Caso 1) Periodos impares;

Caso 2) Periodos da forma 2 X p, onde p € impar;
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Caso 3) Periodos da forma 2".

Apresentaremos trés exemplos de funcoes que tenham pontos periddicos de periodo
n, mas nao tem pontos periodicos de periodo m, onde m <\ n, respondendo nosso ques-
tionamento.

Caso 1) Periodos impares

Exemplo 2.4.2. Escolhemos uma funcao f que tem ponto periddico de periodo
5, mas nao tem ponto periodico de periodo 3, lembrando que na ordenagao de

Sarkovskii 3 <1 5.
Seja f :[0,5] — [0,5] definida por

243z, 0 < x £ 1
— <
fy=4 I=2. 1 <o <3

Assim, f(0)=2,f(1)=5,f(2)=3,f3)=1¢e f(5) =0.
Cujo o grdfico é a Figura|2.15

Figura 2.13: Grafico de f.

Note que, 0,1,2,3 e 5 sao pontos periddicos de periodo 5 e que 57) ¢ 0 unico ponto
fixo de f.

Queremos mostrar que f nao tem ponto periodico de periodo 3.

Considerando [0,1],[1,2],[2,3],[3,5] como uma particao de [0,5], temos que
f([()v 1]) = [275]; f([172]) = [37 5]7 f([273]> = [173] € f([3’ 5]) = [ ’1]; assim,
f2([07 1]) = [073] e f3([07 1]) = [172]
L2 =101 e f([1,2]) =[2,5]
fz([2’3]) = [175] € fs([273]) = [07 5] ) [273]
f2([375]) = [275] € fg([375]) = [0’3] .
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Entao, podemos concluir que nos intervalos [0,1],[1,2] e [3,5] f ndo tem pontos
periddicos de periodo 3, jd mno intervalo [2,3] € mais complicado, pois
2([2,3]) = [0,5] D [2,3], mas pela Proposi¢io do Capitulo 1, existe
um ponto fizo de f> em [2,3].

Entdo, seja x € [2,3] o ponto fizo de f3, assim, f(x) € f([2,3]) =[1,3].

Se f(x) € [1,2] temos que f(x) € F(1,2) = [3,5] ¢ £(x) € £(3,5]) = ,1].
Deste modo, x nao € ponto fizo de f3. FEntao, f(x) € [2, 3] o que implica,
f2(x) € f([2,3]) = [1,3] e f3(x) € f([1,3]) = [3,5]. Logo, x ndo € ponto fixo de
2.

Mas, em [2,3] f estd definida por f(x) =7 —2z. Entdo, f(x) =7 — 2z, assim,

fx) = f(f(x)) = 7T-2(T—-22) = —T+4x
Bla) = f(f2x) = T—2(-T+42) = 21—8z.

Assim, x = 21 — 8z, entao, 9x = 21, e dai, x = % que ja € ponto fixo de f.

7
3
Portanto, f nao tem ponto periddico de periodo 3

Caso 2) Periodos da forma 2 X p, onde p € impar

Exemplo 2.4.3. Uma funcao que f que tenha ponto periodico de periodo 2 X 5,
mas nao tem ponto periddico de periodo 2 x 3, que na ordenacdo de Sakouvskii
2x3<12x5.

Seja f : [1,13] — [1, 13] definida por

( 22+9
—xr+15
—2x+18 |
—r+14
-2z +19 |

r—8

\ Y

png

b

I
O O W N~
ANNANNNIN
8 8 8 8 8 8
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O O = W N

—_
w

Cujo grafico é:
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t + + + + + + + + t + t —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

Figura 2.14: Gréafico de f.

—_

Assim, temos f(1) = 11,f(2) = 13,f(3) = 12,f(4) = 10,f(5) = 9,

f6) = 7,f(7) = 5,f(8) = 3,79 = 1,f(10) = 2, f =

f(13) = 5.

Note que os pontos 1,2,3,4,5,9,10,11,12 e 13 sao pontos periodicos de periodo
19 - .

10 e 5 € o dnico ponto firo de f.

Queremos mostrar que f ndo tem ponto periodico de periodo 6, ou até mesmo

outro periodo 'menor’ que 10 na ordenac¢do de Sarkouvskii.

Particionando o intervalo [1,13] em [1,2],[2,3],[3,4], [4,5],[5,9] e [9,13], temos

que, f([1,2]) = [11,13], f([2,3]) = [12,13], f([3,4]) = [10,12], f([4,5]) = [9,10]
e f([9,13]) = [1,5], assim,

rAa=ps e =912 e f2d)=L4 e f(2h=no1] e fo(1,2)=[23]
FA23)=[45 e f23=010 e fH23D=12 e [5([23)=1113] € [°(2:3)=[3,5]
FBA)=24 e (BAa)=1013] e  fHB4D=[25 € [O(BA)=1913] € [O(34)=[15]

D[3,4]
fAash=12 e fAash=1113 e  fU[45)=[35 € [o(45)=[912] € [O([4,5)=[14]

fAa9.18)=9.11] e f(913)=[13] e fH91)=[1112] € f(9,13)=[34 € fO([9,13])=[10,12]
C[9,13] .

Assim, nos intervalos [1,2],[2,3] e 4,5, f ndo tem pontos periédicos de periodo
6, nos intervalos [3,4] e [9,13] usamos o mesmo argumento do exemplo do Caso
1) para concluirmos que f também néao tem pontos periddicos de periodo 6.

Agora, ja no intervalo [5,9] temos que f([5,9]) = [1,9] D [5,9], entdo pela Pro-
POSicao existe um ponto fixo de f em [5,9].
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Sabemos que em [5,9], f estd definida por f(x) = —2x + 19, entao,

fAz) = —-2(-2x+19)+19 = 4z—19
) = —214r-19)+19 = —8z+57
fir) = —2(-8x+57)+19 = 16z —095
fPx) = =216z —95)+19 = —32z+ 209
FO(x) = —2(-322+209)+19 = G4z — 399 .

Logo, x = f5(x), assim, x = 64x — 399, e daf, v = % que jd € ponto fixo de f.

E ainda, note que em todas as conclusoes acima, podiamos ter feito para o periodo
5, que € 5<16<10.

Portanto, f tem pontos periodicos de periodo 10, mas ndao tem de periodo 5 ou

6.

Caso 3) Periodos da forma 2"

Exemplo 2.4.4. Uma funcao f que tenha ponto peridodico de periodo 2, mas nao
tem ponto periédico de periodo 22, ou qualquer outro 'menor’ que 2 sequndo a
ordenacgado de Sarkovskii.

Seja
f : [172] — [172]
x — fx)=—xz+3
Figura 2.15: f(x) = —z + 3.
Assim, v = f(z) =>orv=—2+3=2= %, ou seja, % € o unico ponto fixo de f.
E, x = f*(x), assim, * = —(—x + 3) + 3, consequentemente, t = x — 3+ 3, e
dat, x = x.

O que quer dizer que todos os pontos de [1,2] sdo pontos periddicos de periodo 2.

Portanto, nao tem pontos periddicos de periodo 22.



Capitulo 3

ENTROPIA TOPOL()GICA E
PONTOS PERIODICOS

Em [21] foi mostrado por Sarkovskii que se f : R — R é continua com um ponto
periédico n e n << m, entao f tem um ponto periédico de periodo m, que foi o nosso
objeto de estudo do Capitulo 2. J& o Teorema que apresentaremos na Segao nos
da uma cota inferior para o niimero de pontos periédicos da funcao.

3.1 Primeiros resultados

Nesta seccao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que utilizaremos du-
rante a demonstracao do Teorema principal do capitulo. E tais resultados e suas
demonstragoes podem ser encontrados nas seguintes referéncias [I1], [12], [14] e [23].

A proposicao e o teorema a seguir serao usados durante a demonstracao da Pro-
posicao B.1.6

Proposigao 3.1.1. (Proposition 2.8, [12])(Proposition 1.4, [23])
Se X ¢ um ponto, entao H,(X) =0 paran >0 e Hy(X) =~ Z.

Se X € nao vazio conexo por caminhos, entio Ho(X) ~ Z.

Na proposigao anterior, H,,(X) refere-se ao grupo de homologiaﬂ n-dimensional de
X.

Teorema 3.1.2. (Theorem 3.7, [1j)])

Seja K um anel comutativo e seja o sequinte diagrama

0 £ E £ 0
T
0 £ E £ 0

1Sobre o assunto indicamos as referéncias [9], [12] e [23].

68
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onde as linhas sao sequéncias exatas de modulos livres sobre K de dimensao finita e as
aplicacoes verticais sao aplicagoes K -lineares que fazem o diagrama comutar. Entao,

det(A —tI) = det(A" —tI) - det(A” —¢1).

A definigao a seguir pode ser encontrada em [11].

Definicao 3.1.3. Uma matriz nao negativa B é chamada de irredutivel se para qual-
quer 1,7 tem-se (B, ;)" > 0 para algum r > 0.

Observacgao 3.1.4. Na Defini¢io[3.1.5, (B; ;)" significa o elemento b;; da matriz B,
ou seja, da poténcia r de B.

A proposigao a seguir serd usada na demonstracao do item a) da Proposigao m
Proposicao 3.1.5. (p. 74, [11)])

Consideremos uma matriz A redutivel. Por uma permutacao da base de A, podemos

deiza-la da forma
B 0
+-(¢ b)

onde B e D sao matrizes quadradas.

Se as matrizes B ou D forem redutiveis, entdo podemos fazer o mesmo procedimento
anterior e a matriz A assume a sequinte forma

K 0 0
A=|H L 0
F G M

Se uma das matrizes K, L, M for redutivel, entdo podemos continuar o processo.
E finalmente, por uma permutacdao adequada, podemos reduzir A em blocos na forma
triangular

All 0 e 0
A= A21 A22 : 0 ’
Anl An2 e Ann

onde o0s blocos da diagonal sao matrizes quadradas irredutiveis.

O Teorema da Secao [3.2] apresenta uma cota superior para a entropia topoldgica de
uma classe de fungoes do intervalo e uma cota para a quantidade de pontos peridédicos
de um certo periodo e foi provado por Bowewn e Franks, em 1970, em [3].

Inicialmente apresentaremos alguns resultados que utilizaremos para a demons-
tracao do teorema.
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Proposicao 3.1.6. Seja f : [0,1] — [0,1] continua que possui um ponto periédico de
periodo n = 2%m, onde m é impar e m > 1. Entdo,

1
h(f) > limsup — (log Tr| A" — k log 3),
k—o0 Nk

onde N ¢€ fixo.

Demonstracao:

Seja T = {zg < 1 < ... < z,—1} uma Orbita de f, e seja I; = [x;_1,x;], uma
particao desta érbita.

Os intervalos Iy, ..., I,,_1 podem ser vistos como um conjunto de geradores do grupo
de homologia H,([0,1], T, Z), pois H{([0,1], T, Z) ~ 7.

Seja A = (a;j), onde cada elemento a;; da matriz A é o nimero algébrico de vezes
que f(I;) intercepta I;, que deve ser 0 ou 1 e f.(I;) = > a;jl; é o homeomorfismo

J
induzidd?l

Consideremos, agora, a sequéncia exata curta de Homologia:

0— H,([0,1], T) & Hy(T) —2~ Hy([0,1]) —=0
Lf*A f*:B f*:C
0— H,([0,1],T) & Ho(T) —=> Hy([0,1]) —= 0.
Assim, da sequéncia ser exata, o nicleo do homomorfismo gy é igual a imagem do

homomorfismo g¢;, e ainda, por ser curta, g; é injetivo e gg é sobrejetivo.

Analisando os grupos de Homologia Hy(T') e Hy([0, 1]), temos que Hy(T') = Z", pois

n—1 n—1
Ho(T) = H, (ZOZEJ) = OHO({x]-}) = 7", pela Proposigao [3.1.1| e Hy([0,1]) ~ Z,
= j=

por [0, 1] ser conexo por caminhos e também pela Proposigao [3.1.1].

Desde modo, B, a matriz da transformacao f. em relagdo aos geradores de Hy(T)
em Hy(T) é uma matriz de permutagédﬂ ciclica de ordem n x n, significa que é uma
matriz quadrada binaria que depois de um certo niimero de poténcia torna-se a matriz
identidade, logo,

o160 0 --- 0

oo0o1 0 --- 0

o000 1 --- 0
B =

o000 0 -1

100 0 - 0

2Sobre o assunto indicamos as referéncias [9], [12] e [23].
3Uma matriz de permutacio é uma matriz quadrada bindria que tem o efeito de gerar uma per-
mutacao dos elementos de um vetor ou entre linhas e colunas de uma matriz.
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Entao,
-t 1 0 0 0
0O —t 1 0 0
0 0 -t 1 0
det(B—tI) =
0O 0 0 0 1
1 0 0 0 —t
—t 1 0 0 0
0O —t 1 0 0
0 0 -t 1 0
= (=) (-1
0o 0 0 0 1
0o 0 0 0 —t
1 0 0 O 0
-t 1 0 0 0
0 —t 1 0 0
(1) - (=1
0O 0 0 —t 0
0 0 0 0 1

= (=t)- (=" + (=D )"
= ()" 4 ()
pois as matrizes sao triangulares inferior e superior, respectivamente, e como n é impar

temos que det(B —tI) =1 —t".

E ainda, C' = I, logo, det(C — tI) = (1 — t)", mas como f, = C' = Idy temos que
C' tem dimensao 1, logo, det(C' —tI) =1 —t.

Como a sequéncia exata tem dimensao finita e o diagrama comuta, temos a seguinte

igualdade det(B — tI) = det(A — tI) - det(C — tI), do Teorema [3.1.2

Entao, substituindo os polinomios caracteristicos conhecidos, temos,
11—t
1 —t"=det(A—tI)- (1 —1t) e, consequentemente, det(A —tI) =

(1—-t)

Assim, tomando r =1+t +t>+ ...+t temos que tr =t + 2 +t3 + ... +t".

14+t
1—1)

Logo, r —tr =14 t", o que implica que, r(1 —t) = 1 +t", e dai, r =

Portanto, det(A —tI) =r =1+t +t>+... + " L.

Uma sequéncia finita I = (I; I;,) de tamanho k + 1, é uma sequéncia ad-
missivel se |a;, ;.| =1, para 0 < r < k, onde |a;, ;,,,| é 0 elemento da linha 4, e da

coluna 7,1 da matriz A.

190

Definimos essas sequéncias, definindo uma aplica¢do F' tal que F'(I;,) = I;, e esco-
lhendo repetidamente F'(I; I;, . ,) tal que

1y digy
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(a) F(Li,..., ;) ¢ subintervalo fechado de I; , e
(b) f(interior F'(1;,,...,I; ) = interior F(L;,,..., 1)

Deste modo, temos f”(interior F'(I;,, ..., 1,

irr1)) = interior F(I;
0<r<k.

T+1,...,]Z~k+1), para

De fato, provemos por inducao,

e para n = 1 temos da defini¢ao

f(interior F(L,, ..., L,

)) = interior F(I;,,..., 1

Tkt )
e suponhamos valido para n = r — 1, entao

f"!(interior F(1,,,...,1;,,)) = interior F(L; ,...,L;,,)

e agora, verifiquemos para n = r

fr(interior F(I;,,..., L, ..)) = f(f~(interior F(I;, ... i 1))

Tht1
= f(interior F'(Z;,,..., L))
= interior F(L;,,,,..., I;,))

E ainda, f"(F(I; I

Tgt1

I

Ly ) = F(L,,,...,1;,,), pois, por hipétese, f é continua.

Consideremos os valores absolutos de cada um dos elementos da matriz A, anteri-
ormente definida, obtendo assim uma nova matriz, |[A| = (|a;|).

Assim, (|A]; ;)" é o ntimero de sequéncias admissiveis (I, . .
lk+1 = J, OU seja, que comecam em ¢ e terminam em j.

I

in1) onde i =i e

Note que a diagonal principal de |A[F representa as sequéncias que comecam e
terminam no mesmo intervalo, ou seja, quando ¢; = 7,1 ou ¢ = j, essas sequéncias sao
periédicas. E o Tr|Al* é a quantidade dessas sequéncias.

Para obter uma sequéncia admissivel periédica I = (I;,,...,I;,,,), faremos f*
que levard o intervalo fechado F'(I) C I;, em [I;  , e, desta forma, p(I) € F(I) com
fE(p(1)) = p(I), onde p(I) é um ponto.

Consideremos uma outra sequéncia admissivel periddica que I' = (I , ... L)
com p(I') = p(I), mas I' e I sao distintas. Entao, para algum 0 < r < k,

k+1

® i #i,, assim [; # I ;

o f"(p(I") = fr(p(1)) € I, NI, C T, pois a intersecao dos intervalos acontece
somente nos pontos da érbita; e
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f"(interior F'(I) Ninterior F(I')) < f"(interior F(I)) N f"(interior F'('))
C  Interior F(I,ii,..., Iy )ninterior F(I1 .1, |)

o N
C interior I;, ., Ninterior I} = = 0,

pois o interior dos intervalos da 6rbita sao disjuntos.

Logo, ¢ = p(I") = p(I) deve ser um ponto de extremidade de F'(I) e F(I'), pois
interior F'(I) N interior F(I') = §) como visto a cima, e

q = f¥(q), pois é periédica
fk—r+r(q)
= f*r(f(q) € f£(T), pois f(q) €T

Mas f*="(T) =T, entdo, ¢ € T.

Deste modo, qualquer repetigao que fizermos na lista de p(I)’s com k fixo, devemos
ter pontos de T, pois como vimos anteriormente, ¢ € T

Seja P = {p(L) ; L= (Iy,....I

in, 1) admissivel e 4; = 4,41} o conjunto dos pontos
das sequencias admissiveis periddicas de tamanho k + 1.

Logo, a cardinalidade de P, é, de pelo menos, Tr|Al*¥ — n, o que significa,
P, > Tr|Al* —n , pois p(I) € T, e como sdo n pontos pertencentes a érbita, te-
mos, —mn.

Seja Fy = {F(I); I = (I;,...,1;,_,) admissivel} uma familia de intervalos fe-
chados intersectando apenas os pontos de extremidade, como visto anteriormente, e

enx > 0, o menor dos comprimentos desses intervalos fechados, onde N ¢é fixo.

Agora, podemos definir a relacio R em Py por ¢Rq se d(f¥"(q), f¥"(¢)) < e,
para todo r € [0, k).

Como f*(p(L)) € FLiy,yrs-- Lipin,y) € fM(0(L) € F(L, e L)
usando a relagio R em Py, definida anteriormente, temos que p(I)Rp(I') implica que

F(Liy, oo L y) € PG 0 L, ) ndo tem nenhum intervalo de Fly entre
eles, pois d(f""(p(L)), f*"(p(I'))) < en-
Isto é, dado I, existe, no maximo trés escolhas possiveis de que (I;, ..., [] )
r+1 k+Nr—1

pode ser I' por p(I)Rp(I'), assim, p(I) pode ser R-relacionado, no maximo, com 3*
outros pontos de Pyy.

Assim, encontramos um subconjunto 0, C Py tal que nao tenha dois pontos de
Qr que nio sio R-relacionados, ou seja, que nao satisfazem d(f"(q), fN"(¢')) < en,
para 0 < r < k.

E ainda, a cardinalidade deste subconjunto multiplicada por 3%, que é a quantidade
de pontos de Py que podem ser R-relacionado, é maior ou igual a cardinalidade de
Py, ou seja, (3%)card Qy > card Pyyj, = card Qy > (%)card Pyy.
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Segundo a Defini¢ao|1.2.27]o conjunto Qi é (Nk, ex)-separado por f, ou seja, existe
um j tal que 0 < j < Nk —1ed(f’(x), f/(y)) > en para todo z,y € @ distintos.

Assim, podemos utilizar a definicao de entropia topoldgica de Dinaburg e Rufus
para conjunto (n, €)-separado.

Entao,

h’r(eka f)
lim lim sup NL,C log(r(k, ek, f))

N0 koo

=
=
[

v

lim sup N log (card Q)

k—o0

v

)& card Pyy)

W=

lim sup — lo
k%mp]\{k g ((
. 1\k Nk
lim sup = log ((3)" Tr[A[™)

1
limsup — (log & + log Tr| AN
12r1_>soljp NE (log -t 1+ log r|A|NF)

AV AV

v

limsup — (log Tr|A|N* +log 1 — log 3%)

1
lim sup N (log Tr|A|N* — log 3)

k—o0

1
lim sup N (log Tr|AIN* — K log 3).

k—o0

v

v

O

Observacao 3.1.7. Como A ¢é uma matriz redutivel, podemos reordenar a base

{I,..., 1,1}, por uma permutacao adequada, de tal forma que a matriz A terd a
forma
Ay 0
A
X At

onde cada |A,| € irredutivel, como na Proposi¢ao .

Usando as notagoes, para a matrizes A e A,, da proposi¢ao anterior, temos o se-
guinte resultado.

Proposicao 3.1.8. Consideremos a matriz A da Proposi¢do[3.1.6, Entdo,

t
a) det(A —tI) = [] det(A, —tI);
q=1

b) existe q tal que o termo linear de p,(t) € nao nulo (onde p,(t) € o polinémio carac-
teristico de A,);

c) p,(t) tem, pelo menos, grau 2;
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d) o grafo G € fortemente conectado, ou seja, para cada vértice existe caminhos para
todos os outros vértices.

Demonstracao:

a) Ja que A pode ser escrita como na Observagao [3.1.7, Note que é uma matriz
t

triangular e, assim, det(A) = [] (4,)-
q=1
Logo,
P4t +1 = det(A—¢D)

= li[ det(A, —tI).

t

—~

D

Q
Il
—

t
Portanto, det(A —¢I) = [] det(A, — tI).
q=1

b) Como det(A —tI) = 1+ ¢+ ---+ "' tem termo constante nao nulo, entao os
termos constantes dos polinomios caracteristicos p,(t) = det(A, — tI) devem ser
+1.

E ainda, alguns p,(t) devem ter um termo linear néo nulo, pois suponhamos, por

¢

contradi¢ao, que todos os p,(t) tenham termo linear nulo, logo, [[ p,(t) também
q=1

tera termo linear nulo, o que é uma contradigao, pois

t

IGE ﬁdet(Aq —tI) = det(A — tI),

q=1
que possui termo linear nao nulo.

Portanto, algum p,(t) deverd ter termo linear nao nulo.

¢) Suponhamos, por contradi¢ao, que seja de grau 1, ja que de grau 0 sai de imediato
do item b).
Entao, p,(t) deve ser da forma p,(t) = ¢1 + cot, com ¢; # 0, ¢y # 0.

Deste modo, —i—; é uma raiz de t" ' 4 ...+t +t+ 1, pois pode ser escrito como
o produto dos p,(t)’s, ou seja,
Pt L =p0(t) () - (er Feat) ()

e, assim, terfamos,

(= 2)7 b (= )24 (= )= (= ) pa(— ) (er-bea(— ) epe (= ) =0,
2 2 2 2 2 2 2

mas t" ' 4 ... + 2+t + 1, pelo Critério de Eisenstein e por n ser fmpar, ¢ um
polinomio irredutivel, logo, nao possui raizes reais.

Entao, p,(t) deve ter grau maior que 1.
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Dali, p,(t) = ¢1 + cat + g(t)t?, com ¢1 # 0,¢5 # 0 e g(t) # 0 (onde g(t) tem grau
maior ou igual a zero), pois os p,(t)’s tem termo constante nao nulo, termo linear
nao nulo e devem ter grau maior que 1.

Portanto, p,(t) tem, pelo menos, grau 2.

d) Seja s = deg p,(t) > 1, ou seja, seja s o grau do polindomio py(t).

Formemos o grafo direcionado G com vértices {1,...,s} e uma aresta i — j se

|Aq|i,j > 0.

Entao, grafo G é fortemente conectado, pois |A,| é uma matriz irredutivel, ou

seja, (Ay);; > 0 para todo r > 0.

Suponhamos, por contradicao, que G nao seja fortemente conectado, que seja
simplesmente um s-circuito (ou um circuito de tamanho s).

Entao, reordenando a base A, teriamos a forma

e}

€s

€1
0
0

0
0

0 0 0
€9 0 0
0 €3 0
0 0 €s—1
0 0 0

onde ¢; = +1 e todas as outras entradas sao nulas.

Entao, teriamos

det(A, —tI) =

—t €1
0 —t
0 O
0 O
es 0

€4

0 0
0 0
€3 0
0 €s—1
0 —1
—t €9 0
0 —t €3
0 0 -t
0 0 O
—|—65 . (_1)1+S .

€3 0
—t €4

o O

0

€s—1

como as duas matrizes sao matrizes triangulares inferior e superior, temos que
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seus determinantes sao o produto da diagonal, entao
s—1
det(A, —tI) = (—=t)- () T 4e- (=) [] &
i=1
= (= le
i=1

= (= +]le,

=1

como ¢; = £1 temos det(A, —tI) = (—t)* £ 1, o que é uma contradi¢do, pois
det(A,—tI) tem termo linear nao nulo, logo, G nao é simplesmente um s-circuito.

E, além disso, limsup ¥/(Tr|A|*) > /2, o que implica que /(Tr|AlF) > V2, o
k—o0

que sera provado na Proposicao |3.2.2]

3.2 Entropia topolégica e pontos peridédicos

Teorema 3.2.1. Seja f : [0,1] — [0,1] continua que possui um ponto periddico de
periodo n = 2%m, onde m ¢ impar e m > 1. Entdo,

1
(1) a entropia topoldgica h(f) > — log 2,
n

(2) existe um K, (independente de f) tal que, ser = 29k e k > K, entdo f tem, pelo
menos, 2= pontos de periodo primo r.
Demonstracao:

E suficiente mostrarmos o resultado para d = 0, ou seja, n = 2°m = m, assim, n
é fmpar, pois se d = 0 temos que, se h(f) > — log 2 = — log 2 e 29m > m, assim,
n m

1 1 1 ;
- > 57—, € consequentemente, -- log 2 > 5dm log 2.

Sabemos que h(f2') = 2¢h(f) pelo Teorema [1.2.26|

Logo,
1
h(f) > —log2

™

> od lOg 2

m

= —log 2.

n

E se r = 2%, onde k > K,, (independente de f), entdo f tem pelo menos 2= pontos
de periodo primo r, mas

279k
2dm

HE

-9 -9

3=

2
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Logo, se d = 0, entao f tem pelo menos 2m pontos de periodo primo k.

Usando as notagoes das Proposigoes e [3.1.8, consideremos o ponto p = p(I)
um circuito em G, onde I = (I;,,...,I; ) é periédica, ou seja, i = ij41.

Queremos contar o nimero, chamemos de N;(G), de pontos obtidos desta forma
que tem periodo primo k.

Se p tem perfodo I, com | < k, entdo, l|k e fr(p) = fr(f'(p)) = f"(p) € L ., NI,.

r+l
Assim, ou [ é uma sequéncia de perfodo [, isto é, I; ,, = I;,, para todo r,oup € T'.
Excluindo os dois casos anteriores, temos, pelo menos,
k !
(Tr|Agf =n) —n =Y Tr|A,
Ik

o que implica que
Tr|Ag" —2n = " Tr|A|",
1k

que sao k-caminhos de I em G com p(l) € T e p(I) com periodo k.
Subtraimos >~ T'r|A,|', pois todos os pontos de perfodo I, com I|k, j4 foram incluidos
Ik
em Tr|A "

Como anteriormente, a condigao p(I) ¢ T implica que p(I)’s s@o distintos para
estes caminhos diferentes.

Assim,
Ni(G) = Tr|Ag)F —2n = > " Tr[A,".
1|k

O Teorema Perron-Froebenius diz que existe um autovalor A > 0 de |4,| tal que
A > |\i| para todos os outros autovalores \; de |A4,|. Além disso, ou

a) A ésimples e A > |\;| para \; # A, ou

b) existe uma k-ésima raiz £ de [ (k > 1) tal que \; — &\; permuta os autovalores de

| Aql ([111).

Entao, se acontece b), k|s, pois u — {u permuta o conjunto de s autovalores de |A,|
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o
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o que contradiz p,(t) ter o termo linear diferente de zero, como mostrado no item b)

da Proposigao [3.1.8]

Dai, o caso a), garante a existéncia de um ¢ > 1, tal que

para k grande.

Entao,

E ainda,
A > Tr|A R > /2.

Assim,

pela

S
A < Tr|A,F = Z)\f < sAF
i=1

N G) > TrlA)* —2n = > Tr|A,)
1|k
> e —2n—S"Tr|A,l
1k
> e —2n—s> M
Ik
> e —2n—sY N
J<2
k
SA2
> AP —2n— :
S
Proposicao [3.2.2] e pela desigualdade
k
SA2
Ny > A —2n —
H(G) > e n 1
2n)2
> (2t = on — S22
(27)—1
$22n
> 2 — 9 — -
2n) —1
> 2
> 2,

temos

3.1

(3.1)

que

para k > a algum K¢, provando (2) do Teorema, onde K, > Kg para um nimero
finito de GG, que pode ocorrer para um n fixo.
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Para provar (1), temos

1
h(f) > limsup — (log Tr|A|N* — k log 3)

> : - NE\ _
> llgls;}p ]\ik (log (eA™VF) — K log 3)
> limsup — (log ¢+ log AN — k log 3)
> limsup — (log ¢ + Nk log A — k log 3)
> log A — N log 3
> log A
> log 2

1
> —log 2,

n

para todo N > 0.
O

Para concluir, segue a prova do resultado apresentado no final do item d) da Pro-
posigao [3.1.§
Proposigao 3.2.2. Temos a sequinte consequéncia limsup 3/ (Tr|A[F) > /2. Logo,
k—o0
Y (Tr|AlF) > /2.

Demonstracao:

Seja C'; um circuito de comprimento minimo em G. Seja o comprimento de ' igual
a a, onde a < s, pois pelo item d) da Proposigao G é fortemente conectado e nao
apenas um circuito.

Escolhamos P um caminho de G, tal que P seja de comprimento minimo e suas
extremidades estao em Cy e o restante dos vértices estao fora.

Entao, ou P = (' é um novo circuito, ou temos um circuito Cy passando por todo
P e partindo de .

Assim, em ambos os casos, temos um circuito Cy # C, onde o comprimento de Cy
éigual a be b <s, e ainda v é um vértice comum a C.

Agora, sejam todos os circuitos C; partindo de e chegando em v. Dai, formemos
todos os caminhos da forma C;, C;,Cj, ...C; , onde j, =1 ou 2.

Logo, cada um desses caminhos que formamos anteriormente é uma sequéncia ad-
missivel sendo distintas, para j1, o, ..., J, distintos.

Denotemos por L, o numero de sequéncias de comprimento r obtidas da forma
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anterior. Esse ntimero satisfaz,

2 Lt = Y+ 1)

r=1 k=1
A
ol —te—¢b

o0
Se « é raiz positiva de 1 — t* — t* = 0, entdo a série de poténcia Y. L,t" tem raio
r=1
de convergéncia de no maximo «, ou seja, v/L, > é

Como T'r|A,|" > L,, fazendo o < ,\%@, e a,b < n, temos

Tr|Ay|" > L, = /Tr|A,|"

VoIVIV
=

ng |=
o

Portanto, &/(Tr|A[F) > /2.



Capitulo 4

SOBRE UMA CONJECTURA DE
SMALE

O resultado do Capitulo 3 com o exemplo apresentado na Secao [4.2| estao rela-
cionados da seguinte maneira: o Teorema do Capitulo 3 nos dé4 uma limitacao da
existéncia de pontos periddicos da fungao, nos permitindo concluir o niimero de pontos
periédicos de um certo periodo e existem funcoes do intervalo com ntimero finito de
pontos periédicos, todos com periodo de poténcia de 2 e o difeomorfismo do exemplo
é obtido como um limite de tais funcgoes.

4.1 Sobre a conjectura

Os conteudos a seguir foram retirados do artigo [22], apresentado por Smale.

Seja T : M — M um difeomorfismo com ponto fixo p € M. A DT em p é um
automorfismo linear do espago tangente M, de M em p.

Definigao 4.1.1. O ponto fizo p chamaremos de elementar de T se DT(p) ndo tem
autovalor de valor absoluto igual a 1.

Definimos T, em um conjunto C,; de Dy, se, e somente se, T tem as seguintes
propriedades:

a) Todo ponto periddico de T é elementar.

b) Seja (31, B2 érbitas periddicas elementares de T', W W3 variedades instavel de (3
e estavel de (35, respectivamente. Entao, existe uma vizinhanca U de ; com a
seguinte propriedade: cada componente de U N Wy é uma célula que tem uma
interse¢ao transversal nao-vazia com W{. E o mesmo acontece com W W3
quando substituido por W7, W', respectivamente.

82
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c) (i) Seja Q o fecho do conjunto dos pontos periddicos de T em M. Entao, para todo
rxeM, lim T C.

m—+oo

(ii) A unido das variedades estaveis de todas as drbitas periddicas de T é um
subconjunto denso de M. O mesmo é verdade para as variedades instaveis.

Observagao 4.1.2. Dy, ¢ um conjunto de C"-difeomorfismo de M na C" topologia,
onde M € um compacto.

Definicao 4.1.3. Um ponto periddico elementar p € chamado eliptico, se todos os

autovalores de DT (p) tem valor absoluto inferior a 1, ou todos maiores.

Assim, Smale em 1962 conjecturou, em [22], que se T € Cy, entdo T terd um
nimero finito de pontos elipticos. E ainda, se T € Cy;, onde M é a S?, deve ter pelo
menos um ponto eliptico.

Em 1975, Rufus Bowen e John Franks construiram um exemplo respondendo a esta
pergunta.

O exemplo a seguir foi construido um C* difeomorfismo de S? com nenhum ponto
eliptico.

4.2 O Exemplo

Teorema 4.2.1. Existe uma Ct-imersao de um disco bidimensional em si mesmo, que
¢ Kupka-Smale e nao tem fontes ou pocos periodicos. Esta imersao tem exatamente
uma orbita hiperbolica de periodo 2", para cada n > 0 e nao outros pontos periodicos.

Antes de apresentarmos a construcao desse difeomorfismo, lembremos o que é um
difeomorfismo Kupka-Smale.

Definicao 4.2.2. Um difeomorfismo f € chamado de difeomorfismo Kupka-Smale se:

i) todos os pontos periddicos de [ sao hiperbdlicos; e
ii) para cada par de pontos periddicos p, q de f a interse¢ao entre a variedade estdvel

de p e a variedade instdavel de q € transversal.

Agora podemos iniciar a construcao.

Demonstracao:
Escolhamos uma sequéncia de nimeros reais positivos {r,}>°, tal que ;41 < iri.

Para cada n, formemos uma familia de 2™ discos de raio r,, que denotaremos por
1 P2 3 2n
D, . Dz D> ... D
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- P B
} raio r,,

i
Dn

Figura 4.1: Disco D.

Em cada um desses discos, escolhemos e orientemos um eixo diametral e entao,
deletemos dois discos colocados simetricamente de raio 7, 1.

7 raio 1y
Di
n

Figura 4.2: Disco D! com eixo diamentral orientado.

raio r,

Figura 4.3: Disco D! com eixo diamentral orientado com discos deletados.
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Os discos que deletaremos estao contidos no interior do circulo de raio %rn.

L2 g S ™ raio r,
raio S . , n

Figura 4.4: Disco D!, com o circulo de raio 2r,.

Seja também, AL, = {X € D! ; 2r, < X <r,}, como mostrado na Figura .

2 4

S .
: raio r,
raio 5- n n

A
raio 41

Figura 4.5: Disco D! com o anel A’, representdo.

Denotaremos por B!, o disco D! com os dois discos menores removidos.

o
N\ %

Figura 4.6: Disco D! com os dois dicos removidos, ou seja, BY.

Agora, indutivamente, colocaremos os discos {D},,;} nos 2"*! ”buracos”em {B}},

. . R i—1 . L.
de tal maneira que o eixo de D}, faca um angulo de (;n+)f com o eixo x positivo
(assumimos que D§ é o disco unitdrio em R? e seu eixo orientado positivamente na

diregao ).




4.2. O EXEMPLO

86

Vejamos como acontece no D}, como mostra as figuras a seguir.

2 A S R raio 1

Figura 4.8: D} e D? no ’buracos’ de Bj.
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Figura 4.9: D}, D}, D3, D%, D3 e Dj nos respectivos 'buracos’ de By, B} e B?.

E se continuarmos esse processo, colocar no ’buracos’ de Bi, B2, B3 e Bj, teremos
DY D2 D3 D3 D3 DS, DI Dj. E serdo da seguinte maneira:

Figura 4.10: DJ. Figura 4.11: D3.
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Figura 4.12: D3. Figura 4.13: Dj.

Em D} ficard da seguinte maneira:

Figura 4.14: D}.

7

', onde na fronteira de D} ¢é uma
mas no interior do anel A!, é uma rotacao menor que esse

Definamos agora, uma aplicacao h, : D! — D
rotagao de um angulo de o7,
angulo, ou seja, utr.

Primeiro, escolhamos uma fungao C'*°, digamos ®,,, cujo o grafico é:
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b

op

A\

Figura 4.15: Gréfico de ®,,.

Agora, notemos que isto pode ser feito de modo que |/ (r)| < %, pois

1
tanf = —2 < L =3

Tn %rn rnf%rn Tn

<

Entao, passemos h,, : D!, — D! para coordenadas polares centradas no centro de
D, sendo

(1.6) — (1,0 + (50 (r)).
Agora, definamos g, : |J D! O, ou g, : D! — Dt ou g, : D*® — D}, dizendo

que é uma translacao seguida por de h,,.

A aplicacao g, foi definida de modo que:

(1) g, coincide com g, ;, onde ambas sao definidas, isto ¢, em {0D!} (fronteira de
Dy);

(2) dentro de A? a aplica@éo‘ gn € uma translagao seguida por uma rotacao de alinhar
0 eixo com o eixo de DiF

(3) ¢>*: D! — D! é uma rotagao de m dentro de A?.

Denotemos D} por D e definamos
G,:D — D

N Gn(I):{gi(:c) , veB;, 0<ji<n

gn(z) , we€Di. ., , paraalgum i

Por g,, coincidir com g, onde estao definidas, por (1), G,, estd bem definida.
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A sequéncia G, converge uniformemente para um C'-difeomorfismo G de D, o que
mostraremos depois, no Lema |4.2.3] agora continuemos com a construcao do Teorema

E2.1

Para cada n > 1 escolhamos um circulo C? em A’ tal que G*'|C! = ¢2"|C? é uma
rotagao e seja C!. = G 1(C}).

Estes C! serdo circulos que definimos rotagoes irracionais.

Figura 4.16: Representacao de C;, Ci e C3. Rotagoes irracionais.

s pi fx i o o i i+2"
Agora, seja B, a regiao entre C}, e os dois circulos C}, ;e C}17 .

Figura 4.17: Representacio de B,
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Agora, escolhemos uma C'*°-fungao, digamos p,, que é positiva no interior de B},
e é constante em cada um dos componentes da fronteira, que tem todas as derivadas
nulas na fronteira, e que tem as propriedades adicionais:

(a) O gradiente de p, gera um fluxo, como na Figura [4.17, e em particular, existe
um tinico ponto critico hiperbdlico no centro de D]} e a partir deste ponto os

conjuntos « e w-limite do fluxo é o conjuntos de pontos da fronteira de E}l,

(b) Exigimos que p, 0 G2" = p, em BL. Isto é feito fazendo p, uma funcao de apenas

. 1 1 2n+1 Rl
o raio r em A, e semelhante as partes de A, e A; ", que se encontram em B,

e fazendo-se simétrica em relagao ao eixo de D};

(c) Estendemos p, a todos D definindo p,(z) = p, o G'7%(z) para x € B! e fazendo

pn constante em cada componente de D — | J B%. Segue-se, entao, p, o G = p,.
i

(d) Multiplicando por uma constante podemos assumir que as normas de p, e suas
duas primeiras derivadas sao uniformemente inferior a zin

Podemos, entao, definir a C?-fungao em D, p = Y py, e definir também, o difeo-
n=1
morfismo, L : D — D, a ser no momento uma aplicacao do fluxo do gradp.

Como p o G = p, temos que
LoG =GpL.

Nosso difeomorfismo final é definido por F = L o G. E para verificarmos os seus
pontos periddicos consideremos B;..

Primeiro, notemos que
FMBNB) =0, 0<k<2",

entdo, basta considerarmos F?" : B! — B! e este tem apenas o ponto fixo no centro
de D] e nao ha outros pontos periddicos, e lembrando que F' = L o (G, entao,

F2 =1%o G*.

Assim, os centros de D! formam uma érbita hiperbélica de perfodo 27.

Observe que hé variedades estéveis e instaveis que podem se cruzar, pois elas nunca
podem cruzar C}, ou C} ., e assim as variedades estavel e instavel do centro de D],

estao contidos em B?.

Por fim, nao existem outros pontos periédicos, pois se x ¢ B! para qualquer i e n,
entao, x estd no conjunto Cantor

K =D,



4.2. O EXEMPLO 92

e x € D!, o que implica que x # F*(x), para 0 < k < 2",

Uma vez que isto é valido para qualquer n, nenhum ponto em K pode ser periédico.
Verifica-se facilmente o fato que toda érbita de F' em K é densa em K, isto é, F' é
minimal em K.

O

Provemos, agora, que a sequéncia (,, converge uniformemente para um C!-difeomor-

fismo G de D.

Lema 4.2.3. A sequéncia G, converge no Cl-topologia para um difeomorfismo
G:D—D.

Demonstracao:
Primeiramente, provemos que G, é uma sequéncia de Cauchy em C*(D, D).

Como, para x € Aj temos G, (x) = G,,(x), para todo n, m, basta mostrarmos que,

dado € >0, supl|dG,(z) — dG,,(z)| <€, para n,m suficientemente grande.
z€D

Suponhamos que n > m, e consideremos o valor de |dG,(z) — dG,(x)| para dife-
rentes valores de z.

Fora de |J D!, as fungoes G,, e G,, coincidem, assim, precisamos considerar apenas
i
i
xeD,.
Agora, seja x € D! mas 1 ¢ A% para qualquer j e m < p < n, entao, perto de x,
G, € uma translacao seguida por uma rotagao de (2,5—_1) e (G, é uma translacao seguida
por uma rotagao de um angulo menor.

Logo, para estes x’s,

1dG(2) — dGo()] <

e

Agora, seja x € Ag, com m < p < n, usando coordenadas polares r, # centradas no
centro de D’p‘C e coordenadas polares ', 8’ centradas no centro de D'p““.

Nestas coordenadas G, (que é igual a g, em A;) ¢é dada por

r=r", 0 =0+ad,(r) , onde a:%.
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Assim,

|G, (z) — G, (2)] |dG(x) — dG o (z) — id + id)|

= |dGp(x) —id — dG,,(z) + id|
|G (x) —id — (dGp(x) — id)]
|G, (z) —id| + | — (dGp(z) — id)|
|dG(x) — id| + |dG,y(z) — id] .

IANIA I

E G,, ¢, ainda, uma translagao seguida por uma rotagao de 57, de modo que

1A () — id] < 5.

Para calcularmos o outro termo, |dG,(x) — id|, notemos que nessas coordenadas
polares a matriz Jacobiana de dG,(z) é

/ )
adl(r) 1
Para encontrarmos a matriz Jacobiana em coordenadas cartesianas, calculemos
M = P~1JQ, onde
Q= cosf sin 6
~ \—2sinf Icosd

Pl (cos@’ —rsin&’)

e a chamaremos de J.

sinf rcos@

sao respectivamente, matrizes para mudanca de cartesiana para polar 7,0 e a mudanca
de polar r’, 0" para cartesiana.

Entao,

M = P1JQ

~ [cos@ —rsind cosf sin @

- (sin 0" rcost ) (aCID’ ) . (—% sinf 1 cos 0)

_ (cost —ard® (r)singd’ —rsinf¢’ cos 0 sin 0

N <sin9’+cw“<1>’( Ycos®  rcosf ) ' —Lsind %COSQ)
. cos 8’ cos @—ardy (r) sin 6’ cos 0+sin @’ sinf  cos 8’ sin §—ard;, (r) sin §’ sin §—sin 6’ cos §

sin 0’ cos O+-ar®), (1) cos 6’ cos —cos 0’ sin@  sin @’ sin O-+ard;,(r) cos 0’ sin f+cos 6’ cos 0)

B <cos((9’ —0) —ar®,(r)sind cosf sin(¢' — ) — ard; (r)sin ¢’ sin 0)
— \sin(0" = 0) + ard;(r)cos ' cosf cos(0' — 0) + ard; (r) cos ' sinf

Como 0" — 0 < 5, entao,

T
Imy; — 1] < om +alr @,(r)|
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mas ¢, foi construida de modo que |r ®,(r)| < 4, e como a < 7, temos

2m

s 3
lm1 — 1] om + om
A
om

T
om—2

VAVANVAN

Analogamente, |mys|, |mai| e |mag — 1| sdo menores ou igual a Sm=z -

Logo, a sequéncia G,, é de Cauchy e, portanto, tem um limite G que é um C'-
aplicacao.

O mesmo argumento mostra que isto é verdade para G~! e, portanto, G é um
difeomorfismo.

O
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