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RESUMO

REIS, Vinicius Soares dos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2012.
Hipersuperficies invariantes em dinaAmica complexa. Orientador: Mauricio Barros
Correa Juinior. Coorientadores: Kennedy Martins Pedroso e Alexandre Miranda Alves.

Dissertamos sobre versdes do teorema de integrabilidade de Darboux - Jouanolou para
endomorfismos, campos ou 7-formas diferenciais polinomiais. Tais versdes dizem es-
sencialmente que existem infinitas hipersuperficies algébricas invariantes se, € somente

se, o sistema dindmico em questdo preserva um pencil de hipersuperficies.
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ABSTRACT

REIS, Vinicius Soares dos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2012.
Invariant hypersurfaces in complex dynamics. Adviser: Mauricio Barros Correa
Junior. Co-advisers: Kennedy Martins Pedroso and Alexandre Miranda Alves.

We talk about versions the theorem of integrability Darboux - Jouanolou for endo-
morphisms, fields, or r-polynomial differential forms. These versions say essentially
that there are infinitely many algebraic hypersurfaces invariant if and only if the dyna-

mical system in question preserves a pencil of hypersurfaces.
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INTRODUCAO

Um importante assunto na pesquisa na teoria dos campos vetoriais polinomiais € a
caracterizacdo de campos algebricamente integraveis, ou seja, campos que admitem
uma integral primeira racional. A existéncia de uma integral primeira para um campo
vetorial definido em R? determina completamente seu retrato de fase.

Darboux, em 1878, encontrou uma conexado entre curvas algébricas invariantes e a
existéncia de integrais primeiras para campos polinomiais em R? ou C? . Ele mostrou
que curvas algébricas invariantes por um campo de vetores polinomial podem ser usa-
das para determinar uma integral primeira. Isto baseado na existéncia de um nimero
suficientemente grande dessas curvas invariantes.

Jouanolou em [[T6] apresenta um melhoramento da teoria de Darboux provando que
um campo de vetores polinomial, de grau d, em R? ou C?, com pelo menos

d+1
( 9 )+2

curvas algébricas invariantes, possui uma integral primeira racional. Este resultado é
hoje conhecido como teorema de integrabilidade de Darboux-Jouanolou.

No presente trabalho dissertamos sobre versdes do teorema de integrabilidade de
Darboux-Jouanolou para endomorfismos, campos ou r-formas diferenciais polinomi-
ais.

Primeiramente, dissertamos sobre uma adaptacdo do teorema de Cantat [[f]] para
endomorfismos polinomiais em C". Este teorema diz que um endomorfismo polino-
mial f de C", com k£ > n hipersuperficies totalmente invariantes, preserva um pencil
de hipersuperficies algébricas.

Em seguida, utilizando [[9], passamos a estudar o teorema de integrabilidade de
Darboux-Jouanolou para campos polinomiais em C". Este teorema garante que uma
campo, de grau d em C", admitindo



(d—1+n>
+n
n

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, possui uma integral primeira raci-
onal. Isto quer dizer que, nessas condi¢des, o campo serd tangente a um pencil de
hipersuperficies.

Por fim, apresentamos um resultado obtido em [[7]] por M. Corréa, L. G. Maza e M.
Soares , onde os autores provam um teorema do tipo Darboux-Jouanolou para r-formas
diferenciais polinomiais. O resultado diz que uma r-forma diferencial polinomial, de
grau d em C”, possuindo

d—1+n n
() () e

hipersuperficies algébricas invariantes, admite uma integral primeira racional.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo € introduzir alguns conceitos e resultados que sdo fundamen-
tais para esse trabalho. Iniciaremos definindo variedades diferencidveis e variedades
complexas. Em seguida, apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos relaci-
onados a campo de vetores. Apresentaremos também as formas diferencidveis em C".

Para mais detalhes sobre o assunto veja [2]], [3]I.[4]l, [TT]I, [T8]I, [23]] e [25].

1.1 Variedades diferenciaveis

Variedades diferenciaveis

Seja (M, T ') um espago topoldgico. Em R", considere a topologia usual. Dado U € T,
um homeomorfismo entre U e um aberto de R" é chamado de carta local de dimensdo
n. Caso M possa ser coberto por dominios de cartas locais de dimensao n, entdo M é
um espaco topologico localmente euclidiano. Uma variedade topologica de dimensdo
n € um espago topoldgico:

1. localmente euclidiano de dimensdo n;
2. Hausdorft;

3. com base enumeravel.



Duas cartas locais de dimensdo n, (U, ) e (V, 1), sdo C*° compativeis quando
UNV=0ouUNV #0e

sdo de classe C'°.

Um atlas C'™ de dimensdo n para um espaco topoldgico M € uma cobertura de M
por dominios de cartas locais de dimensdo n que sdo C'*° - compativeis entre si. Daqui
em diante, cartas C* - compativeis serdo chamadas apenas compativeis e um atlas C'*°
de dimensdo n serd chamado apenas atlas.

Considere todos os atlas que contém um dado atlas .4 de um espago topoldgico
M. Dentre esses, existe apenas um que € maximal, ou seja, que ndo esta contido
propriamente em nenhum outro atlas que contém 4 (veja Proposi¢ao 5.10, pag. 150,
[25]). Dizemos que um espaco topolégico Hausdorff, com base enumerdvel é uma
variedade diferencidvel quando pode ser coberto por dominios de cartas locais de um
atlas maximal.

Definicao 1.1.1 Uma variedade complexa de dimensdo n é uma variedade munida de
uma estrutura analitica. Isto é, existe uma cobertura de M por abertos, {Uqs}aca,
e homeomorfismos ¢, : U, — V,, onde V,, C C" é aberto, tais que as funcoes de
transig¢do @, © gogl sdo holomorfas.

1.2 Vetores tangentes em C" como derivacoes

Definicao 1.2.1 Sejam M um espaco topologico, N um conjunto e a € M. Consi-
deremos a familia de todas as aplicagoes definidas em alguma vizinhanga de a e com
valores em N. Nesta familia definimos uma relacdo de equivaléncia. Dizemos que
duas aplicacoes sdo equivalentes se elas coincidem em alguma vizinhanca de a. As
classes de equivaléncia sdo chamadas germes de aplicacdo em a (com valores em N ).
Chamamos germe em a de uma aplicacdo f a classe de equivaléncia que contém f.

Vamos denotar por C° a germificagdo de C>°(C"), ou seja,
Oy ={[u] :u € C=(C")}
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onde [u] = {v € C®(C") : v ~ u} ev ~ u se, e somente se, existem abertos
V,U C C" contendo a de forma que

U‘V Eu’U

em um aberto W C V N U que contém a.

Sabendo que C;° tem uma estrutura de dlgebra e que o conjunto de todos os fun-
cionais lineares sobre C° que satisfazem a Regra de Leibiniz, denotado por 9,(C")
e chamado derivagcoes no ponto p, € um espaco vetorial. Na secdo que segue vamos
provar que ©,(C") e T,,(C™) sdo espagos vetoriais isomorfos.

1.2.1 Derivaciao em um ponto

Seja a aplicagdo v = (71,...,7m) : C — C", definida por v(t) = p + tv, onde
p = (p1,ldots,p,) e v = (vy,...,v,) sdo fixos em C".

As retas parametrizadas v = (p,v) caracterizam o conjunto dos vetores v que
tem origem no ponto p, ao qual chamaremos de espacgo tangente ao C™ no ponto p
e denotaremos por 7,(C"). Dai, T,(C") = {u e C": u=p+vt;v e C"} e vale
ressaltar que 7,,(C") ~ C".

Para cada vetor v = (vy,...,v,) em um ponto p € C", a derivada direcional em p
nos dd uma aplicacdo

D,:Cr —C,

definida por D, = Y v’ 2

b Claramente D, é C-linear e satisfaz a regra de Leibniz

Dy(fg) = (Duf)g(p) + f(p)Dug. (1)

Em geral, uma aplicagdo linear D,, : C;° — C satisfazendo a regra de Leibniz (1)
¢ chamada uma derivacdo em p. Denote o conjunto de todas as derivagdes em p por
©,(C™). Este conjunto ¢ de fato um espago vetorial, pois a soma de duas derivagdes
em p e a multiplicac@o por escalar de uma derivacdo em p s@o ainda derivacoes.

Sabemos que as derivadas direcionais em p sdo derivacdes em p, entdo a aplicagao

5



¢:TH(C") — D,(C"),

v HD—Zvamz

¢ uma aplicacao linear.

Lema 1.2.2 Se D é uma derivagdo, entdo D(c) = 0 para toda fungdo constante c.

Demonstracdo: Pela C-linearidade, D(c) = ¢D(1). Pela regra de Leibniz
D(1)=D(1x1)=D(1) x14+1x D(1) =2D(1) = D(1) =0

segue assim o resultado. U
Teorema 1.2.3 A aplicacdo linear ¢ : T,(C") — ©,(C") definida em (2) é um iso-

morfismo de espacos vetoriais.

Demonstracdo: Para provar a injetividade, suponha D, = 0 para v € T,(C").
Aplicando D, a fung¢io coordenada z/ teremos

O:Dv(:cj)zz 8xl‘x] ZUZ(S]—UJ

Portanto, v = 0 e ¢ € injetiva.

Sejam D uma derivagdo em p = (p',...,p") e (f, V) um representante do germe
de f em p. Fazendo V' menor se necessario, podemos assumir que V' é uma bola aberta.
Pelo Teorema de Taylor existem fungdes C*° ¢;(x) em uma vizinhanga de p tal que

fx) = fp) + (@' — ph)gi(x), 9 = 25 (p).

Aplicando D na igualdade acima; observando que D(f(p)) = 0 e D(p') = 0 usando o
lema[I.2.2]e a regra de Leibniz resulta



Df(z) = > (Da')gilp) + > (0" —p')Dgilx)
S (D)2 ).

Isto prova que D = D, parav = (Dz', ..., Da™). O

1.2.2 Campo de vetores e derivacoes em C"

Um campo de vetores X em um subconjunto aberto U de C" € uma funcio que associa
para cada ponto p em U um vetor tangente X, em 7,,(C™). Como 7,(C") tem bases
{0/0x"|,}, o vetor X, é uma combinagdo linear

;0
Xp:Za(p)axi pel.

p7

Dizemos que o campo de vetores X é C°° em U, se as fungdes coeficientes a’ sdo
C*emU.

Podemos identificar campos de vetores em U com vetores colunas de fungdes C'*°
em U:

PG
X:Za(p)axi —

Denotamos por C*°(U) o anel das fun¢des C*° em U. Como podemos multiplicar
um campo de vetores C'>° por uma fungcdo C'™ e ainda obter um campo de vetores
C°, o conjunto de todos campos vetoriais C>° em U, denotado por X(U), ndo é s6 um
espaco vetorial sobre C, mas também um mddulo sobre o anel C*(U).

Se X é um campo de vetores C*> em um subconjunto aberto U de C" e f é uma
fungdo C*° em U, definimos a nova fungdo X (f) em U por

X(f)(p) = X, f paratodop € U.

Escrevendo X = Y a’5%;, temos



X)) = %,f = Y a0) 2L o),

_ i Of

B “ ort’

X(f)

mostrando-nos assim que X f é uma fungdo C'™° em U. Assim, um campo de vetores
C* induz uma aplicacdo C-linear

Cx(U) — C®(U)

f —  Xf

Proposicao 1.2.4 (Regra de Leibniz para campo de vetores). Se X é um campo de
vetores C™ e f e g sdo fungdes C™ em um subconjunto aberto U de C, entdo X (fg)
satisfaz a regra do produto:

X(fg) = X(f)g+ fX(g)

Demonstracio: Ver [25]]. O

Em geral, se A € uma dlgebra sobre um corpo K, uma derivacdo de A é uma
aplicagdao K-linear D : A — A tal que

D(ab) = (Da)b + a(Db) para todo a,b € A.

O conjunto de todas as derivacdes de A € fechado sobre a adi¢do e a multiplicagdo
por escalar e forma um espago vetorial, denotado por Der(A). Um campo de vetores
C® em um conjunto aberto U induz uma derivagio da dlgebra C*°(U). Entdo temos a
aplicacao

p:X(U) — Der(C=(U))

X = (f = X[f).



Assim como os vetores tangentes em um ponto p podem ser identificados com os
pontos derivagdes, os campos de vetores em um aberto U podem ser identificados com
as derivagdes da dlgebra C'°(U), isto é, a aplicag@o ¢ € um isomorfismo de médulos
sobre C>(U).

Note que uma derivagdo em p ndo € uma derivagio da dlgebra C}° (U). Uma deri-
vagdo em um ponto p € uma aplicacdo de C’;O(U ) em C, enquanto uma derivagio na
dlgebra C3°(U) € uma aplicagdo de C°(U) em C°(U).

1.3 Formas k-lineares Alternadas

Se V' e W sido espagos vetoriais complexos, denotaremos por Hom(V, W) o espago
vetorial de todas as aplicagdes lineares f : V' — W. Defina o espaco dual V* sendo o
espaco vetorial de todas as fungdes lineares com valores complexos em V.

Os elementos de V'* sdo chamados de coverores em V. Nesta secdo, assumiremos
que V' é um espago vetorial de dimensdo finita. Seja {ey, ..., e,,} uma base para V.
Cada elemento v € V' é uma combinacdo linear unicamente determinada da seguinte
forma, v = Y v'e; com v’ € C. Sejaa’ : V' — C uma fungdo linear tal que a i-ésima
coordenada o’(v) = v’. Note que o é caracterizada por

i s L, 1=y;
a@_aj_{ 0, i4]
Proposicio 1.3.1 As funcées o, ..., o™ formam uma base de V*.

Demonstracio: Ver [25]]. O

Corolario 1.3.2 O espaco dual V* de um espago vetorial de dimensdo finita V' tem a
mesma dimensdo de V.

Demonstracdo: Ver [25]]. O

1.3.1 Permutacoes

Fixe um inteiro k. Uma permutacdo de um conjunto A = {1,...,k} é uma bije-
¢do o : A — A. Uma permutagdo ciclica (ajas...a,) é a permutacdo o tal que
o(ay) = ag,o(az) = asg,...,o(a,) = ap, e de forma que o fixa todos os outros ele-
mentos de A. A permutagdo ciclica (ajas...a,) é também chamada de um r-ciclo.

9



Uma transposi¢do é um ciclo da forma (ab) que alterna a e b, mantendos os outros
elementos de A fixos.

Seja Sk o grupo de todas as permuta¢des do conjunto {1,...,k}. Uma permuta-
cdo € par ou impar dependendo se ela € o produto de um nimero par ou impar de
transposigoes.

1.3.2 Funcoes Multilineares

Denote por V¥ = V x --- x V o produto cartesiano de k c6pias do espago vetorial
complexo V. Uma forma f : V¥ — C € k-linear se ela € linear em cada um dos k
argumentos

flo.;av+bw,...)=af(...;v,...)+bf(...,w,...)

para todo a,b € C e v,w € V. Uma forma k-linear em V' é também chamada de um
k-tensor em V. Denotaremos o espaco vetorial de todos k-tensores em V' por L (V).
Se f € um k-tensor em V/, também chamaremos de k o grau de f.

Definiciio 1.3.3 Uma forma k-linear f : V¥ — C é simétrica se

fvey, - s Vo)) = f(v1, -+, vk)

para toda permutacdo o € Si; ela é alternada se

f(va(l)v e 7UU(I€)) = SgTL(O')f(’Ul, T 7Uk)
para todo o € Sy. Aqui sgn(o) denota o sinal da permutagao.

Denotaremos o espacgo das formas k-lineares alternadas em um espaco vetorial V'
por, Ax(V), para k > 0.

1.3.3 O Produto Tensorial de formas k-lineares

Seja f uma forma k-linear e ¢ uma forma /-linear em um espago vetorial V. O produto
tensorial entre f e g é a forma (k + [)-linear f ® g definida por

10



(f@9g)(vr,- -+ ve) = flor, -+ 0k)g(Vkg1s 5 Vka)-

Proposicao 1.3.4 Se f, g e h sdo formas multilineares em 'V, entdo
(feg@h=[f®(g®h)

Demonstracio: Ver [25]]. O

1.3.4 O Produto Exterior

Definimos o produto exterior entre formas multilineares por,

A Ap(V) x Ap(V) — Apna(V)

(f,9) = fAg=mAf ®9);

onde A(f) = Z (sgno)f.

oESK

As demonstragdes das proposicdes e coroldrios abaixo podem ser encontradas em
[L1]], [18] ou [25]].

A seguinte proposi¢do mostra que o produto exterior € anticomutativo.

Proposicao 1.3.5 Se f € A,(V) e g € A(V), entdo

fAg= (1) gNf.

Segue diretamente da proposi¢do acima o seguinte

Corolario 1.3.6 Se f ¢ um k-covetor em'V e k é impar, entdo f N\ f = 0.

A seguinte proposi¢do mostra que o produto exterior € associativo.

Proposicao 1.3.7 Sejam V um espaco vetorial complexo e f, g, h formas multilineares
alternadas em V' de graus k, [, m respectivamente. Entdo

11



(fAg)ANh=fNA(gAh).
Corolario 1.3.8 Com as mesmas hipdteses da proposigao (1.3.7),

FAGANh = = A(f ® g h).

Proposicio 1.3.9 Sea!, ..., o" sdoformas lineares em um espaco vetorial V e vy, . .., v, €
V, entdo

1.3.5 Uma Base para k-Covetores

Seja {ey, - - ,e,} uma base para o espaco vetorial complexo V, e seja {a',--- ,a"} a
base dual para V*. Introduzindo a nota¢do multi-indice

I= (i1, ,ix)

escreva ey para (e;,, -+ , ;) eal paraa™ A--- Aak.

Uma forma k-linear f em V' é completamente determinada pelos seus valores em
toda k-upla (e;,,--- ,e;, ). Se f é alternada, entdo ela é completamente determinada
por seus valores em (e;,,- -+ ,e;, ) com 1 <4 < --- < 4 < n. Suponha I, J multi-
indices ascendentes de comprimento k. Pela proposi¢ao (1.3.9).

1, I=1J;
I . ) ’
“ <€J)_{ 0, I#J.
As demonstracdes da proposi¢c@o e coroldrios abaixo podem ser encontradas em

23]l ou [18].

Proposicao 1.3.10 As formas k-lineares alternadas o, I = (i, < -+ < iy,), formam
uma base para o espagco Ay (V') das formas k-lineares alternadas em V.

Corolario 1.3.11 Se o espaco vetorial V' tem dimensdo n, entdo o espago vetorial

A (V) de k-covetores em V' tem dimensdo ( Z ) :
Corolario 1.3.12 Se k > dimV, entdo Ax(V') = 0.
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1.4 Formas Diferenciais em C"

1.4.1 1-formas Diferenciais e a Diferencial de uma Funcao

De qualquer fungdo f : U — C de classe C"*°, podemos construir uma 1-forma df,
chamada a diferencial de f como segue. Parap € U e X, € T,C", defina

(df>p(Xp> = Xpf.

Proposicio 1.4.1 Se 2!, --- 2" sd@o as coordenadas canénicas de C", entdo em cada
ponto p em U, {(dz"),, -, (dz"),} € a base para o espago cotangente T,}(C") dual
a base {0/0z'|,,- - ,0/02"|,} para o espaco tangente T,(C").

Demonstracao: Por definicio,
15 0 0| i i
(d2), (azj ‘p> — 027 }pz = 0j-

O

Se f : U — C é uma fungdo C*° em um conjunto aberto U em (C"), entdo a
diferencial de f € definida por

df = Za—f.dzj. (1.1)

1.4.2 k-Formas Diferenciaveis

Mais geralmente, uma forma diferencial w de grau k£ ou uma k-forma em um conjunto
aberto de C™ é uma aplicacdo que associa para cada ponto p em U uma forma k-linear
alternada no espago tangente 7,(C"), isto é, w, € Ax(7,C"). Como A,(7,C") =
T7(C"), a defini¢io de uma k-forma generaliza a de uma 1-forma.

Uma base para A, (7,C") é

dzézdzél/\---/\dz;k,lgil<~--<ik§n.

Assim, em cada ponto p em U, w, € uma combinagdo linear
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wp:Za/[<p)dZ£,1§Z‘1<"‘<ik§n.

Portanto uma k-forma w em U € uma combinag¢do linear

w = E ardzt,

com fungdes coeficientes a; : U — C. Dizemos que uma k-forma w é C"° em U se
todos os coeficientes a; sdo fungdes C'*° em U.

Denotemos por Q¥ (U) o espago vetorial de k-formas C* em U. Uma 0-forma em
U associa em cada ponto p em U, elemento de Ay(7,C") = C. Dai, uma 0-forma em
U € simplesmente uma fungdo em U, e Q°(U) = C*>(U).

Uma vez que se pode multiplicar uma k-forma C'*° por funcdes C'*°, o conjunto
QF(U) de k-formas C* em U é um espago vetorial sobre C e um médulo sobre
C*°(U). Com o produto exterior como multiplica¢do, a soma direta

o'(U) = P W)

torna-se uma dlgebra sobre C, bem como um médulo sobre C°(U).
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Capitulo 2

Variedades Algébricas, Funcoes
polinomiais e racionais

Neste capitulo vamos estudar polindmios e variedades algébricas afins. Veremos a
defini¢do de variedades algébricas, de ideais de uma variedade e a forma como se re-
lacionam.

O foco central serd a exposi¢do do célebre Teorema dos Zeros de Hilbert que sera
usado fortemente em demonstragdes dos capitulos 4, 5 e 6, os principais desta disser-
tacdo. Apresentaremos uma das versdes do teorema citado.

Veremos uma exposi¢do sobre fungdes polinomiais e racionais em uma variedade.
A importincia desse assunto, € pelo fato de termos a necessidade de trabalhar nos ca-
pitulos 4, 5 e 6 com fungdes com essas caracteristicas. Para este capitulo sugerimos a
leitura de [[I0]] para mais detalhes.

2.1 Variedades algébricas

Nesta secdo estudamos curvas, conjuntos dados por zeros de sistemas de equacdes
polinomias. Utilizaremos um pouco de édlgebra e, em particular, precisaremos estudar
os ideais do anel de polindmios Clz, ..., z,,].

2.1.1 Polinomios e Espaco Afim

Para fazer a ligacdo entre dlgebra e geometria estudaremos polindmios sobre C.

15



Definicao 2.1.1 Um monomio em x1, ..., x,, é um produto da forma

LR S i

n

onde os expoentes o, ..., au, sdo inteiros ndo negativos. O grau total desse monomio
é (075] + ...+ (679

Observacdo 2.1.2 Seja o = (o, ..., v, ) uma n-upla de inteiros ndo-negativos. Entdo

x® = aftxy?.xfm. Quando o = (0,0, ...,0), temos x* = 1. Temos também que

la| = a1 + ... + «, denota o grau do mondémio x*

Definicao 2.1.3 Um polinémio f em z1, ..., x,, com coeficientes em C é uma combina-
cdo linear finita de monoémios. Denotaremos um polinomio [ na forma

f= Zaaaza, a, € C,
(0%

onde a soma é sobre um niimero finito de n-uplas o« = (o, ..., ). Como usual, o
conjunto de todos os polinémios em x+, ..., x,, com coeficientes em C serd denotado
por Clxy, ..., z,).

Definicao 2.1.4 Seja [ = Z aox um polinémio em Clxy, ..., x,].

1. a, é chamado coeficiente de x.,;
2. Se a,, # 0, entdo chamamos a,x® um termo de f;

3. O grau de f, denotado por deg(f), é max{|c|; a, # 0}.

2.2 Variedades Afins

Definicao 2.2.1 Sejam fi,. .., fs polindmios em Clzy, ..., x,]. Entdo temos
V(fi,..., fs) ={(a1,...,a,) € C": fi(ay,...,a,) =0, Vi=1,...,n}.

Chamamos V(f1, ..., fs) a variedade afim definida por fi, ..., fs.
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Assim, uma variedade afim V(fi,..., fs) C C" é o cojunto de todas as solugdes

do sistema de equagdes fi(x1,...,2,) = ... = fs(z1,...,2,) = 0.
Exemplo 2.2.2 Se F' € Clxy,...,x,), um ponto P = (ay,...,a,) pertencente ao
espago afim de dimensdo n é um zero de I’ se F(P) = F(ay,...,a,) = 0. Se I ndo

€ constante, o conjunto de zeros de F' é chamado de hipersuperficie definida por F, e
denotada por V (F).

Lema 2.2.3 Se V,W C C" sdo variedades afins, entao VUW e V NW também sdo.
Demonstracdo: Considere V = V(fi,..., fs)e W =V(g1,...,9:), entdo
VUW =V(fig;) :1<i<s,1<5<1),

VﬂW:V(fl,...,fs,gl,...,gt).

O

A demonstracdo deste lema implica que intersecdes finitas e unides de variedades
afins sdo ainda variedades afins. Portanto, podemos definir uma topologia em C" cha-
mada topologia de Zariski em que os abertos sao os complementares de V'(f1, ..., f,).

2.2.1 Ideais

Definiciio 2.2.4 Um subconjuto I C Clzy, ..., x,| é um ideal se satisfaz:

1. 0e€l;
2. Sef,gel, entdio f+qgel;
3. SefeleheClry,...,x,] entdo hf € I.

A importancia dos ideais € que eles nos dardo ferramentas para fazer os cédlculos
com variedades.

Definicdo 2.2.5 Sejam f1,. .., fs polinémios em Clxq, ..., x,|. Definimos o ideal ge-
rado por fi, ..., fs por
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<f1, e ,f5> = {Zle hzfz . hl, .. .,hs - (C[l’l, Ce ,ZEn]}

Veja que (f1,..., fs) é de fato um ideal como sugere a definicao.

Proposicao 2.2.6 Se fi,...,fs e q1,...,q; sdo tais que (f1,...,fs) = (g1, .., 9t),
entdo

V(fi,ooo fs) = Vg, ., 9t)

Definicao 2.2.7 Seja V' C C" uma variedade afim. Entdo temos
IV)={f€Clxy,...,xn]: f(z1,...,2,) =0 Y(a1,...,a,) €V}
A observagdo crucial aqui é que I(V') é um ideal de C[xy,...,x,]. Chamamos

I(V') de ideal de V;

Exemplo 2.2.8 Considere a variedade {(0,0)} consistindo da origem de C*. Entdo o
ideal 1({(0,0)}) consiste de todos os polindmios que se anulam na origem, e afirma-
mos que

1({(0,0)}) = (z,y)

L {z,y) C 1({(0,0)})

Seja A(x,y)x+B(z,y)y € (x,y), obviamente este polindmio se anula em (0, 0).

2. 1({(0,0)}) < (z,y) o
Seja f € I, entdo f = }_, - a;;z"y’ anula-se na origem, daf agy = f(0,0) = 0.
Consequentemente,

J = ap+ Z aijxiyj

(4,3)#(0,0)
= 04+ (> ayz 'Yz + (O agy’ Ny € (x.y).
(4,5)i>0 §>0

Lema 2.2.9 Se fi,..., fs € Clxy, ..., x,), entdo

<f1a~-->fs> CI(V(fla---yfs))
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Embora a igualdade nao precise ocorrer, como mostra o exemplo.

Exemplo 2.2.10 (2% y*) C I(V (22,
2=0ey? =0 = V(2% y?) = {
I(V) = (z,y). Note que v & (2%, y°).

y?)) mas 1(V(a*,y°)) £ (2%, y°).
(0,0)}, mas o ideal de {(0,0)} € (x,y), entdo

Proposicao 2.2.11 Sejam V e W variedades afim em C". Entdo

1.VCcWsI(V)DI(W),
2. V=W I(V)=I(W).

Demonstracdo: Basta demonstrar 1. Seja f € I(W), temos que f(p) = 0 para
todop € W. Como V C W, f(¢q) = 0 para todo g € V. Portanto f € I(V) e dai

I(W)c I(V).
Considere p € V, por defini¢do f(p) = 0 para todo f € I(V). Como [(V) C
I(W), entdo g(p) = 0 paratodo g € I(WW), logop € W. O

2.2.2 Teorema da base de Hilbert

Teorema 2.2.12 Todo ideal I C Clxy,...,x,| € finitamente gerado. Isto é, existem
fi,o. o, fs € Clxq, ..., x,] tais que
I={f1,-.., fs)

O teorema da base de Hilbert nos mostra que, todo subconjunto algébrico € a inter-
secdo de um nimero finito de hipersuperficies.

Definicdo 2.2.13 Seja I C Clxy, ..., x,| um ideal. Denotemos o conjunto

V() ={(a,...,a,) € C": f(ay,...,a,) =0 Vfel}

Proposicao 2.2.14 V(I) é uma variedade afim. Em particular, se [ = (f1,..., fs),
entaioV(I) =V(f1,..., [s)
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2.2.3 Teorema dos zeros de Hilbert (Hilbert’s Nullstellensatz)

O Teorema dos zeros de Hilbert identifica ideais que correspondem a variedades, per-
mitindo “construir"um diciondrio entre dlgebra e geometria.

Definicao 2.2.15 Seja V uma variedade afim. O ideal de V' é definido por
Proposicao 2.2.16 Se f1,..., fs € Clxy,...,z,), entd@o (f1,..., fs) CTIV(f1,---, fs))

Demonstracido: Se f € (f1,....f) = f € >0 hifi, hi € Clzy,...,x,]. Como
fi,-.., fsseanulamem V (fy,... . fo) = f € LV (f1,..., fs))- O

Seja I um ideal de C[z1, ..., x,] o radical de I é definido por
VI={f€Clxy,...,z,): Im € Ntal que f™ € I}

O Teorema dos Zeros de Hilbert diz que o ideal de uma variedade V(1) € o radical
de I.

Teorema 2.2.17 (Teorema dos Zeros de Hilbert) Se fi,..., f, € Clxq,...,x,] sdo
tais que f € I(V(fi1,...,[s)), entdo existe m > 1 tal que f™ € (fi,...,[fs) (e
reciprocamente).

2.3 Funcoes polinomiais e racionais em uma variedade

Definicao 2.3.1 Sejam V. C C™ e W C C" variedades. Uma funcdo ¢ : V. —
W é dita uma aplicacdo polinomial (ou aplicacdo regular) se existem polinémios
f1, s fn € Cl21, ..., 2] tais que

dlat, ., am) = (fi(ar, ...y am), .oy fular, ...y am))

para todo (ay, ...,a,) € V.

Dizemos que a n-upla de polindmios
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(f1s s fr) € (Clz1, ooy 20])"

representa ¢.
Proposicao 2.3.2 Seja V' C C™ uma variedade afim. Entdo
1. fegé€ Clz,..., 2y representam as mesmas funcdes polinomiais em 'V se, e
somente se, f —g € I(V).
2. (f1, -, fn) € (g1, ..., gn) representam as mesmas aplicacdes polinomiais de V em

C" se, e somente se, f; — g; € (V') para todo i, com 1 < i < n.

Demonstracdo: Se f — g = h € I(V), entdo para todo p = (ay,...,a,) € V,
f(p) — g(p) = h(p) = 0. Portanto f e g representam a mesma fung¢do, entdo, em todo
p eV, f(p)—glp) =0.Assim, f — g € I(V) por definicdo. A parte (2) segue da
parte (1). ]

Denotaremos por C[V/] a cole¢@o de fungdes polinomiais ¢ : V' — C.

Uma variedade V' C C™ ¢ dita redutivel se ela pode ser escrita como uma unido
de duas subvariedades proprias ndo vazias: V =V; UV, onde V # Vie V # V5.
Exemplo 2.3.3 Considere a variedade em C? dada por V(a3 +xy—xz, yx® +y3 —y2).

Nao é dificil ver que
V(z® +y* — 2) U V(z,y).

Portanto, V' é redutivel.

A seguinte proposi¢do caracteriza variedades irredutiveis.

Proposicao 2.3.4 Seja V' C C" uma variedade afim. As seguintes afirmagcoes sdo
equivalentes:

1. 'V éirredutivel;
2. I(V') é um ideal primo;

3. C[V] é um dominio de integridade.
Demonstrac¢io: Veja [10] pag. 219. O
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2.3.1 Quociente de anéis polinomiais

Definicao 2.3.5 Seja I C Clz, ..., z,] um ideal, e sejam f,g € C|zy, ..., z,]. Dizemos
que f e g sdo congruentes modulo [ se f — g € I, denotando como segue

f=gmod.l.

Seja I C Clz, ..., z,] um ideal. A congruéncia médulo / é uma relagio de equi-
valéncia em C[zy, ..., 2,,]. Fun¢des polinomiais ¢ : V' — C estdo em correspondéncia
biunivoca com as classes de equivaléncia de polindmios em congruéncia médulo I(V').

Veja [10] pag.223.

Definicdo 2.3.6 O quociente de Clzy, ..., z,| mddulo I, é o conjunto de classes de
equivaléncia para congruéncia modulo 1

M ={f]: f € Clz1, ..., 0] }.

Onde [f] = {9 € Clz1,..., 23] : g = [ mod.T}.

Por C|[z1, ..., z,] ser um anel, dadas duas classes [f], [g] € M, podemos defi-

nir soma e produto em classes usando as operacdes correspondentes sobre os elementos
de C|z1, ..., 2,]. Isto é, as operagdes induzidas

estdo bem definidas.

Teorema 2.3.7 Seja I um ideal em C[z, ..., z,]. O quociente M

mutativo.

Proposicdo 2.3.8 Seja I umideal em C|zy, ..., z,]. Os ideais no anel quociente
estdo em correspondéncia biunivoca com os ideais de C|zy, ..., z,| contento I
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Demonstracdo: Veja pag.226 O

O seguinte coroldrio € uma consequéncia do teorema da base de Hilbert e da pro-

posi¢do2.3.8]
Corolario 2.3.9 Todo ideal no anel quociente M é finitamente gerado.

2.3.2 Funcgoes racionais em uma variedade

O anel dos ndmeros inteiros pode ser imerso em muitos corpos. O menor deles é o
corpo dos nimeros racionais @, pois Q é formado pela construgio de fragdes m /n,
onde m,n € Z. Apenas numeros inteiros foram usados. Da mesma forma, o anel de
polindmios C|zy, ..., 2, € incluido como um subanel no corpo das fun¢des racionais.

C(z1, .oy 2n) = {% cfog€Clz, .y 20l g # 0} )

Este é o chamado corpo das fragoes de C|z].

Definicio 2.3.10 Seja V' uma variedade irredutivel afim em C". Chamamos C(V') de
corpo de fungdes racionais em V.

Escrevemos o corpo de fungdes racionais C(1') explicitamente como

¢ f
(V) = {E swecllvz0p={Uifge izl gg1n)}.
Definicao 2.3.11 Sejam V. C C™ e W C C" variedades irredutiveis afins. Uma
aplicacdo racional de V em W é uma funcdo ¢ representada por

O(21y oy Zm) = (f1(21,...,zm) Jn (21, ,zm)> |

91(z15 s 2m) 7 gnl21, ooy Zm)

onde f;/g; € C(V).
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Note que uma aplicacdo racional ¢ de V' para W pode ndo ser uma fungdo de V'
para I/ no sentido usual, ou seja, ¢ pode ndo estar definida em todos os pontos de V.
Por esta razdo, utilizaremos a seguinte notagc@o para indicar uma aplicagdo racional

GV > W,
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Capitulo 3

Folheacoes e Teorema de Frobenius

Para este capitulo sugerimos a leitura de [5]] e [24]]. Veremos as defini¢des de folhe-
acoes holomorfas nao singular e singular, os conceitos de distribuicao de k-planos e
algumas de suas propriedades. Enunciaremos o teorema de Frobenius. Sabemos que
toda folheacdo F de dimensao k£ induz uma distribui¢do de planos k-dimensional. O
teorema de Frobenius nos garante a reciproca desta afirmacdo. Isto €, nos dd uma
condicdo necessdria e suficiente para uma distribuicdo de planos k-dimensional seja
tangente a uma folheagdo.

Vale ressaltar que nos capitulos 5 e 6 estudaremos teoremas que nos fornecem algu-
mas condi¢Oes para a existéncia de integral primeira racional para campos de vetores
polinomiais e r-formas polinomiais respectivamente. E como veremos neste capitulo,
as distribui¢des possuem uma forte ligacdo com os campos de vetores e as formas.

3.1 Folheacoes Holomorfas

Seja M uma variedade complexa de dimensao n > 2.
Definicao 3.1.1 Uma folheagdo holomorfa ndo singular de dimensdo k (ou codimen-

sdon—k)em M, onde 1 < k < n—1, édada pelo seguinte conjunto de informagoes:

1. uma cobertura {U,},ca de M por abertos;

2. para cada o € A, um biholomorfismo ®, : U, — D* x D" % onde D C Cé o
disco unitdrio na origem;
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3. sempre que Uy = U, NUg # 0,

Pup : Po(Uap) — Ds(Uap)

(Z,U)) — (I)ﬁ © @gl(z’w) - (9017902)'

satisfaz Do p(z, w) = (p1(2,w), p2(w)).

Cada aberto U, € chamado de aberto trivializador da folheacdo. Por (2), U, € de-
composto em variedades de dimensdo k da forma ®_'(D* x {w}), onde w, € D",
chamadas de placas. Por (3), as placas se sobrepdem nas intersecdes de abertos trivi-
alizadores da seguinte forma: se P, C U, e Pz C U sdo placas, ou P, N Pz = (), ou
PaﬂpgzpaﬁngpgﬂUa.

Definimos a seguinte relacdo de equivaléncia em M: p ~ ¢ se existem placas
P,---,P,,compe Peqe P,taisque PLNP, # Pparat =1,--- ,n—1. A
classe de equivaléncia de p € M por essa relacdo é chamada de folha passando por p.
Cada folha, com a topologia gerada pelos abertos de suas placas, possui estrutura de
variedade complexa de dimensdo k imersa em M, veja [J5]].

Uma folheacdo de dimensao £ proporciona uma decomposicao da variedade em
subvariedades imersas de dimensdo k, duas a duas disjuntas.

O espago tangente a folheacdo F em p € M, denotado por 7, F, € definido como
0 espago tangente, no ponto p, a folha passando por esse ponto. Dizemos que duas
folheagdes sdo iguais se todas as suas folhas coincidem.

Definicao 3.1.2 Uma folheagdo holomorfa singular de dimensdo k (ou codimensdo
n—k), ondel < k < n — 1, em uma variedade complexa M é uma folheacdo
ndo singular de dimensdo k em M \ S, onde S é um conjunto analitico em M de
codimensdo maior ou igual a 2.

Exigiremos ainda que o conjunto S da defini¢do acima seja minimal no seguinte
sentido: ndo existe subconjunto analitico proprio S’ C S tal que a folheacao regular
em M \ S se estenda a M \ S’. Nessas condi¢des, S é chamado de conjunto singular
da folheacgao.

O conjunto singular da folheacido F é denotado por Sing(F). Os elementos de
Sing(F) sdo chamados de pontos singulares ou singularidades, enquanto os elemen-
tos de M \ Sing(F) sdo chamados de pontos regulares.

As folhas de F sdo, por defini¢ao, as folhas da folheagao regular |y sing(r). Duas
folheacgdes singulares F e F’ sdo iguais se:

1. Sing(F) = Sing(F');
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2. as folhas regulares F | sing(F) € .F/‘M\Sing(]:/) sdo iguais.

3.2 Teorema de Frobenius

As demonstracdes das proposi¢cdes e dos teoremas desta secao podem ser encontradas

em [J]].

3.2.1 Distribuicao

Uma distribuicao de k-planos em uma variedade M € uma aplicacdo D que associa
a cada ponto ¢ € M um subespago vetorial de dimensdo k£ de 7, M. Dizemos que
uma distribuicdo de k-planos € de classe C'" se para todo ¢ € M existem k campos de
vetores X!, ... X* de classe C", definidos em uma vizinhanga V' de q tais que para
todox € V, {X(x),--- , X*(x)} é uma base para D(z).

Um fato relevante segue

Proposicao 3.2.1 Toda folheagdo F de classe C" (r > 1) de dimensdo k em M define
uma distribuicdo de k-planos de classe C"=' em M denotado por T F.

Definicio 3.2.2 Dados dois campos de vetores X, Y € X(U), podemos produzir um
terceiro [X,Y| = XY — Y X que é denominado o colchete de Lie de XY .

Definicao 3.2.3 Dizemos que uma distribuicdo de planos D é involutivo se, dados
dois campos de vetores X e Y tais que, para cada q € M, X(q) e Y (q) pertencem a
D(q), entdo [X,Y](q) € D(q).

Uma distribui¢@o de k-planos D € dita completamente integrdvel se para todo p €
U C M tal que D(p) = (Xi(p),...,Xk(p)) existe uma subvariedade F, tal que
T,F, = D(p).

Teorema 3.2.4 (Frobenius) Seja D uma distribuicdo de k-planos de classe C*°. En-

tdo, D é completamente integrdvel se, e somente se, é involutivo.

3.2.2 Distribuicao de k-planos definidos por formas diferenciais

Sejam w!, .-+ Wk C" (r > 0) 1-formas definidas e linearmente independentes em um
conjunto aberto U C M™. Para cada g € U defina
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D(q) = {v € T,M; wi(v)=---=wk(v) =0}

Como w}, - - - ,w} sdo elementos linearmente independentes do dual (7,M)*, D(q)

¢ um subespaco de codimensdo k de T, (M).

Proposicio 3.2.5 Uma distribuicdo de planos de classe C" (r > 0) de codimensdo k

pode ser definido localmente como o niicleo das k C" 1-formas linearmente indepen-

dentes. Reciprocamente, se w',--- Wk sdo C™ I-formas linearmente independentes
) bl

entdo
D(q) ={v e Tq]\/[;w;(v) =...= wfj(v) =0}
define uma distribui¢cdo de planos de codimensdo k.

Segue a versao do teorema de Frobenius para formas.

Teorema 3.2.6 Seja D um C" (r > 1) distribuicdo de planos de codimensdo k de-
finido em um aberto U C M por w',...,w* I-formas linearmente independentes.
Entdo D é completamente integrdvel se, e somente se, para todo j € {1,--- , k} temos

dw? A (WEA -+ AwP) = 0.
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Capitulo 4

Hipersuperficies invariantes por
endomorfismos polinomiais

Neste capitulo vamos estudar um teorema devido a S. Cantat, extraido de [[6]]. Este te-
orema nos diz que um endomorfismo holomorfo sobre uma variedade complexa com-
pacta preserva uma fibragcdo meromorfa nao trivial se, € somente se, possui infinitas
hipersuperficies totalmente invariantes. Nosso objetivo € apresentar uma adaptagcao
desse teorema para endomorfismos polinomiais em C" e demonstré-la.

Antes da demonstragdo, apresentaremos alguns resultados importantes sobre endo-
morfismos polinomiais e hipersuperficies totalmente invariantes por esses endomorfis-
mos. Faremos uso direto do Teorema dos Zeros de Hilbert para demonstrar algumas
proposicdes fundamentais na prova da adaptacao que fizemos.

Falaremos um pouco sobre formas logaritmicas apresentando um lema devido a
Jouanolou.

Precisamente, o teorema de S. Cantat diz o seguinte.

Teorema 4.0.7 (Cantat) Seja M uma variedade complexa compacta, e f um endo-
morfismo de M. Se existem k hipersuperficies totalmente invariantes W; C M; com

(x)  k>dim(M)+ dim(H (M;Q})));

Entdo existe uma fungdo meromorfa ® e um niimero complexo ndo nulo « tal que
o f=ad.

H'(M:;Q},) é 0 1° grupo de cohomologia de Céch com coeficientes no feixe Q). Pela
teoria de Hodge, este grupo de Cohomologia € um espago vetorial complexo de dimen-

sdo finita. O ndmero k na desigualdade (x) pode ser substituido pelo nimero total de
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componentes irredutiveis W;. Mais sobre cohomologia de Céch pode ser visto em [[12].

4.1 Hipersuperficies Totalmente Invariantes

Definicao 4.1.1 Seja V (f) uma hipersuperficie com f € Clz, ..., z,], dizemos que V
é totalmente invariante por um endomorfismo polinomial G : C* — C"se G™1(V) =

V.

Proposicao 4.1.2 Seja V' uma hipersuperficie totalmente invariante por um endomor-

fismo G : C" — C", entdo G(V) = V.

Demonstra¢ido: Mostremos que G~ 1(V) = V = G(V) = V. Vamos mostrar que
G(V) C V. De fato, seja b € G(V), entdo existe a € V tal que G(a) = b. Como
G~ (V) =V, temos G(a) € V, ouseja, b € V. O caso G(V) D V segue de forma
andloga. 0

Definicao 4.1.3 Uma aplicagcdo continua f : M — N ¢ dita propria quando a ima-
gem inversa f~(K) de todo compacto K C N é um conjunto compacto.

Teorema 4.1.4 (Teorema da aplicacdo prépria). Seja f : U C C* — C" uma aplica-

¢do holomorfa e propria. Se V. C U é uma variedade algébria irredutivel entdo f(V')
é uma variedade algébrica irredutivel.

Demonstracdo: Ver pag.34. O

Seja V' = V; U ... UV, uma hipersuperficie, com V; irredutivel, para todo j =
1,...,7. Se G é um endomorfismo polinomial, tal que G(V') = V. O lema abaixo
nos garantird que para i, j = 1,...,r temos G(V;) = V. Isto é, G envia componentes
irredutiveis de V em componentes irredutiveis de V.

Lema 4.1.5 Toda aplicacdo polinomial homogénea é propria.

Demonstracao: Mostremos primeiramente que dada a aplicacdo polinomial
p=(p1,.,pn) : C" — C", p; homogéneo de mesmo grau d, existem m e n tais que
nl[z]|* < [Ip()l| < ml|z]|”. Considere

m = sup{|lp(2)[|; 2]l = 1} e n = inf{lp(2)[|; [[2]| = 1}.
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Note que ﬁ € 5(0, 1) esfera centrada na origem de raio 1. Daf, usando a homogenei-
dade de p resulta

nllz|* < Ip()1 = I=l1p(Ep 1 < mllz] .

Verifiquemos com isso que p é uma aplicag¢do prépria. Seja i um conjunto compacto,
e defina L = p~!'(K). Suponha por absurdo que L ndo é compacto. Temos que L é
fechado, pois p € continua. Resta mostrar que L € limitado. Seja

20 € L tal que ||20]] > sup.ex (\d/ ”ZTH),

como 2y € p~!(K) temos p(z) € K. Ainda

d
[supzemd/ ”ZH < zollt = sup(llzll + 1) < zo]ltm < |p(z0)!

Absurdo, pois z, € p~}(K). O

Considere G um endomorfismo polinomial em C". Sejam V' C C™ uma hipersu-
perficie totalmente invariante e Vi, ..., V,. suas componentes irredutiveis. Como V €
uma hipersuperficie totalmente invariante, segue da proposigao {.1.2|que

G(V)=V.
Portanto,
GWVu..uV,)=WNU..uV.

Utilizando o teorema da aplicagio prépria temos que G(V;) = V;, parai, j € {1,...,7}.

Proposicao 4.1.6 Se V (f) é uma hipersuperficie irredutivel totalmente invariante, en-
tdo

foG =Mk \eC
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Demonstracao: Por definicao
I(V)={g€Clz1,--- ,2,) i g(2) =0 VzeV}h

Dado p € V, como V ¢ totalmente invariante (f o G)(p) = f(G(p)) = 0, ou seja,
(foG) € I(V). Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert temos

(foG)el(V)=VI={f).

Como (foG) € I(V) =1 = (f) segue que f oG = hf. Pelofatode G~ (V) =V,
teremos que hf se anula exatamente em V/, e pela irredutibilidade de V' segue que
existe A € Ctal que f o G = \f*. O

Definicao 4.1.7 Seja f : N — M uma aplicacdo e h uma fungcdao em M. O pullback
de h por f, denotado por f*h, é a funcdo composta h o f.

Proposicao 4.1.8 Sejam fi, ..., f, € Clz, ..., z,| polindmios irredutiveis cujo con-
junto de zeros definem uma hipersuperficie totalmente invariante por um endomor-
fismo polinomial G : C* — C™. Entdo

df; df;
G*i = Tii,
fi fi
onde j = k(i), k é uma permutacdo dos elementos {1,...,r} e r; € N para todo

1=1,..., 7

Demonstracido: Como G(V;) = Vj;), segue da proposi¢do que
fioG = )\z'f;:@); A€ C
Utilizando a propriedade do pullback G*d = dG* segue

d(fi 0 G) = d(Nifiy) = Niril () dfuco.
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Logo

dfioG) _ diliy) _ Nirifiiy dfy _ ridfsy i _ | dfi
" frai

fioG — Nfl, Nfwy  Fae fi

Considere o espago £ = (df;/ fi, i = 1,...,r)c. Pela proposicéo (4.1.8) temos

G:F — FE

@ ,
fi _— T fj'

Note que a matriz de G* é uma matriz permutacio e portanto diagonalizdvel.
De fato, temos pela proposi¢ao 4.1.§]

4 _ . 4

r,—

G* =7r;—.
i fi

Considere a permutagéo k : {1,...,r7} — {1,...,7} com k(j) = i. SejaG* : E — FE,
onde £ = (df;/fi;,i = 1,...,r), temos pelo lema de Jouanolou (4.1.9) df;/ f; linear-
mente independentes, segue que

0, j# k().

G"] = [Gy] =

Dai, [G*] é uma matriz permutagdo, em particular diagonalizdvel.

33



4.1.1 Sobre formas logaritmicas

Lema 4.1.9 (Jouanolou). Sejam f1, ..., f, polinomios irredutiveis. Entdo as I-formas
logaritmicas df;/ f; sao linearmente independentes sobre C.

Demonstraciao: Sejam aq,...,a, € Ce f; como no teorema tais que

r

> di _ (4.1)

CLj— =
i=1 fl

Defina para ¢ = {1,...,7}, V; = {fi = 0}. Pelo Nullstellensatz de Hilbert, pode-
mos escolher p; € V; N |Ji<i<r, Vi
i#j
Agora, seja L; uma reta afim passando por p; ndo contidaem V;eu : C — C"
uma parametrizagido de L; com u(0) = p;. Coloque g; = f; o u, para todo i =
{1,...,r}i # 7, afuncdo g,/g; é regular em 0 e g;-/gj tem um polo simples em 0 com

Res(g;» /9;,0) = p;, que € a multiplicidade de O como um zero de g;. Por outro lado,
segue de (4.1) que

Tomando residuo em 0 na equagdo acima obtemos a;p; = 0, pois as g;/g; sdo
holomorfas e, como p; # 0, temos que a; = O parai =1, ..., 7. U

O lema acima nos diz que dimcE = r.
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4.2 Adaptacao do Teorema de Cantat para Endomor-
fismos polinomiais

Teorema 4.2.1 Seja f um endomorfismo polinomial de C". Se existem k hipersuper-
ficies totalmente invariantes com

k>n,

entdo existem uma fung¢do racional ndo constante ® e um niimero complexo ndo nulo
atal que P o f = ad.

Este teorema significa que f preserva o pencil de hipersuperficies induzido pela
fung@o racional . De fato, escreva & = P/(Q e considere o pencil de hipersuperficies
induzido por ® dado por V) = {P — AQ = 0}, . Dado z € V), entdo

D(z) = P(2)/Q(z) = A

Como ¢ o f = a®, com « # 0, temos que

(@0 f)(z) = (a®)(2)

= ad(z)
()
Q(z)
= aA.

Dati, concluimos que ®(f(2)) € V,. Isto mostra que f(V)) C V,,. Portanto, as fibras
da funcdo racional ® sdo preservadas por f.

Demonstracdo: Defina a 1-forma racional n; = df;/f; com ¢ = 1,..., k. Como f* é
diagonalizavel, temos

onde p; € C*.

Se f possui k > n hipersuperficies totalmente invariantes, entdo 7; sdo linearmente
dependentes sobre o corpo de fun¢des racionais em C”.

De fato, por ser £ > nentdo n; A ... An = 0. Como 7y, ...,n; sdo 1-formas
lineares sobre C(z1, ..., z,) emA...Anx = 0, entdo elas sdo linearmente dependentes.
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Suponha que o espago vetorial E sobre C(z1, ..., z,,), gerado por 7y, ..., n,, tenha

dimensao igual a m. Temos entdo que

NMm+1 = ZRﬂh, Rz S C(Zl, ...,Zn).

=1

4.3)

Pelo menos um dos Ry € ndo constante pois pelo lema de Jouanolou lema@.1.9)), as

1-formas 7;/; sdo linearmente independentes sobre C.
Aplicando f* na equacdo (4.3)) e usando (4.2)) segue

m m

S g1 = Zf*(Rmi) = Z(Rz o f).f i = Z(Rz o f)-pin;-
=1

i=1 i=1

Por outro lado

f*nm+1 = Um4+1Thm41-

Note que 11 # 0. Caso contrario, teriamos

m

0= ftmi1Mm+1 = [T = Z(sz o f).pin;.

=1

Isto contraria o fato de 7y, . . . , 9, serem linearmente independentes sobre C(z1, . . .

pois pelo menos um dos R; € ndo constante. Dai,

m

P11 = Y (Rio f).pu.

i=1

Como fi,,+1 # 0, segue, usando as equagdes (4.4) e (4.5)

m

Mt = ) ( . ) (Bi o f)n;.

o1 \Hm+1

Subtraindo (@.3)) de (4.§)), temos

> i [(_L> (Riof)— Ri] n; = 0.

Mm+1

Utilizando independéncia linear dos 75 sobre C(z1, ..., 2, ) segue
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i (Rjo f) = R;.

Hm+1

Obtendo assim o resultado esperado pois pelo menos uma das funcdes racionais R; é
nao constante. 0

Exemplo 4.2.2 Considere o endomorfismo

g:C* — C?

r,y,2) — (22 9% 22).
Yy

Observe que os eixos coordenados {x = 0}, {y = 0} e {z = 0} sdo totalmente
invariantes por g. De fato, considere W = {x = 0}, observe que

gIW)={zeC3®: g(x) e W}

Dati, dado p € g~ (W), temos

g(p) € W =g(p) = (0,y,2) = p=(0,y1,21), onde y; =y e 2} = =
Portanto, g~ (W) C W.

Seja q = (0,y,29) € W, temos entdo g(q) = (0,y3,23), ou seja, g(q) € W.
Dai, por defini¢do q € g~'*W. Concluindo assim que W C g—*(W). Portanto temos
grw)=w.

Para os eixos {y = 0} e {z = 0} o raciocinio é andlogo.

Neste caso o nuimero de hipersuperficies totalmente invariantes é 3, e todas as
fungoes racionais P tais que o g = a® para todo o € C sdo de fato constantes.
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Capitulo 5

Integrabilidade de Darboux para
campos

Neste capitulo estudamos o teorema de integrabilidade de Darboux. Estudamos as
condic¢des para a existéncia de uma integral primeira racional para um dado campo de
vetores polinomiais. A demonstracdo que apresentaremos do teorema de Darboux foi
feita por M. Corréa Jr em [9]. J. Llibre e Zhang em [20]] mostraram esse resultado
usando técnicas diferentes.

ApOs essa discussdo, veremos a defini¢do e alguns resultados sobre Curva extac-
tica, conceito este introduzido por J. V. Pereira, C. Christopher e J. Llibre em [22]].
Apresentaremos um exemplo de duas cotas, optimais, sobre o nimero de hipersuper-
ficies invariantes por um campo polinomial. Essas cotas estdo em fun¢do dos graus da
folheacdo e das curvas. Utilizamos para isso as referéncias [[§]] e [22].

O resultado principal desse capitulo segue abaixo:

Teorema 5.0.3 Seja X um campo de vetores polinomiais em R™ ou C" de grau d. Se
X admite
<d+n—1>
+n
n

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entdo X admite uma integral pri-
meira racional.

Antes de prova-lo veremos algumas defini¢des e alguns resultados importantes.
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5.1 Campos de vetores polinomiais e Integrais primei-
ras racionais

Um campo de vetores polinomiais em C" de grau d € da forma

n 0

onde P; € C[z] e d = max{deg(P;), i = 1,...,n}. Escreveremos por simplicidade C|z]
ao invés de C[zy, . .. 2,].

Definicao 5.1.1 Seja V(f) uma hipersuperficie algébrica em C" e X um campo de
vetores polinomiais. Dizemos que V' é invariante por X se df (X )y = 0.

A invariancia de V por X significa que X (p) C T),V,¢y, onde V,., = V' \ Sing(V) éa
parte regular de V.

Proposicdo 5.1.2 Seja V = {f = 0} uma hipersuperficie em C" e X um campo de
vetores polinomiais invariantes de grau d. Entdo, V é invariante por X se, e somente
se, existe um polinomio hy € C|z], de grau d — 1 tal que X (f) = hyf.

Demonstracao: Esta proposicdo € uma consequéncia do teorema dos zeros de Hilbert.
n

: . 0 o
Com efeito, seja X = Z P; 3 um campo de vetores polinomiais, onde P; € Cl[z].
=1

7

Temos entao que

(5.1)

Suponha que V' € invariante por X. Assim

0=df(X)y = (ZP 8%) (5.2)

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert e pela irredutibilidade de V' resulta que
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Zﬂa—f e (f). (5.3)

Logo,
X(f)=hs f.

Observe que se o grau de f igual a m entdo

d+(m—1) = grau(X(f))
= grau(hys - f)
= grau(hy) + grau(f)
= grau(hy) +m.
Segue que grau(hy) = (d — 1). O

Definicdo 5.1.3 Seja R = P/Q € C(z, ..., z,) uma fungdo racional. Considere o
pencil de hipersuperficies induzido por R dado por {P — \Q = 0} cc. Dizemos que
R € uma integral primeira racional para X se V\, = {P — A\Q = 0} ¢ invariante por
X para todo \ € C.

Corolario 5.1.4 Seja R uma funcdo racional. Entdo R é uma integral primeira de X
se, e somente se, X (R) = 0.

Demonstracdo: Considere X (R) = S/7T,onde S,T € Cl[z,- - , z,]. Temos entdo
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2= xm
— X(R-))
P
- (5
L (P=)Q
- * (557
_QX(P-)Q) — (P-AQX(Q)
QQ
_ (P=AQ)hQ — X(Q)(P - Q)
Q2
= (P-)Q) (—Q’” éZX(Q)) .VAecC.

Logo, teremos S = T-(P—\Q) (Qh*é—‘f(@),para todo A € C. Como existem infinitos

A’s, temos que S € o polindmio identicamente nulo. Segue entdo que X (R) = 0.
Reciprocamente se X (R) = 0 temos

X(R)=0 = X(R—\)=0

P

Ty =
. X(Q ) 0

P-)Q\
é‘X< Q )‘0

QX(P - Q) — (P - M) X(Q)

= =0

QQ
= X(P-XQ)=(P-— )\Q)%.

Logo, pela proposi¢do[5.1.2] V) € invariante por X, para todo A € C. O

B 0
Proposicao 5.1.5 Seja X = P,— e considere a n-forma m, N ... A\ n,. Entdo
¢ 0z;
i=1 '

n

ix(mA AR = ()T Py A AG A A,
=1
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Onde 7); significa a omissdo do termo ;.

Demonstracao: Faremos essa demonstracdo por indug¢do. Sejam o campo X =
Py + Pony e a 2-forma 77 A 12. Segue entdo pelas propriedades de produto interior
que

ix(m Amng) = (ix(m)) Amz+ (=1)m A (ix(n2)) = Pina — Pam.

k-1
Suponha que o resultado seja vélido para X = Z P
1=1

kE—1)-f
a7 e para a ( )-forma

m A A ... A\np_1,com k € N, ou seja,

N

-1
ix(MA A1) =Y (DR A A A A1

i=1

Entao, para k&

ix(mA AN = (ix(m) A A o Ane) + (=1)m A (ix(me Ao Ang))

= (ix(m)) A2 Ao Amk) +m A (Z(—l)isz A AT A A m)

=2

k—1
= PmA. A+ (=1)n A (Z(—l)i—lpm AN AN nk)
i=1
k

= Z(—l)"*lel A e A A o A,

i=1

Portanto, pelo principio de indugdo segue o resultado. U
Lema 5.1.6 Seja X um campo de vetores polinomiais em C" e ny,...,n, I-formas

racionais tais que 1;(X) = 0VYi = 1,...,n. Entdo ny,...,n, sdo C(z)-linearmente
dependentes.

Demonstracdo: Suponhay, ..., 7, sdo C(z)-linearmente independentes. Entéo existe
uma fungdo racional R # 0 tal que
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MmN .. Anp = Rdzy A ... Ndz,.

De fato, n; = Z R;;dz;, onde R;; € C(z). Fazendo o produto exterior de 7y, ..., 7y,
temos

mA ... \n, = Rdz A ... \dz,, onde R = det[R;;].

resulta

7

= 0
Contraindo 77 A ... A1, na direcdo de X = Z P 5
=1

ix (A Ann) = ix(m) A AT A Ana) H=D M Adx (0 Ane A Am))

-~ -~

0 (%)

Observe que (*) serd igual a zero. Basta usar indu¢do de forma semelhante ao que foi

feito na proposigao (5.1.5).
Utilizando a linearidade da contracao,

(ixRdzy N ... Ndz,) = Rix(dz A ... Ndzy).
Dai
Rix(dzl VANPIRAN dZn) =0Ve = 1, ., .

Como R # 0 e utilizando a proposi¢ao , temos

(A2 Ao Adz)(X) =06 Y (1) 7' Pdzy Ao Adzg A Adzy = 0,

i=1=

Isto significa, que

Isto é, X = 0. Absurdo. O
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5.2 Prova do Teorema 5.0.3

Relembrando o teorema:

Teorema [5.0.3; Seja X um campo de vetores polinomiais em R™ ou C" de grau d. Se

X admite
(d—1+n>
+n
n

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entdo X admite uma integral pri-
meira racional.

Demonstracdo: Denote por C,;_1[z] 0 espaco vetorial dos polindmios de grau d — 1.
A dimensao de C,_[z] é dada por

dimcCy_1]z] = N = ( d—1+n )

n

Sejam f1, ..., fn+n €quacdes definindo hipersuperficies irredutiveis invariantes por X.
Segue da proposi¢ao[5.1.2]que

df; .
%(X) =hy, € Cqqlz),j=1,..,N+m.

J
Como N = dim¢(C4_1[z]) seguem as seguintes relagdes

N—+i

> Ajhy, =0,i=1,...n, (5.4)
Jj=t

onde )\;; € C. Além disso, podemos supor que \; # 0. Definamos as 1-formas
racionais
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Denotemos por |7;| 0 conjunto de polos de ;. Por construgdo
N+i
|77i|oo - U{f] = 0}
j=i

Contraindo na direcdo de X e usando (5.4) temos

N+1 N+i

df;
mi(X) =Y\ ff ZA”hf =0;i=1,.
j=i !

Segue do lema (5.1.6) que as 1-formas invariantes racionais 7, ..., 7, sdo linear-
mente dependentes sobre as fungdes racionais C(z). Seja V' o espago C(z)-linear
gerado por {71, ..., n, }. Suponha que dimc(,)V = k e que

V= <7717 777k>(C(z)

Existem fungdes racionais Ry, ..., Ry € C(z), tais que

M1 = Bam + .o+ R (5.5)

Diferenciando a equagéo (5.5)

O:de/\?h—i-...—'—de/\??k

N+1 df
pois dn; = Z )\Z]d —~2) = 0. Contraindo por X temos

Assim X (R;) = 0, para todo ¢ = 1,..., k. Isto é, as func¢des racionais R;,i =

., k, ou sdo integrais primeiras para o campo de vetores X ou sdo constantes. Resta
observar que pelo menos uma fungdo racional ?; € ndo constante. Se R;, para todo
i =1,..., k, é constante segue de (5.5) que
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|Rim + ... + Rikloo = Mmoo

Mas
k k
L{fi =0} CIRim + .. + Rimloo € [ J{Fi = 0} € [1ns1 |0
=1 =1
uma contradi¢do. 0

5.3 Curva Extactica

O método adotado aqui advém de um trabalho de J. V. Pereira, C. Christopher e J. Lli-
bre [22]], onde a nogdo de curva extactica é explorada. Temos como objetivo descrever
os pontos de inflexdo de ordem superior de solu¢des de campos de vetores.

Definicdo 5.3.1 Se X é um campo de vetores em C? a n-ésima curva extactica de X,
En(X), é dada pela equagdo

(] V2 e U1
X(v X(v o X(v
det (01) (v2) (v (5.6)
lel(vl) Xlil(l)g) . lel(vl)
onde vy, vy, -+ ,v; é uma base de C,,[x,y|, o C-espago vetorial dos polindmios em

Clz, y] de grau no mdximo n, e [ = w, XO%v;) = vy e XV(v;) = X971 X ().
Um ponto onde &,(X) = 0 é chamado um ponto de n-inflexdo do campo de vetores
X.

Pelas propriedades do determinante notamos que a defini¢do de curva extactica é
independente da escolha da base de C, [z, y|, o espago de polindmios sobre C de grau
no maximo n. Um ponto de 1-inflexdo ou é um ponto critico do campo de vetores, ou
a trajetdria no ponto tem um ponto de inflexdo no sentido usual. Isto é, ele tem um
ponto de interse¢do tripla com com alguma reta. Em geral, dada uma trajetéria de um
campo de vetores genérico em um ponto ndo singular, podemos encontrar uma curva
de grau n que tem w intersecdes com a trajetdria naquele ponto (i.e. o nimero de
parametros efetivos de uma curva plana geral de grau n).

Um ponto de n-inflexdo ou € um ponto critico de um campo de vetores ou um ponto

46



onde o campo de vetores tem uma tangencia com uma curva de grau n naquele ponto

que € maior que @ Isto pode ser visto se considerarmos a expansao em série de
Taylor para a evolucao no tempo de uma fungdo de x e y ao longo da trajetoéria iniciada

no ponto (o, Yo):

2

F(ZL‘(t), y(t)) = F(x()ayO) + X(F)|(xo,yo)t + XQ(F)|(:E0,Z/0)% +e (57)

No nosso caso, a func¢io F'é uma curva de grau n e portanto uma combinacao linear

da primeira linha da matriz extactica no ponto (zy, yy). De fato, os outros coeficientes

da série de Taylor sao dados por alguma combinagao linear de outras linhas da

matriz extactica em (o, o). Assim o determinante da matriz extactica anula-se em

(zo,Y0) se, e somente se, podemos encontrar uma combinagdo linear de suas colunas

que € zero, e isto € o mesmo que encontrar uma combinagdo linear de mondmios de
grau 1. ou menor para que os primeiros w termos na série acima se anule.

Proposicao 5.3.2 Toda curva algébrica de grau n invariante pelo campo de vetores
X é um fator de &,(X).

Demonstracao: Seja f uma curva algébrica invariante de grau n. Como a defini¢io de
curva extactica é independente da escolha da base de C,,[x, y], consideremos v; = f.
Note que X*(f) = h; f paratodo i, onde h; € Clz,y] e o grau de h; é no maximo n— 1
pois f é invariante por X . Dessa forma, temos f um fator de &,(X) pois f divide todo
elemento na primeira coluna da matriz correspondente. U

Teorema 5.3.3 Seja X um campo de vetores em C?. Entéo E,(X) =0e&, 1(X) #0
se, e somente se, X admite uma integral primeira racional.

Demonstracao: Seja R = g tal integral primeira, entdo as curvas de nivel da integral
primeira, {g = )\} com \ € C, sdo curvas invariantes por X . Pela proposi¢ao (5.3.2),

elas sdo fatores da extactica £,(X). Como existem um niimero infinito destas curvas,
temos &,(X) = 0.

Reciprocamente, se &,(X ) = 0 entdo as linhas da matriz extactica sdo linearmente
dependentes, e assim existem fungdes racionais «; € C(z,y) tais que

k
Ni=> a; X' () =0, j=0,... k-1, (5.8)
i=1
com k — (n+1)2(n+2)‘
Agora, tome k£ o0 menor valor tal que existem fungdes racionais o; parat = 1,..., k,
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ndo todas nulas, e v; € C,,[x,y] parai = 1,..., k linearmente independentes sobre C,
tais que 1i acontece. Observando que a dimensdo de C,, [z, y] é w teremos

k< w e k > 1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que oy = 1.

k
Agora, notemos que Njj 1= ZazX”l( ) =0, 7=0,...,k—2,daf

=1

k

XWNj) = Nj = Z [X(ozi)X (v;) + 0 X7+ (v, Za X (4

=1
k
= ) X(a)X(v) =0 j=0,....k—2

=1

Da minimalidade de k, vemos que os termos X («;) sdo todos nulos. Portanto, cada
um dos «; ou sdo uma integral primeira racional ou constantes. Porém, se todos os «;
Sao constantes, entao

Ny = vy + agvy ... + v =0
€ uma relacio ndo trivial em x e y que ndo € possivel. Assim, pelo menos um dos «;
serd uma integral primeira racional do campo de vetores X . U
A demonstragao do Teorema acima pode ser adaptada para campos de vetores em

Cn.

A prova dos resultados abaixo podem ser encontradas em [[§]]. As estimativas sao
calculadas usando a proposi¢do[5.3.2]e o grau da extactica.

0
Teorema 5.3.4 Suponha o campo de vetores polinomial afim Y = Z Y,— em C",

7,

n > 2, com grauY; = d, 1 <1 < n, tendo finitas hipersuperficies mvarzantes Entdo

1. O niimero de hipersuperficies invariantes de Y, contando multiplicidade, é no
mdximo

nd + (Z) (d—1) (5.9)

Teorema 5.3.5 Seja Fx uma folheagdo holomorfa I-dimensional em PG com
grauFx = d. Suponha que Fx ndo admite integral primeira racional. Entdo:
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1. O niimero de hipersuperficies irredutiveis invariantes por Fx de grau k, con-
tando multiplicidades, é no mdximo

n+k) 1)
— d—1
() e (ts o
2. Paraocasode k =1

(n+1)+ (n;r1)<d_1): [ncH— (Z)(d—l)] +1:+1 (5.10)

Corolario 5.3.6 Seja Fx uma folheacdo holomorfa I-dimensional em P{ de
grauFx = d e suponha que Fx ndo admite integral primeira racional. Entdo o
niimero de hipersuperficies invariantes por Fx que contém um l-plano fixo, 0 < [ <
n — 1, é limitado por
—1
n—l+(n2 )(d—l). (5.11)

Exemplo: Este exemplo mostrard que as cotas

(n+1)+ <n;1)(d—1): {nd+ <Z)(d—1)} +1

n—z+(”2_l)(d—1),

respectivamente, [[5.10] e [5.11]] sao optimais. Considere os campos de vetores defini-
dos em coordenadas afim zy = 1, por

" . %)
Xo = Z_l:z (241 —1) 9 (5.12)
0 NS a0
Xy= g+ z;z (21— 1) o (5.13)

- 0 & 0
_ d d d—1
X, = E (Zl+...+z§l+...+zl)azj —|—i:%+1zi(zi —1)a @"2 <l<n-1. (5.14)

49



Observemos que

ondeé?=1el<i<j<n.

Como

para0 < j < mn,e
Xo(zi+ 26" = Xo(zi — (=€)

otk
Xo(zi — 2(=€") = 2 (szil - 1) Oz = 2(=¢7)

= | = 26 — (- 6]
= (z — z(=EN TV + 2Tz (—eh) +

= (2 —z(-

¢
oz O

(5.15)

(5.16)

paral <i<j<mne0<k<d—1temosn+ 1+ ("I")(d— 1) hipersuperficies

invariantes pelo campo X|,. Isto mostra que a cota dada em (5.10) € optimal.
O campo de vetores X deixa invariante as n + (Z) (d — 1) hipersuperficies

z;=0, 1<j<nmn, 2Tl =, 1<i<j<n.

? J

(5.17)

Basta um célculo semelhante ao feito em (5.16) para verificar esse fato. X; deixa
invariante a reta L' = {25 = ... = z, = 0}, que € a base local do sistema linear
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n
Z \; z;. Com efeito,

=2

Xl(zz) = 8Zi + Z Zi (Zld_l - 1) azz

Além disso, asn — 1+ (";1) (d—1) hipersuperficies listadas abaixo sdo invariantes
por X; e contém L' :

2;=0, 2<j<n, Z'—-z2"1=0, 2<i<j<n (5.18)

Novamente utilizando um célculo semelhante ao feito em (5.16) verifica-se a invarian-
cia por X;.

Quantoa X;,2 <! <n-—1olplanoL! = {2, = ... = 2, = 0} é deixado

invariante, assim como as n — I + (" l) (d — 1) hipersuperficies, que contém todos L. :

=0, I+1<j<n, zF'-2"=0, +1<i<j<n (5.19)

1

Assim (5.17), (5.18) e (5.19) mostram que (5.11]) € optimal para, 0 < <n — 1.
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Capitulo 6

Integrabilidade Algébrica de r-formas
polinomiais diferenciais

Este capitulo é dedicado ao estudo do artigo , no qual, M. Corréa Jr, L. G. Maza e
M. G. Soares demonstram um teorema de integrabilidade algébrica do tipo Darboux-
Jouanolou para as r-formas diferenciais polinomiais. Definiremos a dlgebra exterior
das r-formas diferenciais polinomiais e veremos algumas propriedades da mesma. Em
seguida, utilizaremos novamente o Teorema dos Zeros de Hilbert para demonstrar im-
portantes resultados para a conclusdo do teorema principal deste capitulo. Apresenta-
remos também a defini¢do de integral primeira para uma r-forma e uma caracterizagao
da mesma. Finalizamos este capitulo com a demonstrag¢do do teorema principal.

Teorema 6.0.7 Considere o corpo dos complexos C e w uma r-forma polinomial de
grau d em C". Se w admite

d—1+n n
() ()

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entdo w admite uma integral pri-
meira racional.

Como corolarios temos,

Corolario 6.0.8 (Jouanolou). Seja w uma 1-forma polinomial de grau d em C". Se w

admite
(d—1+n)'<n)+2
n 2
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hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entdo w admite uma integral pri-
meira racional.

Mostraremos em seguida que o teorema [5.0.3|do capitulo anterior segue como um
corolério do teorema|6.0.7/

Corolario 6.0.9 Seja X um campo de vetores polinomiais de grau d em C". Se X

admite
(d—l—l—n ) i
n

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entdo X admite uma integral pri-
meira racional.

n

Demonstracdo: Em C”, tome um campo de vetores polinomiais X = Z Pia— de
, i
i=1

grau d. Seja a n-forma w = dz; A ... A dz,. Fazendo a contragdo de w na dire¢do de
X, temos a (n — 1)-forma

ix(W) =wy = Y (1) Pdz A dz... Adz,

i=1

Considere V' = {f = 0} uma hipersuperficie invariante por X. Temos entdo que

wx ANdf = (Z(—1)“de1 Aodzie. A dzn> A <Z g—jdzi>
=1

i=1

= (=1)! (Plg +..+ Pn%) dzy N ---dzi--- Ndzy,
1 n

— (—1)"_1X(f)dzl A...Ndz,.
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Esta forma tem a propriedade que uma hipersuperficie algébrica V- = {f = 0} é
invariante por X se, e somente se, ela é wy-invariante.

De fato, V' = {f = 0} é invariante por X se, e somente se,
X(f)=h-f.
Segue que
(wx ANdf)=f-(h-dzy A... Ndz,).

Observe que wy admite

(d_iﬁn)*” _ (d—iﬂtn)'(z)ﬁl
— <d—711+n>.((n_q)+1)+(n_1)+1

hipersuperficies algébricas invariantes. Portanto, utilizando o teorema (3.1) segue o
resultado. U

6.1 r-formas diferenciais polinomiais em C"
Considere a dlgebra exterior de r-formas polinomiais em C" dada por
0(n) = A.(C") ® C[z],

onde A,(C") é o espago das formas r-lineares alternadas em C". Seja S, o subespago
de C[z] de polindmios de grau < d. A dlgebra Q"(n) é naturalmente graduada:

6 (n) = P %),

deN
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onde (n) = A,(C") ® Sy4. Note que ©/(n) é um C-espago vetorial de dimensdo

finita com
) ., d+n n
aime(gm) = (7))

De fato, note que A,.(C") ~ c( >, daf

Q(n) = A(C")®Sq

~ C(:L) ® Sq
~ §°0)
Entao,
dimeQn(n) = dimesS) = (2) - dimeSy.

d+n

), temos

dime (S (n)) = (d;;”) . <Z)

Tomando uma r-forma polinomial w,

Como dimcSy = (

w = Z Pil_,,l-rdzil AN ...dZiT,

1<i1 <...<ir<n
definamos o grau de w por

grau(w) = max{grau(P, _;),1 <iy < .. <i, <n}.
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Sew € Q(n),entdo P;, ;. € Sy.

Definicdo 6.1.1 Seja w € Q" (n). Defina o C(z)-subespago vetorial E£*(w) de
Q' (n) @ C(z) por

EXw)={ne Q' (n)®C(z);wAn=0}

Lema 6.1.2 Seja w € Q7 (n). Se existem r elementos 1, ...,n, € E*(w) que sdo line-
armente independentes sobre C(z), entdo existe R € C(z) tal que

w=RmN..\An.

Demonstragio: Considere a C(z)-base {ny, ..., 0, Dri1, -, Nar t de Q1 (n) @ C(2) ob-
tida pelo completamento de {7, ..., 7, } para uma C(z)-base, onde M = dimc Q' (n)®
C(z). Escreva

W= Z Ry imin N o A,

1<i1<..<ip <M

pois w € Q"(n). Como wAmn = 0,para todo ¢ = 1,..,r, temos assim

6.2 Hipersuperficies invariantes e integral primeira ra-
cional

Definicdo 6.2.1 Seja V' = {f = 0} uma hipersuperficie algébrica em C" e w € Q" (n)
uma r-forma polinomial. V' é invariante por w se (w A df )y = 0.

Suponha que w = w; A ... A w,, com w; € QY(n), 7 = 1,...,r. w induz uma
(possivelmente singular) distribuicdo de (n — r)-planos © " por (;_, Ker(w;), i =
1,...,7. Como

Ker(w;) = {v € T,C" w;(v) = 0}
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segue que
Ker(w) = ﬂ Ker(w;).
i=1

A invariancia de V' por w significa que D, (x) C T, V,y, onde V., = V'\ Sing(V)
€ a parte regular de V.

Proposicao 6.2.2 Uma hipersuperficie V' é invariante por w se, e somente se, existe
O € UM tal que w N df = fO.

Demonstracao: Como

w = Z Pi1,...,deZ1 A ...dZiT

1<ig <...<ip<r

temos
wAdf = Z Wiy ooin 2y N odz;
1<i1<...<ip<n
Dai,
(WAdf )y =0=a;,,.ilv=0=a,. i €(f)
Portanto,

WNf = fh-dz A dzp = fY he-da Adzg = f- Oy,

onde h € S;_;. Logo, existe O € Q"] que satisfaz a igualdade desejada. A reciproca
e imediata. 0

Definicdo 6.2.3 Seja R = P/Q) € C(z) uma fung¢do racional ndo constante e consi-
dere o pencil {P — \Q = 0} ec. Chamamos R uma integral primeira racional para
w se V\, = {P — \Q = 0} é invariante por w para todo \ € C.
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Segue uma caracterizagdo para integral primeira.

Lema 6.2.4 Seja R € C(z) uma funcdo racional ndo constante. Entdo R é uma
integral primeira de w se, e somente se, dR € £*(w).

Demonstracao: Considere

w /\ dR = Z af’il...irdzl'l /\ ct d’zir+1’

1<i1<..<trg415N

onde a;, ; € Clz]. Seja R = P/ uma integral primeira para w. Entao

Z ai1...irdzi1 A... dzi,~+1 = wA dR

= wAdR—-\)
= wA d(g - A)
= wA d(P _Q/\Q)
wAd(P—-AQ)Q — (P —\Q)dQ
= 0
 wAd(P-2Q)Q — (wAdQ)(P — Q)
= o
_ (P=2Q)0,Q — (w A dQ)(P — AQ)
= 0
— (P29 o AL
Observe que
e = Z bil,,,irﬂdzil VAN d’zir+1'
1<i1 <...<ipy1<n
comb;, ; ., € Clz]. Assim
w N dQ = Z Cil._.irdzil VAN dZZ'T+1,

1<i1 <. <ir<n
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onde ¢;, ;. € C[z]. Temos

wAdR = Z ail.,,irdzil VANPI dzir+1

(P — )\Q) [(Z Qbil 77777 ¢r+1dzi1 N dzir+1) — (E Cil...irdzil VAR dzi,,,H)]
Q? '

Segue que, paral <1i; < ... <1, <n,eparatodo A € C

Z Qb’i1...ir+1 - Z Cil ..... ir
QQ

A4y .4 = (P - AQ) )

Portanto a;, ;. = 0,paral <y < ... < 4,41 < n, pois P — A(Q sao fatores de a;, ;.
para todo A € C. Logo

WANAR =Y a;, ;. dzi, N...dz, ., =0.

Reciprocamente,

WAdR=0 = wAdR—)X)=0
P
= wAd(=—X)=0

Q
N w/\d(P_Q)\Q)zo
L AP0 - (P0G
= wQANd(P - 2Q) = (P —2Q)dQ
~ WAdP=AQ) = (P— )\Q)dg

Segue da proposi¢do[6.2.2|que V), € invariante por w para todo A € C. Isto mostra que
R € integral primeira. 0J
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6.3 Prova do Teorema

Demonstracao: Seja

. , d—1+n n
N:dszQdﬂ(n):< " ) (r—l—l)‘

Suponha que w € Q" (n) admite N + r + 1 hipersuperficies irredutiveis invariantes
definidas em C" pelos polindmios, f1, ..., fy.,+1. Entdo pela proposicdo |6.2.2] para
cadai € Iny,ri1 = {1,... N + 1+ 1}, existem Oy, € Q"] (n) tais que

Como dimc§2;"1(n) = N, para cada k = 1,...,r + 1, podemos escolher niimeros

: 1
AFy oy Ny, s Al y € Ctais que Af # 0, NV ., #0e

k+N
d Mo =0 (6.2)
j=k
De fato, como Oy, € Q71 (n), 0s {Oy,, ..., O, } sdo linearmente dependentes em C
k+N
paratodo k =1,...,7+ 1. Dai se Z Af -0y, =0, existe A\l € C*,i € {k,..., N +k},
j=k

que satisfaz a equacdo citada. Logo, podemos rearranjar os termos de tal forma que
N #0e Ay, #0.
Agora, paracada k = 1,...,r + 1, defina a forma racional

k+N

df;
Nk = Z /\§ : f—J
j=k !

Segue de (6.1) e (6.2)) que,
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k+N df,
wAnNE = wA(ZA?%)
=k

k+N

Isto €,

wAN=0k=1,..,r+1 (6.3)

implicando que 7, € £*(w), paratodo k = 1,...,r + 1.
Defina vy =y A ... A ey = 1o A ... An.1. Temos as seguintes possibilidades:

Casol. a; #0eas # 0.
Caso 2. a; = 0ou g = 0.

Caso 1:
Observemos que |a |o 7 |2|0. De fato,

k1 k42
la1]oo € (J{fi = 0} e |aaloe < {5 = 0}
i=1 =2
e como A} # 0, temos
{f1 =0} Cloa|e{f1 =0} & [aal.
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onde | - |« denota o conjunto de polos. Isto diz que ; e ay sdo linearmente in-
dependentes sobre C. Caso contrdrio, ap = Aa; com A € C, implicando assim em
|1 |00 = |2|c0» absurdo.

ComowAn, =0, k=1,...,r+1 e utilizando o lema6.1.2]existem Ry, Ry € C(z)
tais que o; = R;w, @ = 1, 2. Portanto oy = %052.

Note que as r-formas o, e a5 sdo fechadas, pois, para todo k£ = 1, ..., + 1 temos
dng = )\fd(%) =0edaida; = d(mA...An,) = 0, andlogamente das = 0. Segue
entdo

. R1 . Rl R1 Rl _
d(lfl—d|:<R20é2>:|—d(RQ)/\(I2+(R2>Ad()é2:>d(R2)/\a2—0
—_——

0

€ com isso segue que d(%) A w = 0. Além disso, como «; € as sdo linearmente

independentes sobre C, R = g—; nao € constante. Dessa forma temos que a fungdo

racional 1R uma integral primeira para w.

Caso 2:

Suponha que o; = 0. Seja m o maior natural tal que 7y, ...,n,, sejam linearmente
independentes sobre C(z). Seja,

M1 = Y Ri-n; (6.4)
=1

com Ry, ..., R,, € C(z). Como 7, é fechado paratodoi = 1,...,m + 1, diferenciando

a equagdo (6.4)
0="> dR; A (6.5)
i=1

Entdo, para cada j € I,,, = {1,...,m}, multiplicando (6.3) por 71 A ... A ; A .0},
teremos

i=1

0= (Z de N 7]1) N m VANPVAN T/]\J FANAN Nm = (—1)j+1de N m VANIAN Nm- (66)
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Como 71, ..., 1, sdo linearmente independentes sobre C(z), a igualdade nos

diz que existem gy, ..., g, € C(2) tais que dR; = Z gi - m;. Por |i temos
i=1

de/\w:Zgi-m/\w:O.

=1

Além disso, de (6.4)) e do lema de Jouanoulou, que afirma que as 7;/; sdo linearmente
independentes sobre C, existe iy € {1, ..., m} tal que R;, ndo é constante. Isto é, R;, é
uma integral primeira racional para w. O caso as = 0 € andlogo. U

Suponha m; A ... Am. # 0. Segue da prova do teorema [6.0.7 que w/R =
m A ... A n, € integravel pois, como vimos, existe 7, tal que

dRio A (771 VAN ’I7r) = 0.
Dai,
dR;, € £ (%)

As folhas da folheag¢do induzida por w/R sdo as interse¢des dos niveis de fun-

k
¢oes multivaluadas Fj, = log (f,jﬁ . f:/f,;’“),k =1,...,7, onde N = < d;:n )
n
. )

k k
Note que 7, = dFy. De fato, seja Fj, = logf,;\’c e ;ﬂvjj com k = {1,....,7}.
Entao,
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dFy, = d(logfk fN]rlrgk)
= d(log fk’“ + .. +10ng112’“)
= d(log f*) + ... + d(log fom

k_
M My Vi
= A dfk+-'-+Tdi+k
fk; fN+k
k+N
- Y oa df;
J f
j=k !
Neste caso, 12 € o que chamamos de fator de integragio para w, pois d(%) = 0.
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