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plo de profissional. À Priscila, que apesar de chorar muito, as conversas sérias
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2 Representações e Álgebras Envelopantes 15
2.1 Representações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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4.1 Álgebras de Lie Correntes Truncadas . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2 Uma Modificação na Forma de Shapovalov . . . . . . . . . . . . . 50
4.3 Decomposição da Forma de Shapovalov . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.4 Valores da Forma de Shapovalov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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RESUMO

MARTINS, Victor do Nascimento, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, julho

de 2013. Representações de peso máximo para álgebras de Lie correntes

truncadas. Orientadora: Marinês Guerreiro. Coorientador: Rogério Carvalho

Picanço.

Neste trabalho estudamos representações de peso máximo de álgebras de Lie cor-

rentes truncadas. Estas álgebras são definidas como o produto tensorial de uma

álgebra de Lie por um anel de polinômios truncado. O objetivo principal é es-

tabelecer um critério para a redutibilidade dos objetos universais da teoria de

representações de peso máximo, os chamados módulos Verma. Em sua tese de

doutorado, Benjamin J. Wilson provou que a redutibilidade dos módulos Verma

das álgebras de Lie correntes truncadas depende apenas de uma de suas compo-

nentes homogêneas. Nosso trabalho consiste em estudar o critério estabelecido

por Wilson.
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ABSTRACT

MARTINS, Victor do Nascimento, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, july,

2013. Highest weight representations for truncated current Lie algebras.

Adviser: Marinês Guerreiro. Co-adviser: Rogério Carvalho Picanço.

In this work we study highest weight representations for truncated current Lie

algebras. These algebras are defined by the tensor product of a Lie algebra and of

a truncated polynomial ring. The main goal is to establish a criterion for the re-

ducibility of the universal objects in the theory of highest weight representations,

the so called Verma modules. In his doctoral thesis, Benjamin J. Wilson proved

that the reducibility of the Verma modules of the truncated current Lie algebras

depends only on one of their homogeneous components. This work consists in

studying the criterion established by Wilson.
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INTRODUÇÃO

Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g munido de um produto bilinear

[ , ], denominado colchete ou comutador de Lie que satisfaz a propriedade da

antissimetria e a identidade de Jacobi, isto é, [x, [y, z]]+ [y, [z, x]]+ [z, [x, y]], para

todos x, y, z ∈ g. As álgebras de Lie surgiram na década de 1870, nas pesquisas

desenvolvidas pelo matemático norueguês Sophus Lie (1842 - 1899). Seu pro-

grama de pesquisa baseava-se na tentativa de estender às equações diferenciais a

Teoria de Galois existente para as equações algébricas. Devido às suas descober-

tas, Lie deixou de lado seu objetivo inicial voltado para as equações diferenciais

e dedicou a estudar as álgebras de Lie. A Teoria de Lie desenvolveu-se a partir

da descoberta de Lie dos grupos infinitesimais.

Lie fez uma analogia com a Teoria dos Grupos e, a partir dáı, introduziu os

conceitos de subgrupos, subgrupos normais, homomorfismos. Ele mostrou que

estes conceitos correspondem às noções de subálgebra, ideais e homomorfismos

de álgebras de Lie, respectivamente. Juntamente com o matemático Friedrich

Engel (1861-1941), ele detalhou outras noções como as de grupos derivados e

solúveis e a relação entre os produtos nas álgebras e comutadores nos grupos.

Dessa forma, as álgebras de Lie são objetos infinitesimais associados aos grupos

de transformações, com o produto da álgebra correspondendo ao comutador do

grupo. Assim a teoria passa a ter uma consideração mais algébrica.

Uma das vertentes na Teoria de Álgebras de Lie, e que é foco de nosso trabalho,

é o estudo das representações destas álgebras. Estruturas algébricas abstratas são

comumente estudadas via suas representações. Em representações de álgebras de

Lie, basicamente o que fazemos é uma identificação de determinada álgebra de Lie

com uma álgebra de Lie de operadores lineares, o que torna a tarefa de estudar

a álgebra inicial um pouco mais fácil, já que conhecemos melhor a estrutura das

álgebras dos operadores lineares. No decorrer do trabalho, o termo representações

de uma álgebra de Lie g será frequentemente substitúıdo por g-módulo. Isso se

deve ao fato de que representações de uma álgebra e módulos de uma álgebra são

definições equivalentes, conforme mostraremos no Caṕıtulo 2.

Dada uma álgebra de Lie g sobre um corpo K de caracteŕıstica 0, fixe um

inteiro positivo N . A álgebra de Lie ĝ = g ⊗K
K[t]

tN+1K[t]
sobre K , com colchete

de Lie dado por

[x⊗ ti, y ⊗ tj] = [x, y]⊗ ti+j, para todos x, y ∈ g e i, j ≥ 0,

é chamada uma álgebra de Lie corrente truncada. Essas álgebras são uma ge-

neralização das álgebras de Takiff estudadas por Takiff em [8]. Na definição
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dessas álgebras, queremos deixar claro que não estamos impondo restrições sobre

a álgebra de Lie g para a construção de ĝ, isto é, g pode ou não ser de dimensão

finita. Em nosso trabalho, a finitude da dimensão da álgebra não aparecerá como

restrição em nenhum resultado importante.

Dada uma álgebra de Lie, é interessante conhecer todas as suas representações,

no entanto, este conjunto de representações é, em geral, muito grande. Uma classe

de representações é a das representações de peso, que ainda assim é muito grande.

Como subconjunto desta classe temos as representações de peso máximo.

O principal objetivo de nosso trabalho é desenvolver, assim como em [10] e

[11], um estudo de uma teoria de representações de peso máximo para álgebras

de Lie correntes truncadas. Os módulos Verma, objetos universais nesta teoria,

serão estudados em mais detalhes e buscamos estabelecer um critério para a

redutibilidade destes módulos e, consequentemente, ter um resultado a respeito da

redutibilidade de representações de peso máximo para as álgebras de Lie correntes

truncadas. Para isso, dividimos este trabalho em quatro caṕıtulos e dois apêndices

que passamos a descrever.

No Caṕıtulo 1, o nosso principal objetivo é familiarizar o leitor com a teoria

básica das álgebras de Lie, a fim de que este possa ter mais facilidade no en-

tendimento dos conteúdos mais avançados que serão apresentados nos caṕıtulos

subsequentes. Seguindo as linhas de [3] e [7], começaremos com as denifições

básicas da maioria das estruturas algébricas. Apresentaremos a definição for-

mal de álgebras de Lie e dos objetos usuais das teorias em Álgebra: subálgebra,

ideais e morfismos. Além disso, chamamos a atenção para os exemplos que a-

presentaremos neste caṕıtulo, pois os utilizaremos até o fim de nosso trabalho.

Acreditamos que esta metodologia facilitará a compreensão dos tópicos aqui a-

presentados. Omitimos alguns resultados clássicos da teoria geral das álgebras de

Lie com o intuito de focar nos tópicos que serão relevantes para nosso trabalho,

mas sugerimos ao leitor que consulte as referências [3] e [7] para mais detalhes

e para as demonstrações dos resultados que forem omitidas neste caṕıtulo ini-

cial. Novamente enfatizamos que o mais importante neste caṕıtulo é um bom

entendimento dos exemplos nele presentes.

No Caṕıtulo 2, procuramos fazer, em um primeiro momento, um breve co-

mentário sobre representações de álgebras de Lie. Na Teoria de Representações,

o que fazemos é “transformar” uma estrutura algébrica abstrata em uma es-

trutura mais conhecida e fácil de manipular, tais como álgebras ou grupos de

operadores lineares. Assim como no Caṕıtulo 1, focamos nos tópicos que serão

de maior relevância em nosso trabalho. Dáı, não apresentamos vários exemplos

de representações de álgebras de Lie como feito em [7]. Destacamos a repre-

sentação adjunta que será importante para o entendimento dos demais caṕıtulos.

Mostramos também a equivalência entre os conceitos de módulo e representação,

pois nos demais caṕıtulos quase sempre estaremos utilizando o termo módulo

para nos referirmos a alguma representação de uma dada álgebra de Lie. Fi-

nalizamos este caṕıtulo definindo e apresentando os principais resultados sobre

álgebras envelopantes universais.

Dada uma álgebra de Lie g, uma álgebra envelopante universal de g é uma

álgebra associativa U(g) que, de certa forma, “contém” g e, além disso, as repre-
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sentações de g se estendem a representações de U(g). Neste caṕıtulo, conclúımos

que a categoria das representações de uma álgebra de Lie é isomorfa à categoria

das representações de sua álgebra envelopante universal. Este fato será usado

nos Caṕıtulos 3 e 4, onde passaremos, de maneira natural, a trabalhar com U(g)-

módulos ao invés de g-módulos.

No Caṕıtulo 3, desenvolveremos as teorias de módulos de peso e módulos de

peso máximo para álgebras de Lie. Para definirmos uma teoria de peso máximo,

devemos fazer uma escolha de uma decomposição triangular para a álgebra de

Lie. Escolhemos uma subálgebra abeliana h de g que age diagonalmente sobre g

via a representação adjunta e escrevemos g = h⊕
⊕
α∈∆

gα para a decomposição em

autoespaços, onde ∆ ⊂ h∗. Uma decomposição triangular de g é, essencialmente,

uma divisão do conjunto ∆ em dois conjuntos opostos ∆ = ∆+ ∪ ∆− que são

fechados para a soma e que definem uma decomposição em g como soma direta

de subálgebras

g = g+ ⊕ h⊕ g−, onde g± =
⊕
α∈∆+

g±α.

Um g-módulo M é um módulo de peso se a ação de h sobre M é diagonalizável.

Um g-módulo de peso M é um módulo de peso máximo se existe um vetor não

nulo v ∈M e um funcional Λ ∈ h∗ tais que

g+ · v = 0, U(g) · v = M, h · v = Λ(h)v, para todo h ∈ h.

Mostraremos que todos os módulos de peso máximo Λ são imagens homomórficas

de um certo módulo de peso máximo Λ denotado por M(Λ) e chamado módulo

Verma. Dáı o fato destes serem chamados objetos universais nessa teoria.

No Caṕıtulo 4, apresentaremos a definição formal de álgebras de Lie correntes

truncadas e construiremos uma teoria de peso máximo para estas álgebras. No

fim deste caṕıtulo, estaremos prontos para enunciar e provar um critério de re-

dutibilidade para os módulos Verma desta álgebra. Veremos que o critério de

redutibilidade para estes módulos não depende da álgebra de Lie g escolhida para

a construção da álgebra corrente truncada ĝ. Além disso, no fim do caṕıtulo apre-

sentaremos dois corolários que dão critérios mais precisos para a redutibilidade

de módulos Verma das álgebras de Virasoro e Heisenberg, que são os exemplos

que começamos a apresentar já no Caṕıtulo 1.

Essa dissertação possui ainda dois apêndices. O primeiro versa sobre produtos

tensoriais e o segundo sobre uma realização concreta da álgebra de Lie de Witt

sobre o corpo dos complexos. O objetivo do primeiro apêndice é que o leitor possa

ler essa dissertação sem ter que consultar uma outra bibliografia para lembrar

os conceitos e resultados de produtos tensoriais, deixando nosso trabalho mais

autocontido. O segundo apêndice aparece apenas como uma forma de mostrar

ao leitor que algumas álgebras de Lie podem ser obtidas de maneira concreta.

Nos comentários finais proporemos um posśıvel problema para prosseguimento

dos estudos na direção desta dissertação.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo inicial, o objetivo principal é apresentar os conceitos básicos da

Teoria de Álgebras de Lie. Para isto, apresentaremos a definição formal de

álgebras de Lie e os objetos usuais em teorias de estruturas algébricas em geral:

subálgebra, ideais e morfismos. Além disso, exibiremos alguns exemplos que nos

acompanharão até o fim deste trabalho. Para maiores detalhes sobre os conceitos

que serão apresentados sugerimos uma consulta a [3] e [7].

1.1 A Noção de Álgebra de Lie

Álgebras de Lie são, essencialmente, K-espaços vetoriais munidos de uma nova

operação que, em geral, não é comutativa e nem associativa. Ao longo deste

trabalho, a menos que mencionemos o contrário, assumiremos carK = 0. For-

malmente, temos:

Definição 1.1.1 Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g munido de uma

lei de composição interna bilinear, geralmente chamada colchete de Lie ou

comutador de Lie e denotada por

[ , ] : g× g→ g

que satisfaz

(i) [x, x] = 0, para todo x ∈ g. (Antissimetria)

(ii) [x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0, para quaisquer x, y, z ∈ g.

(Identidade de Jacobi)

Do item (i) da definição e da bilinearidade do colchete temos, para x, y ∈ g,

[x+ y, x+ y] = 0⇔ [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y] = 0⇔ [x, y] = −[y, x].

Decorre deste fato a antissimetria (ou anticomutatividade) do colchete de Lie.

Uma álgebra de Lie é dita comutativa se, e somente se, [x, y] = 0, para todos

x, y ∈ g. Neste caso, dizemos que a álgebra de Lie é abeliana.

A dimensão de uma álgebra de Lie g é a dimensão de g como espaço vetorial.

4



Definição 1.1.2 Uma K-álgebra A é um K-espaço vetorial munido de uma

aplicação de A × A em A, (x, y) 7→ x · y, satisfazendo, para todos x, y, z ∈ A e

c ∈ K,

x(y + z) = xy + xz,

(x+ y)z = xz + yz,

c(xy) = (cx)y = x(cy).

A álgebra A é associativa se x(yz) = (xy)z, para todos x, y, z ∈ A.

Uma álgebra associativa A pode ser munida de uma estrutura de álgebra de

Lie, definindo o colchete de Lie por

[x, y] = xy − yx, para todos x, y ∈ A.

Usaremos a notação A(−) para nos referirmos à álgebra associativa vista como

uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.3 (R3 com o produto vetorial)

Dados os vetores u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3) em R3, defina o produto

vetorial entre u e v por

u× v = (u2v3 − v2u3, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1).

O produto vetorial é bilinear e, além disso, u × v = −v × u, para quaisquer

u, v ∈ R3. Logo v × v = −v × v e dáı v × v = 0, para todo v ∈ R3. Para provar

a identidade de Jacobi, observe as três igualdades que seguem para quaisquer

u, v, w ∈ R3

u× (v × w) = (u · w)v − (u · v)w,

v × (w × u) = (v · u)w − (v · w)u,

w × (u× v) = (w · v)u− (w · u)v,

onde o śımbolo · denota o produto escalar usual. Somando essas três igualdades,

temos verificada a identidade de Jacobi. Portanto, R3, com o produto vetorial

fazendo o papel do colchete, é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.4 (Mn(K) : a álgebra das matrizes n× n sobre K)

O espaço vetorial Mn(K) munido do comutador

[A,B] = AB −BA

com A,B matrizes n × n é uma álgebra de Lie. Denotaremos a álgebra de Lie

das matrizes n × n por gln(K) ou simplesmente gln omitindo-se o corpo. Esta

álgebra pode ser identificada com EndK(V ), a álgebra dos operadores K-lineares

de um espaço vetorial V de dimensão n.
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Exemplo 1.1.5 (Álgebras abelianas)

Como neste caso [ , ] = 0, a estrutura de álgebra de Lie não acrescenta nada

à estrutura de espaço vetorial. Como exemplos de álgebras abelianas temos os

espaços vetoriais g tais que dim g = 1.

Exemplo 1.1.6 (Álgebra não-abeliana de dimensão 2)

Sejam g uma álgebra de Lie não abeliana de dimensão 2 sobre um corpo K e

β = {x′, y′} uma base para tal álgebra. Construa uma outra base de g, {x′′, y′′},
da seguinte forma: x′′ = [x′, y′] e y′′ o elemento que completa o conjunto {x′′} a

uma base de g. Como β é uma base de g, então existem a, b, c, d ∈ K tais que

x′′ = ax′ + by′ e y′′ = cx′ + dy′. Assim

[x′′, y′′] = [ax′ + by′, cx′ + dy′]

= (ad− bc)[x′, y′]
= (ad− bc)x′′.

Portanto, existe uma base {x, y} de g tal que [x, y] = x, a saber, x = x′′ e

y =
1

ad− bc
y′′.

Definição 1.1.7 Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de Lie de g é um

subespaço vetorial h de g que é fechado em relação ao colchete, isto é, [x, y] ∈ h,

sempre que x, y ∈ h.

Uma subálgebra de Lie h de g é uma álgebra de Lie considerando-se a restrição

do colchete a h.

Exemplo 1.1.8 (Algumas subálgebras abelianas)

(i) Todo subespaço vetorial de dimensão 1 de uma álgebra de Lie não nula é

uma subálgebra abeliana;

(ii) O espaço das matrizes diagonais é uma subálgebra abeliana de gln;

(iii) Todo subespaço de uma álgebra abeliana é uma subálgebra abeliana.

Exemplo 1.1.9 (Algumas subálgebras de gln)

(i) son = {x ∈ gln : x+ xt = 0}, onde xt denota a matriz transposta de x;

(ii) sln = {x ∈ gln : tr x = 0};

(iii) A subálgebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonalx ∈ gln; x =

 0 ∗
. . .

0 0


 .
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Vejamos agora, de forma um pouco mais detalhada, alguns exemplos que

aparecerão frequentemente neste trabalho.

Exemplo 1.1.10 (A álgebra sl2)

A álgebra de Lie sl2 = {z ∈ gl2 : tr z = 0} é uma álgebra de dimensão 3 e

uma base ordenada de sl2 é dada por {x, h, y}, onde

x :=

(
0 1
0 0

)
, h :=

(
1 0
0 −1

)
, y :=

(
0 0
1 0

)
.

Calculando os comutadores entre os elementos da base, temos

[h, x] = 2x, [h, y] = −2y, [x, y] = h.

Por estes cálculos, sl2 de fato é uma subálgebra de gl2.

Exemplo 1.1.11 (Álgebra de Witt)

Seja X =
⊕
n∈Z

KLn um espaço vetorial de dimensão infinita sobre K, com base

dada pelos śımbolos {Ln : n ∈ Z}. Defina, nos elementos da base de X, o seguinte

colchete de Lie

[Lm, Ln] = (n−m)Lm+n, para todos m,n ∈ Z,

e estenda por linearidade aos elementos de X. Desta forma, fica definida em X

uma estrutura de álgebra de Lie. Chamamos essa álgebra de álgebra de Witt

e a denotamos por W.

Apesar da forma abstrata com que apresentamos a álgebra de Witt, ela pode

ser realizada de outras maneiras mais concretas. Uma dessas, por exemplo, é

realizarmos a álgebra de Witt sobre os complexos como a álgebra das derivações

(para definição de derivação ver seção 1.3) de A, onde A = C[z, z−1] é a álgebra

dos polinômios de Laurent. Neste caso, Lm = zm+1 d

dz
. Essa realização pode ser

vista no Apêndice B.

Exemplo 1.1.12 (Álgebra de Virasoro)

A álgebra de Virasoro B é gerada como espaço vetorial pela base

{Lm : m ∈ Z}∪{c} tal que c é um elemento central, isto é, [c, Lm] = 0, para todo

m ∈ Z, e o colchete em B é definido por

[Lm, Ln] = (n−m)Lm+n +
1

12
(m3 −m)δm,−nc,

onde δm,−n representa a função delta de Kronecker e o colchete é estendido por

linearidade. Desta maneira, B é dada por

B = X ⊕Kc.
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Vamos verificar a identidade de Jacobi para três elementos distintos da base de

B. Sejam Lm, Ln e Lp em B tais que m 6= −n, m 6= −p e n 6= −p. Assim,

δm,−n = δm,−p = δn,−p = δn,−m = δp,−m = δp,−n = 0 e dáı

[Lm, [Ln, Lp]] + [Ln, [Lp, Lm]] + [Lp, [Lm, Ln]] =

(p− n)[Lm, Ln+p] + (m− p)[Ln, Lm+p] + (n−m)[Lp, Lm+n] =

(p−n)(n+p−m)Lm+n+p+(m−p)(m+p−n)Lm+n+p+(n−m)(m+n−p)Lm+n+p =

((p− n)(n+ p−m) + (m− p)(m+ p− n) + (n−m)(m+ n− p))Lm+n+p = 0.

A escolha do escalar 1
12

na definição do colchete é irrelevante para nosso trabalho,

pois podeŕıamos tomar por exemplo c = ac no lugar de c, para qualquer a ∈ K.

Note ainda que W é um subespaço de B, mas não é uma subálgebra.

Exemplo 1.1.13 (Álgebra de Heisenberg)

Uma álgebra de Heisenberg é uma álgebra de Lie H sobre K que admite

um subespaço unidimensional c com as propriedades

[H,H] = {[x, y] : x, y ∈ H} = c

[H, c] = {[x, y] : x ∈ H, y ∈ c} = (0).

Uma forma de realizá-la é considerarmos H gerada por {an : n ∈ Z} ∪ {c}, onde

c é central e [am, an] = mδm,−nc é estendido por linearidade a H.

1.2 Ideais e Morfismos

Nesta seção, além dos conceitos de ideais e morfismos de álgebras de Lie, falaremos

brevemente de quocientes e dos clássicos teoremas de isomorfismos.

1.2.1 Ideais

Definição 1.2.1 Uma subálgebra h de uma álgebra de Lie g é um ideal se, para

quaisquer x ∈ g e y ∈ h, temos [x, y] ∈ h.

Na Teoria de Álgebras de Lie, os ideais desempenham função análoga aos

subgrupos normais em teoria de grupos e aos ideais bilaterais em teoria de anéis.

Exemplo 1.2.2 (Ideais triviais)

O subespaço nulo e g são os ideias triviais de g.

Exemplo 1.2.3 O centro Z(g) de g dado por

Z(g) = {x ∈ g : [x, y] = 0, para todo y ∈ g}

é um ideal de g. Para verificar isso, basta utilizar a identidade de Jacobi.
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Exemplo 1.2.4 (Álgebra derivada)

A álgebra derivada de g dada por

g′ = [g, g] = 〈[x, y] : x, y ∈ g〉

é o ideal de g gerado por todos os elementos [x, y] tais que x, y ∈ g.

Exemplo 1.2.5 A subálgebra sln é um ideal de gln.

De fato, dados x ∈ gln, y ∈ sln,temos

tr([x, y]) = tr(xy − yx) = tr(xy)− tr(yx) = 0,

já que tr(xy) = tr(yx). Logo [x, y] ∈ sln. Além disso, sln é também a álgebra

derivada de gln.

Observação 1.2.6 Se a, b são ideais de uma álgebra de Lie g, então

a + b = {a+ b : a ∈ a, b ∈ b}

é também um ideal de g.

Definição 1.2.7 Seja g uma álgebra de Lie tal que dim g > 1. Se g não possui

ideais não triviais, dizemos que g é simples.

Exemplo 1.2.8 Se g = sl2(K), então g é simples no caso em que carK 6= 2.

De fato, seja {x, h, y} uma base de g, como no Exemplo 1.1.10. Lembramos

que os colchetes entre os elementos dessa base são

[h, x] = 2x, [h, y] = −2y, [x, y] = h.

Agora considere I 6= 0 um ideal de g e tome um elemento não nulo z = ax+ bh+

cy ∈ I, com a, b, c ∈ K. Como I é ideal, temos

[x, z] = a[x, x] + b[x, h] + c[x, y] = −2bx+ ch ∈ I,

[x,−2bx+ ch] = [x,−2bx] + [x, ch] = −2cx ∈ I, (1.1)

[y, z] = a[y, x] + b[y, h] + c[y, y] = −ah+ 2by ∈ I,

[y,−ah+ 2by] = [y,−ah] + [y, 2by] = −2ay ∈ I. (1.2)

Como z é não nulo, pelo menos um dos a, b ou c é não nulo.
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Se c 6= 0, então de (1.1), x ∈ I e ainda

[y, x] = −h ∈ I ⇒ h ∈ I.

Dáı [h, y] = −2y ∈ I e, consequentemente, y ∈ I. Logo, I = g.

Se a 6= 0, então de (1.2), y ∈ I e assim, procedendo analogamente como

acima, temos I = g.

Se a = c = 0, então bh 6= 0 ∈ I e dáı

[bh, x] = 2bx ∈ I ⇒ x ∈ I,

[bh, y] = −2by ∈ I ⇒ y ∈ I.

Logo I = g.

Portanto, sl2(K) é simples se carK 6= 2. No caso em que carK = 2 o ideal

〈h〉, gerado por h é próprio, logo, neste caso, sl2(K) não é simples.

1.2.2 Morfismos

Definição 1.2.9 Uma transformação linear φ : g → h, com g e h álgebras de

Lie sobre K, é um homomorfismo de álgebras de Lie se φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)].

Definição 1.2.10 Seja φ : g → h um homomorfismo de álgebras de Lie. O

núcleo de φ é o conjunto

Ker (φ) = {x ∈ g : φ(x) = 0}

e a imagem de φ é o conjunto

Im (φ) = {y ∈ h : ∃x ∈ g tal que φ(x) = y}.

O núcleo de um homomorfismo de álgebras de Lie φ : g→ h é um ideal de g,

pois se x ∈ g e z ∈ Ker (φ), então φ([x, z]) = [φ(x), φ(z)] = [φ(x), 0] = 0, já que

z ∈ Ker (φ).

A imagem de φ é uma subálgebra de h. De fato, se y1 e y2 estão em Im (φ)

então existem x1, x2 ∈ g tais que φ(x1) = y1 e φ(x2) = y2, dáı [y1, y2] ∈ Im (φ),

já que φ([x1, x2]) = [φ(x1), φ(x2)] = [y1, y2].

Para φ : g → h um homomorfismo de álgebras de Lie g e h, se Ker (φ) = 0,

dizemos que φ é um monomorfismo e se Im (φ) = h, dizemos que φ é um

epimorfismo. Se φ for simultaneamente, um monomorfismo e um epimorfismo

de álgebras de Lie dizemos que φ é um isomorfismo de álgebras de Lie e, neste

caso, as álgebras de Lie g e h são ditas isomorfas. Se g = h e φ é um isomorfismo

de álgebras de Lie, dizemos que φ é um automorfismo da álgebra de Lie g.
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Exemplo 1.2.11 Os homomorfismos entre as álgebras abelianas são as trans-

formações lineares e duas álgebras abelianas são isomorfas se, e somente se, elas

têm a mesma dimensão.

Exemplo 1.2.12 A aplicação traço tr : gln → K é um homomorfismo de álgebras

de Lie, pois tr([x, y]) = tr(xy − yx) = 0, já que tr(xy) = tr(yx), para quaisquer

x, y ∈ gln e [tr(x), tr(y)] = 0, uma vez que K é uma álgebra abeliana. Observe

que Ker (tr) = sln e Im (tr) = K.

Definição 1.2.13 Um homomorfismo de álgebras de Lie φ : g → h é dito um

anti-automorfismo se g = h e φ([x, y]) = [φ(y), φ(x)].

Exemplo 1.2.14 Dada uma álgebra de Lie g qualquer, o homomorfismo

φ : g → g dado por φ(x) = −x, para todo x ∈ g é um anti-automorfismo de

ordem 2. De fato, φ([x, y]) = −[x, y] = [y, x], pelo item (i) da Definição 1.1.1.

Como [y, x] = [φ(y), φ(x)], temos a igualdade φ([x, y]) = [φ(y), φ(x)]. E ainda

φ2(x) = φ(−x) = x.

Definição 1.2.15 Seja g uma álgebra de Lie e h ⊂ g um ideal. No espaço

vetorial quociente
g

h
, defina

[x, y] = [x, y],

onde x denota a classe x+ h.

O espaço vetorial
g

h
munido do colchete definido acima tem uma estrutura

de álgebra de Lie. Para verificar isso, além de mostrarmos os itens (i) e (ii)

da Definição (1.1.1), devemos mostrar que a definição do colchete independe dos

representantes x e y. Neste ponto será posśıvel perceber porque h não pode ser

simplesmente uma subálgebra, pois neste caso não teŕıamos uma boa definição

do colchete em
g

h
.

Teorema 1.2.16 (Teoremas de Isomorfismo)

Sejam g e h duas álgebras de Lie sobre um corpo K.

(i) Se φ : g→ h é um homomorfismo de álgebras de Lie, então
g

Ker φ
∼= Imφ.

(ii) Se a e b são ideais de g tais que a ⊂ b então
b

a
é um ideal de

g

a
e
g/a

b/a
∼=

g

b
.

(iii) Se a, b são ideais de g, então
a + b

b
∼=

a

a ∩ b
.

Demonstração: Vamos provar apenas (i), já que os demais itens são con-

sequências do primeiro e para suas demonstrações basta construir homomorfismos

adequados e usar (i).

Considere a seguinte aplicação

φ :
g

Ker (φ)
→ Im (φ)

x+Ker (φ) 7→ φ(x),
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que está bem definida, pois se x1 +Ker (φ) = x+Ker (φ) então

x1 = x+ n, n ∈ Ker φ,

logo

φ(x1) = φ(x+ n) = φ(x) + φ(n) = φ(x).

É direto da definição de φ que essa aplicação é um homomorfismo de álgebras

de Lie, já que φ o é. A aplicação φ é sobrejetora, pois se y ∈ Im (φ), por definição,

existe x ∈ g tal que φ(x) = y e dáı φ(x + Ker (φ)) = φ(x) = y. Ainda φ é

injetiva, pois se φ(x+Ker (φ)) = 0 ∈ h, então φ(x) = 0 ∈ h. Assim x ∈ Ker (φ)

e, consequentemente, x = 0. Portanto, φ é um isomorfismo de álgebras de Lie.

1.3 Derivações

Definição 1.3.1 Seja A uma K-álgebra. Uma aplicação linear δ : A → A é

chamada uma derivação de A se satisfaz a regra de Leibniz

δ(xy) = xδ(y) + δ(x)y, para todos x, y ∈ A.

Em geral, a composição de duas derivações não é necessariamente uma derivação,

no entanto, o comutador de duas derivações é uma derivação. Assim o espaço

Der(A) de todas as derivações de A é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.3.2 Toda transformação linear de uma álgebra de Lie abeliana é

uma derivação.

Exemplo 1.3.3 A aplicação linear

adx : g → g
y 7→ adx(y) = [x, y]

é uma derivação da álgebra de Lie g, com x ∈ g, chamada adjunta de x.

As derivações da forma adx, x ∈ g, são chamadas derivações internas de g

e o espaço destas, que é um ideal de Der(g), é denotado por Inn(g).

Exemplo 1.3.4 As matrizes das adjuntas adx, adh e ady, onde {x, h, y} é a base

de sl2 dada no Exemplo 1.1.10 são

[adx] =

 0 −2 0
0 0 1
0 0 0

 , [adh] =

 2 0 0
0 0 0
0 0 −2

 , [ady] =

 0 0 0
−1 0 0
0 2 0

 .

1.4 Solubilidade e Nilpotência

Análogo à Teoria de Grupos, podemos definir duas importantes cadeias de ideais

e, a partir dáı, elucidar os conceitos de solubilidade e nilpotência para uma álgebra

de Lie g. A solubilidade em Teoria de Grupos foi estudada por alguns matemáticos

como Abel e Galois, principalmente com o intuito de determinar a solubilidade

de equações polinomiais no século XIX.
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1.4.1 Solubilidade

Dada uma álgebra de Lie g definimos uma cadeia de ideais de g, chamada série

derivada por

g(0) = g

g(1) = [g, g]

g(2) = [g(1), g(1)]
...

g(k) = [g(k−1), g(k−1)], para k ≥ 1.

Definição 1.4.1 Dizemos que uma álgebra de Lie g é solúvel se g(n) = 0, para

algum n ∈ N. O menor valor n ∈ N tal que g(n) = 0 é o grau de solubilidade

de g.

Observe que se g(n) = 0 então g(k) = 0, para todo k ≥ n.

Exemplo 1.4.2 Toda álgebra de Lie abeliana é solúvel.

Exemplo 1.4.3 A álgebra de Heisenberg

H =


 0 ∗ ∗

0 0 ∗
0 0 0

 ∈ gl3


é solúvel.

Exemplo 1.4.4 A álgebra sl2(K), com carK = 0, não é solúvel.

Proposição 1.4.5 [3, Proposição 3.1] Seja g uma álgebra de Lie.

(i) Se g é solúvel, então todas as subálgebras e imagens homomórficas de g

também o são.

(ii) Se h ⊂ g é um ideal solúvel e
g

h
é solúvel, então g é solúvel.

(iii) Se b e a são ideais solúveis de g, então a + b é um ideal solúvel de g.

Do item (iii) da Proposição 1.4.5 é fácil ver que existe um único ideal solúvel

maximal em uma álgebra de Lie g. Chamaremos este ideal de radical de g e o

denotaremos por Rad g.

Definição 1.4.6 Uma álgebra de Lie g é dita semissimples se Rad g = {0}.

Uma álgebra de Lie simples, portanto, é semissimples. Note ainda que
g

Rad g
é semissimples, pelo item (ii) da Proposição 1.4.5.

13



1.4.2 Nilpotência

Diferentemente da noção de solubilidade, a idéia de grupo nilpotente é mais re-

cente e foi modelada a partir da noção correspondente para álgebras de Lie.

Dada uma álgebra de Lie g, definimos uma cadeia de ideais de g, chamada

série central descendente, por

g0 = g

g1 = [g, g]

g2 = [g, g(1)]
...

gk = [g, g(k−1)], para k ≥ 1.

Definição 1.4.7 Dizemos que uma álgebra de Lie g é nilpotente se gn = 0,

para algum n ∈ N, e, consequentemente, para valores superiores a n. O menor

valor n ∈ N tal que gn = 0 é o grau de nilpotência de g.

Exemplo 1.4.8 Toda álgebra de Lie abeliana é nilpotente.

Exemplo 1.4.9 A álgebra sl2(K), com carK = 2, é uma álgebra de Lie nilpo-

tente.

Proposição 1.4.10 Seja g uma álgebra de Lie, então g(k) ⊂ gk, para todo k ∈ N.

Logo álgebras nilpotentes são solúveis.

A rećıproca da proposição anterior não é verdadeira. A álgebra de Lie não-

abeliana de dimensão 2 descrita no Exemplo 1.1.6 é solúvel, mas não é nilpotente.

Proposição 1.4.11 [3, Proposição 3.2] Seja g uma álgebra de Lie.

(i) Se g é nilpotente, então todas as suas subálgebras e imagens homomórficas

também o são.

(ii) Se
g

Z(g)
é nilpotente, então g também o é.

(iii) Se g é nilpotente e não nula, então, Z(g) 6= 0.

Se g é nilpotente, então, para algum n, (adx)
n = 0, para todo x ∈ g.

Definição 1.4.12 Se g é uma álgebra de Lie e x ∈ g, chamamos x de ad-

nilpotente se adx é uma transformação linear nilpotente.

Teorema 1.4.13 (Engel)[3, Teorema 3.2] Se todos os elementos de g são ad-

nilpotentes, então g é nilpotente.
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Caṕıtulo 2

Representações e Álgebras
Envelopantes

2.1 Representações

Representar uma estrutura algébrica abstrata significa tranformá-la em uma es-

trutura mais conhecida e fácil de manipular, tais como álgebras ou grupos de

operadores lineares. Antes mesmo de definirmos formalmente a idéia de repre-

sentação de uma álgebra de Lie, já vimos como “representar” uma álgebra de Lie

como álgebra de operadores lineares. Por exemplo, a aplicação x 7→ adx faz uma

álgebra de Lie agir sobre si mesma por operadores. Em Matemática Aplicada ou

F́ısica, em geral, a situação é contrária, isto é, as álgebras de Lie são introduzidas

primeiro como álgebras de operadores lineares. A partir deste caṕıtulo vamos

considerar gl(V ) a álgebra associativa dos operadores lineares de um espaço ve-

torial V . Quando estiver olhando para gl(V ) munida da estrutura de álgebra de

Lie, a denotaremos por gl(V ).

Definição 2.1.1 Sejam g uma álgebra de Lie sobre K e V um K-espaço veto-

rial. Uma representação de g sobre V é um homomorfismo de álgebras de Lie

π : g→ gl(V ), isto é, π é uma aplicação linear de g em gl(V ) satisfazendo

π([x, y])(v) = π(x)π(y)(v)− π(y)π(x)(v),

para todos x, y ∈ g e v ∈ V .

Definição 2.1.2 Uma ação de uma álgebra de Lie g sobre um K-espaço vetorial

V é uma aplicação bilinear

· : g× V → V

(x, v) 7→ x · v

satisfazendo, para quaisquer x, y ∈ g e v ∈ V ,

[x, y] · v = x · (y · v)− y · (x · v).

Se existir uma ação de g em V , dizemos que V é um g-módulo (relativo a esta

ação).
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Os conceitos de módulo e representação são, essencialmente, a mesma coisa.

Note que se π é uma representação de g em V , então g age sobre V via

x · v = π(x)(v), para todos x ∈ g e v ∈ V.

Reciprocamente, se g age sobre V , então como v 7→ x · v, com v ∈ V e x ∈ g, é

um operador linear de V , definindo π : g→ gl(V ) por

π(x)(v) = x · v,

determinamos uma representação de g em V .

Dado um g-módulo V , a representação π de g em V constrúıda acima, a partir

da ação de g em V , é dita a representação equivalente do g-módulo V . Se

π : g → gl(V ) é uma representação de g, a dimensão de π será a dimensão de

V como espaço vetorial.

Um subespaço V ′ ⊂ V é dito um submódulo de V , se V ′ é um g-módulo. Um

submódulo V ′ é dito trivial se V ′ = (0) ou V ′ = V e não trivial (ou próprio),

caso contrário. Um g-módulo V 6= 0 é dito simples ou irredut́ıvel se V não

possui submódulos não triviais e redut́ıvel, caso contrário.

Definição 2.1.3 Se V é um g-módulo, então o conjunto

Ann(V ) = {x ∈ g : x · v = 0, para todo v ∈ V }

é um ideal de g chamado o anulador de V .

Observe que, se π é a representação equivalente do g-módulo V , então

Ann(V ) = Ker(π). Se Ann(V ) = Ker(π) = (0), dizemos que V é um g-módulo

fiel e, consequentemente, a representação π é uma representação fiel.

Exemplo 2.1.4 Seja V um espaço vetorial. Então gl(V ) e sl(V ) agem sobre

V por suas definições usuais de operadores lineares. Assim, obtemos as repre-

sentações naturais de gl(V ) e sl(V ) sobre V , isto é,

p : gl(V ) → gl(V )
σ 7→ p(σ) : V → V

v 7→ σ(v)

q : sl(V ) → gl(V )
θ 7→ q(θ) : V → V

v 7→ θ(v)
.

Exemplo 2.1.5 (Representação adjunta)

Seja g uma álgebra de Lie. A aplicação linear ad : g → gl(g), dada por

ad(x) = adx, onde
adx : g → g

y 7→ [x, y],

é uma representação de g em g chamada representação adjunta de g. O g-

módulo equivalente neste caso é exatamente a álgebra g vista como g-módulo via

a ação dada por multiplicação à esquerda. O núcleo da representação adjunta é

o centro de g, logo a representação adjunta de g é fiel se o centro de g é nulo.

Em particular, se g é simples e não abeliana a representação adjunta de g é fiel.
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Exemplo 2.1.6 (Representação adjunta de sl2)

Com as notações e cálculos feitos no Exemplo 1.3.4, vamos determinar a

matriz da representação adjunta de sl2.

Seja z = ax + bh + cy ∈ sl2. Calculando adz nos elementos da base de sl2,

temos

ad(z)(x) = adz(x) = [z, x] = 2bx− ch
ad(z)(h) = adz(h) = [z, h] = −2ax+ 2cy

ad(z)(y) = adz(y) = [z, y] = ah− 2by.

Assim, a representação

ad : sl2 → gl(sl2) ∼= gl3

é tal que, para z =

(
b a
c −b

)
∈ sl2, ad(z) é a aplicação em gl3 dada pela matriz

 2b −2a 0
−c 0 a
0 2c −2b


em relação à base {x, h, y} de sl2.

Definição 2.1.7 Seja πj : g → gl(Vj), j ∈ J , uma famı́lia de representações

de uma álgebra de Lie g. O espaço V =
⊕
j∈J

Vj tem uma estrutura natural de

g-módulo definido por

x ·

(∑
j∈J

vj

)
=
∑
j∈J

πj(x)(vj), para todos x ∈ g, vj ∈ Vj, j ∈ J.

A representação π de g em V obtida dessa maneira é chamada soma direta das

πj, j ∈ J . Denotamos essa representação por π =
⊕
j∈J

πj.

Definição 2.1.8 Seja πj : g→ gl(Vj), j = 1, . . . , n, uma famı́lia finita de repre-

sentações de g. Considere V = V1 ⊗ . . . ⊗ Vn e defina π : g → gl(V ) a única

aplicação linear satisfazendo

π(x)(v1 ⊗ . . .⊗ vn) =
n∑
j=1

v1 ⊗ . . .⊗ πj(x)(vj)⊗ . . .⊗ vn,

para todos x ∈ g e vj ∈ Vj, para todo j = 1, . . . , n. A aplicação linear π é uma

representação de g em V , chamada produto tensorial das πj, j = 1, . . . , n, e

escrevemos π = π1 ⊗ . . .⊗ πn.
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2.2 Álgebra Envelopante Universal

Nosso objetivo nesta seção é associar a cada álgebra de Lie g sobre um corpo K,

uma álgebra associativa com unidade, que seja livre e que, de certa forma, pre-

serve as representações de g. Esta é denominada a álgebra envelopante universal

de g. A partir desta associação, veremos que toda álgebra de Lie está “con-

tida” numa álgebra associativa, a álgebra envelopante universal. Desta forma,

verifica-se também que o estudo das representações das álgebras de Lie se reduz

ao das representações das álgebras associativas. Neste trabalho, todas as álgebras

associativas possuem unidade.

Definição 2.2.1 Uma álgebra associativa U com unidade é uma álgebra en-

velopante universal de g se existe um homomorfismo injetor i : g→ U de g a

valores na álgebra de Lie U (−), que satisfaz:

(i) a imagem i(g) gera U como álgebra associativa e

(ii) dada uma álgebra associativa L e qualquer homomorfismo de álgebras de

Lie π : g→ L(−), existe um único homomorfismo π̃ : U → L que satisfaz

π̃ ◦ i(x) = π(x),

para todo x ∈ g. Aqui π̃ é um homomorfismo de álgebras associativas, isto

é, satisfaz

π̃(xy) = π̃(x)π̃(y).

Em outras palavras, U é uma álgebra envelopante universal se, para todo

homomorfismo π, existe um homomorfismo π̃ tal que o diagrama abaixo

comuta.

U
π̃

��?
??

??
??

g

i

OO

π
// L

Um objeto definido por meio de propriedade universal é único, a menos de

isomorfismos, logo duas álgebras envelopantes universais de uma álgebra de Lie

g são isomorfas como álgebras associativas. Assim, precisamos dar uma cons-

trução concreta para garantir a existência de tal objeto. Denotaremos a álgebra

envelopante universal de g (que é única, a menos de isomorfismo) por U(g).

2.2.1 Construção de U(g)

Nosso objetivo agora é fazer uma construção de U(g) que é utilizada como álgebra

envelopante universal de g. Para esta realização, consideremos o seguinte fato

sobre uma álgebra associativa A: dado um subconjunto C ⊂ A, o ideal bilateral

gerado por C é o menor ideal bilateral I de A que contém C. No caso em que A
contém unidade, esse ideal coincide com o subespaço gerado por todos os produtos

da forma

azb

18



com a, b ∈ A e z ∈ C.

Considere, conforme a definição dada em A.0.2, a álgebra tensorial

T (g) =
∑
k≥0

g⊗k

de g. Os elementos de T (g) são combinações lineares finitas de monômios da

forma

x1 . . . xk (= x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xk),

com xi ∈ g, i = 1, . . . , k, k ≥ 0.

A álgebra T (g) é uma álgebra associativa que contém unidade e é gerada por

g. No entanto, a inclusão g ↪→ T (g) não é um homomorfismo de álgebras de Lie,

pois, para x, y ∈ g, xy− yx é diferente de [x, y], já que o primeiro é um elemento

de grau dois de T (g), enquanto o segundo é um elemento de g, isto é, de grau

um.

Para obtermos um homomorfismo, procedemos da seguinte forma: seja I o

ideal bilateral de T (g) gerado pelos elementos (não homogêneos) da forma

xy − yx− [x, y] ∈ T (g),

com x, y ∈ g. Desta maneira, a álgebra envelopante universal pode ser constrúıda

como

U(g) =
T (g)

I
.

Um homomorfismo π de g em uma álgebra associativa L se estende a um homo-

morfismo π̃ de U(g) em L, sendo definido nos monômios por

π̃(x1 . . . xk) = π(x1) . . . π(xk).

Exemplo 2.2.2 Seja g uma álgebra abeliana. Para obter U(g) a partir de T (g),

temos a identificação xy = yx e dáı U(g) é a álgebra simétrica de g (Ver Definição

A.0.9), que é abeliana. Seja

β = {x1, . . . , xn}

uma base ordenada de g. Os elementos de U(g) são combinações lineares de

monômios do tipo

xi1 . . . xik

com xij ∈ β. Como dois elementos de g quaisquer comutam, pois g é abeliana, é

posśıvel reescrever os monômios como

xs11 . . . xsnn ,

com si ≥ 0, i = 1, . . . , n. O produto de dois desses monômios é dado como o

produto de dois monômios comutativos nas variáveis x1, . . . , xn. Portanto, U(g)

é isomorfa a uma álgebra de polinômios.
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Em resumo temos,

Proposição 2.2.3 A álgebra envelopante universal U(h) de uma álgebra de Lie

abeliana h é isomorfa à álgebra simétrica S(h) de h.

Seja g uma álgebra de Lie e π uma representação de g sobre um K-espaço

vetorial V , assim, π é um homomorfismo de álgebras de Lie de g sobre gl(V ).

Logo, π se estende a um homomorfismo de álgebras associativas, também deno-

tado por π, de U(g) sobre gl(V ), isto é, V se torna um U(g)-módulo à esquerda,

com a ação u · v = π(u)(v), para todo u ∈ U(g) e v ∈ V . Reciprocamente, se

V é um U(g)-módulo à esquerda, restringimos a uma representação π de g em V

definindo π(x)(v) = i(x) · v, onde i : g → U(g). Dáı conseguimos concluir que a

categoria das representações de g e dos U(g)-módulos à esquerda são isomorfas.

2.2.2 Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)

No Exemplo 2.2.2 vimos que, se g é uma álgebra de Lie abeliana, uma base de

U(g) é dada a partir de produtos ordenados de elementos de uma base de g. Na

verdade, algo assim acontece não só com uma álgebra abeliana. Um resultado

importante sobre as álgebras envelopantes universais é o teorema de Poincaré-

Birkhoff-Witt. Este teorema parte de bases ordenadas de g e obtém, a partir da

ordenação de monômios, bases de U(g). Formalmente, temos o seguinte:

Teorema 2.2.4 [7, Teorema 10.1] Sejam g uma álgebra de Lie e {xi}i∈J uma base

de g ordenada por uma ordem no conjunto de ı́ndices J . Então os monômios do

tipo

xi1 . . . xik , i1 ≤ . . . ≤ ik,

junto com 1 ∈ K, formam uma base de U(g).

Corolário 2.2.5 As imagens {i(xj)}j∈J em U(g) da base {xj}j∈J de g formam

um conjunto linearmente independente.

Corolário 2.2.6 Seja b uma subálgebra da álgebra de Lie g. Seja {xj}j∈J ∪
{yk}k∈K uma base de g tal que {xj}j∈J é base de b e ambos J e K são totalmente

ordenados. Então

(i) a injeção b → g → U(g) pode ser estendida a uma injeção de U(b) sobre

U(g);

(ii) U(g) é um U(b)-módulo livre à esquerda (resp. direita), admitindo como

uma base a famı́lia

{yk1 . . . ykn ; k1 ≤ . . . ≤ kn, n ∈ N}.

Demonstração: De b → g → U(g) obtemos um homomorfismo U(b) → U(g).

Ordenamos totalmente o conjunto J ∪K, dizendo que j < k para todo j ∈ J e

k ∈ K. A famı́lia

{xj1 . . . xjnyk1 . . . ykm : j1 ≤ . . . ≤ jn, k1 ≤ . . . ≤ km, n,m ∈ N}
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é então uma K-base do espaço U(g). Mais ainda, a subfamı́lia que não envolve

yk (isto é, quando m = 0) corresponde a uma base de U(b). Isto implica (i) e

(ii).

Corolário 2.2.7 Sejam g1, . . . , gn álgebras de Lie e considere g = g1 × . . .× gn
(produto direto de álgebras de Lie). Então

U(g) ∼= U(g1)⊗ . . .⊗ U(gn),

como K-espaços.

Demonstração: Mostremos que, se g = g1 × g2, então U(g) ∼= U(g1) ⊗ U(g2).

Para g = g1 × . . .× gn, a demonstração é análoga.

Sejam g = g1 × g2, U(g) sua álgebra envelopante universal e a injeção

σ : g → U(g) da definição de álgebra envelopante universal. Denotemos por

σ1 e σ2, respectivamente, as injeções de g1 e g2 em suas respectivas álgebras

envelopantes universais U(g1) e U(g2). Considere as injeções canônicas

i1 : g1 → g
x1 7→ (x1, 0)

e
i2 : g2 → g

x2 7→ (0, x2).

Assim, σ ◦ i1 : g1 → U(g) e σ ◦ i2 : g2 → U(g) são homomorfismos injetores e,

pelo item (ii) da Definição 2.2.1, existem homomorfismos injetores de álgebras

associativas φ1 : U(g1) → U(g) e φ2 : U(g2) → U(g) tais que φ1 ◦ σ1 = σ ◦ i1 e

φ2 ◦ σ2 = σ ◦ i2. Defina

φ : U(g1)⊗ U(g2) → U(g)
x1 ⊗ x2 7→ φ1(x1)φ2(x2).

A aplicação φ é um homomorfismo injetor de álgebras, pois as imagens de φ1 e

φ2 comutam. Agora defina o seguinte homomorfismo de álgebras de Lie

σ′ : g → U(g1)⊗ U(g2)
(x1, x2) 7→ σ1(x1)⊗ 1 + 1⊗ σ2(x2).

Assim, existe um único homomorfismo injetor τ de U(g) em U(g1) ⊗ U(g2) tal

que o diagrama abaixo comuta.

U(g)
τ

&&NNNNNNNNNNN

g

σ

OO

σ′
// U(g1)⊗ U(g2)

Observe que φ ◦ τ(σ) = φ ◦ σ′ = σ e τ ◦ φ(σ′) = τ ◦ σ = σ′. Logo φ ◦ τ e τ ◦ φ
são as identidades de U(g) e U(g1) ⊗ U(g2), respectivamente. Portanto φ é um

isomorfismo.
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Caṕıtulo 3

Peso Máximo para Álgebras de
Lie com Decomposição
Triangular

Neste caṕıtulo, apresentaremos as teorias de representações de peso e representa-

ções de peso máximo para álgebras de Lie. Para definição de uma teoria de peso

máximo, faremos uma escolha de uma decomposição triangular para a álgebra de

Lie. Escolhemos h uma subálgebra abeliana de g que age diagonalmente sobre g

via a representação adjunta. Um g-módulo M é um módulo de peso se a ação

de h sobre M é diagonalizável. A partir disso, diremos quando um módulo é um

módulo de peso máximo e definiremos os módulos Verma, objetos universais nesta

teoria. Com isso, buscaremos resultados sobre a redutibilidade destes módulos

Verma. Para mais detalhes desta teoria, sugerimos uma consulta a [6].

3.1 Teoria de Representação de Peso

Sejam h uma álgebra de Lie abeliana, π : h → gl(M) uma representação de h

em um K-espaço vetorial M e φ ∈ h∗, um funcional linear de h. Um vetor não

nulo v ∈M é chamado um vetor peso de peso φ (relativo a h e π) se, para todo

h ∈ h,

π(h)v = φ(h)v.

Quando estiver claro no contexto que v é um vetor peso relativo a uma álgebra

de Lie h e a uma representação π, diremos apenas que v é um vetor peso. Além

disso, frequentemente escreveremos h · v para representar π(h)v.

Vimos na Proposição 2.2.3 que U(h) pode ser identificada com a álgebra

simétrica S(h) de h e qualquer representação π de h se estende unicamente para

uma representação π de U(h). Suponha que v seja um vetor peso de h de peso φ.

A aplicação linear φ : h→ K estende-se unicamente a um homomorfismo

φ : S(h)→ K.

Se h1, h2, . . . , hk são elementos de h, então

φ
(∑

aih
i1
1 h

i2
2 . . . h

ik
k

)
=
∑

aiφ(h1)i1φ(h2)i2 . . . φ(hk)
ik ,
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onde (i1, i2, . . . , ik) ∈ Nk e ai ∈ K. Logo π(u)v = φ(u)v, para todo u ∈ S(h).

Para cada φ ∈ h∗, defina o φ-espaço de peso Mφ por

Mφ = {v ∈M : π(h)v = φ(h)v, para todo h ∈ h}.

Dessa forma Mφ é um h-submódulo de M .

Definição 3.1.1 Sejam h uma álgebra de Lie abeliana e π : h → gl(M) uma

representação de h. Dizemos que o h-módulo M admite uma decomposição

em espaços de pesos se M =
∑
φ∈h∗

Mφ e, neste caso, dizemos que M é um

módulo de peso.

Os funcionais φ para os quais Mφ 6= {0} são chamados pesos de M relativos

a h e π. O conjunto de todos os pesos de M é chamado suporte do módulo de

peso M . Para cada φ ∈ h∗, a dimensão dimMφ é chamada a multiplicidade de

φ em M e é denotada por multM(φ). Dáı multM(φ) ≥ 1 se, e somente se, φ é um

peso.

Proposição 3.1.2 Sejam h uma álgebra de Lie abeliana e M um h-módulo ad-

mitindo uma decomposição em espaços de pesos relativa a uma representação π

de h. Então

(i) a soma M =
∑
φ∈h∗

Mφ é direta;

(ii) todo h-submódulo N de M admite uma decomposição em espaços de pesos

e Nφ = Mφ ∩N , para todo φ ∈ h∗.

Demonstração:

(i) Provemos primeiro que vetores que estão em espaços de pesos distintos são

linearmente independentes. Fazendo indução sobre o número de somandos

temos o resultado válido para n = 1. Suponha o resultado válido para

valores menores que n. Sejam vi ∈Mφi não nulo e λi ∈ K, para i = 1, . . . , n.

Suponha

λ1v1 + . . .+ λnvn = 0. (3.1)

Aplicando π(h) na Equação (3.1), para h ∈ h, temos

λ1π(h)v1 + . . .+ λnπ(h)vn = 0

λ1φ1(h)v1 + . . .+ λnφn(h)vn = 0. (3.2)

Multiplicando agora φ1(h) na Equação (3.1), para h ∈ h, temos

λ1φ1(h)v1 + . . .+ λnφ1(h)vn = 0. (3.3)

Subtraindo a Equação (3.3) de (3.2) obtemos

λ2(φ2 − φ1)(h)v2 + . . .+ λn(φn − φ1)(h)vn = 0.
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Pela hipótese de indução, os vetores v2, . . . , vn são linearmente indepen-

dentes, logo λi = 0, para i = 2, . . . , n, já que φi(h) 6= φ1(h), para i =

2, . . . , n e algum h ∈ h. Assim λ1v1 = 0 e dáı λ1 = 0. Portanto, os vetores

vi, para i = 1, . . . , n, são linearmente independentes.

Para ver que a soma M é direta, suponha v ∈ M tal que v = v1 + . . .+ vn
e v = u1 + . . .+ un, com vi, ui ∈Mφi , para i = 1, . . . , n. Assim,

(v1 − u1) + . . .+ (vn − un) = 0.

Como os vetores (vi−ui) são linearmente independentes, para i = 1, . . . , n,

temos vi = ui, para i = 1, . . . , n. Portanto, cada vetor v de M se escreve

de maneira única como soma de elementos dos espaços de pesos e, assim, a

soma M é direta.

(ii) Seja N um submódulo de M . Defina Nφ = Mφ ∩ N para todo φ ∈ h∗.

Dado x ∈ N escreva x =
∑
φ∈R

xφ, onde xφ ∈Mφ e R é algum conjunto finito

de pesos distintos de M . Mostremos por indução sobre k = |R| que cada

xφ ∈ Nφ.

Se R = {φ1}, então x ∈ Mφ1 ∩ N = Nφ1 . Suponha k > 1 e que, para

|R| < k, o resultado seja válido. Sejam φ1 e φ2 ∈ R, com φ1 6= φ2. Escolha

h ∈ h tal que φ1(h) 6= φ2(h). Então

h · x− φ2(h)x =
∑

φ∈R\{φ2}

(φ(h)− φ2(h))xφ ∈ N.

Pela hipótese de indução, cada componente (φ(h) − φ2(h))xφ ∈ Nφ. Em

particular, xφ1 ∈ Nφ1 e dáı
∑

φ∈R\{φ1}

xφ ∈ N. Aplicando indução de novo,

temos cada xφ ∈ Nφ e dáı N admite uma decomposição em espaços de

pesos.

Exemplo 3.1.3 (A álgebra sln(K))

Seja h o conjunto de todas as matrizes diagonais em sln(K). Uma base de h

é dada por {h1, . . . , hn−1}, onde

hk =



0
. . .

0
1
−1

0
. . .

0


(1 na (k, k)− posição).
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Sejam M = Kn e π a representação natural de sln(K) sobre M , dada por

π : sln(K) → gln(M)
u 7→ π(u) : M → M

(a1, . . . , an) 7→ u ·

 a1
...
an

 .

Então

ek :=



0
...
0
1
0
...
0


(1 na k − ésima linha)

é um vetor peso para h com peso φk dado por

φk(hj) :=


0, se k 6= j, j + 1,
1, se k = j,
−1, se k = j + 1.

Além disso, Mφk = Kek e M =
n⊕
k=1

Mφk , mostrando que M admite decomposição

em espaços de pesos.

Exemplo 3.1.4 (Álgebra de Virasoro)

Sejam B =
∞∑

n=−∞

KLn ⊕ Kc a álgebra de Virasoro e h = KL0 ⊕ Kc. Con-

siderando B como um h-módulo através da representação adjunta restrita a h,

temos

[L0, Ln] = nLn,

[c, Ln] = 0 = 0 · Ln.

Mostrando que Ln é um vetor peso de peso λn, onde λn ∈ h∗ é definido, para cada

n ∈ Z, por

λn(Lo) = n, λn(c) = 0.

Como λn = nλ1, defina Bλn = Bnλ1 = KLn, se n 6= 0 e B0 = h. Isso mostra

que B admite uma decomposição em espaços de pesos relativos a h.

Definição 3.1.5 Sejam h uma álgebra de Lie abeliana, π : h → gl(M) uma

representação de h e M um h-módulo de peso. Dado φ ∈ h∗, um elemento v

não nulo em Mφ é um vetor primitivo de M se o submódulo U(g) · v ⊂ M é

próprio.

Proposição 3.1.6 Um módulo de peso M é redut́ıvel se, e somente se, M tem

um vetor primitivo.
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Demonstração: Se M tem um vetor primitivo, então existem φ ∈ h∗ e v ∈Mφ

tais que U(g) · v ⊂ M é um submódulo próprio. Logo M é redut́ıvel. Recipro-

camente, se M é redut́ıvel, então existe N ⊂ M um submódulo próprio. Como

N é próprio, seja v ∈ Nφ um elemento não nulo. Assim, v ∈ Nφ ⊂ N , já que

N é módulo e então U(g) · v ⊂ N e o fato de N ser próprio implica U(g) · v ser

próprio. Portanto, v é um vetor primitivo de M , como queŕıamos.

Proposição 3.1.7 Sejam g uma álgebra de Lie e π : h → Der g ⊂ gl(g) uma

representação de uma álgebra de Lie abeliana h como uma álgebra de Lie de

derivações de g.

(i) Suponha que g admite uma decomposição em espaços de pesos

g =
⊕
α∈h∗

gα

com respeito a h sobre a representação π, então

(ia) para todos α, β ∈ h∗, [gα, gβ] ⊂ gα+β;

(ib) a álgebra envelopante universal de g, U(g), admite uma decomposição

em espaços de pesos (relativo à representação de h sobre U(g) estendida

da de h sobre g) e, para todos α, β ∈ h∗,

U(g)αU(g)β ⊂ U(g)α+β.

(ii) Suponha que g é gerada como uma álgebra de Lie por um conjunto de vetores

xj, j ∈ J , com π(h)xj = φj(h)xj, para cada j e para todo h ∈ h. Então g

admite uma decomposição em espaços de pesos g =
⊕

gα, com xj ∈ gφj e

cada peso α ∈
∑

Zφj.

Demonstração:

Da maneira usual, identifiquemos g como uma subálgebra de Lie de U(g).

Sabemos que todo elemento de U(g) é uma soma de produtos x1x2 . . . xk, onde

cada xi ∈ g. Tanto para (i) quanto para (ii) podemos assumir que cada xi
pertence a um espaço de pesos, digamos, gαi . Então

π(h)(x1x2 . . . xk) =
k∑
j=1

x1 . . . π(h)xj . . . xk

= (α1 + . . .+ αk)(h)x1x2 . . . xk.

As partes (ii) e (ib) seguem disso. Para (ii) usamos a Proposição 3.1.2 com g

visto como um h-submódulo de U(g). Como para todos x, y ∈ g, [x, y] = xy−yx
podemos deduzir (ia) de (ib).
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3.2 Álgebras de Lie com Decomposição Trian-

gular

Definição 3.2.1 Seja g uma álgebra de Lie sobre um corpo K. Uma decom-

posição triangular de g é dada por um par de subálgebras abelianas não-nulas

h0 ⊂ h, um par de subálgebras distintas e não-nulas g+, g− e uma anti-involução

(anti-automorfismo de ordem 2) ω : g→ g tais que:

(i) g = g− ⊕ h⊕ g+;

(ii) a subálgebra g+ é um módulo de peso não nulo para h0 sobre a ação adjunta,

com pesos ∆+ todos não nulos;

(iii) ω|h = idh e ω(g+) = g−;

(iv) O semigrupo com identidade Q+, gerado por ∆+ com a adição, é livremente

gerado por um subconjunto finito de {αj}j∈J ⊂ Q+ consistindo de elementos

linearmente independentes de h∗0. Assim, podemos escrever Q =
∑
j∈J

Zαj.

A decomposição triangular é dita regular se adicionarmos em (ii) que os

espaços de pesos de g+ são de dimensão finita. Chamamos os pesos ∆+ do h0-

módulo g+ de ráızes positivas e o espaço de peso gα correspondente a α ∈ ∆+

o α-espaço de ráızes. Dáı g+ =
⊕
α∈∆+

gα. A anti-involução ω assegura uma

decomposição análoga de g− =
⊕
α∈∆−

gα, onde ∆− = −∆+ (as ráızes negativas)

e g−α = ω(gα), para todo α ∈ ∆+.

Escrevemos ∆ = ∆+ ∪∆− para as ráızes de g e vamos considerar Q+ parcial-

mente ordenado por

γ �Q+ γ
′ ⇔ (γ

′ − γ) ∈ Q+,

para γ, γ
′ ∈ Q+.

Uma notação para uma álgebra de Lie com decomposição triangular é dada

pela 5-upla (g, h0, h, g+, ω), mas na maioria das vezes, estaremos trabalhando com

exemplos em que h0 = h, logo eventualmente poderemos omitir h0.

Exemplo 3.2.2 (A álgebra sln(K), n > 1)

Seja g+ (respectivamente g−) a subálgebra das matrizes triangulares estrita-

mente superiores (inferiores). Sejam h̃ a subálgebra das matrizes diagonais em

gln(K) e h = h̃ ∩ sln(K). Ambas h̃ e h são subálgebras abelianas de gln(K). A

decomposição triangular procurada é

sln(K) = g− ⊕ h⊕ g+.

A transposição x 7→ xt serve como uma anti-involução, fixando h ponto a ponto

e levando elementos de g− em elementos de g+. Para determinarmos as ráızes,
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consideremos as matrizes unitárias Eij, 1 ≤ i, j ≤ n, com 1 na (i, j)-entrada e 0

nas demais. Uma base para g+ é dada pelas matrizes Eij tais que i < j e uma

base para g− é composta pelas matrizes Eij tais que i > j. Sejam ε1, . . . , εn ∈ h̃∗

definidos por

εi(Ejj) = δij,

e α1, . . . , αn−1 definidos por

αi := (εi − εi+1)|h.

O conjunto {α1, . . . , αn−1} é uma base de h∗. Para h =
n−1∑
l=1

al(Ell−El+1,l+1) ∈ h,

[h,Eij] = hEij − Eijh

=
n−1∑
l=1

al(EllEij − El+1,l+1Eij)−
n−1∑
l=1

al(EijEll − EijEl+1,l+1)

=
n−1∑
l=1

al(δilEij − δi,l+1Eij)−
n−1∑
l=1

al(δjlEij − δj,l+1Eij)

=
n−1∑
l=1

al(εi(Ell)Eij − εi(El+1,l+1)Eij)−
n−1∑
l=1

al(εj(Ell)Eij − εj(El+1,l+1)Eij)

= εi

(
n−1∑
l=1

al(Ell − El+1,l+1)

)
Eij − εj

(
n−1∑
l=1

al(Ell − El+1,l+1)

)
Eij

= (εi − εj)(h)Eij.

Para i < j, isso nos dá

[h,Eij] = (αi + . . .+ αj−1)(h)Eij.

Considere Q+ := {
∑
miαi : mi ∈ N} \ {0}. Então

g+ =
⊕
α∈Q+

gα+ =
⊕
i<j

KEij

é a decomposição em espaços de pesos. Além disso, Eji = Et
ij tem peso −(αi +

. . .+ αj−1), para todo i < j, e

g− =
⊕
i>j

KEij

é a decomposição em espaços de pesos de g−. Logo sln(K) admite uma decom-

posição triangular regular, considerando h0 = h. Consequentemente, gln(K)

também tem uma decomposição triangular com os mesmos g+ e g−, mas com

h̃ no lugar de h.

Exemplo 3.2.3 (Álgebra de Virasoro)
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Considerando a álgebra de Virasoro B do Exemplo 3.1.4, defina

B+ =
∑
n>0

KLn, B− =
∑
n<0

KLn e h = KL0 ⊕Kc.

Seja λ1 ∈ h∗ o peso de L1. Assim, com Q+ := Z+λ1 verificamos as propriedades

(i), (ii) e (iv) de decomposição triangular da Definição 3.2.1. Considere ω a

transformação linear definida nos elementos da base de B e estendida por line-

aridade por ω(Lj) = L−j, j ∈ Z, ω(c) = c. A transformação ω assim definida

é uma anti-involução. Isso mostra que B possui uma decomposição triangular

regular.

Exemplo 3.2.4 (Álgebra de Heisenberg estendida)

Seja H̃ o espaço vetorial com base

{an : n ∈ Z} ∪ {c, d},

onde o colchete de Lie é dado, nos elementos da base e estendido por linearidade,

por

[am, an] = mδm,−nc, [c, a] = 0, [d, am] = mam, m, n ∈ Z, a ∈ H̃.

A álgebra de Lie H̃ assim constrúıda é chamada álgebra de Heisenberg es-

tendida ou álgebra oscilante.

Sejam

g± =
⊕
m>0

Ka±m e h = Ka0 ⊕Kc⊕Kd.

Considerando H̃ como um h-módulo via a representação adjunta restrita a h, note

que

[a0, am] = 0 = 0 · am,

[c, am] = 0 = 0 · am,

[d, am] = mam.

Isto nos mostra que am é um vetor peso de peso δm, onde δm ∈ h∗ é definido,

para todo m ∈ Z, por

δm(a0) = 0 = δm(c) e δm(d) = m.

Assim, H̃ = g− ⊕ h ⊕ g+ e g+ é um módulo de peso para h0 = h, com pesos

∆+ = {δm : m > 0}. O semigrupo Q+ é gerado por δ1 e uma anti-involução ω é

dada por

ω(c) = c, ω(d) = d, ω(am) = a−m, m ∈ Z.

Exemplo 3.2.5 Sejam g uma álgebra de Lie com decomposição triangular

(g, h0, h, g+, ω) e R uma K-álgebra associativa, comutativa e com unidade 1. Es-

creva g̃ = g⊗K R. Então g̃ é uma álgebra de Lie com colchete dado por

[x⊗ r, y ⊗ s] = [x, y]⊗ rs, x, y ∈ g, r, s ∈ R
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e contém g como subálgebra via x 7→ x⊗1. Ainda, g̃ = g̃+⊕ h̃⊕ g̃−, onde g̃+, h̃, g̃−
são definidos de forma análoga à definição de g̃ e h0 ⊂ h̃ (na verdade estamos

considerando a cópia h0 ⊗ 1 de h0 em h̃ ) são subálgebras abelianas não nulas de

g̃.

Como g+ é um módulo de peso para h0 com pesos ∆+, g̃+ será também um

módulo de peso para h0 e os pesos coincidirão com os pesos ∆+. Além disso,

(g̃+)α = (̃gα+). Então g e g̃ têm o mesmo sistema de ráızes ∆ e conjuntos

de ráızes Q e Q+. Uma anti-involução de g̃ é dada pela extensão R-linear

ω : x ⊗ r 7→ ω(x) ⊗ r, x ∈ g, r ∈ R e fixa h̃ ponto a ponto. Portanto,

(g̃, h0, h̃, g̃+, ω) é uma K-álgebra de Lie com decomposição triangular.

3.3 Teoria de Representação de Peso Máximo

Nesta seção, g denota uma álgebra de Lie com decomposição triangular

(g, h0, h, g+, ω). A menos que mencionemos o contrário, consideraremos, como

na maioria dos exemplos apresentados, h0 = h. Os principais resultados a serem

provados serão a existência e propriedades dos módulos de peso máximo univer-

sais de g, chamados módulos Verma.

3.3.1 Módulos de Peso Máximo

Utilizando a decomposição triangular de g, escreveremos g = g− ⊕ h ⊕ g+. Seja

π uma representação de g sobre um espaço M . Pela Definição 2.2.1, π se estende

a uma representação π de U(g) sobre M . Assim, M é um U(g)-módulo com ação

dada por
· : U(g)×M → M

(x, v) 7→ π(x)v
.

Se v é um vetor em M , então

π(U(g))v := {π(u)v : u ∈ U(g)}

é o menor submódulo de M contendo v, com ação dada por

· : U(g)× π(U(g))v → π(U(g))v
(x, π(u)v) 7→ π(x)π(u)v = π(xu)v.

Chamamo-lo de submódulo de M gerado por v.

Definição 3.3.1 Um vetor não nulo v ∈M é chamado um vetor peso máximo

para g (relativo à decomposição triangular) se

(i) v é um vetor peso relativo à ação de h, isto é, existe λ ∈ h∗ tal que π(h)v =

λ(h)v, para todo h ∈ h;

(ii) π(x)v = 0, para todo x ∈ g+.
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Definição 3.3.2 Um g-módulo M é dito um módulo de peso máximo se M

contém um vetor peso máximo v que o gera, isto é, U(g) · v = π(U(g))v = M .

O peso λ ∈ h∗ do vetor peso máximo v é chamado o peso máximo de M .

Chamamos o par (λ, v) um par de peso máximo de M . A representação

de g em M obtida de M como um g-módulo de peso máximo é chamada uma

representação de peso máximo.

Seja M um módulo de peso máximo obtido a partir da representação π e com

par de peso máximo (λ, v). Usando o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, temos

U(g) = U(g−)U(h)U(g+). Portanto,

M = π(U(g))v

= π(U(g−))π(U(h))π(U(g+))v

= π(U(g−))π(U(h))π(K⊕ g+U(g+))v

= π(U(g−))π(U(h))v

= π(U(g−))v, (3.4)

onde a última igualdade é consequência do fato de que v é um autovetor para

π(U(h)) = π(S(h)), conforme Seção 3.1.

Pela Proposição 3.1.7, g e U(g) admitem decomposições em espaços de pesos

com pesos em Q. Além disso, todos os pesos de g− estão em −Q+ e os de U(g−)

em −Q+ ∪ {0}. Seja P um subgrupo de h∗. Um Q+− crivo em P é qualquer

conjunto da forma

λ ↓ Q+ := {λ} ∪ {λ− β : β ∈ Q+},

onde λ ∈ P . Chamamos λ a fonte do crivo. Particularmente, Q−∪{0} = 0 ↓ Q+.

Proposição 3.3.3 Sejam g uma álgebra de Lie admitindo uma decomposição

triangular e Q seu conjunto de ráızes. Seja M um g-módulo de peso máximo com

par de peso máximo (λ, v) com ação de g sobre M obtida de uma representação

π de g em M . Então

(i) M admite uma decomposição em espaços de pesos relativa a h, onde todos

os pesos estão no crivo λ ↓ Q+. Além disso, Mλ−α = π((U(g−))−α)v, para

todo α ∈ Q+ ∪ {0}. Em particular, Mλ = Kv.

(ii) Se a decomposição de g é regular, então todos os espaços de pesos de M

são de dimensão finita.

Demonstração:

Por (3.4), M é gerado por vetores da forma π(u)v, onde u ∈ U(g−)−α, α ∈
Q+ ∪ {0}. Fazendo a restrição de π a h temos, para h ∈ h,

π(h)π(u)v = [π(h), π(u)]v + π(u)π(h)v

= π([h, u])v + λ(h)π(u)v

= π(h · u)v + λ(h)π(u)v

= π(−α(h)u)v + λ(h)π(u)v

= −α(h)π(u)v + λ(h)π(u)v

= (λ− α)(h)π(u)v,
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o que mostra que M é gerado por vetores de peso e dáı tem uma decomposição

em espaços de pesos. Isto implica Mλ−α = π((U(g−))−α)v e que todos os espaços

de pesos de M são dessa forma, provando assim (i).

Para (ii), suponha que a decomposição de g é regular. Agora U(g−) tem todos

seus pesos em 0 ↓ Q+ e, exceto para U(g−)0 (= K · 1U(g)), pela Proposição 3.1.7,

cada espaço de pesos U(g−)−β é gerado por produtos x1 . . . xk de vetores pesos

com pesos −β1, . . . ,−βk ∈ −Q+ e β = β1 + . . . + βk. Como há somente finitas

maneiras de se decompor β ∈ Q+ em partes que também estão em Q+ e como

dim g−α− = dim g−α <∞, para todo α ∈ Q+, temos dimU(g−)−β <∞. Portanto,

Mλ−β = π((U(g−))−β)v é também de dimensão finita, o que prova (ii).

Observação 3.3.4 Pela Proposição 3.3.3, fica clara a terminologia peso máximo.

Pelo item (i), o suporte de M está contido em λ−{Q+∪{0}}, isto é M =
⊕
α≤λ

Mα,

dáı λ é um peso e todos os outros são “menores”, pois são da forma λ−α, α ∈ Q+.

Observação 3.3.5 A Proposição 3.3.3 mostra também que λ e Kv são únicos.

De fato, seja w um outro vetor peso máximo para M de peso máximo µ. Como λ é

peso máximo µ = λ−α, para algum peso α ∈ Q+∪{0}. Por outro lado, como µ é

peso máximo, λ = µ−β para algum β ∈ Q+∪{0}. Então µ = λ−α = (µ−β)−α,

o que implica α+β = 0 e, portanto, α = β = 0. Logo µ = λ e assim dimMµ = 1

e Kw = Kv.

Exemplo 3.3.6 (A representação natural de sln(K))

Consideremos as notações dos Exemplos 3.1.3 e 3.2.2, com M = Kn e π a

representação natural de sln(K) em M . Então M =
n⊕
k=1

Kek é uma decomposição

em espaços de pesos de M . Como Eije1 = 0, para todo i < j, g+ · (e1) = 0 e e1

é um vetor peso relativo a ação de h, conforme o Exemplo 3.1.3, então e1 é um

vetor peso máximo. Como ei = π(Ei1)e1 = Ei1e1, para i = 2, . . . , n, M é gerado

por e1 e dáı M é um módulo de peso máximo. Os pesos são φ1, φ2 = φ1−α1, φ3 =

φ1 − α1 − α2, . . . , φn = φ1 − α1 − . . . − αn−1. Além disso, todos os espaços de

pesos são unidimensionais.

Proposição 3.3.7 Módulos de peso máximo são indecompońıveis.

Demonstração:

Seja M um módulo de peso máximo com par de peso máximo (λ, v) tal que

M = M1 ⊕M2, onde M1 e M2 são submódulos de M . Então, pela Proposição

3.1.2,

Kv = Mλ = Mλ
1 ⊕Mλ

2 ,

forçando ou Mλ
1 = (0) ou Mλ

2 = (0). Digamos, Mλ
2 = (0). Então v ∈ Mλ

1 e

M = U(g) · v ⊂M1, dáı M2 = (0).
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Definição 3.3.8 Seja λ ∈ h∗. Um módulo de peso máximo M(λ) para g com

par de peso máximo (λ, v+) é chamado um módulo Verma se, dado qualquer

módulo de peso máximo M com par de peso máximo (λ, v), existe um epimorfismo

de g-módulos η : M(λ) → M tal que v+ 7→ v, em outras palavras, M(λ) é um

módulo Verma se todo g-módulo M com peso máximo λ é um quociente de M(λ).

Um módulo Verma M(λ) é universal já que todo módulo de peso máximo com

mesmo peso máximo que M(λ) é imagem homomórfica dele. Logo M(λ) é único

a menos de isomorfismos.

A seguir, apresentaremos três demonstrações da existência de módulos Verma.

A primeira demonstração é mais técnica e simples. As outras demonstrações serão

apresentadas pois, além da existência de módulos Verma, nos dão duas maneiras

distintas de construir estes módulos. Apresentamos duas demonstrações constru-

tivas distintas, pois cada uma terá sua importância em resultados posteriores,

facilitando algumas demonstrações.

Proposição 3.3.9 Seja g uma álgebra de Lie com decomposição triangular. Então,

para todo λ ∈ h∗, existe um g-módulo Verma.

Demonstração:

Considere o ideal à esquerda J(λ) de U(g) gerado por g+ e pelos elementos

h− λ(h)1U(g), com h ∈ h, e considere

M(λ) =
U(g)

J(λ)
.

A multiplicação à esquerda em U(g) induz uma estrutura de U(g)-módulo sobre

M(λ) e M(λ) é um g-módulo com peso máximo λ e vetor peso máximo 1U(g) +

J(λ).

Seja V um g-módulo com peso máximo λ e vetor peso máximo v. Como

V = U(g)v podemos definir um homomorfismo de g-módulos de U(g) sobre V

por x 7→ x · v. O anulador Ann(V ) de V é um ideal à esquerda J1 que contém

J(λ), dáı V ∼=
U(g)

J1

e temos um epimorfismo de g-módulos M(λ) → V , o que

prova a proposição.

Observação 3.3.10 Dado λ ∈ h∗, podemos demonstrar a existência de M(λ)

também via a construção de um módulo induzido de Kv+. De fato, seja b a

subálgebra b = h⊕g+ de g. Seja Kv+ um espaço vetorial unidimensional e o faça

um b-módulo com

g+ · v+ = 0 e h · v+ = λ(h)v+, para todo h ∈ h.

Estendendo a ação de b sobre Kv+ a uma ação de U(b), Kv+ torna-se um U(b)-

módulo à esquerda e, além disso, U(b) é um subanel de U(g). Dáı podemos induzir

um módulo obtido de Kv+ por extensão da base de U(b) a U(g)

M(λ) := U(g)⊗U(b) Kv+.

33



O módulo M(λ) é um U(g)-módulo à esquerda e assim um g-módulo, com ação

dada por
· : U(g)×M(λ) → M(λ)

(x, u⊗ av+) 7→ xu⊗ av+.

Considere 1⊗ v+ = 1U(g) ⊗ v+ ∈M(λ). Para x ∈ g+,

x · (1⊗ v+) = x⊗ v+ = 1⊗ x · v+ = 0

e, para h ∈ h,

h · (1⊗ v+) = h⊗ v+ = 1⊗ h · v+ = 1⊗ λ(h)v+ = λ(h)(1⊗ v+).

Além disso, U(g) · (1 ⊗ v+) = U(g) ⊗U(b) Kv+ = M(λ), logo M(λ) é um módulo

de peso máximo com vetor peso máximo 1⊗ v+ de peso λ.

Seja M ′ qualquer módulo de peso máximo com vetor peso máximo v′ e peso

máximo λ. Dáı M ′ = U(g) · v′. A aplicação

f : U(g)×Kv+ → M ′

(u, av+) 7→ au · v′,

é U(b)-balanceada1, isto é, para w ∈ U(b), u1, u2, u ∈ U(g), a1, a2, a ∈ K,

f(u1 + u2, av+) = a(u1 + u2) · v′ = au1 · v′ + au2 · v′ = f(u1, av+) + f(u2, av+),

f(u, a1v+ + a2v+) = (a1 + a2)u · v′ = a1u · v′ + a2u · v′ = f(u, a1v+) + f(u, a2v+),

f(uw, av+) = au · w · v′ = f(u,w · av+).

Dáı, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma aplicação linear

induzida
f : U(g)⊗U(b) Kv+ → M ′

u⊗ av+ 7→ au · v′.

A aplicação f de U(g)-módulos satisfaz 1⊗ v+ 7→ v′, como queŕıamos.

Na sequência, faremos outra demonstração da Proposição 3.3.9 e, para isso,

usaremos o seguinte lema:

Lema 3.3.11 Seja λ ∈ h∗. Então

U(g) = U(g−)⊕ {U(g)g+ +
∑
h∈h

U(g)(h− λ(h)1)}. (3.5)

Demonstração:

Como, pela Proposição 2.2.3, U(h) = S(h), a aplicação λ : h → K se estende

de forma única a um homomorfismo

λ : S(h)→ K.
1Veja Definição A.0.4 no Apêndice A
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cujo núcleo é
∑
h∈h

S(h)(h− λ(h)1). Assim,

S(h) = K⊕
∑
h∈h

S(h)(h− λ(h)1).

Seja b− = h ⊕ g−, pelo Corolário 2.2.6 do Teorema PBW, U(b−) é um U(g−)-

módulo livre admitindo qualquer K-base de U(h) como uma U(g−)-base. Pela

decomposição triangular e o Teorema PBW, temos

U(g) = U(g−)U(h)U(g+)

= U(g−)U(h)(K1⊕ U(g+)g+)

= U(g−)U(h)⊕ U(g−)U(h)U(g+)g+

= U(g−)U(h)⊕ U(g)g+

= U(g−)(K⊕
∑
h∈h

U(h)(h− λ(h)1))⊕ U(g)g+ (pois U(h) ∼= S(h))

= U(g−)⊕
∑
h∈h

U(b−)(h− λ(h)1))⊕ U(g)g+.

Agora, g+(h − λ(h)1) ⊂ U(g)g+, já que g+ é um h-módulo via a representação

adjunta, logo

U(g)(h− λ(h)1) ⊂ U(b−)(h− λ(h)1) + U(g)g+

e, como U(b−)(h− λ(h)1) ⊂ U(g)(h− λ(h)1), segue o resultado.

Demonstração: (3a. demonstração da Proposição 3.3.9)

Seja

p : U(g)→ U(g−)

a projeção determinada pela decomposição em soma direta (3.5) de U(g). O

núcleo de p é um ideal de U(g). Defina a ação de U(g) sobre U(g−) por

· : U(g)× U(g−) → U(g−)
(y, u) 7→ y · u = p(yu)

.

Isso torna U(g−) um U(g)-módulo. Sejam y′, y ∈ U(g), u ∈ U(g−) e escreva

yu = p(yu) + r, onde p(r) = 0. Então

y′ · (y · u) = p(y′p(yu))

= p(y′(yu− r))
= p(y′yu)

= (y′y) · u,

já que y′r está no núcleo de p e, ainda, para u′, u ∈ U(g−),

u′ · u = p(u′u) = u′u
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e, assim, a ação de U(g−) sobre si mesmo é uma multiplicação à esquerda. Dáı

U(g−) é gerado por 1U(g−) como um U(g)-módulo. Além disso, para todo y ∈
U(g+),

y · 1 = p(y) = 0,

e, para todo h ∈ h,

h · 1 = p(h) = p(λ(h)1 + (h− λ(h)1)) = λ(h)1.

Isso mostra que U(g−) é um módulo de peso máximo com vetor peso máximo 1

e peso máximo λ. Se M ′ é qualquer módulo de peso máximo com par de peso

máximo (λ, v′), então o núcleo de p anula v′. Portanto, a aplicação

U(g−) → M ′

u 7→ u · v′

de g-módulos mostra que U(g−) (como um g-módulo) é um módulo Verma.

Observação 3.3.12 Da 3a. demonstração da Proposição 3.3.9 e da Proposição

3.3.3 temos M(λ) ∼= U(g−) como U(g−)-módulos e M(λ)λ−α ∼= U(g−)−α, onde

a ação sobre U(g−) é a multiplicação à esquerda. Assim, como U(g−)-módulos,

todos os M(λ) são isomorfos a U(g−), a menos das ações de h e U(g+) que podem

ser diferentes.

Se U(g−) é um domı́nio de integridade, temos o importante fato de que um

módulo Verma M(λ) é um U(g−)-módulo livre de torção, pois, para u ∈ U(g−),

m ∈M(λ),

u ·m = 0⇔ u = 0 ou m = 0. (3.6)

Qualquer homomorfismo de M(λ) que não é injetivo anula algum elemento não

trivial u · v, u ∈ U(g−)\{0}. Assim, temos a seguinte conclusão:

Proposição 3.3.13 Seja M um g-módulo de peso máximo. Para M ser um

módulo Verma é necessário e suficiente que M seja livre de torção como um

U(g−)-módulo (isto é, vale (3.6)).

Observação 3.3.14 Se M é um g-módulo Verma, então como um U(g−)-módulo

é ćıclico e livre de torção e, portanto, ele é livre.

Corolário 3.3.15 Qualquer submódulo de um módulo Verma que é um módulo

de peso máximo é um módulo Verma.

Da aplicação de U(g)-módulos à esquerda

U(g) → M(λ)
u 7→ u · v+,

obtemos

M(λ) ∼=
U(g)

I(λ)
, (3.7)
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onde I(λ) é o anulador de v+ em U(g). De (3.6) e da 3a. demonstração da

Proposição 3.3.9, temos

I(λ) = U(g)g+ +
∑
h∈h

U(g)(h− λ(h)1). (3.8)

Proposição 3.3.16 Sejam g uma álgebra de Lie com decomposição triangular e

λ ∈ h∗.

(i) Se M(λ) é o módulo Verma de peso máximo λ, então

(a) todo submódulo próprio N de M(λ) tem uma decomposição em espaços

de pesos relativa a h e os pesos estão em λ−Q+;

(b) M(λ) tem um único submódulo próprio maximal N(λ);

(c) L(λ) :=
M(λ)

N(λ)
é irredut́ıvel e, a menos de isomorfismo, L(λ) é o único

módulo de peso máximo irredut́ıvel de g com peso máximo λ.

(ii) Qualquer módulo de peso máximo M com peso máximo λ contém um único

submódulo próprio maximal N . Além disso,
M

N
∼= L(λ).

Demonstração:

(i) (a) Se N é um submódulo de M(λ), então em particular N é um h-

submódulo de M(λ). Pela Proposição 3.1.2(ii), N tem uma decom-

posição em espaços de pesos com espaços de pesos Nφ = M(λ)φ ∩ N
e, pela Proposição 3.3.3, φ ∈ λ − {Q+ ∪ {0}}. Se λ é um peso de N ,

então Nλ = M(λ)λ = Kv+ e assim N = M , já que v+ gera M(λ) como

um g-módulo. Portanto, se N é próprio, todos os pesos de N estão em

λ−Q+.

(b) Pelo item (a), a soma N(λ) de todos os submódulos próprios de M

ainda é próprio (já que nenhum deles pode contribuir para Mλ). Isso

prova (b).

(c) É claro que L(λ) =
M(λ)

N(λ)
é um módulo de peso máximo com peso

máximo λ e, já que N(λ) é maximal, L(λ) é irredut́ıvel. Seja L′ qual-

quer módulo de peso máximo irredut́ıvel com peso máximo λ. Então,

como M(λ) é um módulo Verma, existe um epimorfismo

η : M(λ)→ L′

com M(λ)φ → L′φ, para todos os pesos φ de M(λ). Como η é sobreje-

tor, seu núcleo é um submódulo próprio maximal de M(λ). Portanto,

pelo item (b), η(N(λ)) = 0 e

M(λ)

N(λ)
∼= L′.
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(ii) Da propriedade universal de M(λ), existe um epimorfismo M(λ) → M .

Este leva espaços de pesos em espaços de pesos. Logo N(λ) vai em um

submódulo próprio N de M . Então N é maximal e
M

N
∼=
M(λ)

N(λ)
= L(λ).

Exemplo 3.3.17 Álgebra de Virasoro

A subálgebra diagonal h da álgebra de Virasoro do Exemplo 3.2.3 é bidimen-

sional com base {L0, c}. Assim, qualquer funcional linear λ em h∗ é determinado

por dois valores

h := λ(L0) e c̄ := λ(c).

Denotamos o correspondente módulo Verma por M = M(λ) e um vetor peso

máximo por v+, dáı M = U(B)v+. Como c gera o centro de B, temos c ·x · v+ =

x ·c ·v+ = x ·λ(c)v+ = c̄x ·v+, para todo x ∈ U(B). Logo c age como multiplicação

escalar por c̄ sobre M . Com λ1 ∈ h∗ definido por λ1(L0) = 1 e λ1(c̄) = 0, como

no Exemplo 3.1.4, temos

M =
⊕
n∈N

Mλ−nλ1 .

Usando a Observação 3.3.12 e o Teorema PBW aplicado à base ordenada

{L−1, L−2, . . .} de B−, achamos uma base de Mλ−nλ1 dada pelo conjunto

{L−nk . . . L−n1 · v+ : n1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ nk e
∑

ni = n}.

3.3.2 A Forma de Shapovalov

Em geral, o problema de se descrever os submódulos de um módulo Verma é muito

dif́ıcil e também não é fácil dizer se M(λ) é irredut́ıvel e como a irredutibilidade

depende de λ. A forma de Shapovalov é útil neste caso. Trata-se de uma forma

bilinear contragradiente sobre U(g) com valores em S(h) que é então transferido

para os módulos Verma M(λ).

Seja g uma álgebra de Lie admitindo uma decomposição triangular g = g+ ⊕
h⊕g−, com um conjunto de ráızes Q e uma anti-involução ω. Pela decomposição

triangular e o Teorema PBW, temos

U(g) = U(g−)U(h)U(g+)

= U(g−)U(h)(K1⊕ U(g+)g+)

= U(g−)U(h)⊕ U(g−)U(h)U(g+)g+

= U(g−)U(h)⊕ U(g)g+

= (K1⊕ g−U(g−))U(h)⊕ U(g)g+

= U(h)⊕ g−U(g−)U(h)⊕ U(g)g+

= U(h)⊕ {g−U(g) + U(g)g+}. (3.9)

A anti-involução ω se estende de forma única a uma anti-involução (que também

denotaremos por ω) de U(g) que leva g−U(g) em U(g)g+, e vice-versa, e fixa
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ponto a ponto U(h). As componentes do lado direito da igualdade (3.9) são todas

h-módulos sobre a representação adjunta.

Seja q : U(g)→ U(h) a projeção sobre U(h) definida por (3.9) (logo q é nula

nos demais somandos). Como já fizemos anteriormente, vamos identificar U(h)

com a álgebra simétrica S(h) e dáı q : U(g) → S(h). Definimos a forma de

Shapovalov por
F : U(g)× U(g) → S(h)

(x, y) 7→ q(ω(x)y).

Proposição 3.3.18 A forma de Shapovalov F satisfaz as seguintes propriedades:

(i) F é simétrica;

(ii) para todos u, x, y ∈ U(g), F (ux, y) = F (x, ω(u)y);

(iii) para α, β ∈ Q e α 6= β, U(g)α ⊥ U(g)β relativo a F ;

(iv) F (1, 1) = 1.

Demonstração:

(i) Sejam x, y ∈ U(g). Escrevendo

ω(x)y = F (x, y) + r,

onde r ∈ g−U(g) + U(g)g+, e aplicando ω, temos ω(y)x = F (x, y) + ω(r) o

que implica F (y, x) = q(ω(y)x) = q(F (x, y)) + q(ω(r)) = F (x, y).

(ii) Para todos u, x, y ∈ U(g),

F (ux, y) = q(ω(ux)y) = q(ω(x)ω(u)y) = F (x, ω(u)y).

(iii) Se x ∈ U(g)α, y ∈ U(g)β, então ω(x)y ∈ U(g)β−α, pela Proposição 3.1.7.

Como a decomposição (3.9) é uma soma de h-módulos, para β − α 6= 0

obtemos F (x, y) = q(ω(x)y) = 0.

(iv) F (1, 1) = q(ω(1)1) = q(1) = 1.

Definição 3.3.19 Seja g uma álgebra de Lie com uma anti-involução ω. Uma

aplicação bilinear

B : M ×M → V

de um g-módulo M em algum espaço V é chamada contragradiente (relativa a

ω) se, para todos x, y ∈M e para todo u ∈ g,

B(u · x, y) = B(x, ω(u) · y).
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Pelo item (ii) da Proposição 3.3.18, a forma de Shapovalov F é contragradiente

relativa à anti-involução da decomposição triangular.

Qualquer λ ∈ h∗ se estende unicamente a um homomorfismo

λ : S(h) → K
f 7→ f(λ).

Como, em particular, a forma de Shapovalov assume valores em S(h), podemos

definir, para cada λ ∈ h∗, uma forma bilinear simétrica com valores em K sobre

U(g) dada por

F (λ) : U(g)× U(g) → K
(x, y) 7→ F (λ)(x, y) = F (x, y)(λ).

Agora se y ∈ U(g)g+ então, para todo x ∈ U(g), F (x, y) = q(ω(x)y) = 0

(já que ω(x)y ∈ U(g)g+) e, em particular, F (λ)(x, y) = 0, para todo x ∈ U(g).

Se y ∈ U(g)(h − λ(h)1), então é posśıvel mostrar que F (x, y) = f(h − λ(h)1),

para algum f ∈ S(h) e, assim, de novo F (λ)(x, y) = 0. Logo o ideal à esquerda

I(λ) de U(g) dado em (3.8) está no radical S := {x ∈ U(g) : F (λ)(x, y) =

0, para todo y ∈ U(g)} de F (λ). Como M(λ) ∼=
U(g)

I(λ)
, usamos 1 ∈ U(g) para

determinar o vetor peso máximo v+ de M(λ) e assim obtemos uma nova forma

bilinear induzida

Fλ : M(λ)×M(λ)→ K (3.10)

satisfazendo

Fλ(x · v+, y · v+) = F (λ)(x, y),

para todos x, y ∈ U(g).

Proposição 3.3.20 Para a forma Fλ definida em (3.10), temos:

(i) Fλ é simétrica e contragradiente;

(ii) relativo a Fλ, M(λ)λ−α ⊥M(λ)λ−β, a menos que α = β;

(iii) o submódulo maximal N(λ), constrúıdo na demonstração do item (ib) da

Proposição 3.3.16, é o radical de Fλ;

(iv) escrevendo M(λ) = Kv++
∑
α∈Q+

M(λ)λ−α temos, para todos x, y ∈ U(g), que

Fλ(x · v+, y · v+) é a componente de ω(x) · y · v+ em Kv+.

Demonstração:

O item (i) segue do fato de F ser simétrica e contragradiente. O item (ii) é

um cálculo simples, notando-se que ω(x)y ∈ Mα−β. Para a parte (iii), seja R o

radical de Fλ. O radical R é um submódulo, pelo fato de F ser contragradiente,

e é próprio, já que Fλ(v+, v+) = 1. Logo R ⊂ N(λ). Reciprocamente, seja

w ∈ N(λ). Então, para todo x ∈ U(g), como Fλ é contragradiente,

Fλ(x · v+, w) = Fλ(v+, ω(x) · w) = 0,
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pela parte (ii), já que ω(x) ·w ∈ N(λ) ⊂
∑
α∈Q+

M(λ)λ−α. Isso mostra que N(λ) ⊂

R e dáı N(λ) = R. Para parte (iv), escreva ω(x)y = F (x, y) + r, como na prova

da Proposição 3.3.18, e aplicando em v+ segue o resultado.

Lembramos que uma forma bilinear B : A×A→ K é não-degenerada se o

radical R := {x ∈ A : B(x, y) = 0, para todo y ∈ A} de B é nulo. Se R 6= (0),

B é dita degenerada.

A proposição a seguir estabelece um critério de irredutibilidade do módulo

Verma.

Proposição 3.3.21 O módulo Verma M(λ) é irredut́ıvel se, e somente se, Fλ é

não degenerada, isto é, o radical de Fλ é nulo.

Demonstração: Para ver isso, lembremos que no item (ic) da Proposição 3.3.16

verificamos que L(λ) =
M(λ)

N(λ)
é, a menos de isomorfismo, o único módulo de peso

máximo irredut́ıvel de g com peso máximo λ, onde N(λ) é o submódulo próprio

maximal de M(λ). Assim,

M(λ) é irredut́ıvel ⇔ L(λ) = M(λ)⇔ N(λ) = 0⇔ Fλ é não degenerada,

onde a última equivalência segue do item (iii) da Proposição 3.3.20.

Podemos ser mais precisos sobre a irredutibilidade de M(λ). Seja γ ∈ Q+∪{0}
e defina F |γ a restrição de F para cada espaço de peso U(g−)−γ, isto é:

F |γ : U(g−)−γ × U(g−)−γ → S(h).

Proposição 3.3.22 A forma F |γ(λ) é degenerada se, e somente se, N(λ)λ−γ 6=
(0).

Demonstração:

Temos um isomorfismo U(g−)−γ ∼= M(λ)λ−γ dado por

u 7→ u · v+

e F |γ(λ)(u1, u2) = F (u1, u2)(λ) = Fλ(u1 · v+, u2 · v+). Dado u2 ∈ U(g−)−γ,

u2 · v+ ∈M(λ)λ−γ, então, para qualquer u1 ∈ U(g−)−γ,

u2 está no radical de F |γ(λ) ⇔ F |γ(λ)(u1, u2) = 0 (3.11)

⇔ Fλ(u1 · v+, u2 · v+) = 0 ⇔ u2 · v+ ⊥M(λ)λ−γ, relativo a Fλ

⇔ u2 · v+ ⊥M(λ), relativo a Fλ ⇔ u2 · v+ ∈ N(λ)λ−γ,

onde a penúltima equivalência segue do item (ii) da Proposição 3.3.20.

Agora, se g admite uma decomposição triangular regular, isto é, os espaços de

pesos são de dimensão finita, então para qualquer γ ∈ Q+ ∪ {0} podemos achar

uma base, digamos, {u1, . . . , un}, de U(g−)−γ. Considere a matriz n× n

Shγ(λ) = ((F |γ(ui, uj))(λ))1≤i,j≤n. (3.12)
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Lembrando que o posto p de uma matriz n×n é o número de linhas linearmente

independentes dessa matriz e que a nulidade N dessa matriz é dada por N = n−p,
de (3.11) temos o seguinte:

Corolário 3.3.23 Se g admite uma decomposição triangular regular e Shγ é

definido por (3.12), então

(i) a dimensão de N(λ)λ−γ é igual a nulidade de Shγ(λ);

(ii) M(λ) é irredut́ıvel se, e somente se, det(Shγ(λ)) 6= 0, para todo γ ∈ Q+ ∪
{0}.

Demonstração:

(i) A nulidade de Shγ(λ) é igual a dimensão do radical da forma F |γ(λ). Logo

basta ver que N(λ)λ−γ é o radical de F |γ(λ).

(ii) Se M(λ) é irredut́ıvel, então N(λ) = (0). Como a decomposição em espaços

de pesos é uma soma direta, pela Proposição 3.1.2, N(λ)λ−γ = (0), para

todo γ ∈ Q+ ∪ {0}, dáı pela Proposição 3.3.22, F |γ(λ) é não degenerada,

para todo γ ∈ Q+∪{0}, o que implica det (Shγ(λ)) 6= 0, para todo γ ∈ Q+∪
{0}. Reciprocamente, se det (Shγ(λ)) 6= 0, para todo γ ∈ Q+ ∪ {0}, então

F |γ(λ) é não degenerada, pois do contrário, se F |γ(λ) fosse degenerada,

existiria u não nulo em U(g−)−γ tal que F |γ(λ)(u, v) = 0, para todo v ∈
U(g−)−γ, o que implica em det (Shγ(λ)) = 0, uma contradição. Agora como

F |γ(λ) é não degenerada, pela Proposição 3.3.22, N(λ)λ−γ = (0), para todo

γ ∈ Q+ ∪ {0}, logo N(λ) = (0), e, portanto, M(λ) é irredut́ıvel.

Exemplo 3.3.24 (Álgebra de Virasoro)

Usando a notação do Exemplo 3.3.17, a álgebra diagonal h da álgebra de

Virasoro é gerada por L0 e c, e M = M(λ) denota o módulo Verma com peso

máximo λ tal que λ(L0) = h e λ(c) = c̄.

Seja v+ um vetor peso máximo de M de peso máximo λ. No Exemplo 3.3.17,

para n ∈ N, explicitamos uma base para M(λ)λ−nλ1 ∼= U(g−)−nλ1 que é formada

pelo conjunto dos elementos L−nk . . . L−n1 ·v+, onde n1 ≤ . . . ≤ nk e n1+. . .+nk =

n. Seja γn = nλ1 um funcional em h∗. Vamos determinar as matrizes Shγn(λ),

para os valores n = 0, 1, 2.

Para n = 0, uma base para U(g−)0 é {v+}. Assim,

Fλ(v+, v+) = λ(F (1, 1)) = λ(1) = 1

e a matriz Sh0(λ) é dada por

Sh0(λ) = (1).
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Para n = 1, uma base para U(g−)γ1 é {L−1 · v+}. Assim,

Fλ(L−1 · v+, L−1 · v+) = λ(F (L−1, L−1))

= λ(q(ω(L−1)L−1))

= λ(q(L1L−1))

= λ(q([L1, L−1] + L−1L1))

= λ(q(−2L0 + L−1L1))

= λ(−2L0)

= −2λ(L0)

= −2h.

e a matriz Shγ1(λ) é dada por

Shγ1(λ) = (−2h).

Para n = 2, uma base para U(g−)γ2 é {L−2 · v+, L−1L−1 · v+}. Assim,

Fλ(L−2 · v+, L−2 · v+) = λ(F (L−2, L−2))

= λ(q(ω(L−2)L−2))

= λ(q(L2L−2))

= λ(q([L2, L−2] + L−2L2))

= λ(q(−4L0 +
1

2
c+ L−2L2))

= λ(−4L0 +
1

2
c)

= −4h+
1

2
c̄.

Fλ(L−2 · v+, L−1L−1 · v+) = λ(F (L−2, L−1L−1))

= λ(q(ω(L−2)L−1L−1))

= λ(q(L2L−1L−1))

= λ(q(−3L1L−1 + L−1L2L−1))

= 6h.

Fλ(L−1L−1 · v+, L−2 · v+) = Fλ(L−2 · v+, L−1L−1 · v+)

= 6h, pois Fλ é simétrica.

Fλ(L−1L−1 · v+, L−1L−1 · v+) = λ(F (L−1L−1, L−1L−1))

= λ(q(ω(L−1L−1)L−1L−1))

= λ(q(L1L1L−1L−1)

= λ(−4L0 + 4L2
0 + 4L2

0)

= 8h2 − 4h.

e a matriz Shγ2(λ) é dada por

Shγ2(λ) =

(
−4h+ 1

2
c̄ 6h

6h 8h2 − 4h

)
.
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3.3.3 Partições e os Monômios de Poincaré-Birkhoff-Witt

Seja g+ =
⊕
α∈∆+

gα+ uma decomposição em espaços de pesos do h-módulo g+

e, para cada α ∈ ∆+, βα = {x(α1), . . . , x(αr), . . . , } uma base de gα+. Dáı uma

base para g+ é dada pela união disjunta β =
⋃
α∈∆+

βα. Seja C um conjunto tal

que podemos associar a cada elemento x(γ) ∈ g
∆(γ)
+ de β um elemento γ ∈ C e

vice-versa, isto é, C é um conjunto parametrizando a base β de g+ constrúıda a

partir dos espaços de pesos via

C 3 γ ↔ x(γ) ∈ g+.

Defina
∆ : C → ∆+

γ 7→ ∆(γ)

tal que x(γ) ∈ g
∆(γ)
+ , para todo γ ∈ C.

Definição 3.3.25 Uma partição λ de C é um multiconjunto2 finito com ele-

mentos de C e escrevemos P para o conjunto das partições de C.

Definição 3.3.26 O comprimento |λ| de uma partição λ ∈ P é o número de

elementos de λ, contando todas as repetições.

Fixe alguma ordem na base {x(γ) : γ ∈ C} de g+. Para qualquer λ ∈ P seja

x(λ) = x(λ1) . . . x(λk) ∈ U(g+) (3.13)

onde k = |λ| e (λi)1≤i≤k é uma enumeração dos elementos de λ tais que (3.13) é

um monômio de PBW com respeito à base ordenada.

Para qualquer partição λ ∈ P , escreva y(λ) = ω(x(λ)). Pelo Teorema PBW,

os espaços U(g+), U(g−) têm bases {x(λ) : λ ∈ P}, {y(λ) : λ ∈ P}, respectiva-

mente. Dada uma partição λ ∈ P e ráızes positivas α ∈ ∆+, escreva

∆(λ) =
∑
γ∈λ

∆(γ) e λα = {γ ∈ λ : ∆(γ) = α}.

3.3.4 Lema de Shapovalov

O lema seguinte será utilizado na demonstração do Lema de Shapovalov.

Lema 3.3.27 Seja λ ∈ P tal que |λ| = r e (λi)1≤i≤r uma enumeração de λ. Seja

τ ∈ Sr (grupo das permutações de r elementos). Então

x(λ1) . . . x(λr) = x(λτ(1)) . . . x(λτ(r)) +R

onde R é uma combinação linear de termos x(φ1) . . . x(φs), onde φi ∈ C, para

1 ≤ i ≤ s e s < r.

2Um multiconjunto é a generalização de um conjunto, de tal forma que permite a repetição
de elementos.
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Lema 3.3.28 (Lema de Shapovalov) Seja g uma álgebra de Lie com decom-

posição triangular (g, h0, h, g+, ω). Suponha λ, µ ∈ P, com |λ| = r e |µ| = s e que

(λi)1≤i≤r e (µi)1≤i≤s sejam enumerações arbitrárias de λ e µ, respectivamente.

Seja

Z = x(λr) . . . x(λ1)y(µ1) . . . y(µs).

Então

(i) O grau ∂hq(Z) de q(Z) em relação a monômios formados a partir de ele-

mentos de h satisfaz ∂hq(Z) ≤ r, s;

(ii) se r = s, mas |λα| 6= |µα|, para algum α ∈ ∆+, então ∂hq(Z) < r = s;

(iii) se r = s e |λα| = |µα| =: mα, para todo α ∈ ∆+, então o termo de grau

r = s de q(Z) é ∏
α∈∆+

∑
τ∈Smα

∏
1≤j≤mα

[x(λατ(j)), y(µαj )],

onde, para cada α ∈ ∆+, (λαj )1≤j≤mα, (µαj )1≤j≤mα são quaisquer enumerações

fixadas de λα e µα, respectivamente.

Demonstração:

A prova será feita por indução sobre |λ|+ |µ|. É fácil notar que os três itens

valem para o caso |λ| = 0 ou |µ| = 0. Suponha que os três itens valem para todos

λ′, µ′ ∈ P , tais que |λ′|+ |µ′| < |λ|+ |µ|. Sejam ς ∈ Sr, τ ∈ Ss e

Z ′ = x(λς(r)) . . . x(λς(1))y(µτ(1)) . . . y(µτ(s)).

Pelo Lema 3.3.27, Z = Z ′ +R, onde R é uma combinação linear dos termos

x(φr′) . . . x(φ1)y(ψ1) . . . y(ψs′),

com r′ < r ou s′ < s. Logo, pelas hipóteses indutivas, o lema vale para enu-

merações arbitrárias de λ e µ, se ele vale para qualquer par particular de enu-

merações.

Considere ∆+ com a ordem parcial usual e escolha quaisquer enumerações de

λ, µ tais que

∆(λ1) ≤ . . . ≤ ∆(λr) e ∆(µ1) ≤ . . . ≤ ∆(µs).

Mais ainda, como

q(x(λr) . . . x(λ1)y(µ1) . . . y(µs)) = q(ω(x(λr) . . . x(λ1)y(µ1) . . . y(µs)))

= q(x(µs) . . . x(µ1)y(λ1) . . . y(λr)).

pode-se supor, sem perda de generalidade, ∆(µ1) ≤ ∆(λ1). Agora

q(Z) = q(x(λr) . . . x(λ1)y(µ1) . . . y(µs))

= q([x(λr) . . . x(λ1), y(µ1)]y(µ2) . . . y(µs))

=
r∑
i=1

q(Ai),
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onde, pela regra de Leibniz

Ai = x(λr) . . . x(λi+1)[x(λi), y(µ1)]x(λi−1) . . . x(λ1)y(µ2) . . . y(µs),

para 1 ≤ i ≤ r. Seja 0 ≤ k ≤ r maximal tal que ∆(λi) = ∆(µ1) para todo

1 ≤ i ≤ k, os termos Ai com 1 ≤ i ≤ k e k < i ≤ r serão considerados

separadamente. Se 1 ≤ i ≤ k então [x(λi), y(µ1)] ∈ h. Dáı pela regra de Leibniz,

Ai = Zi[x(λi), y(µ1)] +Ri,

onde Zi = x(λr) . . . x(λi+1)x(λi−1) . . . x(λ1)y(µ2) . . . y(µs) e Ri é uma combinação

linear de termos

x(φr−1) . . . x(φ1)y(ψ1) . . . y(ψs−1), com φ1, . . . , φr−1, ψ1, . . . , ψs−1 ∈ C.

Se k < i ≤ r, então Ai é igual a

x(λr) . . . x(λi+1)x(γ)x(λi−1) . . . x(λ1)y(µ2) . . . y(µs),

onde ∆(γ) = ∆(λi) − ∆(µ1) ∈ ∆+, já que ∆(µ1) ≤ ∆(λ1) ≤ ∆(λi). Note que

∂hq(Z) ≤ max{∂hq(Ai)}.
Considere agora cada um dos três itens do lema:

(i) Para 1 ≤ i ≤ k, temos

q(Ai) = q(Zi)[x(λi), y(µ1)] + q(Ri), (3.14)

já que q|U(g)0 é um homomorfismo de álgebras. Pela parte (i) das hipóteses

de indução,

∂hq(Zi), ∂hq(Ri) ≤ r − 1, s− 1,

e então ∂hq(Ai) ≤ r, s. Para k < i ≤ r, de novo pela parte (i) das hipóteses

de indução, ∂hq(Ai) ≤ r, s− 1. Dáı ∂hq(Z) ≤ r, s, e a parte (i) vale.

(ii) Suponha r = s e seja α ∈ ∆+ tal que |λα| 6= |µα|. Para 1 ≤ i ≤ k, considere

q(Ai) dado pela equação (3.14). Pela parte (i) das hipóteses de indução,

∂hq(Ri) ≤ r − 1 < r,

e então resta considerar apenas q(Zi). Escreva λ′ (respectivamente, µ′) para

a partição consistindo das componentes de λ (respectivamente, µ) exceto

para λi (respectivamente, µ1). Então |λ′| = |µ′| e |λ′α| 6= |µ′α|. Logo, pela

parte (ii) das hipóteses de indução, ∂hq(Zi) < r−1 e dáı ∂hq(Ai) < r. Para

k < i ≤ r, a parte (i) das hipóteses de indução implica ∂hq(Ai) ≤ s−1 < r.

Portanto, ∂hq(Z) < r, como queŕıamos.

(iii) Suponha r = s e |λα| = |µα|, para todo α ∈ ∆+. Observe que, para

k < i ≤ r, a parte (i) das hipóteses de indução implica

∂hq(Ai) ≤ s− 1 < r
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e, para 1 ≤ i ≤ k,

∂hq(Ri) ≤ r − 1 < r.

Dáı os termos q(Ai), para k < i ≤ r e os termos q(Ri), para 1 ≤ i ≤ k, não

podem contribuir para a componente de grau r de q(Z), dáı a componente

de grau r de q(Z) é a componente de grau r de

k∑
i=1

q(Zi)[x(λi), y(µ1)].

Como Zi satisfaz as condições da parte (iii) das hipóteses de indução, para

1 ≤ i ≤ k, a fórmula segue.
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Caṕıtulo 4

Teoria de Peso Máximo para
Álgebras de Lie Correntes
Truncadas

Neste caṕıtulo, desenvolvemos um estudo das representações de peso máximo

para álgebras de Lie correntes truncadas e o encerramos com um critério

de redutibilidade para os módulos Verma. Ao longo do caṕıtulo utilizamos as

notações dos caṕıtulos anteriores e, sempre que posśıvel, fazemos referências que

especifiquem melhor onde essas notações foram utilizadas. Neste caṕıtulo, todas

as álgebras de Lie estão definidas sobre um corpo K de caracteŕıstica 0.

4.1 Álgebras de Lie Correntes Truncadas

Consideramos nesta seção g uma álgebra de Lie com decomposição triangular

(g, h0, h, g+, ω) e C um conjunto parametrizando uma base de g+, como na Seção

3.3.3.

Definição 4.1.1 Fixe um inteiro positivo N e seja

ĝ = g⊗ K[t]

tN+1K[t]
.

Com o colchete de Lie definido por

[x⊗ ti, y ⊗ tj] = [x, y]⊗ ti+j, para todos x, y ∈ g e i, j ≥ 0,

ĝ é uma álgebra de Lie denominada álgebra de Lie corrente truncada e o

inteiro N é o ı́ndice de nilpotência de ĝ.

Observação 4.1.2 Pelo Exemplo 3.2.5, ĝ é uma álgebra de Lie com decom-

posição triangular (ĝ, h0, ĥ, ĝ+, ω).

Exemplo 4.1.3 (Álgebra de Takiff)
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Quando o ı́ndice de nilpotência de ĝ é 1 e g é uma álgebra de Lie semissimples

de dimensão finita, a álgebra de Lie corrente truncada

ĝ = g⊗ K[t]

t2K[t]

é conhecida como a álgebra de Takiff e foi estudada inicialmente por Takiff em

[8].

Observação 4.1.4 Quando g é uma álgebra de Lie semissimples de dimensão

finita, a álgebra de Lie corrente truncada ĝ, com ı́ndice de nilpotência N , é

chamada álgebra de Lie polinomial ou ainda álgebra de Takiff genera-

lizada.

De forma análoga ao que foi feito na Seção 3.3.3, seja Ĉ = C × {0, . . . , N},
onde C é um conjunto parametrizando uma base de g+ constrúıda a partir de

bases de seus espaços de pesos. Dáı Ĉ parametriza uma base de ĝ+ consistindo

de vetores de pesos de h0 de graus homogêneos em t via a correspondência

Ĉ 3 γ ↔ x(γ) ∈ ĝ+,

onde x(γ) = x(τ)⊗ td, com γ = (τ, d) ∈ Ĉ. Defina

∆ : Ĉ → ∆+

γ 7→ ∆(γ)
e

∂t : Ĉ → {0, . . . , N}
γ 7→ ∂t(γ)

,

onde x(γ) ∈ g
∆(γ)
+ ⊗ t∂t(γ), para todo γ ∈ Ĉ.

Ordene a base {x(γ) : γ ∈ Ĉ} de ĝ+ fixando uma ordem parcial pelo cresci-

mento dos graus homogêneos em t, isto é,

∂t(γ) < ∂t(γ
′)⇒ x(γ) < x(γ′), γ, γ′ ∈ Ĉ.

Se ∂t(γ) = ∂t(γ
′) usamos a ordem parcial de g+ para ordenarmos x(γ) e x(γ′).

Como na Seção 3.3.3, a base de monômios de PBW de U(ĝ+) com respeito a

esta base ordenada é parametrizada por uma coleção P de partições. Partições

aqui são multiconjuntos (finitos) com elementos de Ĉ. Para qualquer χ ∈ Q+,

seja

Pχ = {λ ∈ P : ∆(λ) = χ},

onde ∆(λ) =
∑
γ∈λ

∆(γ). Para quaisquer 0 ≤ d ≤ N e λ ∈ P , defina

λd = {γ ∈ λ : ∂t(γ) = d}.

Assim, diremos que λ é homogêneo de grau d em t se λ = λd. A ordem da

base de ĝ+ é tal que, para todo λ ∈ P ,

x(λ) = x(λ0)x(λ1) . . . x(λN), y(λ) = y(λN) . . . y(λ1)y(λ0), (4.1)

onde x(λi) e y(µi) são iguais aos produtos de todos x(γ) e y(θ), tais que γ ∈ λi
e θ ∈ µi, respectivamente. Para qualquer Λ ∈ ĥ∗ e 0 ≤ d ≤ N , seja Λd ∈ h∗ dado

por

Λd(h) = Λ(h⊗ td), h ∈ h.
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4.2 Uma Modificação na Forma de Shapovalov

Como vimos na Seção 3.3, existe uma decomposição

U(ĝ) = U(ĥ)⊕ {ĝ−U(ĝ) + U(ĝ)ĝ+},

como uma soma direta de U(ĝ)0-módulos bilaterais. Denote por q : U(ĝ)→ U(ĥ)

a projeção sobre o primeiro somando. Seja

F : U(ĝ)× U(ĝ)→ U(ĥ)

a forma de Shapovalov F (x, y) = q(ω(x)y) e escreva Fχ para a restrição de F ao

subespaço U(ĝ−)−χ, para χ ∈ Q+.

Considere o subespaço vetorial de U(ĝ),

U(ĝ)m =

〈{
(x1 ⊗ td1) . . . (xk ⊗ tdk) : xi ∈ g,

k∑
i=1

di = m, k ≥ 0

}〉
,

assim, U(ĝ) =
⊕
m≥0

U(ĝ)m.

Definição 4.2.1 Dado qualquer subespaço V ⊂ U(ĝ), seja

Vm = U(ĝ)m ∩ V, m ≥ 0.

Dizemos que V é graduado em t se V =
⊕
m≥0

Vm.

Observação 4.2.2 As subálgebras U(ĝ+), U(ĝ−) e U(ĥ) são graduadas em t.

Lema 4.2.3 Para qualquer m ≥ 0, q(U(ĝ)m) ⊂ U(ĥ)m.

Demonstração: Os espaços ĝ−U(ĝ) e U(ĝ)ĝ+ são graduados em t, dáı a soma

{ĝ−U(ĝ) + U(ĝ)ĝ+}

também o é. Portanto, para qualquer m ≥ 0,

U(ĝ)m = U(ĥ)m ⊕ {ĝ−U(ĝ) + U(ĝ)ĝ+}m.

Exemplo 4.2.4 (Álgebra de Virasoro)

Consideramos as notações utilizadas nos Exemplos 3.1.4 e 3.2.3. Sejam N =

1, χ = 2λ1, C = ∆+ e Ĉ = C × {0, 1}. A álgebra corrente truncada associada à

álgebra de Virasoro B será, neste caso, B̂ = B⊗ K[t]

t2K[t]
. Então, Pχ consiste das

cinco partições

{(λ1, 0), (λ1, 0)}, {(2λ1, 0)}, {(λ1, 1), (λ1, 0)}, {(2λ1, 1)}, {(λ1, 1), (λ1, 1)}.(4.2)
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Ordene a base

{x(γ) : γ ∈ Ĉ} = {Lm ⊗ td : m > 0, d = 0, 1}

de ĝ+ primeiramente pelo crescimento do grau d e depois pelo crescimento do

ı́ndice m. Então a base de monômios de PBW de U(ĝ−)−χ correspondentes a

(4.2) é, respectivamente,

(L−1 ⊗ t0)2, L−2 ⊗ t0, (L−1 ⊗ t1)(L−1 ⊗ t0), L−2 ⊗ t1, (L−1 ⊗ t1)2. (4.3)

Se Ωm,i =

(
−2mL0 +

m3 −m
12

c

)
⊗ti, para m, i ≥ 0, a matriz de Fχ, com respeito

a base ordenada (4.3 ), será
2Ω1,0(Ω1,0 − 1) −3Ω1,0 2Ω1,1(Ω1,0 − 1) −3Ω1,1 (Ω1,1)2

−3Ω1,0 Ω2,0 −3Ω1,1 Ω2,1 0
2Ω1,1(Ω1,0 − 1) −3Ω1,1 Ω2

1,1 0 0
−3Ω1,1 Ω2,1 0 0 0
(Ω1,1)2 0 0 0 0


Dáı o determinante de Shapovalov para χ é dado por det Fχ = Ω6

1,1Ω2
2,1.

Exemplo 4.2.5 (Álgebra de Virasoro)

Sejam N = 2, χ = 2λ1, C = ∆+ e Ĉ = C × {0, 1, 2}. A álgebra corrente

truncada associada à álgebra de Virasoro B será, neste caso, B̂ = B ⊗ K[t]

t3K[t]
.

Então Pχ consiste das nove partições

{(λ1, 0), (λ1, 0)}, {(2λ1, 0)}, {(λ1, 0), (λ1, 1)}, (4.4)

{(2λ1, 1)}, {(λ1, 0), (λ1, 2)}, {(λ1, 1), (λ1, 1)},
{(2λ1, 2)}, {(λ1, 1), (λ1, 2)}, {(λ1, 2), (λ1, 2)}.

Ordene a base {x(γ) : γ ∈ Ĉ} de ĝ+ como no exemplo anterior. Então a base de

monômios de PBW de U(ĝ−)−χ correspondentes a (4.4) é, respectivamente,

(L−1 ⊗ t0)2, L−2 ⊗ t0, L−1 ⊗ t1 · L−1 ⊗ t0, (4.5)

L−2 ⊗ t1, L−1 ⊗ t2 · L−1 ⊗ t0, (L−1 ⊗ t1)2,

L−2 ⊗ t2, L−1 ⊗ t2 · L−1 ⊗ t1, (L−1 ⊗ t2)2.
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Como observado no Exemplo 4.2.5, não é sempre que a matriz de Fχ, χ ∈ Q+,

pode ser triangular a partir de uma escolha de ordenação para a base de monômios

de PBW de U(ĝ−)−χ. Uma permutação completa de colunas é necessária e isto é

realizado por uma involução ? nas partições e inclúıdo em uma modificação B da

forma de Shapovalov F . Para qualquer γ = (τ, d) ∈ Ĉ, escreva γ? = (τ,N−d) ∈ Ĉ
e, para qualquer λ ∈ P , seja

λ? = {γ? : γ ∈ λ}.

Então (λd)? = (λ?)N−d, para todo λ ∈ P e todos os graus d. Para qualquer

χ ∈ Q+, seja

Bχ : U(ĝ−)−χ × U(ĝ−)−χ → U(ĥ)

a forma bilinear definida por

Bχ(y(λ), y(µ)) = Fχ(y(λ), y(µ?)) = q(ω(y(λ))y(µ?)), λ, µ ∈ Pχ.

Relativo a qualquer ordem total da base {y(λ) : λ ∈ Pχ} de U(ĝ−)−χ, as matrizes

de Bχ e Fχ são iguais depois de uma reordenação das colunas determinada pela

involução ?. Em particular, os determinantes det Fχ e detBχ são iguais a menos

de sinal.

4.3 Decomposição da Forma de Shapovalov

Nesta seção consideramos uma álgebra de Lie g com decomposição triangular

(g, h0, h, g+, ω) e seja ĝ a álgebra de Lie corrente truncada associada a g com

decomposição triangular (ĝ, h0, ĥ, ĝ+, ω) e ı́ndice de nilpotência N .

Seja L a coleção de todas as matrizes cujas entradas são inteiros não negativos

e cujas linhas são indexadas por ∆+ e as colunas por {0, . . . , N}, com somente

um número finito de entradas não nulas. Para qualquer χ ∈ Q+, defina

Lχ = {L ∈ L : χ =
∑
α∈∆+

∑
0≤d≤N

Lα,dα}.

Observe que ao analisarmos uma linha de uma matriz em Lχ, por exemplo a

linha indexada por α ∈ ∆+, a soma dos elementos desta linha corresponde ao

fator que multiplica α na decomposição de χ. Assim, as entradas de uma matriz

em Lχ especificam a multiplicidade de cada raiz em cada componente de grau

homogêneo de uma partição de χ, isto é, denotando por λα,d = {γ ∈ λ : ∂t(γ) =

d e ∆(γ) = α}, temos

λ ∈ Pχ ⇔ (|λα,d|)α∈∆+, 0≤d≤N ∈ Lχ.

Dado L ∈ L, seja

PL = {λ ∈ P : |λα,d| = Lα,d, para todos α ∈ ∆+, 0 ≤ d ≤ N}.

Dáı, para qualquer L ∈ L, se os espaços de pesos de g são unidimensionais, PL é

um conjunto finito não vazio, dáı PL é único.
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O conjunto Lχ parametriza uma decomposição em união disjunta do conjunto

Pχ:

Pχ =
⋃
L∈Lχ

PL. (4.6)

Para qualquer S ⊂ P , defina o conjunto gerado por S sobre K por

〈S〉 = 〈{y(λ) : λ ∈ S}〉K.

Assim, por exemplo, 〈P〉 = U(ĝ−) e 〈Pχ〉 = U(ĝ−)−χ, para qualquer χ ∈
Q+. Dado χ ∈ Q+, a decomposição (4.6) de Pχ define uma decomposição de

U(ĝ−)−χ = 〈Pχ〉:
U(ĝ−)−χ =

⊕
L∈Lχ

〈PL〉.

A idéia central desta seção é construir uma ordem no conjunto Lχ e mostrar que,

relativa a esta ordem, qualquer matriz da forma de Shapovalov modificada Bχ de

ĝ é triangular superior (Teorema 4.3.5).

A fim de estabelecermos uma ordem para o conjunto Lχ, considere a ordem

definida sobre Q+ na Seção 3.2. Se X é um conjunto com uma ordem total,

escreva X† para o conjunto X com a ordem inversa, isto é, x ≤ y em X† se, e

somente se, y ≤ x em X. Por exemplo, nesta ordem em Z†+ 0 é elemento maximal.

Suponha que (Xi)i≥1 é uma sequência de conjuntos ordenados totalmente e seja

X = X1 ×X2 ×X3 × . . .

denotando o produto cartesiano ordenado. O conjunto X carrega uma ordem <X

definida, para (xi) e (yi) em X, por

(xi) <X (yi)⇔ ∃ m ≥ 1 tal que xi = yi, para todo 1 ≤ i < m, e xm < ym.

Esta ordem sobre X é total e é chamada ordem lexicográfica.

Fixe uma enumeração arbitrária do conjunto ∆+ × {0, 1, . . . , N} e considere

L como um subconjunto do produto cartesiano ordenado de cópias do conjunto

Z+ indexados por essa enumeração. Denotemos por L(≤) o conjunto L com a

ordem lexicográfica associada. Para qualquer L ∈ L, sejam

∆(L) =

∑
α∈∆+

Lα,0α,
∑
α∈∆+

Lα,1α, . . . ,
∑
α∈∆+

Lα,Nα

 ∈ (Q†+)N+1 e

|L| =

∑
α∈∆+

Lα,0,
∑
α∈∆+

Lα,1, . . . ,
∑
α∈∆+

Lα,N

 ∈ Z†+ × ZN+ .

Dado qualquer χ ∈ Q+, defina a aplicação

θχ : Lχ → (Q†+)N+1 × (Z†+ × ZN+ )× L(≤)
L 7→ (∆(L), |L|, L).

54



Considere os conjuntos (Q†+)N+1 e (Z†+ × ZN+ ) ambos com ordem lexicográfica.

Logo o produto cartesiano

(Q†+)N+1 × (Z†+ × ZN+ )× L(≤) (4.7)

possui uma ordem lexicográfica e esta ordem é total. Para qualquer χ ∈ Q+

considere o conjunto Lχ com a ordem total definida pela aplicação injetiva θχ e

o conjunto totalmente ordenado (4.7).

Lema 4.3.1 Para quaisquer partições λ, µ ∈ P,

x(λ)y(µ) = x(λ0)y(µN)x(λ1)y(µN−1) . . . x(λN)y(µ0).

Demonstração: Pela escolha da ordem da base {x(γ) : γ ∈ Ĉ} de ĝ+ e como

y(µ) = ω(x(µ)), por (4.1), temos

x(λ)y(µ) = x(λ0) . . . x(λN)y(µN) . . . y(µ0).

Como x(λj)y(µl) = [x(λj), y(µl)] + y(µl)x(λj) e [x(λi), y(µj)] = 0, se i + j > N ,

segue o resultado.

Proposição 4.3.2 Sejam λ, µ ∈ Pχ, χ ∈ Q+ e ∆(λd) = ∆(µd), para todo

0 ≤ d ≤ k, para algum 0 ≤ k ≤ N . Então

B(y(λ), y(µ)) =
∏

0≤d≤k

B(y(λd), y(µd)) ·B(y(λ′), y(µ′)),

onde λ′ =
⋃

k<d≤N

λd e µ′ =
⋃

k<d≤N

µd.

Demonstração: Pelas hipóteses do enunciado da proposição, temos

B(y(λ), y(µ))

= Fχ(y(λ), y(µ?))

= q(x(λ)y(µ?))

= q(x(λ0)y((µ?)N)x(λ1)y((µ?)N−1) . . . x(λN)y((µ?)0)) (pelo Lema 4.3.1).

= q(x(λ0)y((µ0)?)x(λ1)y((µ1)?) . . . x(λN)y((µN)?))

=

( ∏
0≤d≤k

q(x(λd)y((µd)
?
))

)
· q(x(λk+1)y((µk+1)?) . . . x(λN)y((µN)?))

=

( ∏
0≤d≤k

q(x(λd)y((µd)
?
))

)
·B(y(λ′), y(µ′)) (pelo Lema 4.3.1)

=

( ∏
0≤d≤k

B(y(λd), y(µd))

)
·B(y(λ′), y(µ′)).

A demonstração do próximo resultado segue da aplicação do Lema de Shapo-

valov à álgebra de Lie com decomposição triangular ĝ.
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Lema 4.3.3 Sejam λ, µ ∈ P duas partições de grau homogêneo d.

(i) Se d = 0 e |λ| < |µ| ou se d > 0 e |λ| > |µ|, então B(y(λ), y(µ)) = 0.

(ii) Se |λ| = |µ| e |λα| 6= |µα|, para algum α ∈ ∆+, então B(y(λ), y(µ)) = 0.

Demonstração: Sejam λ, µ ∈ P partições de grau homogêneo d. Como

x(λ)y(µ?) ∈ U(ĝ)|λ|d+|µ|(N−d),

pelo Lema 4.2.3,

B(y(λ), y(µ)) ∈ U(ĥ)|λ|d+|µ|(N−d). (4.8)

Por outro lado,

∂ĥB(y(λ), y(µ)) ≤ |λ|, |µ|, (4.9)

pelo Lema de Shapovalov. Assim, se B(y(λ), y(µ)) 6= 0, então

|λ|d+ |µ|(N − d) ≤ |λ|N, (4.10)

e

|λ|d+ |µ|(N − d) ≤ |µ|N. (4.11)

já que o grau de h ∈ ĥ em t é no máximo N . Se d = 0, a Inequação (4.10) torna-se

|µ| ≤ |λ|. Dáı, se d = 0 e |λ| < |µ| então B(y(λ), y(µ)) = 0. Se d > 0 e |λ| > |µ|,
a Inequação (4.11) fica |λ| ≤ |µ|, o que é um absurdo, portanto B(y(λ), y(µ)) = 0.

Isso prova a parte (i).

Suponha |λ| = |µ| = r e |λα| 6= |µα|, para algum α ∈ ∆+. Então, pelo Lema

de Shapovalov, a Inequação (4.9) torna-se estrita. Dáı, se B(y(λ), y(µ)) 6= 0, as

Inequações (4.10) e (4.11) também são estritas. Estas nos dão rN < rN , que é

um absurdo. Portanto, B(y(λ), y(µ)) = 0, o que prova a parte (ii).

Lema 4.3.4 Seja ν ∈ Q tal que ν 6∈ Q+. Então U(ĝ)ν ⊂ ĝ−U(ĝ).

Demonstração: Como ĝ = ĝ−⊕ (ĥ⊕ ĝ+) temos U(ĝ) = U(ĝ−)⊗U(ĥ⊕ ĝ+) pelo

Teorema PBW. O conjunto de todos os pesos do h0-módulo U(ĥ ⊕ ĝ+) é Q+ e,

assim, para qualquer ν ∈ Q,

U(ĝ)ν =
∑
χ∈Q+

U(ĝ−)ν−χ ⊗ U(ĥ⊕ g+)χ. (4.12)

Suponha ν ∈ Q e ν 6∈ Q+ então, em particular, ν −χ 6= 0, para qualquer χ ∈ Q+

e dáı

U(ĝ−)ν−χ ⊂ ĝ−U(ĝ).

Portanto, U(ĝ)ν ⊂ ĝ−U(ĝ), pela Equação (4.12).
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Teorema 4.3.5 Sejam χ ∈ Q+, L,M ∈ Lχ. Se L > M , então

B(y(λ), y(µ)) = 0,

para todos λ ∈ PL e µ ∈ PM .

Demonstração: Sejam L,M ∈ Lχ e suponha L > M . Então um dos seguintes

itens valem:

(a) ∆(L) > ∆(M);

(b) ou ∆(L) = ∆(M) e |L| > |M |;

(c) ou ∆(L) = ∆(M), |L| = |M | e L > M em L(≤).

Sejam λ ∈ PL e µ ∈ PM . Suponha ∆(L) > ∆(M). Assim, existe 0 ≤ l ≤ N

tal que ∆(λd) = ∆(µd), para todo 0 ≤ d < l e ∆(λl) > ∆(µl) em Q†+, isto é

∆(λl) < ∆(µl) em Q+. Se l > 0, então, pela Proposição 4.3.2, com k = l − 1,

temos

B(y(λ), y(µ)) = θ ·B(y(λ′), y(µ′)), (4.13)

para algum θ ∈ S(ĥ), onde λ′ =
⋃

l≤d≤N

λd e µ′ =
⋃

l≤d≤N

µd. Quando l = 0, a

Equação (4.13) vale com λ = λ′, µ = µ′ e θ = 1. Pelo Lema 4.3.1,

B(y(λ′).y(µ′)) = q(x(λl)y((µ?)N−l) . . . x(λN)y((µ?)0)). (4.14)

Como ∆((µ?)N−l) = ∆(µl), o monômio x(λl)y((µ?)N−l) tem peso ν = ∆(λl) −
∆(µl). E como ν 6∈ Q+, já que ∆(λl) < ∆(µl) em Q+, temos

x(λl)y((µ?)N−l) ∈ ĝ−U(ĝ),

pelo Lema 4.3.4. Dáı

B(y(λ′), y(µ′)) = 0,

pela Equação (4.14) e definição da projeção q. Logo B(y(λ), y(µ)) = 0, pela

Equação (4.13).

Suponha agora ∆(L) = ∆(M). Pela Proposição 4.3.2,

B(y(λ), y(µ)) =
∏

0≤d≤N

B(y(λd), y(µd)).

Como |L|, |M | ∈ Z†+ × ZN , se |L| > |M | então ou |λd| < |µd|, com d = 0, ou

|λd| > |µd|,para algum 0 < d ≤ N . Neste caso,

B(y(λd), y(µd)) = 0,

pela parte (i) do Lema 4.3.3 aplicado às partições λd, µd. Se |L| = |M | e L > M

em L(≤), então

Lα,d 6= Mα,d, para alguns α ∈ ∆+, 0 ≤ d ≤ N,
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dáı |(λd)α| 6= |(µd)α|. Logo, pela parte (ii) do Lema 4.3.3, aplicada às partições

λd, µd, B(y(λd), y(µd)) = 0. Dáı B(y(λ), y(µ)) = 0.

O corolário a seguir encerra esta seção não por acaso, pois se trata do resultado

mais importante desta, uma vez que apresenta uma decomposição multiplicativa

do determinante da forma de Shapovalov.

Corolário 4.3.6 Se χ ∈ Q+ então

detBχ =
∏
L∈Lχ

detBχ|〈PL〉.

4.4 Valores da Forma de Shapovalov

Nesta seção, continuamos considerando g uma álgebra de Lie com decomposição

triangular (g, h0, h, g+, ω) e ĝ a álgebra de Lie corrente truncada associada a g

com decomposição triangular (ĝ, h0, ĥ, ĝ+, ω) e ı́ndice de nilpotência N . Vimos

na Seção 4.3 que o espaço U(ĝ−)−χ é decomposto como

U(ĝ−)−χ =
⊕
L∈Lχ

〈PL〉

e demonstramos que o determinante da forma de Shapovalov modificada Bχ sobre

U(ĝ−)−χ é o produto dos determinantes das restrições de Bχ aos espaços 〈PL〉,
L ∈ Lχ. Nesta seção discutiremos sobre as restrições B|〈PL〉.

Se λ, µ ∈ P e |λ| = |µ| = n, defina

S(λ, µ) =
∑
τ∈Sn

∏
1≤i≤n

[x(λτ(i)), y(µi)] ∈ S(ĥ),

onde (λi) e (µi), 1 ≤ i ≤ n são enumerações arbitrárias de λ e µ, respectivamente.

Lema 4.4.1 Sejam λ, µ ∈ P e suponha |λ| = |µ|. Então

(i) S(λ, µ) = S(µ, λ);

(ii) Se λ e µ são partições homogêneas de grau d em t, então

S(λ?, µ) = S(λ, µ?).

Demonstração: Seja n = |λ| = |µ| e escolha enumerações (λi) e (µi), 1 ≤ i ≤ n

de λ e µ. A anti-involução ω fixa S(ĥ) ponto a ponto e dáı fixa S(λ, µ). Por outro

lado,

ω(S(λ, µ)) =
∑
τ∈Sn

∏
1≤i≤n

ω([x(λτ(i)), y(µi)])

=
∑
τ∈Sn

∏
1≤i≤n

[x(µi), y(λτ(i))]

= S(µ, λ),
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provando a parte (i). Suponha λ, µ homogêneas de grau d em t. Para cada

1 ≤ i ≤ n, sejam εi, γi ∈ C tais que

λi = (εi, d), µi = (γi, d).

Dáı

S(λ?, µ) =
∑
τ∈Sn

∏
1≤i≤n

[x(ετ(i))⊗ tN−d, y(γi)⊗ td]. (4.15)

Para quaisquer 1 ≤ i ≤ n e τ ∈ Sn,

[x(ετ(i))⊗ tN−d, y(γi)⊗ td] = [x(ετ(i)), y(γi)]⊗ tN

= [x(ετ(i))⊗ td, y(γi)⊗ tN−d]

e dáı S(λ?, µ) = S(λ, µ?), pela Equação (4.15), provando a parte (ii).

Proposição 4.4.2 Sejam L ∈ L e λ, µ ∈ PL. Então

B(y(λ), y(µ)) =
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

S(λα,d, (µα,d)?) (4.16)

e B(y(λ), y(µ)) = B(y(µ), y(λ)).

Demonstração: Sejam λ, µ ∈ PL, L ∈ L, e 0 ≤ d ≤ N . Então

|λα,d| = |µα,d| = Lα,d, α ∈ ∆+.

Seja l = |λd| = |µd|. Pelo Lema de Shapovalov, aplicado à álgebra de Lie com

decomposiçào triangular ĝ, temos

∂ĥB(y(λd), y(µd)) ≤ l

e a componente de grau l de B(y(λd), y(µd)) é dada por∏
α∈∆+

S(λα,d, (µα,d)?), (4.17)

já que B(y(λd), y(µd)) = q(x(λd)y((µd)?)). Pelo Lema 4.2.3 e como ld+l(N−d) =

lN ,

B(y(λd), y(µd)) ∈ U(ĥ)lN .

Como ∂tH ≤ N , para qualquer H ∈ ĥ,

∂ĥB(y(λd), y(µd)) ·N ≥ lN,

dáı ∂ĥB(y(λd), y(µd)) ≥ l. Portanto, B(y(λd), y(µd)) é homogêneo de grau l em

ĥ e é igual a expressão dada em (4.17). Pela Proposição 4.3.2, temos

B(y(λ), y(µ)) =
∏

0≤d≤N

B(y(λd), y(µd))
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e segue a Equação (4.16) . A simetria de B|〈PL〉 segue da Equação (4.16) e do

Lema 4.4.1.

B(y(λ), y(µ)) =
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

S(λα,d, (µα,d)?)

=
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

S((µα,d)?, λα,d)

=
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

S(µα,d, (λα,d)?)

= B(y(µ), y(λ)).

4.4.1 Álgebras de Lie com Emparelhamento Não Degene-
rado

Definição 4.4.3 Dizemos que uma álgebra de Lie g com decomposição triangular

(g, h0, h, g+, ω) possui um emparelhamento não degenerado se, para todo α ∈
∆, existe um elemento não nulo h(α) ∈ h e uma forma bilinear não degenerada

(·|·)α : gα × gα → K,

tal que

[x1, ω(x2)] = (x1|x2)αh(α), (4.18)

para todos x1, x2 ∈ gα.

Observação 4.4.4 Se g tem um emparelhamento não degenerado, então, para

qualquer α ∈ ∆, o espaço

[gα, g−α] = [g−α, gα]

é unidimensional e dáı os elementos h(α) e h(−α) podem diferir apenas por um

escalar não nulo.

Exemplo 4.4.5 Seja g uma álgebra de Lie com decomposição triangular tal que,

para qualquer raiz α ∈ ∆,

dim gα = dim g−α = 1, e [gα, g−α] 6= 0.

Assim, para cada α ∈ ∆, podemos escolher um elemento arbitrário não nulo

h(α) ∈ [gα, g−α]

e definir a forma (·|·)α : gα × gα → K pela Equação (4.18).

Exemplo 4.4.6 Seja B a álgebra de Virasoro com as notações do Exemplo 3.2.3.

Considere α ∈ ∆ e m um inteiro não nulo tal que α = mλ1. Dáı

Bα = KLm, B−α = KL−m
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e [Lm, L−m] = −2mL0 +
m3 −m

12
c é não nulo. Portanto, pelo Exemplo 4.4.5, B

possui um emparelhamento não degenerado, com

h(α) = 2mL0 +
m3 −m

12
c, α = mλ1.

Exemplo 4.4.7 A álgebra de Heisenberg estendida H̃ do Exemplo 3.2.4 possui

um emparelhamento não degenerado. Sejam α ∈ ∆ e m um inteiro não nulo tal

que α = δm. Assim,

H̃α = Kam, H̃−α = Ka−m,

e como [am, a−m] = mc é não nulo, pelo Exemplo 4.4.5, H̃ possui um emparelha-

mento não degenerado, com

h(α) = mc, α = δm.

Sejam g uma álgebra de Lie com decomposição triangular (g, h0, h, g+, ω) e

emparelhamento não degenerado e sua álgebra Lie corrente truncada associada

ĝ com ı́ndice de nilpotência N . Formas bilineares não degeneradas são definidas

sobre as componentes de graus homogêneos dos espaços de pesos de ĝ da seguinte

maneira. Para todos α ∈ ∆, 0 ≤ d ≤ N e para quaisquer x1, x2 ∈ gα, defina uma

forma bilinear não degenerada (·|·)α,d sobre gα ⊗ td por

(x1 ⊗ td|x2 ⊗ td)α,d = (x1|x2)α. (4.19)

Para todos α ∈ ∆+ e 0 ≤ d ≤ N , seja

Ĉα,d = {γ ∈ Ĉ : ∆(γ) = α, ∂t(γ) = d}.

Lema 4.4.8 Se α ∈ ∆+ e 0 ≤ d ≤ N , então

[x(φ), y(ψ?)] = (x(φ)|x(ψ))α,dh(α)⊗ tN ,

para todos φ, ψ ∈ Ĉα,d.

Demonstração: Sejam φ′, ψ′ ∈ C tais que φ = (φ′, d) e ψ = (ψ′, d). Então

y(ψ?) = y(ψ′)⊗ tN−d = ω(x(ψ′))⊗ tN−d,

e x(φ) = x(φ′)⊗ td. Portanto, pela Equação (4.19),

[x(φ), y(ψ?)] = [x(φ′), ω(x(ψ′))]⊗ tN

= (x(φ′)|x(ψ′))αh(α)⊗ tN

= (x(φ)|x(ψ))α,dh(α)⊗ tN .

Para qualquer L ∈ L, seja

AL =
⊗

o≤d≤N

⊗
α∈∆+

SLα,d(gα ⊗ td),
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onde SLα,d(gα ⊗ td) é o espaço dos tensores simétricos de grau Lα,d em gα ⊗ td,
conforme Definição dada na Seção A.0.2 do Apêndice. O espaço vetorial AL tem

uma base parametrizada pelas partições em PL:

PL 3 λ↔ x(λ) ∈ AL,

onde, para todo λ ∈ P ,

x(λ) =
⊗

o≤d≤N

⊗
α∈∆+

∏
γ∈λα,d

x(γ).

Proposição 4.4.9 Sejam α ∈ ∆+ e 0 ≤ d ≤ N . Se λ, µ ∈ P são partições com

componentes em Ĉα,d tais que |λ| = |µ| = k, então

S(λ, µ?) = k!(h(α)⊗ tN)k(x(λ)|x(µ)),

onde (·|·) é a forma bilinear sobre Sk(gα⊗ td) definida a partir da forma bilinear

definida sobre gα ⊗ td e a Proposição A.0.11.

Demonstração: A afirmação segue do Lema 4.4.8 e da definição da forma bi-

linear definida sobre Sk(gα ⊗ td). Sejam (λi) e (µi), para 1 ≤ i ≤ k, quaisquer

enumerações de λ e µ, respectivamente. Então

S(λ, µ?) =
∑
τ∈Sk

∏
1≤i≤k

[x(λτ(i)), y(µ?i )]

=
∑
τ∈Sk

∏
1≤i≤k

(x(λτ(i))|x(µi))α,dh(α)⊗ tN

= k!(h(α)⊗ tN)k
1

k!

∑
τ∈Sk

∏
1≤i≤k

(x(λτ(i))|x(µi))α,d

= k!(h(α)⊗ tN)k(x(λ)|x(µ)).

Para qualquer L ∈ L, os espaços vetoriais 〈PL〉 e AL são isomorfos estendendo-

se linearmente a correpondência

y(λ)↔ x(λ), λ ∈ PL.

Seja (·|·) a forma não degenerada sobre AL definida pela forma (4.19) sobre gα⊗td
e pelas Proposições A.0.10 e A.0.11 do Apêndice. Assim,

(x(λ)|x(µ)) =
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

(x(λα,d)|x(µα,d)), (4.20)

para todos λ, µ ∈ PL, onde (x(λα,d)|x(µα,d)) é definido pela Proposição A.0.11 do

Apêndice. Seja JL a forma bilinear não degenerada sobre 〈PL〉 dada pela extensão

bilinear de

JL(y(λ)|y(µ)) = (x(λ)|x(µ)), λ, µ ∈ PL.
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Teorema 4.4.10 Para qualquer L ∈ L,

B|〈PL〉 = h(L) · JL,

onde h(L) ∈ S(ĥ) é dado por

h(L) =
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

(Lα,d!)(h(α)⊗ tN)Lα,d .

Demonstração: Sejam λ, µ ∈ PL. Para os elementos da base {y(λ) : λ ∈ PL}
de 〈PL〉 temos:

B(y(λ), y(µ))

=
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

S(λα,d, (µα,d)?) (pela Proposição 4.4.2)

=
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆+

(Lα,d!)(h(α)⊗ tN)Lα,d(x(λα,d)|x(µα,d)) (pela Proposição 4.4.9)

=

 ∏
0≤d≤N

∏
α∈∆+

(Lα,d!)(h(α)⊗ tN)Lα,d

 · (x(λ)|x(µ)) (pela Equação (4.20))

= h(L) · JL(y(λ)|y(µ)).

4.5 Redutibilidade de Módulos Verma

Sejam g uma álgebra de Lie com decomposição triangular (g, h0, h, g+, ω) e com

emparelhamento não degenerado e ĝ a álgebra de Lie corrente truncada com

decomposição triangular (ĝ, h0, ĥ, ĝ+, ω) e ı́ndice de nilpotência N associada à g.

Estabelecemos um critério de redutibilidade para um ĝ-módulo Verma M(Λ) em

termos de valores do funcional Λ ∈ ĥ∗.

Teorema 4.5.1 Sejam Λ ∈ ĥ∗ e χ ∈ Q+. O ĝ-módulo Verma M(Λ) contém um

vetor primitivo não nulo de peso Λ|h0 − χ se, e somente se,

ΛN(h(α)) = Λ(h(α)⊗ tN) = 0, (4.21)

para algum α ∈ ∆+ tal que χ − α ∈ Q+. Além disso, como h(α) e h(−α) são

proporcionais, para qualquer α ∈ ∆, M(Λ) é redut́ıvel se, e somente se, a Equação

(4.21) vale para algum α ∈ ∆.

Demonstração: Sejam Λ ∈ ĥ∗ e α ∈ ∆+. Pela Proposição 3.3.22, N(Λ)Λ|h0−χ 6=
(0) se, e somente se, Fχ(Λ) é degenerada, isto é, M(Λ) tem um vetor primitivo

não nulo de peso Λ|h0 − χ se, e somente se, Fχ(Λ) é degenerada.

Os determinantes det Fχ e detBχ podem diferir somente no sinal e

det Fχ(Λ) = Λ(det Fχ).
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Dáı tal vetor primitivo existe se, e somente se, Λ(detBχ) se anula. Agora

Λ(detBχ) = Λ

∏
L∈Lχ

detB|〈PL〉

 (pelo Corolário 4.3.6)

= Λ

∏
L∈Lχ

det JL

 · h(L)|PL|

 (pelo Teorema 4.4.10)

=

∏
L∈Lχ

det JL

 · Λ(h(L))|PL|.

Para qualquer L ∈ Lχ, a forma JL é não degenerada e então det JL é um escalar

não nulo. Dáı Λ(detBχ) se anula se, e somente se, Λ(h(L)) se anula para algum

L ∈ Lχ. Como

h(L) =
∏

0≤d≤N

∏
α∈∆

(Lα,d!)(h(α)⊗ tN)Lα,d ,

então Λ(detBχ) se anula se, e somente se, Λ(h(α) ⊗ tN) = ΛN(h(α)) é zero,

para algum α ∈ ∆+ para o qual exista L ∈ Lχ e o ≤ d ≤ N com Lα,d > 0.

Esta condição sobre α é equivalente a existência de uma partição µ ∈ Pχ tal que

|µα| > 0, que ocorre precisamente quando χ − α ∈ Q+. Logo o teorema está

provado.

Pelo que vimos no decorrer deste trabalho sobre as álgebras de Virasoro e

Heisenberg, podemos enunciar dois corolários que nos dão critérios mais precisos

sobre a redutibilidade dos módulos Vermas das álgebras de Lie correntes trun-

cadas associadas a estas álgebras.

Corolário 4.5.2 Sejam B a álgebra de Virasoro e B̂ a álgebra de Lie corrente

truncada de ı́ndice de nilpotência N associada à B. Então, para qualquer Λ ∈ ĥ∗,

um B̂-módulo Verma M(Λ) é redut́ıvel se, e somente se,

−2mΛN(L0) +
m3 −m

12
ΛN(c) = 0,

para algum inteiro não nulo m.

Demonstração: Pelo Exemplo 4.4.6, h(α) = 2mL0 +
m3 −m

12
c, para α =

mλ1. Assim, pelo Teorema 4.5.1 segue o resultado.

Corolário 4.5.3 Sejam H̃ a álgebra de Heisenberg e (̂H̃) a álgebra de Lie corrente

truncada de ı́ndice de nilpotência N associada à H̃. Então, para qualquer Λ ∈ ĥ∗,

um (̂H̃)-módulo Verma M(Λ) é redut́ıvel se, e somente se, ΛN(c) = 0.

Demonstração: Pelo Exemplo 4.4.7, h(α) = mc, para α = δm. Assim, pelo

Teorema 4.5.1 segue o resultado.
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COMENTÁRIOS FINAIS

O Teorema 4.5.1 finaliza este trabalho mostrando que atingimos o objetivo

proposto no ińıcio de nossos estudos, e além disso, ele o finaliza de forma surpreen-

dente, uma vez que dado ĝ uma álgebra de Lie corrente truncada de ı́ndice de

nilpotência N com decomposição triangular (ĝ, h0, ĥ, ĝ+, ω) e um funcional linear

Λ ∈ ĥ∗, a redutibilidade do módulo Verma M(Λ) depende apenas da componente

de grau homogêneo N da álgebra.

O mais interessante ainda é que isto independe da álgebra g escolhida para

construção de ĝ. Assim, se decompormos o funcional Λ como Λ = (Λ0,Λ1, . . . ,ΛN),

onde cada Λi é a restrição de Λ a componente de grau homogêneo i, para saber-

mos sobre a redutibilidade de M(Λ) só precisamos trabalhar com ΛN . Com isso, o

estudo das representações de peso máximo de álgebras de Lie correntes truncadas

se torna simples.

Como sequência deste trabalho um problema imediato que surge é o de como

seriam as representações de peso para álgebras de Lie correntes truncadas. Nas

representações de peso máximo foi fundamental o uso dos objetos universais da

teoria, os módulos Verma. Assim, um caminho inicial para o estudo das repre-

sentações de peso, seria talvez, a procura por objetos universais dentro da teoria.
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Apêndice A

Produto Tensorial

Os resultados desta seção podem ser encontrados no Caṕıtulo 2, Seção 1.2 de [1],

no Apêndice B de [2] e em [11].

Definição A.0.4 Sejam A um anel, M um A-módulo à direita, N um A-módulo

à esquerda e P um grupo abeliano. Uma aplicação balanceada f do produto

cartesiano M ×N em P é uma aplicação que satisfaz:

(i) f(m1 +m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n);

(ii) f(m,n1 + n2) = f(m,n1) + f(m,n2);

(iii) f(m, an) = f(ma, n);

para todos m,m1,m2 ∈M , n, n1, n2 ∈ N e a ∈ A.

Definimos a seguir o produto tensorial entre os módulos M e N via uma

propriedade universal.

Definição A.0.5 Sejam M um A-módulo à direita e N um A-módulo à es-

querda. Um par (T, φ), onde T é um grupo abeliano e φ é uma aplicação balan-

ceada de M × N em T , é dito um produto tensorial de M e N se valem as

seguintes propriedades:

(i) Os elementos da forma φ(m,n), para todos m ∈M e n ∈ N geram T (como

um grupo aditivo).

(ii) Para qualquer grupo abeliano aditivo P e qualquer aplicação balanceada

f : M ×N → P,

existe um homomorfissmo f̂ : T → P tal que f = f̂ ◦ φ (neste caso,

chamamos f̂ fator de f por φ ), isto é, tal que o diagrama abaixo é comu-

tativo.

M ×N f //

φ

��

P

T
f̂

66nnnnnnnnnnnnnnnn
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Denotamos o produto tensorial T por M ⊗AN , ou simplesmente M ⊗N , quando

não for necessário especificar o anel A, e φ(m,n) = m ⊗ n, para todo m ∈ M e

todo n ∈ N .

Teorema A.0.6 Sejam M e N um A-módulo à direita e um A-módulo à es-

querda, respectivamente. Então o produto tensorial de M e N existe e é único, a

menos de isomorfismo.

Teorema A.0.7 Se V e W são espaços vetorias sobre K de dimensões m e

n, respectivamente, então V ⊗K W tem dimensão m · n. Se {α1, . . . , αm} e

{β1, . . . , βn} são bases, respectivamente, de V e W , então {αi⊗ βj}, com (i, j) ∈
{1, . . . ,m} × {1, . . . , n}, é base de V ⊗K W .

A.0.1 Propriedades do produto tensorial

(i) Associatividade:

(V ⊗W )⊗ U ∼= V ⊗ (W ⊗ U) ∼= V ⊗W ⊗ U.

(ii) Comutatividade:

V ⊗W ∼= W ⊗ V.

(iii) A aplicação

ψ : V ∗ ⊗W → L(V,W )
α⊗ w 7→ S : V → W

u 7→ α(u)w.

é um isomorfismo de V ∗ ⊗W no espaço das transformações lineares de V

em W .

A.0.2 Álgebra Tensorial

Podemos fazer o produto tensorial de uma quantidade finita de A-módulos.

Quando os fatores de um produto são todos iguais a V , por exemplo, o produto

de s de suas cópias é denotado por V ⊗s. Seja V um espaço vetorial e considere a

seguinte sequência

V ⊗0 = K · 1
V ⊗1 = V

V ⊗2 = V ⊗ V
...

V ⊗k = V ⊗ V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
k vezes

. (A.1)

Para quaisquer vi ∈ V , 1 ≤ i ≤ n, seja

n⊗
i=1

vi = v1 ⊗ v2 ⊗ . . .⊗ vn,
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dáı

V ⊗n = 〈{
n⊗
i=1

vi : vi ∈ V, 1 ≤ i ≤ n}〉.

A soma dos produtos em (A.1) define o espaço

T (V ) =
∑
s≥0

V ⊗s,

que munido do produto tensorial é uma álgebra associativa com unidade gerada

por V e chamada álgebra tensorial de V . Dado um elemento x ∈ T (V ) a

componente de x em V ⊗0 é chamada termo constante de x e a componente de

x em V ⊗k é dito o termo de grau k de x.

Definição A.0.8 Um elemento x ∈ T (V ) é dito homogêneo se x está em uma

única componente V ⊗k, para algum k. Caso contrário, x é dito não homogêneo.

Seja

v1 . . . vn =
n∏
i=1

vi =
1

n!

∑
σ∈Sn

n⊗
i=1

vσ(i)

o tensor simétrico em vi ∈ V , para 1 ≤ i ≤ n, e

Sn(V ) = 〈{
n∏
i=1

vi : vi ∈ V, 1 ≤ i ≤ n}〉

o espaço dos tensores simétricos de grau n em V .

Definição A.0.9 A soma dos espaços dos tensores simétricos de V

S(V ) =
⊕
n≥0

Sn(V )

é chamada a álgebra simétrica de V .

A.0.3 Produtos Tensoriais e Formas Bilineares

Se U, V são espaços vetoriais e φ : U×V → K é uma aplicação bilinear, denotamos

por

φ̃ : U ⊗ V → K (A.2)

a única aplicação linear tal que φ̃(u⊗ v) = φ(u, v), para todos u ∈ U , v ∈ V .

Proposição A.0.10 Se U e V são espaços vetoriais com formas bilineares, então

o espaço vetorial U
⊗

V possui uma forma bilinear definida por

(u1 ⊗ v1|u2 ⊗ v2) = (u1|u2)(v1|v2), (A.3)

para todos u1, u2 ∈ U e v1, v2 ∈ V . Mais ainda, se as formas sobre U e V são

não degeneradas então a forma sobre U
⊗

V é não degenerada.

68



Demonstração: Sejam φ : U × U → K, ψ : V × V → K as formas bilineares

sobre U e V , respectivamente. Defina

ν : (U ⊗ U)× (V ⊗ V ) → K
(u1 ⊗ u2, v1 ⊗ v2) 7→ φ̃(u1 ⊗ u2)ψ̃(v1 ⊗ v2)

,

onde as aplicações φ̃ e ψ̃ são definidas por (A.2). Então ν é bilinear e define, por

(A.2), uma aplicação linear

ν̃ : (U ⊗ U)⊗ (V ⊗ V )→ K.

Como (U⊗U)⊗ (V ⊗V ) ∼= (U⊗V )⊗ (U⊗V ) a aplicação ν̃ pode ser considerada

como uma forma bilinear

(·|·) : (U ⊗ V )× (U ⊗ V )→ K.

Se u1, u2 ∈ U , v1, v2 ∈ V , então

(u1 ⊗ v1|u2 ⊗ v2) = ν̃(u1 ⊗ u2 ⊗ v1 ⊗ v2)

= ν(u1 ⊗ u2, v1 ⊗ v2)

= φ̃(u1 ⊗ u2)ψ̃(v1 ⊗ v2)

= φ(u1, u2)ψ(v1, v2)

é a forma bilinear procurada. O fato de ser não degenerada, caso as formas sobre

U e V sejam, segue da definição da forma dada em (A.3).

Proposição A.0.11 Sejam V um espaço vetorial com uma forma bilinear e n

um inteiro não negativo. O espaço dos tensores simétricos de grau n em V ,

Sn(V ), possui uma forma bilinear definida por(
n∏
i=1

ui|
n∏
i=1

vi

)
=

1

n!

∑
τ∈Sn

n∏
i=1

(ui|vτ(i)),

para quaisquer ui, vi ∈ V , 1 ≤ i ≤ n. Mais ainda, se a forma sobre V é não

degenerada então a forma sobre Sn(V ) também é não degenerada.

Demonstração: Seja A(V ) o ideal bilateral de T (V ) gerado pelos elementos do

conjunto

{v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1 : v1, v2 ∈ V }.

Assim, T (V ) = S(V )⊕A(V ) é uma soma direta. Dáı, para qualquer n ≥ 0,

V ⊗n = Sn(V )⊕An(V ) (A.4)

é uma soma direta de espaços vetoriais, onde An(V ) denota a componente ho-

mogênea de grau n de A(V ). Pela Proposição A.0.10, V ⊗n possui uma forma

bilinear definida por(
n⊗
i=1

ui|
n⊗
i=1

vi

)
=

n∏
i=1

(ui|vi), para todos ui, vi ∈ V, 1 ≤ i ≤ n. (A.5)
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Para quaisquer ui, vi ∈ V , 1 ≤ i ≤ n,

∑
σ∈Sn

n∏
i=1

(ui|vσ(i))

independe da enumeração dos elementos v1, . . . , vn. Segue que a soma direta

(A.4) é ortogonal com respeito a forma bilinear (A.5). A forma é definida sobre

Sn(V ) pela restrição da forma sobre V ⊗n. Para quaisquer ui, vi ∈ V , 1 ≤ i ≤ n,(
n∏
i=1

ui|
n∏
i=1

vi

)
=

(
1

n!

)2 ∑
σ∈Sn

∑
τ∈Sn

n∏
i=1

(uσ(i)|vτ(i))

=
1

n!

∑
τ∈Sn

n∏
i=1

(ui|vτ(i)).

Logo Sn(V ) possui uma forma bilinear. Se a forma sobre V é não degenerada

então, pela Proposição A.0.10, a forma sobre V ⊗n é não degenerada e, como a

soma (A.4) é ortogonal, a restrição da forma a Sn(V ) é não degenerada também.
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Apêndice B

A Álgebra de Witt Sobre os
Complexos

A álgebra de Witt W sobre o corpo dos complexos é a álgebra de Lie das derivações

da álgebra dos polinômios de Laurent A = C[z, z−1]. Uma base dessa álgebra é

dada pelos vetores

Lm := zm+1 ∂

∂z
, para todo n ∈ Z,

e o colchete de Lie é dado por [x, y] = xy − yx, para x e y na álgebra de Witt.

Vamos calcular, explicitamente, o colchete entre dois elementos da base:

[Lm, Ln] = zm+1 d

dz

(
zn+1 d

dz

)
− zn+1 d

dz

(
zm+1 d

dz

)
= zm+1(n+ 1)

d

dz

(
zn

d

dz

)
− zn+1(m+ 1)

d

dz

(
zm

d

dz

)
= (n+ 1)

d

dz

(
zm+1+n d

dz

)
− (m+ 1)

d

dz

(
zn+1+m d

dz

)
= nzm+1+n d

dz
+ (−m)zn+1+m d

dz
+ (1− 1)zn+1+m d

dz

= nzm+1+n d

dz
+ (−m)zn+1+m d

dz
= nLm+n −mLm+n

= (n−m)Lm+n.

Dadom ∈ Z é posśıvel mostrar que 〈{L−m, L0, Lm}〉 ∼= sl2(C), ou seja, existem

infinitas cópias de sl2(C) em W.
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[7] SAN MARTIN, Luiz A. B., Álgebras de Lie. Editora da UNICAMP,

1999.

[8] TAKIFF, Steven J., Rings of invariant polynomials for a class of Lie

algebras. Transactions of the American Mathematical Society 160 (1971)

249-262.

[9] VERMA, N., Structure of certain induced representations of complex

semisimple Lie algebras. Bull. Amer. Math. Soc. 74 (1968) 160-166.

[10] WILSON, Benjamin J., Representations of truncated current Lie alge-

bras.Technical papers (2007) 279-282.

[11] WILSON, Benjamin J., Representations of infinite-dimensional Lie al-

gebras.Thesis submitted for the degree of Doctor of Philosophy, Univer-

sity of Sidney, Austrália, (2007).
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