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RESUMO

MARTINS, Victor do Nascimento, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho
de 2013. Representagoes de peso maximo para algebras de Lie correntes
truncadas. Orientadora: Marinés Guerreiro. Coorientador: Rogério Carvalho
Picanco.

Neste trabalho estudamos representacoes de peso maximo de dlgebras de Lie cor-
rentes truncadas. Estas algebras sao definidas como o produto tensorial de uma
algebra de Lie por um anel de polinomios truncado. O objetivo principal é es-
tabelecer um critério para a redutibilidade dos objetos universais da teoria de
representacoes de peso maximo, os chamados mddulos Verma. Em sua tese de
doutorado, Benjamin J. Wilson provou que a redutibilidade dos médulos Verma
das algebras de Lie correntes truncadas depende apenas de uma de suas compo-
nentes homogéneas. Nosso trabalho consiste em estudar o critério estabelecido

por Wilson.
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ABSTRACT

MARTINS, Victor do Nascimento, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, july,
2013. Highest weight representations for truncated current Lie algebras.
Adviser: Marinés Guerreiro. Co-adviser: Rogério Carvalho Picanco.

In this work we study highest weight representations for truncated current Lie
algebras. These algebras are defined by the tensor product of a Lie algebra and of
a truncated polynomial ring. The main goal is to establish a criterion for the re-
ducibility of the universal objects in the theory of highest weight representations,
the so called Verma modules. In his doctoral thesis, Benjamin J. Wilson proved
that the reducibility of the Verma modules of the truncated current Lie algebras
depends only on one of their homogeneous components. This work consists in

studying the criterion established by Wilson.
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INTRODUCAO

Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial g munido de um produto bilinear
[, |, denominado colchete ou comutador de Lie que satisfaz a propriedade da
antissimetria e a identidade de Jacobi, isto é, [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]], para
todos x,y, 2z € g. As algebras de Lie surgiram na década de 1870, nas pesquisas
desenvolvidas pelo matematico noruegués Sophus Lie (1842 - 1899). Seu pro-
grama de pesquisa baseava-se na tentativa de estender as equacoes diferenciais a
Teoria de Galois existente para as equacoes algébricas. Devido as suas descober-
tas, Lie deixou de lado seu objetivo inicial voltado para as equagoes diferenciais
e dedicou a estudar as algebras de Lie. A Teoria de Lie desenvolveu-se a partir
da descoberta de Lie dos grupos infinitesimass.

Lie fez uma analogia com a Teoria dos Grupos e, a partir dai, introduziu os
conceitos de subgrupos, subgrupos normais, homomorfismos. Ele mostrou que
estes conceitos correspondem as nogoes de subalgebra, ideais e homomorfismos
de algebras de Lie, respectivamente. Juntamente com o matematico Friedrich
Engel (1861-1941), ele detalhou outras nogoes como as de grupos derivados e
soliveis e a relacao entre os produtos nas dlgebras e comutadores nos grupos.
Dessa forma, as algebras de Lie sao objetos infinitesimais associados aos grupos
de transformacgoes, com o produto da algebra correspondendo ao comutador do
grupo. Assim a teoria passa a ter uma consideracao mais algébrica.

Uma das vertentes na Teoria de A/lgebms de Lie, e que é foco de nosso trabalho,
¢é o estudo das representacoes destas algebras. Estruturas algébricas abstratas sao
comumente estudadas via suas representacoes. Em representacoes de dlgebras de
Lie, basicamente o que fazemos é uma identificacao de determinada dlgebra de Lie
com uma algebra de Lie de operadores lineares, o que torna a tarefa de estudar
a algebra inicial um pouco mais facil, ja que conhecemos melhor a estrutura das
algebras dos operadores lineares. No decorrer do trabalho, o termo representagoes
de uma &lgebra de Lie g serd frequentemente substituido por g-médulo. Isso se
deve ao fato de que representacoes de uma dlgebra e médulos de uma élgebra sao
defini¢oes equivalentes, conforme mostraremos no Capitulo 2.

Dada uma algebra de Lie g sobre um corpo K [d]e caracteristica 0, fixe um
K¢

tNH—K[t] sobre K , com colchete

inteiro positivo N. A élgebra de Lie g = g ®x
de Lie dado por

[z @ty @] =[r,y] @™, paratodos z,y€g e i,j >0,

¢ chamada uma dlgebra de Lie corrente truncada. Essas dlgebras sao uma ge-
neralizagdo das algebras de Takiff estudadas por Takiff em [8]. Na defini¢ao



dessas algebras, queremos deixar claro que nao estamos impondo restri¢oes sobre
a algebra de Lie g para a construcao de g, isto é, g pode ou nao ser de dimensao
finita. Em nosso trabalho, a finitude da dimensao da algebra nao aparecera como
restricao em nenhum resultado importante.

Dada uma algebra de Lie, ¢ interessante conhecer todas as suas representacgoes,
no entanto, este conjunto de representacoes é, em geral, muito grande. Uma classe
de representacoes ¢é a das representagoes de peso, que ainda assim é muito grande.
Como subconjunto desta classe temos as representagoes de peso mdzimo.

O principal objetivo de nosso trabalho é desenvolver, assim como em [10] e
[11], um estudo de uma teoria de representagoes de peso maximo para dlgebras
de Lie correntes truncadas. Os mddulos Verma, objetos universais nesta teoria,
serao estudados em mais detalhes e buscamos estabelecer um critério para a
redutibilidade destes modulos e, consequentemente, ter um resultado a respeito da
redutibilidade de representacoes de peso méximo para as algebras de Lie correntes
truncadas. Para isso, dividimos este trabalho em quatro capitulos e dois apéndices
que passamos a descrever.

No Capitulo 1, o nosso principal objetivo ¢ familiarizar o leitor com a teoria
bésica das dlgebras de Lie, a fim de que este possa ter mais facilidade no en-
tendimento dos conteidos mais avancados que serao apresentados nos capitulos
subsequentes. Seguindo as linhas de [3] e [7], comegaremos com as denifi¢oes
basicas da maioria das estruturas algébricas. Apresentaremos a definicao for-
mal de algebras de Lie e dos objetos usuais das teorias em Algebra: subalgebra,
ideais e morfismos. Além disso, chamamos a atencao para os exemplos que a-
presentaremos neste capitulo, pois os utilizaremos até o fim de nosso trabalho.
Acreditamos que esta metodologia facilitard a compreensao dos tépicos aqui a-
presentados. Omitimos alguns resultados cléssicos da teoria geral das algebras de
Lie com o intuito de focar nos topicos que serao relevantes para nosso trabalho,
mas sugerimos ao leitor que consulte as referéncias [3] e [7] para mais detalhes
e para as demonstragoes dos resultados que forem omitidas neste capitulo ini-
cial. Novamente enfatizamos que o mais importante neste capitulo é um bom
entendimento dos exemplos nele presentes.

No Capitulo 2, procuramos fazer, em um primeiro momento, um breve co-
mentario sobre representagoes de algebras de Lie. Na Teoria de Representacoes,
o que fazemos é “transformar” uma estrutura algébrica abstrata em uma es-
trutura mais conhecida e facil de manipular, tais como &dlgebras ou grupos de
operadores lineares. Assim como no Capitulo 1, focamos nos topicos que serao
de maior relevancia em nosso trabalho. Dai, nao apresentamos varios exemplos
de representacoes de dlgebras de Lie como feito em [7]. Destacamos a repre-
sentagao adjunta que serd importante para o entendimento dos demais capitulos.
Mostramos também a equivaléncia entre os conceitos de médulo e representacao,
pois nos demais capitulos quase sempre estaremos utilizando o termo modulo
para nos referirmos a alguma representacao de uma dada algebra de Lie. Fi-
nalizamos este capitulo definindo e apresentando os principais resultados sobre
algebras envelopantes universais.

Dada uma algebra de Lie g, uma algebra envelopante universal de g é uma
algebra associativa U(g) que, de certa forma, “contém” g e, além disso, as repre-



sentagoes de g se estendem a representagoes de U(g). Neste capitulo, concluimos
que a categoria das representacoes de uma algebra de Lie é isomorfa a categoria
das representacoes de sua algebra envelopante universal. Este fato sera usado
nos Capitulos 3 e 4, onde passaremos, de maneira natural, a trabalhar com U(g)-
modulos ao invés de g-moédulos.

No Capitulo 3, desenvolveremos as teorias de mdédulos de peso e médulos de
peso maximo para algebras de Lie. Para definirmos uma teoria de peso maximo,
devemos fazer uma escolha de uma decomposicao triangular para a algebra de
Lie. Escolhemos uma subdlgebra abeliana h de g que age diagonalmente sobre g

via a representagao adjunta e escrevemos g = h @ EB g“ para a decomposi¢ao em

a€A
autoespacos, onde A C h*. Uma decomposicao triangular de g é, essencialmente,

uma divisao do conjunto A em dois conjuntos opostos A = A, UA_ que sao
fechados para a soma e que definem uma decomposi¢ao em g como soma direta
de subdlgebras
g=g.©hdg_, onde g.= P g™
acA,

Um g-médulo M é um mddulo de peso se a agao de fh sobre M é diagonalizavel.
Um g-modulo de peso M é um maddulo de peso maximo se existe um vetor nao
nulo v € M e um funcional A € h* tais que

g.-v=0, U(g)-v=M, h-v=A(h)v, paratodo h € b.

Mostraremos que todos os médulos de peso maximo A sao imagens homomorficas
de um certo médulo de peso maximo A denotado por M(A) e chamado mddulo
Verma. Dai o fato destes serem chamados objetos universais nessa teoria.

No Capitulo 4, apresentaremos a defini¢ao formal de dlgebras de Lie correntes
truncadas e construiremos uma teoria de peso maximo para estas algebras. No
fim deste capitulo, estaremos prontos para enunciar e provar um critério de re-
dutibilidade para os mddulos Verma desta dlgebra. Veremos que o critério de
redutibilidade para estes médulos nao depende da algebra de Lie g escolhida para
a construcao da dlgebra corrente truncada g. Além disso, no fim do capitulo apre-
sentaremos dois corolarios que dao critérios mais precisos para a redutibilidade
de moédulos Verma das algebras de Virasoro e Heisenberg, que sao os exemplos
que comecamos a apresentar ja no Capitulo 1.

Essa dissertacao possui ainda dois apéndices. O primeiro versa sobre produtos
tensoriais e o segundo sobre uma realizacao concreta da algebra de Lie de Witt
sobre o corpo dos complexos. O objetivo do primeiro apéndice é que o leitor possa
ler essa dissertagao sem ter que consultar uma outra bibliografia para lembrar
os conceitos e resultados de produtos tensoriais, deixando nosso trabalho mais
autocontido. O segundo apéndice aparece apenas como uma forma de mostrar
ao leitor que algumas algebras de Lie podem ser obtidas de maneira concreta.
Nos comentarios finais proporemos um possivel problema para prosseguimento
dos estudos na direcao desta dissertacao.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo inicial, o objetivo principal é apresentar os conceitos basicos da
Teoria de Algebras de Lie. Para isto, apresentaremos a definicao formal de
algebras de Lie e os objetos usuais em teorias de estruturas algébricas em geral:
subdlgebra, ideais e morfismos. Além disso, exibiremos alguns exemplos que nos
acompanharao até o fim deste trabalho. Para maiores detalhes sobre os conceitos
que serdo apresentados sugerimos uma consulta a [3] e [7].

1.1 A Nocao de Algebra de Lie

Algebras de Lie sao, essencialmente, K-espacos vetoriais munidos de uma nova
operacao que, em geral, nao é comutativa e nem associativa. Ao longo deste
trabalho, a menos que mencionemos o contréario, assumiremos car K = 0. For-
malmente, temos:

Definicao 1.1.1 Uma algebra de Lie ¢ um espaco vetorial g munido de uma
ler de composicao interna bilinear, geralmente chamada colchete de Lie ou
comutador de Lie ¢ denotada por

[.]:gxg—g
que satisfaz
(i) [x,2] =0, para todo x € g. (Antissimetria)
(11) [z, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [z, x]] =0, para quaisquer x,y, z € g.

(Identidade de Jacobi)

Do item (i) da defini¢ao e da bilinearidade do colchete temos, para x,y € g,
ety x+yl =0 [z,2]+[z,y]+ [y, 2] + [y, 9] =0 & [z,y] = —[y, z].

Decorre deste fato a antissimetria (ou anticomutatividade) do colchete de Lie.
Uma algebra de Lie é dita comutativa se, e somente se, [x,y] = 0, para todos
x,y € g. Neste caso, dizemos que a algebra de Lie é abeliana.
A dimensao de uma algebra de Lie g é a dimensao de g como espaco vetorial.
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Definicao 1.1.2 Uma K-algebra A ¢é um K-espaco vetorial munido de uma
aplicagao de A x A em A, (x,y) — x -y, satisfazendo, para todos x,y,z € A e
cek,

x(y +2) = xy + xz,

(x+y)z =22+ yz,
c(zy) = (cx)y = z(cy).
A dlgebra A ¢ associativa se x(yz) = (zy)z, para todos x,y,z € A.

Uma algebra associativa A pode ser munida de uma estrutura de dlgebra de
Lie, definindo o colchete de Lie por

[x,y] = xy — yx, para todos z,y € A.

Usaremos a notacdo A(™) para nos referirmos a dlgebra associativa vista como
uma algebra de Lie.

Exemplo 1.1.3 (R? com o produto vetorial)

Dados os vetores u = (uy,us,u3) e v = (vi,ve,v3) em R3, defina o produto
vetorial entre u e v por

u X v = (UgV3 — VaUg, U3V — U V3, UV — UgV1).

O produto vetorial é bilinear e, além disso, u X v = —v X u, para quaisquer
u,v €R3. Logo v xv=—vxvedaivxuv=0, para todo v € R®. Para provar
a identidade de Jacobi, observe as trés igualdades que sequem para quaisquer
u,v,w € R3

ux (vxw) = (u-wh—(u-v)w,
vX (wxu) = (v-ww—(v-wu,
wXx (uxv) = (w-v)u—(w-u)v,

onde o simbolo - denota o produto escalar usual. Somando essas trés igualdades,
temos verificada a identidade de Jacobi. Portanto, R, com o produto vetorial
fazendo o papel do colchete, € uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.1.4 (M, (K) : a algebra das matrizes n x n sobre K)

O espago vetorial M, (K) munido do comutador
[A,B] = AB — BA

com A, B matrizes n X n € uma dlgebra de Lie. Denotaremos a dlgebra de Lie
das matrizes n x n por gl,(K) ou simplesmente gl, omitindo-se o corpo. Esta
dlgebra pode ser identificada com Endg(V'), a dlgebra dos operadores K-lineares
de um espaco vetorial V de dimensao n.



Exemplo 1.1.5 (Algebras abelianas)

Como neste caso [, | =0, a estrutura de dlgebra de Lie nao acrescenta nada
a estrutura de espago vetorial. Como exemplos de dlgebras abelianas temos os
espacgos vetoriais g tais que dimg = 1.

Exemplo 1.1.6 (Algebra nao-abeliana de dimensao 2)

Sejam g uma dlgebra de Lie nao abeliana de dimensao 2 sobre um corpo K e
B =A{2',y'} uma base para tal dlgebra. Construa uma outra base de g, {z",y"},
da sequinte forma: " = [x',y'] e y” o elemento que completa o conjunto {x"} a
uma base de g. Como [ € uma base de g, entao existem a,b,c,d € K tais que
2 =ar' +by ey’ =ci' +dy. Assim

[.T,/,y”] — [CLJ:/—Fby/,CI'/—i‘dy,]
= (ad — be)[2',y]
= (ad — bc)x".
Portanto, eziste uma base {x,y} de g tal que [z,y] = =, a saber, x = 2" e
1 /"
Y= ad— b’

Definicao 1.1.7 Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subalgebra de Lie de g é um
subespago vetorial b de g que € fechado em relagdo ao colchete, isto é, [x,y] € b,
sempre que x,y € b.

Uma subdlgebra de Lie h de g é uma algebra de Lie considerando-se a restri¢ao
do colchete a b.

Exemplo 1.1.8 (Algumas subdlgebras abelianas)

(1) Todo subespago vetorial de dimensao 1 de uma dlgebra de Lie nao nula é
uma subdlgebra abeliana;

(11) O espago das matrizes diagonais € uma subdlgebra abeliana de gl,,;

(111) Todo subespaco de uma dlgebra abeliana é uma subdlgebra abeliana.
Exemplo 1.1.9 (Algumas subdlgebras de gl,)

(i) so, = {x € g, : © + 2 = 0}, onde a' denota a matriz transposta de x;
(i1) sl, ={x € gl, : trx=0};

(11i) A subdlgebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

regl,; rv=



Vejamos agora, de forma um pouco mais detalhada, alguns exemplos que
aparecerao frequentemente neste trabalho.

Exemplo 1.1.10 (A &lgebra sly)

A dlgebra de Lie sly = {z € gl, : trz = 0} é uma dlgebra de dimensdio 3 e
uma base ordenada de sly € dada por {z,h,y}, onde

(0 3) e (30 ) 0 (20),

Calculando os comutadores entre os elementos da base, temos
[h,x] =2z, [h,y] = =2y, [z,y] = h.
Por estes cdlculos, sly de fato é uma subdlgebra de gl,.

Exemplo 1.1.11 (Algebra de Witt)

Seja X = @KL,L um espaco vetorial de dimensao infinita sobre K, com base

nez
dada pelos simbolos {L,, : n € Z}. Defina, nos elementos da base de X, o sequinte

colchete de Lie
Ly, Ly) = (n—m) Ly, para todos m,n € Z,

e estenda por linearidade aos elementos de X . Desta forma, fica definida em X
uma estrutura de dlgebra de Lie. Chamamos essa dlgebra de adlgebra de Witt
e a denotamos por 7.

Apesar da forma abstrata com que apresentamos a dlgebra de Witt, ela pode
ser realizada de outras maneiras mais concretas. Uma dessas, por exemplo, é
realizarmos a dlgebra de Witt sobre os complexos como a dlgebra das derivagoes
(para definicao de derivagdo ver segdo 1.8) de A, onde A = Clz, 2] € a dlgebra
dos polinomios de Laurent. Neste caso, L,, = zm+1d—. Essa realizacao pode ser

z
vista no Apéndice B.

Exemplo 1.1.12 (Algebra de Virasoro)

A algebra de Virasoro B ¢ gerada como espaco vetorial pela base
{Ly, : m € Z}U{c} tal que ¢ é um elemento central, isto é, [c, L,,] = 0, para todo
m € Z, e o colchete em B ¢é definido por

Lo g
[Lin, Ly) = (n—m)Lpon + E(m — M), —nC,
onde Oy, —, representa a funcao delta de Kronecker e o colchete € estendido por
linearidade. Desta maneira, B é dada por

B =X @ Ke.



Vamos verificar a identidade de Jacobi para trés elementos distintos da base de
B. Sejam L,,, L, e L, em B tais que m # —n, m # —p en # —p. Assim,
Om,—n = Om,—p = Op—p = Op—yy = Op—y = 0p_n, = 0 € da7

[Lma [an Lp” + [Lm [Lp’ Lm]] + [Lp’ [Lmv Ln]] =
(p = n)[Lin, Linsp] + (m = p)[ L, Linsp] + (0= m)[Lp, L] =
(9= 1) (1D =1) L (=) (-9 =1) Ly (1= 1) (122 ) L =

((p=n)(n+p—m)+(m—p)m+p—n)+(n—m)m+n—p))Lninp=0.

A escolha do escalar % na definicao do colchete € irrelevante para nosso trabalho,

pois poderiamos tomar por exemplo ¢ = ac no lugar de c, para qualquer a € K.
Note ainda que 23 é um subespago de B, mas nao é uma subdlgebra.

Exemplo 1.1.13 (Algebra de Heisenberg)

Uma algebra de Heisenberg ¢ uma dlgebra de Lie § sobre K que admite
um subespago unidimensional ¢ com as propriedades

[53’53] = {[l',y] LY Ef)}zc
[9,¢] ={[z,y]: x €9, y €c}=(0).

Uma forma de realizd-la € considerarmos $) gerada por {a, : n € Z} U {c}, onde
¢ € central e [ay,, an] = M0y, _nc € estendido por linearidade a $.
1.2 Ideais e Morfismos

Nesta secao, além dos conceitos de ideais e morfismos de algebras de Lie, falaremos
brevemente de quocientes e dos classicos teoremas de isomorfismos.

1.2.1 Ideais

Definicao 1.2.1 Uma subdlgebra bt de uma dlgebra de Lie g é wm ideal se, para
quaisquer x € g e y € b, temos [z, y] € b.

Na Teoria de Algebras de Lie, os ideais desempenham funcao andloga aos
subgrupos normais em teoria de grupos e aos ideais bilaterais em teoria de anéis.

Exemplo 1.2.2 (Ideais triviais)

O subespaco nulo e g sao os ideias triviais de g.

Exemplo 1.2.3 O centro 3(g) de g dado por

3(g) ={r €g: [r,y] =0, para todo y € g}

¢ um ideal de g. Para verificar isso, basta utilizar a identidade de Jacobi.



Exemplo 1.2.4 (Algebra derivada)

A algebra derivada de g dada por
g =lg,0=(z.y: z,ycg)
¢ o ideal de g gerado por todos os elementos [x,y] tais que z,y € g.

Exemplo 1.2.5 A subdlgebra sl,, € um ideal de gl,,.

De fato, dados x € gl,,, y € sl,,temos

tr([z,y]) = tr(zy — yx) = tr(zy) — tr(yz) = 0,

ja que tr(zy) = tr(yx). Logo [z,y]| € sl,. Além disso, sl, € também a dlgebra
derivada de gl,,.

Observagao 1.2.6 Se a,b sao ideais de uma dlgebra de Lie g, entao
at+b={a+b:aca beb}
¢ também um ideal de g.

Definicao 1.2.7 Seja g uma dlgebra de Lie tal que dimg > 1. Se g ndo possui
wdeats nao triviais, dizemos que g ¢ simples.

Exemplo 1.2.8 Se g = sl3(K), entdo g € simples no caso em que car K # 2.

De fato, seja {z,h,y} uma base de g, como no Exemplo 1.1.10. Lembramos
que os colchetes entre os elementos dessa base sao

[h, 2] =2z, [h,y] = =2y, [z,y] = h.

Agora considere I # 0 um ideal de g e tome um elemento nao nulo z = ax + bh +
cy € I, coma,b,c € K. Como I € ideal, temos

[z, 2] = alz, x] + bz, h] + c[z,y] = —2bx +ch € I,

[z, —2bx + ch] = [z, —2bx| + [x,ch] = —2cx € I, (1.1)

[y, 2] = aly, =] + by, h] + cly,y] = —ah +2by € I,

[y, —ah + 2by] = [y, —ah] + [y, 2by] = —2ay € 1. (1.2)

Como z € nao nulo, pelo menos um dos a,b ou ¢ € nao nulo.
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Se c#0, entao de (1.1), x € I e ainda

ly,x]=—hel=hel.

Dai [h,y] = =2y € I e, consequentemente, y € I. Logo, I = g.

Se a # 0, entdao de (1.2), y € I e assim, procedendo analogamente como
acima, temos [ = g.

Sea=c=0, entao bh #0 € I e dat
[bh,x] =2bx € I = x €1,
[bh,y| = —2by e [ =y € 1.
Logo I = g.

Portanto, sly(K) € simples se car K # 2. No caso em que car K = 2 o ideal
(h), gerado por h € proprio, logo, neste caso, sly(K) nao € simples.

1.2.2 Morfismos

Definicao 1.2.9 Uma transformacdo linear ¢ : g — b, com g e by dlgebras de
Lie sobre K, é um homomorfismo de dlgebras de Lie se ¢([x,y]) = [o(z), o(y)].

Definicao 1.2.10 Seja ¢ : g — b um homomorfismo de dlgebras de Lie. O
nucleo de ¢ € o conjunto

Ker(¢) ={r € g: ¢(z) =0}
e a imagem de ¢ ¢ o conjunto

Im(¢)={yeb:Tx e gtal que ¢(x) =y}.

O ntcleo de um homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — b é um ideal de g,
pois se 7 € g e 2 € Ker (), entdo ¢((z, 2]) = [6(x), 6(2)] = [6(x),0] = 0, j4 que
z € Ker (¢).

A imagem de ¢ é uma subdlgebra de h. De fato, se y; e ys estao em I'm (¢)
entao existem z1, 9 € g tais que ¢(z1) = y1 e ¢(x3) = yo, dal [y1,y2] € Im (¢),
j& que ¢([z1,z2]) = [p(21), d(22)] = [y1, yol-

Para ¢ : g — h um homomorfismo de dlgebras de Lie g e b, se Ker (¢) = 0,
dizemos que ¢ é um monomorfismo e se I'm(¢) = bh, dizemos que ¢ é um
epimorfismo. Se ¢ for simultaneamente, um monomorfismo e um epimorfismo
de algebras de Lie dizemos que ¢ é um isomorfismo de algebras de Lie e, neste
caso, as algebras de Lie g e b sao ditas isomorfas. Se g = h e ¢ é um isomorfismo
de algebras de Lie, dizemos que ¢ é um automorfismo da dlgebra de Lie g.
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Exemplo 1.2.11 Os homomorfismos entre as dlgebras abelianas sao as trans-
formacgoes lineares e duas dlgebras abelianas sao isomorfas se, e somente se, elas
tém a mesma dimensao.

Exemplo 1.2.12 A aplicagao trago tr : gl, — K é um homomorfismo de dlgebras
de Lie, pois tr([z,y]) = tr(zy —yx) =0, jd que tr(zy) = tr(yx), para quaisquer
z,y € gl, e [tr(z),tr(y)] = 0, uma vez que K € uma dlgebra abeliana. Observe
que Ker (tr) =sl, e Im (tr) = K.

Definicao 1.2.13 Um homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — b € dito um
anti-automorfismo se g = b e ¢([x,y]) = [6(y), ¢(x)].

Exemplo 1.2.14 Dada wuma dlgebra de Lie g qualquer, o homomorfismo

¢ : g — g dado por ¢(xr) = —x, para todo v € g € um anti-automorfismo de
ordem 2. De fato, ¢([z,y]) = —|x,y] = [y, z], pelo item (i) da Defini¢io 1.1.1.
Como [y, z] = [p(y), ¢(x)], temos a igualdade ¢([z,y]) = [¢(y), ¢(x)]. E ainda

¢2(x) = ¢(—a) = .

Definicao 1.2.15 Seja g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal. No espago

vetorial quociente 6, defina

7, 9] = [x,y],

onde T denota a classe x + b.

O espago vetorial g munido do colchete definido acima tem uma estrutura

de algebra de Lie. Para verificar isso, além de mostrarmos os itens (i) e (i)
da Definigao (1.1.1), devemos mostrar que a defini¢do do colchete independe dos
representantes x e y. Neste ponto serd possivel perceber porque h nao pode ser
simplesmente uma subdlgebra, pois neste caso nao teriamos uma boa defini¢ao

do colchete em %

Teorema 1.2.16 (Teoremas de Isomorfismo)
Sejam g e by duas dlgebras de Lie sobre um corpo K.

(i) Se ¢ : g — b é um homomorfismo de dlgebras de Lie, entdo Kg 7 = Imo.
er

b g
S b deais de g t C b entdo — deal de = =,
(ZZ) eae sao ideais €y ais que a enaoa € um idea ea eb/a b

cH—bg a
b anb’

Demonstragao: Vamos provar apenas (i), ja que os demais itens s@o con-

(111) Se a, b sao ideais de g, entao

sequéncias do primeiro e para suas demonstragoes basta construir homomorfismos
adequados e usar (7).
Considere a seguinte aplicagao

g _8 — Im(9)

Ker (¢)
r+ Ker(¢) — o(z),

11



que esta bem definida, pois se 21 + Ker (¢) = x + Ker (¢) entao
rr=x+n, ne Kero,

logo
¢(z1) = oz +n) = ¢(z) + ¢(n) = ¢(z).

E direto da definicdo de ¢ que essa aplicacdo é um homomorfismo de &lgebras
de Lie, j& que ¢ 0 é. A aplicacdo ¢ é sobrejetora, pois se y € Im (¢), por definicdo,
existe z € g tal que ¢(z) = y e dafl ¢(x + Ker (¢)) = ¢(z) = y. Ainda ¢ é
injetiva, pois se ¢(z + Ker (¢)) =0 € b, entdo ¢(x) =0 € h. Assim x € Ker (¢)
e, consequentemente, = 0. Portanto, ¢ é um isomorfismo de dlgebras de Lie. m

1.3 Derivacoes

Definigao 1.3.1 Seja A uma K-dlgebra. Uma aplica¢do linear 6 : A — A €
chamada uwma derivagao de A se satisfaz a regra de Leibniz

d(zy) = z0(y) + 0(z)y, para todos x,y € A.

Em geral, a composicao de duas derivagoes nao € necessariamente uma derivagao,
no entanto, o comutador de duas derivacoes é uma derivacao. Assim o espaco
Der(A) de todas as derivagoes de A é uma algebra de Lie.

Exemplo 1.3.2 Toda transformacao linear de uma dlgebra de Lie abeliana é
uma derivacao.

Exemplo 1.3.3 A aplicacdo linear

ad, : g — g
y — ady(y) = [z,y]

¢ uma derivacao da dlgebra de Lie g, com x € g, chamada adjunta de x.

As derivacoes da forma ad,, x € g, sao chamadas derivagoes internas de g
e o espago destas, que é um ideal de Der(g), é denotado por Inn(g).

Exemplo 1.3.4 As matrizes das adjuntas ad,, ady, e ad,, onde {x,h,y} € a base
de sly dada no Fxemplo 1.1.10 sao

0 -2 0 2.0 0 0 00
adJ=( 0 0 1|, [adi)=| 00 0 |, [ad)=] -1 0 0
0 0 0 00 —2 0 20

1.4 Solubilidade e Nilpoténcia

Analogo a Teoria de Grupos, podemos definir duas importantes cadeias de ideais
e, a partir dai, elucidar os conceitos de solubilidade e nilpoténcia para uma algebra
de Lie g. A solubilidade em Teoria de Grupos foi estudada por alguns matematicos
como Abel e Galois, principalmente com o intuito de determinar a solubilidade
de equagoes polinomiais no século XIX.
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1.4.1 Solubilidade

Dada uma algebra de Lie g definimos uma cadeia de ideais de g, chamada série
derivada por

g = g

g = [g,g]

g(2) _ [g(l)’g(l)}

g® = [gFV g*V] para k> 1.

Definicao 1.4.1 Dizemos que uma dlgebra de Lie g ¢ soltivel se g™ = 0, para
algum n € N. O menor valor n € N tal que g™ = 0 € o grau de solubilidade
de g.

Observe que se g™ = 0 entao g*) = 0, para todo k > n.

Exemplo 1.4.2 Toda dlgebra de Lie abeliana é soluvel.

Exemplo 1.4.3 A dlgebra de Heisenberg

H= € gly

o O O
S O %
S % %X

€ soluwvel.
Exemplo 1.4.4 A dlgebra sl(K), com car K =0, nao € solivel.
Proposicao 1.4.5 [3, Proposicao 3.1] Seja g uma dlgebra de Lie.

(i) Se g € solivel, entao todas as subdlgebras e imagens homomdrficas de g
também o sao.

(i) Se b C g € um ideal solivel e 8¢ solivel, entao g € solivel.
(117) Se b e a sdo ideais soliveis de g, entao a+ b é um ideal solivel de g.

Do item (#i7) da Proposigao 1.4.5 é facil ver que existe um unico ideal soluvel
maximal em uma algebra de Lie g. Chamaremos este ideal de radical de g e o
denotaremos por Rad g.

Definigao 1.4.6 Uma dlgebra de Lie g é dita semissimples se Rad g = {0}.

Uma algebra de Lie simples, portanto, é semissimples. Note ainda que R gd .
a
é semissimples, pelo item (i7) da Proposicao 1.4.5.
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1.4.2 Nilpoténcia

Diferentemente da nocao de solubilidade, a idéia de grupo nilpotente é mais re-
cente e foi modelada a partir da nogao correspondente para dlgebras de Lie.

Dada uma &lgebra de Lie g, definimos uma cadeia de ideais de g, chamada
série central descendente, por

' = |

g’ = [g,9"Y]

g = [g,g"%Y], para k> 1.

Definicao 1.4.7 Dizemos que uma dlgebra de Lie g é nilpotente se g" = 0,
para algum n € N, e, consequentemente, para valores superiores a n. O menor
valor n € N tal que g" = 0 € o grau de nilpoténcia de g.

Exemplo 1.4.8 Toda dlgebra de Lie abeliana € nilpotente.

Exemplo 1.4.9 A dlgebra sly(K), com car K = 2, é uma dlgebra de Lie nilpo-
tente.

Proposicao 1.4.10 Seja g uma dlgebra de Lie, entio g*) C g*, para todo k € N.
Logo dlgebras nilpotentes sao soluveis.

A reciproca da proposicao anterior nao é verdadeira. A algebra de Lie nao-
abeliana de dimensao 2 descrita no Exemplo 1.1.6 é solivel, mas nao ¢ nilpotente.

Proposicao 1.4.11 [3, Proposicao 3.2] Seja g uma dlgebra de Lie.

(i) Se g € nilpotente, entao todas as suas subdlgebras e imagens homomdrficas
também o sao.

(11) Se 8 ¢ nilpotente, entao g também o é.

3(9)

(iii) Se g € nilpotente e ndo nula, entdo, 3(g) # 0.
Se g ¢é nilpotente, entao, para algum n, (ad,)" = 0, para todo x € g.

Definicao 1.4.12 Se g € uma dlgebra de Lie e x € g, chamamos x de ad-
nilpotente se ad, ¢ uma transformacao linear nilpotente.

Teorema 1.4.13 (Engel)[3, Teorema 3.2] Se todos os elementos de g sdo ad-
nilpotentes, entao g ¢é nilpotente.

14



Capitulo 2

Representacoes e Algebras
Envelopantes

2.1 Representacoes

Representar uma estrutura algébrica abstrata significa tranforma-la em uma es-
trutura mais conhecida e facil de manipular, tais como &dlgebras ou grupos de
operadores lineares. Antes mesmo de definirmos formalmente a idéia de repre-
sentagao de uma algebra de Lie, ja vimos como “representar” uma algebra de Lie
como algebra de operadores lineares. Por exemplo, a aplicacao x — ad, faz uma
algebra de Lie agir sobre si mesma por operadores. Em Matematica Aplicada ou
Fisica, em geral, a situagao é contraria, isto ¢, as algebras de Lie sao introduzidas
primeiro como &algebras de operadores lineares. A partir deste capitulo vamos
considerar gl(V') a algebra associativa dos operadores lineares de um espago ve-
torial V. Quando estiver olhando para gl/(V') munida da estrutura de dlgebra de
Lie, a denotaremos por gl(V).

Definicao 2.1.1 Sejam g uma dlgebra de Lie sobre K e V' um K-espaco veto-
rial. Uma representagao de g sobre V' é um homomorfismo de dlgebras de Lie
w:g— gl(V), isto €, m é uma aplicagao linear de g em gl(V') satisfazendo

([, y)(v) = m(z)m(y)(v) — 7(y)m(z)(v),

para todos x,y € g ev e V.

Definicao 2.1.2 Uma acao de uma dlgebra de Lie g sobre um K-espaco vetorial
V' € uma aplicagao bilinear

cigxV o —» VvV
(x,v) = x-v

satisfazendo, para quaisquer x,y € g ev €V,
[zy]v=2-(y-v)—y-(z-v)

Se existir uma agao de g em V| dizemos que V' é um g-mdédulo (relativo a esta
acao).
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Os conceitos de mdédulo e representacao sao, essencialmente, a mesma coisa.
Note que se m é uma representagao de g em V', entao g age sobre V' via

x-v=m(z)(v), paratodos x €gev e V.

Reciprocamente, se g age sobre V', entao como v +— z-v, comv € Vex € g, é
um operador linear de V', definindo 7 : g — gl(V) por

m(z)(v) =x- v,

determinamos uma representacao de g em V.

Dado um g-modulo V', a representacao m de g em V' construida acima, a partir
da agao de g em V, é dita a representagao equivalente do g-médulo V. Se
7w g — gl(V) é uma representagao de g, a dimensao de 7 serd a dimensao de
V' como espago vetorial.

Um subespaco V' C V é dito um submédulo de V', se V’ é um g-mdédulo. Um
submoddulo V' é dito trivial se V' = (0) ou V' =V e nao trivial (ou préprio),
caso contrario. Um g-médulo V' # 0 é dito simples ou irredutivel se V nao
possui submédulos nao triviais e redutivel, caso contrario.

Definicao 2.1.3 Se V' é um g-mddulo, entdo o conjunto
Ann(V)={zx €g:x-v=0, para todo v eV}
¢ um ideal de g chamado o anulador de V.

Observe que, se m é a representacao equivalente do g-médulo V', entao
Ann(V) = Ker(m). Se Ann(V') = Ker(m) = (0), dizemos que V' é um g-médulo

fiel e, consequentemente, a representacao m é uma representagao fiel.

Exemplo 2.1.4 Seja V' um espago vetorial. Entao gl(V') e sl(V) agem sobre
V' por suas definicoes usuais de operadores lineares. Assim, obtemos as repre-
sentagoes naturais de gl(V') e sl(V') sobre V', isto é,

p: ol(V) — gl(V) q: sl(V) — gl(V)
o +— plo): V. - V 0 — q@): V

— .
v = o(v) = 6(v)

Exemplo 2.1.5 (Representacao adjunta)

Seja g uma dalgebra de Lie. A aplicagao linear ad : g — gl(g), dada por

ad(z) = ad,, onde
ad, : g — ¢
y =z,

¢ uma representagcao de g em g chamada representacao adjunta de g. O g-
modulo equivalente neste caso é exatamente a dlgebra g vista como g-modulo via
a a¢cao dada por multiplicagao a esquerda. O nicleo da representacao adjunta é
o centro de g, logo a representacao adjunta de g € fiel se o centro de g é nulo.
Em particular, se g € simples e nao abeliana a representacao adjunta de g € fiel.
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Exemplo 2.1.6 (Representagao adjunta de sls)

Com as notacgoes e cdlculos feitos no Exemplo 1.3.4, vamos determinar a
matriz da representacao adjunta de sls.

Seja z = ax 4+ bh + cy € sly. Calculando ad, nos elementos da base de sls,
temos

ad(z)(x) = ad,(z) = [z,x] = 2bx — ch
ad(z)(h) =ad,(h) = [z, h] = —2ax + 2cy
ad(z)(y) = ad.(y) = [z, y] = ah — 2by.

Assim, a representacdo
ad : sly — gl(sly) = gl

€ tal que, para z = ( i _ab ) € sly, ad(z) € a aplicagao em gls dada pela matriz
2b —2a 0
— 0 a
0 2¢ —-2b

em relagdo a base {x, h,y} de sl.

Definigao 2.1.7 Seja m; : g — gl(V}), j € J, uma familia de representagoes

de uma dlgebra de Lie g. O espagco V = GBVJ tem uma estrutura natural de
jed

g-modulo definido por

T - (ZUJ) = ij(x)(vj), para todos x € g, v; € V;, j € J.

jeJ jeJ

A representacdo m de g em V' obtida dessa maneira é chamada soma direta das
7j, j € J. Denotamos essa representac¢ao por m = @7@.
jeJ

Definigao 2.1.8 Seja 7; : g — gl(V}), j =1,...,n, uma familia finita de repre-
sentagoes de g. Considere V. = Vi ® ...®@V, e defina m : g — gl(V) a unica
aplicacao linear satisfazendo

m(x) (1 ® ... v,) :ZU1®...®7Tj<£C)(Uj)®...®Un,

para todos x € g ev; € V;, para todo j = 1,...,n. A aplicagao linear m € uma
representacao de g em V', chamada produto tensorial das 7;, j = 1,...,n, ¢
escrevemos m =T Q ... Q .
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2.2 Algebra Envelopante Universal

Nosso objetivo nesta segao é associar a cada algebra de Lie g sobre um corpo K,
uma algebra associativa com unidade, que seja livre e que, de certa forma, pre-
serve as representacoes de g. Esta é denominada a dlgebra envelopante universal
de g. A partir desta associacao, veremos que toda algebra de Lie estda “con-
tida” numa algebra associativa, a algebra envelopante universal. Desta forma,
verifica-se também que o estudo das representacoes das algebras de Lie se reduz
ao das representacoes das algebras associativas. Neste trabalho, todas as algebras
associativas possuem unidade.

Definicao 2.2.1 Uma dlgebra associativa U com unidade € uma dlgebra en-
velopante universal de g se existe um homomorfismo injetor i : g — U de g a
valores na dlgebra de Lie U, que satisfaz:

(i) a imagem i(g) gera U como dlgebra associativa e

(11) dada uma dlgebra associativa L e qualquer homomorfismo de dlgebras de
Lie w: g — L), existe um tinico homomorfismo T : U — L que satisfaz

Toi(x) =m(z),
para todo x € g. Aqui ™ € um homomorfismo de dlgebras associativas, isto
¢, satisfaz

m(zy) = w(x)7(y).
Em outras palavras, U ¢ uma dlgebra envelopante universal se, para todo
homomorfismo 7, existe um homomorfismo 7 tal que o diagrama abaizo

comuta.

U

1N

(2

g——1L

Um objeto definido por meio de propriedade universal é tinico, a menos de

isomorfismos, logo duas algebras envelopantes universais de uma algebra de Lie
g sao isomorfas como algebras associativas. Assim, precisamos dar uma cons-

trugao concreta para garantir a existéncia de tal objeto. Denotaremos a algebra
envelopante universal de g (que é unica, a menos de isomorfismo) por U(g).

2.2.1 Construcao de U(g)

Nosso objetivo agora é fazer uma construgao de U(g) que é utilizada como élgebra
envelopante universal de g. Para esta realizagao, consideremos o seguinte fato
sobre uma algebra associativa A: dado um subconjunto C' C A, o ideal bilateral
gerado por C é o menor ideal bilateral I de A que contém C. No caso em que A
contém unidade, esse ideal coincide com o subespaco gerado por todos os produtos
da forma

azb
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coma,be Ae z e C.

Considere, conforme a definigao dada em A.0.2, a algebra tensorial

T(g) =) o

k>0

de g. Os elementos de T(g) sdo combinagoes lineares finitas de monomios da
forma
1.2 (E 1 Qre® ... Qxy),

comzx; €g,1=1,....k, k>0.

A algebra T (g) é uma algebra associativa que contém unidade e é gerada por
g. No entanto, a inclusao g < 7 (g) ndo é um homomorfismo de élgebras de Lie,
pois, para z,y € g, xy — yx é diferente de [z, y], j& que o primeiro é um elemento
de grau dois de T (g), enquanto o segundo é um elemento de g, isto é, de grau
um.

Para obtermos um homomorfismo, procedemos da seguinte forma: seja I o
ideal bilateral de T (g) gerado pelos elementos (ndo homogéneos) da forma

ry —yzr — [2,y] € T(9),

com z,y € g. Desta maneira, a algebra envelopante universal pode ser construida
como

Um homomorfismo 7 de g em uma algebra associativa L se estende a um homo-
morfismo 7 de U(g) em L, sendo definido nos monémios por

m(xy...xp) =7w(xy) ... w(zp).

Exemplo 2.2.2 Seja g uma dlgebra abeliana. Para obter U(g) a partir de T (g),
temos a identificacao xy = yx e daild(g) € a dlgebra simétrica de g (Ver Definicdo
A.0.9), que € abeliana. Seja

B=Ax,...,x,}

uma base ordenada de g. Os elementos de U(g) sdo combinagoes lineares de
monomios do tipo

Ly - Ty,

com x;; € 3. Como dois elementos de g quaisquer comutam, pois g € abeliana, é
possivel reescrever 0§ monomios como

S1 S
AR
coms; > 0,4 =1,...,n. O produto de dois desses monomios ¢ dado como o
produto de dois monomios comutativos nas varidveis xy,...,x,. Portanto, U(g)

€ isomorfa a uma dlgebra de polinomios.
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Em resumo temos,

Proposicao 2.2.3 A dlgebra envelopante universal U(h) de uma dlgebra de Lie
abeliana b é isomorfa a dlgebra simétrica S(h) de b.

Seja g uma algebra de Lie e 7 uma representacao de g sobre um K-espago
vetorial V', assim, 7 é um homomorfismo de algebras de Lie de g sobre gl(V).
Logo, 7 se estende a um homomorfismo de dlgebras associativas, também deno-
tado por m, de U(g) sobre gl(V), isto é, V se torna um U(g)-médulo & esquerda,
com a agao u - v = 7(u)(v), para todo u € U(g) e v € V. Reciprocamente, se
V é um U(g)-médulo a esquerda, restringimos a uma representagao m de g em V/
definindo 7(z)(v) = i(x) - v, onde i : g — U(g). Dai conseguimos concluir que a
categoria das representagoes de g e dos U(g)-mddulos a esquerda sao isomorfas.

2.2.2 Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)

No Exemplo 2.2.2 vimos que, se g é uma algebra de Lie abeliana, uma base de
U(g) é dada a partir de produtos ordenados de elementos de uma base de g. Na
verdade, algo assim acontece nao s6 com uma algebra abeliana. Um resultado
importante sobre as dlgebras envelopantes universais ¢ o teorema de Poincaré-
Birkhoftf-Witt. Este teorema parte de bases ordenadas de g e obtém, a partir da
ordenacao de monomios, bases de U(g). Formalmente, temos o seguinte:

Teorema 2.2.4 [7, Teorema 10.1] Sejam g uma dlgebra de Lie e {x;}ies uma base
de g ordenada por uma ordem no conjunto de indices J. Entao os monomios do
tipo

Tiy - Ty, 01 <o < g,

gunto com 1 € K, formam uma base de U(g).

Corolario 2.2.5 As imagens {i(x;)};e; em U(g) da base {x;};c; de g formam
um conjunto linearmente independente.

Corolério 2.2.6 Seja b uma subdlgebra da dlgebra de Lie g. Seja {z;}jes U
{yk bkex uma base de g tal que {z;};c; € base de b e ambos J e K sdo totalmente
ordenados. Entao

(i) a inje¢cao b — g — U(g) pode ser estendida a uma inje¢ao de U(b) sobre
U(g);

(i) U(g) é um U(b)-mddulo livre a esquerda (resp. direita), admitindo como
uma base a familia

{Why - Yos Fn <0 < ko, n €N

Demonstracao: De b — g — U(g) obtemos um homomorfismo U(b) — U(g).
Ordenamos totalmente o conjunto J U K, dizendo que j < k para todo j € J e
ke K. A familia

{j oo Yy oo Yk 91 < oo < Jn, k1 < ... <kp,n,meN}
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é entao uma K-base do espago U(g). Mais ainda, a subfamilia que nao envolve
Y (isto ¢, quando m = 0) corresponde a uma base de U(b). Isto implica (i) e

Corolario 2.2.7 Sejam gi,...,9, dlgebras de Lie e considere g = g1 X ... X gp
(produto direto de dlgebras de Lie). Entao

U(g) =U(1) @ ... @ U(gn),

como K-espacos.

Demonstragao: Mostremos que, se g = g1 X go, entao U(g) = U(g1) @ U(ga).
Para g =g, X ... X g,, a demonstracao é analoga.

Sejam g = g1 X g2, U(g) sua &algebra envelopante universal e a injegao
o : g — U(g) da definicdo de algebra envelopante universal. Denotemos por
01 e 09, respectivamente, as injecoes de g; e go em suas respectivas algebras
envelopantes universais U (g;) e U(g2). Considere as injegoes canonicas

i g1 — g o 27 82 7 g
T (ZEl,O) Ty (0,1’2).

Assim, 0oy : gy — U(g) e 0 0oiy : go — U(g) s@o homomorfismos injetores e,
pelo item (i7) da Definicao 2.2.1, existem homomorfismos injetores de &dlgebras
associativas ¢ : U(g1) — U(g) e ¢2 : U(g2) — U(g) tais que ¢ 00y =0 o01i; e
¢ 009 = 0 01y. Defina

¢: Ug) ®U(g2) — Ulg)
T1 QX = P1(21) Pa(x2).

A aplicagdo ¢ é um homomorfismo injetor de dlgebras, pois as imagens de ¢; e
¢ comutam. Agora defina o seguinte homomorfismo de algebras de Lie

/

N U(g1) @ U(g2)
(x1,22) = o1(r1) @14+ 1® og(x2).

Assim, existe um unico homomorfismo injetor 7 de U(g) em U(g1) ® U(g2) tal
que o diagrama abaixo comuta.

U(g)
(R
——U(g1) ®U(g2)

o_/

Observe que poT(0) = poo’ =ceTop(c’) =100 =0". Logo poTeTop
sao as identidades de U(g) e U(g1) ® U(g2), respectivamente. Portanto ¢ é um
isomorfismo. ]

21



Capitulo 3

Peso Maximo para Algebras de
Lie com Decomposicao
Triangular

Neste capitulo, apresentaremos as teorias de representacoes de peso e representa-
¢oes de peso maximo para algebras de Lie. Para definicao de uma teoria de peso
maximo, faremos uma escolha de uma decomposicao triangular para a algebra de
Lie. Escolhemos h uma subalgebra abeliana de g que age diagonalmente sobre g
via a representacao adjunta. Um g-médulo M é um moédulo de peso se a agao
de b sobre M ¢é diagonalizavel. A partir disso, diremos quando um médulo é um
modulo de peso maximo e definiremos os modulos Verma, objetos universais nesta
teoria. Com isso, buscaremos resultados sobre a redutibilidade destes modulos
Verma. Para mais detalhes desta teoria, sugerimos uma consulta a [6].

3.1 Teoria de Representacao de Peso

Sejam h uma &lgebra de Lie abeliana, 7 : h — ¢l(M) uma representacao de b
em um K-espaco vetorial M e ¢ € h*, um funcional linear de hh. Um vetor nao
nulo v € M é chamado um vetor peso de peso ¢ (relativo a b e 7) se, para todo
heb,
w(h)v = ¢(h)v.

Quando estiver claro no contexto que v é um vetor peso relativo a uma algebra
de Lie h e a uma representacao 7, diremos apenas que v é um vetor peso. Além
disso, frequentemente escreveremos h - v para representar m(h)v.

Vimos na Proposigao 2.2.3 que U(h) pode ser identificada com a &lgebra
simétrica S(h) de h e qualquer representacao 7 de h se estende unicamente para
uma representacao m de U(h). Suponha que v seja um vetor peso de b de peso ¢.
A aplicacao linear ¢ : h — K estende-se unicamente a um homomorfismo

¢:S(h) — K.
Se hi, ho, ..., hi sao elementos de b, entao
o (Do ahiny . hit) =3 ai(h)o(ha) .. o(hn)*,
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onde (i, s, ...,i;) € N¥ e a; € K. Logo 7(u)v = ¢(u)v, para todo u € S(h).
Para cada ¢ € b*, defina o ¢-espaco de peso M? por

M? ={ve M:r(h)v=¢(h)v, paratodo h € h}.
Dessa forma M? é um h-submédulo de M.

Definigao 3.1.1 Sejam b uma dlgebra de Lie abeliana e m : h — gl(M) uma
representacao de by. Dizemos que o h-mddulo M admite uma decomposicao
em espagos de pesos se M = Z M? e, neste caso, dizemos que M € um

peh*
modulo de peso.

Os funcionais ¢ para os quais M? # {0} sao chamados pesos de M relativos
a hem. O conjunto de todos os pesos de M é chamado suporte do modulo de
peso M. Para cada ¢ € h*, a dimensao dim M? é chamada a multiplicidade de
¢ em M e é denotada por multy(¢). Dai multy(¢) > 1 se, e somente se, ¢ é um
peso.

Proposicao 3.1.2 Sejam b uma dlgebra de Lie abeliana e M um h-modulo ad-
mitindo uma decomposicao em espacos de pesos relativa a uma representacao m
de §. Entao

(1) a soma M = Z M? ¢ direta;
oeb*

(11) todo h-submddulo N de M admite uma decomposicao em espagos de pesos
e N = M?N N, para todo ¢ € b*.

Demonstragao:

(1) Provemos primeiro que vetores que estdo em espacos de pesos distintos sao
linearmente independentes. Fazendo indugao sobre o niimero de somandos
temos o resultado vélido para n = 1. Suponha o resultado valido para
valores menores que n. Sejam v; € M% naonuloe \; € K, parai=1,...,n.
Suponha

)\1’[)1 + ...+ )\nvn =0. (31)
Aplicando 7(h) na Equagao (3.1), para h € b, temos

Mm(h)vy + .. 4+ Aw(h)v, =
Mor(R)vy + ...+ Mpn(R)v, = 0. (3.2)

Multiplicando agora ¢;(h) na Equacao (3.1), para h € b, temos
Mor(h)vr + ...+ A (h)v, = 0. (3.3)
Subtraindo a Equagao (3.3) de (3.2) obtemos
Xo(da — P1)(h)ve + ... + Ny — H1)(R)v, = 0.
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Pela hipotese de indugao, os vetores vy, ..., v, sao linearmente indepen-
dentes, logo \; = 0, para i = 2,...,n, ja que ¢;(h) # ¢1(h), para i =
2,...,nealgum h € h. Assim A\jv; = 0 e dai Ay = 0. Portanto, os vetores
v;, para it = 1,...,n, sao linearmente independentes.

Para ver que a soma M ¢ direta, suponha v € M tal que v =v; + ... + v,
ev=1u +...+u, comv;,u; € M%, parai=1,...,n. Assim,

(v —w)+ ...+ (vy,—u,) = 0.

Como os vetores (v; — u;) sao linearmente independentes, para ¢ = 1,...,n,
temos v; = u;, para ¢ = 1,...,n. Portanto, cada vetor v de M se escreve
de maneira Unica como soma de elementos dos espacos de pesos e, assim, a
soma M é direta.

(ii) Seja N um submédulo de M. Defina N = M? N N para todo ¢ € b*.

Dado x € N escreva x = Z 2%, onde 2% € M? e R é algum conjunto finito

$ER
de pesos distintos de M. Mostremos por indugao sobre k = |R| que cada

% € N?.

Se R = {¢}, entao x € M®* N N = N?. Suponha k > 1 e que, para
|R| < k, o resultado seja vélido. Sejam ¢1 e ¢o € R, com ¢; # ¢o. Escolha
h € b tal que ¢1(h) # ¢2(h). Entao

hex—go(h)z =Y (¢(h) — ¢2(h))z” € N.
PER\{p2}

Pela hipétese de indugdo, cada componente (¢(h) — ¢o(h))z? € N®. Em
particular, 2% € N e dai Z z? € N. Aplicando inducao de novo,

pER\{¢1}
temos cada z? € N? e dai N admite uma decomposicao em espacos de

pesos.

Exemplo 3.1.3 (A &lgebra sl,(K))
Seja b o conjunto de todas as matrizes diagonais em sl,,(K). Uma base de b
¢ dada por {hy,...,h,_1}, onde

(1 na (k,k) — posicao).
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Sejam M = K" e w a representacao natural de sl,,(K) sobre M, dada por

m: sl,(K) — gl,(M)

u = w(u): M — M
a1
(a1,...,a,) — wu
an
Entao
0
0
er.:=| 1 | (1 na k— ésima linha)

0
0

€ um vetor peso para b com peso ¢y dado por

0, se k#j,j+1,
or(hy) = 1, se k=j,
-1, se k=j+1

n

Além disso, M% = Key, e M = @ M®  mostrando que M admite decomposi¢ao
k=1

em espagos de pesos.

Exemplo 3.1.4 (Algebra de Virasoro)
Sejam B = Z KL, @& Kc a dlgebra de Virasoro e h = KLy & Ke. Con-

n=—oo

siderando B como um h-mddulo através da representacao adjunta restrita a b,

temos
[L07 Ln] - nL’ru

e, L,) =0=0"L,.
Mostrando que L,, € um vetor peso de peso N\, onde A\, € h* é definido, para cada

n € 7, por
(L) =mn, A\(c)=0.

Como X\, = n\y, defina B = B"™ = KL,, sen # 0 e B° = h. Isso mostra
que B admite uma decomposicao em espagos de pesos relativos a b.

Definigao 3.1.5 Sejam b uma dlgebra de Lie abeliana, m : h — gl(M) uma
representacao de h e M um b-modulo de peso. Dado ¢ € bh*, um elemento v
nio nulo em M? é um vetor primitivo de M se o submddulo U(g) -v C M é
Proprio.

Proposicao 3.1.6 Um mddulo de peso M ¢é redutivel se, e somente se, M tem
um vetor primitivo.
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Demonstracao: Se M tem um vetor primitivo, entdo existem ¢ € b* e v € M?
tais que U(g) - v C M é um submdédulo préprio. Logo M é redutivel. Recipro-
camente, se M ¢é redutivel, entao existe N C M um submodulo préprio. Como
N ¢ préprio, seja v € N® um elemento nao nulo. Assim, v € N C N, ja que
N ¢é médulo e entao U(g) - v C N e o fato de N ser préprio implica U(g) - v ser
proprio. Portanto, v é um vetor primitivo de M, como queriamos. [ ]

Proposicao 3.1.7 Sejam g uma dlgebra de Lie e m : ) — Derg C gl(g) uma
representacao de uma dlgebra de Lie abeliana b como uma dlgebra de Lie de
derivagoes de g.

(1) Suponha que g admite uma decomposi¢ao em espagos de pesos

s=EPe

aeh*

com respeito a b sobre a representacao w, entao

(ia) para todos «, 3 € b*, [g%, ¢°] C g*7;

(ib) a dlgebra envelopante universal de g, U(g), admite uma decomposi¢cdo
em espagos de pesos (relativo a representacao de by sobreU(g) estendida
da de b sobre g) e, para todos a, € b*,

U(g)"U(g)” < U(g)**".

(i1) Suponha que g € gerada como uma dlgebra de Lie por um conjunto de vetores
zj, j € J, com w(h)x; = ¢;(h)x;, para cada j e para todo h € . Entdo g
admite uma decomposi¢do em espagos de pesos g = @ g*, com z; € g% e
cada peso o € Y Z;.

Demonstracao:

Da maneira usual, identifiquemos g como uma subdlgebra de Lie de U(g).
Sabemos que todo elemento de U(g) é uma soma de produtos z1zs ...z, onde
cada x; € g. Tanto para (i) quanto para (i) podemos assumir que cada z;
pertence a um espaco de pesos, digamos, g*. Entao

w(h)(z12a...25) = le coom(h)xj . .xy
= (g +...+ap)(h)z1za. .. 2.

As partes (ii) e (ib) seguem disso. Para (i¢) usamos a Proposi¢ao 3.1.2 com g
visto como um h-submédulo de U(g). Como para todos z, y € g, [z,y] = zy —yx
podemos deduzir (ia) de (ib).

u
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3.2 Algebras de Lie com Decomposicao Trian-
gular

Definicao 3.2.1 Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Uma decom-
posicao triangular de g é dada por um par de subdlgebras abelianas nao-nulas
ho C b, um par de subdlgebras distintas e nao-nulas g+, g— e uma anti-involucao
(anti-automorfismo de ordem 2) w : g — g tais que:

(i) 9=9- Db D gy,

(11) a subdlgebra g, € um mddulo de peso nao nulo para by sobre a a¢ao adjunta,
com pesos A todos nao nulos;

(iii) w, = idy ¢ w(gs) = g_;

(iv) O semigrupo com identidade Q) , gerado por A, com a adi¢ao, € livremente
gerado por um subconjunto finito de {c;}je; C Q4 consistindo de elementos
linearmente independentes de b. Assim, podemos escrever () = ZZO@».

jeJ

A decomposicao triangular é dita regular se adicionarmos em (ii) que os
espagos de pesos de g, sao de dimensao finita. Chamamos os pesos A, do hy-
modulo g, de raizes positivas e o espaco de peso g* correspondente a o« € A
o a-espacgo de raizes. Dai g, = @ g¢. A anti-involucao w assegura uma

aEAL
decomposigao andloga de g_ = @ g%, onde A_ = —A, (as raizes negativas)
aEA_

e g “=uw(g"), para todo a € A,.

Escrevemos A = A, UA_ para as raizes de g e vamos considerar (), parcial-
mente ordenado por

v =20, & (v =) €Qq,

para 7,7 € Q.

Uma notagao para uma &algebra de Lie com decomposicao triangular ¢ dada
pela 5-upla (g, ho, b, g+, w), mas na maioria das vezes, estaremos trabalhando com
exemplos em que hy = b, logo eventualmente poderemos omitir bj.

Exemplo 3.2.2 (A algebra sl,(K),n > 1)

Seja g4 (respectivamente g_) a subdlgebra das matrizes triangulares estrita-
mente superiores (inferiores). Sejama a subdlgebra das matrizes diagonais em
gl,(K) e h = hNsl,(K). Ambas § e b sdo subdlgebras abelianas de gl,(K). A
decomposicao triangular procurada é

sl,(K)=g-®bh®g..

A transposicao x — ' serve como uma anti-involugdo, fizando h ponto a ponto
e levando elementos de g_ em elementos de g,. Para determinarmos as raizes,
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consideremos as matrizes unitdrias E;;, 1 <i,j <mn, com 1 na (i, j)-entrada e 0
nas demais. Uma base para g, € dada pelas matrizes Ey; tais que i < j e uma
base para g_ é composta pelas matrizes E;j tais que 1 > j. Sejam €y,...,€, € H*
definidos por

ei(Ejj) = b,

eqQy,...,a, 1 definidos por

;= (€i — €iv1)p-

n—1
O conjunto {ay,...,a, 1} € uma base de b*. Para h = Z a(Ey— Eir1041) €0,
=1
[h, Eijl] = hE;; — Eijh
n—1 n—1

al (EnEij — Epp1 1 Ey) — g a(Ey By — Eij By 41)
=1

'M“M

n—1
al il 2] zl+1E1] § a'l leZj jl+1E2j)
=1

—_

n—

M:

ai(ei(Eu)Eij — i(Ep141) Eiy) — ai(e;(En)Eij — €;(Ep141)Eij)

g

=1

n—1
= (Z al(Ey — B z+1)) Eij —¢j (

=1

= (& —g;)(h) Eyj.

3
—

a)(Ey — El+1,l+1)> Ei;

=1

Para v < j, 1sso nos dd
[h, Eij] = (v + ...+ aj_1)(h)Ejj.
Considere Q4 := {>_m;a; : m; € N} \ {0}. Entao
g+ = @ g5 = @KEU
aeQ+ i<j

¢ a decomposi¢cao em espagos de pesos. Além disso, Ej; = E,fj tem peso —(a; +
.+ aj_1), para todo i < j, e

i>]

¢ a decomposi¢ao em espagos de pesos de g_. Logo sl,(K) admite uma decom-
posi¢ao triangular reqular, considerando hy = h. Consequentemente, gl,(K)
também tem uma decomposicao triangular com os mesmos gy e g_, mas com
H no lugar de b.

Exemplo 3.2.3 (Algebra de Virasoro)
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Considerando a dlgebra de Virasoro B do Fxemplo 3.1.4, defina

B, =Y KL, B_=)» KL, e h=KL @K

n>0 n<0

Seja A1 € h* 0 peso de Ly. Assim, com Q4 := Z. A\ verificamos as propriedades
(1), (i7) e (iv) de decomposi¢io triangular da Defini¢io 3.2.1. Considere w a
transformacao linear definida nos elementos da base de B e estendida por line-
aridade por w(L;) = L_;, j € Z, w(c) = c. A transformagao w assim definida
€ uma anti-involucao. Isso mostra que B possui uma decomposicao triangular
reqular.

Exemplo 3.2.4 (Algebra de Heisenberg estendida)

Seja .\% o espaco vetorial com base
{an :n € Z} U{c,d},

onde o colchete de Lie € dado, nos elementos da base e estendido por linearidade,
por
[, Gn] = MO —ne, [c,a] =0, [d,an] = may,, m,n € Z,a € 9.
A dlgebra de Lie § assim construida é chamada algebra de Heisenberg es-
tendida ou algebra oscilante.
Sejam
9+ = P Kasm € b =Kag® Ke K.

m>0

Considerando $ como um h-modulo via a representacao adjunta restrita a by, note
que
lag, ] =0=0"an,

[c,am] =0=0"ap,
d, apm] = may,.

Isto nos mostra que a,, € um vetor peso de peso 6,,, onde d,, € h* ¢ definido,
para todo m € Z, por

Im(ag) =0=0d,(c) € op(d) =m.

Assim, 5 =g DdHhdg. egy é€ um modulo de peso para ho = b, com pesos
Ay = {6, :m > 0}. O semigrupo Q. € gerado por 6; e uma anti-involu¢ao w é
dada por

w(c) =c, w(d)=d, w(ay,) =a_n,, méeZL.

Exemplo 3.2.5 Sejam g uma dlgebra de Lie com decomposi¢ao triangular
(g, b0, 0,08+, w) e R uma K-dlgebra associativa, comutativa e com unidade 1. Es-
creva g = g Rk R. Entao g é uma dlgebra de Lie com colchete dado por

z@ry®s|=ry@rs, z,y€g, rseR
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e contém g como subdlgebra via x — x®1. Ainda, g = g4 @E@ﬁ_, onde 9+, b, 9
sao definidos de forma andloga a defini¢ao de g e by C b (na verdade estamos
considerando a copia ho @ 1 de ho em by ) sao subdlgebras abelianas nao nulas de

g.

Como g, € um mddulo de peso para by com pesos A, g, serd também um
modulo de/]ZG/SO para By e os pesos coincidirao com os pesos A.. Além disso,
(g+)* = (9%). Entdo g e g tém o mesmo sistema de raizes A e conjuntos
de raizes Q e Q.. Uma anti-involugio de g € dada pela extensao R-linear
w:zrzr = wx)®r, © € g, r € R e fiza b ponto a ponto. Portanto,
(g, hO,H, g.,w) € uma K-dlgebra de Lie com decomposi¢ao triangular.

3.3 Teoria de Representacao de Peso Maximo

Nesta secao, g denota uma algebra de Lie com decomposi¢ao triangular
(g,b0,b,08+,w). A menos que mencionemos o contrario, consideraremos, como
na maioria dos exemplos apresentados, hy = . Os principais resultados a serem
provados serao a existéncia e propriedades dos médulos de peso méaximo univer-
sais de g, chamados médulos Verma.

3.3.1 Mobdulos de Peso Maximo

Utilizando a decomposicao triangular de g, escreveremos g =g_ @& h d g.. Seja
7 uma representacao de g sobre um espaco M. Pela Definigao 2.2.1, 7 se estende
a uma representagao 7 de U(g) sobre M. Assim, M é um U(g)-mé6dulo com agao

dada por
UG x M — M
(z,v) = m(x)v

Se v é um vetor em M, entao

m(U(g))v == {m(w)v:u € U(g)}
¢ o menor submédulo de M contendo v, com acao dada por

U(g) x m(U(g))v — m(U(g))v
(x,m(u)v) = m(x)m(u)v = w(zu)v.

Chamamo-lo de submédulo de M gerado por v.

Definicao 3.3.1 Um vetor nao nulov € M é chamado um vetor peso maximo
para g (relativo a decomposicao triangular) se

(1) v € um vetor peso relativo a agao de by, isto é, existe X € h* tal que w(h)v =

A(h)v, para todo h € b;

(i1) w(x)v =0, para todo = € g,.
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Definicao 3.3.2 Um g-modulo M ¢é dito um médulo de peso maximo se M
contém um vetor peso mdzimo v que o gera, isto é, U(g) - v = m(U(g))v = M.
O peso A € b* do vetor peso mdrimo v é chamado o peso maximo de M.
Chamamos o par (A\,v) um par de peso maximo de M. A representa¢io
de g em M obtida de M como um g-modulo de peso mdrimo é chamada uma
representacao de peso maximo.

Seja M um médulo de peso maximo obtido a partir da representacao m e com
par de peso maximo (\,v). Usando o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, temos
U(g) = U(g-)U(H)U(g+). Portanto,

M = w(U(g))v

— wU(a)rUb)rU(g,))

= w(U(g-))rUDb))m(K & gl (gs))v

— U(g)rUb))

— Uz ), (3.4)
onde a tltima igualdade é consequéncia do fato de que v é um autovetor para
m(U(h)) = 7(S(h)), conforme Secgao 3.1.

Pela Proposicao 3.1.7, g e U(g) admitem decomposi¢oes em espagos de pesos
com pesos em . Além disso, todos os pesos de g_ estdo em —Q, e os de U(g_)
em —@Q 4 U{0}. Seja P um subgrupo de h*. Um @, — crivo em P é qualquer
conjunto da forma

M Qy={NMU{A-pF:8€Q:}
onde A € P. Chamamos A a fonte do crivo. Particularmente, @ _U{0} =0 | Q..

Proposicao 3.3.3 Sejam g uma dlgebra de Lie admitindo uma decomposi¢cao
triangular e Q) seu conjunto de raizes. Seja M um g-mdédulo de peso mdzrimo com
par de peso mdzimo (X, v) com a¢ao de g sobre M obtida de uma representagdo
m de g em M. Entao

(1) M admite uma decomposi¢ao em espagos de pesos relativa a by, onde todos
0s pesos estdo no crivo X | Q. Além disso, M*~* = w((U(g-))"*)v, para
todo a € Q U{0}. Em particular, M* = Kv.

(11) Se a decomposi¢ao de g € regular, entdo todos os espagos de pesos de M
sao de dimensao finita.

Demonstragao:
Por (3.4), M é gerado por vetores da forma m(u)v, onde u € U(g_)" %, o €
Q)+ U{0}. Fazendo a restricao de 7 a b temos, para h € b,
r(h)m(u)v = [w(h),n(u)]v+ 7(u)r(h)v
= 7w([h,u])v+ Ah)7(u)v
w(h-uw)v+ A(h)m(u)v
(—a(h)u)v + A(h)m(u)v
—a(h)m(u)v + A(h)m(u)v
= (A—a)(h)7(u)o,
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o que mostra que M é gerado por vetores de peso e dai tem uma decomposicao
em espagos de pesos. Isto implica M~ = 7((U(g_))"*)v e que todos os espagos
de pesos de M sao dessa forma, provando assim ().

Para (i7), suponha que a decomposigao de g é regular. Agora U (g_) tem todos
seus pesos em 0 | Q4 e, exceto para U(g-)? (= K- 1y(q)), pela Proposicao 3.1.7,
cada espaco de pesos U(g_)~? é gerado por produtos z; ...z) de vetores pesos
com pesos —f1,...,—fr € —Q+ e 8 =1+ ...+ Br. Como hé somente finitas
maneiras de se decompor § € (). em partes que também estao em ), e como
dim g~ = dim g~* < oo, para todo a € Q, temos dimU(g_)~" < co. Portanto,
M*F =7x((U(g_))"?)v é também de dimensio finita, o que prova (ii).

|

Observagao 3.3.4 Pela Proposi¢ao 3.3.3, fica clara a terminologia peso mdximo.

Pelo item (i), o suporte de M estd contido em A—{QU{0}}, isto é M = @ M,
a<A

dai X € um peso e todos os outros sao “menores”, pois sao da forma A\—a, o € Q4.

Observacao 3.3.5 A Proposicio 3.3.3 mostra também que A e Kv sao unicos.
De fato, seja w um outro vetor peso mdzximo para M de peso mdzximo . Como \ €
peso mdzximo p = \—«, para algum peso o € QL U{0}. Por outro lado, como p €
peso maximo, X = p— L para algum B € QL U{0}. Entiop = A—a = (u—pF)—a,
o que implica o+ 3 = 0 e, portanto, o = = 10. Logo u = X\ e assim dim M* =1
e Kw = Kuv.

Exemplo 3.3.6 (A representagao natural de sl,(K))
Consideremos as notacoes dos FExemplos 3.1.83 e 3.2.2, com M = K" e 7 a

representacao natural de sl,(K) em M. Entao M = @ Ker € uma decomposi¢ao

k=1
em espagos de pesos de M. Como E;je; =0, para todo i < j, g+ -(e1) =0 e e
€ um vetor peso relativo a acao de by, conforme o Exemplo 3.1.3, entao e; € um

vetor peso mdzximo. Como e; = w(E;)e; = Ejeq, parai=2,...,n, M € gerado
por ey e dai M € um maodulo de peso mdzrimo. Os pesos $Go ¢, s = 1 — vy, P3 =
O — Q1 —Qgy. .. Oy = G — 1 — ... — Q1. Além disso, todos os espagos de

PESOS $A0 UNidimensionais.

Proposicao 3.3.7 Mddulos de peso mdzimo sao indecomponiveis.

Demonstragao:
Seja M um moédulo de peso méaximo com par de peso maximo (A, v) tal que
M = M, & My, onde M; e M, sao submddulos de M. Entao, pela Proposicao
3.1.2,
Kv = M* = M} & M2,

forgando ou M7 = (0) ou My = (0). Digamos, M3 = (0). Entao v € M} e
M =U(g) - v C M, dai My = (0).
m
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Definigao 3.3.8 Seja A\ € h*. Um mddulo de peso mdaximo M(X) para g com
par de peso mdzximo (A, vy) € chamado um médulo Verma se, dado qualquer
mddulo de peso mdzimo M com par de peso mdzimo (\,v), existe um epimorfismo
de g-mddulos n : M(\) — M tal que vy — v, em outras palavras, M(\) é um
modulo Verma se todo g-médulo M com peso mdzimo A\ é um quociente de M(\).

Um médulo Verma M () é universal j& que todo médulo de peso méximo com
mesmo peso maximo que M (A) é imagem homomorfica dele. Logo M (\) é tinico
a menos de isomorfismos.

A seguir, apresentaremos trés demonstragoes da existéncia de modulos Verma.
A primeira demonstracao é mais técnica e simples. As outras demonstragoes serao
apresentadas pois, além da existéncia de médulos Verma, nos dao duas maneiras
distintas de construir estes médulos. Apresentamos duas demonstragoes constru-
tivas distintas, pois cada uma tera sua importancia em resultados posteriores,
facilitando algumas demonstracoes.

Proposicao 3.3.9 Seja g uma dlgebra de Lie com decomposicao triangular. Entao,
para todo A € h*, existe um g-modulo Verma.

Demonstragao:
Considere o ideal a esquerda J(A) de U(g) gerado por g; e pelos elementos
h — X(h)1yg), com h € b, e considere

A multiplicagao a esquerda em U(g) induz uma estrutura de U (g)-médulo sobre
M(X) e M(A) é um g-médulo com peso maximo A e vetor peso maximo 1y +
J(N).

Seja V um g-modulo com peso maximo A e vetor peso maximo v. Como
V = U(g)v podemos definir um homomorfismo de g-médulos de U(g) sobre V/
por z — x -v. O anulador Ann(V) de V' é um ideal & esquerda .J; que contém
J(A), dai V = @ e temos um epimorfismo de g-médulos M(A) — V, o que

1
prova a proposicao.

Observacao 3.3.10 Dado A € h*, podemos demonstrar a existéncia de M()\)
também via a construcao de um modulo induzido de Kv,. De fato, seja b a
subdlgebra b = hd gy de g. Seja Kvy um espaco vetorial unidimensional e o faca
um b-mddulo com

gr vy =0 e h-vy=AMh)vy, para todo h €.

Estendendo a agao de b sobre Kvy a uma agdao de U(b), Kvy torna-se um U(b)-
mddulo a esquerda e, além disso, U(b) € um subanel deU(g). Dai podemos induzir
um mddulo obtido de Kv, por extensao da base de U(b) a U(g)

M(A) :=U(g) up) Koy
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O mddulo M(X) € um U(g)-mddulo a esquerda e assim um g-modulo, com agao

dada por
U(g) x M(N) —  M(N)
(r,u®avy) = U av,.

Considere 1 @ vy = lyg) @ vy € M(N). Para v € g4,
r-(1®v)=2zv, =10z-vy =0
e, para h € b,
h-(1®vy)=h®uy=10h-vy =1 A h)vy = Ah)(1®@vy).

Além disso, U(g) - (1 ® v4) = U(9) Que) Kvy = M(X), logo M(X) é um mddulo
de peso mdximo com vetor peso maximo 1 @ vy de peso .

Seja M' qualquer mddulo de peso mdximo com vetor peso mdzimo v' e peso
mdzimo X. Dai M' =U(g) -v'. A aplicagao

f: U@ xKovp, — M
(u,avy) = au-v,

¢ U(b)-balanceada®, isto €, para w € U(b), u1, us,u € U(g), a1, as,a € K,
fur +ug, avy) = aluy +ug) - v = auy - v + aug - v' = f(ug, avy) + f(uz, avy),

flu,a1vy + agvy) = (a1 + ax)u-v' = aqu-v' + agu - v' = f(u,a1v4) + f(u, agvy),
fluw,avy) = au-w-v' = f(u,w - avy).

Dai, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma aplicacao linear

mduzida
[ Ug) ®upy Koy — M

u® av,y = au-v.
A aplicagao f de U(g)-mddulos satisfaz 1 @ vy +— ', como queriamos.

Na sequéncia, faremos outra demonstragao da Proposicao 3.3.9 e, para isso,
usaremos o seguinte lema:

Lema 3.3.11 Seja A € b*. Entao

U(g) =U(g-) © {U)g+ + Y _U(g)(h — A(h)1)}. (3.5)

heh

Demonstragao:
Como, pela Proposigao 2.2.3, U(h) = S(h), a aplicagao A : h — K se estende
de forma tnica a um homomorfismo

A:S(h) — K

Veja Definicao A.0.4 no Apéndice A
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cujo nucleo é ZS(U)(h — A(h)1). Assim,
heh

Seja b_ = h @ g_, pelo Corolario 2.2.6 do Teorema PBW, U(b_) é um U(g_)-
moédulo livre admitindo qualquer K-base de U(h) como uma U(g-)-base. Pela
decomposicao triangular e o Teorema PBW, temos

Ulg) = U(g-)U(b)U(gy)
= U(g-)U(b) (K1 & U(g+)g+)

= U(g-)U(b UMU(g+) g+
(g-)
(g-)

|
NGNS

) ©U(g
= U(g-)U(h) ©U(g)a+
g-) (K Y Ubh)( h)1)) @ U(g)g (pois U(h) = S(h))

I
<

= Ulg-) @ Y Ub)(h—Ah)1) SU(g)gs

Agora, g, (h — A(h)1) C U(g)g+, j& que gy é um h-moédulo via a representacao
adjunta, logo

U(g)(h — A(h)1) CU(b_)(h — A(h)1) + U(g)g+
e, como U(b_)(h — A(h)1) C U(g)(h — A(h)1), segue o resultado.
Demonstracao: (3“. demonstracao da Proposicao 3.3.9)
Seja
p:U(g) = Ug-)
a projecao determinada pela decomposi¢do em soma direta (3.5) de U(g). O
nicleo de p é um ideal de U(g). Defina a acao de U(g) sobre U(g_) por
U(g) xUg-) —  Ulg)
(y,u) =y u=p(yu)
Isso torna U(g_) um U(g)-médulo. Sejam ',y € U(g), u € U(g_) e escreva
yu = p(yu) + r, onde p(r) = 0. Entao
v - (y-u) = ply'plyw))
= p(y'(yu—r))
vy
/

\

= p(y'yu)
(y'y) - u,

j& que y'r estd no nucleo de p e, ainda, para v',u € U(g_),

v -u=ph'u) =uu
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e, assim, a acdo de U(g_) sobre si mesmo é uma multiplica¢do a esquerda. Dai
U(g-) é gerado por 1y ) como um U(g)-médulo. Além disso, para todo y €

U(g),

e, para todo h € b,
h-1=p(h) =pA(h)1+ (h— A(h)1)) = A(h)1.

Isso mostra que U(g_) é um médulo de peso maximo com vetor peso maximo 1
e peso maximo . Se M’ é qualquer médulo de peso maximo com par de peso
méximo (A, v’), entdo o nicleo de p anula v'. Portanto, a aplicacdo

Uig-) — M

u —ou- v
de g-médulos mostra que U(g_) (como um g-médulo) é um médulo Verma. =

Observacgao 3.3.12 Da 3. demonstragcao da Proposicio 3.3.9 e da Proposi¢ao
3.3.3 temos M(\) = U(g_) como U(g_)-mddulos e M(MN*~* =2 U(g_)~%, onde
a agao sobre U(g_) € a multiplicagao a esquerda. Assim, como U(g_)-mddulos,
todos os M (\) sao isomorfos ald(g-), a menos das a¢oes de ) eU(gy) que podem
ser diferentes.

Se U(g_) é um dominio de integridade, temos o importante fato de que um
modulo Verma M (X) é um U(g-—)-médulo livre de torgao, pois, para u € U(g-),
m € M(N),

u-m=0&u=0 oum=0. (3.6)

Qualquer homomorfismo de M (A) que nao é injetivo anula algum elemento nao
trivial u - v,u € U(g-)\{0}. Assim, temos a seguinte conclusao:

Proposicao 3.3.13 Seja M um g-mddulo de peso maximo. Para M ser um

modulo Verma € necessario e suficiente que M seja livre de tor¢ao como um
U(g-)-mddulo (isto €, vale (3.6)).

Observacao 3.3.14 Se M ¢ um g-mddulo Verma, entao como umU(g_)-mddulo
¢ ciclico e livre de torcao e, portanto, ele € livre.

Corolario 3.3.15 Qualquer submaodulo de um modulo Verma que € um modulo
de peso mdximo € um modulo Verma.

Da aplicacao de U(g)-moédulos a esquerda

U — MR

U = U Uy,

obtemos

=

M(\) = m, (3.7)
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onde I(A) é o anulador de vy em U(g). De (3.6) e da 3°. demonstracao da
Proposicao 3.3.9, temos

I(\) =U(g)g+ + > _U(g)(h — A(R)1). (3.8)
heh

Proposicao 3.3.16 Sejam g uma dlgebra de Lie com decomposicao triangular e

AEbr.

(i) Se M(X\) é o mddulo Verma de peso mdzimo A\, entao

(a)

(b)
(c)

todo submddulo proprio N de M () tem uma decomposi¢ao em espagos
de pesos relativa a b e os pesos estao em A\ — Q4 ;

M(X) tem um inico submddulo préoprio mazimal N(N);
M(\

L)\ =
(A) NV
modulo de peso mdximo irredutivel de g com peso mdzrimo .

¢ irredutivel e, a menos de isomorfismo, L(\) € o inico

(11) Qualquer médulo de peso mdzimo M com peso mdximo \ contém um inico

M
submddulo préoprio mazximal N. Além disso, ~ =~ L(A).

Demonstracao:

(i) (a)

(b)

(c)

Se N ¢é um submédulo de M()), entdao em particular N é um b-
submédulo de M(A). Pela Proposicao 3.1.2(i7), N tem uma decom-
posicdo em espacos de pesos com espacos de pesos N = M(A\)? N N
e, pela Proposigao 3.3.3, ¢ € A — {Q+ U {0}}. Se A é um peso de N,
entdo N = M(\)* = Kv, e assim N = M, j& que v, gera M(\) como
um g-modulo. Portanto, se N é proprio, todos os pesos de N estao em
A—Qy.

Pelo item (a), a soma N () de todos os submédulos préprios de M
ainda é préprio (ja que nenhum deles pode contribuir para M?*). Isso
prova (b).

M(X)
N(A)

maximo A e, ja que N(\) é maximal, L(\) é irredutivel. Seja L' qual-

E claro que L(\) = ¢ um moédulo de peso méaximo com peso

quer modulo de peso maximo irredutivel com peso maximo A. Entao,
como M () é um médulo Verma, existe um epimorfismo

n: M) — L

com M(\)® — L'°, para todos os pesos ¢ de M (). Como n é sobreje-
tor, seu nicleo é um submédulo préprio maximal de M (). Portanto,
pelo item (b), n(N(A)) =0e



(i1) Da propriedade universal de M()\), existe um epimorfismo M(\) — M.

Este leva espagos de pesos em espagos de pesos. Logo N(\) vai em um

M | M(A
submodulo préoprio N de M. Entao N é maximal e v = N(()\)) L(N).

Exemplo 3.3.17 Algebra de Virasoro

A subdlgebra diagonal Yy da dlgebra de Virasoro do Exemplo 3.2.3 é bidimen-
sional com base { Lo, c}. Assim, qualquer funcional linear A em h* € determinado
por dois valores

h:= XLo) e c:= Ac).
Denotamos o correspondente mddulo Verma por M = M(\) e um vetor peso
mdzximo por vy, dai M = U(B)v,. Como ¢ gera o centro de B, temos c-x-vy =
z-cvy =x-Mc)vy = cx vy, para todo x € U(B). Logo ¢ age como multiplicagao
escalar por ¢ sobre M. Com A\ € b* definido por \(Lg) =1 e A(¢) =0, como
no Exemplo 3.1.4, temos
M =DM,

neN
Usando a Observacao 3.3.12 e o Teorema PBW aplicado a base ordenada
{L_1,L_5,...} de B_, achamos uma base de M*~"* dada pelo conjunto

{L_p, ... Ly, vy <my<...<mye an =n}.

3.3.2 A Forma de Shapovalov

Em geral, o problema de se descrever os submodulos de um moédulo Verma é muito
dificil e também nao é facil dizer se M () é irredutivel e como a irredutibilidade
depende de A\. A forma de Shapovalov é 1til neste caso. Trata-se de uma forma
bilinear contragradiente sobre U(g) com valores em S(h) que é entdo transferido
para os médulos Verma M (A).

Seja g uma algebra de Lie admitindo uma decomposicao triangular g = g, ¢
h@ g_, com um conjunto de raizes () e uma anti-involugao w. Pela decomposic¢ao
triangular e o Teorema PBW, temos

U(g) = Ug U

(g )U(b)U(g+)

= U(g-)UDH)(K1 D U(g+)9+)

= U(g-)U(h) @ U(g-)UDH)U(g+)9+
= U(g-)U(h) ®U(g)g+
= (Kl@g-U(g-))U(h) ®U(g)g+

= U(h) ®g-U(g-)U(h) DU(g)g+

= U(h) & {g-U(g) +U(g)g+}- (3.9)

A anti-involucao w se estende de forma tnica a uma anti-involugao (que também
denotaremos por w) de U(g) que leva g_U(g) em U(g)g;, ¢ vice-versa, e fixa
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ponto a ponto U(h). As componentes do lado direito da igualdade (3.9) sao todas
h-modulos sobre a representagao adjunta.

Seja q : U(g) — U(h) a projecao sobre U(h) definida por (3.9) (logo q é nula
nos demais somandos). Como jé fizemos anteriormente, vamos identificar U (h)
com a algebra simétrica S(h) e dai q : U(g) — S(h). Definimos a forma de

Shapovalov por
F: Ul xUg —  Sb)

(z.y) = qlw(z)y).
Proposicao 3.3.18 A forma de Shapovalov F satisfaz as sequintes propriedades:
(1) F € simétrica;
(11) para todos u,x,y € U(g), F(uz,y) = F(z,w(u)y);
(iii) para o, € Q e a# 3, U(g)® L U(g)? relativo a F;
(iv) F(1,1) = 1.
Demonstracao:
(¢) Sejam x,y € U(g). Escrevendo
w(z)y = Fx,y) +r,

onde r € g_U(g) + U(g)g., e aplicando w, temos w(y)x = F(x,y) + w(r) o
que implica F(y, ) = q(w(y)z) = a(F(z,y)) + a(w(r)) = F(z,y).

(i1) Para todos u,z,y € U(g),
F(uz,y) = q(w(uz)y) = qw(z)w(u)y) = F(z,w(w)y).

(iii) Se x € U(g)*, y € U(g)®, entdo w(x)y € U(g)’~*, pela Proposicao 3.1.7.
Como a decomposigao (3.9) é uma soma de h-médulos, para  — a # 0
obtemos F'(z,y) = q(w(z)y) = 0.

(iv) F(1,1) = q(w()1) = q(1) = L.
|

Definicao 3.3.19 Seja g uma dlgebra de Lie com uma anti-involu¢ao w. Uma
aplicacao bilinear
B:MxM-—YV

de um g-modulo M em algum espago V' é chamada contragradiente (relativa a
w) se, para todos x,y € M e para todo u € g,

B(u-z,y) = B(z,w(u) - y).
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Pelo item (ii) da Proposicao 3.3.18, a forma de Shapovalov F' é contragradiente
relativa a anti-involucao da decomposicao triangular.
Qualquer A\ € h* se estende unicamente a um homomorfismo

A Sh) - K
[ f.

Como, em particular, a forma de Shapovalov assume valores em S(h), podemos
definir, para cada A\ € h*, uma forma bilinear simétrica com valores em K sobre

U(g) dada por

F\): U(g) xU(g) — K
(z,y) = FN)(z,y) = Fz,y)(A).

Agora se y € U(g)g, entdo, para todo x € U(g), F(z,y) = qw(z)y) =0
(j& que w(x)y € U(g)g+) e, em particular, F'(\)(x,y) = 0, para todo = € U(g).
Se y € U(g)(h — A(h)1), entao é possivel mostrar que F(z,y) = f(h — A(h)1),
para algum f € S(h) e, assim, de novo F'(A)(z,y) = 0. Logo o ideal a esquerda
I(\) de U(g) dado em (3.8) estd no radical S := {z € U(g) : F(\)(z,y) =

0, para todo y € U(g)} de F(A). Como M(X) = z}{((f))

determinar o vetor peso maximo v, de M(\) e assim obtemos uma nova forma
bilinear induzida

, usamos 1 € U(g) para

Fy: MM x M\ =K (3.10)
satisfazendo
F,\(x UL,y U+) = F()\)(x,y),
para todos x,y € U(g).

Proposicao 3.3.20 Para a forma F\ definida em (3.10), temos:

(1) Fy\ € simétrica e contragradiente;
(i1) relativo a Fy, M(A\) = L M(X\)*P, a menos que a = f3;

(11i) o submddulo maximal N(X), construido na demonstragao do item (ib) da
Proposicao 3.3.16, € o radical de F);

(iv) escrevendo M(\) = Ko, + Z M (M temos, para todos x,y € U(g), que

acQ+
Fy\(x-vy,y-vy) é a componente de w(zx) -y - vy em Koy

Demonstragao:

O item (i) segue do fato de F' ser simétrica e contragradiente. O item (ii) é
um célculo simples, notando-se que w(x)y € M*". Para a parte (iii), seja R o
radical de F. O radical R é um submoddulo, pelo fato de F ser contragradiente,
e é préprio, ja que Fy(vy,vy) = 1. Logo R C N(A). Reciprocamente, seja
w € N(A). Entdo, para todo z € U(g), como F) é contragradiente,

F\(2 - vy, w) = Fy(vg,w(z) - w) =0,
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pela parte (i7), j& que w(z)-w € N(\) C Z M(X)*~*. Isso mostra que N(\) C
a€Q4
R e dai N(\) = R. Para parte (iv), escreva w(z)y = F(x,y) + r, como na prova

da Proposigao 3.3.18, e aplicando em v, segue o resultado.
]
Lembramos que uma forma bilinear B : A x A — K é nao-degenerada se o
radical R :== {x € A: B(z,y) =0, paratodoy € A} de B é nulo. Se R # (0),
B é dita degenerada.

A proposicao a seguir estabelece um critério de irredutibilidade do médulo
Verma.

Proposicao 3.3.21 O mddulo Verma M(\) € irredutivel se, e somente se, Fy €
nao degenerada, isto €, o radical de F € nulo.

Demonstragao: Para ver isso, lembremos que no item (ic) da Proposigao 3.3.16
M(X)
N(X)
méximo irredutivel de g com peso maximo A, onde N(A) é o submédulo préprio
maximal de M(X). Assim,

verificamos que L(\) = ¢, a menos de isomorfismo, o inico médulo de peso

M()) é irredutivel < L(A) = M(\) & N(\) =0 < F) é ndo degenerada,

onde a tltima equivaléncia segue do item (iii) da Proposigao 3.3.20. ]

Podemos ser mais precisos sobre a irredutibilidade de M (). Sejay € QL U{0}
e defina F'|, a restricao de F' para cada espago de peso U(g_)~7, isto é:
Fly:U(g-)"" xU(g-)"" — S(b).
Proposigao 3.3.22 A forma F|,()\) € degenerada se, e somente se, N(\)*™7 #
(0).
Demonstracao:
Temos um isomorfismo U(g_)~7 = M (X\)*~" dado por

U UV

e Fl,(A)(ur,u2) = Fug,ug)(A) = Fy(ug - v4,u2 - v4). Dado us € U(g-)",
uy - vy € M(A)*7, entdo, para qualquer u; € U(g_)~7,
uy estd no radical de F|,(A) & F|,(A)(u1,uz) =0 (3.11)
& Fy(up-ve,up-vy) =0 & ug-vp L MM, relativo a F)
S up-vp L M(N), relativo a Fy < up-vy € NN,
onde a peniltima equivaléncia segue do item (i) da Proposic¢ao 3.3.20.
|
Agora, se g admite uma decomposicao triangular regular, isto é, os espagos de

pesos sao de dimenséo finita, entdao para qualquer v € @, U {0} podemos achar
uma base, digamos, {uy,...,u,}, de U(g_)~7. Considere a matriz n x n

Shy(A) = ((F[5(ui, uj))(A))1<ij<n- (3.12)
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Lembrando que o posto p de uma matriz n x n é o nimero de linhas linearmente
independentes dessa matriz e que a nulidade N dessa matriz é dada por N = n—p,
de (3.11) temos o seguinte:

Corolario 3.3.23 Se g admite uma decomposicao triangular reqular e Sh. €
definido por (3.12), entdo

(i) a dimensdo de N\ € igual a nulidade de Sh.(\);

(1t) M(X) € irredutivel se, e somente se, det(Shy(X\)) # 0, para todo v € Q4 U

{0},

Demonstragao:

(7)

(i)

A nulidade de Shy(X) é igual a dimensao do radical da forma F'|,(\). Logo
basta ver que N(\)*~7 é o radical de F|, ().

Se M ()) é irredutivel, entao N(A) = (0). Como a decomposigao em espagos
de pesos é uma soma direta, pela Proposi¢ao 3.1.2, N(\)*~7 = (0), para
todo v € Q4 U {0}, dal pela Proposi¢ao 3.3.22, F|,(\) é ndo degenerada,
para todo v € QQ;U{0}, o que implica det (Sh,(\)) # 0, para todo v € QU
{0}. Reciprocamente, se det (Shy(\)) # 0, para todo v € Q1 U {0}, entao
F|,(A\) é nao degenerada, pois do contrario, se F|,()\) fosse degenerada,
existiria w nao nulo em U(g_)"" tal que F|,(\)(u,v) = 0, para todo v €
U(g-)"", o que implica em det (Sh,(\)) = 0, uma contradi¢ao. Agora como
F|,()\) é nao degenerada, pela Proposicao 3.3.22, N(A\)*~7 = (0), para todo
v € Q4+ U{0}, logo N(A) = (0), e, portanto, M(A) é irredutivel.

Exemplo 3.3.24 (Algebra de Virasoro)

Usando a notacao do Exemplo 3.3.17, a dlgebra diagonal §y da dlgebra de
Virasoro € gerada por Ly e ¢, e M = M(\) denota o mddulo Verma com peso
mdzimo X tal que A\(Lg) = h e A(c) = ¢.

Seja vy um vetor peso mazximo de M de peso mdximo X\. No Exemplo 3.5.17,
para n € N, explicitamos uma base para M (N} =2 U (g_)~"™ que é formada
pelo conjunto dos elementos L_,,, ... L_p vy, onden; < ... <mngenj+...+n, =
n. Seja v, = nA um funcional em b*. Vamos determinar as matrizes Sh., (N),
para os valores n = 0,1, 2.

Para n =0, uma base para U(g_)° é {vy}. Assim,

Fx(v,vi) = AF(L 1) = A1) =1

e a matriz Sho(\) € dada por

Sho(A) = (1).
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Para n =1, uma base para U(g_)" é {L_

F/\<L_1 * Uy, L_1 . U+) =

e a matriz Shy, (X) € dada por

Shay (V) =

Para n = 2, uma base para U(g_)" é {L_

Fyx(Lg-vy, Ly -vy) =

F)\(L,Q * Uy, L,1L,1 . ’U+)

F)\(L_lL_l . U+,L_2 . ’U+) —

F)\(LflLfl * Uy, L*lLfl . ’U+) =

e a matriz Shy,(X\) € dada por

Ah+
Sh%()‘) - ( 6h
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1- vy} Assim,

AF(L-y, L))
AMa(w(L-1)L-1))
(a(L1L-1))
Ma([Ly, L] + Loy Ly))
Ma(—2Lo + L_1Ly))
M(—2Lg)

—2\(Lyo)

—2h.

>

(—2h).
o vy, L gL _1-vy}. Assim,

AF(L, L))
Ma(w(L—2)L-2))
(a(L2L2))
(a(
(a(—

>~

Ma([Lz, L-a] + L5Ly))

1
4L0 + 26—|— L_ QLQ))

c)

>

q

1
A(—4Lo+ 3

—4h + %C.
AMF(L_g,L_1L_4))
Ma(w(L—2)L_1L-1))
Ma(LeL_1L_1))
Ma(—=3L1 Ly + L_1LoL_y))
6h.

F\N(Ly- vy, L 1L q-vy)
6h, pois F\ € simétrica.
MF(L_4L_q,L_1L_4))
Ma(w(L-1L-1)L_1 L))
Ma(LiLi L1 L_y)
M—4Lo +4L5 +4L3)
8h* — 4h.

¢ 6h
8h? —4h )



3.3.3 Particoes e os Monoémios de Poincaré-Birkhoff-Witt

Seja g, = @ g% uma decomposicao em espacos de pesos do h-médulo g
OZGA+
e, para cada a € Ay, By = {z(v),...,z(a),..., } uma base de g¢. Dai uma

base para g, é dada pela uniao disjunta g = U Ba- Seja C um conjunto tal
OLEA+

que podemos associar a cada elemento z(y) € gﬁ(v) de S um elemento v € C e
vice-versa, isto ¢, C é um conjunto parametrizando a base # de g, construida a
partir dos espacos de pesos via

C3v < z(y) € g+

Defina
A: C — A+
o SAN G

(©0)

tal que x(y) € gﬁ , para todo v € C.

Definicao 3.3.25 Uma particao \ de C é um multiconjunto® finito com ele-
mentos de C e escrevemos P para o conjunto das parti¢oes de C.

Definicao 3.3.26 O comprimento |\| de uma particio A € P é o nidmero de
elementos de X\, contando todas as repeticoes.

Fixe alguma ordem na base {x(v) : v € C} de g,. Para qualquer A € P seja
z(A) =z(A\1)...x(M) € U(gy) (3.13)

onde k = |A| e (A;)1<i<k € uma enumeracao dos elementos de A tais que (3.13) é
um monomio de PBW com respeito a base ordenada.

Para qualquer particdo A € P, escreva y(\) = w(z(\)). Pelo Teorema PBW,
os espagos U(g4), U(g-) tém bases {x(A) : A € P}, {y(\) : A € P}, respectiva-

mente. Dada uma partigdo A\ € P e raizes positivas a € A, escreva

AN =AM e X ={yer: A7) =a}.

YEA
3.3.4 Lema de Shapovalov
O lema seguinte serd utilizado na demonstragao do Lema de Shapovalov.

Lema 3.3.27 Seja A € P tal que |\| =1 e (\i)1<i<r uma enumeragao de \. Seja
T € S, (grupo das permutagoes de r elementos). Entao

x()\l) ce x()\r) = .CE()\T(l)) .. .{L’()\T(T)) + R

onde R é uma combinacgdo linear de termos z(¢1)...xz(¢s), onde ¢; € C, para
1<i<ses<r.

2Um multiconjunto é a generalizacio de um conjunto, de tal forma que permite a repeticio
de elementos.

44



Lema 3.3.28 (Lema de Shapovalov) Seja g uma dlgebra de Lie com decom-
posicao triangular (g, o, b, g4, w). Suponha A\, u € P, com |A| =1 e|u| = s e que
(Ni)i<i<r € (pi)1<i<s sejam enumeragoes arbitrdrias de A e u, respectivamente.
Seja

Z=x(A) . x(A)y(pa) - y(ps)-
Entao

(1) O grau oyq(Z) de q(Z) em relagdo a monomios formados a partir de ele-
mentos de by satisfaz Oyq(Z) <r,s;

(it) ser =s, mas |\*| # |u*|, para algum o € A, entao Oyq(Z) < r = s;

(i1i) ser = s e |\ = |u¥| =: mq, para todo o € A, entao o termo de grau
r=sdeq(Z) é

I > II 0. v,

QEAL TESmy 1<j<ma

onde, para cada o € Ay, (A)1<j<ma s (K5)1<j<m, S0 quaisquer enumeragoes
fixadas de \* e u®, respectivamente.

Demonstragao:

A prova serd feita por indugao sobre [A| + |p|. E facil notar que os trés itens
valem para o caso |A| = 0 ou |u| = 0. Suponha que os trés itens valem para todos
N, € P, tais que | N[+ /| < |A| + |u|. Sejam ¢ € S,, 7 € Ss e

Z' = x(Ar)) - - 2(A)y (e (1) - - Y(trs))-

Pelo Lema 3.3.27, Z = Z' + R, onde R é uma combinagao linear dos termos

o(or) .. 2(d1)y (Y1) - y(by),

com " < rou s < s. Logo, pelas hipdteses indutivas, o lema vale para enu-
meragoes arbitrarias de A e pu, se ele vale para qualquer par particular de enu-
meragoes.
Considere A, com a ordem parcial usual e escolha quaisquer enumeracoes de
A, |4 tais que
AM) < S AN e A(u) < < Alp).

Mais ainda, como

a(z(A) . x(A)y(n) - y(ps) = alw@(N) . x(A)y(p) - y(us)))
= q(z(ps) - (u)y(M) - y(Ar)).

pode-se supor, sem perda de generalidade, A(u;) < A(A;). Agora

qa(Z) = (M) -z (A)y(p) - - y(ps)
= q([z(\) .. 2(A), y(n)]y(pe) - y(ps))

q(As;),

=3
=2

™M-2

i=1
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onde, pela regra de Leibniz

A =a(A) oz [r (M), y(p)]e(Niza) - 2 (A)y(p2) - y(ps),

para 1 < ¢ < r. Seja 0 < k < r maximal tal que A()\;) = A(p;) para todo
1 <i <k, ostermos A; com 1 < i < kek < i < r serao considerados
separadamente. Se 1 < i < k entao [z(\;),y(u1)] € h. Dai pela regra de Leibniz,

Ai = Zi[z( M), y(pa)] + Ri,

onde Z; = () ... x(Nip1)x(Ni1) .. 2(A)y(pe) - .. y(ps) € R; é uma combinagao
linear de termos

2(dr_1) - x(d1)y(Wn) .. y(s_1), com ¢1,... P 1,11,..., s 1 €C.

Se k <1 <r,entao A; éigual a

z(A) a2 (V) z(Nim) -z (W) y(pe) - y(ps),

onde A(y) = A(N) — A(uy) € Ay, ja que A(pg) < A(A) < A(N;). Note que
ha(Z) < max{Gya(A;)}-

Considere agora cada um dos trés itens do lema:
(1) Para 1 <i <k, temos

a(4;) = a(Z)[z(N), y(p1)] + a(Ri), (3.14)

ja que gy (e ¢ um homomorfismo de édlgebras. Pela parte (i) das hipéteses
de inducao,
HaA(Zi), 0pa(R;) <7 —1,8 =1,

e entdo dyq(4;) < r,s. Para k < i <r, de novo pela parte (i) das hipéteses
de indugao, dyq(A4;) <r,s — 1. Dai 0yq(Z) <r,s, e a parte (i) vale.

(#7) Suponha r = s eseja a € A, tal que |\*| # |u®|. Para 1 < i < k, considere
q(4;) dado pela equagao (3.14). Pela parte (i) das hipdteses de indugao,

8[)(1(Ri)§7"—1<7“,

e entao resta considerar apenas q(Z;). Escreva X' (respectivamente, 11') para
a partigao consistindo das componentes de A (respectivamente, ) exceto
para \; (respectivamente, u1). Entao |N| = || e [N*] # [1/“|. Logo, pela
parte (i7) das hip6teses de indugao, 9yq(Z;) < r—1 e dai dyq(4;) < r. Para
k <1 <r, aparte (i) das hipteses de indugao implica dyq(A;) < s—1 <r.
Portanto, dyq(Z) < r, como querfamos.

(737) Suponha r = s e |A¥| = |u®|, para todo a € A,. Observe que, para
k <i <r, aparte (i) das hipdteses de inducao implica

ha(4;) <s—1<r
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e, para 1 <i < k,
ha(R;) <r—1<r.
Dai os termos q(A;), para k < i < r e os termos q(R;), para 1 <i < k, ndo

podem contribuir para a componente de grau r de q(Z), dai a componente
de grau r de q(Z) é a componente de grau r de

k

S a(Z) (N, y(m))-

=1

Como Z; satisfaz as condigoes da parte (ii7) das hipdteses de inducao, para
1 <@ <k, a formula segue.
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Capitulo 4

Teoria de Peso Maximo para
Algebras de Lie Correntes
Truncadas

Neste capitulo, desenvolvemos um estudo das representacoes de peso maximo
para algebras de Lie correntes truncadas e o encerramos com um critério
de redutibilidade para os mdédulos Verma. Ao longo do capitulo utilizamos as
notagoes dos capitulos anteriores e, sempre que possivel, fazemos referéncias que
especifiquem melhor onde essas notagoes foram utilizadas. Neste capitulo, todas
as algebras de Lie estao definidas sobre um corpo K de caracteristica 0.

4.1 Algebras de Lie Correntes Truncadas

Consideramos nesta se¢ao g uma &algebra de Lie com decomposi¢ao triangular
(g,b0,H,94+,w) e C um conjunto parametrizando uma base de g, como na Segao
3.3.3.

Definicao 4.1.1 Fixe um inteiro positivo N e seja

S a® K[t]
g=29 tN+1K[t] )
Com o colchete de Lie definido por

[z @ty @] =[x,y @', para todos x,y €g e i,j >0,

g € uma dlgebra de Lie denominada dlgebra de Lie corrente truncada e o
inteiro N € o indice de nilpoténcia de g.

Observacgao 4.1.2 Pelo Exemplo 3.2.5, g é uma dlgebra de Lie com decom-
posi¢do triangular (g, ho, b, g4, w).

Exemplo 4.1.3 (Algebra de Takiff)
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Quando o indice de nilpoténcia de'g € 1 e g é uma dlgebra de Lie semissimples
de dimensao finita, a dlgebra de Lie corrente truncada

Kl¢]
2K[{]

I=0®

¢ conhecida como a algebra de Takiff e foi estudada inicialmente por Takiff em

/8.

Observacao 4.1.4 Quando g é uma dlgebra de Lie semissimples de dimensao
finita, a dlgebra de Lie corrente truncada g, com indice de nilpoténcia N, é
chamada algebra de Lie polinomial ou ainda algebra de Takiff genera-
lizada.

De forma andloga ao que foi feito na Segao 3.3.3, seja C=0Cx {0,...,N},
onde C é um conjunto parametrizando uma base de g, construida a partir de
bases de seus espacos de pesos. Dai C parametriza uma base de g, consistindo
de vetores de pesos de by de graus homogéneos em t via a correspondéncia

onde z(y) = z(1) @ t¢, com v = (7,d) € C. Defina

A: C —» A,

7o AG) C

3t . é\ — ..
v o= Oy
onde x(7y) € gﬁ(w ® t%0) | para todo v € C.

Ordene a base {z(7) : v € C} de g4 fixando uma ordem parcial pelo cresci-
mento dos graus homogéneos em ¢, isto €,

a(v) < A(y) = x(y) <z(?), 7.7 €C.

Se 0y(y) = 9¢(') usamos a ordem parcial de g, para ordenarmos x(y) e z(v').
Como na Segao 3.3.3, a base de mondémios de PBW de (g, ) com respeito a
esta base ordenada é parametrizada por uma colecao P de particoes. Partigoes
aqui sao multiconjuntos (finitos) com elementos de C. Para qualquer y € Q.
seja
Py={reP: A\ =x},
onde A()\) = Z A(y). Para quaisquer 0 < d < N e A € P, defina

YEA
M={yeN: () =d}.

Assim, diremos que A é homogéneo de grau d em t se A = \%. A ordem da
base de gy é tal que, para todo A € P,

z(A) = 2(A)z(A) .. x (W), y(A) = y(A\Y) .. .y(Ay(X%), (4.1)

onde z(A\) e y(u') sdo iguais aos produtos de todos z(7) e y(), tais que v € !
e 0 € ut, respectivamente. Para qualquer A € h* e 0 < d < N, seja Ay € h* dado
por

Aa(h) = A(h®t?), heb.
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4.2 Uma Modificacao na Forma de Shapovalov

Como vimos na Segao 3.3, existe uma decomposicao

UG) =Ub) @ {5-U®G) +U@)3-}.

como uma soma direta de 2(g)°-médulos bilaterais. Denote por q : U(§) — U(b)
a projecao sobre o primeiro somando. Seja

F:U@) x UG — Uh)

a forma de Shapovalov F'(z,y) = q(w(z)y) e escreva F) para a restri¢do de F' ao
subespaco U(g_) "X, para x € Q..
Considere o subespago vetorial de U(g),

M(ﬁ)m:<{(x1®td1)...($k®td’“): T €9, Zdizm, k20}>,

=1

assim, U(g) = @L[(ﬁ)m

m2>0
Definigao 4.2.1 Dado qualquer subespagco V- C U(g), seja
Vo = U(§)m NV, m >0,

Dizemos que V' é graduado em t se V = @ Vin-

m>0

Observagao 4.2.2 As subdlgebras U(g, ), U(g_) e Z/{(E) sao graduadas em t.

-~

Lema 4.2.3 Para qualquer m >0, qU(8)m) CUH)m.

Demonstragao: Os espagos g_U(g) e U(g)g, sao graduados em ¢, daf a soma

{o-U(g) +U(g)g+}

também o é. Portanto, para qualquer m > 0,

U@)m = UD)m @ {G-U@) + UGG+ }n-

Exemplo 4.2.4 (Algebra de Virasoro)

Consideramos as notagoes utilizadas nos Exemplos 3.1.4 e 3.2.3. Sejam N =
I, x=2\,C=A, eC=Cx{0,1}. A dlgebra corrente truncada associada a
K[t]

dlgebra, de Virasoro B serd, neste caso, B = B ® PRI

. Entao, P, consiste das

cinco particoes

{()\1,0),()\1,0)}, {<2)‘170)}7 {<)‘171)7(>‘170)}7 {(2>‘171)}7 {(A171)7<)‘171)}'(4'2)
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Ordene a base
{z(7):v€Ct={Lpn®t:m>0d=0,1}

de g4 primeiramente pelo crescimento do grau d e depois pelo crescimento do
indice m. Entdo a base de monomios de PBW de U(g_)~X correspondentes a
(4.2) €, respectivamente,

(L@t Lot (L@t (Laot"), Lot (Ly®th)?  (4.3)

3

m J—
Se ; ( mdilg + 12

a base ordenada (4.3 ), serd

c) ®t', param,i > 0, a matriz de F,, com respeito

291,0(91,0 —1) -3 291,1(91,0 —1) =30, (Q ,1)2

1
=30 Qa0 =301 Qo1 0
29171(9170 — 1) —391,1 Qil 0 0
=38 4 Qo4 0 0 0
(9171)2 0 0 0 0

Dai o determinante de Shapovalov para x € dado por det F\, = Qf Q3 ;.

Exemplo 4.2.5 (Algebra de Virasoro)

Sejam N = 2, x =2\, C = A, e C=Cx {0,1,2}. A dlgebra corrente

-~ K[t
truncada associada a dlgebra de Virasoro B serd, neste caso, B = B t3]K[[]t]

Entao P, consiste das nove particoes

{(A1,0), (A,0)}, {2\, 0 {(A,0), (A, D (4.4)
{(2)\171)} {(A1,0), (A, 2)}, {(Ars 1), (A, D}
{( )} {()‘17 ) (/\1’2)}7 {(/\172)7<>‘172)}'

Ordene a base {z(7y) : 7y } de g+ como no exemplo anterior. Entdo a base de
monomios de PBW de Z/{( _)7X correspondentes a (4.4) €, respectivamente,

(L_, ®1t")?, Ly®1t° Li®t-L®t°, (4.5)
Lo®t, Loyot* Lyt (Lo;oth)?
Lot Lit? Lt (Lot

o1
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Como observado no Exemplo 4.2.5, nao é sempre que a matriz de Fy, x € Q,
pode ser triangular a partir de uma escolha de ordenacgao para a base de monomios
de PBW de U(g_)X. Uma permutacao completa de colunas é necessaria e isto é
realizado por uma involugao * nas particoes e incluido em uma modificacao B da
forma de Shapovalov F. Para qualquer v = (7,d) € C, escreva v* = (1, N—d) € C
e, para qualquer A € P, seja

N={y":ye A}

Entao (A\Y)* = (\*)N~4 para todo A € P e todos os graus d. Para qualquer
X € Q. seia X
By UG )™ x UG )™ > Ulb)

a forma bilinear definida por

By (y(A), (1) = Fi(y(N), y(1)) = alw(y(A)y(u*)), A pu € Py.

Relativo a qualquer ordem total da base {y(A) : A € Py} de U(g_) X, as matrizes
de B, e F) sao iguais depois de uma reordenacao das colunas determinada pela
involugao . Em particular, os determinantes det F, e det B,, sao iguais a menos
de sinal.

4.3 Decomposicao da Forma de Shapovalov

Nesta secao consideramos uma &algebra de Lie g com decomposicao triangular
(9,H0,b,9:,w) e seja g a algebra de Lie corrente truncada associada a g com
decomposicao triangular (g, Bo, b, 6, w) e indice de nilpoténcia N.

Seja L a colegao de todas as matrizes cujas entradas sao inteiros nao negativos
e cujas linhas sdo indexadas por A, e as colunas por {0,..., N}, com somente
um numero finito de entradas nao nulas. Para qualquer y € )., defina

L,={LeLl: x= Z Z Lo a0t}

aEAL 0<d<N

Observe que ao analisarmos uma linha de uma matriz em £,, por exemplo a
linha indexada por a € A, a soma dos elementos desta linha corresponde ao
fator que multiplica o na decomposicao de y. Assim, as entradas de uma matriz
em L, especificam a multiplicidade de cada raiz em cada componente de grau
homogéneo de uma particdo de Y, isto é, denotando por A%? = {y € A: 9,(y) =
d e A(y) = a}, temos

AeEPy = (|>\a’d|)aeA+, o<d<n € L.
Dado L € L, seja
Pr={\N€P: |\ = Lag4, paratodos a € Ay, 0<d<N}.

Dai, para qualquer L € L, se os espacos de pesos de g sao unidimensionais, Py, é
um conjunto finito nao vazio, dai Py, é unico.

23



O conjunto £, parametriza uma decomposi¢ao em uniao disjunta do conjunto

Py

Pe= | P (4.6)

Para qualquer S C P, defina o conjunto gerado por S sobre K por

(5) = ({y(N) - A € Shx.

o~

Assim, por exemplo, (P) = U(g-) e (Py,) = U(g_)"X, para qualquer x €
Q+. Dado x € @4, a decomposicao (4.6) de P, define uma decomposicao de
U(g-) X = (Py):
UG-) ™ = @ (Pr).
LELy

A idéia central desta se¢ao ¢ construir uma ordem no conjunto £, e mostrar que,
relativa a esta ordem, qualquer matriz da forma de Shapovalov modificada B, de
g é triangular superior (Teorema 4.3.5).

A fim de estabelecermos uma ordem para o conjunto £,, considere a ordem
definida sobre (), na Segao 3.2. Se X é um conjunto com uma ordem total,
escreva X' para o conjunto X com a ordem inversa, isto é, x < y em X' se, e
somente se, y < x em X. Por exemplo, nesta ordem em Zi 0 é elemento maximal.
Suponha que (X;);>1 é uma sequéncia de conjuntos ordenados totalmente e seja

X:X1XX2XX3X...

denotando o produto cartesiano ordenado. O conjunto X carrega uma ordem <y
definida, para (z;) e (y;) em X, por

(x;) <x (y;) & Im >1tal que x; = y;, paratodo 1 <i<m, e Ty < Yn.

Esta ordem sobre X é total e é chamada ordem lexicografica.

Fixe uma enumeragao arbitraria do conjunto A, x {0,1,..., N} e considere
L como um subconjunto do produto cartesiano ordenado de cépias do conjunto
Z. indexados por essa enumeracao. Denotemos por £(<) o conjunto £ com a
ordem lexicografica associada. Para qualquer L € L, sejam

AL)= | Y Laoe, Y Lagc, ..., Y Laya | € (@) e

(XEA+ a€A+ OCEA+

L] = ZLQ,OaZLa,b-'-?ZLa,N cZh x7V.

aEA 4 aEA L aEA L

Dado qualquer y € @, defina a aplicagao

Oy Ly = QDN x (2! x Z) x L(<)
L ~ (A(L),|L], L).
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Considere os conjuntos (QT )N e (Z! x Z%) ambos com ordem lexicogréfica.
Logo o produto cartesiano

QDM x (Zh x Z) x L(<) (4.7)

possui uma ordem lexicogréafica e esta ordem é total. Para qualquer x € @
considere o conjunto £, com a ordem total definida pela aplicacao injetiva 0, e
o conjunto totalmente ordenado (4.7).

Lema 4.3.1 Para quaisquer particoes \, i € P,

z(Ny(p) = z(A)y(p™)z(A)y(p™ 1) (V) ().

Demonstragao: Pela escolha da ordem da base {z(y) : v € C} de g4 e como
y(u) = w(z(p)), por (4.1), temos

2(Ny(n) = 2\ ..V )y (™) .. y(0).

Como z(N)y(u') = [z(M), y(u")] + y(u)z(V) e [z(X\'), y(1!)] = 0, se i +j > N,
segue o resultado. [

Proposigao 4.3.2 Sejam A\, € Py, x € Q1 e A\Y) = A(u?), para todo
0<d<Ek, para algum 0 < k < N. Entao

B(y(\).y(w) = [] B y(u") - Bly(N),y(1)),

0<d<k
onde N = U N oe ' = U ul.
k<d<N k<d<N

Demonstracao: Pelas hipoteses do enunciado da proposicao, temos

B(y(A),y(w))
(WA, (1)

= q(z(Ny())

= q(x(AO)y((u M)A )y((u*) ) (A Jy((17)%))  (pelo Lema 4.3.1).

= q(z(\)y((E"))xAy((u') My (™))

((n)
= | I a@(%y ) Az Ty (1)) (WM (™))

|
|

0<d<k

= | JI a0y

0<d<k

- By (1)) (pelo Lema 4.3.1)

= | T[] B&OY. vt ) (y(N), y(1))-

0<d<k

|
A demonstragao do préximo resultado segue da aplicacao do Lema de Shapo-
valov & dlgebra de Lie com decomposicao triangular g.
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Lema 4.3.3 Sejam A\, u € P duas particoes de grau homogéneo d.
(i) Sed=0 e |\ < |u| oused>0 el|\ > |ul|, entio B(y(A),y(n)) = 0.
(11) Se |A| = |u| e |\¥| # |u®|, para algum o € AL, entao B(y(\),y(n)) = 0.
Demonstracgao: Sejam A, € P particoes de grau homogéneo d. Como

c(N)y (1) € UG) Mdt+ul(N—d)

pelo Lema 4.2.3,

B(y(\), y(1)) € UD) xas julv—a)- (4.8)

Por outro lado,

G5 B(y(A), y()) < (AL [ul, (4.9)

pelo Lema de Shapovalov. Assim, se B(y(A),y(u)) # 0, entao

[Ald + [ul(N = d) < AN, (4.10)

[Ald + [l (N — d) < |p|N. (4.11)

jaqueograude h € H em t é no méaximo N. Se d = 0, a Inequacgao (4.10) torna-se
|| < |A|. Dai, se d =0 e |\ < |u| entdo B(y(A),y(u)) =0. Sed > 0e [N > |y,
a Inequagao (4.11) fica |A| < |u], o que é um absurdo, portanto B(y(\), y(u)) = 0.
Isso prova a parte (7).

Suponha |A| = |u] =7 e |AY| # |p®|, para algum a € A,. Entéo, pelo Lema
de Shapovalov, a Inequagao (4.9) torna-se estrita. Dai, se B(y(\),y(u)) # 0, as
Inequagoes (4.10) e (4.11) também sao estritas. Estas nos dao rN < rN, que é
um absurdo. Portanto, B(y(\),y(u)) = 0, o que prova a parte (7).

u

Lema 4.3.4 Sejav € Q tal que v € Q.. Entao U(g)” C g_U(g).

Demonstragiao: Como g =g_ @ (h®d.) temos U(G) = U(g_) @U(H@@}) pelo
Teorema PBW. O conjunto de todos os pesos do ho-médulo U(h ® @) é Q4 e,
assim, para qualquer v € @,

U@’ = > UG ¥ oUb® g (4.12)
XEQ+

Suponha v € Q) e v € ), entao, em particular, v — y # 0, para qualquer xy € Q)
e dai
U(g-)""* Cg-U(g).

Portanto, U(g)” C g_U(g), pela Equagao (4.12). n
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Teorema 4.3.5 Sejam x € Q4+, L,M € L. Se L > M, entao

para todos N € Pr, e i € Py

Demonstracao: Sejam L, M € L, e suponha L > M. Entao um dos seguintes
itens valem:

(a) A(L) > A(M);
(b) ou A(L) = A(M) e |L| > |M];

(c) ou A(L) =A(M), |L| =|M]e L>M em L(<).

Sejam A € Pr e pp € Py Suponha A(L) > A(M). Assim, existe 0 < [ < N
tal que A(A?) = A(u?), para todo 0 < d < I e AN > A(u!) em Q' isto é
AN < A(p') em Q4. Se l > 0, entdo, pela Proposicao 4.3.2, com k = [ — 1,
temos

B(y(A),y(n) =0 Bly(XN), y(1')), (4.13)
para algum 6 € S(H), onde \' = U Moe y = U pd. Quando I = 0, a
I<d<N I<d<N
Equacao (4.13) vale com A = N, py= ' e 6 = 1. Pelo Lema 4.3.1,
Bly(X).y(w)) = ala(N)y ()" ) . a(AWM)y (1)) (4.14)

Como A((p*)V=Y) = A(p), o monémio z(A)y((p*)N=!) tem peso v = A(N) —
A(pl). E como v & Q, ja que A\) < A(p') em Q. , temos

r(N)y((u)™) € 3-U(),

pelo Lema 4.3.4. Dai
By(X),y(1')) =0,

pela Equagao (4.14) e definigao da projecao q. Logo B(y(\),y(un)) = 0, pela
Equacao (4.13).
Suponha agora A(L) = A(M). Pela Proposicao 4.3.2,

By(\).y(m) = [T B!, y(u?).

0<d<N

Como |L|,|M| € ZI x ZN, se |L| > |M| entdo ou |\% < |u?|, com d = 0, ou
M| > |pd],para algum 0 < d < N. Neste caso,

B(y(A), y(u")) =0,

pela parte (i) do Lema 4.3.3 aplicado as particoes A%, u?. Se |L| = |M|e L > M
em L(<), entao

Log# Mya, paraalguns o€ AL, 0<d<N,
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daf |(A)2| # |(u4)®]. Logo, pela parte (ii) do Lema 4.3.3, aplicada as partigoes
d

X, By(X), y(u?)) = 0. Dai B(y(A), y(u)) = 0.
|

O corolario a seguir encerra esta se¢do nao por acaso, pois se trata do resultado
mais importante desta, uma vez que apresenta uma decomposi¢ao multiplicativa
do determinante da forma de Shapovalov.

Corolario 4.3.6 Se x € Q. entao

det By = [[ detB,|p,).

LEL,

4.4 Valores da Forma de Shapovalov

Nesta secao, continuamos considerando g uma algebra de Lie com decomposicao
triangular (g, ho, b, g, w) e g a édlgebra de Lie corrente truncada associada a g
com decomposigao triangular (g, Bo, B, 94,w) e indice de nilpoténcia N. Vimos
na Secao 4.3 que o espacgo U(g_) "X é decomposto como

U@ )™= P (P

LELy

e demonstramos que o determinante da forma de Shapovalov modificada B, sobre
U(g-) X é o produto dos determinantes das restrigoes de B,, aos espagos (Pr),
L € L,. Nesta secao discutiremos sobre as restricoes B|p, ).

Se \,u € P e |\ = |u| =n, defina

Z H NZ)] S 8(6)7

T7€8, 1<i<n

onde (\;) e (1), 1 <1 < n s@o enumeragoes arbitrarias de A e u, respectivamente.

Lema 4.4.1 Sejam A\, € P e suponha |\ = |u|. Entdo

(i) SO\ ) = S, A);

(1) Se X e p sao parti¢goes homogéneas de grau d em t, entdo
S\, 1) =S\, p1b).

Demonstracao: Seja n = |\| = |u| e escolha enumeragoes (A;) e (u;), 1 <i<n
de A e . A anti-involugao w fixa S(h) ponto a ponto e dai fixa S(A, u). Por outro
lado,

wSO ) = Y [T wlzGw) y(m))

TS, 1<i<n

= > I (). v

TES’IL 1SZSTL

= S(u,A),
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provando a parte (7). Suponha A, u homogéneas de grau d em t. Para cada
1 <i<n, sejam ¢;,; € C tais que

A = (6, d), i = (75,d).

Dai

S =" [ [ery) @tV y(v) @ ). (4.15)

TES, 1<i<n

Para quaisquer 1 <i<nert€js,,

[2(er@) @V y(v) @t = [2(ew), y(w)] @t
= [z(erw) @t y(y) @ ]

e dai S(\*, u) = S(\, w¥), pela Equacao (4.15), provando a parte (i).

Proposicao 4.4.2 Sejam L € L e A\, u € Pr. Entao

By y(w) = [T TT SO () (4.16)

0<d<N a€A;

e B(y(A), y(n) = Bly(p), y(X)).
Demonstracgao: Sejam \,u € Py, L€ L, e 0<d < N. Entao

N = || = Log, a€ A,

Seja I = |AY| = |u?|. Pelo Lema de Shapovalov, aplicado & algebra de Lie com
decomposicao triangular g, temos

3 Bly(X), y(uh) <1

e a componente de grau [ de B(y(A\?),y(u?)) é dada por

IT SO, (uty), (4.17)

Q’GA+

ja que B(y(A?),y(p?)) = q(z(A)y((u?)*)). Pelo Lema 4.2.3 e como ld+I(N —d) =
IN, ~
B(y(\"), y(u")) € U(H)uy.

Como 0,H < N, para qualquer H € H,
FB(y(A"), y(u?)) - N >IN,

Ed\al/ 9B(y(A\"),y(u?)) > 1. Portanto, B(y(A?),y(u?)) é homogéneo de grau [ em

b e é igual a expressao dada em (4.17). Pela Proposigao 4.3.2, temos

Bly(\),y(w) = [ B y(u?)

0<d<N
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e segue a Equagao (4.16) . A simetria de B|p,) segue da Equacao (4.16) e do
Lema 4.4.1.

Bly(N,y(w) =TI TI SO )

0<d<N a€A;

= II II sty ae

0<d<N a€A4

= I II swe.o0h)

0<d<N a€A4

= B(y(u),y(\)).

4.4.1 Algebras de Lie com Emparelhamento Nao Degene-
rado

Definicao 4.4.3 Dizemos que uma dlgebra de Lie g com decomposicao triangular
(9,50, 0,9+, w) possui um emparelhamento nao degenerado se, para todo o €
A, eziste um elemento ndo nulo h(a) € b e uma forma bilinear ndo degenerada

(1o g% xg" = K,
tal que
[21,w(32)] = (21]2)ah(c), (4.18)
para todos x1,Ts € g°.

Observacao 4.4.4 Se g tem um emparelhamento nao degenerado, entdao, para
qualquer o € A, o espago

(0% 97% =[g7" 8%
¢ unidimensional e dai os elementos h(a) e h(—«) podem diferir apenas por um
escalar nao nulo.

Exemplo 4.4.5 Seja g uma dlgebra de Lie com decomposicao triangular tal que,
para qualquer raiz o € A,

dimg® =dimg =1, e [g* g % #0.
Assim, para cada o € A, podemos escolher um elemento arbitrdrio nao nulo
h(a) € [g% g~°]
e definir a forma (-]")q : g% X g = K pela Equagao (4.18).

Exemplo 4.4.6 Seja ‘B a dlgebra de Virasoro com as notagoes do Exemplo 3.2.5.
Considere o« € A e m um inteiro nao nulo tal que o« = mAy. Dai

B =KL, B *=KL_,,

60



m3—m

e Ly, L_y) = —2mLg +

possui um emparelhamento nao degenerado, com

¢ € nao nulo. Portanto, pelo Exemplo 4.4.5, B

m3 —m

12

h(a) = 2mLg + ¢, a=mh\.

Exemplo 4.4.7 A dlgebra de Heisenberg estendida 9 do Exemplo 3.2.4 possui
um emparelhamento nao degenerado. Sejam o € A e m um inteiro nao nulo tal
que o = 6,,. Assim,

e como [, a_n,] = mc é nao nulo, pelo Exemplo 4.4.5, 9 possui um emparelha-
mento nao degenerado, com

Sejam g uma &lgebra de Lie com decomposicao triangular (g, ho, b, g+, w) e
emparelhamento nao degenerado e sua algebra Lie corrente truncada associada
g com indice de nilpoténcia N. Formas bilineares nao degeneradas sao definidas
sobre as componentes de graus homogéneos dos espacos de pesos de g da seguinte
maneira. Para todos a € A, 0 < d < N e para quaisquer 1, xs € g%, defina uma
forma bilinear nao degenerada (-|-),.4 sobre g* ® t? por

(21 @t 29 @ %) 00 = (71]72) - (4.19)
Para todos a € Ay e 0 < d < N, seja
Coa={7€C: A(7) =0, di(v) =d}.
Lema 4.4.8 Sea e A, e0<d< N, entao
[2(9), y(")] = (2(d)|2(¢))aah(@) ® 7,
para todos ¢, € 5a7d.
Demonstragao: Sejam ¢, € C tais que ¢ = (¢',d) e ¢» = (¢, d). Entao
y(@") = y(@) @t = w(z@)) @™,
e 7(¢) = x(¢’) ® t%. Portanto, pela Equagao (4.19),

[2(0).y(¥")] = [2(¢),w(z@))] @™
= (2()|z(@")ahla) @ 7
= (@(¢)|z(¥))aah(a) @ t".

Para qualquer L € L, seja

A= Q) Q) St @t),

0<d<N aceAL

61



onde Srad(g* @ t%) é o espaco dos tensores simétricos de grau L, 4 em g* ® t¢,
conforme Defini¢ao dada na Secao A.0.2 do Apéndice. O espago vetorial Ay tem
uma base parametrizada pelas particoes em Pr:

Pr > A HT()\) € AL,

onde, para todo A € P,

- @ 1=

0<d<N a€Ay ye)a.d

Proposigcao 4.4.9 Sejam o € Ay e0<d < N. Se A\, € P sao parti¢coes com
componentes em Cy 4 tais que |\ = |u] =k, entdo

SO\ 1) = kl(h(a) ® ) @A) [T (1))

onde (-|-) € a forma bilinear sobre S*(g* @ t?) definida a partir da forma bilinear
definida sobre g* @ t? e a Proposicio A.0.11.

Demonstragao: A afirmacao segue do Lema 4.4.8 e da defini¢cao da forma bi-
linear definida sobre S¥(g® ® t¢). Sejam ()\;) e (u;), para 1 < i < k, quaisquer
enumeracoes de A e p, respectivamente. Entao

TES, 1<i<k
= Z H ‘x Nl))adh( )®tN
TESE 1<i<k
= Kl(h(a) @ V) Z 11 @O () aa

: TESL 1<i<k

= K!(h(e) @ ") (@(N) [T (1))

]
Para qualquer L € L, os espagos vetoriais (Pr) e Az sdo isomorfos estendendo-
se linearmente a correpondéncia

y(>\) s f(/\), A€ Pyr.

Seja (+|-) a forma nao degenerada sobre A, definida pela forma (4.19) sobre g ®t¢
e pelas Proposicoes A.0.10 e A.0.11 do Apéndice. Assim,

(z( = [ I @), (4.20)

0<d<N a€A,

para todos A, € Pr, onde (Z(A%?)|z(u*?)) é definido pela Proposicao A.0.11 do
Apéndice. Seja J, a forma bilinear nao degenerada sobre (P ) dada pela extensao
bilinear de

JulyMly(w) = @N)[7(w), A p € Pr.
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Teorema 4.4.10 Para qualquer L € L,
B‘(’P[,) = h<L) ’ JL7
onde h(L) € S(H) ¢ dado por

)= ] ] Zaa)(h(a)®tY)res

0<d<N a€A,

Demonstracao: Sejam A,y € Pr. Para os elementos da base {y(\) : A € P}
de (Pr) temos:

B(y(A), y(n))
= H H S (u™?)*) (pela Proposicao 4.4.2)

OSdSN OLGA+

= I II Zea)(i(a)@t™) =@ z(u**)) (pela Proposicio 4.4.9)

0<d<N a€A;

= | T TI Zad)li(a) @ %)k | - @A) (pela Equagio (4.20))

0<d<N a€A

— (L) Ty Nly()).

4.5 Redutibilidade de Mo6dulos Verma

Sejam g uma &lgebra de Lie com decomposigao triangular (g, bo, b, g4,w) e com
emparelhamento niao degenerado e g a dlgebra de Lie corrente truncada com
decomposigao triangular (g, f)o,a, 94, w) e indice de nilpoténcia N associada a g.
Estabelecemos um critério de redutibilidade para um g-médulo Verma M (A) em
termos de valores do funcional A € H*

Teorema 4.5.1 Sejam A € h* e y € Q. O g-mddulo Verma M(A) contém um
vetor primitivo nao nulo de peso Aly, — X se, e somente se,

An(h(a)) = A(h(a) ® V) = 0, (4.21)

para algum o € Ay tal que x — a € Q4. Além disso, como h(a) e h(—a) sdo
proporcionais, para qualquer « € A, M(A) € redutivel se, e somente se, a Equagdao
(4.21) wale para algum o € A.

Demonstragio: Sejam A € §* e a € A,. Pela Proposicao 3.3.22, N (A)Albo=x £
(0) se, e somente se, F)(A) é degenerada, isto é, M(A) tem um vetor primitivo
nao nulo de peso Aly, — x se, e somente se, F, (A) é degenerada.

Os determinantes det I, e det B, podem diferir somente no sinal e

det F\,(A) = A(det F)).
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Daf tal vetor primitivo existe se, e somente se, A(det B, ) se anula. Agora

A(detB,) = A H det B|ip,y | (pelo Corolario 4.3.6)
LeLy

= A H det Jp | - h(L)PEl ] (pelo Teorema 4.4.10)

LELy

= HdetJL - A(R(L))Pz!,

Para qualquer L € £,, a forma J;, é nao degenerada e entao det J;, é um escalar
nao nulo. Dai A(det B, ) se anula se, e somente se, A(h(L)) se anula para algum

LeL, Como
= [T IIad)hie@) @)

0<d<N a€ceA

entao A(det B,) se anula se, e somente se, A(h(a) ® tV) = Ay(h(a)) é zero,
para algum o € A, para o qual exista L € £, e 0 < d < N com L,q > 0.
Esta condigao sobre a é equivalente a existéncia de uma particao pu € P, tal que
|| > 0, que ocorre precisamente quando y — « € Q4. Logo o teorema estd
provado. [

Pelo que vimos no decorrer deste trabalho sobre as algebras de Virasoro e
Heisenberg, podemos enunciar dois corolarios que nos dao critérios mais precisos
sobre a redutibilidade dos médulos Vermas das algebras de Lie correntes trun-
cadas associadas a estas algebras.

Corolario 4.5.2 Sejam *B a dlgebra de Virasoro e B q dalgebra de Lie corrente
truncada de indice de nilpoténcia N associada a 8. Entao, para qualquer A € bh*,
um B-mdodulo Verma M(A) € redutivel se, e somente se,

m- —m

—2mAN(L0) -+
para algum inteiro nao nulo m.

Demonstragao: Pelo Exemplo 4.4.6, h(a) = 2mLg + %c, para a =
mA;. Assim, pelo Teorema 4.5.1 segue o resultado.

|
—

Corolario 4.5.3 Sejam 9a algebra de Heisenberg e (f)) a dlgebra de Lie corrente
truncada de indice de nilpoténcia N associada a $). Entdo, para qualquer A € h*

—_—

um ($))-mddulo Verma M(A) € redutivel se, e somente se, An(c) = 0.

Demonstragao: Pelo Exemplo 4.4.7, h(a) = me, para « = §,,. Assim, pelo
Teorema 4.5.1 segue o resultado. [
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COMENTARIOS FINAIS

O Teorema 4.5.1 finaliza este trabalho mostrando que atingimos o objetivo
proposto no inicio de nossos estudos, e além disso, ele o finaliza de forma surpreen-
dente, uma vez que dado g uma algebra de Lie corrente truncada de indice de
nilpoténcia N com decomposigao triangular (g, bo, E, 94,w) e um funcional linear
A€ 6*, a redutibilidade do médulo Verma M (A) depende apenas da componente
de grau homogeéneo N da algebra.

O mais interessante ainda é que isto independe da algebra g escolhida para
construgao de g. Assim, se decompormos o funcional A como A = (Ag, Ay, ..., Ax),
onde cada A; é a restricao de A a componente de grau homogéneo i, para saber-
mos sobre a redutibilidade de M (A) s6 precisamos trabalhar com Ay. Com isso, o
estudo das representagoes de peso maximo de algebras de Lie correntes truncadas
se torna simples.

Como sequéncia deste trabalho um problema imediato que surge é o de como
seriam as representacoes de peso para algebras de Lie correntes truncadas. Nas
representacoes de peso maximo foi fundamental o uso dos objetos universais da
teoria, os médulos Verma. Assim, um caminho inicial para o estudo das repre-
sentacoes de peso, seria talvez, a procura por objetos universais dentro da teoria.
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Apeéendice A
Produto Tensorial

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados no Capitulo 2, Se¢ao 1.2 de [1],
no Apéndice B de [2] e em [11].

Definicao A.0.4 Sejam A um anel, M um A-mdédulo a direita, N um A-modulo
a esquerda e P um grupo abeliano. Uma aplicagao balanceada f do produto
cartesiano M x N em P é uma aplicacdo que satisfaz:

(1) f(mi+ma,n) = f(my,n)+ f(me,n);
(1) f(m,ni+na) = f(m,ni) + f(m, ng);
(iir) f(m,an) = f(ma,n);
para todos m,my,ms € M, n,ni,nys € N ea € A.

Definimos a seguir o produto tensorial entre os moédulos M e N via uma
propriedade universal.

Definicao A.0.5 Sejam M um A-mdodulo a direita e N um A-modulo a es-
querda. Um par (T, ¢), onde T é um grupo abeliano e ¢ é uma aplicagdo balan-
ceada de M x N em T, € dito um produto tensorial de M e N se valem as
sequintes propriedades:

(1) Os elementos da forma ¢p(m,n), para todosm € M en € N geram T (como
um grupo aditivo).

(ii) Para qualquer grupo abeliano aditivo P e qualquer aplicagdo balanceada

f:MxN — P,

existe um homomorfissmo f: T — P tal que [ = fo ¢ (neste caso,
chamamos [ fator de f por ¢ ), isto €, tal que o diagrama abaizo é comu-
tativo.
Mx N—1 P
¢‘L /
!
T
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Denotamos o produto tensorial T' por M @4 N, ou simplesmente M @ N, quando
nao for necessdrio especificar o anel A, e ¢(m,n) = m @ n, para todo m € M e
todon € N.

Teorema A.0.6 Sejam M e N um A-mddulo a direita e um A-mdodulo a es-
querda, respectivamente. Entao o produto tensorial de M e N existe e € unico, a
menos de isomorfismo.

Teorema A.0.7 Se V e W sdo espacos vetorias sobre K de dimensoes m e
n, respectivamente, entao V Qg W tem dimensao m - n. Se {a1,...,an,} e
{B1,...,Bn} sdo bases, respectivamente, de Ve W, entio {a; ® ;}, com (i,j) €
{1,...,m} x {1,...,n}, € base de V @k W.

A.0.1 Propriedades do produto tensorial

(i) Associatividade:

Veow)eU=VeWel)=2VeWaeU.

(ii) Comutatividade:
VeW=WwaelV.

(iii) A aplicagao

v VW — L(V,IW)
aQuw — S V — w
u = alu)w.

é¢ um isomorfismo de V* ® W no espaco das transformacoes lineares de V'
em W.

A.0.2 Algebra Tensorial

Podemos fazer o produto tensorial de uma quantidade finita de A-moédulos.
Quando os fatores de um produto sao todos iguais a V', por exemplo, o produto
de s de suas copias é denotado por V. Seja V um espaco vetorial e considere a
seguinte sequéncia

Vel = K-1

vet = v

Vet = VeV

Ve = VRV®...QV. (A1)
kV&eS

Para quaisquer v; € V', 1 <1 < n, seja

n

®vi:v1®v2®...®vn,

=1
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dai .
V®”=<{®vi: v, €V, 1 <i<n}).
i=1

A soma dos produtos em (A.1) define o espago

T(V)=> Ve,

s>0

que munido do produto tensorial é uma algebra associativa com unidade gerada
por V e chamada dlgebra tensorial de V. Dado um elemento x € T(V) a
componente de x em V®° ¢ chamada termo constante de x e a componente de
r em V® ¢ dito o termo de grau k de z.

Definicao A.0.8 Um elemento x € T (V') € dito homogéneo se = estd em uma
inica componente VEF | para algum k. Caso contrdrio, x é dito nao homogéneo.

Seja

1
Ul"‘U”:HU":ﬁ Z@UU(Z‘)

i=1 ' oeS, i=1

o tensor simétricoem v; € V, paral <i<n,e
S*(V)={]Jvi: veV,1<i<n})
i=1

o espaco dos tensores simétricos de grau n em V.

Definicao A.0.9 A soma dos espacgos dos tensores simétricos de V.

S(V)=ps )

n>0

€ chamada a dlgebra simétrica de V.

A.0.3 Produtos Tensoriais e Formas Bilineares

Se U, V sao espacos vetoriais e ¢ : UxV — K é uma aplicacao bilinear, denotamos
por

o UV =K (A.2)
a tUnica aplicacao linear tal que gg(u ®v) = ¢(u,v), para todos u € U, v € V.

Proposicao A.0.10 Se U eV sao espagos vetoriais com formas bilineares, entao
o0 espaco vetorial U Q) V' possui uma forma bilinear definida por

(U1 ® v1|ug ® ve) = (uq|ug)(v1|v2), (A.3)

para todos uy,us € U e vy,v9 € V. Mais ainda, se as formas sobre U e V sdo
ndo degeneradas entao a forma sobre U@V € nao degenerada.
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Demonstracgao: Sejam ¢ : U x U — K, ¢ : V x V — K as formas bilineares
sobre U e V| respectivamente. Defina

v UaU)x (VaV) — K

(U1 @ ug,v; @Ug)  +> g(ul ® ug)th(vy ® vg)

onde as aplicacoes 5 e 1}? sao definidas por (A.2). Entao v é bilinear e define, por
(A.2), uma aplicagao linear

T UeU)e(VeV) K

Como (UeU)®(VeV)=(UaV)®(U®V) aaplicagdo v pode ser considerada

como uma forma bilinear
() (UeV)x(UeV)—K
Se ui,us € U, v1,v5 € V, entao

(U1 @ vilug @ v2) = T(ug @ up ® vy @ Vo)

<

v
(U1 ® ug,v1 @ V)

= <Z5(U ® Ug) Y (U1 ® vg)
= P(ur, u2)(v1,v2)

é a forma bilinear procurada. O fato de ser nao degenerada, caso as formas sobre
U e V sejam, segue da defini¢do da forma dada em (A.3). |

Proposicao A.0.11 Sejam V' um espago vetorial com uma forma bilinear e n
um inteiro nao negativo. O espago dos tensores simétricos de grau n em V,
S™(V), possui uma forma bilinear definida por

(Hm H) = 5 )
i=1 i=1 " TeS, i=1

para quaisquer u;,v; € V, 1 < i < n. Mais ainda, se a forma sobre V € nao
degenerada entdo a forma sobre S™(V') também € nao degenerada.

Demonstracao: Seja A(V) o ideal bilateral de T (V') gerado pelos elementos do
conjunto
{1 @ vy — vy ® vy 1 vy, vy € V]

Assim, T(V) =8(V) @ A(V) é uma soma direta. Dai, para qualquer n > 0,
Ver =8MV) e A"(V) (A4)

¢ uma soma direta de espagos vetoriais, onde A™(V') denota a componente ho-
mogénea de grau n de A(V). Pela Proposi¢ao A.0.10, V" possui uma forma
bilinear definida por

<® w ®v,) = H (u;|v;), paratodos wu;,v; €V, 1<i<mn. (A.5)
=1
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Para quaisquer u;,v; € V, 1 <1 <n,

independe da enumeracao dos elementos vq,...,v,. Segue que a soma direta
(A.4) é ortogonal com respeito a forma bilinear (A.5). A forma é definida sobre
S™(V) pela restri¢ao da forma sobre V®". Para quaisquer u;,v; € V, 1 <i <n,

(ﬁ U|ﬁv> - (%)2 2.2 ﬁ(uau)lw(i))

i=1 €Sy TES, i=1

D3 | (!

TES i=1

Logo S™(V') possui uma forma bilinear. Se a forma sobre V' é ndo degenerada
entao, pela Proposicao A.0.10, a forma sobre V®" é nao degenerada e, como a
soma (A.4) é ortogonal, a restricao da forma a S™(V') é ndo degenerada também.
|
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Apendice B

A Algebra de Witt Sobre os
Complexos

A élgebra de Witt 20 sobre o corpo dos complexos é a algebra de Lie das derivagoes
da élgebra dos polindomios de Laurent A = C[z,27']. Uma base dessa dlgebra é
dada pelos vetores

L o Zerl_
m T

, para todo n € Z,
0z

e o colchete de Lie é dado por [z,y] = zy — yz, para x e y na algebra de Witt.
Vamos calcular, explicitamente, o colchete entre dois elementos da base:

d d d d
_ m+1 n+1 _ n+l m+1
Loy L] =2 dz (z dz) ©dz <Z dz)

d d d d
_ m+1 . n_— ) _ .ntl el m_
= 2" (n+ 1)dz <z dz> 2" (m + 1>dz (z dz)

d d d d
= N— [ pmtitn ) _ 1) [ gntitm 2
(n+ )dz (Z dz) (m + >dz (Z dz)

d d d

_ m+1+n 7 - n+l+m =7 . n+l+m

= nz - +(—m)z i +(1-1)z i
d d
_ m+1+n 7 . n+l+m 7
= nz s +(—m)z 7

= an+n - mLm+n

= (n—m)Lpyin.

Dado m € Z é possivel mostrar que ({L_,,, Lo, L, }) = sl5(C), ou seja, existem
infinitas cépias de sl (C) em 20.
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