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Resumo

PERDIGAO, Tiago Rodrigo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2011.
Semiumbilicidade e umbilicidade em superficies imersas em R" n > 4. Orien-
tadora: Simone Maria de Moraes. Co-orientadores: Catarina Mendes de Jesus e Mercio
Botelho Faria.

Neste trabalho introduzimos o conceito de elipse de curvatura em um ponto de uma
superficie imersa em R™, n > 4 com o objetivo de estudar as relagoes entre pontos semi-
umbilicos (pontos onde a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta), a
existéncia de dire¢oes normais de umbilicidade & superficie e superficies hiperesféricas.
Para obter tais objetivos baseamos nossos resultados principalmente nos artigos “Um-
bilicity of surfaces with orthogonal asymptotic lines in IR*” de M. C. Romero-Fuster e F.
Séanchez-Bringas [24] e “Geometric Contacts of Surfaces Immersed in R", n > 5" de S. L.

R. Costa, S. M. Moraes e M. C. Romero-Fuster [5] .
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Abstract

PERDIGAO, Tiago Rodrigo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2011.
Semiumbilicity and Umbilicity in Surfaces Immersed in R", n > 4. Advisor:
Simone Maria de Moraes. Co-advisers: Catarina Mendes de Jesus and Mercio Botelho
Faria.

In this work we introduce the concept of curvature ellipse at one point of a surface
immersed in R" n > 4 to study the relationship between semiumbilics points (points
that the curvature ellipse degenerated in a segment line), the existence of umbilic normal
directions to the surface and hyperspherical surfaces. To achieve these goals we base our
results especially in the articles “Umbilicity of surfaces with orthogonal asymptotic lines
in R* of M. C. Romero-Fuster and F. Sanchez-Bringas [24] and “Geometric Contacts of

Surfaces Immersed in R™, n > 57 of S. I. R. Costa, S. M. Moraes and M. C. Romero-Fuster

[5] -
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Introducao

No estudo de superficies imersas em R, n > 4, h4 um conceito relevante associado
ao 2-jato da imersao, a saber, a elipse de curvatura. Trata-se do lugar geométrico dos
extremos dos vetores curvaturas das segoes normais ao longo das dire¢oes tangentes a
superficie em um ponto dela considerado. No caso de superficies imersas em R? tal elipse
em um dado ponto, coincide com o segmento descrito pelos extremos dos vetores curvatura
normal.

Este conceito foi introduzido em 1905 por K. Kommerell [10] e aparece no texto de
C. L. E. Moore e E. B. Wilson [18], de 1916, em que fazem um estudo da geometria
de superficies em hiperespagos. Posteriormente, em 1969, J. Little [11] utiliza a elipse de
curvatura para estudar a geometria de superficies em R*. Em [11], encontramos resultados
importantes tais como:

1) Em qualquer superficie compacta com caracteristica de Euler nao nula existe ao
menos um ponto em que o vetor curvatura média é nulo ou entao este ponto ¢ um
ponto de inflexdo (ponto onde a elipse de curvatura se degenera em um segmento
de reta radial) da superficie.

2) Em imersoes de subvariedades de dimensdes superiores, a elipse de curvatura é
sempre uma variedade de Veronese.

Por outro lado, I. V. Guadalupe e L. Rodrigues [8], em 1983, usam a no¢ao de elipse de
curvatura no estudo de superficies compactas em espacos de formas de dimensoes maiores,
obtendo algumas inequagoes relativamente & area da superficie e a integral do quadrado
da norma do vetor curvatura média com invariantes topologicos. Em certos casos a elipse
de curvatura é um circulo, quando isso ocorre perante a algumas restrigoes das curvaturas
normais e gaussianas, essas inequagoes tornam-se resultados rigidos.

Em sua tese de doutorado [14], em 1993, D. K. H. Mochida faz um estudo de con-
tatos genéricos de m-variedades com hiperplanos através da anélise das singularidades das
funcoes altura sobre ela. Neste contexto, ela mostra que genericamente toda 2-esfera con-
vexamente mergulhada em R* tem pelo menos 1 ponto de inflexdo. Mais tarde, em 2000,
D. K. H. Mochida com a colaboragao dos autores R. A. Garcia, M. C. Romero-Fuster e
M. A. S. Ruas em [6], associa a elipse de curvatura a existéncia de linhas assintéticas para
superficies em R*, mostrando que elas sao globalmente definidas em superficies localmente
convexas, e que suas singularidades sao pontos de inflexao da superficie. Além disso me-
lhora o resultado antes obtido em sua tese provando que qualquer 2-esfera mergulhada
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genericamente como uma superficie localmente convexa em R* tem no minimo 4 pontos
de inflexao.

Em 2001 [9], C. Gutierrez, I. Guadalupe, R. Tribuzy, V. Guinez estabelecem as
equacoes diferenciais das linhas de curvatura para superficies imersas em R?* relacio-
nando os coeficientes dessas equagoes com os pontos onde a elipse de curvatura é um
circulo ou é degenerada em um ponto.

S. M. Moraes [19], em 2002, utiliza a elipse de curvatura como ferramenta bésica,
associada a técnicas da Teoria de Singularidades, para obter informagcoes sobre a geometria
local de superficies imersas em R™ n > 5, obtendo uma expressao geral da elipse de
curvatura para um ponto qualquer de superficie imersa em R™, n > 5. Além disso, a
autora caracteriza os pontos semiumbilicos, umbilicos e nao degenerados em termos da
classificacao através do tipo M;, ©+ = 0,1, 2, 3, com isso relaciona um ponto p da superficie
com a configuragao do espago afim de menor dimensao que contém a elipse de curvatura.
Neste mesmo trabalho relacionam-se superficies totalmente semiumbilicas com as direcoes
normais de umbilicidade.

Em 2003, L. F. Mello [12] faz um estudo da configuragdo das linhas de curvatura
média direcional sobre superficies imersas em R* estendendo o estudo até entdo existente
para superficies em R?; em tal artigo L. F. Mello analisa as H-singularidades, isto &, as
singularidades dos H-campos de diregdes, que sdo os pontos minimos (pontos em que o
vetor curvatura média é nulo) ou os pontos de inflexdo da superficie.

Generalizando os conceitos de diregoes de curvatura média estudados por L. F. Mello
[12], R. A. Gongalves, J. A. Martinez Alfaro, A. Montesinos-Amilibia e M. C. Romero-
Fuster |7], em 2007, definem as dire¢oes de curvatura média relativa em um ponto p de uma
superficie imersa em R", n > 4 as quais definem globalmente duas folheagoes ortogonais
na superficie cujos pontos criticos sao pontos semiumbilicos ou pontos pseudo-umbilicos
(pontos da superficie onde o vetor curvatura média é ortogonal ao plano que contém a
elipse de curvatura).

Nesta dissertacao, baseando-nos em trabalhos de M. C. Romero-Fuster e de F. Sanches-
Bringas [24], S. I. R. Costa, S. M. Moraes e M. C. Romero-Fuster [5], utilizamos a elipse
de curvatura para estudar as direcoes normais de umbilicidade, relacionando-as com os
pontos semiumbilicos da superficie (pontos em que a elipse de curvatura se degenera em
um segmento de reta) e também caracterizamos as superficies hiperesféricas em termos
da degeneracidade ou nao da elipse de curvatura.

Este trabalho esté organizado em trés capitulos, como descrevemos a seguir:

Iniciamos o primeiro capitulo definindo a elipse de curvatura associada a um ponto
de uma superficie imersa em R™. A partir dai, fornecemos algumas de suas expressoes,
dentre as quais, na segunda se¢ao, destacamos a obtida pela parametrizagao local de uma
superficie na forma de Monge.

Na terceira secao, apresentamos os estudos das conexoes riemannianas e a aplicacao
segunda forma fundamental e aplicamos a mesma a um referencial ortonormal tangente
adequado, afim de obter uma expressao geral para a elipse de curvatura.



Na quarta segao, apresentamos uma expressao geral da elipse de curvatura em um
ponto qualquer da superficie, que nos sera bastante til nos exemplos propostos da tultima
secao. Ainda nesta secao destinamos nosso estudo a elipse de curvatura associada a
superficies em R* do ponto de vista de alguns autores como J. Little em [11], L. F.
Mello em [13] D. K. H. Mochida em [14]|. Apresentamos algumas relagoes entre um ponto
da superficie e sua posi¢ao relativa quanto a elipse de curvatura ( pontos hiperbolicos,
elipticos e parabdlicos), associamos também um ponto da superficie e sua degeneracidade,
ou nao, em relagao a elipse de curvatura.

Por fim, na tltima secao construimos alguns exemplos de superficies imersas em R",
n > 4 e calculamos a elipse de curvatura associada a essas imersoes; destacamos os estudos
das seguintes imersoes: imersoes de superficies em hiperplanos, projecao estereografica de
superficies imersas em R*, as superficies produto de curvas, com os casos particulares
produto da cardi6ide e do circulo, produto da elipse e circulo e o caso do toro de Clifford,
que ¢é o produto de dois circulos, a superficie de Veronese e superficies de translagao.

A bibliografia basica utilizada no primeiro capitulo é [11], [13], [14] e [19].

No segundo capitulo, nossos estudos estao focados na questao das superficies imersas
em R*, baseamos nosso trabalho principalmente no artigo “Umbilicity of surfaces with or-
thogonal asymptotic lines in R*” [24] e estendemos alguns conceitos de superficies imersas
em R3, tais como: a aplicacdo segunda forma fundamental, as direcoes assintéticas, as
v-direcoes principais e as v- linhas de curvatura para superficies em R*.

Introduzimos o referido capitulo definindo a segunda forma fundamental para super-
ficies em R*, de forma analoga a superficies em R?; no caso de superficies imersas em
R3, definimos uma tnica aplicacao segunda forma fundamental da superficie, devido a
tnica dire¢ao normal presente, mas no caso de superficies imersas em R", n > 4 para cada
direcao normal v, ha uma aplicacao.

Com isso, a partir da segunda forma fundamental segundo um campo normal v, esta-
mos em condi¢oes de definir um ponto v-umbilico da superficie. Este ponto ¢ um ponto
onde a aplicacao segunda forma fundamental méxima e minima coincidem. Analisando
toda a regiao de nao umbilicidade, definimos as v-linhas de curvatura e escrevemos a
equagao diferencial das mesmas, a qual seré utilizada ao longo de todo o capitulo.

Na primeira se¢ao, apresentamos um importante resultado que nos diz que se um
ponto p de uma superficie M é v- umbilico, entao a diregao v de umbilicidade considerada
é uma direcao especifica no plano normal, isto é, v é uma dire¢ao que pertence ao espaco
ortogonal ao subespaco linear que contém a elipse de curvatura.

Na segunda secao definimos as dire¢oes binormais, dire¢bes normais onde o Hess da
funcao altura é degenerada e as diregoes assintoticas, diregoes tangentes que pertencem ao
nucleo do Hess da fun¢ao altura na direcao do vetor binormal correspondente. A partir
mostramos que se a as linhas assintéticas sao ortogonais entao a superficies é v-umbilica,
com o campo v escrito em termos das curvaturas principais e dos vetores binormais
correspondentes.

Um importante conceito que surge no nosso trabalho é dos pontos semiumbilicos,



estes pontos sao os pontos da superficie em que a elipse de curvatura se degenera em um
segmento de reta. Ainda na segunda secao apresentamos um dos principais resultados
para superficies imersas em R* que nos diz que:

Uma superficie M € v-umbilica se, e somente se, € uma superficie semiumbilica.

Na terceira se¢ao estudamos o método do referencial movel abordado por M. P. Carmo
em [1] e apresentamos os conceitos de correferencial e formas de conexao do R™ em um re-
ferencial adotado, em seguida relacionamos esses conceitos através das chamadas equacoes
de estrutura do R".

Na ultima se¢ao, relacionamos os conceitos de v campos paralelos com a fun¢ao cur-
vatura associada a uma superficie M v-umbilica, cujos pontos de inflexao sao isolados.
Para superficies imersas em R? conhecemos um resultado classico que diz que uma super-
ficie umbilica esta contida em uma esfera ou em um plano. Neste trabalho apresentamos
um resultado analogo para superficies em R?, abordado por M. C. Romero-Fuster e F.
Sénches-Bringas em [24] o qual apresentamos a seguir:

Seja M uma superficie imersa em R* tal que M é v-umbilica para algum campo normal
unitdrio v, com fungdo curvatura A constante, se X # 0, entio M estd imersa em S e se
A =0, entao M estd imersa em um 3-plano.

No tltimo capitulo, dedicamos nosso estudo a superficies imersas em R®, baseamos
nossos resultados em [5], através de estudos recentes feitos por S. I. R. Costa, S. M.
Moraes e M. C. Romero-Fuster no artigo “Geometry contacts of surfaces immersed in
R™ n > 5”. Mais precisamente:

1) Estudamos uma equivaléncia dos pontos de M através da classificacdo em tipo
M;,i=0,1,2,3, conforme [19], semiumbilicidade (ou nao) e da posi¢ao relativa do
ponto ao espago afim que contém a elipse de curvatura no ponto considerado.

2) Relacionamos o coposto da funcdo altura degenerada com as dire¢oes normais que
estao tanto no subespago linear gerado pela elipse de curvatura quanto no seu espaco
ortogonal.

3) Apresentamos a existéncia de um tnico foco umbilico em superficies do tipo Ms,
além disso, vemos que esse foco umbilico encontra-se no espago ortogonal ao sube-
spago linear gerado pela elipse de curvatura.

4) Caracterizamos superficies hiperesféricas em termos da elipse de curvatura e fi-
nalmente, na ultima sec¢ao, relacionamos superficies semiumbilicas e hiperesféricas,
assim como superficies semiumbilicas e hiperplanas.



Capitulo 1

Elipse de Curvatura em Superficies
Imersas em R", n > 4.

Iniciamos o capitulo definindo a elipse de curvatura em um ponto de uma superficie
imersa em R™, n > 4 e escrevemos uma expressao para a elipse de curvatura, afim de justi-
ficar o seu nome. Este conceito sera utilizado nos capitulos subsequentes para estabelecer
os resultados sobre estas imersoes.

Na secao 1.3 definimos a aplicagao segunda fundamental e fazemos o célculo da mesma
em relagao a um referencial ortonormal tangente adequado que nos dara boas condigoes
de encontrarmos na se¢ao 1.4 uma expressao geral para a elipse de curvatura em um ponto
arbitrario da superficie associada a uma parametrizacao qualquer da imersao.

Ainda na sec@o 1.4 fazemos um estudo da elipse de curvatura sob o ponto de vista de
alguns autores tais como J. Little em [11], L. F. Mello em [13| e D. K. H. Mochida em
[14].

Por fim, construimos alguns exemplos de imersoes de superficies em R" e obtemos a
elipse de curvatura em cada ponto da superficie associada a imersao dada.

A bibliografia utilizada neste capitulo é [11], [13] e [19].

1.1 A Elipse de Curvatura

O estudo da elipse de curvatura pode ser encontrado em alguns trabalhos tais como J.
Little em [11] e S. M. Moraes em [19]; apresentamos aqui a defini¢ao da elipse de curvatura
e em seguida mostramos que a curva descrita pelo vetor curvatura normal é, de fato, uma
elipse no espaco normal a uma superficie M.

Definicao 1.1 Sejam M uma superficie imersa em R*n > 4 e p € M; consideremos
Sp} C T,M, o circulo unitdrio em T,M, centrado em p. Para cada diregao 0 € S;,
consideremos Hy = N,M @ <9>, o hiperplano gerado por NyM e a direcao . Denotemos
por v = Hy N M a curva obtida pela intersecao de M com o hiperplano Hy, a secao
normal de M em p na direcao 0. A elipse de curvatura de M em p, denotada por
n,(6), € a projecao do vetor 7, no espago normal N,M.
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Assim para cada p € M podemos considerar a aplicacao 1,, dada por:

Mp S; — N,M
0 — ny(0) = ()"

np(9)=(7;')N W P

)
‘A /—)-\ 0

Figura 1.1: Elipse de curvatura.

Seja M uma superficie imersa em R™, n > 4, dado p € M, consideremos vy : [ — M a
se¢ao normal de M em p na direcao 6, que vamos supor parametrizada pela comprimento
de arco e vy(to) = p. O vetor curvatura normal de vy em ¢, € a projecao do vetor v, (ty) no
espago normal N,M. Além disso, este vetor depende apenas da diregdo tangente 7j(to).
Suponhamos que M localmente em p esta parametrizada por:

¢: UCR? — R
(z,y) = o(x,y) ’

entao podemos parametrizar 7y, localmente em p, por:

Yv: I — R"
to— y(t) = d(z(t),y(t)).

Assim,

V(1) = 7' (t) o (2(1), y (1)) + 4/ (1) by (x(1), y (1))



Se {¢.(p), ¢y (p)} € uma base ortonormal para T, M, entao como v, estd parametrizada
pelo comprimento de arco, segue que (z'(t))? + (3/(t))* = 1, entao podemos tomar 6 tal

que
x'(tg) = cos @
y'(to) = sinf ~’

em 1.1 teremos:

(5 (to))Y = cos? 8¢ (p) + 2 cos O sin 9¢i\; (p) + sin? 9%\@ (p).

Portanto,

1(0) = G 00) = £ (6250)) + 8 0)) + 5 (6X0)) — 613(1)) cos(26) + 6 (p)sin(26),

ou ainda
n,(0) = H + B cos(20) + C'sin(26),
1 1
onde H = = (62.(p) + 035(0) ), B = 5 (68.0) = 633(0)) e C = 05 (0)
O vetor H é chamado vetor curvatura média que vamos considerar com origem no
ponto p e extremo no centro da elipse de curvatura e os vetores B e C' geram a elipse de
curvatura.

NpM

p

Figura 1.2: Disposicao dos vetores da elipse de curvatura.

Na proxima secao fornecemos uma parametrizacao local para a elipse de curvatura,
na forma de Monge.

1.2 A Elipse de Curvatura Via a Forma de Monge

Seja M uma superficie imersa em R" n > 4, dado p € M dizemos que uma imersao
¢ : M — R" esta dada localmente na forma de Monge, se ¢ esté escrita, localmente
em p = (0,0), da seguinte forma:

¢ (uCR2,(o,0)) s (R”,(0,0,...,O))
(z,y) — o(x,y) = (xy ¢1(z,y), d2(x,y), -~-7¢n_2(w7y))

Y
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onde ¢; : U C R? — R; parai = 1,2,...,n — 2, sao funcoes diferencidveis com

$(0,0) = (0,0, ..., 0)

e
09 _ 09, o B
5 0.0 = 510,00 =0:i=1,2,.n—2
9¢ _ 9¢ _ -
Como 9 (0,0)=(1,0,...,0) e o (0,0) = (0,1, ...,0) entao

E=0¢,(p)-0(p) =1, G=0¢y(p)-dy(p) =1 e F =¢,(p)-¢,(p) =0,

onde E F e GG sao os coeficientes da primeira forma fundamental de M em p.

Se uma imersao de M em R" é dada localmente em p na forma de Monge, entao

Qbi\{p(p) = ¢wx(p>a Qba]?;(p) = (rbmy(p) e qbgj;\;(p) = Qbyy(p)-
Observe que {¢..(p) = (1,0,0,0,0), ¢y, (p) = (0,1,0,0,0)} é uma base para T,M, se

além disso consideramos a se¢ao normal 7y parametrizada pelo comprimento de arco como

na definicao 1.1, utilizando os resultados da secao anterior 1.1, o vetor curvatura normal
¢ dado por:

(v (to))Y = cos? 8¢ (p) + 2 cos @ sin Hqﬁiyy (p) + sin? 0¢;Vy (p).

Portanto, a elipse de curvatura no ponto p, associada a imersao ¢ de M em R", dada
localmente em p na forma de Monge é:

1(0) = G00) = 2 (622(0)) + 03y 0)) + 5 (65(0)) — 614 ()) cOS(26) + 60, (p)sin(26).
Logo,

np(0) = H + B cos(20) + C'sin(26),
onde H = %<¢I$(p) + (byy(p)); B = %((bmc(p) - ¢yy<p)) e C = gﬁxy(p)

Exemplos:

1. Seja M uma superficie imersa em R® dada localmente em p = (0,0) na forma de
Monge por:

¢ (R2,(0,0)> — <R5,(0,...,O)>
(z,y) > o(z,y) = (z,y,2> +4%0,0).



Temos que:
¢zm(070) - (070727070)7 ¢yy(070) = (0707 27070) € ¢$y(070) - O

Consequentemente, teremos

1 1
H= 5(%’”(1)) + ¢yy(p)) = (0,0,2,0,0), B = §(¢m(p) — dyy(p)) = (0,0,0,0,0)
e C'=1(0,0,0,0,0). Portanto, a elipse de curvatura em p = 0 se degenera no ponto
(0,0,2,0,0), que ¢ distinto da origem de N, M.

2. Seja M uma superficie imersa em R® dada localmente em p = (0,0) na forma de
Monge por:

é: (R?,(o,o)) N <R5,(O,..,O)>
(zy) > d(zy) = (z,y,2% 2y, ¥°).

Observemos que
$22(0,0) = (0,0,2,0,0), ¢,,(0,0) =(0,0,0,0,2) e ¢,,(0,0)=(0,0,0,1,0).
Logo,

H = (Cbxx(p) - Qbyy(p)) = (0707 L, 0, _1)

N | —

(¢22(p) + dyy(p)) = (0,0,1,0,1), B =

DN | —

e C = (0,0,1,0,0).

Portanto, a elipse de curvatura é uma elipse nao degenerada que nao passa pela
origem.

1.3 Conexoes Riemannianas

Nesta segao apresentamos a aplicacao segunda fundamental e aplicamos a mesma
a campos de vetores tangentes adequados que serao utilizados na préxima secao para
obtencao de uma expressao geral da elipse de curvatura. Apresentamos também as
derivadas covariantes, que dao uma interpretacao geométrica no estudo das conexoes
riemannianas.

Definicao 1.2 Sejam M uma superficie imersa em R",n >4, e X um campo de vetores
tangentes em M. Dados um pontop € M eY € T,M, existe uma curva
a: I — M
t — aft),
X sequndo o vetor'Y no ponto p por:

tal que a(ty) = p e /(ty) =Y. A derivada covariante do campo

dX\T

vrX = ()

t=to

9



De forma andloga se tomarmos v um campo de vetores normais a M, temos:
I
L (dv
Vyv = — .
dt / t=t,
O vetor Vv é chamado a derivada covariante normal de X em relagdo a'Y no ponto

p.

Exemplo:

1. Seja X : U C R? — R* a aplicacao diferenciavel definida por

1
X (u,v) = —=(cosu, sin u, cos v, sinv),

V2

onde U = (0,27) x (0,27), a imersao X descreve o chamado toro de Clifford,

denotado 7.
Consideremos uma curva « : I — 7, a imersdo de o em R* é dada da seguinte
forma:

ol LT = R*

t o Bt) = (u(t),v(t)) > X(u(t),v(t)
onde 8 : I — T é uma curva diferenciavel no toro de Clifford.
Assim, a imersao da curva o em R* pela imersao X tem a seguinte expressao:
1
a(t) = —(cosu t),sinu(t),cosv(t),sinv(t )
(t) 7 (2) (t) (t) (t)

Se além disso consideramos 3(t) = (¢,t*), temos
a(t) = (cost,sint, cost?, sint?).

Logo,

o (t) = —=(—sint, cost, —2tsin t?, 2t cos t?).

V2

Consideremos um ponto ponto p € 7 e um vetor Y € 7,7 tais que

a(to) = (COS to, sin to, cos t(2)7 sin t%) =p

1
V2
1
o (tg) = —=(—sinty, cos ty, —2ty sin 3, 2ty costd) =Y.

V2

Afim de encontramos a derivada covariante de um campo tangente a superficie

T em relacdo ao pardmetro da curva t, consideremos o referencial ortonormal
{X1, Xo, X3, X4} tal que:
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X; = (—sinu,cosu,0,0),

Xy = (0,0,—sinv,cosv),
1

X3 = ——=(cosu,sinu,cosv,sinv),

V2
- ' )
—(—cosu, —smu, cosv,SImnv).
V2
Seja
X(u(t),vt)) = X(t,t*) = X1(t, 1) + Xa(t,t*) = (—sint, cost, —sint?, cos t?),

um campo tangente a superficie no instante t qualquer. A derivada covariante do
campo X segundo o vetor Y no ponto p, no instante t é dado por:

ax\'
t=to
dX

o= (—cost, —sint, —2t cos t?, 2t sin t?).

.
dX dX dX
<%> = (E . X1>X1 + (E : X2> Xy =(0,0,0,0).

Concluimos que
-
dX
VyX =[— =(0,0,0,0).
' < dt )t t ( )
=to

Mas,

Portanto,

Observemos que para cada ponto p em M:
1. A imersao de M em R"™ pode ser dada como a imagem de um mergulho
¢ R? — R™,
com ¢(R?*) = M NV, onde V, é uma vizinhanga de p em R".

2. Podemos considerar a decomposi¢ao R" = T,M ® N,M, onde T,M ¢ o plano tan-

gente a M em p e N,M seu complemento ortogonal em R", ¢ o subespago normal a
M em p, N,M = (T,M)*.

11



Seja V a conexdo Riemanniana euclidiana de R”. Dados campos de vetores X,Y
localmente definidos ao longo de M, podemos escolher extensoes locais X,Y em R” e
definir a conexao Riemanniana de M como Vy X = (V#+X)'.

Sejam X (M) e N (M) os espagos dos campos tangentes e normais a M, respectiva-
mente. A aplicacao segunda fundamental em M é definida por:

a: X(M)x X (M) — N(M)
(X,Y) = a(X,Y)=VgY —VxY = (VY)V.

Esta aplicacao esta bem definida, é simétrica e bilinear.

Dada M uma superficie imersa em R"™, n > 4 para cada p € M, podemos obter uma
parametrizacao local ¢(x,y) e assim tomar um referencial ortonormal em X (M), definido
localmente em p, dado por:

¢<I,y) e U)Q(ZE y) _ E(I,y)ﬂ%(l’,y) - F(I,y)(ﬁm(I,y) )
E(;U,y) ’ \/E(x,y)(E(x,y)G(:c,y)—F(a:,y)Q)

Assim, se w(z,y) € X (M), temos que w(z,y) = \wi(x,y) + Aws(z,y), logo para
determinarmos uma forma local de o em M basta calcular:

wl(xay> =

a(w;(z,y),wj(x,y)), com1<i j<2,

omitiremos nos calculos abaixo o ponto arbitrario (x,y) em M.

Yo AR
a<w17w1> = (Vunwl) <v\‘¢£\/—> :_E(T ¢m+¢z <\/E)> :E¢xxa

- E¢, ~ Fo.
alwy,wy) = <V3£ (EG = ) < FEG = F2) Vg, 0y +
N
) E F
¢y%< (EG—F2)> - (EG-F?) Vi = 0, ( E(EG—F2))>
1
= e B, — Fox) = alun,w),
N
. N . » E¢y B F¢m
i) = (Vo) = (vﬁ%% E(EG—F?))
N
B 1 ( By, B0 Fo g (Eou Lo ))
E(EG — F?) E(EG — F?) E(EG — F?)
1

2 N N N
= ZEa 7 (E'éw — 2EFon, + F0L),

onde E,F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental de M em (z,y).
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Na secao 1.5 a maioria das parametrizagoes que estaremos trabalhando nos exemplos
propostos nao estao na forma de Monge, como é o caso do toro de Clifford, da superficie
obtida pelo produto de curvas e da superficie de Veronese. Assim buscamos na proxima
secao uma expressao geral para a elipse de curvatura em um ponto qualquer da superficie.

1.4 A Expressao Geral da Elipse de Curvatura

Agora, obteremos uma expressao geral para a elipse de curvatura em um ponto p de
M, uma superficie imersa em R", n > 4, para qualquer parametrizacao da imersao.

Seja M uma superficie imersa em R™, n > 4, com a conexao riemanniana V. Seja
v : 1 — M uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, como na segao 1.1. O
vetor curvatura de v é dado por V.,y' : I — TR™.

Dado um ponto qualquer p € M, através da decomposigao R" = TR" = T,M & N, M,
podemos considerar a projecdo ortogonal v : T,R™ — N, M. Assim, segue da secio 1.1
que o vetor curvatura normal é dado por

TV (Vo (1) = (v (1)) = 2/ ()22, (1) + 22" (1) (1) oy, () + 3/ () by (2).
Portanto, para cada curva passando por p no instante ¢, podemos descrever o vetor
curvatura normal através de uma aplicacao que associa cada vetor unitario do plano

tangente um vetor do espaco normal correspondente. Isto significa dizer que para cada
p € M podemos definir uma aplicacao de S; C T,M em N,M da seguinte forma

n: S; — N,M

0~ ) =71V, )(t). (1.2)
Vimos na secao 1.1 que o vetor curvatura normal de uma curva qualquer depende ape-
nas da diregao tangente considerada. Seja 7 a se¢ao normal como na defini¢ao 1.1; con-
siderando v parametrizada pelo comprimento de arco e {wy, ws} um referencial ortonormal
tangente a M em p, temos que 7' (ty) = wy cos € + wy sin @, onde o vetor curvatura normal
de v é dado por n(d) = 7 (V~')(ty). Variando 6 entre 0 a 27 temos a aplicagdo que

descreve a elipse de curvatura 7 : S; — N, M, que expressaremos a seguir:

n(0) = 7 (V) (to)
= 7 ( c08” OV, w1 + sin 0 cos O(V y, wo + Vw1 ) + sin HVwa2>
= [c032 O(Vwywi)™ 4 sin 6 cos 0 (Vo we)" + (Viywi)™) + sin® G(VMQwQ)N]

1 1
= 5[(Vw1w1)N + (VW2U}2>N] + 5 COS 20[(lew1)N — (vawQ)N] +

1
5 sin 20 [(lewg)N + (szwl)N] .

Logo,
n(0) = H + cos 20B + sin 20C,

onde H = %[(lewl)N + (vw2w2)N:| ¢ o vetor curvatura média
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B = %[(vwlwl)N - (vaU)Q)N e C= (Vw1w2)Na

pois (Vi we)Y = (Vy,w)?.

Observemos que a imersao de M em R" é parametrizada localmente em p por ¢(x,y),
como ja haviamos abordado na segdo 1.3. Além disso, podemos considerar {w;,ws} um
referencial ortonormal tangente a M em p dado por:

x, E(x, x,y) — F(x,y)o.(x,

YY) o (e y) = WO Y) = F(2y)6u y)2 '

Considerando também os calculos da aplicagao segunda fundamental

wl(may) =

(V) =

E Tx?
1
(Vw)V = W(EQ% — FoY),
1
(Vayws) = m(Ez%\; —2EF¢y, + F?¢,).

Temos que a elipse de curvatura pode ser expressa por :

1 1
n(®) = 3E (925;% + m(EQ%\g — 2EF ¢, + F2¢i\;)> +
1 N 1 2 N N 2 N

1 .

Observacao 1.3 Dado um ponto p € M podemos ter 3 casos para a elipse de curvatura
neste ponto:

1) A elipse é nao degenerada, sendo de fato uma elipse.
2) A elipse de curvatura se degenenera em um segmento de reta.

3) A elipse de curvatura se degenera em um ponto.

Definicao 1.4 Seja p € M, p é um ponto de inflexao se, e somente se, a elipse de
curvatura em p se degenera em um segmento de reta radial de p.

14



NpM

n(e)

Figura 1.3: Ponto de inflexao.

Exemplo: Superficie de translacao

Seja ¢ uma imersio de uma superficie M em R®, a superficie de translagao é

definida por
¢: UCR? — RS
(s,t) = (s, t) =a(s)+5(t)

onde « e 3 sao curvas em R’.
Consideremos a superficie de translagao:

¢: (0,21) x (0,27) — R®
(s,t) — @(s,t) = a(s) + 5(t) = (cos s,sins,acost,asint, 1 —a?) ’

onde « e (3 sao dois circulos e 0 < a < 1.

Através da expressao da elipse de curvatura em 1.3 para uma parametrizacao qualquer
de uma superficie imersa em R”, vamos encontrar a elipse de curvatura em um ponto
qualquer da superficie de translacao dada. Observemos que :

¢s(s,t) = (—sins,coss,0,0,0) e ¢(s,t) = (0,0, —asint,—acost,0).
Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie de translacao sao:

E=1 F=0 e¢ G=d.

1
Sejam p um ponto na superficie de translagao e {gbs, —gzﬁt} um referencial ortonormal
a

tangente a essa superficie.
Logo,

N = ¢gs = (—coss, —sins, 0,0,0), ¢ = ¢y = (0,0, —acost, —asint,0) e
¢st = (Ou 0,0,0, O)
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Segue da expressao da elipse de curvatura para uma expressao qualquer em 1.3 que
C =(0,0,0,0,0).
Portanto, a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta ou em um ponto.
Como
1 cost sint
B = 5 ( — coss,—sins,T,T,O>,

a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta.

A pergunta que surge é:

Os pontos desta superficie de translagao sao pontos de inflexao?

Para respondermos tal pergunta, observamos que o vetor H é dado por:

1 cost sint
H= ——(coss,sins,—,—,O).
2 a a

Como os vetores B e H sao linearmente independentes, segue que os pontos da superfi-

cie nao sao pontos de inflexao, e assim a elipse de curvatura se degenera em segmento
de reta nao radial.

Observacao 1.5 i) Geometricamente, o vetor curvatura média H da expressao acima
da elipse de curvatura, representa o vetor com extremos em p e no centro de n,(6).

NpM

Figura 1.4: Vetor curvatura média.
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i) Se M € uma superficie imersa em R®, dado p € M, o espago normal a M em p,
N,M, ¢ uma reta. Portanto, neste caso a elipse de curvatura é um segmento de
reta ou € apenas um ponto.

3
N M <R

n Ige)

Figura 1.5: Elipse de curvatura em superficies em R3.

iii) Se M € uma superficie imersa em R* e se a elipse de curvatura é uma elipse nao
degenerada, entao o plano que contém a elipse de curvatura coincide com o plano
normal N,M, jd que o espago normal neste caso tem dimensao 2.

i) A aplicagao n restrita a S* é um duplo recobrimento da elipse de curvatura. Assim,
todo ponto da elipse de curvatura corresponde a dois pontos diametralmente opostos
no circulo S*.

Destacamos alguns conceitos importantes estudados por alguns autores tais como D.K.H.
Mochida em [14], J. Little em [11] e L. F. Mello em [13], que estao diretamente ligados
ao estudo da elipse de curvatura em superficies imersas em R*.

Observacao 1.6 1) D.K.H. Mochida, em sua tese [14] faz uma interessante relagao entre
um ponto da superficie e sua posicao quanto a elipse de curvatura nesse ponto, isto é:

i) Sep € M estd fora da elipse de curvatura tal ponto é chamado de ponto hiperbdlico
de M.
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NpM

n(e)

Figura 1.6: Ponto hiperbdlico.

ii) Sep € M estd dentro da elipse de curvatura tal ponto é denominado ponto eliptico
de M.

NpM

| )

\4

Figura 1.7: Ponto eliptico.

iii) Se p € M estd sobre a elipse de curvatura tal ponto é denominado ponto parabdlico
de M.

18



n(e)

Figura 1.8: Ponto parabdlico.

2) Ainda em [14], Mochida faz uma associagao entre os pontos da superficie e a de-
generacidade em relacdo a elipse de curvatura nestes pontos:

i) Podemos associar ponto p € M a elipse de curvatura que se degenera em um Seg-
mento de reta radial deste ponto, ou seja, p € um ponto de inflexao de M.

NpM

n(e)

Figura 1.9: Ponto de inflexao.

ii) No caso em que p € um ponto de inflexdo que nao pertence a elipse de curvatura, p
€ chamado de ponto de inflexao imagindria. Quando p € um ponto de inflexdao
que pertence a elipse de curvatura, p € chamado de ponto de inflexao real.
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NpM

n(e)

Figura 1.10: Ponto de inflexao imaginario.

NpM

ne) /|p

Figura 1.11: Ponto de inflexao real.

iii) Um ponto p € M € um ponto de inflexdo “flat” ou degenerado se p é um ponto
de extremidade da elipse de curvatura.
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NpM

n®

Figura 1.12: Ponto de inflexao “flat”.

3) Em [11] J.Little, faz um estudo de fungoes associadas a imersoes de superficies em
R*. Estas funcoes estao diretamente ligadas ao estudo da elipse de curvatura. Tais funcoes
podem ser relactonadas a posicao relativa do ponto considerado e a elipse de curvatura e
sua degeneracidade ou nao.

Definicao 1.7 Seja M uma superficie imersa em R*, dados v € N,M e vt € N,M, a
curvatura normal segundo o vetor normal v, denotada ky, € dada por:

_ E(fl/guL - fyigl/) - F(&/gyl - euigu) + CTY(el/fyL - eyifu)

kn 2(EG — F?) '

Definicao 1.8 Seja M uma superficie imersa em R*, dados v € N,M e vt € N,M, a
resultante seqgundo o vetor normal v, denotada A, € dada por:

ev 2f g 0
. 1 Sy 2fl,¢ g,L 0
CAEG-F?2)| 0 e 2f, g

0 €L 2fl,1_ gL

A,

Algumas consequéncias imediatas dessas defini¢oes sao:

i) Podemos encontrar a drea da elipse de curvatura em um ponto p € M através da
curvatura normal nesse ponto, ou seja, a drea da elipse de curvatura em um ponto
p € M € calculada através da drea de S* multiplicada pelo valor absoluto da ky(p),
15to é€: -
Area(n,(0)) = 5 | En(o) |-

it) Dado um ponto p € M podemos relacionar este ponto com a sua posi¢io relativa
a elipse de curvatura, de acordo com o valor da resultante no ponto considerado,
isto é, A, (p) € > 0,=0 ou < 0 implicam que p € eliptico, parabolico ou hiperbolico
respectivamente. Qs pontos de inflexdo sao os pontos em que a resultante A, se
anula.
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iii) Se kn(p) = 0 concluimos de i) que a elipse de curvatura se degenera em um segmento
de reta radial ou nao, ou em wm ponto.

iv) Se kn(p) = A,(p) =0, entao o ponto p € um ponto de inflexao da superficie.

4) Em [13] L. F. Mello, descreve a elipse de curvatura de forma similar ao nosso caso,
através do vetor curvatura normal, associada a uma imersao

6: M — RY
(u,v) — é(u,v),

de uma superficie M em R*, isto é, a curva obtida pela aplicacdao

n(p.w) =

I(p,w)’
onde Il = II1 Ny + II3Ny, {Ny, No} € um referencial ortonormal para N,M, w € T,M e
0s II; = e;du® + 2 f;dudv + g;dv?, com e; = ¢y - Ni, fi = uv - Ni € gi = du - N
Destacamos algumas idéias encontradas em [13], relacionadas ao estudo da elipse de
curvatura.

i) Um ponto p em que o vetor curvatura média é nulo naquele ponto € dito ser um
ponto minimo da superficie.

n(6)

Figura 1.13: Ponto minimo.

iii) Um ponto p é chamado de axiumbilico se a elipse de curvatura € um circulo naquele
ponto ou se degenera em um ponto.
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N
N, p

Figura 1.14: Ponto axiumbilico.

1.5 Alguns Exemplos no Estudo da Elipse de Curvatura

Nesta secao estudamos exemplos de imersoes de superficies em R™,n > 4 e em cada
caso encontramos a elipse de curvatura associada a imersao dada.

1. Imersoes de superficies contidas em hiperplanos.

Suponhamos que ¢ : M — R* esteja contida em um hiperplano, entdao esse hi-
perplano ¢ homeomorfo ao R3. Assim considerando { Ny, No} uma base ortonormal
para N,M, podemos escolher N; tangente a este hiperplano e N normal a este
hiperplano, de forma que para todo ponto p € M, temos

€y = ¢mx(p) ' N2 =0
92 = Pa(p) - N2 = 0.

Logo, analisando a curvatura normal em um ponto qualquer da superficie M, temos:

_ E(f192 — fog1) — F(e1g2 — eag1) + G(e1fo — eaf1)

b 2(EG — F?)

=0.

Além disso, a resultante em cada ponto da superficie é

er 2fi g1 O

A — 1 e 2fa g2 0| _,
" A4EG-F2)| 0 e 2fi ¢ .
0 e 2f2 g

Segue da observagao 1.6 item 3),iv) que cada ponto da superficie M é um ponto de
inflexao. Portanto concluimos que a elipse de curvatura em um ponto p € M é um
segmento de reta radial.
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2. A projecao estereografica.

Consideremos a projecao estereogréfica ¢ : R? — S% C R* dada por

1
14+ w

¢ : (:'U7 y? Z) = (x7 y? Z’ w)?

onde w = 3(z? + y* + 22 — 1). Seja ¢ : M — R® uma imersdo de uma superficie
regular e orientada M em R3. Suponhamos que (u,v) seja uma carta positiva de M
e que {1y, Y,, N} seja um referencial positivo de R?, tal que

Yu N by

N=_1uwi*"v
| u At |

¢ um campo de vetores normais a 1. Denotemos por 1) = ¢ o 1) a projecio este-
reografica de M em S% ¢ por i) = io1 aimersio de M em R* Consideremos
{4,,%,, N1, No} um referencial positivo de R?*, com

dp(N)

Ny = )
| dp(N) ||
e N, é a normal unitaria interior a S3.

Através de alguns célculos da primeira e da segunda forma fundamentais, em termos
de v, temos:

E=(1+w)E,

= (1+w)’F,

G=(1+w)3a,
e = (1+w)?[(1+w)e + Et],
fi=0+w)?[(1+w)fi + Ft],
9= (1+w)?[(1 + w)g + G,

ey = Ea?Q = F7§2 = a7
em que t =1 - N é chamada de funcao suporte de 1. Observemos que

11, 11,
= Nk Ve

Mas [, = 52@2 + 2fdudyv + 52%2, entdo 11, = Edu’ + 2Fdudv + Gdv” = 1.

Voltando a expressao da elipse de curvatura temos:

I
Ty = TlN1 +1N,.
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Portanto, a elipse de curvatura estda degenerada em um segmento de reta sobre a
reta No = 1 para todo ponto da imersao.

Vamos agora adotar uma parametrizagao local, de modo que a primeira forma fun-
damental seja F = G =1 ¢ FF = 0. Nesta parametrizagao local os coeficientes da
primeira forma fundamental de ¢ sao:

&

Como esperavamos,

fy = LT A+ w) (A w) P - (1 +w) P A+ w) O w) ]
2EG—TF) ’

pois a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta.
. Superficie produto de duas curvas.

No exemplo 1 e 2 dessa se¢ao, vimos que a imersao estava contido em um hiperplano
e em uma hiperesfera, respectivamente. A pergunta que naturalmente poderia surgir
é:

Sempre que ky = 0, podemos “enxzergar” a superficie em um subespaco de dimensao
menor?

Imersoes que nao estejam contidas em hiperplanos e hiperesferas, podem ser obtidas
da seguinte maneira:

Sejam
B: I — R? v: I — R?
to— B0 = (A0.60) © o ) = (nd)20)

duas curvas simples, fechadas e regulares. A superficie produto de curvas é
definida por

a: IxJ — R*

() — (8% 7)(,0) = (Bilu), o), 1(0), 2(0) ).
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3.1)

Claramente « é diferenciavel, pois as fungoes coordenadas as sao. Além disso, temos

o, = (B1(w), B3(1),0,0) ey = (0,0,7](0), 74(v)).
Portanto, o € uma imersao. Observe que:

F=ay a= (5;(@,5;@),0,0) —0 e aw=(0,0,0,0).

Logo,
flzauv'leo € f2:auv'N2:0-
Assim,
- E(f192 — fog1) — F(e1g2 — e2g1) + G(erfo — eaf1) —0
N 2(EG — F?) '
A superficie produto de uma cardidéide e de um circulo.

Neste exemplo construimos o produto de duas curvas especificas e a partir dai en-
contramos a elipse de curvatura associada a imersao definida pelo produto.
Sejam

Br: [0,7)U (w21 — R?
t — P1(t) = (2cost + cos2t,2sint + sin 2t)

Ba: [0,27] — RZ
t = [at) = (sint,cost),

as curvas no plano que descrevem uma cardioéide e um circulo, respectivamente. Seja

X: ([0,77) u (7r,27r]) x [0,27] — R?
(u,v) — X (u,v) = (2cosu + cos 2u, 2sin u + sin 2u, sin v, cos v).

Temos

X, = (—QSinu — 281n2u,2czosu+QCOSQu,0,0),
X, (0,0, cosv, —sinv),
Xuww = (—2cosu —4cos2u, —2sinu — 4sin 2u, 0,0),
Xpw = (0,0, —sinv, —cosv),
Xuw = (0,0,0,0).

Os coeficientes da primeira forma fundamental de M em (u,v), sdo:

EF = X, X,
= (—2sinu — 2sin2u)? + (2 cosu + 2 cos 2u)?
= 4sin®u + 8sinwsin 2u + 4sin® 2u + 4 cos® u + 8 cos u cos 2u + 4 cos? u
= 8+ 165sin® cosu + 8 cos u cos 2u

= 8+ 8cosu(2sin®u + cos® u — sin” )
= 8+ 8(sin®u + cos® u)

= 8+ 8cosu,
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F=X, X,=0 e G=X, X, =cos?v+sin?v = 1. Observemos que dados

Xu .
peMe { X H,XU} um referencial ortonormal de T, M, temos :

p
X X
qu = qu . . - + (qu : Xv)Xv + (qu>N
( I X, ||) B

X X
va - va : . ! + (XUU ' X’U)X’U + (X’UU)N'
( B9 H) A

Ve

Logo,
4sinu
qu N = qu —Xu va N - qu Xuv N = Xuv = U
(Xuw) * 8+8cosu (Xuw) e (Xuw) 0

Sabemos que dada uma superficie M imersa em R™;n > 4 podemos calcular a
expressao da elipse de curvatura em qualquer ponto de M e sua expressao é dada
por:

00) = & (XN + et (BPXN —2BFXY + F2XN) )+

25 (X, — st (B2XD = 2BF XY, + F2XN,) ) cos 20+

Entao,
C =(0,0,0,0),

segue da expressao da elipse de curvatura, que em todo ponto da superficie a elipse
de curvatura se degenera em um segmento de reta ou em um ponto.
Além disso,

1
B = m( — 1 —32cos2u — 8cos® u(1 + 6 cosu), —4sin 2u(9 + cosu),0,0)

1
—1—5(0, 0,sinv,cosv) # 0,

logo, a elipse de curvatura se degenera em segmento de reta.

Surge a seguinte pergunta:

Os pontos da superficie gerada pelo produto de uma cardidide e de um circulo sdo
pontos inflexao ?

Afim de respondermos tal pergunta, analisamos os vetores H e B

1
H = m( — 1 —32cos2u — 8cos? u(l +Gcosu),—4sin2u(9+cosu),0,0> +
1

0,0, —sinwv, —cosv).
2
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3.2)

Observe que: H=U+V e B=U -V, onde

1
U= m(— 1 — 32 cos 2u — 8 cos? u(1 —|—6czosu),—4sin2u(9—i—cosu),0,0),

1
V= 5(0, 0, —sinv, — cosv),
sao vetores linearmente independentes, entao H e B o sao. Assim, todos os pontos da

superficie nao sao pontos de inflexao, porém todos os seus pontos se degeneram
em um segmento de reta.

O produto de um circulo e uma elipse.
Sejam
By: [0,271] — R?
t > [Bi(t) = (cost,sint)
e

By: [0,27] — R?
t —  Bi(t) = (acost,bsint),
curvas no plano, com a > b > 0. Seja produto das curvas 3; e 8 dado por:
X :[0,27] x[0,27] — R?
(u,v) =  X(u,v) = (cosu,sinu,acosv,bsinv).
Temos
X, = (—sinwu,cosu,0,0),
X, = (0,0,—asinv,bcosv),
Xuw = (—cosu,—sinu,0,0),
Xopw = (0,0,—acosv,—bsinwv),
Xw = (0,0,0,0).

Os coeficientes da primeira forma fundamental de M em (u,v) sd@o dados por:

S

E=1, F=0-¢e¢ G=a*sin®v+0b*cos’v.
Utilizando os mesmos argumentos do exemplo anterior temos:

(a® — b*) sin 2v

2(a?sin® v + b2 cos? v)

(qu>N = qua (XUU)N = X’UU + X’v € Xu’v = (07 Oa 07 0)

Logo,
C =(0,0,0,0)
e a elipse de curvatura em cada ponto da superficie é degenerada. Além disso
1
H = ) [(cos u,sinu, 0,0) —
ab

0,0,b,asi
2((12 sin® v + b2 cos2 ,U)Q ( a sin U)
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3.3)

1
B = —5[(c0su,sinu,0,0)+

ab

0,0,0,asi .
2(a?sin® v + b2 cos? v)? ( asinv)

De forma analoga ao exemplo anterior, H=U +V e B=U —V, onde

1 . —ab .
U= —§<COSU,SIHU,0,0) e V= a2 sin? vt P cos? v)z(O’O’ b,asinv),

sao vetores linearmente independentes, o que mostra que H e B também o sao.
Portanto, os pontos da superficie nao sao pontos de inflexao, porém a elipse de
curvatura se degenera em um segmento de reta.

Toro de Clifford - Produto de dois circulos.

Consideremos o toro de Clifford descrito na segao 1.3, dado pela imersao

1
X (u,v) = —=(cosu, sinu, cos v, sinv).

V2

Os coeficientes da primeira forma fundamental do toro de Clifford, denotado por T,
em p = (u,v) sdo:

E:XU.XUZ%, F=X,-X,=0 e G:Xv-Xv:%.

Além disso,

1
V2 V2
Dados pe T e {\/§Xu, \/§XU} um referencial ortonormal para 7,7 temos:

Xuu = (—cosu, —sinu,0,0) e X,, = (0,0, — cosv, —sinv).

(va>N = va - Q(va : Xu)Xu - Q(va : Xv)Xv'
Portanto,
(qu)N = qu (X’U'U>N = Xm); € (Xu'u)N = 0.

Analisando os vetores H, B e C' da elipse de curvatura, temos inicialmente que
¢ =(0,0,0,0),

0 que garante que a elipse de curvatura se degenera num segmento de reta ou em
um ponto. Como

B = (— cosu, — sinu, cos v, sinv),

Sl
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entao a elipse de curvatura nao se degenera em um ponto e

H = —(—cosu, —sinu, — cosv, — sinv).

V2

Claramente H e B sao linearmente independentes, com isso concluimos que os pontos
do toro de Clifford nao sao pontos de inflexao. Contudo a elipse de curvatura em
um ponto qualquer, associado a imersao X que descreve o chamado toro de Clifford,
é um segmento de reta nao radial.

A superficie de Veronese.
Seja a aplicagdo de Veronese de ordem 2 (veja Apéndice):

& R — R
(.1:1,37271'3) = (x%,x%,xg,\/?J:le,\/§x1$3,\/§x2x3).

A imagem £(S?) é chamada superficie de Veronese e ¢ uma superficie esférica
5
em R°.

De fato,
& S? — RS
(e, 22 ) — (2202 (2(2, )% V2, V2u2(w,y), V2y2(2,1)),
onde z(x,y) = /1 — 22 — 2. Notemos que:
Pyt 2y 4 20222 122 = 2P 4 ) R R 4 2R

22({E2+y2+22)
= 1.

Logo, £(S%) C S°.
Além disso, £(S?) esta contida no hiperplano H, onde

Portanto, £(5?) C HN (S?) = S*(a,r) C R5.

A expressao da superficie de Veronese em R® ¢ dada por:

E=RLE: 82— 54(%)
(-1'7 Y, Z) — <3y2 - 17 —\/§($2 + 2% — %)7 \/ﬁxy, \/51'2, \/5@}2)

Vamos obter a elipse de curvatura em pontos da superficie de Veronese £(S?). Ob-
servemos que para quaisquer dois pontos p,q € S2, distintos, existe uma isometria
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linear que leva p em gq.

Além disso, sabemos por [19] que uma isometria linear i : R” — R” induz uma
isometria em R"™ o R", o produto simétrico de R".

Assim, utilizando esses fatos, concluimos que na superficie de Veronese a elipse de
curvatura coincide em todos os seus pontos.

Determinaremos a elipse de curvatura no ponto (0,0, 1) € S?. Notemos que

&lw,9.2) = (0.-2v20,v22(2,) + V2rz(2,), V2yz(e,) ).
&(x,y.2) = (\/53/, —V2y, V2,V 2wz (x,y), V22(2,y) + V292 (x, y)>~
Logo,
£:(0,0,1) = (0,0,v/2,0) e £,(0,0,1) = (0,0,0,v?2).
Os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie de Veronese em (0,0,1)
sao
E=G=2 e F=0.

Observe ainda que:
Con(@,y,2) = (0,—2\/5,2\/%(:6,1/)+\/§:czm(w,y),\/§yzm(x,y)),
E(T,y,2) = (\/5,—\/570,ﬁfﬂzyy(%y)ﬂﬁzy(x,yHﬂyzyy(m,y)>,
Eaw.,2) = (0,0.V2,v22(2, ) + V22 (2,9), V22, (w,9) + VIyz(2,1)).
Entéo,
£22(0,0,1) = (0, —2v/2,0,0,0), £,,(0,0,1) = (vV6,—+/2,0,0,0)

e &,(0,0,1) = (0,0,/2,0,0).
Podemos escolher o referencial ortonormal {%251(0, 0,1), \%fy(o, 0, 1)} tangente de
tal forma que:

(€(0,0,1)" = £4(0,0,1) = (0,-2v2,0,0,0),

(gyy(()? 0, 1))N = gyy(()? 0, 1) = (\/Ea _\/57 0,0, 0)7

(€4(0,0,1))% = £,(0,0,1) = (0,0,v2,0,0).

Segue que a elipse de curvatura é dada por:

1 1 1
n(0) = Z(\/6, —3v/2,0,0,0) + 1(_\/6= V2,0,0,0) cos 20 + 5(0, 0,v/2,0,0) sin 26.
Os vetores %(—\/6, v/2,0,0,0) e %(O, 0,4/2,0,0) sdo vetores linearmente indepen-
dentes e tém o mesmo comprimento. Portanto, a elipse de curvatura em (0,0,1) é
uma circunferéncia, com centro H = %(\/6, —3v/2,0,0,0) e raio r = /2.
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5) Superficie de translagao.
Seja a superficie de translagao dada por:

X : ((0,27r) . {g}) x (0,21) — R*
(s,t) — X(s,t) =a(s)+ B(t) = (coss + 3t,sin s, cost,sint),

onde § é tal que sin’3 < % e

a: (0,2r)—{s} — RY
s —  a(s) = (coss,sins, 0,0)

?

g: (0,2r) — R?
s —  [(t) = (3t,0,cost,sint).

Temos que:
X, = (—sins, coss,0,0) e Xy = (3,0, —sint, cost).
Portanto,
X = (—coss,—sins, 0,0) e Xy = (0,0, —cost,—sint).

Dados p € M e {Xj,, %Xt} um referencial ortonormal para 7, temos:

9 3 3
(X )N = ( —sins + 7 08 8,€08 8, —— cos ssint, 7 C08 5cos t) (X)) = Xy

e (X)) = (0,0,0,0). Analisando a férmula 1.3 para a elipse de curvatura em um
ponto p € M associada a imersao X, temos

—3sin s . 9 3 . 3
C = ——————| —sins+ —coss,coss, ——cosssint, — cosscost |,
V4 —9sin? s 4 4 4
B L Dsins + 2 coss, 2 {(3sint + 1), ¢
= ——| —2sins+ —coss,2coss, — cost(3sin ,—cosscost |.
(4 — 9sin® 5) 2 4

Observemos que para (s,t)=(0,0) temos:

1(9 3
B=>|22-1,° -
4(2,, ,4>eC 0,

o que mostra que a elipse de curvatura em (0, 0) associada a superficie de translagao
¢ um segmento de reta.
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Por outro lado, considerando o ponto (s,t) = <%, 0> temos:

1(9 3 —44+9vV3 V3 3V3
——[Z2 172 A S S A
B 4(2’2’ ’4) e ¢ ( g 2073

Como B e C sao linearmente independentes e tem comprimentos distintos, entao a

s
elipse de curvatura em <€’ O) ¢ uma elipse.
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Capitulo 2

Semiumbilicidade e Umbilicidade em
Superficies Imersas em R

Neste capitulo, com base nos trabalhos de S. M. Moraes em [19], M. C. Romero-Fuster
e F. Sanches-Bringas em [24], estendemos alguns conceitos da geometria de superficies em
R3 para imersoes de superficies em R*.

Considerando uma superficie M imersa em R* p um ponto em M e v uma direcao
normal a M em p, na primeira se¢ao definimos as v-dire¢oes principais, v-diregoes assin-
toticas, v-curvaturas principais e as v-linhas de curvatura.

Na segunda secao mostramos que em superficies imersas em R* os conceitos de
v-umbilicidade e semiumbilicidade sao equivalentes.

Na terceira secao relacionamos os conceitos de campos paralelos com a fungao curva-
tura associada a superficie e mostramos uma relacao importante entre superficies
v-umbilicas e superficies hiperesféricas.

2.1 v-Umbilicidade e v-Linhas de Curvatura

Seja. M uma superficie imersa em R* no capitulo 1 definimos a aplicacao segunda
fundamental, denotada por a. Dados p € M e v uma direcao normal a M em p, o define
uma forma bilinear e simétrica, denotada por H,,, dada por:

H,:T,M xT,M — R
(X(p),Y(p) = H,=a(X,Y)(p) v

No caso de superficies imersas em R?, definimos uma tinica aplicacdao segunda forma
fundamental da superficie devido a tnica dire¢ao normal presente, mas no caso de super-
ficies imersas em R"™, n > 4 para cada direcao normal v temos uma aplicacao.

Definicao 2.1 Seja M uma superficie imersa em R",n > 4, dados p em M e v um
vetor normal em N,M, a segunda forma fundamental de M em p segundo o vetor
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normal v, denotada por I1,, € a sequinte forma quadrdtica:

I1,:T,M — R
X(p) — I1L,(X(p)=H,=aX,Y)(p)- v

Dados p € M e v € N,M, podemos considerar o operador de forma S, que é uma
aplicagao linear auto adjunta, que satisfaz

SV(X<p)) Y = HV(X7 Y)(p,

onde X, Y sao campos de vetores tangentes a M.
Em [2] temos a seguinte igualdade: S,(X) = —(Vs7)', onde X e ¥ sdo respectiva-
mente as extensoes de X e v, sobre uma vizinhanca de p em R*.

A partir disso, podemos expressar a segunda forma fundamental em X € T,M, em
termos do operador de forma, do seguinte modo:

I1,(X) = S,(X) - X.

Analogamente ao caso de superficies imersas em R3, consideremos I L, como I, &
continua e S! é compacto, segue que /1, atinge seu maximo e minimo em S, isto &,

‘51
existem 6, e 0, direcoes em S!, tais que:

ky =11,(0,) <IL,(0) <II,(02) =ky VOeS.
Assim temos a seguinte definicao:

Definicao 2.2 Sejam M uma superficie imersa em R*, p um ponto em M e v um vetor
nao nulo em N,M. Dizemos que uma diregao 6 nao nula em T,M € uma v-direcao prin-
cipal se, e somente se, a aplicagao 11, atinge sew mdaximo ou minimo em 6. Os corres-
pondentes valores ki mdrimo e ko minimo sao chamados, respectivamente, v-curvatura
principal mdxima e v-curvatura principal minima.

Definicao 2.3 Um ponto p em M é v-umbilico se, e somente se, a v-curvatura mdxima
coincide com a v-curvatura minima. Neste caso, v € uma direcao de umbilicidade
para M em p. Dizemos que uma superficie M é v-umbilica se todos os seus pontos sao
v-umbilicos.

Observacao 2.4 Analogamente ao caso de superficies imersas em R?, dado p um ponto
em M, superficie imersa em R*, se p nao é v-umbilico, entdo as diregcoes principais 0, e
0y em T,M* sao ortogonais.

De fato, o operador de forma S, = —Vyvr é uma aplicacao linear auto-adjunta e
a(X,)Y)-v=95/(X)-Y, X,)Y € T,M. Entdo existe uma base {w;, wy} ortonormal
constituida de autovetores de S, e os respectivos autovalores sao o maximo e minimo do
operador de forma.
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Assim,

I,(w) = alw,w)-v
= cos? 011, (w;) + 2sin() cos(#)a(wy, wsy) - v + sin®(O) I 1, (ws)
= cos*(0)ky + 2sin(0) cos(0)S, (wy) - wy + sin®(0) ky
cos®(0)ky + sin®(0) ks,

comw € T,M.
Se 0 e 0, sao dire¢oes principais e p é um ponto nao v-umbilico temos:

I1,(w) = cos?(0)ky + sin®(0)kq,V w € T, M,

onde 0 é o angulo entre w; e ws.
Portanto,
ko = cos?(0)ky + sin®(0)k,.

Logo,
(ky — k2) cos® 0 = 0
T
e dai que 6 = 5
Assim, se considerarmos U, o conjunto de todos os pontos v-umbilicos de M as
v-diregoes principais definem dois campos tangentes mutuamente ortogonais em toda
a regiao M \ U,. Com isto, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.5 As curvas em M correspondentes aos dois campos tangentes mutuamente
ortogonais em toda a regigo M \U, sao chamadas as v-linhas de curvatura principal.
As duas folheagoes ortogonais juntamente com os pontos criticos (v-umbilicos) formam o
que chamamos de v-configuracao principal de M.

A equagao diferencial das v-linhas de curvatura é expressa em [24| e dada da seguinte
forma:

onde
A M— R

p— Ap),

é uma funcao diferencidvel chamada fungao curvatura associada a M.

Suponhamos que ¢ : M — R* é uma imersao de uma superficie M em R* e d C M &
uma vizinhanga com coordenadas locais (u,v). Sejam E, F' e G os coeficientes da primeira
forma fundamental nesta carta coordenada.

Definicao 2.6 Seja M uma superficie imersa em R",n > 4, os coeficientes da se-
gunda forma fundamental sequndo o vetor normal v, sao dados por:

e, = Il(w)=—a(w,w)- v,
fr = —a(w,ws) - v=—a(wy,w) - v,
g = 1I(wy) = —a(wy, wy) - v,
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em que {wy,wa} € um referencial ortonormal adequado para o conjunto de todos os campos
de vetores tangentes X (M).

Considerando os coeficientes da segunda forma fundamental a equacao diferencial das
v-linhas de curvatura em um sistema de coordenadas locais é dado por:

(f,E — e, F)du* + (9, F — e,G)dudv + (g, F — f,G)dv* = 0. (2.1)

Se o sistema de coordenadas considerado é isotérmico (por exemplo a forma de Monge),
ouseja, F =G > 0e F =0, a equacao das v-linhas de curvatura é dada por:

fodu® + (g, — e,)dudv — f,dv> = 0. (2.2)

No que segue, vamos denotar por E, o subespaco vetorial de N,M paralelo ao espago
afim que contém a elipse de curvatura 7,. Se 7, é uma elipse nao degenerada, entao
E, = N,M. Se n, se degenera em um segmento, entao F, ¢ uma reta que passa pela
origem de N,M, e quando 7, se degenera em um ponto, temos que E, = {On,}-

Além disso, da construcao da elipse de curvatura, se 7, ¢ nao degenerada, entao B e
C sao linearmente independentes e portanto, geram o plano E,. Se 7, se degenera em
um segmento, os vetores B e C sio linearmente dependentes, e dai E, é gerado por B (se
B #0) ou E, ¢ gerado por C (se C' # 0).

Agora ja estamos em condigoes de enunciar o teorema que nos comprova que quando
um ponto p é r-umbilico, as v dire¢goes normais encontram-se no espago ortogonal ao
subespaco linear £, que contém a elipse de curvatura.

Teorema 2.7 Sejam M uma superficie imersa em R*, p € M e v um campo de vetores
normais a M em p. Um ponto p é v-umbilico se e, somente se, v(p) € EpL.

Demonstracao: Seja M uma superficie imersa em R* assumiremos que a imersao é
dada localmente em p na forma de Monge, isto é

¢ (R2, (0, 0)) s <R4, (0,0,0, 0))
(z,y) (w,y,¢1($,y)>¢z(x,y)>-
A equacao das v-linhas de curvatura é dada por:
fodu® + (g, — e,)dudv — f,dv* = 0.
Observando as v-linhas de curvatura temos que p é v-umbilico se, e somente se,
fu=0 e g,—e,=0.
Mas, sabemos que
e = bu(D) v, [o=0u®) v e g =dy(p) v
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Por outro lado, analisando a expressao da elipse de curvatura, temos:
1 1

Assim, f, =0e g, —e, =0 < ¢(p) - v =0¢ (qu(p)—¢yy(p)) v =0 <
C’-l/:()eB-V:0<:>1/J_Ep,poisEp:<B,C>. 0O

Lema 2.8 Seja M uma superficie v-umbilica para algum campo normal v. A configu-
racao principal de qualquer campo de vetor mormal p linearmente independente a v €
univocamente determinado.

Demonstracao: Seja ¢ a imersdo de uma superficie M em R*, para cada ponto p € M
consideremos um sistema de coordenadas locais isotérmicas, isto é, E =G =1e F = 0.
Definimos v+ = ¢, A ¢, Av € N (M), o produto vetorial dos campos de vetores ¢,, ¢, V.
Para cada p € M o conjunto {gbu(p), ou(p), v(p), u(p)L} ¢ uma base ortogonal para
T,R* entdo para qualquer campo de vetor normal p, existem a,b : U — R tais que
p = av + bvt e os coeficientes da segunda forma fundamental podem ser expressos por:

€ = —Quu P = —Ouu * (CLV + bI/L) =ae, + be, 1,
fp = _¢uv'p:_¢uv'(al/+byj_>:afl/"i_bfula
gp - _gbvv P = _¢v'u : (ay + bVL) = ag, + bgyL.

Portanto, a equacao das v- linhas de curvatura nestas coordenadas é:
(af, +bf,1)du* + (ag, + bg,. — ae, + be, 1 )dudv — (af, + bf, )dv* =0 <<=
a(f,du® + (g, — e,)dudv — f,dv®) +b(f,Ldu® + (g,. — e,1)dudv — f,1dv?) = 0.
Como M é v-umbilica, temos f, =0 e g, — e, =0, dai que
b(f,odu® + (g, — e,1)dudv — f,.dv?) =0,

com b # 0, pois caso contrario p = ar, uma contradicao com a hipotese de que p e v sao
linearmente independentes.
Logo,
fordu® + (g0 — ey1)dudv — f,Ldv* =0,

1

o que mostra que as configuragoes principais de p e v— coincidem. 0O

Lema 2.9 Sejam M uma superficie imersa em R* e p um campo de vetores normais a
M, entao:

i) As linhas coordenadas da parametrizacao de M coincidem com as p- linhas de cur-
vatura se, e somente se, F'=0 e f, = 0.

ii) Neste sistema de coordenadas as curvaturas principais tém a sequinte expressao:
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]{?1 = e_Ep € k‘z = %
Demonstragao: i) Se as linhas coordenadas coincidem com as p-linhas de curvatura,
entdo devem ser ortogonais. As linhas coordenadas sdo dadas por a(u) = ¢(u,vg) e
B(v) = ¢(up,v). Como « e [ sdo ortogonais, entdo em qualquer instante ¢y, temos que
o (to) - B'(to) = 0, o que mostra que F' = ¢(u) - ¢p(v) = o' (u) - §'(v) = 0.
A equagao das p-linhas de curvatura em coordenadas locais (u,v) é dada por :

foEdu® + (g,FE — e,)Gdudv — (g,F — f,G)dv* = 0.

Como as linhas coordenadas coincidem com as p-linhas de curvatura, a linha coorde-
nada a(u) = ¢(u,vy) verifica a equagao das linhas de curvatura, e ainda «, = 0.

Logo, ,

oJe!
fobg =0,

entdo f,£ = 0. Utilizando o fato que ¢ é uma imersao, entdo {¢,,$,} ¢ uma base
ortonormal tangente em cada ponto da superficie, dai que ¢, # 0, entao E = ¢, - ¢, # 0,
concluimos que f, = 0.

Reciprocamente, se F' =0 ¢ f, = 0, temos da equagao 2.1 que
(9,FE — e,G)dudv = 0,
op

o)
mas se a(u) = ¢(u,v) e B(v) = P(ug,v) entao — = 0 e — = 0. Portanto, as curvas
coordenadas satisfazem a equagao diferencial das p-linhas de curvatura.

i1) Seja X um campo de vetores tangentes a M, entao X = X'¢, + X?¢,. Escrevendo

em coordenadas a expressao do operador forma, temos:
Sp(X) = =Vxp=—(X"p, + X?p,)" = X' (andu + azdy) + X* (1204 + azdy).

Por outro lado, como a componente tangente de p, = —V, p ¢ -S,(9,), calculamos os
coeficientes da segunda forma fundamental com respeito a p nestes termos. Utilizando o
fato de que p- ¢, =0e p- ¢, =0 e derivando essas igualdades, obtemos:

Po* Pu = —Puyp,
Po Py = —Quy - p-

Os coeficientes da segunda forma sao:

€p = Guu " P = —Pu - Pu = ank +ankF,
fp = Qu P = —pPv Qu=ankl + an G,
9o = ¢vv P= —Pu be = a12F" + axnG.

. . e
Resolvendo esse sistema para a;; com as condi¢oes F' = 0 = f,, obtemos: ai; = Ep’

e
:&:0:&:@28@2:&. Portanto,klz—p,krgzﬁ.

=g E G E G m
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2.2 Umbilicidade e Semiumbilicidade

Definicao 2.10 Seja ¢ : U C R? — R* uma imersao local de M em R*, dada v uma
direcio em R, a funcdo altura de ¢ na direcio v € R*, denotada por h,, € a sequinte
funcao
hy :UCR* — R
(‘Tay) — hv(x7y> - ¢<$,y) " v.

A funcao h, tem uma singularidade em p € M se, e somente se, v € N, M. De fato

Oh, 99

5, P = 0 5y P) v =0
h, tem singularidade em p < 5 & 5

hy, B [0) B

o (p) = 0 ay(p) v =0

se e, somente se, v ¢ ortogonal ao plano tangente 7,M, o que equivale dizer que v € N,M.
A préxima proposicao, envolvendo fungao altura, seré ttil em alguns desenvolvimentos.

Proposicao 2.11 Seja M uma superficie imersa em R™ n > 4. Dados p um ponto em
M e v um vetor nao nulo em N,M as formas quadrdticas 11,(p) e Hess(hy)(p) coincidem.

Demonstragao: Dado p = (0,0) em M, tomemos um referencial ortonormal {w;, ws}
para T,M e {ws, ..., w,} para N,M. Suponhamos que a imersao de ¢ de M em R" é dada
localmente em p na forma de Monge, isto é:

o <]R2, (0, 0)) . (R”, (0, .., 0))
([E, y) — Tw; + Ywa + ¢1<x,y)U)3 + ...+ gbn_g(x,y)wn,
o P; .
(,;; (p) = (,;Z (p) =0parai=1,..,n—2.
Para qualquer vetor normal v € N,M, podemos escrever v = viws + ... + Vp_2Wy, logo
a funcao altura na direcao v é dada por:

com

h, : (R?,0)

— R
(z,y) = h

v(x7y) = gZS(JZ,y) U= Ul¢1(xay) + ...+ Un_qun_Q(I,y).

Temos entao

Ph, = 9°h,, = Ph, =
O (p) = Z%Ui, 8x—€9y(p) = Zbﬂ)i e By? (p) = ZQ‘%

onde

a; = 81’2 (p)7 bl = axay(p) e G = ayQ



parat=1,...,n — 2.
Os  coeficientes da segunda forma  fundamental segundo o  vetor
v € Np,M sao dados por

€y = ¢:c:(:(p) v, fv = ¢xy(p) U € Gy = ¢yy(p) - v.

Logo,
n—2

n—2 n—2
€y = E av;, fo= E bv; e g, = E CiUs;.
i=i i=i i=i

Portanto,

n—2 n—2
D_aiwi Y b
=1 =
n—2 n—2
D_bwi Y e
i=1 =i

= Hess(hy(p)).

A partir da funcao altura podemos definir uma dire¢cao binormal:

Definigao 2.12 Sejam M uma superficie imersa em R*, p € M e v € N,M, dizemos

que um vetor v € NyM ¢é uma direg@o binormal se a forma quadratica Hess(h,(p)) €
degenerada, ou seja, det(Hess(h,(p))) = 0.

Através da funcao altura associada a um vetor binormal b, podemos definir as direcoes
tangentes assintoticas:

Definigao 2.13 Sejam M uma superficie imersa em R*, b € N,M uma dire¢io binormal
em um ponto p € M. Dizemos que 0 nao trivial em T,M ¢é uma diregao assintdtica se
6 € ker(Hess(hy(p))).

Observacao 2.14 Segue da proposi¢ao 2.11 que se 0 € T,M é uma diregao assintdtica e
b € a dire¢ao binormal associado a diregao 0, entao 0 € uma diregao na qual IT,(0) = 0.

Exemplo:
Consideremos o toro de Clifford, descrito no capitulo 1 na secao 1.5 exemplo 3.3,

através da imersao: )
X(u,v) = —=(cos u, sin u, cos v, sin v).

V2
E claro que {X1, X5, X3, X4}, onde

X; = (—sinu,cosu,0,0),

Xy = (0,0,—sinv,cosv),

X3 = ——=(cosu,sinu,cosv,sinv),

Xy = (— cosu, — sinu, cos v, sin v),

G-l
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¢ uma referencial ortonormal de R* tal que X; e X, sdo tangentes a X e X5 e X, sao
normais a X. Vamos encontrar um vetor binormal unitario no toro de Clifford. Para isto,
consideremos um vetor p = aXs + bXy, onde a,b : U — R sao funcgoes diferencidveis,
tais que a® + b* = 1.

Os coeficientes da segunda forma fundamental segundo o vetor p sao:

1 1 1 1
ep:§a—§b, fr,=0 e gp:§a+§b.

Afim de que p seja um vetor binormal, devemos ter det(Hess(h,)) = 0. Como

la—1p 0
Hess(hy,) = | 2 02 IS
2 2

2

segue que det(Hess(h,)) = 0 se, e somente se, a® —b*> = 0, ou seja, se, e somente se, a = b

ou a = —b.

Como desejamos um vetor binormal unitario, devemos ter a = b = oub =

Sl
@

Sl

a=——:.

V2

Lema 2.15 Suponhamos que {b;}, para i = 1,2, sao dois campos de vetores binormais
em M e as correspondentes linhas assintdticas sao mutuamente ortogonais, entao

i) As linhas assintdticas sao as linhas de curvatura para ambos campos binormais.
it) M € v umbilica para v = koby + k1bs.

iii) Dado um campo de vetores normais p linearmente independentes a v, as p-linhas de
curvatura coincidem com as linhas assintoticas de M.

Demonstracao: Considere b; um campo de vetores binormais qualquer, e seja v € T, M
um vetor que define uma direcao assintética.

Assim, u € Hess(hy,), onde hy, ¢ a funcao altura associada ao campo binormal b;.

Como o hessiano coincide com o operador de forma S, em p, o vetor u é um autovalor
de Sy, correspondente ao autovalor 0. O outro autovetor deve ser ortogonal a este, pois por
hipotese ele esta associado a uma outra dire¢ao assintética em um ponto nao b;-umbilico.

Entao, as linhas assintoticas associadas aos binormais b; sao linhas de curvatura nestes
campos.

i1) Segue de i) que a equacao das linhas de curvatura com respeito a by e by coincidem.
Assumindo uma carta de coordenadas locais isotérmica, isto é £ = G > 0e F = 0, as
equagoes das b;, i = 1,2, linhas de curvatura sao dadas por:

fosdu® + (g, — €y, )dudv — fr,dv* =0, para i=1,2.
Assim, existe r : M — R tal que
fbl = be2 € Ggby — €y = r(ng - eb2)7
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entao
Joo =7fo, =0 € gy, — g, — (€5, — Trep,) = 0.

Utilizando o fato que b; e by s@o vetores binormais, entdo det(hess(hy,(p))) = 0,

1 : 9
podemos assumir que e;, = g, = 0, assim r = _j-
2

Portanto, M é v-umbilica para v = by + &62, pois:
€b2

fo= 6 (®) - (b1 +2282) = for 1 iy = 0

61;2

Gy — € = Oyy(p)- (bl + g—252> + Gue(p) - <b1 + “Zi%)

= o, — Tqp, — (€4, —TER,) = 0.

Consequentemente, M é %V-umbﬂica, ou seja, € umbilica para %bl + %bg. Segue do
lema 2.9 que M é (kaby + k1be)-umbilica.

i7i) Seja p um campo de vetores normais a M linearmente independente a v. Como
M é v-umbilico, de acordo com o lema 2.9 as configuracoes principais de p e b; coincidem.
Assim, as p-linhas de curvatura coincidem com as b;-linhas de curvatura e pelo item i) as
p-linhas de curvatura coincidem com as com as linhas assintéticas. 0O

Lema 2.16 Nas hipotese do lema 2.15 a curvatura associada ao campo v € dado por
A = kikoE.

Demonstracao: Sabemos que M é v-umbilica, logo k; = ks, dai a curvatura associada
ao campo v ¢ dada pelo lema 2.9 por:

e
A =2
E
Mas,
€y b
e ¢ (E 1+ T
€y Cby b, €bsy
E E

Como b; é um vetor binormal, det(Hess(hy,)) = 0, podemos assumir que e, = 0,
entao

A = % = kiey, = kkoE,

. €p
ja que ko = EQ 0O
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~ . R v
Observagao 2.17 Dado um campo v de vetores normais em M, seja UV = m Se M
v
€ v-umbilica, a equacao das v-linhas de curvatura em um sistema de coordenadas locais

1sotérmicas € dada por:

fodu® + (g, — e,)dudv — f,dv* =0

1

vl

(fl,alu2 + (9, — ey)dudv — fl,dUQ) =0

<~
fodu® + (g — ep)dudv — frdv* = 0.

Logo, M é v-umbilica se, e somente se, é U-umbilica.

No que segue, trabalharemos com vetores normais unitarios, o que nos é garantido
pela obervacao acima.

Definicao 2.18 Um pontop € M é semiumbilico se, e somente se, a elipse de curvatura
em p se degenera em um segmento de reta.

Teorema 2.19 Seja M uma superficie imersa em R*. As sequintes condicoes sao equi-
valentes em M :

i) M tem dois campos ortogonais de linhas assintdticas definidos globalmente em M.
it) M € v-umbilica para algum campo normal v definido globalmente em M.
iit) A curvatura normal de M é nula em todo ponto.

i) Todos os pontos de M sao semiumbilicos.

Demonstragao: i) = ii) Pelo lema 2.15.

i1) = iii) Suponhamos que M é v-umbilica para algum campo normal v definido
globalmente em M. Consideremos um sistema de coordenadas locais e um referencial
ortonormal {X;(p), X2(p), v(p),v(p)*} para o T,R*. A 4rea da elipse de curvatura pode
ser dada em termos dos coeficientes da segunda forma fundamental nas diregoes de v e

vt e em termos da curvatura normal ky por:

™

7r
A(np(e)) = 5 (ev - gl/)fl/L - (‘21/L - gul)fv - § | kN| y
onde A(n,(0)) é a area da elipse de curvatura.

Como M ¢é v-umbilica, entao todo ponto p ¢é wv-umbilico, pela equagao das
v-linhas de curvatura temos que: f, =0e g, =e,.

Segue da expressao da curvatura normal que ky = 0.

iii) <= iv) Sabemos que

™

Ap(0)) = 5| (e0 = 9)fu = (v = g )fu| = 5 v |

44



Se ky = 0, a area da elipse de curvatura pela expressao acima é nula, entao a elipse
de curvatura se degenera em um segmento de reta ou em um ponto se, e somente se, a
curvatura normal é nula.

i1i) = 1) Se todos os pontos de M sao semiumbilicos, pelo que foi feito no item

anterior temos ky = 0. Por Little em [11] vemos que tan®(f; — ) = onde A é a

k3’
funcao resultante e 6, e 0, representam os angulos em 7, M correspondentes as diregoes
assintoticas no ponto p € M. Quando ky = 0, temos que tan?(f; — 65) nao existe, isto &,
(01 — 02) = 7, o que mostra que M tem dois campos ortogonais de direges assintoticas
em M. 0O

Exemplo:
A imersao

X :[0,27] x [0,27] — R*

(u,v) +—  X(u,v) = (cosu,sinu,acosv,bsinv),

dada pelo produto de curvas é v-umbilica para algum campo normal v.

Pelo exemplo 3.2 da secao 1.5 a elipse de curvatura em cada ponto p da superficie
dada pelo produto das curvas acima é segmento de reta nao radial, assim todos pontos
da superficie sao semiumbilicos, pelo teorema 2.19 temos a superficie dada é r-umbilica
para algum campo normal v.

2.3 Fo6rmulas de Estrutura do R",n > 4.

Sejam M uma superficie imersa em R™", n > 4, U4 C M um abertoem M e X1, X5, ..., X,
campos de vetores em U de tal modo que, para todo p € U, se tenha

Xi . Xj = 5ij7
onde

Y

61‘]':{0 , sei#£j

1 ,sei=7

com 7,7 = 1,...,n. Um tal conjunto de campos de vetores é chamado um referencial
ortonormal mével em U.

A partir do referencial {X;}! , podemos definir formas diferenciais lineares wy, ..., wy,
pela condicao

O conjunto das formas diferenciais {w;} ¢ chamado o correferencial associado ao refe-
rencial {X;}7 .
Cada campo X; pode ser visto como uma aplicagao diferenciavel

X;:UcM — R”
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A diferencial (dX;), : R" — R™ em p € M é uma aplicagao linear. Portanto, para
todo v € R", podemos escrever

n

(dX)p(0) = Y (wig)(0) X;.

Jj=1

Notamos que as expressoes (w;;)(v) acima definidas, dependem linearmente de v. Por-
tanto, (w;;), ¢ uma forma linear em R”. Como X; é um campo diferenciavel, w;; é uma
forma diferenciavel linear. Com estes significados, escrevemos

n

(dX3)p = Y (wi)X; (2.3)

Jj=1
onde as formas w;;, sdo chamadas formas de conexao do R" no referencial {X;}” ;.
Observacao 2.20 A forma de conexdo w;; = —wji, para todo i,j = 1,...,n.

De fato, derivando a expressao X; - X;, obtemos

as formas de conexao w;; = —wji sao antisimétricas nos indices ¢, j. O ponto fundamental
no método do referencial movel é que as formas w;, w;; satisfazem as chamadas equagoes
de estrutura de Elie Cartan.

Exemplo:
Seja X : U C R? — R* a aplicacao diferenciavel, definida por

1
X(u,v) = —(cosu, sinu, cos v, sinv),
(u,v) \/5( )
onde U = {(u,v) € R?; (u,v) € [0,27]}.
Temos:
dX = (— sinudu, cos udu, — sin vdv, cos vdv).

Consideremos um referencial ortonormal { X7, Xs, X3, X} tal que :

X; = (—sinu,cosu,0,0),

X, = (0,0,—sinv,cosv),

X3 = E(COS u, sinu, cos v, sin v),

1 ) :
Xy = —(—cosu,—sinu,cosv,sinv).

V2

n
Como dX = Z w; X;, concluimos que:

i=1

wy =dX - X1 =du, wy=dv, w3=0, e wy=0.

46



Para calculo das formas de conexao w;;, calcularemos primeiro:
dX; = (— cosudu, — sinudu, 0,0), dXs = (0,0, — cosvdv, — sinvdv)

e dXs = %(— sin udu, cos udu, — sin vdv, cos vdv).
Portanto,

wypy = dX;-Xe=0,
w3 = dX;- X3 = —du,
wyy = dX;- X4 =du,
woz = dXs5-X3=—dv,
woy = dXso-X4= —dv,
wyy = dX3-X4=0.

Teorema 2.21 (Fquagoes de Estrutura do R™) Sejam {X;}_, um referencial ortonormal
mdvel em um aberto U C R", {w;}i_, o coreferencial associado a {X;}iy e {wi;}};—; as
formas de conexao de U no referencial {X;}1,, entao

dw; = Z Wy A Wiy (2.4)
k

dwij :Zwik/\wkj,k: 1,...,77,. (25)
k

Demonstracao: Sejam {eq,...,e,} a base canonica do R" e
C ) 1y -3 Cn

p — x;(p) =y,

entdo a dz; ¢ uma forma diferenciavel em U e como dz;(e;) = ¢;;, concluimos que {dx;} é
um coreferencial associado ao referencial {e;}.
O referencial dado se exprime em termos dos e; por:

Xi = Zﬁijej, (26)

onde os f3;; sao funcoes diferenciaveis em U e para cada p € U, a matriz (f;;) ¢ uma matriz
ortogonal. Como w(X;) = d;;, temos

J
Diferenciando 2.6, obtemos

dX; = ; dBirer = ; dpi Z Bk X
j
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Como dX; =} w;; X, concluimos que

wig =Y BBk, (2.8)
k
ou seja,
Zwiﬂﬂjs = Zﬁikﬁjkﬁjs =dBis,s =1,...,n. (2.9)
J jk

Finalmente, diferenciando exteriormente 2.7 e usando 2.9, obtemos
dwi = Zdﬁw VAN dl’j = Zwlkﬂk] VAN dﬂ?j = Zwk N Wi
J jk k

que ¢é a primeira equagao de estrutura 2.4.
Diferenciando 2.8 e usando 2.9 temos que

dwy; = — Z dBix N dBjr = — Z [(Z wit Bur) N (Z sz@skz)]
k - s
= —sz’s Nwjs = sz’k N Wy,
s k

que ¢é a segunda equagao de estrutura desejada. 0O

Considere um referencial ortonormal {X;, X5, X3, X4} em uma superficie M e seja
{wy,wy, w3, wy} o coreferencial associado ao referencial dado. Utilizando as formulas de
estruturas temos que:

wiy = ex,wi + fx,wa,
W =  fx,wi + gx,wo,
wiy = ex,wi + fx,wa,
wy = fx,wi+ gx,ws.

Uma observagao importante é que a derivagao covariante permite interpretar geome-
tricamente as formas de conexao, ou seja, se V ¢ a conexao riemanniana do R* e X ¢ um
campo de vetores tangente a superficie, entao

w,](X) = val . Xj.

2.4 v-Umbilicidade e Hiperesfericidade

Nesta secao relacionamos os conceitos de v campos paralelos e a fungao curvatura
associada a uma superficie M imersa em R*. Em seguida apresentamos um resultado
analogo a superficies em R3, o qual diz que uma superficie totalmente umbilica com
curvatura constante, estd contida numa esfera ou num plano.
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Lema 2.22 Suponha que M é v-umbilica e A é a funcao curvatura associada a M, onde
v € um campo normal unitdrio em M, entao:

i) wsy = 0 implica que X\ € constante;
ii) Se X é constante para cada ponto p € M, temos ou, que wsy = 0 ou wyy = wyy = 0;

iii) Se A € constante nao nula, entdo wsy = 0.

Demonstragao: ¢) Suponhamos que M é v-umbilica, para algum campo normal unitario
v. Consideremos {X;(p), Xa(p), X3(p) = v(p), X4(p) = v*(p)} um referencial ortonormal
para o T,R*. Como M é X3-umbilica, entdo todo ponto p € M ¢ Xz-umbilico, a equagao
das Xj3-linhas de curvatura ¢ dada por:

Sx;(X(p)) = A(p) X (p),

para todo ponto p em M, e X um campo tangente em M.
Por outro lado, o operador de forma é tal que

SX3 (X) - —VXXg

Logo,
—Vx Xz = Ap)X(p)

Utilizando as formas de conexao, temos
wjs = —ws;(X) = —=(Vx X3+ X;) = —=(=AX - X;) = (Aw; (X)) (2.10)
Tomando a derivada exterior, temos:
dwiz = dA AN wy + Mdw;.

Para j = 1, temos:
dw13 =d\A w1y + )\dwl

Além disso, pelas equacoes de estrutura, temos

4
dwiz = E Wik N\ Wi
k=1
= w1 A w1z + wig A waez + Wiz N Wiz + Wig N Wys,

segue que
dw13 = W12 A\ Wa3 —+ W14 A W43-

Logo,
Wig N Wag + Wig N\ Wy3 = d\ N wy + )\dwl (211)

Agora por 2.10 temos que
Wa3 = Awa,
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entao das equacoes 2.10 e 2.11
dA A w1 + )\dwl = (U}lg A )\wg) + Wig N Wys. (212)

Novamente pelas equacgoes de estrutura temos

4
dw1 = Z W VAN W1 = W2 A wi12.- (213)
k=1

Das igualdades em 2.12 e 2.13
d\ N W1 = W14 N W4y3-
De forma analoga, para j = 2,

d\ N Wo = W24 N W4y3-

Como por hipotese a forma de conexao wsy, = —wy3 = 0, vemos que
dX A w1 = 0

Assim, d\ = 0, o que mostra que A é constante.

i1) Sabemos pela se¢ao anterior que
wyy = ex,wi+ fx,we
wyy = fx,wi+ gx,ws.

Pelo teorema 2.14 M tem dois campos ortogonais de linhas assintoticas, pois v esta
globalmente definido sobre este. Entao as linhas coordenadas da parametrizacao de M
coincide com as linhas Xy-linhas de curvatura, logo pelo lema 2.9 fx, =0 e

w14 = €Ex,W
Wog = Gx,W2.

Se w4 € woy sao colineares, wiy = wey = 0, pois wy e wy sao formas independentes.
Como A é constante, dA = 0. Utilizando os resultados do item anterior

’LU14/\’LU1:0
w24/\w2:O.

Logo, w3y = —w43 = 0 ou wyy € woy sao colineares, o que mostra que wyy = woy = 0.

iii) Se A é constante, ndo nula, suponhamos que w3y # 0, entdo existe algum aberto
U em M, tal que wyy, woy sao colineares em U se, e somente se, wyy = woy = 0 em U.
Utilizando o fato de M ser v-umbilica, sabemos da demonstracao do item anterior que
fx, = 0. Portanto, U é X -umbilica.
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Consideremos um campo tangente X tal que em cada ponto p € U, se
X(p) € St C T,U, entao X (p) = cos0X;(p) + sin6X»(p), dai

Ix,(X(p)) = a(X(p), X(p)) - Xi
— o cos(0) X1 (p) + sin(6) Xa(p), cos(0) X, (p) + sin(0) Xa(p) ) - X
= cos*(f)ex, + 2cos(f) sin(0) fx, + sin*(0)gx,
= Xy = Ixy-
Por outro lado,
Hx,(X(p)) = Sx,(X(p)) - X(p) = =\

Como wyy = wyy = 0, A\ = ex, = gx, = 0, isto é, U é X -umbilica com funcao
curvatura associada nula.

Como fx, =ex, = gx, = 0, temos X, é um campo binormal sobre .

Uilizando o fato que M é v-umbilica, temos que ky = A, = 0, segue da observacao
1.6 item 3.iv) que todos os pontos em U sdo pontos de inflexdo. Observemos que U é
Xs-umbilica, pois M é Xz-umbilica com A # 0.

Temos que

Wig = €pw1 + fx, Wy = ex,wy; = Awy (2.14)

Wa3 = [fx, W1 + gx, W2 = gx,Wa = Aws.
Utilizando a equacao de estrutura e o fato que wyy = wyy = 0 segue que
0= dw14 = W13 A W34.- (215)
Das equagoes 2.14 e 2.15, temos que
)\wl A W34 = 0.
Analogamente,
)\?.UQ A W34 = 0.

Logo, w34 = 0 ou w; é colinear a ws, mas wy e wy sao independentes, o que mostra
que w3y = 0 em U, uma contradicao com o suposto no inicio do item. Portanto, w3y, = 0
sobre toda a superficie M. O

Definicao 2.23 Seja v uma campo de vetores normais definidos em M, dizemos que v €
um campo paralelo ao longo de M se Vv = 0 para qualquer campo tangente Y em M.

Proposicao 2.24 Se M ¢ v-umbilica para algum campo normal unitdrio v e tem pontos

de inflexdo isolados, entao a v funcao curvatura X\ € constante se, e somente se, v €
paralelo.
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Demonstracao: Suponhamos que v é um campo normal unitario paralelo ao longo de
M, entao Vxv = 0 para qualquer campo tangente em M.

Como M é v-umbilica para algum campo normal v, entao p é v-umbilico para todo p
em M. Assim, em termos da v-linhas de curvatura temos

S.(X(p)) = A(p)X(p), Vpe M.
Por outro lado, o operador forma é tal que
Sy(X)=—-Vxv.
Das duas ultimas igualdades, podemos escrever
—Vxr = MX.

Vamos considerar {X;(p), Xa2(p), X3(p), X4(p)} um referencial ortonormal para T,R*,
utilizando as formas de conexao temos

W34 = vxxs - Xy
= (Vxv+Vxv)- vt
Vv vt
—AX vt
= 0.

Segue do item i) do lema 2.22 que a fungao curvatura A associada a superficie M é
constante.

Reciprocamente, se A é constante segue pelo item ii) do lema 2.22 que para cada ponto
pEM, ouw34:00uw14:w24:0.

Suponhamos w4 = wey = 0, entao pela equagoes de estrutura, temos

W14 = €X4U)1 —f- fX4U}2 (216)

0 = wu= fx,w + gx,ws.

Como M é v-umbilica, entao M tem dois campos de linhas assintéticas ortogonais,
assim podemos tomar coordenadas isotérmicas determinadas pelos campos de direcao
assintotica e fx, = 0. Das equacoes em 2.16 temos que ex, = gx, = 0.

Analisando a curvatura normal e a resultante, temos

ko = E(fx,9x, — [x.9x5) — Fex;9x, — ex.9x;) + G(ex, fx, — ex fx;)

- 2(EG — F?) =0

ex; 2fx; gx; O

A = 1 €Xx, 2fX4 gx, 0
4EG-F2)| 0 ex; 2fxy 9x,
0 €x, 2fX4 9x,4
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Segue dai que todos os pontos em M sao pontos de inflexdao, uma contradi¢ao com a
hipotese.
Logo, devemos ter w3y = 0. Observemos que

4
ng = Z U)3ij.
j=1

Portanto,
(ng)N = U)33X3 + w34X4.

Como w3z = dX3- X3 =0 e wsy = 0, entao (dX3)Y = 0.
Portanto, X3 = v ¢ um campo paralelo ao longo de M. 0O

Agora apresentamos uma generalizacao de um importante resultado para superficies
imersas em R?, que diz que uma superficie totalmente umbilica, com curvatura constante,
esta contida numa esfera ou num plano.

Teorema 2.25 Seja M uma superficie imersa em R* tal que é v-umbilica para algum
campo normal unitdrio v, com func¢do curvatura \ constante, entdo se A # 0 M estd
imersa em S® e se A =0 M estd imersa num 3-plano.

Demonstracao: Seja M uma superficie v-umbilica para algum campo normal unitario
v, com curvatura A constante. Suponhamos que A # 0, segue pelo item iii) do lema 2.22
que a forma de conexao wss = 0, usando os mesmos argumentos da proposi¢ao anterior,
temos que v é um campo normal paralelo ao longo da superficie M, logo Vxv = 0 para
qualquer campo tangente em M. Observemos que

Vxv = (Vxv+ Vyv),
onde X é um campo tangente a superficie. Assim,
Vv = —XX.
Tomemos o campo identidade
p:M — MCR
p — plp)=p

segue que Vxp = X, onde X é um campo tangente em M.
Consideremos também o campo dado por:

¢: M — R
p +— é(p) = v(p) + A(p)p(p).
Logo,
qub = VXV+>\VXp

= —AX + X
= 0.
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Portanto, o o
Vx¢=Vx(v+Ap) =0,

o0 que mostra que v + Ap é um campo paralelo ao longo de M e com isso v + A\p é um
campo constante.
Logo, v + A\p = Xy, com X, constante, entao

v(p) + A(p)p(p) = Xo(p),

dai v(p) + A\p = Xo, Vp € M.
Como A # 0, temos

X
p=22— <>, Vpe M
A
Assim,
Xo v(p)
——=——, VYpeM
Portanto,
Xo v(p) 1
— == = — M
H 3 3 Byl Vp €

1 X X 1
Concluimos que M C S3 ﬁ, 70), a hiperesfera de centro TO e raio m

Vxrv=-XX =0.

Agora, se A = 0 temos

Logo,
ws3; = VxXg 'Xj = VXV'X]' =0.

Portanto,
4
ng = ngj : Xj = 0.
j=1

Para mostrar que M esta imerso num hiperplano, consideremos a aplicagao:

fr M — R
p o= f)= (60) = o)) - X
onde

¢: M — R
(u,v) — ¢(u,v),

¢ uma imersao da superficie M em R%.
Mostremos que a aplicagao f é identicamente nula.

f') = (') X3+ (8(p) — d(po)) - dX3
= (Uu(p) +0'¢y) - X3
= 0,
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para todo p € M.
Logo, f = cte, mas f(py) = 0, assim

—
Il
)

Portanto,
(¢(p) = d(po)) - X5 =0,

o que mostra que ¢(M) C H, onde H é um 3-plano passando por ¢(py) com vetor normal
X, .

Nas hipoteses do teorema acima se A = 0, entao M esta imersa num hiperplano, mas
sabemos pelo exemplo 1 da secao 1.5, que superficies imersas em hiperplanos tém todos
os seus pontos de inflexdo. Assim podemos enunciar o seguinte resultado:

Corolario 2.26 Se M ¢ uma superficie em R* cujo os pontos de inflexdao sao isolados e
€ v-umbilica para algum campo normal unitdrio v com curvatura constante, entao M estd
imersa em S°.

Chen, em [3], provou que se uma superficie M em R* é hiperesférica entao existe algum
campo normal paralelo v definido em M tal que M é v-umbilica. Como em superficies
imersas em R* os conceitos de v-umbilicidade e semiumbilicidade sdo equivalentes, temos
o seguinte resultado:

Coroléario 2.27 Uma superficie M contida em S® € semiumbilica.

A pergunta natural que surge é a seguinte:
“Superficies imersas em R™, n > 5 que sao hiperesféricas, sao sempre semiumbilicas?”

Mostremos através de um exemplo que a resposta é negativa.

Exemplo:
Seja a aplicacao de Veronese de ordem 2 dada por:

¢: R} —» RS
(21,79, 73) > (22,22, 22, V/21,29, V22173, V22973).

A imagem £(S?) é chamada superficie de Veronese e por construcio temos :

£(8%) C 8% e &(S%) CH,
onde H é o hiperplano dado por:

H = {(u17u27u37u47u57u6) < R6;U1 —|—’LL2 + us = 1}

Portanto, £(5?) C HN S° = S4(a,r) C R®.
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A expressao da superficie de Veronese em R® ¢ dada em [4] por:

- (2
¢ S — S (\/§>
(v,9.2) — (Fy* = 1), F5(1 - 20% = ¢), 2oy, 3wz, Va2 ),

onde z = /1 — 22 — 42

Logo, a superficie de Veronese £(S5?) C 54(\%)

Por outro lado, no exemplo 5 da secao 1.5 mostramos que a elipse de curvatura em
qualquer ponto da superficie de Veronese é um circulo.

Portanto, a superficie de Veronese ¢ uma superficie hiperesférica que nao é semi-
umbilica.

O coroléario acima é uma consequéncia do lema 2.15, do teorema 2.19 e do teorema
2.25.

Corolario 2.28 Suponha que M ¢é uma superficie com pontos de inflexao isolados em
R*. M ¢€ hiperesférica se, e somente se, suas linhas assintoticas globalmente definidas sao
ortogonais e as curvaturas binormais {k;}i—12 satisfazem a seguinte relag¢do

ki

k
(— + 2 + 2 cos a)E = constante,
ko Ky

onde v € o dngulo entre os dois binormais em cada ponto.

Demonstragao: Suponhamos que M é hiperesférica, segue por [3] que existe algum
campo normal paralelo v definido em M tal que M é v-umbilica.

Assim pelo teorema 2.19 temos que M possui linhas assintéticas ortogonais global-
mente definidas.

Do lema 2.15 v = koby + k1by e tem curvatura associada A\, = kjkoE.

H_ZH é constante, ja que v é um campo paralelo, assim, chegamos na relacao acima.

Reciprocamente, se M tem dois campos ortogonais globalmente definidos, segue pelo
lema 2.15 que M ¢é v umbilica para algum campo normal v, com curvatura associada
constante nao nula.

Concluimos pelo teorema 2.25 que M ¢é hiperesférica. 0O

Exemplo: O toro de Clifford possui linhas assintoticas ortogonais e suas curvaturas
binormais satisfazem a seguinte relacao:

ky o ko 5
—+ =42 >E—— —.
<k2 " Cos o 1

De fato, seja o toro de Clifford descrito pela imersao

X(u,v) = —=(cos u, sin u, cos v, sin v).

Sl
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Logo, o toro de Clifford esta contido numa 3-esfera. Segue pelo corolario 2.28 que os
campos de linhas assintéticas do toro de Clifford sao ortogonais e pelo teorema 2.15 que
o toro de Clifford é v umbilico para v = koby + k1bo, onde k; = % e ky = %.

Consideremos o referencial ortonormal { X7, X, X3, X4} tal que :

X; = (—sinu,cosu,0,0),

X, = (0,0,—sinv,cosv),

X3 = E(COS u, sin u, cos v, sinv),

1 ) :
Xy = —(—cosu,—sinu,cosv,sinv).

V2

Segue dos calculos do exemplo da secao 2.2 que podemos tomar os binormais b, e by
como

by = —=Xz3+—=X,=(0,0,cosv,sinv),

by = ——=X3+ —=X,; =(—cosu,—sinu,0,0).

V2
Assim,

_ % _ g 1
kQ—E—\/ﬁekl—E—\/i.

Utilizando o fato que cosa = 0, pois os vetores binormais sao ortogonais, temos a

seguinte relacao:
1
kl k‘g \/§ \/ﬁ 1 5
—+ —+2cosa | =+ "=]|z=-.
<k2 ka ) ( —\}5 Vv2)2 4

Além disso, o toro de Clifford é v-umbilica para:

1 1 1
v = Ebl +V2by = ﬂ(—cosu,—sinu,gcosv,§sinv>.

O dltimo coroléario 2.28, da se¢do que caracteriza uma equivaléncia entre superficies
hiperesféricas e a existéncia de linhas assintoticas ortogonais, é um dos principais resul-
tados da se¢ao, ja que nos deu condigoes de verificar que o toro de Clifford possui linhas
assintoticas ortogonais.
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Capitulo 3

Superficies Semiumbilicas e
Hiperesféricas em R”.

Neste capitulo, dedicamos nossos estudos a superficies imersas em R5. Apresentamos
alguns recentes resultados estudados por S. I. R. Costa, S. M. Moraes e M. C. Romero
Fuster em [5] no artigo “Geometry contacts of surfaces immersed in R", n > 5."

Na primeira secao estudamos uma equivaléncia dos pontos de M através da classifi-
cacao em tipo M;, semiumbilicidade (ou nao) e da posi¢ao relativa do ponto ao espago
afim que contém a elipse de curvatura no ponto considerado.

Na segunda se¢ao relacionamos o coposto da fungao altura degenerada com as dire¢oes
normais que estao tanto no subespago linear gerado pela elipse de curvatura quanto no
seu espago ortogonal.

Na terceira secao mostramos a existéncia de um tnico foco umbilico em superficies do
tipo M3, além disso que esse foco umbilico encontra-se no espago ortogonal ao subespaco
linear gerado pela elipse de curvatura.

Na quarta se¢ao caracterizamos superficies hiperesféricas em termos da elipse de curva-
tura e finalmente na ultima secao relacionamos superficies semiumbilicas e hiperesféricas,
assim como superficies semiumbilicas e hiperplanas.

3.1 Classificacao de Pontos em Superficies Imersas em
R5

Seja M uma superficie imersa em R®, em cada ponto p em M a imersao de M em R®

pode ser dada como a imagem de um mergulho ¢ : R* — R5, ¢(R?) = M NV}, onde V,

¢ uma vizinhanga de p em R°. Suponhamos que M ¢ dada localmente em p = (0,0) pela
imersao ¢ na forma de Monge, isto é:

b <U C R?, (0,0)) . <R5, (o,...,0)>
(z,9) — @(z,y) = ver + yex + d1(x,y)es + d2(w, y)es + ¢s5(w, y)es,
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onde {ey, €9, €3, €4, €5} € um referencial ortonormal em uma vizinhanga de p = (0,0) € M.
Afim de encontrarmos a matriz da aplicacao segunda fundamental descrita no capitulo
1, observamos que

0%¢ 0*¢s

81’2(0 O) = o2 (070)63 + o2 (O’O)€4 + ox 2(0 0)65a
220,00 = 220,005 + 220,005 + 29(0,0)es,
220,00 = 220,005 + Z2(0,0)0es + Z%(0,0)es

Portanto, a matriz da aplicagao segunda fundamental no ponto p € M é dada por:

ap by
Oé¢(p) = a2 b2 C2 ’
az bs c3
onde
0? i O? 2 .
a; = 3¢2 (0,0) - €iq2, b= aqjg (0,0) €02 € ¢ = 9 f(o 0) - ejp0,i=1,2,3,

sao os coeficientes da aplicagdo segunda fundamental no referencial normal {es, e4, e5}.
Assim, se a superficie M é dada localmente em p € M na forma de Monge, a elipse
de curvatura associada a essa imersao no ponto p € M é dada por :

n(0) = H + Bcos20 + C'sin 26

e teremos

3 3

3
1 1
H = 5 Z(az + Ci)€i+2 B = 5 Z(al — Ci)ei+2 e C = Z biei+2,

=1 =1 i=1

Definicao 3.1 Um ponto p € M ¢é umbilico se, e somente se, a elipse de curvatura de
degenera em um ponto. No caso em que a elipse de curvatura se degenera exatamente no
ponto p, este ponto é chamado umbilico “flat”.

Definigao 3.2 Seja ¢ uma imersao de M em R®, dada localmente em p € M na forma
de Monge, definimos o primeiro espac¢o normal, denotado por Nle, como sendo o

subespago de NyM gerado por {¢4: (D), Puy(P), ¢yy(P)}-
Observagao 3.3 NIM = (¢u.(p), ¢uy(p), dyy(p)) = (H, B, C).

De fato, se v € NI}M , entao v se escreve de forma tinica como:

V= a(bxz(p) + b(bzy(p) + C(/byy(p)‘
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Observemos que
H+ B = ¢..:(p)
O = ¢xy
Logo,
v=(a+0b)H + (a —b)B+ cC.

Como a, b e ¢ sdo unicos, temos que (a + b) e (a — b) também sao. Portanto,
1
N'M = (H, B,C).

Observamos que o subespago linear £, de N,M descrito na se¢ao 2.2 do capitulo 2,
que é um subespaco paralelo ao espaco afim que contém a elipse de curvatura, denotado
por Af f,, ¢ também um subespago liner de NI}M.

Definicao 3.4 Seja M uma superficie imersa em R, p € M; ou p é do tipo M; se, e
somente se, dim NI}M =1.

Observacao 3.5 De forma equivalente se M ¢é uma superficie imersa em R5, p € do tipo
M;, se e somente se, posto(ay(p)) = i. Estd defini¢do foi introduzida em [15] para o caso
de superficies imersas em R®, estabelecendo que M = My U M, U My U Ms, relagao que
também se estende ao caso de superficies imersas em R™, n > 6.

Teorema 3.6 Dada uma superficie M imersa em R®, temos:

i) p € Ms se, e somente se, Af f, € um plano que ndo passa pela origem p.

it) p € My em que a elipse de curvatura ndo se degenera se, e somente se, Af f, é um
plano que passa pela origem p de NpM.

i1i) p € My € um ponto semiumbilico se, e somente se, Af f, € uma reta que nao passa
pela origem p de N, M.

iv) p € My é um ponto de inflexio se, e somente se, Aff, ¢ uma reta que passa pela
origem p de N, M.

v) p € My € um ponto umbilico se, e somente se, Af f, € um ponto distinto de p.
vi) p € My € um ponto umbilico flat se, e somente se, Af f, = {p}.

Demonstragao: i) Se p € M entdo dim N)M = 3, como N)M = (H,B,C), segue
que os vetores H, B e C sao linearmente independentes. Agora como o espago Aff, é o
espaco de menor dimensao que contém a elipse de curvatura, gerado pelos vetores B e C,
entao Af f, ¢ um plano que contém a elipse nao degenerada. Além disso, o vetor H é o
vetor com extremos na origem e no centro da elipse de curvatura, como H, B e C' sao L.I,
entao H € Aff,ep & Af f,.

Reciprocamente, se Af f, ¢ um plano tal que p € Af f,, temos que a elipse de curvatura
¢ nao degenerada ja que Af f, ¢ o espago de menor dimensao que contém a elipse curvatura
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e H ¢ Aff,, logo os vetores H, B e C sao linearmente independentes, o que mostra que
dim N;M = 3, entao p € Ms.

NpM

AfE

Figura 3.1: p € Mj

i1) Se p € M, em que a elipse de curvatura é nao degenerada, temos dim NI}M = 2,
como NI}M = <H, B, C> os vetores H, B e C sao linearmente dependentes, H € Aff,, e
pE A

Reciprocamente, se Af f, ¢ um plano e passa pela origem, temos que B e C' sao L.I, e
como p € Aff,, H € Aff,, logo H, B e C sao linearmente dependentes, por i) p ¢ Ms,
portanto p € My, pois se p € My ou p € My teriamos B e C linearmente dependentes,
uma contradigao.

V
s
s
s
s
/
7
7 p
< Affp ,
N
< s
/
N v

Figura 3.2: p € M,

i1i) Se p € M5 é um ponto semiumbilico, temos dim N;M =2e Aff, ¢ uma reta que
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contém a elipse de curvatura degenerada num segmento de reta, além disso este segmento
¢ nao radial, pois caso contrario, os vetores H,B e C' seriam dois a dois L.D, e dai
dim N; < 1, o que contradiz a hipotese.

Reciprocamente, se Aff, ¢ uma reta que nao passa pela origem p, como Aff, ¢ o
espaco de menor dimensao que contém a elipse de curvatura, temos que p é um ponto
semiumbilico nao radial, ou seja os vetores H, B sao linearmente independentes se C' = 0,
ou vice e versa, assim dim NI}M > 2, mas dim NZ}M = 3, pois caso contrario a elipse
seria nao degenerada, logo dim N,M = 2, assim p € M.

Affp

P

Figura 3.3: p € M,

iv) Se p € M; é um ponto de inflexdo, entao claramente Af f, ¢ uma reta que passa
pela origem p de N,M, assim H, B e C sao dois a dois linearmente dependentes, logo
H e Aff,, portanto p € Af f,.

Reciprocamente, se Aff, ¢ uma reta que passa pela origem p, entao a elipse ¢ um
segmento de reta radial, dai que p é um ponto de inflexao, e ainda H, B e C' sao dois
a dois L.D, logo dim Nle > 1. Se dim Nle = 2 com p semiumbilico, segue por i)
p & Aff,, uma contradi¢ao. Se dim NI}M = 3, Aff, ¢ uma plano, contradicao com a
hipotese. Portanto, dim NI}M = 1, o que mostra que p € M.
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Affp

Figura 3.4: p € M,

v) Se p € M; é um ponto umbilico, entao dim NI}M = 1 e a elipse de curvatura se
degenera em um ponto, suponhamos que Aff, = {p}, entdo H = B = C = 0, o que
mostra que dim NI}M = 0, contradigao.

Reciprocamente, se Af f, ¢ um ponto fora da origem, entao a elipse de curvatura se
degenera num ponto, dai H # 0 e B = C' = 0, o que mostra que dim N;M = 1, entao
pE Ml.

Affp,

Figura 3.5: p € M,

vi) Se p € My é um ponto umbilico flat, temos H = B = C' = 0, mas entao a elipse
de curvatura se degenera na origem, portanto Af f, = {p}.

Reciprocamente, se Aff, = {p}, entdo a elipse de curvatura se degenera na origem
do espago normal, dai p é um ponto umbilico flat e como H = B = C = 0, segue que
dim NyM =0, dai p € M.
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Aftp

Figura 3.6: p € M,

Exemplos:

1) Seja M uma superficie imersa em R®, dada localmente em p = (0,0) na forma de
Monge por:

& <R2,(O,O)) — <R5,(0,...,0)>
(z,y) > B(z,y) = (z,y,2° +4%,0,0),
Logo,
$22(0,0) = (0,0,2,0,0),  ¢,,(0,0) = (0,0,2,0,0) ¢ ¢yy(0,0) =0

Consequentemente, temos:

H = %(¢xz(p) + ¢yy(p)) = (070’27070)7

1
B = §(¢xm(p) - sty(p)) - (O’ 0,0,0, O)?
Cc = 0,
O que mostra que a elipse de curvatura em p = 0 se degenera no ponto (0,0,2,0,0),
que ¢é distinto da origem de N,M. Portanto, p € M.
2) Consideremos a superficie de translagao descrita no capitulo 1, se¢ao 1.4 dada por

¢: (0,21) x (0,27) — RS
(s,t) — o(s,t) = a(s) + B(t) = (cos s,sins,acost,asint,1 —a?) ’

Vimos que a elipse de curvatura em um ponto qualquer da superficie de translacao
¢ degenerada em um segmento de reta nao radial. Portanto, todos os pontos da
superficie de translagao dada sao do tipo Ms.
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3) Todos os pontos da superficie de Veronese sao do tipo Ms;.

De fato, sabemos do exemplo 4 da secao 1.5 que a elipse de curvatura em cada ponto
da superficie de Veronese é um circulo, dado por:

n(0) = H + cos 20 B + sin 20C,

onde

H=5(/6.-3V2.0,0,0), B=1(~VEv20.0.0) ¢ C=1(0.0.V20,0)

Como os vetores H, B e C sao linearmente independentes, segue que todos os pon-
tos da superficie de Veronese sao de tipo Ms.

3.2 Funcao Altura

Consideremos uma familia de fungoes altura associada a uma imersao de uma superficie
M em R5, localmente dada por ¢ : R2 — R®. A imersao ¢ define para cada v € R uma,
funcao altura, dada da seguinte forma:

¢v: R? — R
(l‘,y) L d)u(ﬁc,y):d)(x,y)-v.

Notemos que ¢, tem uma singularidade em p € M se, e somente se, v € N,M. De
fato

Iy 9¢

5y ) =0 L) v =0
96 1 o
5y @ =0 o, =0

se e, somente se, v ¢ ortogonal ao plano tangente 1), M, o que equivale dizer que v € N,M.

Definicao 3.7 Seja M uma superficie imersa em R, Dado um ponto p € M, dizemos que
uma direcao v € N,yM € wuma binormal em p se, e somente se,
det(Hess(gbv(p))) = 0. O coposto da fungao altura ¢, é a dimensao do nicleo da

forma quadrdtica Hess(¢,(p)), isto é, coposto ¢,(p) =dim ker(Hess(qbv(p))).

No capitulo 2 secao 2.2 na proposicao 2.11 demonstramos que dado um ponto p € M
ev € N,M, entao as formas quadraticas I1,(p) e Hess(¢,) coincidem, este resultado seré
utilizado nas proximas secoes.

Agora vamos relacionar o coposto da funcao altura degenerada com as dire¢oes normais
que estao no subespago linear gerado pela elipse de curvatura no ponto considerado:

Proposigao 3.8 Dados um ponto p em uma superficie M imersa em R® e uma diregao
binormal nao trivial v € E,, o ponto p € uma singularidade de coposto 1 de ¢,. Além
disso, se v € EpL € um vetor binormal, entao p tem singularidade de coposto 2.
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Demonstragao: Seja ¢ a imersao da superficie M em R®, dada localmente em p na
forma de Monge. Dados v € N,M, temos que p ¢ uma singularidade de coposto 2 se, e

somente se
_ ¢zx(p) v ¢xy(p) v
Hess(pu(p)) = {%y(p).v Gyy(p) - v

tem entradas todas nulas. Como E, = <B, C’>, temos que v € EpL. Portanto, se v € E, é
uma dire¢ao binormal, entao p é uma singularidade de coposto 1.
Sel/EEj,entéov-B:v-C’:(), entao

{cbm(p)-v = ¢y(p) v

9

¢xy (p) U= 0 7
se, além disso, v ¢ uma direcao binormal entao det (H ess(@(p))) = 0, as entradas da
matriz Hess(¢,(p)) s@o todas nulas. 0O

Apresentamos agora um importante lema que seré preciso nas proximas segoes:
Lema 3.9 Sejam M uma superficie imersa em R®, p € M e v € N,M, temos :

| Ap(w) - 0
Hess(¢u(p)) = { 0 Ap(v) - v

— veE (\v)=v-H).

Demonstragao: Suponhamos que a imersao ¢ de M em R® ¢ dada localmente em p na
forma de Monge. Se v € Epl, como F, = <B, C’>, tem-se:

v-B =0
{ v-C = 0
entao
{ V- Gue(p) = v ¢yy(p)
v - ¢xy(p) = 0.
Assim,

Hess(op) = | G} iy | 0 0

Reciprocamente, se

Hess(¢u(p)) = { UbH U‘OH } ’

temos que ¢, (p) = ¢yy(p), entdo B -v = 0. Além disso ¢,y - v = 0, logo C - v = 0.
Portanto, v € EpL. 0

Corolario 3.10 O conjunto das direcoes em Epl N H* estd associado aos pontos p que
tem singularidade de coposto 2 da funcao altura.

Demonstracgao: De fato se v € Ezf N H*, entdao v- H = 0, segue do lema acima que:

Hess(o,o) = | o |
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3.3 Funcgao Distancia ao Quadrado

Seja ¢ uma imersao de uma superficie M em R® dada localmente em p na forma de
Monge. A imersao ¢ define para cada a € R% uma funcao distancia ao quadrado:

d,: R — R
(z,y) +— da(z,y) =|| o(z,y) —al*.

Observamos que d, tem uma singularidade em um ponto p € M se, e somente se,

oy =0 [ Lw)-6)-a) = 0
ad “ 9 ’
ay“(p) =0 a—y(p)-(qﬁ(p)—@) =0

se, e somente se, 0 v = (¢(p) —a) € N,M.

Definicao 3.11 Seja M wma superficie imersa em R5. Dizemos que um ponto a € R?
€ um centro focal em p € M se, e somente se, a funcao distdncia ao quadrado d,
associada a a, tem singularidade degenerada em p.

O subcongunto de R® constituido de centros focais para pontos em M é denominado
conjunto focal de M em R® e denotado por F,.

As hiperesferas centradas em centros focais sao chamadas hiperesferas focais.

Definicao 3.12 Seja M uma superficie imersa em R®. Dado um ponto p € M o centro
focal de uma hiperesfera focal em p € chamado foco umbilico de M em p se, e somente
se, a fungao distancia ao quadrado associada tem singularidade de coposto 2 em p.

O caso de superficies imersas em R* foi analisado por Montaldi em sua tese [17] onde
estuda os contatos de superficies com hiperesferas em R* e conclui que:

Um ponto p € M é semiumbilico (nao radial) se, e somente se, € um ponto de contato
(a defini¢iao de contato pode ser encontrada em [19]) de M com uma hiperesfera focal
centrada em um foco umbilico.

Observacao 3.13 Os pontos semiumbilicos radiais sao os pontos de inflexao, no caso de
superficies imersas em R*. Para estes pontos o centro umbilico vai para o infinito e a
hiperesfera focal torna-se um hiperplano osculador cujo contato € determinado por uma
fungao altura apropriada [16].

Se a imersio ¢ de M em R estd dada localmente na forma de Monge, para
v=a—pe&N,M

B gb:m;((), O) -v—1 ¢:L’(07 0)
Hess(da(0,0) = =2 775 10,0 v 6y(0,0) -0 — 1
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Portanto, o conjunto focal desta imersdo em p = ¢(0,0) pode ser descrito como
Sp = p + 20, onde

W, = {0 € NM; (622(0,0) v = 1)(@4(0,0) - v — 1) = (6,(0,0) - v)? = 0},
que pode ser reescrito como:

W, ={ve N,M;(H-v—1)>=(B-v)*+ (C-v)*=0}.

Proposicao 3.14 Se Hess(d,(0,0)) tem coposto 2 em um ponto p = a — v € equivalente
dizer que a matriz da sequnda forma fundamental € a identidade.

Demonstragao: De fato, se Hess(d,(0,0)) tem coposto 2, entao as entradas da matriz
Hess(d,(0,0)) sdo todas nulas, mas isso garante que:

Hess(¢,(0,0)) = { zzgg: 8; :j gbix(yO(,O(’))O-)v } B { (1) (1) } 7

mas pela proposi¢ao 2.11 as matrizes da I1,(0,0) e Hess(¢,(0,0)) coincidem, logo:

Hess(6,(0,0)) = [ (1) ; ] |
[}

Proposicao 3.15 Sejam M uma superficie imersa em R®, p € M e v uma diregao
degenerada em EpL. q(v) = é(p) + pv é um foco umbilico para M em p se, e somente se,

3
1 1
= 3 = 3 (& E bll/lzo
i=1
E a;V; E CilV;
i=1 i=1

Demonstragao: Seja ¢ uma imersao de M em R’ dada localmente em p = (0,0) na
forma de Monge, a imersao define para cada ¢(v) € R® uma funcao distancia ao quadrado
dada por:

1

dq(y)i R? — R
(7,y) = doo(@,y) =] oz, y) —a(v) I*.
Temos que :
T ) = 2 rale) - (6(2.0) — 40) + (1) - ()]
%ﬁg; (1.9) = 2[omlz,) - (6@,y) — a¥) + bul,y) - by (w,9)];
0y

aqu (z,y) = 2[dp(@.y) ((x.y) — a) + &y(x,y) - ¢y(2,1)].

68



Portanto,

3 3
_Mzail/i +1 —Mzbﬂ/i
i=1 i=1
3 3
—quiVi —chiuﬁ—l
i=1 i=1

Assim, ¢(v) é um foco umbilico para M em p se, e somente se

Hess(dy, (p)) = 2

O

Corolario 3.16 Sejam M wuma superficie imersa em R® e p € M, dada uma diregio
degenerada v € EPL, o centro focal q(v) € um foco umbilico para M em p se, e somente

se,
1
= 0
Hess(d, ) =2| & 1 |,
n
3
onde p = 31 = 31 e Zbil/i:().
i=1 i=1
Demonstracao: Basta observar que
3 3
S o Yo
Hess(¢u(p)) = | 5 iFy
S b Yaw
i=1 i=1

Portanto, ¢(v) é foco umbilico se, e somente se,

3

3 3
Z a;V; = % = ZCiVZ' e szl/l = 0.
=1 =1

=1

O

Proposicao 3.17 Sejam M uma superficie imersa em R>, p € M ev € EpL tal que
Mp(v) # 0, entao q(v) =p+ ﬁu é um foco umbilico para M em p.
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Demonstragao: Como v € EpL, segue pelo lema 3.9 que :

Hess(¢y(p)) = { Apév) Ap(zv) 1 '

Dado v € EpL, tal que A\,(v) # 0, seque do corolario 3.16 que :

3 3
E a;V; E b;v;
=1 =1

Heso) = | 55| =

3
E biv; g GV
i=1

=1

TI= O
| I

Ox |-

3
_ 1 _ 1 _
onde p = — = — e E b;v; = 0.
E a;V; E Cily =1
i=1 i=1

i —
Por outro lado temos:

3 3
—,uZazul—l—l _Mzbll/l
=1 =1
3 3
—MZbiVi —MZCiVZ'—Fl
i=1 =1

Hess(dy, (p)) =2

Y

o Hess(dy ) = | ¢ |-

Logo, p é uma singularidade de coposto 2 de dy(y e ¢(v) € um foco umbilico para M

em p. 0O

Utilizando o corolario 3.16 e o lema 3.9, para cada ponto da imersao, podemos dizer
se este admite ou nao foco umbilico. Mostramos este fato para superficies imersas em R®:

Teorema 3.18 Seja M uma superficie imersa em R®. Entdo:

i) Dado p € M3 existe um tinico foco umbilico para M em p e este estd na unica dire¢do
contida em E, .

ii) Para um ponto semiumbilico p € My os focos umbilicos formam uma reta contida no
1
plano E.

Demonstracao: i) Se p € Ms a elipse de curvatura é ndo degenerada, entdao dimFE, = 2,
pois I, = <B, C’>. Portanto, dimEpl =1.

Para cada p € M, através da matriz as(p) podemos definir uma transformagao linear
de Ny,M = R? em R?, que denotaremos por A,, como segue:

A, R3 — R3
U1
(U17U27U3) — AP(U17027U3):[Q¢(p>]T U2
U3
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Assim, p € M3 se, e somente se, 0 posto ag(p) = 3, se, e somente se, dim kerA, = 0.

Pelo lema 3.9 v € E; tal que \,(v) = 0 se, e somente se, Hess¢,(p) = 0 se, e somente
se, v € kerAy(pois kerA, C E,). Portanto, coposto A, =dim kerA,.

Logo, se p € Mj, temos que coposto A, = dim kerA, = 0 e o posto A\, = 1.

Portanto, existe uma tnica direcao v € E-, A\ (v) # 0 e ¢(v) = ¢(p) + ﬁ(u) éo
tnico foco umbilico para M em p.

(17) Se p € Ms, dim EpL = 2 e posto A\, = 1, logo existe algum v € EpL tal que \,(v) # 0
e q(v) = o(p) + ﬁ é um foco umbilico para M em p.

Como posto A, = 1, existe u vetor unitario ortogonal a v com ker(\,) =< u >. Dado w
um vetor qualquer em Er \ ker()\) podemos escrever
w = vcosf + usinf, onde # varia de 0 a 27.

Logo, A\p(w) # 0, assim temos que ¢(w) = ¢(p) +
em p.

Mostremos que variando 6 de 0 a 27 os focos umbilicos

1
Ap(w)

(w) é um foco umbilico para M

1
q(w) = (vcosf + usinf),
Ap(w)

descrevem uma reta. Notemos que:
Ore * W = Py - VCOSH + Py - usin b,
como ker(\,) =< u >, segue que a ultima igualdade acima pode se simplificar em :

Quz * W = Ppyp - VCOSO.

Portanto,
Sw
cosf = Goa q(w) = (v 4+ utanb),
orx -V Qg * V
variando # temos uma reta de focos umbilicos no plano gerado por v e u. 0O

3.4 Curvatura Umbilica e Superficies Hiperesféricas em
R5

Nesta secao faremos uma importante relacao entre um ponto p € M e o espago afim
Af f, de menor dimensao que contém a elipse de curvatura. Além disso, caracterizamos
superficies hiperesféricas em termos da sua elipse de curvatura.

No que segue denotaremos por H Bpe @ projecao do vetor curvatura média em

HE nlN 1
E;*=E;-NN,M.

Definigao 3.19 Sejam M uma superficie imersa em R5, que ndo estd contida em um
4-subespaco dimensional e p € M. Definimos a curvatura umbilica de M em p como

ku(p) = d(p, Af fp) =l Hp1
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Observacgao 3.20 Se M ¢ uma superficie imersa em R®> e p € M €é um ponto onde a
elipse de curvatura € nao degenerada, podemos considerar a curvatura umbilica sem sinal.
Como N,M = R?, podemos definir a curvatura umbilica da sequinte forma:

BxC

)= rpse

Observagao 3.21 Se M ¢ uma superficie imersa em R®, temos:

i) Sep € My € um ponto nao semiumbilico, entao k,(p) = 0.
ii) Se p € My € um ponto semiumbilico radial, entao k,(p) = 0.

iii) Se p € My € um ponto umbilico flat, entao k,(p) = 0.

De fato, basta observar que em todos os casos o espaco afim Af f, contém a origem
do espago normal p, e portanto

ku(p) = d(p, Aff,) = 0.

Observacao 3.22 No caso de superficies imersas em R* o plano definido pela elipse de
curvatura em um ponto p nao semiumbilico coincide com o plano normal N,M a superficie
M neste ponto. Neste sentido, podemos estender o conceito de curvatura umbilica para
superficies em R* dizendo que a mesma € nula nos pontos nao semiumbilicos, isto €, €
nula nos pontos onde a elipse de curvatura € nao degenerada.

Definigao 3.23 Sejam M uma superficie imersa em R, p € M ev € N,M, o operador
de forma S, sequndo o vetor normal v € N,M € dado por:

S, T,M — T,M
X — S,(X)=—(V)T.

A segunda forma fundamental pode ser expressa por I1,(X) = S, - X, assim a matriz
da segunda forma fundamental I1,(,) em um ponto qualquer p € M coincide com a matriz
do operador S,,.

Consideremos I1,|g1, como I, é continua e S' é compacto, segue que I1,|s atinge
seu maximo e minimo em S*, isto é, existem 6; e 0 direcoes em S!, tais que:

ki = IIV<91) < I]V(e) < I]V(92) - kQaVQ € Sl-

Assim, temos de forma analoga a definicao 2.2 para superficies em R?, que os valores k;
e ky sao as v-curvaturas principais maxima e minima da segunda forma fundamental.
Além disso lembremos através da defini¢ao 2.3 que um ponto p € M é v-umbilico se, e
somente se as v-curvaturas maxima e minima coincidem neste ponto.

O teorema 2.7 ¢ valida para superficies R®, a qual nos diz que se p é v-umbilico, entdo a
dire¢ao v no espago normal /N, M encontra-se no subespaco ortogonal ao subespaco linear
E, da elipse de curvatura.
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Observacao 3.24 No caso em que M € v-umbilica, entao para todo ponto p € M, p é
v-umbilico. Neste caso, o valor de II,(0), 8 € S* C T,M nao depende da escolha da
direcao 0 considerada, mas apenas do ponto p.

No que segue denotamos por k, a func¢ao curvatura associada ao campo umbilico v.

Observacao 3.25 Dado um campo normal v em M, pela proposicao 2.11 seque que a
matriz da sequnda forma fundamental em um ponto qualquer p € M coincide com a forma
quadrdtica Hess(¢,(p)). Entao o lema 3.9 nos garante que v é um campo umbilico normal
em M se, e somente se, v € EpL. Neste caso k,(p) = v - HEPL*.

Agora definiremos a nocao de fibrados paralelos associados a campos paralelos definido
no capitulo 2 definigao 2.23:

Definicao 3.26 Um fibrado normal E ¢ paralelo se, e somente se, admite algum refe-
rencial ortonormal local de campos de vetores paralelos em todo ponto.

Enunciamos nosso principal resultado da secao que caracterizam a hiperesfericidade
de superficies em R® em termos da elipse de curvatura associada:

Teorema 3.27 Seja M uma superficie imersa em R®, cujo todos os pontos sao do tipo
Ms. M estd contida numa 4-esfera se, e somente se, o sub-fibrado normal
E ={E, C N,M;E, = (B,C)} ¢ um sub-fibrado paralelo. Além disso, k, € constante
sobre toda a superficie M e coincide com a curvatura da 4-esfera.

Demonstragao:

Seja M imersa em R® tal que todos os pontos sao do tipo Ms, entao dim NI}M =30
que equivale a dizer que a elipse é nao degenerada e os vetores H, B e C' sao linearmente
independentes. Logo, dim F, = 2, e dai que dim EpL = 1. Portanto, podemos tomar
v € N,M um campo normal unitario de tal forma que v € Epl, entao pelo teorema 2.7,
segue que v é um campo umbilico sobre M.

Mostremos agora que o campo v é um campo paralelo sobre M.

Para isto suponhamos que E é um fibrado paralelo, assim temos que E, admite um
referencial ortonormal {X3(p), X4(p)} de campos paralelos ao longo de M.

Consideremos um referencial ortonormal {X;(p), Xa(p), X3(p), X4(p), X5(p) = v(p)}
para T,R°.

Utilizando os resultados da se¢ao 2.3, temos:

5
dX5 = Z U)5ij,
j=1

logo,
(dX5)N = ws3 X3 + wsa Xy + w55 X5.

Observemos que os campos X3 e X, sao campos paralelos, dai:
wsz = —wss = —VxXg-v=—(VxX3+ V)L(X?’) v=0
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Wsq4 = —Wy5 = —vxle V= —(VXX4 + V)L(X4> v =20.

Como, além disso, wss = dX5 - X5 e || X5 ||= 1, segue que ws; = 0.
Portanto,
(dX5)N =0,

o que mostra que o campo X5 = v é um campo paralelo sobre M.

Por Chen, em [3] uma superficie M C R™,n > 4 encontra-se em uma 4-esfera se, e
somente se, admite um campo paralelo umbilico.

Para provarmos nosso ultima afirmacao, notamos pela observacao 3.25 que:

k,=v-H.
Utilizando o fato que N,M = R3, temos
Ve EpL
BxCekEy "’
dai podemos tomar
B xC
V= —.
| B xC
Portanto, para um ponto qualquer p € M
B xC
k,(p)=H -v=H - ———— = k,(p).
| BxC
Como k,(p) é constante, pois as curvaturas principais coincidem, temos que k, ¢é
constante. O

V3

Exemplo: A curvatura umbilica da superficie de Veronese é constante k, = —.

De fato a superficie de Veronese ¢ dada pela aplicacao de veronese de ordem 2, dada
por:

& R3 — RS
(1, w9, 13) = (27,23, 23, \/§$1$2, V223, \/51’2353)

A imagem &(S?) é chamada superficie de Veronese.

Sabemos que £(S?) C S*(a,r) C R5.

A expressao da superficie de Veronese em R é:

) 2 472
(0.9.2) — (LB = 1), 501 — 20 = ), V2y, V22, v/2y2)

onde z = /1 — 22 — 42
Sabemos que todos os pontos da superficie de Veronese sao do tipo M3, como além
disso a superficie de Veronese £(S5?%) C S*, segue do teorema 3.27 que a curvatura umbilica

2
k, em cada ponto da superficie de Veronese coincide com a curvatura da S4 <a, —>

V3

3
Portanto k,(p) = BB para todo ponto p da superficie de Veronese.
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3.5 Superficies Semiumbilicas e Hiperesféricas em R’

Nesta secao relacionamos os conceitos de superficies semiumbilicas e superficie hiperes-
féricas. Afim de chegarmos nosso principal resultado, apresentamos alguns conceitos de
Topologia Algébrica e Geometria Riemanniana.

Definicao 3.28 Sejam X, Y espacos topoldgicos, duas aplicagoes f,g : X — Y sao
ditas homotopicas se existe uma aplicacao continua:

H: XxI — Y
(s,t) +—— H(s,t), ondel=10,1] ’

tal que
H(s,0) = f(s) e H(s,1)=g(s), VseX.

Definigao 3.29 Um caminho em X € uma aplicagio o : [0,1] — X, continua.
Agora, definimos o produto de caminhos essencial no estudo de grupos fundamentais:
Definigao 3.30 Sejam «a, 3 : [0.1] — X caminhos continuos tais que (1) = (0). O

produto de caminhos de o e 3, denotado por a x (3, € dado por:

a2ty  se 0
a*ﬁ(t):{ p(2t —1) se

Definigao 3.31 Seja a : [ — X, onde I = [0,1], um caminho ligando xy e 1, o
caminho inverso de o, denotado por a~t, € dado por:

ol I — X
t— o t(t) =a(l —t).

Consideremos a classe de caminhos homotépicos com mesmo ponto final e inicial,
denotada por [a], isto é:

o] = {8: 1 — X;a(0) = 5(0),a(1) = B(1) e ax~p}.
Se a, f : I — X séo caminhos fechados com ponto base z, o produto das classes [a]
e [A] é definido por [a] * [B] = [a * f5].
O grupo fundamental de X com ponto base xy, denotado por m1(X, xg), é conjunto
das classes de homotopias de caminhos fechados, com ponto base z, isto é,

m (X, z) = {[a];a I — X, a(0) =a(l) = a:o}.

Definicao 3.32 Uma superficie M ¢ simplesmente conexa se, e somente se, M ¢
conexa por caminhos ¢ o seu grupo fundamental € o trivial, isto é, w1 (M, z,) = {[es,]}.
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Observacao 3.33 Dizer que uma superficie M é simplesmente conexa € equivalente a
dizer que para todo caminho o : I — M caminho fechado temos a =~ e,,, onde e,, € o
caminho constante xg.

Exemplos:
1) R™\ {p}, para n > 2, & simplesmente conexo.

2) S™ n > 1 é simplesmente conexo, mas S nao é simplesmente conexo.

Definicao 3.34 Seja M um espaco topoldgico nao vazio, dizemos que M € uma vari-
edade diferencidvel de dimensdao n se, e somente se, para qualquer p € M existem
abertos V,, em M contendo p, U, um aberto de R" e ¢, : V, — U,, um difeomorfismo.

Definicao 3.35 Seja f : M — M uma imersao de wma variedade diferencidvel M
de dimensdo n em uma variedade Riemanniana M de dimensio k = n + m. Se dados
v1, V2 € T,M tais que

V1 -V = dfp(vl) : dfp(UQ)a

dizemos que f € uma tmersao tsométrica de M em M.

A seguinte proposigao pode ser encontrada em [23] e nos dara condigdes para demons-
trarmos nosso principal resultado dessa sec¢ao:

Proposicao 3.36 Seja M uma n-subvariedade simplesmente coneza de R"** e suponha
que NYM tem posto constante r < k, existe uma imersao isométrica 1) de M em R™ " que
estende a um isomorfismo entre o fibrado de vetores N*M e o fibrado normal de (M)
em R™*",

Assim podemos interpretar o resultado acima de acordo com nosso contexto:

Corolario 3.37 Seja M wma superficie simplesmente conexa imersa em R®:

Se o primeiro fibrado normal N'M tem posto constante iqual a r = 2,1, entdo existe
uma imersao isométrica v de M em R*'" que estende a um isomorfismo entre o fibrado
de vetores em N'*M e o fibrado normal de 1)(M) em R*'". Este isomorfismo leva elipses
de curvaturas de M em R® em elipses de curvatura de (M) em R>T".

O teorema abaixo nos da condi¢oes de caracterizar as superficies hiperesféricas e hiper-
planas em termos da elipse de curvatura, através da sua degeneracidade ou nao.

Teorema 3.38 i) Seja M uma superficie simplesmente conexa em R, com curvatura
umbilica constante nula, cujo todos 0s pontos sao nao semiumbilicos. M admite uma
mmersao isométrica em um 4-plano.

ii) Seja M uma superficie simplesmente conexa em R®, com curvatura umbilica cons-
tante nao nula, onde todos seus pontos sao semiumbilicos. M admite uma imersao
isométrica em uma 3-esfera.
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iii) Seja M uma superficie simplesmente conexa em R®, com curvatura umbilica cons-
tante nula, onde todos os seus pontos sao semiumbilicos. M admite uma imersao
isométrica em um 3-plano.

Demonstragao:

i) Observamos que k,(p) = (p, Af f,) =0, com p € M um ponto arbitrario da superfi-
cie, além disso qualquer p é nao semiumbilico, logo a elipse de curvatura é nao degenerada
e o espaco afim de menor dimensao Af f, que contém a elipse de curvatura é um plano
que passa pela origem do espago normal.

Portanto, pelo teorema 3.6 item ii) que p € My, ist6 é, dim NI}M = 2 para todo ponto
p € M, isso significa que o fibrado de vetores N'M ¢é tal que dim N'M = 2, entao pelo
corolario 3.37 existe uma imersao isométrica ¢ de M em um 4-plano.

i1) Temos k,(p) = d(p, Af f,) # 0 é constante, por hipotese dado p € M arbitrario, p
¢ um ponto semiumbilico. Assim, p € Aff, e Aff, é¢ uma reta, segue pelo teorema 3.6
item i17) que p € My,Vp € M, logo dim N'M = 2, entao pelo corolério 3.37 existe uma
imersao isométrica 1 de M em R*.

Como todos os pontos sdo semiumbilicos, segue pelo mesmo coroléario 3.37 que (M)
¢ uma superficie semiumbilica em R*, cuja curvatura umbilica é constante.

Pelo teorema 2.19 existe um campo normal v o qual é umbilico sobre (M) com
curvatura k, # 0 constante. Portanto, pelo teorema 2.25 temos que (M) esta imersa
numa S3.

i11) Se k,(p) = 0, p € M é um ponto semiumbilico, entdo p € Af f, e Af f, ¢ uma reta,
assim pelo teorema 3.6 item iv) p € M, e dai que dim N'M = 1, logo pelo corolario 3.37
existe uma imersao isométrica v de M em um 3-plano. 0O

O teorema acima é o principal resultado da secao e um dos principais resultados do
capitulo, ele ¢ “quase” uma generalizacao do resultado famoso de superficies em R? que diz
que se uma superficie é totalmente umbilica com curvatura constante, entao essa superficie
é um “pedaco” de uma esfera ou de um plano, e s6 nao tratamos como generalizacao devido
ao fato que as imersoes presentes no teorema sao isométricas.
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Apéndice: Aplicacao de Veronese de
ordem p

Afim de apresentarmos a aplicacao de Veronese de ordem 2, essencial no estudo da
superficie de Veronese, analisamos neste apéndice a aplicacao de Veronese de ordem p.

3.6 O p-ésimo Produto Tensorial

Consideremos o p-ésimo produto tensorial @R = R"™' @ ... @ R"™'. Para cada

g

p  vezes
permutacao o de p letras, definimos
o ®PR"H1 — PR"H
V1.0V = Us1) @ ... 0 Usyp)-
Agora, do operador simetrizacao S, = 120 temos que OPR"! = @ é
’ Pl ’ ker(S,)
chamado o p-ésimo produto simétrico de R™'. S, induz a projegdo candnica

S, : @R" — OPR"™L,

A imagem em OPR"™ de v; ® ... ® v, serd denotada por v; o ... 0 v, que por sua vez
seré identificado com Z%Z o(v1 @ ... ®v,). OPR™™ & isomorfo ao modulo dos polindmios
homogéneos de grau p em n + 1 variaveis.

Dada uma base candnica {ei,...,e,4+1} de R"™ uma base natural para OPR"*! ¢
dada por vetores da forma u, = e; o...0e;,, onde e;; € {e1,...,e,11} € 0s multi-indices
I = (i1,..y1p), 11 < i < ... < iy, sdo dados por combinagoes p a p de {1,....,n + 1},
permitindo repeticao. A dimensao de OPR"*! & portanto o niimero destas combinacoes:

7(n + 1,p) = dimensdo de OPR"™ = ( n;—p ) . (3.1)

A partir do produto tensorial interno do p-ésimo produto tensorial, que é dado por:
(vi®v2®...®1}p) . (w1®w2®...®wp) =

= (v1-w1) - (v wa) - o (vp - wp),
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induzimos um produto em OPR"*!:

1 1
(vio..ovy)  (wio...ow,) = (E Za(vl ® ... ®Vp) - o Za(wl ®...® wp))

_ %Z(m cwy,) o (v wj,) (3.2)

E claro que em relacdo a este produto interno, a base {u;} de OPR™!' é ortogonal,
precisamos agora, normatizé-la.
Parai=1,...,n+1, I = (i,4,...,1),

(u,uz) = (62'0...061‘) : (61'0...067;)
1
= HZ(ezel)pzl
Parai=n+2,1=(1,1,...,1,2),

(Un+2-un+2) = (610...061062) . (610...061062)
1
= H Z (61 . €j1)...(61 . ejpfl) . (62 . ejp)? (33)

onde (j1, ..., jp) ¢ uma permutacao de (1,1,...,1,2).
1
Portanto, (upyo - Upie) = — - (p— 1) =—.
| ( ) r! P
Para ¢ génerico, I = (i1, ..., 1), teremos
1
(Ui : uz) = Hp1!~-~pn+1!7

onde pg, 1 <k <n+1, é o namero de fatores e, que comparecem em uy.
Portanto uma base ortonormal de OPR"*! & dada por w;, i = 1,...,7(n + 1,p),

|
w; = Miui, onde Mz = p— (34)
v pl o]

Com 1isso definimos um isomorfismo isémétrico:
. n T(n+1,
J:OPR" +1 — RT("1P),

definido por J(w;) = &;, onde &; é a base canonica de R™"+1P),
Observamos que 7(n + 1, p) = dimensao de OPR""! ¢ igual ao nimero de derivadas
de ordem p de uma funcao polinomial de n + 1 variaveis.

3.7 A Aplicacao de Veronese de Ordem p

Consideremos R"™ o R"™ o ... o R"*! o p-ésimo produto tensorial simétrico e a apli-

v
p Vvezes

cagao
5 . RnJrl s RnJrl ORnJrl . oRn+1 = Op]RnJrl
T +— TP=7To0T---0T.

79



A aplicacao £ é chamada aplicagao de Veronese de ordem p.

Consideremos a identificacio OPR"*! = R™®"+D dada pelo isomorfismo isométrico
obtida na segdao 3.6 e {ey, ..., e,11} uma base ortonormal do R"*'. Assim podemos ex-
pressar £(Z) em funcdo das coordenadas {xy, ..., z,41} de T:

g(f) = 5(317161 —|— + $n+1€n+1)
= (v1e1+ ... + Tpp1€n41)”

= wiel +ahel + A ap e+

p! b p
+ —  aPrabey+ ..+
(p—1! 1
p! D1 Pn+1 Pl Pn+1
+ mxl "'l’n+161 O...O@n_H + ...+
Lo D!
p! p—1 i-1 _
T e O G S
E p' p1 DPn+1 _P1 DPn+1
— —xl '..xn+1 61 Ooc.oen+17

|... |
p1+-..+Pn+1=D P Pr+1

ou seja,
7(p,n+1)

§@) =) VMatawg,
i=1

onde {w;} ¢ uma base ortonormal de OPR™ "1,
Portanto, a expressao da aplicagao de Veronese de ordem p é:

5 . RnJrl \ Rn+1 o RnJrl ...0 RnJrl = OpRn+1
= _ D P p—1
T= (21, Tpy1) +— (xl,...,a:n+l,\/]_)xl Loy NV 2T T, e

i1 Int1 p—1
A R e \/]_an:an),

p!

onde M; = ————, i1+ + ipy1 = P.
Zl! cee Zn+1!
3.8 A Variedade de Veronese Padrao de Ordem p e Di-
mensao n

Consideremos a restricdo de £ a S™. Sua imagem &(S™) é chamada variedade de
Veronese padrao de ordem p e dimensao n. Vamos estabelecer alguns resultados envol-
vendo a aplicacao & : S" — OPR" !,

Proposicao 3.39 £(S") C 8™, para todo p. Para p impar & : S™ — OPR™! ¢ injetiva
e para p par &, induz uma aplicacdo injetiva no espaco projetivo real, & : P* — S"7L

80



Demonstracao: Dado v € S™, segue da igualdade 3.2 que:

§(v)-&(v) = (W)~ (v)" = (v-v)" = 1.

Por outro lado, temos:

Ev)=¢(w) <= P =u = (W—-uwP) W —uwP)=0
= (v-v)f =20 -w)+ (v -w)P =0<=
2(1— (v-w)?) =0 < (v-w)’ = 1.

Portanto, para p impar, temos a injetividade da aplicagao &.
Para p par, temos £(v) = {(w) <= (v-w) = +1 <= v = +w, 0 que permite passar
o quociente a aplicagao £ e torna-la injetiva. 0O

Proposigao 3.40 Para p par, £(S™) estd contida num hiperplano HY=' de RN, onde
N =7(p,n+1) e ainda S¥2(¢) = SN n HN L.

Demonstragao:
)
De fato, 23 + 23 + ...+ 22, =1 <= (af + 23+ ... +22,,)* =1
D _p-2 2 5! 2k 2k
— P r .p— ) 1 n+1
—l=x+.. +x1+ 571 T + ...+ Y kn+1!x1 +..+x, 7+t
Po2ar o Uiy =
+§xnmn+1 “ 2K+ ...+ 28041 = P
Sendo &(z1,...,x,) = (y1,...,yn), juntando esta tultima igualdade com a expressao

da aplicacao da Veronese de ordem p dada na secao 3.7, existe uma combinagao linear
N
Z kiy; = 1, o que significa que £(S™) esta contido no hiperplano H de R definido por
i=1

esta dltima igualdade. 0O

Observagao 3.41 Para calcular o raio €, de SN=2(¢), notamos que o hiperplano H é
N
dado por Zaiui =1, o vetor u =
i=1
Temos que €2 = (vp — u) : (vp — u), v € S".  Por exemplo, para p = 2,
n
1,..,1,0,...,0) ec = :

n+1 wvezes

- (a,...,an) € normal a H eu € H.
i

.

u =

Exemplo: A superficie de Veronese
Seja a aplicacao de Veronese de ordem 2:

£: R? — R3oR3
T +——> TOoT.
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Sabemos pelo isomorfismo isométrico dado na secao 3.6 que R? o R? = RS, com essa
identificagao e utilizando a expressao geral da aplicagao de Veronese de ordem p, temos:

& R — R
(x17'r27x3) = (‘r%7x%7x§7\/§xlx27\/ixlx?n\/ix?xg)'

A imagem £(5?) é chamada superficie de Veronese e ¢ uma superficie esférica em
RS.

De fato,
¢: 52 —» RS
(29, 2(0,y) — (2% 9% (2(2.))% V2ry, VEr2(, ), V(. y)).

onde z(x,y) = /1 — 22 — 2. Notemos que:
ot oyt 2t 207y 2022 4+ 2% = (P R+ ) PR ) +
22 + P+ 22)
= 1
Além disso, £(S5?) esta contida no hiperplano H, onde

H = {(Ul,Ug,Ug,U4,U5,U6) € R6;U1 + Ug + uz = ]_}

Portanto, £(5?) C HHN (S?) = S%(a,r) C R®.
Segue da proposicao 3.39 que £ : S? — RS induz uma aplicacio injetiva no espaco pro-
jetivo, : P2 — S%e) e ainda mais, pela observagao 3.41 temos que

€= 2+1 \/>

A expressao da superficie de Veronese em R’ pode ser obtida através da translacao
T, : R — RS do vetor v = —%(1,1,1,0,0) e da rotagao
R : RS — RS dada por:

V2 V2 V2 ]
—1 2 —1 0

0

100
0
0 01

—_

Assim, a expressao da superficie de Veronese em R® ¢ dada por:

E—RT,E: S — 54(\@)

(l‘,y,2> — (33/2 - 17 —\/§(£IZ’2 + 2% — %)7 \/ﬁl'y, \/5372, \/§y2>
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Conclusao

O objetivo deste trabalho foi estudar as relagoes existentes entre os pontos semium-
bilicos da superficie, as dire¢coes de umbilicidade da imersao e as superficies hiperesféricas.
Com isso apresentamos relevantes resultados a cerca destes conceitos.

Além destes resultados, podemos através de futuras pesquisas, abordar alguns cami-
nhos a serem seguidos, que podem ser relacionados com o trabalho presente. A seguir
levantamos algumas questoes a serem pesquisadas:

i)

ii)

Analise computacional das configuragoes principais.

No capitulo 1, apresentamos algumas imersoes relevantes no nosso trabalho, tais
como: o toro de Clifford, a superficie de Veronese e superficies de translacao. Uma
interessante abordagem é a utilizagao de um programa computacional adequado
que dé condicoes de explorar as configuracoes principais dessas superficies, isto é,
explorar e visualizar as v-linhas de curvatura dessas superficies e seus pontos criticos
(os pontos v-umbilicos da superficie).

Abordagem global dos resultados.

Varios resultados e conceitos abordados nesta dissertacao, como é o caso do estudo
de superficies imersas em R sao de natureza local, j& que as imersoes presentes neste
contexto sao dadas localmente em um ponto p de uma superficie M. Sendo assim, a
investigagao de relagoes entre superficies semiumbilicas e superficies hiperesféricas ¢é
relevante se abordado de forma global.
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