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Resumo

PERDIGÃO, Tiago Rodrigo, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de 2011.
Semiumbilicidade e umbilicidade em superfícies imersas em Rn, n ≥ 4. Orien-
tadora: Simone Maria de Moraes. Co-orientadores: Catarina Mendes de Jesus e Mercio
Botelho Faria.

Neste trabalho introduzimos o conceito de elipse de curvatura em um ponto de uma

superfície imersa em Rn, n ≥ 4 com o objetivo de estudar as relações entre pontos semi-

umbílicos (pontos onde a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta), a

existência de direções normais de umbilicidade à superfície e superfícies hiperesféricas.

Para obter tais objetivos baseamos nossos resultados principalmente nos artigos “Um-

bilicity of surfaces with orthogonal asymptotic lines in IR4” de M. C. Romero-Fuster e F.

Sánchez-Bringas [24] e “Geometric Contacts of Surfaces Immersed in IRn, n ≥ 5” de S. I.

R. Costa, S. M. Moraes e M. C. Romero-Fuster [5] .
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Abstract

PERDIGÃO, Tiago Rodrigo, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2011.
Semiumbilicity and Umbilicity in Surfaces Immersed in Rn, n ≥ 4. Advisor:
Simone Maria de Moraes. Co-advisers: Catarina Mendes de Jesus and Mercio Botelho
Faria.

In this work we introduce the concept of curvature ellipse at one point of a surface

immersed in Rn, n ≥ 4 to study the relationship between semiumbilics points (points

that the curvature ellipse degenerated in a segment line), the existence of umbilic normal

directions to the surface and hyperspherical surfaces. To achieve these goals we base our

results especially in the articles “Umbilicity of surfaces with orthogonal asymptotic lines

in R4” of M. C. Romero-Fuster and F. Sánchez-Bringas [24] and “Geometric Contacts of

Surfaces Immersed in Rn, n ≥ 5” of S. I. R. Costa, S. M. Moraes and M. C. Romero-Fuster

[5] .
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Introdução

No estudo de superfícies imersas em Rn, n ≥ 4, há um conceito relevante associado
ao 2-jato da imersão, a saber, a elipse de curvatura. Trata-se do lugar geométrico dos
extremos dos vetores curvaturas das seções normais ao longo das direções tangentes à
superfície em um ponto dela considerado. No caso de superfícies imersas em R3 tal elipse
em um dado ponto, coincide com o segmento descrito pelos extremos dos vetores curvatura
normal.

Este conceito foi introduzido em 1905 por K. Kommerell [10] e aparece no texto de
C. L. E. Moore e E. B. Wilson [18], de 1916, em que fazem um estudo da geometria
de superfícies em hiperespaços. Posteriormente, em 1969, J. Little [11] utiliza a elipse de
curvatura para estudar a geometria de superfícies em R4. Em [11], encontramos resultados
importantes tais como:

1) Em qualquer superfície compacta com característica de Euler não nula existe ao
menos um ponto em que o vetor curvatura média é nulo ou então este ponto é um
ponto de inflexão (ponto onde a elipse de curvatura se degenera em um segmento
de reta radial) da superfície.

2) Em imersões de subvariedades de dimensões superiores, a elipse de curvatura é
sempre uma variedade de Veronese.

Por outro lado, I. V. Guadalupe e L. Rodrigues [8], em 1983, usam a noção de elipse de
curvatura no estudo de superfícies compactas em espaços de formas de dimensões maiores,
obtendo algumas inequações relativamente à area da superfície e a integral do quadrado
da norma do vetor curvatura média com invariantes topológicos. Em certos casos a elipse
de curvatura é um círculo, quando isso ocorre perante a algumas restrições das curvaturas
normais e gaussianas, essas inequações tornam-se resultados rígidos.

Em sua tese de doutorado [14], em 1993, D. K. H. Mochida faz um estudo de con-
tatos genéricos de m-variedades com hiperplanos através da análise das singularidades das
funções altura sobre ela. Neste contexto, ela mostra que genericamente toda 2-esfera con-
vexamente mergulhada em R4 tem pelo menos 1 ponto de inflexão. Mais tarde, em 2000,
D. K. H. Mochida com a colaboração dos autores R. A. Garcia, M. C. Romero-Fuster e
M. A. S. Ruas em [6], associa a elipse de curvatura à existência de linhas assintóticas para
superfícies em R4, mostrando que elas são globalmente definidas em superfícies localmente
convexas, e que suas singularidades são pontos de inflexão da superfície. Além disso me-
lhora o resultado antes obtido em sua tese provando que qualquer 2-esfera mergulhada
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genericamente como uma superfície localmente convexa em R4 tem no mínimo 4 pontos
de inflexão.

Em 2001 [9], C. Gutierrez, I. Guadalupe, R. Tribuzy, V. Guínez estabelecem as
equações diferenciais das linhas de curvatura para superfícies imersas em R4, relacio-
nando os coeficientes dessas equações com os pontos onde a elipse de curvatura é um
círculo ou é degenerada em um ponto.

S. M. Moraes [19], em 2002, utiliza a elipse de curvatura como ferramenta básica,
associada a técnicas da Teoria de Singularidades, para obter informações sobre a geometria
local de superfícies imersas em Rn, n ≥ 5, obtendo uma expressão geral da elipse de
curvatura para um ponto qualquer de superfície imersa em Rn, n ≥ 5. Além disso, a
autora caracteriza os pontos semiumbílicos, umbílicos e não degenerados em termos da
classificação através do tipo Mi, i = 0, 1, 2, 3, com isso relaciona um ponto p da superfície
com a configuração do espaço afim de menor dimensão que contém a elipse de curvatura.
Neste mesmo trabalho relacionam-se superfícies totalmente semiumbílicas com as direções
normais de umbilicidade.

Em 2003, L. F. Mello [12] faz um estudo da configuração das linhas de curvatura
média direcional sobre superfícies imersas em R4 estendendo o estudo até então existente
para superfícies em R3; em tal artigo L. F. Mello analisa as H-singularidades, isto é, as
singularidades dos H-campos de direções, que são os pontos mínimos (pontos em que o
vetor curvatura média é nulo) ou os pontos de inflexão da superfície.

Generalizando os conceitos de direções de curvatura média estudados por L. F. Mello
[12], R. A. Gonçalves, J. A. Martínez Alfaro, A. Montesinos-Amilibia e M. C. Romero-
Fuster [7], em 2007, definem as direções de curvatura média relativa em um ponto p de uma
superfície imersa em Rn, n > 4 as quais definem globalmente duas folheações ortogonais
na superfície cujos pontos críticos são pontos semiumbílicos ou pontos pseudo-umbílicos
(pontos da superfície onde o vetor curvatura média é ortogonal ao plano que contém a
elipse de curvatura).

Nesta dissertação, baseando-nos em trabalhos de M. C. Romero-Fuster e de F. Sánches-
Bringas [24], S. I. R. Costa, S. M. Moraes e M. C. Romero-Fuster [5], utilizamos a elipse
de curvatura para estudar as direções normais de umbilicidade, relacionando-as com os
pontos semiumbílicos da superfície (pontos em que a elipse de curvatura se degenera em
um segmento de reta) e também caracterizamos as superfícies hiperesféricas em termos
da degeneracidade ou não da elipse de curvatura.

Este trabalho está organizado em três capítulos, como descrevemos a seguir:

Iniciamos o primeiro capítulo definindo a elipse de curvatura associada a um ponto
de uma superfície imersa em Rn. A partir daí, fornecemos algumas de suas expressões,
dentre as quais, na segunda seção, destacamos a obtida pela parametrização local de uma
superfície na forma de Monge.

Na terceira seção, apresentamos os estudos das conexões riemannianas e a aplicação
segunda forma fundamental e aplicamos a mesma a um referencial ortonormal tangente
adequado, afim de obter uma expressão geral para a elipse de curvatura.
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Na quarta seção, apresentamos uma expressão geral da elipse de curvatura em um
ponto qualquer da superfície, que nos será bastante útil nos exemplos propostos da última
seção. Ainda nesta seção destinamos nosso estudo a elipse de curvatura associada a
superfícies em R4 do ponto de vista de alguns autores como J. Little em [11], L. F.
Mello em [13] D. K. H. Mochida em [14]. Apresentamos algumas relações entre um ponto
da superfície e sua posição relativa quanto a elipse de curvatura ( pontos hiperbólicos,
elípticos e parabólicos), associamos também um ponto da superfície e sua degeneracidade,
ou não, em relação à elipse de curvatura.

Por fim, na última seção construímos alguns exemplos de superfícies imersas em Rn,
n ≥ 4 e calculamos a elipse de curvatura associada a essas imersões; destacamos os estudos
das seguintes imersões: imersões de superfícies em hiperplanos, projeção estereográfica de
superfícies imersas em R4, as superfícies produto de curvas, com os casos particulares
produto da cardióide e do círculo, produto da elipse e círculo e o caso do toro de Clifford,
que é o produto de dois círculos, a superfície de Veronese e superfícies de translação.

A bibliografia básica utilizada no primeiro capítulo é [11], [13], [14] e [19].

No segundo capítulo, nossos estudos estão focados na questão das superfícies imersas
em R4, baseamos nosso trabalho principalmente no artigo “Umbilicity of surfaces with or-
thogonal asymptotic lines in R4” [24] e estendemos alguns conceitos de superfícies imersas
em R3, tais como: a aplicação segunda forma fundamental, as direções assintóticas, as
ν-direções principais e as ν- linhas de curvatura para superfícies em R4.

Introduzimos o referido capítulo definindo a segunda forma fundamental para super-
fícies em R4, de forma análoga a superfícies em R3; no caso de superfícies imersas em
R3, definimos uma única aplicação segunda forma fundamental da superfície, devido a
única direção normal presente, mas no caso de superfícies imersas em Rn, n ≥ 4 para cada
direção normal ν, há uma aplicação.

Com isso, a partir da segunda forma fundamental segundo um campo normal ν, esta-
mos em condições de definir um ponto ν-umbílico da superfície. Este ponto é um ponto
onde a aplicação segunda forma fundamental máxima e mínima coincidem. Analisando
toda a região de não umbilicidade, definimos as ν-linhas de curvatura e escrevemos a
equação diferencial das mesmas, a qual será utilizada ao longo de todo o capítulo.

Na primeira seção, apresentamos um importante resultado que nos diz que se um
ponto p de uma superfície M é ν- umbílico, então a direção ν de umbilicidade considerada
é uma direção específica no plano normal, isto é, ν é uma direção que pertence ao espaço
ortogonal ao subespaço linear que contém a elipse de curvatura.

Na segunda seção definimos as direções binormais, direções normais onde o Hess da
função altura é degenerada e as direções assintóticas, direções tangentes que pertencem ao
núcleo do Hess da função altura na direção do vetor binormal correspondente. A partir
mostramos que se a as linhas assíntóticas são ortogonais então a superfícies é ν-umbílica,
com o campo ν escrito em termos das curvaturas principais e dos vetores binormais
correspondentes.

Um importante conceito que surge no nosso trabalho é dos pontos semiumbílicos,

3



estes pontos são os pontos da superfície em que a elipse de curvatura se degenera em um
segmento de reta. Ainda na segunda seção apresentamos um dos principais resultados
para superfícies imersas em R4 que nos diz que:

Uma superfície M é ν-umbílica se, e somente se, é uma superfície semiumbílica.

Na terceira seção estudamos o método do referencial móvel abordado por M. P. Carmo
em [1] e apresentamos os conceitos de correferencial e formas de conexão do Rn em um re-
ferencial adotado, em seguida relacionamos esses conceitos através das chamadas equações
de estrutura do Rn.

Na última seção, relacionamos os conceitos de ν campos paralelos com a função cur-
vatura associada a uma superfície M ν-umbílica, cujos pontos de inflexão são isolados.
Para superfícies imersas em R3 conhecemos um resultado clássico que diz que uma super-
fície umbílica está contida em uma esfera ou em um plano. Neste trabalho apresentamos
um resultado análogo para superfícies em R4, abordado por M. C. Romero-Fuster e F.
Sánches-Bringas em [24] o qual apresentamos a seguir:

Seja M uma superfície imersa em R4 tal que M é ν-umbílica para algum campo normal
unitário ν, com função curvatura λ constante, se λ ̸= 0, então M está imersa em S3 e se
λ = 0, então M está imersa em um 3-plano.

No último capítulo, dedicamos nosso estudo a superfícies imersas em R5, baseamos
nossos resultados em [5], através de estudos recentes feitos por S. I. R. Costa, S. M.
Moraes e M. C. Romero-Fuster no artigo “Geometry contacts of surfaces immersed in
Rn, n ≥ 5”. Mais precisamente:

1) Estudamos uma equivalência dos pontos de M através da classificação em tipo
Mi, i = 0, 1, 2, 3, conforme [19], semiumbilicidade (ou não) e da posição relativa do
ponto ao espaço afim que contém a elipse de curvatura no ponto considerado.

2) Relacionamos o coposto da função altura degenerada com as direções normais que
estão tanto no subespaço linear gerado pela elipse de curvatura quanto no seu espaço
ortogonal.

3) Apresentamos a existência de um único foco umbílico em superfícies do tipo M3,
além disso, vemos que esse foco umbílico encontra-se no espaço ortogonal ao sube-
spaço linear gerado pela elipse de curvatura.

4) Caracterizamos superfícies hiperesféricas em termos da elipse de curvatura e fi-
nalmente, na ultima seção, relacionamos superfícies semiumbílicas e hiperesféricas,
assim como superfícies semiumbílicas e hiperplanas.
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Capítulo 1

Elipse de Curvatura em Superfícies
Imersas em Rn, n ≥ 4.

Iniciamos o capítulo definindo a elipse de curvatura em um ponto de uma superfície
imersa em Rn, n ≥ 4 e escrevemos uma expressão para a elipse de curvatura, afim de justi-
ficar o seu nome. Este conceito será utilizado nos capítulos subsequentes para estabelecer
os resultados sobre estas imersões.

Na seção 1.3 definimos a aplicação segunda fundamental e fazemos o cálculo da mesma
em relação a um referencial ortonormal tangente adequado que nos dará boas condições
de encontrarmos na seção 1.4 uma expressão geral para a elipse de curvatura em um ponto
arbitrário da superfície associada a uma parametrização qualquer da imersão.

Ainda na seção 1.4 fazemos um estudo da elipse de curvatura sob o ponto de vista de
alguns autores tais como J. Little em [11], L. F. Mello em [13] e D. K. H. Mochida em
[14].

Por fim, construímos alguns exemplos de imersões de superfícies em Rn e obtemos a
elipse de curvatura em cada ponto da superfície associada a imersão dada.

A bibliografia utilizada neste capítulo é [11], [13] e [19].

1.1 A Elipse de Curvatura
O estudo da elipse de curvatura pode ser encontrado em alguns trabalhos tais como J.

Little em [11] e S. M. Moraes em [19]; apresentamos aqui a definição da elipse de curvatura
e em seguida mostramos que a curva descrita pelo vetor curvatura normal é, de fato, uma
elipse no espaço normal a uma superfície M .

Definição 1.1 Sejam M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4 e p ∈ M ; consideremos
S1
p ⊂ TpM , o círculo unitário em TpM , centrado em p. Para cada direção θ ∈ S1

p ,
consideremos Hθ = NpM ⊕

⟨
θ
⟩
, o hiperplano gerado por NpM e a direção θ. Denotemos

por γθ = Hθ ∩ M a curva obtida pela interseção de M com o hiperplano Hθ, a seção
normal de M em p na direção θ. A elipse de curvatura de M em p, denotada por
ηp(θ), é a projeção do vetor γ′′θ no espaço normal NpM .

5



Assim para cada p ∈M podemos considerar a aplicação ηp, dada por:

ηp : S1
p −→ NpM
θ 7−→ ηp(θ) = (γ′′θ )

N .

^

>

^

N  Mp

γ´´
θ

T  Mp

p
S¹

p

θ

^

η θ
p
( ) = γ´´

θ
( )

N

( )
N

Figura 1.1: Elipse de curvatura.

Seja M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, dado p ∈M , consideremos γθ : I −→M a
seção normal de M em p na direção θ, que vamos supor parametrizada pela comprimento
de arco e γθ(t0) = p. O vetor curvatura normal de γθ em t0 é a projeção do vetor γ′′θ (t0) no
espaço normal NpM . Além disso, este vetor depende apenas da direção tangente γ′θ(t0).
Suponhamos que M localmente em p está parametrizada por:

ϕ : U ⊂ R2 −→ Rn

(x, y) 7−→ ϕ(x, y)
,

então podemos parametrizar γθ, localmente em p, por:

γθ : I −→ Rn

t 7−→ γθ(t) = ϕ(x(t), y(t)).

Assim,
γ′θ(t) = x′(t)ϕx(x(t), y(t)) + y′(t)ϕy(x(t), y(t))

e

γ′′θ (t) = x′(t)2ϕxx(x(t), y(t)) + x′′(t)ϕx(x(t), y(t)) +

y′(t)2ϕyy(x(t), y(t)) + y′′(t)ϕy(x(t), y(t)) + 2x′(t)y′(t)ϕxy(x(t), y(t)).

Logo,

(γ′′θ (t))
N = x′(t)2ϕN

xx(x(t), y(t)) + 2x′(t)y′(t)ϕN
xy(x(t), y(t)) + y′(t)2ϕN

yy(x(t), y(t)). (1.1)
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Se {ϕx(p), ϕy(p)} é uma base ortonormal para TpM , então como γθ está parametrizada
pelo comprimento de arco, segue que (x′(t))2 + (y′(t))2 = 1, então podemos tomar θ tal
que {

x′(t0) = cos θ
y′(t0) = sin θ

,

em 1.1 teremos:

(γ′′θ (t0))
N = cos2 θϕN

xx(p) + 2 cos θ sin θϕN
xy(p) + sin2 θϕN

yy(p).

Portanto,

ηp(θ) = (γ′′θ (t0))
N =

1

2

(
ϕN
xx(p)) + ϕN

yy(p)
)
+

1

2

(
ϕN
xx(p))− ϕN

yy(p)
)
cos(2θ) + ϕN

xy(p) sin(2θ),

ou ainda
ηp(θ) = H +B cos(2θ) + C sin(2θ),

onde H =
1

2

(
ϕN
xx(p) + ϕN

yy(p)
)
, B =

1

2

(
ϕN
xx(p)− ϕN

yy(p)
)

e C = ϕN
xy(p).

O vetor H é chamado vetor curvatura média que vamos considerar com origem no
ponto p e extremo no centro da elipse de curvatura e os vetores B e C geram a elipse de
curvatura.

^

^

p

^

NpM

^

^

H
C

B

Figura 1.2: Disposição dos vetores da elipse de curvatura.

Na próxima seção fornecemos uma parametrização local para a elipse de curvatura,
na forma de Monge.

1.2 A Elipse de Curvatura Via a Forma de Monge
Seja M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, dado p ∈ M dizemos que uma imersão

ϕ : M −→ Rn está dada localmente na forma de Monge, se ϕ está escrita, localmente
em p ≡ (0, 0), da seguinte forma:

ϕ :
(
U ⊂ R2, (0, 0)

)
−→

(
Rn, (0, 0, ..., 0)

)
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) =

(
x, y, ϕ1(x, y), ϕ2(x, y), ..., ϕn−2(x, y)

) ,
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onde ϕi : U ⊂ R2 −→ R; para i = 1, 2, ..., n− 2, são funções diferenciáveis com

ϕ(0, 0) = (0, 0, ..., 0)

e
∂ϕi

∂x
(0, 0) =

∂ϕi

∂y
(0, 0) = 0; i = 1, 2, ..., n− 2.

Como
∂ϕ

∂x
(0, 0) = (1, 0, ..., 0) e

∂ϕ

∂y
(0, 0) = (0, 1, ..., 0) então

E = ϕx(p) · ϕx(p) = 1, G = ϕy(p) · ϕy(p) = 1 e F = ϕx(p) · ϕy(p) = 0,

onde E,F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental de M em p.

Se uma imersão de M em Rn é dada localmente em p na forma de Monge, então

ϕN
xx(p) = ϕxx(p), ϕN

xy(p) = ϕxy(p) e ϕN
yy(p) = ϕyy(p).

Observe que {ϕxx(p) = (1, 0, 0, 0, 0), ϕyy(p) = (0, 1, 0, 0, 0)} é uma base para TpM , se
além disso consideramos a seção normal γθ parametrizada pelo comprimento de arco como
na definição 1.1, utilizando os resultados da seção anterior 1.1, o vetor curvatura normal
é dado por:

(γ′′θ (t0))
N = cos2 θϕN

xx(p) + 2 cos θ sin θϕN
xy(p) + sin2 θϕN

yy(p).

Portanto, a elipse de curvatura no ponto p, associada à imersão ϕ de M em Rn, dada
localmente em p na forma de Monge é:

ηp(θ) = (γ′′θ (t0))
N =

1

2

(
ϕxx(p)) + ϕyy(p)

)
+

1

2

(
ϕxx(p))− ϕyy(p)

)
cos(2θ) + ϕxy(p) sin(2θ).

Logo,
ηp(θ) = H +B cos(2θ) + C sin(2θ),

onde H =
1

2

(
ϕxx(p) + ϕyy(p)

)
; B =

1

2

(
ϕxx(p)− ϕyy(p)

)
e C = ϕxy(p).

Exemplos:

1. Seja M uma superfície imersa em R5 dada localmente em p ≡ (0, 0) na forma de
Monge por:

ϕ :
(
R2, (0, 0)

)
−→

(
R5, (0, ..., 0)

)
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = (x, y, x2 + y2, 0, 0).
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Temos que:

ϕxx(0, 0) = (0, 0, 2, 0, 0), ϕyy(0, 0) = (0, 0, 2, 0, 0) e ϕxy(0, 0) = 0.

Consequentemente, teremos

H =
1

2

(
ϕxx(p) + ϕyy(p)

)
= (0, 0, 2, 0, 0), B =

1

2

(
ϕxx(p)− ϕyy(p)

)
= (0, 0, 0, 0, 0)

e C = (0, 0, 0, 0, 0). Portanto, a elipse de curvatura em p ≡ 0 se degenera no ponto
(0, 0, 2, 0, 0), que é distinto da origem de NpM .

2. Seja M uma superfície imersa em R5 dada localmente em p ≡ (0, 0) na forma de
Monge por:

ϕ :
(
R2, (0, 0)

)
−→

(
R5, (0, .., 0)

)
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = (x, y, x2, xy, y2).

Observemos que

ϕxx(0, 0) = (0, 0, 2, 0, 0), ϕyy(0, 0) = (0, 0, 0, 0, 2) e ϕxy(0, 0) = (0, 0, 0, 1, 0).

Logo,

H =
1

2

(
ϕxx(p) + ϕyy(p)

)
= (0, 0, 1, 0, 1), B =

1

2

(
ϕxx(p)− ϕyy(p)

)
= (0, 0, 1, 0,−1)

e C = (0, 0, 1, 0, 0).

Portanto, a elipse de curvatura é uma elipse não degenerada que não passa pela
origem.

1.3 Conexões Riemannianas
Nesta seção apresentamos a aplicação segunda fundamental e aplicamos a mesma

a campos de vetores tangentes adequados que serão utilizados na próxima seção para
obtenção de uma expressão geral da elipse de curvatura. Apresentamos também as
derivadas covariantes, que dão uma interpretação geométrica no estudo das conexões
riemannianas.

Definição 1.2 Sejam M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, e X um campo de vetores
tangentes em M . Dados um ponto p ∈M e Y ∈ TpM , existe uma curva

α : I −→ M
t 7−→ α(t),

tal que α(t0) = p e α′(t0) = Y . A derivada covariante do campo

X segundo o vetor Y no ponto p por:

∇YX =
(dX
dt

)⊤
t=t0

.
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De forma análoga se tomarmos ν um campo de vetores normais a M , temos:

∇⊥
Y ν =

(dν
dt

)⊥
t=t0

.

O vetor ∇⊥
Y ν é chamado a derivada covariante normal de X em relação a Y no ponto

p.

Exemplo:

1. Seja X : U ⊂ R2 −→ R4 a aplicação diferenciável definida por

X(u, v) =
1√
2
(cosu, sin u, cos v, sin v),

onde U = (0, 2π) × (0, 2π), a imersão X descreve o chamado toro de Clifford,
denotado T .

Consideremos uma curva α : I → T , a imersão de α em R4 é dada da seguinte
forma:

α : I
β−→ T X−→ R4

t 7−→ β(t) = (u(t), v(t)) 7−→ X(u(t), v(t))
,

onde β : I → T é uma curva diferenciável no toro de Clifford.

Assim, a imersão da curva α em R4 pela imersão X tem a seguinte expressão:

α(t) =
1√
2

(
cosu(t), sinu(t), cos v(t), sin v(t)

)
.

Se além disso consideramos β(t) = (t, t2), temos

α(t) = (cos t, sin t, cos t2, sin t2).

Logo,

α′(t) =
1√
2
(− sin t, cos t,−2t sin t2, 2t cos t2).

Consideremos um ponto ponto p ∈ T e um vetor Y ∈ TpT tais que
α(t0) =

1√
2
(cos t0, sin t0, cos t

2
0, sin t

2
0) = p

α′(t0) =
1√
2
(− sin t0, cos t0,−2t0 sin t

2
0, 2t0 cos t

2
0) = Y.

Afim de encontramos a derivada covariante de um campo tangente a superfície
T em relação ao parâmetro da curva t, consideremos o referencial ortonormal
{X1, X2, X3, X4} tal que:
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X1 = (− sin u, cosu, 0, 0),

X2 = (0, 0,− sin v, cos v),

X3 =
1√
2
(cosu, sinu, cos v, sin v),

X4 =
1√
2
(− cosu,− sin u, cos v, sin v).

Seja

X(u(t), v(t)) = X(t, t2) = X1(t, t
2) +X2(t, t

2) = (− sin t, cos t,− sin t2, cos t2),

um campo tangente a superfície no instante t qualquer. A derivada covariante do
campo X segundo o vetor Y no ponto p, no instante t é dado por:

∇YX =

(
dX

dt

)⊤

t=t0

.

Mas,
dX

dt
= (− cos t,− sin t,−2t cos t2, 2t sin t2).

Portanto, (
dX

dt

)⊤

=

(
dX

dt
·X1

)
X1 +

(
dX

dt
·X2

)
X2 = (0, 0, 0, 0).

Concluímos que

∇YX =

(
dX

dt

)⊤

t=t0

= (0, 0, 0, 0).

Observemos que para cada ponto p em M :

1. A imersão de M em Rn pode ser dada como a imagem de um mergulho

ϕ : R2 −→ Rn,

com ϕ(R2) =M ∩ Vp, onde Vp é uma vizinhança de p em Rn.

2. Podemos considerar a decomposição Rn = TpM ⊕ NpM , onde TpM é o plano tan-
gente a M em p e NpM seu complemento ortogonal em Rn, é o subespaço normal a
M em p, NpM = (TpM)⊥.
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Seja ∇ a conexão Riemanniana euclidiana de Rn. Dados campos de vetores X, Y
localmente definidos ao longo de M , podemos escolher extensões locais X,Y em Rn e
definir a conexão Riemanniana de M como ∇YX = (∇YX)⊤.

Sejam X (M) e N (M) os espaços dos campos tangentes e normais a M , respectiva-
mente. A aplicação segunda fundamental em M é definida por:

α : X (M)×X (M) −→ N (M)

(X, Y ) 7→ α(X,Y ) = ∇XY −∇XY = (∇XY )N .

Esta aplicação está bem definida, é simétrica e bilinear.
Dada M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4 para cada p ∈ M , podemos obter uma

parametrização local ϕ(x, y) e assim tomar um referencial ortonormal em X (M), definido
localmente em p, dado por:

w1(x, y) =
ϕ(x, y)√
E(x, y)

e w2(x, y) =
E(x, y)ϕy(x, y)− F (x, y)ϕx(x, y)√
E(x, y)(E(x, y)G(x, y)− F (x, y)2)

.

Assim, se w(x, y) ∈ X (M), temos que w(x, y) = λ1w1(x, y) + λ2w2(x, y), logo para
determinarmos uma forma local de α em M basta calcular:

α(wi(x, y), wj(x, y)), com 1 ≤ i, j ≤ 2,

omitiremos nos cálculos abaixo o ponto arbitrário (x, y) em M .

α(w1, w1) = (∇w1w1)
N =

(
∇ ϕx√

E

ϕx√
E

)N

=
1√
E

(
1√
E
∇ϕxϕx + ϕx

∂

∂x

( 1√
E

))N

=
1

E
ϕN
xx,

α(w2, w1) =

(
∇ ϕx√

E

Eϕy − Fϕx√
E(EG− F 2)

)N

=
1√
E

(
E√

E(EG− F 2)
∇ϕxϕy +

ϕy
∂

∂x

( E√
E(EG− F 2)

)
− F√

E(EG− F 2)
∇ϕxϕx − ϕx

∂

∂x

( F√
E(EG− F 2)

))N

=
1

E
√
EG− F 2

(EϕN
xy − FϕN

xx) = α(w1, w2),

α(w2, w2) = (∇w2w2)
N =

(
∇ Eϕy−Fϕx√

E(EG−F2)

Eϕy − Fϕx√
E(EG− F 2)

)N

=
1√

E(EG− F 2)

(
E∇ϕy

Eϕy − Fϕx√
E(EG− F 2)

− F∇ϕx

( Eϕy − Fϕx√
E(EG− F 2)

))N

=
1

E(EG− F 2)

(
E2ϕN

yy − 2EFϕN
xy + F 2ϕN

xx

)
,

onde E,F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental de M em (x, y).
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Na seção 1.5 a maioria das parametrizações que estaremos trabalhando nos exemplos
propostos não estão na forma de Monge, como é o caso do toro de Clifford, da superfície
obtida pelo produto de curvas e da superfície de Veronese. Assim buscamos na próxima
seção uma expressão geral para a elipse de curvatura em um ponto qualquer da superfície.

1.4 A Expressão Geral da Elipse de Curvatura
Agora, obteremos uma expressão geral para a elipse de curvatura em um ponto p de

M , uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, para qualquer parametrização da imersão.

Seja M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, com a conexão riemanniana ∇. Seja
γ : I −→ M uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, como na seção 1.1. O
vetor curvatura de γ é dado por ∇γ′γ′ : I −→ TRn.

Dado um ponto qualquer p ∈M , através da decomposição Rn ≡ TRn = TpM ⊕NpM ,
podemos considerar a projeção ortogonal πN : TpRn −→ NpM . Assim, segue da seção 1.1
que o vetor curvatura normal é dado por

πN(∇γ′γ′(t)) = (γ′′θ (t))
N = x′(t)2ϕN

xx(t) + 2x′(t)y′(t)ϕN
xy(t) + y′(t)2ϕN

yy(t).

Portanto, para cada curva passando por p no instante t0 podemos descrever o vetor
curvatura normal através de uma aplicação que associa cada vetor unitário do plano
tangente um vetor do espaço normal correspondente. Isto significa dizer que para cada
p ∈M podemos definir uma aplicação de S1

p ⊂ TpM em NpM da seguinte forma

η : S1
p −→ NpM

θ 7→ η(θ) = πN(∇γ′γ′)(t0). (1.2)

Vimos na seção 1.1 que o vetor curvatura normal de uma curva qualquer depende ape-
nas da direção tangente considerada. Seja γ a seção normal como na definição 1.1; con-
siderando γ parametrizada pelo comprimento de arco e {w1, w2} um referencial ortonormal
tangente a M em p, temos que γ′(t0) = w1 cos θ+w2 sin θ, onde o vetor curvatura normal
de γ é dado por η(θ) = πN(∇γ′γ′)(t0). Variando θ entre 0 a 2π temos a aplicação que
descreve a elipse de curvatura η : S1

p −→ NpM , que expressaremos a seguir:

η(θ) = πN(∇γ′γ′)(t0)

= π
(
cos2 θ∇w1w1 + sin θ cos θ(∇w1w2 +∇w2w1) + sin2 θ∇w2w2

)
=

[
cos2 θ(∇w1w1)

N + sin θ cos θ
(
(∇w1w2)

N + (∇w2w1)
N
)
+ sin2 θ(∇w2w2)

N
]

=
1

2
[(∇w1w1)

N + (∇w2w2)
N ] +

1

2
cos 2θ[(∇w1w1)

N − (∇w2w2)
N ] +

1

2
sin 2θ

[
(∇w1w2)

N + (∇w2w1)
N
]
.

Logo,
η(θ) = H + cos 2θB + sin 2θC,

onde H = 1
2

[
(∇w1w1)

N + (∇w2w2)
N
]

é o vetor curvatura média
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B = 1
2

[
(∇w1w1)

N − (∇w2w2)
N
]

e C = (∇w1w2)
N ,

pois (∇w1w2)
N = (∇w2w1)

N .

Observemos que a imersão de M em Rn é parametrizada localmente em p por ϕ(x, y),
como já havíamos abordado na seção 1.3. Além disso, podemos considerar {w1, w2} um
referencial ortonormal tangente a M em p dado por:

w1(x, y) =
ϕ(x, y)√
E(x, y)

e w2(x, y) =
E(x, y)ϕy(x, y)− F (x, y)ϕx(x, y)√
E(x, y)(E(x, y)G(x, y)− F (x, y)2)

.

Considerando também os cálculos da aplicação segunda fundamental

(∇w1w1)
N =

1

E
ϕN
xx,

(∇w2w1)
N =

1

E
√
EG− F 2

(EϕN
xy − FϕN

xx),

(∇w2w2)
N =

1

E(EG− F 2)
(E2ϕN

yy − 2EFϕN
xy + F 2ϕN

xx).

Temos que a elipse de curvatura pode ser expressa por :

η(θ) =
1

2E

(
ϕN
xx +

1

EG− F 2
(E2ϕN

yy − 2EFϕN
xy + F 2ϕN

xx)
)
+

1

2E

(
ϕN
xx −

1

EG− F 2
(E2ϕN

yy − 2EFϕN
xy + F 2ϕN

xx)
)
cos 2θ + (1.3)

1

E
√
EG− F 2

(EϕN
xy − FϕN

xx) sin 2θ.

Observação 1.3 Dado um ponto p ∈ M podemos ter 3 casos para a elipse de curvatura
neste ponto:

1) A elipse é não degenerada, sendo de fato uma elipse.

2) A elipse de curvatura se degenenera em um segmento de reta.

3) A elipse de curvatura se degenera em um ponto.

Definição 1.4 Seja p ∈ M , p é um ponto de inflexão se, e somente se, a elipse de
curvatura em p se degenera em um segmento de reta radial de p.
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>

η(θ)

p

NpM

Figura 1.3: Ponto de inflexão.

Exemplo: Superfície de translação

Seja ϕ uma imersão de uma superfície M em R5, a superfície de translação é
definida por

ϕ : U ⊂ R2 −→ R5

(s, t) 7−→ ϕ(s, t) = α(s) + β(t)
,

onde α e β são curvas em R5.
Consideremos a superfície de translação:

ϕ : (0, 2π)× (0, 2π) −→ R5

(s, t) 7−→ ϕ(s, t) = α(s) + β(t) = (cos s, sin s, a cos t, a sin t, 1− a2)
,

onde α e β são dois círculos e 0 < a < 1.
Através da expressão da elipse de curvatura em 1.3 para uma parametrização qualquer

de uma superfície imersa em Rn, vamos encontrar a elipse de curvatura em um ponto
qualquer da superfície de translação dada. Observemos que :

ϕs(s, t) = (− sin s, cos s, 0, 0, 0) e ϕt(s, t) = (0, 0,−a sin t,−a cos t, 0).

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental da superfície de translação são:

E = 1, F = 0 e G = a2.

Sejam p um ponto na superfície de translação e
{
ϕs,

1

a
ϕt

}
um referencial ortonormal

tangente a essa superfície.
Logo,

ϕN
ss = ϕss = (− cos s,− sin s, 0, 0, 0), ϕN

tt = ϕtt = (0, 0,−a cos t,−a sin t, 0) e

ϕst = (0, 0, 0, 0, 0).
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Segue da expressão da elipse de curvatura para uma expressão qualquer em 1.3 que

C = (0, 0, 0, 0, 0).

Portanto, a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta ou em um ponto.
Como

B =
1

2

(
− cos s,− sin s,

cos t

a
,
sin t

a
, 0

)
,

a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta.

A pergunta que surge é:

Os pontos desta superfície de translação são pontos de inflexão?

Para respondermos tal pergunta, observamos que o vetor H é dado por:

H = −1

2

(
cos s, sin s,

cos t

a
,
sin t

a
, 0

)
.

Como os vetores B e H são linearmente independentes, segue que os pontos da superfí-
cie não são pontos de inflexão, e assim a elipse de curvatura se degenera em segmento
de reta não radial.

Observação 1.5 i) Geometricamente, o vetor curvatura média H da expressão acima
da elipse de curvatura, representa o vetor com extremos em p e no centro de np(θ).

^

>

<

H

p

NpM

^

C

Figura 1.4: Vetor curvatura média.
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ii) Se M é uma superfície imersa em R3, dado p ∈ M , o espaço normal a M em p,
NpM , é uma reta. Portanto, neste caso a elipse de curvatura é um segmento de
reta ou é apenas um ponto.

p

M R
3N

η θ
p
( )

^

Figura 1.5: Elipse de curvatura em superfícies em R3.

iii) Se M é uma superfície imersa em R4 e se a elipse de curvatura é uma elipse não
degenerada, então o plano que contém a elipse de curvatura coincide com o plano
normal NpM , já que o espaço normal neste caso tem dimensão 2.

iv) A aplicação η restrita a S1 é um duplo recobrimento da elipse de curvatura. Assim,
todo ponto da elipse de curvatura corresponde a dois pontos diametralmente opostos
no círculo S1.

Destacamos alguns conceitos importantes estudados por alguns autores tais como D.K.H.
Mochida em [14], J. Little em [11] e L. F. Mello em [13], que estão diretamente ligados
ao estudo da elipse de curvatura em superfícies imersas em R4.

Observação 1.6 1) D.K.H. Mochida, em sua tese [14] faz uma interessante relação entre
um ponto da superfície e sua posição quanto a elipse de curvatura nesse ponto, isto é:

i) Se p ∈M está fora da elipse de curvatura tal ponto é chamado de ponto hiperbólico
de M .
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^

>
p

η(θ)

NpM

Figura 1.6: Ponto hiperbólico.

ii) Se p ∈M está dentro da elipse de curvatura tal ponto é denominado ponto elíptico
de M .

^

>

η(θ)

p

NpM

Figura 1.7: Ponto elíptico.

iii) Se p ∈M está sobre a elipse de curvatura tal ponto é denominado ponto parabólico
de M .
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^

>

η(θ)

p

NpM

Figura 1.8: Ponto parabólico.

2) Ainda em [14], Mochida faz uma associação entre os pontos da superfície e a de-
generacidade em relação a elipse de curvatura nestes pontos:

i) Podemos associar ponto p ∈ M a elipse de curvatura que se degenera em um seg-
mento de reta radial deste ponto, ou seja, p é um ponto de inflexão de M .

^

>

η(θ)

p

NpM

Figura 1.9: Ponto de inflexão.

ii) No caso em que p é um ponto de inflexão que não pertence a elipse de curvatura, p
é chamado de ponto de inflexão imaginária. Quando p é um ponto de inflexão
que pertence a elipse de curvatura, p é chamado de ponto de inflexão real.
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^

>

η(θ)

p

NpM

Figura 1.10: Ponto de inflexão imaginário.

^

>

η(θ) p

NpM

Figura 1.11: Ponto de inflexão real.

iii) Um ponto p ∈M é um ponto de inflexão “flat” ou degenerado se p é um ponto
de extremidade da elipse de curvatura.
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^

>

η(θ)

p

NpM

Figura 1.12: Ponto de inflexão “flat”.

3) Em [11] J.Little, faz um estudo de funções associadas a imersões de superfícies em
R4. Estas funções estão diretamente ligadas ao estudo da elipse de curvatura. Tais funções
podem ser relacionadas à posição relativa do ponto considerado e a elipse de curvatura e
sua degeneracidade ou não.

Definição 1.7 Seja M uma superfície imersa em R4, dados ν ∈ NpM e ν⊥ ∈ NpM , a
curvatura normal segundo o vetor normal ν, denotada kN , é dada por:

kN =
E(fνgν⊥ − fν⊥gν)− F (eνgν⊥ − eν⊥gν) +G(eνfν⊥ − eν⊥fν)

2(EG− F 2)
.

Definição 1.8 Seja M uma superfície imersa em R4, dados ν ∈ NpM e ν⊥ ∈ NpM , a
resultante segundo o vetor normal ν, denotada ∆ν, é dada por:

∆ν =
1

4(EG− F 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
eν 2fν gν 0
eν⊥ 2fν⊥ gν⊥ 0
0 eν 2fν gν
0 eν⊥ 2fν⊥ gν⊥

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Algumas consequências imediatas dessas definições são:

i) Podemos encontrar a área da elipse de curvatura em um ponto p ∈ M através da
curvatura normal nesse ponto, ou seja, a área da elipse de curvatura em um ponto
p ∈M é calculada através da área de S1 multiplicada pelo valor absoluto da kN(p),
isto é:

Área
(
ηp(θ)

)
=
π

2
| kN(p) | .

ii) Dado um ponto p ∈ M podemos relacionar este ponto com a sua posição relativa
a elipse de curvatura, de acordo com o valor da resultante no ponto considerado,
isto é, ∆ν(p) é > 0,= 0 ou < 0 implicam que p é elíptico, parabólico ou hiperbólico
respectivamente. Os pontos de inflexão são os pontos em que a resultante ∆ν se
anula.
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iii) Se kN(p) = 0 concluímos de i) que a elipse de curvatura se degenera em um segmento
de reta radial ou não, ou em um ponto.

iv) Se kN(p) = ∆ν(p) = 0, então o ponto p é um ponto de inflexão da superfície.

4) Em [13] L. F. Mello, descreve a elipse de curvatura de forma similar ao nosso caso,
através do vetor curvatura normal, associada a uma imersão

ϕ : M −→ R4

(u, v) 7−→ ϕ(u, v),

de uma superfície M em R4, isto é, a curva obtida pela aplicação

η(p, w) =
II(p, w)

I(p, w)
,

onde II = II1N1 + II2N2, {N1, N2} é um referencial ortonormal para NpM , w ∈ TpM e
os IIi = eidu

2 + 2fidudv + gidv
2, com ei = ϕuu ·Ni, fi = ϕuv ·Ni e gi = ϕuu ·Ni.

Destacamos algumas idéias encontradas em [13], relacionadas ao estudo da elipse de
curvatura.

i) Um ponto p em que o vetor curvatura média é nulo naquele ponto é dito ser um
ponto mínimo da superfície.

^

^

p

η(θ)

Figura 1.13: Ponto mínimo.

iii) Um ponto p é chamado de axiumbílico se a elipse de curvatura é um círculo naquele
ponto ou se degenera em um ponto.
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^

^

p

η(θ)

^
^

p

η(θ)

Figura 1.14: Ponto axiumbílico.

1.5 Alguns Exemplos no Estudo da Elipse de Curvatura
Nesta seção estudamos exemplos de imersões de superfícies em Rn, n ≥ 4 e em cada

caso encontramos a elipse de curvatura associada a imersão dada.

1. Imersões de superfícies contidas em hiperplanos.

Suponhamos que ϕ : M −→ R4 esteja contida em um hiperplano, então esse hi-
perplano é homeomorfo ao R3. Assim considerando {N1, N2} uma base ortonormal
para NpM , podemos escolher N1 tangente a este hiperplano e N2 normal a este
hiperplano, de forma que para todo ponto p ∈M , temos

e2 = ϕxx(p) ·N2 = 0
f2 = ϕxx(p) ·N2 = 0
g2 = ϕxx(p) ·N2 = 0.

Logo, analisando a curvatura normal em um ponto qualquer da superfície M , temos:

kN =
E(f1g2 − f2g1)− F (e1g2 − e2g1) +G(e1f2 − e2f1)

2(EG− F 2)
= 0.

Além disso, a resultante em cada ponto da superfície é

∆ν =
1

4(EG− F 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 2f1 g1 0
e2 2f2 g2 0
0 e1 2f1 g1
0 e2 2f2 g2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Segue da observação 1.6 item 3), iv) que cada ponto da superfície M é um ponto de
inflexão. Portanto concluímos que a elipse de curvatura em um ponto p ∈M é um
segmento de reta radial.
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2. A projeção estereográfica.

Consideremos a projeção estereográfica ϕ : R3 −→ S3 ⊂ R4 dada por

ϕ : (x, y, z) =
1

1 + w
(x, y, z, w),

onde w = 1
2
(x2 + y2 + z2 − 1). Seja ψ : M −→ R3 uma imersão de uma superfície

regular e orientada M em R3. Suponhamos que (u, v) seja uma carta positiva de M
e que {ψu, ψv, N} seja um referencial positivo de R3, tal que

N =
ψu ∧ ψv

∥ ψu ∧ ψv ∥

é um campo de vetores normais a ψ. Denotemos por ψ = ϕ ◦ ψ a projeção este-
reográfica de M em S3 e por ψ = i ◦ ψ a imersão de M em R4. Consideremos
{ψu, ψv, N1, N2} um referencial positivo de R4, com

N1 =
dϕ(N)

∥ dϕ(N) ∥

e N2 é a normal unitária interior a S3.

Através de alguns cálculos da primeira e da segunda forma fundamentais, em termos
de ψ, temos:

E = (1 + w)2E,

F = (1 + w)2F,

G = (1 + w)2G,

e1 = (1 + w)−2[(1 + w)e1 + Et],

f 1 = (1 + w)−2[(1 + w)f1 + Ft],

g1 = (1 + w)−2[(1 + w)g1 +Gt],

e2 = E, f 2 = F, g2 = G,

em que t = ψ ·N é chamada de função suporte de ψ. Observemos que

ηp =
II1
I
N1 +

II2
I
N2.

Mas II2 = e2du
2
+ 2f 2dudv + g2dv

2
, então II2 = Edu

2
+ 2F dudv +Gdv

2
= I.

Voltando a expressão da elipse de curvatura temos:

ηp =
II1
I
N1 + 1N2.
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Portanto, a elipse de curvatura está degenerada em um segmento de reta sobre a
reta N2 = 1 para todo ponto da imersão.

Vamos agora adotar uma parametrização local, de modo que a primeira forma fun-
damental seja E = G = 1 e F = 0. Nesta parametrização local os coeficientes da
primeira forma fundamental de ψ são:

E = G = e2 = g2 = (1 + w)−2,

F = f 2 = 0,

e1 = (1 + w)−2[(1 + w)e1 + t],

f 1 = (1 + w)−1f,

g1 = (1 + w)−2[(1 + w)g1 + t].

Como esperávamos,

kN =
(1 + w)−2[(1 + w)−1f(1 + w)−2]− (1 + w)−2[(1 + w)−1f(1 + w)−2]

2(EG− F
2
)

= 0,

pois a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta.

3. Superfície produto de duas curvas.

No exemplo 1 e 2 dessa seção, vimos que a imersão estava contido em um hiperplano
e em uma hiperesfera, respectivamente. A pergunta que naturalmente poderia surgir
é:

Sempre que kN ≡ 0, podemos “enxergar” a superfície em um subespaço de dimensão
menor?

Imersões que não estejam contidas em hiperplanos e hiperesferas, podem ser obtidas
da seguinte maneira:

Sejam

β : I −→ R2

t 7−→ β(t) =
(
β1(t), β2(t)

) e
γ : I −→ R2

t 7−→ γ(t) =
(
γ1(t), γ2(t)

)
,

duas curvas simples, fechadas e regulares. A superfície produto de curvas é
definida por

α : I × J −→ R4

(u, v) 7−→ (β × γ)(u, v) =
(
β1(u), β2(u), γ1(v), γ2(v)

)
.
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Claramente α é diferenciável, pois as funções coordenadas as são. Além disso, temos

αu =
(
β′
1(u), β

′
2(u), 0, 0

)
e αv =

(
0, 0, γ′1(v), γ

′
2(v)

)
.

Portanto, α é uma imersão. Observe que:

F = αu · αv =
(
β′
1(u), β

′
2(u), 0, 0

)
= 0 e αuv = (0, 0, 0, 0).

Logo,
f1 = αuv ·N1 = 0 e f2 = αuv ·N2 = 0.

Assim,

kN =
E(f1g2 − f2g1)− F (e1g2 − e2g1) +G(e1f2 − e2f1)

2(EG− F 2)
= 0.

3.1) A superfície produto de uma cardióide e de um círculo.

Neste exemplo construímos o produto de duas curvas específicas e a partir daí en-
contramos a elipse de curvatura associada a imersão definida pelo produto.
Sejam

β1 : [0, π) ∪ (π, 2π] −→ R2

t 7→ β1(t) = (2 cos t+ cos 2t, 2 sin t+ sin 2t)

e
β2 : [0, 2π] −→ R2

t 7−→ β2(t) = (sin t, cos t),

as curvas no plano que descrevem uma cardióide e um círculo, respectivamente. Seja

X :
(
[0, π) ∪ (π, 2π]

)
× [0, 2π] −→ R4

(u, v) 7−→ X(u, v) = (2 cosu+ cos 2u, 2 sinu+ sin 2u, sin v, cos v).

Temos
Xu = (−2 sinu− 2 sin 2u, 2 cosu+ 2 cos 2u, 0, 0),
Xv = (0, 0, cos v,− sin v),
Xuu = (−2 cosu− 4 cos 2u,−2 sinu− 4 sin 2u, 0, 0),
Xvv = (0, 0,− sin v,− cos v),
Xuv = (0, 0, 0, 0).

Os coeficientes da primeira forma fundamental de M em (u, v), são:

E = Xu ·Xu

= (−2 sinu− 2 sin 2u)2 + (2 cosu+ 2 cos 2u)2

= 4 sin2 u+ 8 sinu sin 2u+ 4 sin2 2u+ 4 cos2 u+ 8 cosu cos 2u+ 4 cos2 u

= 8 + 16 sin2 cosu+ 8 cosu cos 2u

= 8 + 8 cosu(2 sin2 u+ cos2 u− sin2 u)

= 8 + 8(sin2 u+ cos2 u)

= 8 + 8 cosu,
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F = Xu · Xv = 0 e G = Xv · Xv = cos2 v + sin2 v = 1. Observemos que dados

p ∈M e

{
Xu

∥ Xu ∥
, Xv

}
um referencial ortonormal de TpM , temos :


Xuu =

(
Xuu ·

Xu

∥ Xu ∥

)
Xu

∥ Xu ∥
+ (Xuu ·Xv)Xv + (Xuu)

N

Xvv =

(
Xvv ·

Xu

∥ Xu ∥

)
Xu

∥ Xu ∥
+ (Xvv ·Xv)Xv + (Xvv)

N .

Logo,

(Xuu)
N = Xuu +

4 sinu

8 + 8 cosu
Xu, (Xvv)

N = Xvv e (Xuv)
N = Xuv = 0.

Sabemos que dada uma superfície M imersa em Rn;n ≥ 4 podemos calcular a
expressão da elipse de curvatura em qualquer ponto de M e sua expressão é dada
por:

η(θ) = 1
2E

(
XN

uu +
1

EG−F 2 (E
2XN

vv − 2EFXN
uv + F 2XN

uu)
)
+

1
2E

(
XN

uu − 1
EG−F 2 (E

2XN
vv − 2EFXN

uv + F 2XN
uu)
)
cos 2θ+

1
E
√
EG−F 2 (EX

N
uv − FXN

uu) sin 2θ.

Então,
C = (0, 0, 0, 0),

segue da expressão da elipse de curvatura, que em todo ponto da superfície a elipse
de curvatura se degenera em um segmento de reta ou em um ponto.
Além disso,

B =
1

16(1 + cosu)

(
− 1− 32 cos 2u− 8 cos2 u(1 + 6 cosu),−4 sin 2u(9 + cosu), 0, 0

)
+
1

2
(0, 0, sin v, cos v) ̸= 0,

logo, a elipse de curvatura se degenera em segmento de reta.
Surge a seguinte pergunta:
Os pontos da superfície gerada pelo produto de uma cardióide e de um círculo são
pontos inflexão ?
Afim de respondermos tal pergunta, analisamos os vetores H e B

H =
1

128(1 + cosu)2

(
− 1− 32 cos 2u− 8 cos2 u(1 + 6 cosu),−4 sin 2u(9 + cosu), 0, 0

)
+

1

2
(0, 0,− sin v,− cos v).
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Observe que: H = U + V e B = U − V, onde

U =
1

128(1 + cosu)2

(
− 1− 32 cos 2u− 8 cos2 u(1 + 6 cosu),−4 sin 2u(9 + cosu), 0, 0

)
,

V =
1

2
(0, 0,− sin v,− cos v),

são vetores linearmente independentes, entãoH e B o são. Assim, todos os pontos da
superfície não são pontos de inflexão, porém todos os seus pontos se degeneram
em um segmento de reta.

3.2) O produto de um círculo e uma elipse.

Sejam
β1 : [0, 2π] −→ R2

t 7−→ β1(t) = (cos t, sin t)

e
β2 : [0, 2π] −→ R2

t 7→ β1(t) = (a cos t, b sin t),

curvas no plano, com a > b > 0. Seja produto das curvas β1 e β2 dado por:

X : [0, 2π] ×[0, 2π] −→ R4

(u, v) 7→ X(u, v) = (cosu, sinu, a cos v, b sin v).

Temos
Xu = (− sin u, cosu, 0, 0),
Xv = (0, 0,−a sin v, b cos v),
Xuu = (− cosu,− sinu, 0, 0),
Xvv = (0, 0,−a cos v,−b sin v),
Xuv = (0, 0, 0, 0).

Os coeficientes da primeira forma fundamental de M em (u,v) são dados por:

E = 1, F = 0 e G = a2 sin2 v + b2 cos2 v.

Utilizando os mesmos argumentos do exemplo anterior temos:

(Xuu)
N = Xuu, (Xvv)

N = Xvv +
(a2 − b2) sin 2v

2(a2 sin2 v + b2 cos2 v)
Xv e Xuv = (0, 0, 0, 0).

Logo,
C = (0, 0, 0, 0)

e a elipse de curvatura em cada ponto da superfície é degenerada. Além disso

H = −1

2

[
(cosu, sinu, 0, 0)−

ab

2(a2 sin2 v + b2 cos2 v)2
(0, 0, b, a sin v)

]
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e

B = −1

2

[
(cosu, sin u, 0, 0) +

ab

2(a2 sin2 v + b2 cos2 v)2
(0, 0, b, a sin v)

]
.

De forma análoga ao exemplo anterior, H = U + V e B = U − V, onde

U = −1

2
(cosu, sinu, 0, 0) e V =

−ab
2(a2 sin2 v + b2 cos2 v)2

(0, 0, b, a sin v),

são vetores linearmente independentes, o que mostra que H e B também o são.
Portanto, os pontos da superfície não são pontos de inflexão, porém a elipse de
curvatura se degenera em um segmento de reta.

3.3) Toro de Clifford - Produto de dois círculos.

Consideremos o toro de Clifford descrito na seção 1.3, dado pela imersão

X(u, v) =
1√
2
(cosu, sin u, cos v, sin v).

Os coeficientes da primeira forma fundamental do toro de Clifford, denotado por T ,
em p = (u, v) são:

E = Xu ·Xu =
1

2
, F = Xu ·Xv = 0 e G = Xv ·Xv =

1

2
.

Além disso,

Xuu =
1√
2
(− cosu,− sin u, 0, 0) e Xvv =

1√
2
(0, 0,− cos v,− sin v).

Dados p ∈ T e
{√

2Xu,
√
2Xv

}
um referencial ortonormal para TpT temos:

(Xuu)
N = Xuu − 2(Xuu ·Xu)Xu − 2(Xuu ·Xv)Xv,

(Xvv)
N = Xvv − 2(Xvv ·Xu)Xu − 2(Xvv ·Xv)Xv.

Portanto,
(Xuu)

N = Xuu (Xvv)
N = Xvv, e (Xuv)

N = 0.

Analisando os vetores H, B e C da elipse de curvatura, temos inicialmente que

C = (0, 0, 0, 0),

o que garante que a elipse de curvatura se degenera num segmento de reta ou em
um ponto. Como

B =
1√
2
(− cosu,− sin u, cos v, sin v),

29



então a elipse de curvatura não se degenera em um ponto e

H =
1√
2
(− cosu,− sinu,− cos v,− sin v).

ClaramenteH eB são linearmente independentes, com isso concluímos que os pontos
do toro de Clifford não são pontos de inflexão. Contudo a elipse de curvatura em
um ponto qualquer, associado a imersão X que descreve o chamado toro de Clifford,
é um segmento de reta não radial.

4) A superfície de Veronese.

Seja a aplicação de Veronese de ordem 2 (veja Apêndice):

ξ : R3 −→ R6

(x1, x2, x3) 7−→ (x21, x
2
2, x

2
3,
√
2x1x2,

√
2x1x3,

√
2x2x3).

A imagem ξ(S2) é chamada superfície de Veronese e é uma superfície esférica
em R5.

De fato,

ξ : S2 −→ R6

(x, y, z(x, y)) 7−→
(
x2, y2, (z(x, y))2,

√
2xy,

√
2xz(x, y),

√
2yz(x, y)

)
,

onde z(x, y) =
√

1− x2 − y2. Notemos que:

x4 + y4 + z4 + 2x2y2 + 2x2z2 + 2y2z2 = x2(x2 + y2 + z2) + y2(x2 + y2 + z2) +

z2(x2 + y2 + z2)

= 1.

Logo, ξ(S2) ⊂ S5.

Além disso, ξ(S2) está contida no hiperplano H, onde

H = {(u1, u2, u3, u4, u5, u6) ∈ R6;u1 + u2 + u3 = 1}.

Portanto, ξ(S2) ⊂ H ∩ (S2) = S4(a, r) ⊂ R5.

A expressão da superfície de Veronese em R5 é dada por:

ξ = RTvξ : S2 −→ S4
(

2√
3

)
(x, y, z) 7−→

(
3y2 − 1,−

√
3(x2 + z2 − 2

3
),
√
2xy,

√
2xz,

√
2yz
)
.

Vamos obter a elipse de curvatura em pontos da superfície de Veronese ξ(S2). Ob-
servemos que para quaisquer dois pontos p, q ∈ S2, distintos, existe uma isometria
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linear que leva p em q.
Além disso, sabemos por [19] que uma isometria linear i : Rn −→ Rn induz uma
isometria em Rn ◦ Rn, o produto simétrico de Rn.
Assim, utilizando esses fatos, concluímos que na superfície de Veronese a elipse de
curvatura coincide em todos os seus pontos.

Determinaremos a elipse de curvatura no ponto (0, 0, 1) ∈ S2. Notemos que

ξx(x, y, z) =
(
0,−2

√
2x,

√
2z(x, y) +

√
2xzx(x, y),

√
2yzx(x, y)

)
,

ξy(x, y, z) =
(√

6y,−
√
2y,

√
2x,

√
2xzy(x, y),

√
2z(x, y) +

√
2yzy(x, y)

)
.

Logo,
ξx(0, 0, 1) = (0, 0,

√
2, 0) e ξy(0, 0, 1) = (0, 0, 0,

√
2).

Os coeficientes da primeira forma fundamental da superfície de Veronese em (0,0,1)
são

E = G = 2 e F = 0.

Observe ainda que:

ξxx(x, y, z) =
(
0,−2

√
2, 2

√
2zx(x, y) +

√
2xzxx(x, y),

√
2yzxx(x, y)

)
,

ξyy(x, y, z) =
(√

6,−
√
2, 0,

√
2xzyy(x, y), 2

√
2zy(x, y) +

√
2yzyy(x, y)

)
,

ξxy(x, y, z) =
(
0, 0,

√
2,
√
2z(x, y) +

√
2xzxy(x, y),

√
2zy(x, y) +

√
2yzy(x, y)

)
.

Então,

ξxx(0, 0, 1) = (0,−2
√
2, 0, 0, 0), ξyy(0, 0, 1) = (

√
6,−

√
2, 0, 0, 0)

e ξxy(0, 0, 1) = (0, 0,
√
2, 0, 0).

Podemos escolher o referencial ortonormal
{

1√
2
ξx(0, 0, 1),

1√
2
ξy(0, 0, 1)

}
tangente de

tal forma que:

(ξxx(0, 0, 1))
N = ξxx(0, 0, 1) = (0,−2

√
2, 0, 0, 0),

(ξyy(0, 0, 1))
N = ξyy(0, 0, 1) = (

√
6,−

√
2, 0, 0, 0),

(ξxy(0, 0, 1))
N = ξxy(0, 0, 1) = (0, 0,

√
2, 0, 0).

Segue que a elipse de curvatura é dada por:

η(θ) =
1

4
(
√
6,−3

√
2, 0, 0, 0) +

1

4
(−

√
6,
√
2, 0, 0, 0) cos 2θ +

1

2
(0, 0,

√
2, 0, 0) sin 2θ.

Os vetores 1
4
(−

√
6,
√
2, 0, 0, 0) e 1

2
(0, 0,

√
2, 0, 0) são vetores linearmente indepen-

dentes e têm o mesmo comprimento. Portanto, a elipse de curvatura em (0, 0, 1) é
uma circunferência, com centro H = 1

4
(
√
6,−3

√
2, 0, 0, 0) e raio r =

√
2.

31



5) Superfície de translação.

Seja a superfície de translação dada por:

X :
(
(0, 2π)− {s}

)
× (0, 2π) −→ R4

(s, t) 7−→ X(s, t) = α(s) + β(t) = (cos s+ 3t, sin s, cos t, sin t),

onde s é tal que sin2 s < 4
9

e

α : (0, 2π)− {s} −→ R4

s 7−→ α(s) = (cos s, sin s, 0, 0)
,

β : (0, 2π) −→ R4

s 7−→ β(t) = (3t, 0, cos t, sin t).

Temos que:

Xs = (− sin s, cos s, 0, 0) e Xt = (3, 0,− sin t, cos t).

Portanto,

Xss = (− cos s,− sin s, 0, 0) e Xtt = (0, 0,− cos t,− sin t).

Dados p ∈M e {Xs,
1
2
Xt} um referencial ortonormal para TpM temos:

(Xss)
N =

(
− sin s+

9

4
cos s, cos s,−3

4
cos s sin t,

3

4
cos s cos t

)
, (Xtt)

N = Xtt

e (Xst)
N = (0, 0, 0, 0). Analisando a fórmula 1.3 para a elipse de curvatura em um

ponto p ∈M associada a imersão X, temos

C = − −3 sin s√
4− 9 sin2 s

(
− sin s+

9

4
cos s, cos s,−3

4
cos s sin t,

3

4
cos s cos t

)
,

B =
1

(4− 9 sin2 s)

(
− 2 sin s+

9

2
cos s, 2 cos s,− cos t(3 sin t+ 1),

3

4
cos s cos t

)
.

Observemos que para (s,t)=(0,0) temos:

B =
1

4

(
9

2
, 2,−1,

3

4

)
e C = 0,

o que mostra que a elipse de curvatura em (0, 0) associada a superfície de translação
é um segmento de reta.
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Por outro lado, considerando o ponto (s, t) =
(π
6
, 0
)

temos:

B =
1

4

(
9

2
, 2,−1,

3

4

)
e C =

(
−4 + 9

√
3

8
,

√
3

2
, 0,

3
√
3

8

)
.

Como B e C são linearmente independentes e tem comprimentos distintos, então a
elipse de curvatura em

(π
6
, 0
)

é uma elipse.
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Capítulo 2

Semiumbilicidade e Umbilicidade em
Superfícies Imersas em R4.

Neste capítulo, com base nos trabalhos de S. M. Moraes em [19], M. C. Romero-Fuster
e F. Sánches-Bringas em [24], estendemos alguns conceitos da geometria de superfícies em
R3 para imersões de superfícies em R4.

Considerando uma superfície M imersa em R4, p um ponto em M e ν uma direção
normal a M em p, na primeira seção definimos as ν-direções principais, ν-direções assin-
tóticas, ν-curvaturas principais e as ν-linhas de curvatura.

Na segunda seção mostramos que em superfícies imersas em R4 os conceitos de
ν-umbilicidade e semiumbilicidade são equivalentes.

Na terceira seção relacionamos os conceitos de campos paralelos com a função curva-
tura associada a superfície e mostramos uma relação importante entre superfícies
ν-umbílicas e superfícies hiperesféricas.

2.1 ν-Umbilicidade e ν-Linhas de Curvatura
Seja M uma superfície imersa em R4, no capítulo 1 definimos a aplicação segunda

fundamental, denotada por α. Dados p ∈M e ν uma direção normal a M em p, α define
uma forma bilinear e simétrica, denotada por Hν , dada por:

Hν : TpM × TpM −→ R
(X(p), Y (p)) 7→ Hν = α(X, Y )(p) · ν.

No caso de superfícies imersas em R3, definimos uma única aplicação segunda forma
fundamental da superfície devido a única direção normal presente, mas no caso de super-
fícies imersas em Rn, n ≥ 4 para cada direção normal ν temos uma aplicação.

Definição 2.1 Seja M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, dados p em M e ν um
vetor normal em NpM , a segunda forma fundamental de M em p segundo o vetor
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normal ν, denotada por IIν, é a seguinte forma quadrática:

IIν : TpM −→ R
X(p) −→ IIν(X(p)) = Hν = α(X, Y )(p) · ν.

Dados p ∈ M e ν ∈ NpM , podemos considerar o operador de forma Sν que é uma
aplicação linear auto adjunta, que satisfaz

Sν(X(p)) · Y = Hν(X, Y )(p,

onde X, Y são campos de vetores tangentes a M.
Em [2] temos a seguinte igualdade: Sν(X) = −(∇Xν)

⊤, onde X e ν são respectiva-
mente as extensões de X e ν, sobre uma vizinhança de p em R4.

A partir disso, podemos expressar a segunda forma fundamental em X ∈ TpM , em
termos do operador de forma, do seguinte modo:

IIν(X) = Sν(X) ·X.

Analogamente ao caso de superfícies imersas em R3, consideremos IIν |S1 , como IIν é
contínua e S1 é compacto, segue que IIν |S1 atinge seu máximo e mínimo em S1, isto é,
existem θ1 e θ2 direções em S1, tais que:

k1 = IIν(θ1) ≤ IIν(θ) ≤ IIν(θ2) = k2, ∀ θ ∈ S1.

Assim temos a seguinte definição:

Definição 2.2 Sejam M uma superfície imersa em R4, p um ponto em M e ν um vetor
não nulo em NpM . Dizemos que uma direção θ não nula em TpM é uma ν-direção prin-
cipal se, e somente se, a aplicação IIν atinge seu máximo ou mínimo em θ. Os corres-
pondentes valores k1 máximo e k2 mínimo são chamados, respectivamente, ν-curvatura
principal máxima e ν-curvatura principal mínima.

Definição 2.3 Um ponto p em M é ν-umbílico se, e somente se, a ν-curvatura máxima
coincide com a ν-curvatura mínima. Neste caso, ν é uma direção de umbilicidade
para M em p. Dizemos que uma superfície M é ν-umbílica se todos os seus pontos são
ν-umbílicos.

Observação 2.4 Analogamente ao caso de superfícies imersas em R3, dado p um ponto
em M , superfície imersa em R4, se p não é ν-umbílico, então as direções principais θ1 e
θ2 em TpM

∗ são ortogonais.

De fato, o operador de forma Sν = −∇Y ν é uma aplicação linear auto-adjunta e
α(X,Y ) · ν = Sν(X) · Y , X, Y ∈ TpM . Então existe uma base {w1, w2} ortonormal
constituída de autovetores de Sν e os respectivos autovalores são o máximo e mínimo do
operador de forma.
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Assim,

IIν(w) = α(w,w) · ν
= cos2 θIIν(w1) + 2 sin(θ) cos(θ)α(w1, w2) · ν + sin2(θ)IIν(w2)

= cos2(θ)k1 + 2 sin(θ) cos(θ)Sν(w1) · w2 + sin2(θ)k2

= cos2(θ)k1 + sin2(θ)k2,

com w ∈ TpM .
Se θ1 e θ2 são direções principais e p é um ponto não ν-umbílico temos:

IIν(w) = cos2(θ)k1 + sin2(θ)k2,∀ w ∈ TpM,

onde θ é o ângulo entre w1 e w2.
Portanto,

k2 = cos2(θ)k1 + sin2(θ)k2.

Logo,
(k1 − k2) cos

2 θ = 0

e daí que θ =
π

2
.

Assim, se considerarmos Uν o conjunto de todos os pontos ν-umbílicos de M as
ν-direções principais definem dois campos tangentes mutuamente ortogonais em toda
a região M \ Uν . Com isto, temos a seguinte definição:

Definição 2.5 As curvas em M correspondentes aos dois campos tangentes mutuamente
ortogonais em toda a região M \Uν são chamadas as ν-linhas de curvatura principal.
As duas folheações ortogonais juntamente com os pontos críticos (ν-umbílicos) formam o
que chamamos de ν-configuração principal de M .

A equação diferencial das ν-linhas de curvatura é expressa em [24] e dada da seguinte
forma:

Sν(X(p)) = λ(p)X(p),

onde
λ : M −→ R

p 7−→ λ(p),

é uma função diferenciável chamada função curvatura associada a M .
Suponhamos que ϕ :M −→ R4 é uma imersão de uma superfície M em R4 e U ⊂M é

uma vizinhança com coordenadas locais (u, v). Sejam E,F e G os coeficientes da primeira
forma fundamental nesta carta coordenada.

Definição 2.6 Seja M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, os coeficientes da se-
gunda forma fundamental segundo o vetor normal ν, são dados por:

eν = II(w1) = −α(w1, w1) · ν,
fν = −α(w1, w2) · ν = −α(w2, w1) · ν,
gν = II(w2) = −α(w2, w2) · ν,
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em que {w1, w2} é um referencial ortonormal adequado para o conjunto de todos os campos
de vetores tangentes X (M).

Considerando os coeficientes da segunda forma fundamental a equação diferencial das
ν-linhas de curvatura em um sistema de coordenadas locais é dado por:

(fνE − eνF )du
2 + (gνE − eνG)dudv + (gνF − fνG)dv

2 = 0. (2.1)

Se o sistema de coordenadas considerado é isotérmico (por exemplo a forma de Monge),
ou seja, E = G > 0 e F = 0, a equação das ν-linhas de curvatura é dada por:

fνdu
2 + (gν − eν)dudv − fνdv

2 = 0. (2.2)

No que segue, vamos denotar por Ep o subespaço vetorial de NpM paralelo ao espaço
afim que contém a elipse de curvatura ηp. Se ηp é uma elipse não degenerada, então
Ep = NpM . Se ηp se degenera em um segmento, então Ep é uma reta que passa pela
origem de NpM , e quando ηp se degenera em um ponto, temos que Ep = {0NpM}.

Além disso, da construção da elipse de curvatura, se ηp é não degenerada, então B e
C são linearmente independentes e portanto, geram o plano Ep. Se ηp se degenera em
um segmento, os vetores B e C são linearmente dependentes, e daí Ep é gerado por B (se
B ̸= 0) ou Ep é gerado por C (se C ̸= 0).

Agora já estamos em condições de enunciar o teorema que nos comprova que quando
um ponto p é ν-umbílico, as ν direções normais encontram-se no espaço ortogonal ao
subespaço linear Ep que contém a elipse de curvatura.

Teorema 2.7 Sejam M uma superfície imersa em R4, p ∈ M e ν um campo de vetores
normais a M em p. Um ponto p é ν-umbílico se e, somente se, ν(p) ∈ E⊥

p .

Demonstração: Seja M uma superfície imersa em R4, assumiremos que a imersão é
dada localmente em p na forma de Monge, isto é

ϕ :
(
R2, (0, 0)

)
−→

(
R4, (0, 0, 0, 0)

)
(x, y) 7→

(
x, y, ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)

)
.

A equação das ν-linhas de curvatura é dada por:

fνdu
2 + (gν − eν)dudv − fνdv

2 = 0.

Observando as ν-linhas de curvatura temos que p é ν-umbílico se, e somente se,

fν = 0 e gν − eν = 0.

Mas, sabemos que

eν = ϕxx(p) · ν, fν = ϕxy(p) · ν e gν = ϕyy(p) · ν.
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Por outro lado, analisando a expressão da elipse de curvatura, temos:

H =
1

2

(
ϕxx(p) + ϕyy(p)

)
, B =

1

2

(
ϕxx(p)− ϕyy(p)

)
e C = ϕxy(p).

Assim, fν = 0 e gν − eν = 0 ⇐⇒ ϕxy(p) · ν = 0 e
(
ϕxx(p) − ϕyy(p)

)
· ν = 0 ⇐⇒

C · ν = 0 e B · ν = 0 ⇐⇒ ν ⊥ Ep, pois Ep =
⟨
B,C

⟩
.

Lema 2.8 Seja M uma superfície ν-umbílica para algum campo normal ν. A configu-
ração principal de qualquer campo de vetor normal ρ linearmente independente a ν é
univocamente determinado.

Demonstração: Seja ϕ a imersão de uma superfície M em R4, para cada ponto p ∈ M
consideremos um sistema de coordenadas locais isotérmicas, isto é, E = G = 1 e F = 0.
Definimos ν⊥ = ϕu ∧ϕv ∧ ν ∈ N (M), o produto vetorial dos campos de vetores ϕu, ϕv, ν.

Para cada p ∈ M o conjunto
{
ϕu(p), ϕv(p), ν(p), ν(p)

⊥} é uma base ortogonal para
TpR4, então para qualquer campo de vetor normal ρ, existem a, b : U −→ R tais que
ρ = aν + bν⊥ e os coeficientes da segunda forma fundamental podem ser expressos por:

eρ = −ϕuu · ρ = −ϕuu · (aν + bν⊥) = aeν + beν⊥ ,

fρ = −ϕuv · ρ = −ϕuv · (aν + bν⊥) = afν + bfν⊥ ,

gρ = −ϕvv · ρ = −ϕvv · (aν + bν⊥) = agν + bgν⊥ .

Portanto, a equação das ν- linhas de curvatura nestas coordenadas é:

(afν + bfν⊥)du
2 + (agν + bgν⊥ − aeν + beν⊥)dudv − (afν + bfν⊥)dv

2 = 0 ⇐⇒

a(fνdu
2 + (gν − eν)dudv − fνdv

2) + b(fν⊥du
2 + (gν⊥ − eν⊥)dudv − fν⊥dv

2) = 0.

Como M é ν-umbílica, temos fν = 0 e gν − eν = 0, daí que

b(fν⊥du
2 + (gν⊥ − eν⊥)dudv − fν⊥dv

2) = 0,

com b ̸= 0, pois caso contrário ρ = aν, uma contradição com a hipótese de que ρ e ν são
linearmente independentes.

Logo,
fν⊥du

2 + (gν⊥ − eν⊥)dudv − fν⊥dv
2 = 0,

o que mostra que as configurações principais de ρ e ν⊥ coincidem.

Lema 2.9 Sejam M uma superfície imersa em R4 e ρ um campo de vetores normais a
M , então:

i) As linhas coordenadas da parametrização de M coincidem com as ρ- linhas de cur-
vatura se, e somente se, F = 0 e fρ = 0.

ii) Neste sistema de coordenadas as curvaturas principais têm a seguinte expressão:
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k1 =
eρ
E

e k2 =
gρ
G
.

Demonstração: i) Se as linhas coordenadas coincidem com as ρ-linhas de curvatura,
então devem ser ortogonais. As linhas coordenadas são dadas por α(u) = ϕ(u, v0) e
β(v) = ϕ(u0, v). Como α e β são ortogonais, então em qualquer instante t0, temos que
α′(t0) · β′(t0) = 0, o que mostra que F = ϕ(u) · ϕ(v) = α′(u) · β′(v) = 0.

A equação das ρ-linhas de curvatura em coordenadas locais (u, v) é dada por :

fρEdu
2 + (gρE − eρ)Gdudv − (gρF − fρG)dv

2 = 0.

Como as linhas coordenadas coincidem com as ρ-linhas de curvatura, a linha coorde-
nada α(u) = ϕ(u, v0) verifica a equação das linhas de curvatura, e ainda αv = 0.

Logo,

fρE
∂α

∂u

2

= 0,

então fρE = 0. Utilizando o fato que ϕ é uma imersão, então {ϕu, ϕv} é uma base
ortonormal tangente em cada ponto da superfície, daí que ϕu ̸= 0, então E = ϕu · ϕu ̸= 0,
concluímos que fρ = 0.

Reciprocamente, se F = 0 e fρ = 0, temos da equação 2.1 que

(gρE − eρG)dudv = 0,

mas se α(u) = ϕ(u, v0) e β(v) = ϕ(u0, v) então
∂α

∂v
= 0 e

∂β

∂u
= 0. Portanto, as curvas

coordenadas satisfazem a equação diferencial das ρ-linhas de curvatura.
ii) Seja X um campo de vetores tangentes a M , então X = X1ϕu+X

2ϕv. Escrevendo
em coordenadas a expressão do operador forma, temos:

Sρ(X) = −∇Xρ = −(X1ρu +X2ρv)
⊤ = X1(a11ϕu + a21ϕv) +X2(a12ϕu + a22ϕv).

Por outro lado, como a componente tangente de ρu = −∇∂uρ é -Sρ(∂u), calculamos os
coeficientes da segunda forma fundamental com respeito a ρ nestes termos. Utilizando o
fato de que ρ · ϕu = 0 e ρ · ϕv = 0 e derivando essas igualdades, obtemos:

ρu · ϕu = −ϕuu · ρ,
ρv · ϕu = −ϕuv · ρ,
ρv · ϕv = −ϕvv · ρ.

Os coeficientes da segunda forma são:

eρ = ϕuu · ρ = −ρu · ϕu = a11E + a21F,

fρ = ϕuv · ρ = −ρv · ϕu = a11F + a21G,

gρ = ϕvv · ρ = −ρv · ϕv = a12F + a22G.

Resolvendo esse sistema para aij com as condições F = 0 = fρ, obtemos: a11 =
eρ
E

,

a21 =
fρ
G

= 0 =
fρ
E

= a12 e a22 =
gρ
G

. Portanto, k1 =
eρ
E

, k2 =
gρ
G

.
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2.2 Umbilicidade e Semiumbilicidade
Definição 2.10 Seja ϕ : U ⊂ R2 −→ R4 uma imersão local de M em R4, dada v uma
direção em R4, a função altura de ϕ na direção v ∈ R4, denotada por hν, é a seguinte
função

hv : U ⊂ R2 −→ R
(x, y) 7−→ hv(x, y) = ϕ(x, y) · v.

A função hν tem uma singularidade em p ∈M se, e somente se, ν ∈ NpM . De fato

hv tem singularidade em p ⇔


∂hν
∂x

(p) = 0

∂hν
∂y

(p) = 0

⇔


∂ϕ

∂x
(p) · ν = 0

∂ϕ

∂y
(p) · ν = 0

se e, somente se, v é ortogonal ao plano tangente TpM , o que equivale dizer que v ∈ NpM .
A próxima proposição, envolvendo função altura, será útil em alguns desenvolvimentos.

Proposição 2.11 Seja M uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4. Dados p um ponto em
M e v um vetor não nulo em NpM as formas quadráticas IIv(p) e Hess(hv)(p) coincidem.

Demonstração: Dado p ≡ (0, 0) em M , tomemos um referencial ortonormal {w1, w2}
para TpM e {w3, ..., wn} para NpM . Suponhamos que a imersão de ϕ de M em Rn é dada
localmente em p na forma de Monge, isto é:

ϕ :
(
R2, (0, 0)

)
−→

(
Rn, (0, ..., 0)

)
(x, y) 7−→ xw1 + yw2 + ϕ1(x, y)w3 + ...+ ϕn−2(x, y)wn,

com
∂ϕi

∂x
(p) =

∂ϕi

∂y
(p) = 0 para i = 1, ..., n− 2.

Para qualquer vetor normal v ∈ NpM , podemos escrever v = v1w3+ ...+ vn−2wn, logo
a função altura na direção v é dada por:

hv : (R2, 0) −→ R
(x, y) 7−→ hv(x, y) = ϕ(x, y) · v = v1ϕ1(x, y) + ...+ vn−2ϕn−2(x, y).

Temos então

∂2hv
∂x2

(p) =
n−2∑
i=i

aivi,
∂2hv
∂x∂y

(p) =
n−2∑
i=i

bivi e
∂2hv
∂y2

(p) =
n−2∑
i=i

civi,

onde
ai =

∂2ϕi

∂x2
(p), bi =

∂2ϕi

∂x∂y
(p) e ci =

∂2ϕi

∂y2
(p),
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para i = 1, ..., n− 2.
Os coeficientes da segunda forma fundamental segundo o vetor

v ∈ NpM são dados por

ev = ϕxx(p) · v, fv = ϕxy(p) · v e gv = ϕyy(p) · v.

Logo,

ev =
n−2∑
i=i

aivi, fv =
n−2∑
i=i

bivi e gv =
n−2∑
i=i

civi.

Portanto,

IIv(p) =


n−2∑
i=i

aivi

n−2∑
i=i

bivi

n−2∑
i=i

bivi

n−2∑
i=i

civi

 = Hess(hv(p)).

A partir da função altura podemos definir uma direção binormal:

Definição 2.12 Sejam M uma superfície imersa em R4, p ∈ M e v ∈ NpM , dizemos
que um vetor v ∈ NpM é uma direção binormal se a forma quadrática Hess(hv(p)) é
degenerada, ou seja, det(Hess(hv(p))) = 0.

Através da função altura associada a um vetor binormal b, podemos definir as direções
tangentes assintóticas:

Definição 2.13 Sejam M uma superfície imersa em R4, b ∈ NpM uma direção binormal
em um ponto p ∈M . Dizemos que θ não trivial em TpM é uma direção assintótica se
θ ∈ ker(Hess(hb(p))).

Observação 2.14 Segue da proposição 2.11 que se θ ∈ TpM é uma direção assintótica e
b é a direção binormal associado a direção θ, então θ é uma direção na qual IIb(θ) = 0.

Exemplo:
Consideremos o toro de Clifford, descrito no capítulo 1 na seção 1.5 exemplo 3.3,

através da imersão:
X(u, v) =

1√
2
(cosu, sin u, cos v, sin v).

É claro que {X1, X2, X3, X4}, onde

X1 = (− sinu, cosu, 0, 0),

X2 = (0, 0,− sin v, cos v),

X3 =
1√
2
(cosu, sinu, cos v, sin v),

X4 =
1√
2
(− cosu,− sinu, cos v, sin v),
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é uma referencial ortonormal de R4 tal que X1 e X2 são tangentes a X e X3 e X4 são
normais a X. Vamos encontrar um vetor binormal unitário no toro de Clifford. Para isto,
consideremos um vetor ρ = aX3 + bX4, onde a, b : U −→ R são funções diferenciáveis,
tais que a2 + b2 = 1.

Os coeficientes da segunda forma fundamental segundo o vetor ρ são:

eρ =
1

2
a− 1

2
b, fρ = 0 e gρ =

1

2
a+

1

2
b.

Afim de que ρ seja um vetor binormal, devemos ter det(Hess(hρ)) = 0. Como

Hess(hη) =

[
1
2
a− 1

2
b 0

0 1
2
a+ 1

2
b

]
,

segue que det(Hess(hρ)) = 0 se, e somente se, a2− b2 = 0, ou seja, se, e somente se, a = b
ou a = −b.

Como desejamos um vetor binormal unitário, devemos ter a = b =
1√
2

ou b = 1√
2

e

a = − 1√
2
.

Lema 2.15 Suponhamos que {bi}, para i = 1, 2, são dois campos de vetores binormais
em M e as correspondentes linhas assintóticas são mutuamente ortogonais, então

i) As linhas assintóticas são as linhas de curvatura para ambos campos binormais.

ii) M é ν umbílica para ν = k2b1 + k1b2.

iii) Dado um campo de vetores normais ρ linearmente independentes a ν, as ρ-linhas de
curvatura coincidem com as linhas assintóticas de M .

Demonstração: Considere bi um campo de vetores binormais qualquer, e seja u ∈ TpM
um vetor que define uma direção assintótica.

Assim, u ∈ Hess(hbi), onde hbi é a função altura associada ao campo binormal bi.
Como o hessiano coincide com o operador de forma Sbi em p, o vetor u é um autovalor

de Sbi correspondente ao autovalor 0. O outro autovetor deve ser ortogonal a este, pois por
hipótese ele esta associado a uma outra direção assintótica em um ponto não bi-umbílico.

Então, as linhas assintóticas associadas aos binormais bi são linhas de curvatura nestes
campos.

ii) Segue de i) que a equação das linhas de curvatura com respeito a b1 e b2 coincidem.
Assumindo uma carta de coordenadas locais isotérmica, isto é E = G > 0 e F = 0, as
equações das bi, i = 1, 2, linhas de curvatura são dadas por:

fbidu
2 + (gbi − ebi)dudv − fbidv

2 = 0, para i = 1, 2.

Assim, existe r :M −→ R tal que

fb1 = rfb2 e gb1 − eb1 = r(gb2 − eb2),
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então
fb1 − rfb2 = 0 e gb1 − rgb2 − (eb1 − reb2) = 0.

Utilizando o fato que b1 e b2 são vetores binormais, então det(hess(hbi(p))) = 0,
podemos assumir que eb1 = gb2 = 0, assim r = −gb1

eb2
.

Portanto, M é ν-umbílica para ν = b1 +
gb1
eb2
b2, pois:

fν = ϕxy(p) ·
(
b1 +

gb1
eb2
b2

)
= fb1 − rfb2 = 0

gν − eν = ϕyy(p) ·
(
b1 +

gb1
eb2
b2

)
+ ϕxx(p) ·

(
b1 +

gb1
eb2
b2

)
= gb1 − rgb2 − (eb1 − reb2) = 0.

Consequentemente, M é 1
E
ν-umbílica, ou seja, é umbílica para eb2

E
b1 +

gb1
E
b2. Segue do

lema 2.9 que M é (k2b1 + k1b2)-umbílica.
iii) Seja ρ um campo de vetores normais a M linearmente independente a ν. Como

M é ν-umbílico, de acordo com o lema 2.9 as configurações principais de ρ e b1 coincidem.
Assim, as ρ-linhas de curvatura coincidem com as bi-linhas de curvatura e pelo item i) as
ρ-linhas de curvatura coincidem com as com as linhas assintóticas.

Lema 2.16 Nas hipótese do lema 2.15 a curvatura associada ao campo ν é dado por
λν = k1k2E.

Demonstração: Sabemos que M é ν-umbílica, logo k1 = k2, daí a curvatura associada
ao campo ν é dada pelo lema 2.9 por:

λν =
eν
E
.

Mas,

eν = ϕuu ·
(eb2
E
b1 +

gb1
E
b2

)
=

eb2eb1
E

+
gb1eb2
E

.

Como b1 é um vetor binormal, det(Hess(hb1)) = 0, podemos assumir que eb1 = 0,
então

λν =
gb1eb2
E

= k1eb2 = k1k2E,

já que k2 =
eb2
E

.
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Observação 2.17 Dado um campo ν de vetores normais em M , seja ν =
ν

∥ ν ∥
. Se M

é ν-umbílica, a equação das ν-linhas de curvatura em um sistema de coordenadas locais
isotérmicas é dada por:

fνdu
2 + (gν − eν)dudv − fνdv

2 = 0

⇐⇒
1

∥ ν ∥
(fνdu

2 + (gν − eν)dudv − fνdv
2) = 0

⇐⇒
fνdu

2 + (gν − eν)dudv − fνdv
2 = 0.

Logo, M é ν-umbílica se, e somente se, é ν-umbílica.

No que segue, trabalharemos com vetores normais unitários, o que nos é garantido
pela obervação acima.

Definição 2.18 Um ponto p ∈M é semiumbílico se, e somente se, a elipse de curvatura
em p se degenera em um segmento de reta.

Teorema 2.19 Seja M uma superfície imersa em R4. As seguintes condições são equi-
valentes em M :

i) M tem dois campos ortogonais de linhas assintóticas definidos globalmente em M .

ii) M é ν-umbílica para algum campo normal ν definido globalmente em M .

iii) A curvatura normal de M é nula em todo ponto.

iv) Todos os pontos de M são semiumbílicos.

Demonstração: i) =⇒ ii) Pelo lema 2.15.
ii) =⇒ iii) Suponhamos que M é ν-umbílica para algum campo normal ν definido

globalmente em M . Consideremos um sistema de coordenadas locais e um referencial
ortonormal {X1(p), X2(p), ν(p), ν(p)

⊥} para o TpR4. A área da elipse de curvatura pode
ser dada em termos dos coeficientes da segunda forma fundamental nas direções de ν e
ν⊥ e em termos da curvatura normal kN por:

△(ηp(θ)) =
π

2

∣∣∣(eν − gν)fν⊥ − (eν⊥ − gν⊥)fν

∣∣∣ = π

2
| kN | ,

onde △(ηp(θ)) é a área da elipse de curvatura.
Como M é ν-umbílica, então todo ponto p é ν-umbílico, pela equação das

ν-linhas de curvatura temos que: fν = 0 e gν = eν .
Segue da expressão da curvatura normal que kN = 0.

iii) ⇐⇒ iv) Sabemos que

△(ηp(θ)) =
π

2

∣∣∣(eν − gν)fν⊥ − (eν⊥ − gν⊥)fν

∣∣∣ = π

2
| kN | .

44



Se kN = 0, a área da elipse de curvatura pela expressão acima é nula, então a elipse
de curvatura se degenera em um segmento de reta ou em um ponto se, e somente se, a
curvatura normal é nula.

iii) =⇒ i) Se todos os pontos de M são semiumbílicos, pelo que foi feito no item

anterior temos kN = 0. Por Little em [11] vemos que tan2(θ1 − θ2) =
∆

k2N
, onde ∆ é a

função resultante e θ1 e θ2 representam os ângulos em TpM correspondentes as direções
assintóticas no ponto p ∈M . Quando kN ≡ 0, temos que tan2(θ1 − θ2) não existe, isto é,
(θ1 − θ2) =

π
2
, o que mostra que M tem dois campos ortogonais de direções assintóticas

em M .

Exemplo:
A imersão

X : [0, 2π]× [0, 2π] −→ R4

(u, v) 7→ X(u, v) = (cosu, sinu, a cos v, b sin v),

dada pelo produto de curvas é ν-umbílica para algum campo normal ν.
Pelo exemplo 3.2 da seção 1.5 a elipse de curvatura em cada ponto p da superfície

dada pelo produto das curvas acima é segmento de reta não radial, assim todos pontos
da superfície são semiumbílicos, pelo teorema 2.19 temos a superfície dada é ν-umbílica
para algum campo normal ν.

2.3 Fórmulas de Estrutura do Rn, n ≥ 4.
SejamM uma superfície imersa em Rn, n ≥ 4, U ⊂M um aberto emM eX1, X2, ..., Xn

campos de vetores em U de tal modo que, para todo p ∈ U , se tenha

Xi ·Xj = δij,

onde
δij =

{
0 , se i ̸= j
1 , se i = j

,

com i, j = 1, ..., n. Um tal conjunto de campos de vetores é chamado um referencial
ortonormal móvel em U .

A partir do referencial {Xi}ni=1 podemos definir formas diferenciais lineares w1, ..., wn

pela condição
wi(Xi) = δij.

O conjunto das formas diferenciais {wi} é chamado o correferencial associado ao refe-
rencial {Xi}ni=1.

Cada campo Xi pode ser visto como uma aplicação diferenciável

Xi : U ⊂M −→ Rn

p 7−→ Xi(p).

45



A diferencial (dXi)p : Rn −→ Rn em p ∈ M é uma aplicação linear. Portanto, para
todo v ∈ Rn, podemos escrever

(dXi)p(v) =
n∑

j=1

(wij)(v)Xj.

Notamos que as expressões (wij)(v) acima definidas, dependem linearmente de v. Por-
tanto, (wij)p é uma forma linear em Rn. Como Xi é um campo diferenciável, wij é uma
forma diferenciável linear. Com estes significados, escrevemos

(dXi)p =
n∑

j=1

(wij)Xj, (2.3)

onde as formas wij, são chamadas formas de conexão do Rn no referencial {Xi}ni=1.

Observação 2.20 A forma de conexão wij = −wji, para todo i, j = i, ..., n.

De fato, derivando a expressão Xi ·Xj, obtemos

0 = (dXi ·Xj) + (Xi · dXj) = wij + wji,

as formas de conexão wij = −wji são antisimétricas nos indices i, j. O ponto fundamental
no método do referencial móvel é que as formas wi, wij satisfazem as chamadas equações
de estrutura de Elie Cartan.

Exemplo:
Seja X : U ⊂ R2 −→ R4 a aplicação diferenciável, definida por

X(u, v) =
1√
2
(cosu, sin u, cos v, sin v),

onde U = {(u, v) ∈ R2; (u, v) ∈ [0, 2π]}.
Temos:

dX = (− sin udu, cosudu,− sin vdv, cos vdv).

Consideremos um referencial ortonormal {X1, X2, X3, X4} tal que :

X1 = (− sinu, cosu, 0, 0),

X2 = (0, 0,− sin v, cos v),

X3 =
1√
2
(cosu, sinu, cos v, sin v),

X4 =
1√
2
(− cosu,− sinu, cos v, sin v).

Como dX =
n∑

i=1

wiXi, concluímos que:

w1 = dX ·X1 = du, w2 = dv, w3 = 0, e w4 = 0.
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Para cálculo das formas de conexão wij, calcularemos primeiro:

dX1 = (− cosudu,− sin udu, 0, 0), dX2 = (0, 0,− cos vdv,− sin vdv)

e dX3 =
1
2
(− sin udu, cosudu,− sin vdv, cos vdv).

Portanto,

w12 = dX1 ·X2 = 0,

w13 = dX1 ·X3 = −du,
w14 = dX1 ·X4 = du,

w23 = dX2 ·X3 = −dv,
w24 = dX2 ·X4 = −dv,
w34 = dX3 ·X4 = 0.

Teorema 2.21 (Equações de Estrutura do Rn) Sejam {Xi}ni=1 um referencial ortonormal
móvel em um aberto U ⊂ Rn, {wi}ni=1 o coreferencial associado a {Xi}ni=1 e {wij}ni,j=1 as
formas de conexão de U no referencial {Xi}ni=1, então

dwi =
∑
k

wk ∧ wki (2.4)

e
dwij =

∑
k

wik ∧ wkj, k = 1, ..., n. (2.5)

Demonstração: Sejam {e1, ..., en} a base canônica do Rn e

xi : U −→ R
p 7−→ xi(p) = xi,

então a dxi é uma forma diferenciável em U e como dxi(ei) = δij, concluímos que {dxi} é
um coreferencial associado ao referencial {ei}.

O referencial dado se exprime em termos dos ei por:

Xi =
∑
j

βijej, (2.6)

onde os βij são funções diferenciáveis em U e para cada p ∈ U , a matriz (βij) é uma matriz
ortogonal. Como w(Xi) = δij, temos

wi =
∑
j

βijdxj. (2.7)

Diferenciando 2.6, obtemos

dXi =
∑
k

dβikek =
∑
k

dβik
∑
j

βjkXj.
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Como dXi =
∑

j wijXj, concluímos que

wij =
∑
k

βikβjk, (2.8)

ou seja, ∑
j

wijβjs =
∑
jk

βikβjkβjs = dβis, s = 1, ..., n. (2.9)

Finalmente, diferenciando exteriormente 2.7 e usando 2.9, obtemos

dwi =
∑
j

dβij ∧ dxj =
∑
jk

wikβkj ∧ dxj =
∑
k

wk ∧ wki,

que é a primeira equação de estrutura 2.4.
Diferenciando 2.8 e usando 2.9 temos que

dwij = −
∑
k

dβik ∧ dβjk = −
∑
k

[
(
∑
l=1

wilβlk) ∧ (
∑
s

wjsβsk)
]

= −
∑
s

wis ∧ wjs =
∑
k

wik ∧ wkj,

que é a segunda equação de estrutura desejada.

Considere um referencial ortonormal {X1, X2, X3, X4} em uma superfície M e seja
{w1, w2, w3, w4} o coreferencial associado ao referencial dado. Utilizando as fórmulas de
estruturas temos que:

w13 = eX3w1 + fX3w2,

w23 = fX3w1 + gX3w2,

w14 = eX4w1 + fX4w2,

w24 = fX4w1 + gX4w2.

Uma observação importante é que a derivação covariante permite interpretar geome-
tricamente as formas de conexão, ou seja, se ∇ é a conexão riemanniana do R4 e X é um
campo de vetores tangente a superfície, então

wij(X) = ∇XXi ·Xj.

2.4 ν-Umbilicidade e Hiperesfericidade
Nesta seção relacionamos os conceitos de ν campos paralelos e a função curvatura

associada a uma superfície M imersa em R4. Em seguida apresentamos um resultado
análogo a superfícies em R3, o qual diz que uma superfície totalmente umbílica com
curvatura constante, está contida numa esfera ou num plano.
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Lema 2.22 Suponha que M é ν-umbílica e λ é a função curvatura associada a M , onde
ν é um campo normal unitário em M , então:

i) w34 ≡ 0 implica que λ é constante;

ii) Se λ é constante para cada ponto p ∈M , temos ou, que w34 = 0 ou w14 = w24 = 0;

iii) Se λ é constante não nula, então w34 ≡ 0.

Demonstração: i) Suponhamos que M é ν-umbílica, para algum campo normal unitário
ν. Consideremos {X1(p), X2(p), X3(p) = ν(p), X4(p) = ν⊥(p)} um referencial ortonormal
para o TpR4. Como M é X3-umbílica, então todo ponto p ∈M é X3-umbílico, a equação
das X3-linhas de curvatura é dada por:

SX3(X(p)) = λ(p)X(p),

para todo ponto p em M , e X um campo tangente em M .
Por outro lado, o operador de forma é tal que

SX3(X) = −∇XX3.

Logo,
−∇XX3 = λ(p)X(p)

Utilizando as formas de conexão, temos

wj3 = −w3j(X) = −(∇XX3 ·Xj) = −(−λX ·Xj) = (λwj(X)). (2.10)

Tomando a derivada exterior, temos:

dw13 = dλ ∧ w1 + λdwj.

Para j = 1, temos:
dw13 = dλ ∧ w1 + λdw1.

Além disso, pelas equações de estrutura, temos

dw13 =
4∑

k=1

w1k ∧ wk3

= w11 ∧ w13 + w12 ∧ w23 + w13 ∧ w33 + w14 ∧ w43,

segue que
dw13 = w12 ∧ w23 + w14 ∧ w43.

Logo,
w12 ∧ w23 + w14 ∧ w43 = dλ ∧ w1 + λdw1. (2.11)

Agora por 2.10 temos que
w23 = λw2,
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então das equações 2.10 e 2.11

dλ ∧ w1 + λdw1 = (w12 ∧ λw2) + w14 ∧ w43. (2.12)

Novamente pelas equações de estrutura temos

dw1 =
4∑

k=1

wk ∧ w1k = w2 ∧ w12. (2.13)

Das igualdades em 2.12 e 2.13

dλ ∧ w1 = w14 ∧ w43.

De forma análoga, para j = 2,

dλ ∧ w2 = w24 ∧ w43.

Como por hipótese a forma de conexão w34 = −w43 = 0, vemos que{
dλ ∧ w1 = 0
dλ ∧ w2 = 0.

Assim, dλ = 0, o que mostra que λ é constante.

ii) Sabemos pela seção anterior que

w14 = eX4w1 + fX4w2

w24 = fX4w1 + gX4w2.

Pelo teorema 2.14 M tem dois campos ortogonais de linhas assintóticas, pois ν está
globalmente definido sobre este. Então as linhas coordenadas da parametrização de M
coincide com as linhas X4-linhas de curvatura, logo pelo lema 2.9 fX4 = 0 e

w14 = eX4w1

w24 = gX4w2.

Se w14 e w24 são colineares, w14 = w24 = 0, pois w1 e w2 são formas independentes.
Como λ é constante, dλ = 0. Utilizando os resultados do item anterior{

w14 ∧ w1 = 0
w24 ∧ w2 = 0.

Logo, w34 = −w43 = 0 ou w14 e w24 são colineares, o que mostra que w14 = w24 = 0.

iii) Se λ é constante, não nula, suponhamos que w34 ̸= 0, então existe algum aberto
U em M , tal que w14, w24 são colineares em U se, e somente se, w14 = w24 = 0 em U .
Utilizando o fato de M ser ν-umbílica, sabemos da demonstração do item anterior que
fX4 = 0. Portanto, U é X4-umbílica.
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Consideremos um campo tangente X tal que em cada ponto p ∈ U , se
X(p) ∈ S1 ⊂ TpU , então X(p) = cos θX1(p) + sin θX2(p), daí

IIX4(X(p)) = α(X(p), X(p)) ·X4

= α
(
cos(θ)X1(p) + sin(θ)X2(p), cos(θ)X1(p) + sin(θ)X2(p)

)
·X4

= cos2(θ)eX4 + 2 cos(θ) sin(θ)fX4 + sin2(θ)gX4

= eX4 = gX4 .

Por outro lado,
IIX4(X(p)) = SX4(X(p)) ·X(p) = −λ.

Como w14 = w24 = 0, λ = eX4 = gX4 = 0, isto é, U é X4-umbílica com função
curvatura associada nula.

Como fX4 = eX4 = gX4 = 0, temos X4 é um campo binormal sobre U .
Uilizando o fato que M é ν-umbílica, temos que kN = ∆ν = 0, segue da observação

1.6 item 3.iv) que todos os pontos em U são pontos de inflexão. Observemos que U é
X3-umbílica, pois M é X3-umbílica com λ ̸= 0.

Temos que
w13 = ex3w1 + fX3w2 = eX3w1 = λw1 (2.14)

w23 = fX3w1 + gX3w2 = gX3w2 = λw2.

Utilizando a equação de estrutura e o fato que w14 = w24 = 0 segue que

0 = dw14 = w13 ∧ w34. (2.15)

Das equações 2.14 e 2.15, temos que

λw1 ∧ w34 = 0.

Analogamente,
λw2 ∧ w34 = 0.

Logo, w34 = 0 ou w1 é colinear a w2, mas w1 e w2 são independentes, o que mostra
que w34 ≡ 0 em U , uma contradição com o suposto no inicio do item. Portanto, w34 ≡ 0
sobre toda a superfície M .

Definição 2.23 Seja ν uma campo de vetores normais definidos em M , dizemos que ν é
um campo paralelo ao longo de M se ∇⊥

Y ν = 0 para qualquer campo tangente Y em M .

Proposição 2.24 Se M é ν-umbílica para algum campo normal unitário ν e tem pontos
de inflexão isolados, então a ν função curvatura λ é constante se, e somente se, ν é
paralelo.
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Demonstração: Suponhamos que ν é um campo normal unitário paralelo ao longo de
M , então ∇⊥

Xν = 0 para qualquer campo tangente em M .
Como M é ν-umbílica para algum campo normal ν, então p é ν-umbílico para todo p

em M . Assim, em termos da ν-linhas de curvatura temos

Sν(X(p)) = λ(p)X(p), ∀p ∈M.

Por outro lado, o operador forma é tal que

Sν(X) = −∇Xν.

Das duas últimas igualdades, podemos escrever

−∇Xν = λX.

Vamos considerar {X1(p), X2(p), X3(p), X4(p)} um referencial ortonormal para TpR4,
utilizando as formas de conexão temos

w34 = ∇XX3 ·X4

= (∇Xν +∇⊥
Xν) · ν⊥

= ∇Xν · ν⊥

= −λX · ν⊥

= 0.

Segue do item i) do lema 2.22 que a função curvatura λ associada a superfície M é
constante.

Reciprocamente, se λ é constante segue pelo item ii) do lema 2.22 que para cada ponto
p ∈M , ou w34 = 0 ou w14 = w24 = 0.

Suponhamos w14 = w24 = 0, então pela equações de estrutura, temos

0 = w14 = eX4w1 + fX4w2 (2.16)
0 = w24 = fX4w1 + gX4w2.

Como M é ν-umbílica, então M tem dois campos de linhas assintóticas ortogonais,
assim podemos tomar coordenadas isotérmicas determinadas pelos campos de direção
assintótica e fX4 = 0. Das equações em 2.16 temos que eX4 = gX4 = 0.

Analisando a curvatura normal e a resultante, temos

kN =
E(fX3gX4 − fX4gX3)− F (eX3gX4 − eX4gX3) +G(eX3fX4 − eX4fX3)

2(EG− F 2)
= 0

e

∆ =
1

4(EG− F 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
eX3 2fX3 gX3 0
eX4 2fX4 gX4 0
0 eX3 2fX3 gX3

0 eX4 2fX4 gX4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Segue daí que todos os pontos em M são pontos de inflexão, uma contradição com a
hipótese.

Logo, devemos ter w34 = 0. Observemos que

dX3 =
4∑

j=1

w3jXj.

Portanto,
(dX3)

N = w33X3 + w34X4.

Como w33 = dX3 ·X3 = 0 e w34 = 0, então (dX3)
N = 0.

Portanto, X3 = ν é um campo paralelo ao longo de M .

Agora apresentamos uma generalização de um importante resultado para superfícies
imersas em R3, que diz que uma superfície totalmente umbílica, com curvatura constante,
está contida numa esfera ou num plano.

Teorema 2.25 Seja M uma superfície imersa em R4 tal que é ν-umbílica para algum
campo normal unitário ν, com função curvatura λ constante, então se λ ̸= 0 M está
imersa em S3 e se λ = 0 M está imersa num 3-plano.

Demonstração: Seja M uma superfície ν-umbílica para algum campo normal unitário
ν, com curvatura λ constante. Suponhamos que λ ̸= 0, segue pelo item iii) do lema 2.22
que a forma de conexão w34 = 0, usando os mesmos argumentos da proposição anterior,
temos que ν é um campo normal paralelo ao longo da superfície M , logo ∇⊥

Xν = 0 para
qualquer campo tangente em M . Observemos que

∇Xν = (∇Xν +∇⊥
Xν),

onde X é um campo tangente a superfície. Assim,

∇Xν = −λX.

Tomemos o campo identidade

ρ :M −→ M ⊂ R4

p 7−→ ρ(p) = p,

segue que ∇Xρ = X, onde X é um campo tangente em M .
Consideremos também o campo dado por:

ϕ :M −→ R4

p 7−→ ϕ(p) = ν(p) + λ(p)ρ(p).

Logo,

∇Xϕ = ∇Xν + λ∇Xρ

= −λX + λX

= 0.

53



Portanto,
∇Xϕ = ∇X(ν + λρ) = 0,

o que mostra que ν + λρ é um campo paralelo ao longo de M e com isso ν + λρ é um
campo constante.

Logo, ν + λρ = X0, com X0 constante, então

ν(p) + λ(p)ρ(p) = X0(p),

daí ν(p) + λp = X0, ∀p ∈M.
Como λ ̸= 0, temos

p =
X0

λ
− ν(p)

λ
, ∀p ∈M.

Assim,

p− X0

λ
= −ν(p)

λ
, ∀p ∈M.

Portanto, ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣p− X0

λ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ν(p)λ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1

| λ |
, ∀p ∈M.

Concluímos que M ⊂ S3

(
1

| λ |
,
X0

λ

)
, a hiperesfera de centro

X0

λ
e raio

1

| λ |
.

Agora, se λ = 0 temos
∇Xν = −λX = 0.

Logo,
w3j = ∇XX3 ·Xj = ∇Xν ·Xj = 0.

Portanto,

dX3 =
4∑

j=1

w3j ·Xj = 0.

Para mostrar que M está imerso num hiperplano, consideremos a aplicação:

f : M −→ R
p 7−→ f(p) =

(
ϕ(p)− ϕ(p0)

)
·X3,

onde
ϕ : M −→ R4

(u, v) 7−→ ϕ(u, v),

é uma imersão da superfície M em R4.
Mostremos que a aplicação f é identicamente nula.

f ′(p) = (ϕ′(p)) ·X3 + (ϕ(p)− ϕ(p0)) · dX3

= (u′ϕu(p) + v′ϕv) ·X3

= 0,
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para todo p ∈M .
Logo, f ≡ cte, mas f(p0) = 0, assim

f ≡ 0.

Portanto,
(ϕ(p)− ϕ(p0)) ·X3 ≡ 0,

o que mostra que ϕ(M) ⊂ H, onde H é um 3-plano passando por ϕ(p0) com vetor normal
X3.

Nas hipóteses do teorema acima se λ = 0, então M está imersa num hiperplano, mas
sabemos pelo exemplo 1 da seção 1.5, que superfícies imersas em hiperplanos têm todos
os seus pontos de inflexão. Assim podemos enunciar o seguinte resultado:

Corolário 2.26 Se M é uma superfície em R4 cujo os pontos de inflexão são isolados e
é ν-umbílica para algum campo normal unitário ν com curvatura constante, então M está
imersa em S3.

Chen, em [3], provou que se uma superfície M em R4 é hiperesférica então existe algum
campo normal paralelo ν definido em M tal que M é ν-umbílica. Como em superfícies
imersas em R4 os conceitos de ν-umbilicidade e semiumbilicidade são equivalentes, temos
o seguinte resultado:

Corolário 2.27 Uma superfície M contida em S3 é semiumbílica.

A pergunta natural que surge é a seguinte:

“Superfícies imersas em Rn, n ≥ 5 que são hiperesféricas, são sempre semiumbílicas?”

Mostremos através de um exemplo que a resposta é negativa.

Exemplo:
Seja a aplicação de Veronese de ordem 2 dada por:

ξ : R3 −→ R6

(x1, x2, x3) 7−→ (x21, x
2
2, x

2
3,
√
2x1x2,

√
2x1x3,

√
2x2x3).

A imagem ξ(S2) é chamada superfície de Veronese e por construção temos :

ξ(S2) ⊂ S5 e ξ(S2) ⊂ H,

onde H é o hiperplano dado por:

H =
{
(u1, u2, u3, u4, u5, u6) ∈ R6;u1 + u2 + u3 = 1

}
.

Portanto, ξ(S2) ⊂ H ∩ S5 = S4(a, r) ⊂ R5.
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A expressão da superfície de Veronese em R5 é dada em [4] por:

ξ : S2 −→ S4

(
2√
3

)
(x, y, z) 7−→

(
1√
6
(3y2 − 1), 1√

2
(1− 2x2 − y2),

√
2xy,

√
2xz,

√
2yz
)
,

onde z =
√

1− x2 − y2.
Logo, a superfícíe de Veronese ξ(S2) ⊂ S4

(
2√
3

)
.

Por outro lado, no exemplo 5 da seção 1.5 mostramos que a elipse de curvatura em
qualquer ponto da superfície de Veronese é um círculo.

Portanto, a superfície de Veronese é uma superfície hiperesférica que não é semi-
umbílica.

O corolário acima é uma consequência do lema 2.15, do teorema 2.19 e do teorema
2.25.

Corolário 2.28 Suponha que M é uma superfície com pontos de inflexão isolados em
R4. M é hiperesférica se, e somente se, suas linhas assintóticas globalmente definidas são
ortogonais e as curvaturas binormais {ki}i=1,2 satisfazem a seguinte relação(k1

k2
+
k2
k1

+ 2 cosα
)
E = constante,

onde α é o ângulo entre os dois binormais em cada ponto.

Demonstração: Suponhamos que M é hiperesférica, segue por [3] que existe algum
campo normal paralelo ν definido em M tal que M é ν-umbílica.

Assim pelo teorema 2.19 temos que M possui linhas assintóticas ortogonais global-
mente definidas.

Do lema 2.15 ν = k2b1 + k1b2 e tem curvatura associada λν = k1k2E.
ν

∥ν∥ é constante, já que ν é um campo paralelo, assim, chegamos na relação acima.
Reciprocamente, se M tem dois campos ortogonais globalmente definidos, segue pelo

lema 2.15 que M é ν umbílica para algum campo normal ν, com curvatura associada
constante não nula.

Concluímos pelo teorema 2.25 que M é hiperesférica.

Exemplo: O toro de Clifford possui linhas assintóticas ortogonais e suas curvaturas
binormais satisfazem a seguinte relação:(k1

k2
+
k2
k1

+ 2 cosα
)
E =

5

4
.

De fato, seja o toro de Clifford descrito pela imersão

X(u, v) =
1√
2
(cosu, sin u, cos v, sin v).
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Logo, o toro de Clifford está contido numa 3-esfera. Segue pelo corolário 2.28 que os
campos de linhas assintóticas do toro de Clifford são ortogonais e pelo teorema 2.15 que
o toro de Clifford é ν umbílico para ν = k2b1 + k1b2, onde k1 =

eb2
E

e k2 =
gb1
E

.
Consideremos o referencial ortonormal {X1, X2, X3, X4} tal que :

X1 = (− sinu, cosu, 0, 0),

X2 = (0, 0,− sin v, cos v),

X3 =
1√
2
(cosu, sinu, cos v, sin v),

X4 =
1√
2
(− cosu,− sinu, cos v, sin v).

Segue dos cálculos do exemplo da seção 2.2 que podemos tomar os binormais b1 e b2
como

b1 =
1√
2
X3 +

1√
2
X4 = (0, 0, cos v, sin v),

b2 = − 1√
2
X3 +

1√
2
X4 = (− cosu,− sin u, 0, 0).

Assim,

k2 =
eb2
E

=
√
2 e k1 =

gb1
E

=
1√
2
.

Utilizando o fato que cosα = 0, pois os vetores binormais são ortogonais, temos a
seguinte relação: (

k1
k2

+
k2
k1

+ 2 cosα

)
E =

(√
2

1√
2

+

1√
2√
2

)
1

2
=

5

4
.

Além disso, o toro de Clifford é ν-umbílica para:

ν =
1√
2
b1 +

√
2b2 =

√
2
(
− cosu,− sin u,

1

2
cos v,

1

2
sin v

)
.

O último corolário 2.28, da seção que caracteriza uma equivalência entre superfícies
hiperesféricas e a existência de linhas assintóticas ortogonais, é um dos principais resul-
tados da seção, já que nos deu condições de verificar que o toro de Clifford possui linhas
assintóticas ortogonais.
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Capítulo 3

Superfícies Semiumbílicas e
Hiperesféricas em R5.

Neste capítulo, dedicamos nossos estudos a superfícies imersas em R5. Apresentamos
alguns recentes resultados estudados por S. I. R. Costa, S. M. Moraes e M. C. Romero
Fuster em [5] no artigo “Geometry contacts of surfaces immersed in Rn, n ≥ 5.”

Na primeira seção estudamos uma equivalência dos pontos de M através da classifi-
cação em tipo Mi, semiumbilicidade (ou não) e da posição relativa do ponto ao espaço
afim que contém a elipse de curvatura no ponto considerado.

Na segunda seção relacionamos o coposto da função altura degenerada com as direções
normais que estão tanto no subespaço linear gerado pela elipse de curvatura quanto no
seu espaço ortogonal.

Na terceira seção mostramos a existência de um único foco umbílico em superfícies do
tipo M3, além disso que esse foco umbílico encontra-se no espaço ortogonal ao subespaço
linear gerado pela elipse de curvatura.

Na quarta seção caracterizamos superfícies hiperesféricas em termos da elipse de curva-
tura e finalmente na ultima seção relacionamos superfícies semiumbílicas e hiperesféricas,
assim como superfícies semiumbílicas e hiperplanas.

3.1 Classificação de Pontos em Superfícies Imersas em
R5.

Seja M uma superfície imersa em R5, em cada ponto p em M a imersão de M em R5

pode ser dada como a imagem de um mergulho ϕ : R2 −→ R5, ϕ(R2) = M ∩ Vp, onde Vp
é uma vizinhança de p em R5. Suponhamos que M é dada localmente em p ≡ (0, 0) pela
imersão ϕ na forma de Monge, isto é:

ϕ :
(
U ⊂ R2, (0, 0)

)
−→

(
R5, (0, ..., 0)

)
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = xe1 + ye2 + ϕ1(x, y)e3 + ϕ2(x, y)e4 + ϕ5(x, y)e5,
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onde {e1, e2, e3, e4, e5} é um referencial ortonormal em uma vizinhança de p ≡ (0, 0) ∈M .
Afim de encontrarmos a matriz da aplicação segunda fundamental descrita no capítulo

1, observamos que

∂2ϕ

∂x2
(0, 0) =

∂2ϕ3

∂x2
(0, 0)e3 +

∂2ϕ4

∂x2
(0, 0)e4 +

∂2ϕ5

∂x2
(0, 0)e5,

∂2ϕ
∂x∂y

(0, 0) = ∂2ϕ3

∂x∂y
(0, 0)e3 + ∂2ϕ4

∂x∂y
(0, 0)e4 + ∂2ϕ5

∂x∂y
(0, 0)e5,

∂2ϕ
∂y2

(0, 0) = ∂2ϕ3

∂y2
(0, 0)e3 + ∂2ϕ4

∂y2
(0, 0)e4 + ∂2ϕ5

∂y2
(0, 0)e5.

Portanto, a matriz da aplicação segunda fundamental no ponto p ∈M é dada por:

αϕ(p) =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ,
onde

ai =
∂2ϕi

∂x2
(0, 0) · ei+2, bi =

∂2ϕ

∂x∂y
(0, 0) · ei+2 e ci =

∂2ϕ

∂y2
(0, 0) · ei+2, i = 1, 2, 3,

são os coeficientes da aplicação segunda fundamental no referencial normal {e3, e4, e5}.
Assim, se a superfície M é dada localmente em p ∈ M na forma de Monge, a elipse

de curvatura associada a essa imersão no ponto p ∈M é dada por :

η(θ) = H +B cos 2θ + C sin 2θ

e teremos

H =
1

2

3∑
i=1

(ai + ci)ei+2 B =
1

2

3∑
i=1

(ai − ci)ei+2 e C =
3∑

i=1

biei+2,

Definição 3.1 Um ponto p ∈ M é umbílico se, e somente se, a elipse de curvatura de
degenera em um ponto. No caso em que a elipse de curvatura se degenera exatamente no
ponto p, este ponto é chamado umbílico “flat”.

Definição 3.2 Seja ϕ uma imersão de M em R5, dada localmente em p ∈ M na forma
de Monge, definimos o primeiro espaço normal, denotado por N1

pM , como sendo o
subespaço de NpM gerado por {ϕxx(p), ϕxy(p), ϕyy(p)}.

Observação 3.3 N1
pM =

⟨
ϕxx(p), ϕxy(p), ϕyy(p)

⟩
=
⟨
H,B,C

⟩
.

De fato, se v ∈ N1
pM , então v se escreve de forma única como:

v = aϕxx(p) + bϕxy(p) + cϕyy(p).
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Observemos que 
H +B = ϕxx(p)
H −B = ϕxx(p)

C = ϕxy

Logo,
v = (a+ b)H + (a− b)B + cC.

Como a, b e c são únicos, temos que (a+ b) e (a− b) também são. Portanto,

N1
pM =

⟨
H,B,C

⟩
.

Observamos que o subespaço linear Ep de NpM descrito na seção 2.2 do capítulo 2,
que é um subespaço paralelo ao espaço afim que contém a elipse de curvatura, denotado
por Affp, é também um subespaço liner de N1

pM .

Definição 3.4 Seja M uma superfície imersa em R5, p ∈ Mi ou p é do tipo Mi se, e
somente se, dim N1

pM = i.

Observação 3.5 De forma equivalente se M é uma superfície imersa em R5, p é do tipo
Mi, se e somente se, posto(αϕ(p)) = i. Está definição foi introduzida em [15] para o caso
de superfícies imersas em R5, estabelecendo que M = M0 ∪M1 ∪M2 ∪M3, relação que
também se estende ao caso de superfícies imersas em Rn, n ≥ 6.

Teorema 3.6 Dada uma superfície M imersa em R5, temos:

i) p ∈M3 se, e somente se, Affp é um plano que não passa pela origem p.

ii) p ∈ M2 em que a elipse de curvatura não se degenera se, e somente se, Affp é um
plano que passa pela origem p de NpM .

iii) p ∈ M2 é um ponto semiumbílico se, e somente se, Affp é uma reta que não passa
pela origem p de NpM .

iv) p ∈ M1 é um ponto de inflexão se, e somente se, Affp é uma reta que passa pela
origem p de NpM .

v) p ∈M1 é um ponto umbílico se, e somente se, Affp é um ponto distinto de p.

vi) p ∈M0 é um ponto umbílico flat se, e somente se, Affp = {p}.

Demonstração: i) Se p ∈ M3 então dim N1
pM = 3, como N1

pM =
⟨
H,B,C

⟩
, segue

que os vetores H,B e C são linearmente independentes. Agora como o espaço Affp é o
espaço de menor dimensão que contém a elipse de curvatura, gerado pelos vetores B e C,
então Affp é um plano que contém a elipse não degenerada. Além disso, o vetor H é o
vetor com extremos na origem e no centro da elipse de curvatura, como H,B e C são L.I,
então H ̸∈ Affp e p ̸∈ Affp.

Reciprocamente, se Affp é um plano tal que p ̸∈ Affp, temos que a elipse de curvatura
é não degenerada já que Affp é o espaço de menor dimensão que contém a elipse curvatura
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e H ̸∈ Affp, logo os vetores H,B e C são linearmente independentes, o que mostra que
dim N1

pM = 3, então p ∈M3.

^

>

<

p

NpM

Affp

Figura 3.1: p ∈M3

ii) Se p ∈ M2 em que a elipse de curvatura é não degenerada, temos dim N1
pM = 2,

como N1
pM =

⟨
H,B,C

⟩
os vetores H,B e C são linearmente dependentes, H ∈ Affp, e

p ∈ Affp.
Reciprocamente, se Affp é um plano e passa pela origem, temos que B e C são L.I, e

como p ∈ Affp, H ∈ Affp, logo H,B e C são linearmente dependentes, por i) p ̸∈ M3,
portanto p ∈ M2, pois se p ∈ M1 ou p ∈ M0 teríamos B e C linearmente dependentes,
uma contradição.

p

^

>

>

Affp

Figura 3.2: p ∈M2

iii) Se p ∈M2 é um ponto semiumbílico, temos dim N1
pM = 2 e Affp é uma reta que
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contém a elipse de curvatura degenerada num segmento de reta, além disso este segmento
é não radial, pois caso contrário, os vetores H,B e C seriam dois a dois L.D, e daí
dim N1

p ≤ 1, o que contradiz a hipótese.
Reciprocamente, se Affp é uma reta que não passa pela origem p, como Affp é o

espaço de menor dimensão que contém a elipse de curvatura, temos que p é um ponto
semiumbílico não radial, ou seja os vetores H,B são linearmente independentes se C = 0,
ou vice e versa, assim dim N1

pM ≥ 2, mas dim N1
pM ̸= 3, pois caso contrário a elipse

seria não degenerada, logo dim NpM = 2, assim p ∈M2.

p

^

>

>

Affp

Figura 3.3: p ∈M2

iv) Se p ∈ M1 é um ponto de inflexão, então claramente Affp é uma reta que passa
pela origem p de NpM , assim H,B e C são dois a dois linearmente dependentes, logo
H ∈ Affp, portanto p ∈ Affp.

Reciprocamente, se Affp é uma reta que passa pela origem p, então a elipse é um
segmento de reta radial, daí que p é um ponto de inflexão, e ainda H,B e C são dois
a dois L.D, logo dim N1

pM ≥ 1. Se dim N1
pM = 2 com p semiumbílico, segue por iii)

p ̸∈ Affp, uma contradição. Se dim N1
pM = 3, Affp é uma plano, contradição com a

hipótese. Portanto, dim N1
pM = 1, o que mostra que p ∈M1.
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p

^

>

>

Affp

Figura 3.4: p ∈M1

v) Se p ∈ M1 é um ponto umbílico, então dim N1
pM = 1 e a elipse de curvatura se

degenera em um ponto, suponhamos que Affp = {p}, então H = B = C = 0, o que
mostra que dim N1

pM = 0, contradição.
Reciprocamente, se Affp é um ponto fora da origem, então a elipse de curvatura se

degenera num ponto, daí H ̸= 0 e B = C = 0, o que mostra que dim N1
pM = 1, então

p ∈M1.

p

^

>

>

Affp

Figura 3.5: p ∈M1

vi) Se p ∈ M0 é um ponto umbílico flat, temos H = B = C = 0, mas então a elipse
de curvatura se degenera na origem, portanto Affp = {p}.

Reciprocamente, se Affp = {p}, então a elipse de curvatura se degenera na origem
do espaço normal, daí p é um ponto umbílico flat e como H = B = C = 0, segue que
dim N1

pM = 0, daí p ∈M0.
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p

^

>

>

Affp

Figura 3.6: p ∈M0

Exemplos:

1) Seja M uma superfície imersa em R5, dada localmente em p ≡ (0, 0) na forma de
Monge por:

ϕ :
(
R2, (0, 0)

)
−→

(
R5, (0, ..., 0)

)
(x, y) 7−→ ϕ(x, y) = (x, y, x2 + y2, 0, 0),

Logo,

ϕxx(0, 0) = (0, 0, 2, 0, 0), ϕyy(0, 0) = (0, 0, 2, 0, 0) e ϕxy(0, 0) = 0

Consequentemente, temos:

H =
1

2
(ϕxx(p) + ϕyy(p)) = (0, 0, 2, 0, 0),

B =
1

2
(ϕxx(p)− ϕyy(p)) = (0, 0, 0, 0, 0),

C = 0,

O que mostra que a elipse de curvatura em p ≡ 0 se degenera no ponto (0, 0, 2, 0, 0),
que é distinto da origem de NpM . Portanto, p ∈M1.

2) Consideremos a superfície de translação descrita no capítulo 1, seção 1.4 dada por

ϕ : (0, 2π)× (0, 2π) −→ R5

(s, t) 7−→ ϕ(s, t) = α(s) + β(t) = (cos s, sin s, a cos t, a sin t, 1− a2)
,

Vimos que a elipse de curvatura em um ponto qualquer da superfície de translação
é degenerada em um segmento de reta não radial. Portanto, todos os pontos da
superfície de translação dada são do tipo M2.
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3) Todos os pontos da superfície de Veronese são do tipo M3.
De fato, sabemos do exemplo 4 da seção 1.5 que a elipse de curvatura em cada ponto
da superfície de Veronese é um círculo, dado por:

η(θ) = H + cos 2θB + sin 2θC,

onde

H =
1

4

(√
6,−3

√
2, 0, 0, 0

)
, B =

1

4

(
−

√
6,
√
2, 0, 0, 0

)
e C =

1

2

(
0, 0,

√
2, 0, 0

)
.

Como os vetores H,B e C são linearmente independentes, segue que todos os pon-
tos da superfície de Veronese são de tipo M3.

3.2 Função Altura
Consideremos uma família de funções altura associada a uma imersão de uma superfície

M em R5, localmente dada por ϕ : R2 −→ R5. A imersão ϕ define para cada v ∈ R5 uma
função altura, dada da seguinte forma:

ϕv : R2 −→ R
(x, y) 7−→ ϕv(x, y) = ϕ(x, y) · v.

Notemos que ϕv tem uma singularidade em p ∈ M se, e somente se, v ∈ NpM . De
fato 

∂ϕv

∂x
(p) = 0

∂ϕv

∂y
(p) = 0

⇐⇒


∂ϕ

∂x
(p) · ν = 0

∂ϕ

∂y
(p) · ν = 0,

se e, somente se, v é ortogonal ao plano tangente TpM , o que equivale dizer que v ∈ NpM .

Definição 3.7 Seja M uma superfície imersa em R5. Dado um ponto p ∈M , dizemos que
uma direção v ∈ NpM é uma binormal em p se, e somente se,
det
(
Hess(ϕv(p))

)
= 0. O coposto da função altura ϕv é a dimensão do núcleo da

forma quadrática Hess(ϕv(p)), isto é, coposto ϕv(p) =dim ker
(
Hess(ϕv(p))

)
.

No capítulo 2 seção 2.2 na proposição 2.11 demonstramos que dado um ponto p ∈M
e v ∈ NpM , então as formas quadráticas IIv(p) e Hess(ϕv) coincidem, este resultado será
utilizado nas próximas seções.

Agora vamos relacionar o coposto da função altura degenerada com as direções normais
que estão no subespaço linear gerado pela elipse de curvatura no ponto considerado:

Proposição 3.8 Dados um ponto p em uma superfície M imersa em R5 e uma direção
binormal não trivial v ∈ Ep, o ponto p é uma singularidade de coposto 1 de ϕv. Além
disso, se v ∈ E⊥

p é um vetor binormal, então p tem singularidade de coposto 2.
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Demonstração: Seja ϕ a imersão da superfície M em R5, dada localmente em p na
forma de Monge. Dados v ∈ NpM , temos que p é uma singularidade de coposto 2 se, e
somente se

Hess(ϕv(p)) =

[
ϕxx(p) · v ϕxy(p) · v
ϕxy(p) · v ϕyy(p) · v

]
,

tem entradas todas nulas. Como Ep =
⟨
B,C

⟩
, temos que v ∈ E⊥

p . Portanto, se ν ∈ Ep é
uma direção binormal, então p é uma singularidade de coposto 1.

Se ν ∈ E⊥
p , então v ·B = v · C = 0, então{

ϕxx(p) · v = ϕyy(p) · v
ϕxy(p) · v = 0

,

se, além disso, v é uma direção binormal então det
(
Hess(ϕv(p))

)
= 0, as entradas da

matriz Hess(ϕv(p)) são todas nulas.
Apresentamos agora um importante lema que será preciso nas próximas seções:

Lema 3.9 Sejam M uma superfície imersa em R5, p ∈M e v ∈ NpM , temos :

Hess(ϕv(p)) =

[
λp(v) · v 0

0 λp(v) · v

]
⇐⇒ v ∈ E⊥

p (λp(v) = v ·H).

Demonstração: Suponhamos que a imersão ϕ de M em R5 é dada localmente em p na
forma de Monge. Se v ∈ E⊥

p , como Ep =
⟨
B,C

⟩
, tem-se:{

v ·B = 0
v · C = 0

,

então {
v · ϕxx(p) = v · ϕyy(p)
v · ϕxy(p) = 0.

Assim,

Hess(ϕv(p)) =

[
ϕxx(p) · v ϕxy(p) · v
ϕxy(p) · v ϕyy(p) · v

]
=

[
v ·H 0
0 v ·H

]
.

Reciprocamente, se

Hess(ϕv(p)) =

[
v ·H 0
0 v ·H

]
,

temos que ϕxx(p) = ϕyy(p), então B · v = 0. Além disso ϕxy · v = 0, logo C · v = 0.
Portanto, v ∈ E⊥

p .

Corolário 3.10 O conjunto das direções em E⊥
p ∩ H⊥ está associado aos pontos p que

tem singularidade de coposto 2 da função altura.

Demonstração: De fato se v ∈ E⊥
p ∩H⊥, então v ·H = 0, segue do lema acima que:

Hess(ϕv(p)) =

[
0 0
0 0

]
.
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3.3 Função Distância ao Quadrado
Seja ϕ uma imersão de uma superfície M em R5 dada localmente em p na forma de

Monge. A imersão ϕ define para cada a ∈ R5 uma função distância ao quadrado:

da : R2 −→ R
(x, y) 7−→ da(x, y) =∥ ϕ(x, y)− a ∥2 .

Observamos que da tem uma singularidade em um ponto p ∈M se, e somente se,
∂da
∂x

(p) = 0

∂da
∂y

(p) = 0

⇔


∂ϕ

∂x
(p) · (ϕ(p)− a) = 0

∂ϕ

∂y
(p) · (ϕ(p)− a) = 0

,

se, e somente se, o v = (ϕ(p)− a) ∈ NpM .

Definição 3.11 Seja M uma superfície imersa em R5. Dizemos que um ponto a ∈ R5

é um centro focal em p ∈ M se, e somente se, a função distância ao quadrado da,
associada a a, tem singularidade degenerada em p.

O subconjunto de R5 constituído de centros focais para pontos em M é denominado
conjunto focal de M em R5 e denotado por Fp.

As hiperesferas centradas em centros focais são chamadas hiperesferas focais.

Definição 3.12 Seja M uma superfície imersa em R5. Dado um ponto p ∈ M o centro
focal de uma hiperesfera focal em p é chamado foco umbílico de M em p se, e somente
se, a função distância ao quadrado associada tem singularidade de coposto 2 em p.

O caso de superfícies imersas em R4 foi analisado por Montaldi em sua tese [17] onde
estuda os contatos de superfícies com hiperesferas em R4 e conclui que:

Um ponto p ∈M é semiumbílico (não radial) se, e somente se, é um ponto de contato
(a definição de contato pode ser encontrada em [19]) de M com uma hiperesfera focal
centrada em um foco umbílico.

Observação 3.13 Os pontos semiumbílicos radiais são os pontos de inflexão, no caso de
superfícies imersas em R4. Para estes pontos o centro umbílico vai para o infinito e a
hiperesfera focal torna-se um hiperplano osculador cujo contato é determinado por uma
função altura apropriada [16].

Se a imersão ϕ de M em R5, está dada localmente na forma de Monge, para
v = a− p ∈ NpM

Hess(da(0, 0)) = −2

[
ϕxx(0, 0) · v − 1 ϕx(0, 0)
ϕxy(0, 0) · v ϕyy(0, 0) · v − 1

]
.
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Portanto, o conjunto focal desta imersão em p = ϕ(0, 0) pode ser descrito como
Fp = p+Wp, onde

Wp = {v ∈ NpM ; (ϕxx(0, 0) · v − 1)(ϕyy(0, 0) · v − 1)− (ϕxy(0, 0) · v)2 = 0},

que pode ser reescrito como:

Wp = {v ∈ NpM ; (H · v − 1)2 = (B · v)2 + (C · v)2 = 0}.

Proposição 3.14 Se Hess(da(0, 0)) tem coposto 2 em um ponto p = a− v é equivalente
dizer que a matriz da segunda forma fundamental é a identidade.

Demonstração: De fato, se Hess(da(0, 0)) tem coposto 2, então as entradas da matriz
Hess(da(0, 0)) são todas nulas, mas isso garante que:

Hess(ϕv(0, 0)) =

[
ϕxx(0, 0) · v ϕxy(0, 0)
ϕxy(0, 0) · v ϕyy(0, 0) · v

]
=

[
1 0
0 1

]
,

mas pela proposição 2.11 as matrizes da IIv(0, 0) e Hess(ϕv(0, 0)) coincidem, logo:

Hess(ϕv(0, 0)) =

[
1 0
0 1

]
.

Proposição 3.15 Sejam M uma superfície imersa em R5, p ∈ M e ν uma direção
degenerada em E⊥

p . q(ν) = ϕ(p) + µν é um foco umbílico para M em p se, e somente se,

µ =
1

3∑
i=1

aiνi

=
1

3∑
i=1

ciνi

e
3∑

i=1

biνi = 0.

Demonstração: Seja ϕ uma imersão de M em R5, dada localmente em p ≡ (0, 0) na
forma de Monge, a imersão define para cada q(ν) ∈ R5 uma função distância ao quadrado
dada por:

dq(ν) : R2 −→ R
(x, y) 7−→ dq(ν)(x, y) =∥ ϕ(x, y)− q(ν) ∥2 .

Temos que :

∂2dq(ν)
∂x2

(x, y) = 2
[
ϕxx(x, y) · (ϕ(x, y)− q(ν)) + ϕx(x, y) · ϕx(x, y)

]
;

∂2dq(ν)
∂x∂y

(x, y) = 2
[
ϕxy(x, y) · (ϕ(x, y)− q(ν)) + ϕx(x, y) · ϕy(x, y)

]
;

∂2dq(ν)
∂y2

(x, y) = 2
[
ϕyy(x, y) · (ϕ(x, y)− q(ν)) + ϕy(x, y) · ϕy(x, y)

]
.
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Portanto,

Hess(dqν (p)) = 2


−µ

3∑
i=1

aiνi + 1 −µ
3∑

i=1

biνi

−µ
3∑

i=1

biνi −µ
3∑

i=1

ciνi + 1

 .
Assim, q(ν) é um foco umbílico para M em p se, e somente se

µ = 1
3∑

i=1

aiνi

= 1
3∑

i=1

ciνi

3∑
i=1

biνi = 0.

Corolário 3.16 Sejam M uma superfície imersa em R5 e p ∈ M , dada uma direção
degenerada ν ∈ E⊥

p , o centro focal q(ν) é um foco umbílico para M em p se, e somente
se,

Hess(dqν (p)) = 2

[ 1
µ

0

0 1
µ

]
,

onde µ = 1
3∑

i=1

aiνi

= 1
3∑

i=1

ciνi

e
3∑

i=1

biνi = 0.

Demonstração: Basta observar que

Hess(ϕν(p)) =


3∑

i=1

aiνi

3∑
i=1

biνi

3∑
i=1

biνi

3∑
i=1

ciνi

 .
Portanto, q(ν) é foco umbílico se, e somente se,

3∑
i=1

aiνi =
1

µ
=

3∑
i=1

ciνi e
3∑

i=1

biνi = 0.

Proposição 3.17 Sejam M uma superfície imersa em R5, p ∈ M e ν ∈ E⊥
p tal que

λp(ν) ̸= 0, então q(ν) = p+ 1
λp(ν)

ν é um foco umbílico para M em p.

69



Demonstração: Como ν ∈ E⊥
p , segue pelo lema 3.9 que :

Hess(ϕv(p)) =

[
λp(v) 0
0 λp(v)

]
.

Dado ν ∈ E⊥
p , tal que λp(ν) ̸= 0, seque do corolário 3.16 que :

Hess(ϕν(p)) =


3∑

i=1

aiνi

3∑
i=1

biνi

3∑
i=1

biνi

3∑
i=1

ciνi

 =

[ 1
µ

0

0 1
µ

]
,

onde µ = 1
3∑

i=1

aiνi

= 1
3∑

i=1

ciνi

e
3∑

i=1

biνi = 0.

Por outro lado temos:

Hess(dqν (p)) = 2


−µ

3∑
i=1

aiνi + 1 −µ
3∑

i=1

biνi

−µ
3∑

i=1

biνi −µ
3∑

i=1

ciνi + 1

 ,
então

Hess(dqν (p)) =

[
0 0
0 0

]
.

Logo, p é uma singularidade de coposto 2 de dq(ν) e q(ν) é um foco umbílico para M
em p.

Utilizando o corolário 3.16 e o lema 3.9, para cada ponto da imersão, podemos dizer
se este admite ou não foco umbílico. Mostramos este fato para superfícies imersas em R5:

Teorema 3.18 Seja M uma superfície imersa em R5. Então:
i) Dado p ∈M3 existe um único foco umbílico para M em p e este está na única direção

contida em E⊥
p .

ii) Para um ponto semiumbílico p ∈M2 os focos umbílicos formam uma reta contida no
plano E⊥

p .

Demonstração: i) Se p ∈M3 a elipse de curvatura é não degenerada, então dimEp = 2,
pois Ep =

⟨
B,C

⟩
. Portanto, dimE⊥

p = 1.
Para cada p ∈M , através da matriz αϕ(p) podemos definir uma transformação linear

de NpM ≡ R3 em R3, que denotaremos por Ap, como segue:

Ap : R3 −→ R3

(v1, v2, v3) 7−→ Ap(v1, v2, v3) = [αϕ(p)]
T

 v1
v2
v3

 .

70



Assim, p ∈M3 se, e somente se, o posto αϕ(p) = 3, se, e somente se, dim kerAp = 0.
Pelo lema 3.9 ν ∈ E⊥

p tal que λp(ν) = 0 se, e somente se, Hessϕν(p) = 0 se, e somente
se, ν ∈ kerAp(pois kerAp ⊂ E⊥

p ). Portanto, coposto λp =dim kerAp.
Logo, se p ∈M3, temos que coposto λp = dim kerAp = 0 e o posto λp = 1.
Portanto, existe uma única direção ν ∈ E⊥

p , λp(ν) ̸= 0 e q(v) = ϕ(p) + 1
λp(ν)

(ν) é o
único foco umbílico para M em p.

(ii) Se p ∈M2, dim E⊥
p = 2 e posto λp = 1, logo existe algum ν ∈ E⊥

p tal que λp(ν) ̸= 0
e q(v) = ϕ(p) + 1

λp(ν)
é um foco umbílico para M em p.

Como posto λp = 1, existe u vetor unitário ortogonal a ν com ker(λp) =< u >. Dado w
um vetor qualquer em E⊥

p \ ker(λp) podemos escrever
w = ν cos θ + u sin θ, onde θ varia de 0 a 2π.

Logo, λp(w) ̸= 0, assim temos que q(w) = ϕ(p) + 1
λp(w)

(w) é um foco umbílico para M
em p.

Mostremos que variando θ de 0 a 2π os focos umbílicos

q(w) =
1

λp(w)
(ν cos θ + u sin θ),

descrevem uma reta. Notemos que:

ϕxx · w = ϕxx · ν cos θ + ϕxx · u sin θ,

como ker(λp) =< u >, segue que a ultima igualdade acima pode se simplificar em :

ϕxx · w = ϕxx · ν cos θ.

Portanto,

cos θ =
ϕxx · w
ϕxx · ν

e q(w) =
1

ϕxx · ν
(ν + u tan θ),

variando θ temos uma reta de focos umbílicos no plano gerado por ν e u.

3.4 Curvatura Umbílica e Superfícies Hiperesféricas em
R5

Nesta seção faremos uma importante relação entre um ponto p ∈ M e o espaço afim
Affp de menor dimensão que contém a elipse de curvatura. Além disso, caracterizamos
superfícies hiperesféricas em termos da sua elipse de curvatura.

No que segue denotaremos por HE⊥∗
p

a projeção do vetor curvatura média em
E⊥∗

p = E⊥
p ∩N1

pM .

Definição 3.19 Sejam M uma superfície imersa em R5, que não está contida em um
4-subespaço dimensional e p ∈ M . Definimos a curvatura umbílica de M em p como
ku(p) = d(p,Affp) =∥ HE⊥∗

p
∥.

71



Observação 3.20 Se M é uma superfície imersa em R5 e p ∈ M é um ponto onde a
elipse de curvatura é não degenerada, podemos considerar a curvatura umbílica sem sinal.
Como NpM ≡ R3, podemos definir a curvatura umbílica da seguinte forma:

ku(p) = H · B × C

∥ B × C ∥
.

Observação 3.21 Se M é uma superfície imersa em R5, temos:

i) Se p ∈M2 é um ponto não semiumbílico, então ku(p) = 0.

ii) Se p ∈M1 é um ponto semiumbílico radial, então ku(p) = 0.

iii) Se p ∈M0 é um ponto umbílico flat, então ku(p) = 0.

De fato, basta observar que em todos os casos o espaço afim Affp contém a origem
do espaço normal p, e portanto

ku(p) = d(p,Affp) = 0.

Observação 3.22 No caso de superfícies imersas em R4 o plano definido pela elipse de
curvatura em um ponto p não semiumbílico coincide com o plano normal NpM a superfície
M neste ponto. Neste sentido, podemos estender o conceito de curvatura umbílica para
superfícies em R4 dizendo que a mesma é nula nos pontos não semiumbílicos, isto é, é
nula nos pontos onde a elipse de curvatura é não degenerada.

Definição 3.23 Sejam M uma superfície imersa em R5, p ∈M e ν ∈ NpM , o operador
de forma Sν segundo o vetor normal ν ∈ NpM é dado por:

Sν TpM −→ TpM
X 7−→ Sν(X) = −(∇Xν)

⊤.

A segunda forma fundamental pode ser expressa por IIν(X) = Sν ·X, assim a matriz
da segunda forma fundamental IIν(p) em um ponto qualquer p ∈M coincide com a matriz
do operador Sν .

Consideremos IIν |S1 , como IIν é contínua e S1 é compacto, segue que IIν |S1 atinge
seu máximo e mínimo em S1, isto é, existem θ1 e θ2 direções em S1, tais que:

k1 = IIν(θ1) ≤ IIν(θ) ≤ IIν(θ2) = k2, ∀θ ∈ S1.

Assim, temos de forma análoga a definição 2.2 para superfícies em R5, que os valores k1
e k2 são as ν-curvaturas principais máxima e mínima da segunda forma fundamental.
Além disso lembremos através da definição 2.3 que um ponto p ∈ M é ν-umbílico se, e
somente se as ν-curvaturas máxima e mínima coincidem neste ponto.

O teorema 2.7 é valida para superfícies R5, a qual nos diz que se p é ν-umbílico, então a
direção ν no espaço normal NpM encontra-se no subespaço ortogonal ao subespaço linear
Ep da elipse de curvatura.
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Observação 3.24 No caso em que M é ν-umbílica, então para todo ponto p ∈ M , p é
ν-umbílico. Neste caso, o valor de IIν(θ), θ ∈ S1 ⊂ TpM não depende da escolha da
direção θ considerada, mas apenas do ponto p.

No que segue denotamos por kν a função curvatura associada ao campo umbílico ν.

Observação 3.25 Dado um campo normal ν em M , pela proposição 2.11 segue que a
matriz da segunda forma fundamental em um ponto qualquer p ∈M coincide com a forma
quadrática Hess(ϕν(p)). Então o lema 3.9 nos garante que ν é um campo umbílico normal
em M se, e somente se, ν ∈ E⊥

p . Neste caso kν(p) = ν ·HE⊥∗
p

.

Agora definiremos a noção de fibrados paralelos associados a campos paralelos definido
no capítulo 2 definição 2.23:

Definição 3.26 Um fibrado normal E é paralelo se, e somente se, admite algum refe-
rencial ortonormal local de campos de vetores paralelos em todo ponto.

Enunciamos nosso principal resultado da seção que caracterizam a hiperesfericidade
de superfícies em R5 em termos da elipse de curvatura associada:

Teorema 3.27 Seja M uma superfície imersa em R5, cujo todos os pontos são do tipo
M3. M está contida numa 4-esfera se, e somente se, o sub-fibrado normal
E =

{
Ep ⊂ NpM ;Ep =

⟨
B,C

⟩}
é um sub-fibrado paralelo. Além disso, ku é constante

sobre toda a superfície M e coincide com a curvatura da 4-esfera.

Demonstração:
Seja M imersa em R5 tal que todos os pontos são do tipo M3, então dim N1

pM = 3 o
que equivale a dizer que a elipse é não degenerada e os vetores H,B e C são linearmente
independentes. Logo, dim Ep = 2, e daí que dim E⊥

p = 1. Portanto, podemos tomar
ν ∈ NpM um campo normal unitário de tal forma que ν ∈ E⊥

p , então pelo teorema 2.7,
segue que ν é um campo umbílico sobre M .

Mostremos agora que o campo ν é um campo paralelo sobre M .
Para isto suponhamos que E é um fibrado paralelo, assim temos que Ep admite um

referencial ortonormal {X3(p), X4(p)} de campos paralelos ao longo de M .
Consideremos um referencial ortonormal {X1(p), X2(p), X3(p), X4(p), X5(p) = ν(p)}

para TpR5.
Utilizando os resultados da seção 2.3, temos:

dX5 =
5∑

j=1

w5jXj,

logo,
(dX5)

N = w53X3 + w54X4 + w55X5.

Observemos que os campos X3 e X4 são campos paralelos, daí:

w53 = −w35 = −∇XX3 · ν = −(∇XX3 +∇⊥
XX3) · ν = 0
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w54 = −w45 = −∇XX4 · ν = −(∇XX4 +∇⊥
XX4) · ν = 0.

Como, além disso, w55 = dX5 ·X5 e ∥ X5 ∥= 1, segue que w55 = 0.
Portanto,

(dX5)
N = 0,

o que mostra que o campo X5 = ν é um campo paralelo sobre M .
Por Chen, em [3] uma superfície M ⊂ Rn, n ≥ 4 encontra-se em uma 4-esfera se, e

somente se, admite um campo paralelo umbílico.
Para provarmos nosso ultima afirmação, notamos pela observação 3.25 que:

kν = ν ·H.

Utilizando o fato que NpM ≡ R3, temos{
ν ∈ E⊥

p

B × C ∈ E⊥
p

,

daí podemos tomar

ν =
B × C

∥ B × C ∥
.

Portanto, para um ponto qualquer p ∈M

kν(p) = H · ν = H · B × C

∥ B × C ∥
= ku(p).

Como kν(p) é constante, pois as curvaturas principais coincidem, temos que ku é
constante.

Exemplo: A curvatura umbílica da superfície de Veronese é constante ku =

√
3

2
.

De fato a superfície de Veronese é dada pela aplicação de veronese de ordem 2, dada
por:

ξ : R3 −→ R6

(x1, x2, x3) 7−→ (x21, x
2
2, x

2
3,
√
2x1x2,

√
2x1x3,

√
2x2x3)

A imagem ξ(S2) é chamada superfície de Veronese.

Sabemos que ξ(S2) ⊂ S4(a, r) ⊂ R5.
A expressão da superfície de Veronese em R5 é:

ξ : S2 −→ S4( 2√
3
)

(x, y, z) 7−→
(

1√
6
(3y2 − 1), 1√

2
(1− 2x2 − y2),

√
2xy,

√
2xz,

√
2yz
)

onde z =
√

1− x2 − y2.
Sabemos que todos os pontos da superfície de Veronese são do tipo M3, como além

disso a superfície de Veronese ξ(S2) ⊂ S4, segue do teorema 3.27 que a curvatura umbílica

ku em cada ponto da superfície de Veronese coincide com a curvatura da S4
(
a,

2√
3

)
.

Portanto ku(p) =
√
3

2
, para todo ponto p da superfície de Veronese.
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3.5 Superfícies Semiumbílicas e Hiperesféricas em R5

Nesta seção relacionamos os conceitos de superfícies semiumbílicas e superfície hiperes-
féricas. Afim de chegarmos nosso principal resultado, apresentamos alguns conceitos de
Topologia Algébrica e Geometria Riemanniana.

Definição 3.28 Sejam X, Y espaços topológicos, duas aplicações f, g : X −→ Y são
ditas homotópicas se existe uma aplicação contínua:

H : X × I −→ Y
(s, t) 7−→ H(s, t), onde I = [0, 1]

,

tal que
H(s, 0) = f(s) e H(s, 1) = g(s), ∀s ∈ X.

Definição 3.29 Um caminho em X é uma aplicação α : [0, 1] 7−→ X, contínua.

Agora, definimos o produto de caminhos essencial no estudo de grupos fundamentais:

Definição 3.30 Sejam α, β : [0.1] −→ X caminhos contínuos tais que α(1) = β(0). O
produto de caminhos de α e β, denotado por α ∗ β, é dado por:

α ∗ β(t) =
{

α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1
2

β(2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

Definição 3.31 Seja α : I −→ X, onde I = [0, 1], um caminho ligando x0 e x1, o
caminho inverso de α, denotado por α−1, é dado por:

α−1 : I −→ X

t 7−→ α−1(t) = α(1− t).

Consideremos a classe de caminhos homotópicos com mesmo ponto final e inicial,
denotada por [α], isto é:

[α] =
{
β : I −→ X;α(0) = β(0), α(1) = β(1) e α ≃ β

}
.

Se α, β : I −→ X são caminhos fechados com ponto base x0, o produto das classes [α]
e [β] é definido por [α] ∗ [β] = [α ∗ β].

O grupo fundamental de X com ponto base x0, denotado por π1(X, x0), é conjunto
das classes de homotopias de caminhos fechados, com ponto base x0, isto é,

π1(X, x0) =
{
[α];α : I −→ X,α(0) = α(1) = x0

}
.

Definição 3.32 Uma superfície M é simplesmente conexa se, e somente se, M é
conexa por caminhos e o seu grupo fundamental é o trivial, isto é, π1(M,xo) =

{
[ex0 ]

}
.
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Observação 3.33 Dizer que uma superfície M é simplesmente conexa é equivalente a
dizer que para todo caminho α : I −→ M caminho fechado temos α ≃ ex0, onde ex0 é o
caminho constante x0.

Exemplos:

1) Rn \ {p}, para n > 2, é simplesmente conexo.

2) Sn, n > 1 é simplesmente conexo, mas S1 não é simplesmente conexo.

Definição 3.34 Seja M um espaço topológico não vazio, dizemos que M é uma vari-
edade diferenciável de dimensão n se, e somente se, para qualquer p ∈ M existem
abertos Vp em M contendo p, Up um aberto de Rn e ψp : Vp −→ Up um difeomorfismo.

Definição 3.35 Seja f : M −→ M uma imersão de uma variedade diferenciável M
de dimensão n em uma variedade Riemanniana M de dimensão k = n + m. Se dados
v1, v2 ∈ TpM tais que

v1 · v2 = dfp(v1) · dfp(v2),

dizemos que f é uma imersão isométrica de M em M .

A seguinte proposição pode ser encontrada em [23] e nos dará condições para demons-
trarmos nosso principal resultado dessa seção:

Proposição 3.36 Seja M uma n-subvariedade simplesmente conexa de Rn+k e suponha
que N1M tem posto constante r < k, existe uma imersão isométrica ψ de M em Rn+r que
estende a um isomorfismo entre o fibrado de vetores N1M e o fibrado normal de ψ(M)
em Rn+r.

Assim podemos interpretar o resultado acima de acordo com nosso contexto:

Corolário 3.37 Seja M uma superfície simplesmente conexa imersa em R5:

Se o primeiro fibrado normal N1M tem posto constante igual a r = 2, 1, então existe
uma imersão isométrica ψ de M em R2+r que estende a um isomorfismo entre o fibrado
de vetores em N1M e o fibrado normal de ψ(M) em R2+r. Este isomorfismo leva elipses
de curvaturas de M em R5 em elipses de curvatura de ψ(M) em R2+r.

O teorema abaixo nos dá condições de caracterizar as superfícies hiperesféricas e hiper-
planas em termos da elipse de curvatura, através da sua degeneracidade ou não.

Teorema 3.38 i) Seja M uma superfície simplesmente conexa em R5, com curvatura
umbílica constante nula, cujo todos os pontos são não semiumbílicos. M admite uma
imersão isométrica em um 4-plano.

ii) Seja M uma superfície simplesmente conexa em R5, com curvatura umbílica cons-
tante não nula, onde todos seus pontos são semiumbílicos. M admite uma imersão
isométrica em uma 3-esfera.
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iii) Seja M uma superfície simplesmente conexa em R5, com curvatura umbílica cons-
tante nula, onde todos os seus pontos são semiumbílicos. M admite uma imersão
isométrica em um 3-plano.

Demonstração:
i) Observamos que ku(p) = (p,Affp) = 0, com p ∈M um ponto arbitrário da superfí-

cie, além disso qualquer p é não semiumbílico, logo a elipse de curvatura é não degenerada
e o espaço afim de menor dimensão Affp que contém a elipse de curvatura é um plano
que passa pela origem do espaço normal.

Portanto, pelo teorema 3.6 item ii) que p ∈M2, istó é, dim N1
pM = 2 para todo ponto

p ∈ M , isso significa que o fibrado de vetores N1M é tal que dim N1M = 2, então pelo
corolário 3.37 existe uma imersão isométrica ψ de M em um 4-plano.

ii) Temos ku(p) = d(p,Affp) ̸= 0 é constante, por hipótese dado p ∈ M arbitrário, p
é um ponto semiumbílico. Assim, p ̸∈ Affp e Affp é uma reta, segue pelo teorema 3.6
item iii) que p ∈ M2, ∀p ∈ M , logo dim N1M = 2, então pelo corolário 3.37 existe uma
imersão isométrica ψ de M em R4.

Como todos os pontos são semiumbílicos, segue pelo mesmo corolário 3.37 que ψ(M)
é uma superfície semiumbílica em R4, cuja curvatura umbílica é constante.

Pelo teorema 2.19 existe um campo normal ν o qual é umbílico sobre ψ(M) com
curvatura kν ̸= 0 constante. Portanto, pelo teorema 2.25 temos que ψ(M) esta imersa
numa S3.

iii) Se ku(p) = 0, p ∈M é um ponto semiumbílico, então p ∈ Affp e Affp é uma reta,
assim pelo teorema 3.6 item iv) p ∈M1, e daí que dim N1M = 1, logo pelo corolário 3.37
existe uma imersão isométrica ψ de M em um 3-plano.

O teorema acima é o principal resultado da seção e um dos principais resultados do
capítulo, ele é “quase” uma generalização do resultado famoso de superficies em R3 que diz
que se uma superfície é totalmente umbílica com curvatura constante, então essa superfície
é um “pedaço” de uma esfera ou de um plano, e só não tratamos como generalização devido
ao fato que as imersões presentes no teorema são isométricas.
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Apêndice: Aplicação de Veronese de
ordem p

Afim de apresentarmos a aplicação de Veronese de ordem 2, essencial no estudo da
superfície de Veronese, analisamos neste apêndice a aplicação de Veronese de ordem p.

3.6 O p-ésimo Produto Tensorial
Consideremos o p-ésimo produto tensorial ⊗pRn+1 = Rn+1 ⊗ ...⊗ Rn+1︸ ︷︷ ︸

p vezes

. Para cada

permutação σ de p letras, definimos

σ : ⊗pRn+1 −→ ⊗pRn+1

v1 ⊗ ...⊗ vp 7−→ vσ(1) ⊗ ...⊗ vσ(p).

Agora, do operador simetrização Sp =
1

p!

∑
σ, temos que OpRn+1 =

⊗
ker(Sp)

é

chamado o p-ésimo produto simétrico de Rn+1. Sp induz a projeção canônica
Sp : ⊗pRn+1 −→ OpRn+1.

A imagem em OpRn+1 de v1 ⊗ ...⊗ vp será denotada por v1 ◦ ... ◦ vp, que por sua vez
será identificado com 1

p!

∑
σ(v1 ⊗ ...⊗ vp). O

pRn+1 é isomorfo ao módulo dos polinômios
homogêneos de grau p em n+ 1 variáveis.

Dada uma base canônica {e1, ..., en+1} de Rn+1, uma base natural para OpRn+1 é
dada por vetores da forma ur = ei1 ◦ ... ◦ eip , onde eij ∈ {e1, ..., en+1} e os multi-índices
I = (i1, ..., ip), i1 ≤ i2 ≤ .... ≤ ip, são dados por combinações p a p de {1, ..., n + 1},
permitindo repetição. A dimensão de OpRn+1 é portanto o número destas combinações:

τ(n+ 1, p) = dimensão de OpRn+1 =

(
n+ p
p

)
. (3.1)

A partir do produto tensorial interno do p-ésimo produto tensorial, que é dado por:(
vi ⊗ v2 ⊗ ...⊗ vp

)
·
(
w1 ⊗ w2 ⊗ ...⊗ wp

)
=

=
(
v1 · w1

)
·
(
v2 · w2

)
· ... ·

(
vp · wp

)
,
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induzimos um produto em OpRn+1:(
v1 ◦ ... ◦ vp

)
·
(
w1 ◦ ... ◦ wp

)
=

( 1

p!

∑
σ(v1 ⊗ ...⊗ vp) ·

1

p!

∑
σ(w1 ⊗ ...⊗ wp)

)
=

1

p!

∑(
v1 · wj1

)
· ... ·

(
vp · wjp

)
(3.2)

É claro que em relação a este produto interno, a base {ui} de OpRn+1 é ortogonal,
precisamos agora, normatizá-la.

Para i = 1, ..., n+ 1, I = (i, i, ..., i),(
ui · ui

)
=

(
ei ◦ ... ◦ ei

)
·
(
ei ◦ ... ◦ ei

)
=

1

p!

∑(
ei · ei

)p
= 1.

Para i = n+ 2, I = (1, 1, ..., 1, 2),(
un+2 · un+2

)
=

(
e1 ◦ ... ◦ e1 ◦ e2

)
·
(
e1 ◦ ... ◦ e1 ◦ e2

)
=

1

p!

∑(
e1 · ej1

)
...
(
e1 · ejp−1

)
·
(
e2 · ejp

)
, (3.3)

onde (j1, ..., jp) é uma permutação de (1, 1, ..., 1, 2).

Portanto,
(
un+2 · un+2

)
=

1

p!
· (p− 1)! =

1

p
.

Para i génerico, I = (i1, ..., ip), teremos(
ui · ui

)
=

1

p!
p1!...pn+1!,

onde pk, 1 ≤ k ≤ n+ 1, é o número de fatores ek que comparecem em uI .
Portanto uma base ortonormal de OpRn+1, é dada por wi, i = 1, ..., τ(n+ 1, p),

wi =
√
Miui, onde Mi =

p!

p1! · · · pn+1!
(3.4)

Com isso definimos um isomorfismo isómétrico:

J : OpRn + 1 −→ Rτ(n+1,p),

definido por J(wi) = εi, onde εi é a base canônica de Rτ(n+1,p).
Observamos que τ(n + 1, p) = dimensão de OpRn+1, é igual ao número de derivadas

de ordem p de uma função polinomial de n+ 1 variáveis.

3.7 A Aplicação de Veronese de Ordem p

Consideremos Rn+1 ◦ Rn+1 ◦ · · · ◦ Rn+1︸ ︷︷ ︸
p vezes

o p-ésimo produto tensorial simétrico e a apli-

cação
ξ : Rn+1 −→ Rn+1 ◦ Rn+1 · · · ◦ Rn+1 ≡ OpRn+1

x 7−→ xp = x ◦ x · · · ◦ x.
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A aplicação ξ é chamada aplicação de Veronese de ordem p.
Consideremos a identificação OpRn+1 ≡ Rτ(p,n+1), dada pelo isomorfismo isométrico

obtida na seção 3.6 e {e1, ..., en+1} uma base ortonormal do Rn+1. Assim podemos ex-
pressar ξ(x) em função das coordenadas {x1, ..., xn+1} de x:

ξ(x) = ξ(x1e1 + ...+ xn+1en+1)

= (x1e1 + ...+ xn+1en+1)
p

= xp1e
p
1 + xp2e

p
2 + ...+ xpn+1e

p
n+1 +

+
p!

(p− 1)! 1!
xp1x2e

p
1e2 + ...+

+
p!

p1! · · · pn+1!
xp11 · · ·xpn+1

n+1 e
p1
1 ◦ ... ◦ epn+1

n+1 + ...+

+
p!

1! (p+ 1)!
xnx

p−1
n+1en ◦ ei−1

n+1 =

=
∑

p1+...+pn+1=p

p!

p1! · · · pn+1!
xp11 · · ·xpn+1

n+1 e
p1
1 ◦ ... ◦ epn+1

n+1 ,

ou seja,

ξ(x) =

τ(p,n+1)∑
i=1

√
Mix

i1
1 · · ·xin+1

n+1wi,

onde {wi} é uma base ortonormal de OpRn+1.
Portanto, a expressão da aplicação de Veronese de ordem p é:

ξ : Rn+1 −→ Rn+1 ◦ Rn+1 · · · ◦ Rn+1 ≡ OpRn+1

x = (x1, ..., xn+1) 7−→
(
xp1, ..., x

p
n+1,

√
pxp−1

1 x2, ...,
√
2xnxn+1, ...,

√
Mix

i1
1 · · ·xin+1

n+1 , ...,
√
pxnx

p−1
n+1

)
,

onde Mi =
p!

i1! · · · in+1!
, i1 + · · ·+ in+1 = p.

3.8 A Variedade de Veronese Padrão de Ordem p e Di-
mensão n

Consideremos a restrição de ξ a Sn. Sua imagem ξ(Sn) é chamada variedade de
Veronese padrão de ordem p e dimensão n. Vamos estabelecer alguns resultados envol-
vendo a aplicação ξ : Sn −→ OpRn+1.

Proposição 3.39 ξ(Sn) ⊂ Sn−1, para todo p. Para p ímpar ξ : Sn −→ OpRn+1 é injetiva
e para p par ξ, induz uma aplicação injetiva no espaço projetivo real, ξ : P n −→ Sn−1.
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Demonstração: Dado v ∈ Sn, segue da igualdade 3.2 que:

ξ(v) · ξ(v) = (v)p · (v)p = (v · v)p = 1.

Por outro lado, temos:

ξ(v) = ξ(w) ⇐⇒ vp = wp ⇐⇒ (vp − wp) · (vp − wp) = 0

⇐⇒ (v · v)p − 2(v · w) + (w · w)p = 0 ⇐⇒

2
(
1− (v · w)p) = 0 ⇐⇒ (v · w)p = 1.

Portanto, para p ímpar, temos a injetividade da aplicação ξ.
Para p par, temos ξ(v) = ξ(w) ⇐⇒ (v · w) = ±1 ⇐⇒ v = ±w, o que permite passar

o quociente a aplicação ξ e torná-la injetiva.

Proposição 3.40 Para p par, ξ(Sn) está contida num hiperplano HN−1 de RN , onde
N = τ(p, n+ 1) e ainda SN−2(ε) = SN ∩HN−1.

Demonstração:
De fato, x21 + x22 + ...+ x2n+1 = 1 ⇐⇒

(
x21 + x22 + ...+ x2n+1

) p
2 = 1

⇐⇒ 1 = xp1 + ...+ xn+1 +
p

2
xp−2
1 x22 + ...+

p
2
!

k1! + ...+ kn+1!
x2k11 + ...+ x

2kn+1

n+1 + ...+

+
p

2
x2nx

p−2
n+1 · 2k1 + ...+ 2kn+1 = p.

Sendo ξ(x1, ..., xn) = (y1, ..., yN), juntando esta última igualdade com a expressão
da aplicação da Veronese de ordem p dada na seção 3.7, existe uma combinação linear
N∑
i=1

kiyi = 1, o que significa que ξ(Sn) está contido no hiperplano H de RN definido por

esta última igualdade.

Observação 3.41 Para calcular o raio ε, de SN−2(ε), notamos que o hiperplano H é

dado por
N∑
i=1

aiui = 1, o vetor u =
1∑
ai
(a1, ..., aN) é normal a H e u ∈ H.

Temos que ε2 =
(
vp − u

)
·
(
vp − u

)
, v ∈ Sn. Por exemplo, para p = 2,

u =
1

n+ 1
( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n+1 vezes

, 0, ..., 0) e ε =
√

n

n+ 1
.

Exemplo: A superfície de Veronese
Seja a aplicação de Veronese de ordem 2:

ξ : R3 −→ R3 ◦ R3

x 7−→ x ◦ x.
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Sabemos pelo isomorfismo isométrico dado na seção 3.6 que R3 ◦ R3 ≡ R6, com essa
identificação e utilizando a expressão geral da aplicação de Veronese de ordem p, temos:

ξ : R3 −→ R6

(x1, x2, x3) 7−→ (x21, x
2
2, x

2
3,
√
2x1x2,

√
2x1x3,

√
2x2x3).

A imagem ξ(S2) é chamada superfície de Veronese e é uma superfície esférica em
R5.

De fato,

ξ : S2 −→ R6

(x, y, z(x, y)) 7−→
(
x2, y2, (z(x, y))2,

√
2xy,

√
2xz(x, y),

√
2yz(x, y)

)
,

onde z(x, y) =
√
1− x2 − y2. Notemos que:

x4 + y4 + z4 + 2x2y2 + 2x2z2 + 2y2z2 = x2(x2 + y2 + z2) + y2(x2 + y2 + z2) +

z2(x2 + y2 + z2)

= 1.

Além disso, ξ(S2) está contida no hiperplano H, onde

H = {(u1, u2, u3, u4, u5, u6) ∈ R6;u1 + u2 + u3 = 1}.

Portanto, ξ(S2) ⊂ H ∩ (S2) = S4(a, r) ⊂ R5.
Segue da proposição 3.39 que ξ : S2 −→ R6 induz uma aplicação injetiva no espaço pro-

jetivo, ξ : P 2 −→ S4(ε) e ainda mais, pela observação 3.41 temos que
ε =

√
2

2+1
=
√

2
3
.

A expressão da superfície de Veronese em R5 pode ser obtida através da translação
Tv : R6 −→ R6 do vetor v = −1

3
(1, 1, 1, 0, 0) e da rotação

R : R6 −→ R6 dada por:

[R] =



√
2

√
2

√
2

−1 2 −1 0

−
√
3 0 −

√
3

1 0 0
0 0 1 0

0 0 1

 .

Assim, a expressão da superfície de Veronese em R5 é dada por:

ξ = RTvξ : S2 −→ S4
(√

2
3

)
(x, y, z) 7−→

(
3y2 − 1,−

√
3(x2 + z2 − 2

3
),
√
2xy,

√
2xz,

√
2yz
)
.
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Conclusão

O objetivo deste trabalho foi estudar as relações existentes entre os pontos semium-
bílicos da superfície, as direções de umbilicidade da imersão e as superfícies hiperesféricas.
Com isso apresentamos relevantes resultados a cerca destes conceitos.

Além destes resultados, podemos através de futuras pesquisas, abordar alguns cami-
nhos a serem seguidos, que podem ser relacionados com o trabalho presente. A seguir
levantamos algumas questões a serem pesquisadas:

i) Análise computacional das configurações principais.
No capítulo 1, apresentamos algumas imersões relevantes no nosso trabalho, tais
como: o toro de Clifford, a superfície de Veronese e superfícies de translação. Uma
interessante abordagem é a utilização de um programa computacional adequado
que dê condições de explorar as configurações principais dessas superfícies, isto é,
explorar e visualizar as ν-linhas de curvatura dessas superfícies e seus pontos críticos
(os pontos ν-umbílicos da superfície).

ii) Abordagem global dos resultados.
Vários resultados e conceitos abordados nesta dissertação, como é o caso do estudo
de superfícies imersas em R5 são de natureza local, já que as imersões presentes neste
contexto são dadas localmente em um ponto p de uma superfície M . Sendo assim, a
investigação de relações entre superfícies semiumbilicas e superfícies hiperesféricas é
relevante se abordado de forma global.
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