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Resumo

ALMEIDA, Thiely Fonseca, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, julho de 2017.
Fluxos Anosov e o Grupo Fundamental. Orientador: Enoch Humberto
Apaza Calla. Coorientador: Bulmer Mejia Garcia.

No presente trabalho, apresentamos o seguinte teorema: Se ¢; : M — M é um
fluxo Anosov de codimensao um entao m; (M) tem crescimento exponencial. Este
resultado foi provado por Margulis, G. A., no apéndice de [I7] para 3-variedades.

Aqui seguimos a prova feita por Plante e Thurston em [16] para n-variedades.
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Abstract

ALMEIDA, Thiely Fonseca, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, July, 2017.
Anosov flows and the fundamental group. Adviser: Enoch Humberto Apaza
Calla. Co-adviser: Bulmer Mejia Garcia.

We will prove the following theorem: If ¢, : M — M is an Anosov flow then
m1 (M) has exponential growth. This result was first proved by Margulis, G. A., in
the appendix of [17] for 3-manifolds. We follow the proof of Plante and Thurston

made in [I6] for n-manifolds.
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Introducao

Neste trabalho, M é uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem
bordo, de dimensao n > 3. Seja ¢, : M — M um fluxo Anosov. Isto significa
que o fibrado tangente TM em M se decompode em trés subfibrados E*, B¢, EX,
invariantes pela derivada do fluxo, contraindo o subfibrado E? e expandindo E™.
Os fibrados E*, E* sao unicamente integraveis.[8, [9 [15]. Diremos que um fluxo
Anosov tem codimensao um quando dim(E®) =1 ou dim(E") = 1.

Dado um grupo S finitamente gerado, a funcao I'(n) é o nimero de elementos
do grupo de palavras de comprimento menor ou igual a n. A definicao formal sera
dada em [1.84] Dizemos que S tem crescimento exponencial se dado um conjunto
finito de geradores tem-se I'(n) > Ae™ para algumas constantes A > 0, a > 0.

E, m (M) denota o grupo fundamental da variedade M.
Aqui provamos o seguinte teorema devido a Plante [16]:

Teorema : Se ¢, : M — M ¢ um fluxo Anosov de codimensdao um, entao
m1 (M) tem crescimento exponencial.

Em particular, o teorema de Plante prova que nao pode existir fluxos de
Anosov na esfera S%, no toro 73. Mas por outro lado, existem exemplos
classicos de fluxos de Anosov numa 3-variedade. Um desses é a suspensao de
um difeomorfismo Anosov.

Esta dissertagao, estd organizada como segue:

No Capitulo 1 serdao introduzidas nocoes basicas sobre:  variedades
diferenciaveis e sobre estas estudamos alguns conceitos de sistemas dinamicos,
definimos fluxos de Anosov e faremos a construcao de uma suspensiao de fluxo
Anosov. Além disso, estudamos grupos de homotopia, grupo fundamental,
crescimento exponencial de grupos, com exemplos sobre os tipos de crescimento e
por fim, falaremos em espacos de recobrimento. Daremos uma nog¢ao do conceito
de folheacoes, holonomia e faremos um esboco da demonstragao do teorema de
Haefliger, as quais serao utilizadas em todo trabalho.

Finalmente, no Capitulo 2 usando as notacoes e defini¢coes do capitulo 1
mostramos o teorema principal.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao introduzidos conceitos sobre variedades, campos de
vetores, fluxos associados & campos de vetores numa variedade e finalmente os
fluxos de Anosov. Tem-se como objetivo principal, ajudar o leitor a se familiarizar
com conceitos e resultados bésicos, que sao utilizados no decorrer do trabalho.

1.1 Nocoes sobre Variedades Diferenciiveis

Nesta secao vamos definir conceitos e apresentar alguns resultados bésicos
sobre variedades diferenciaveis, os quais podem ser encontrados em [9], [11] e
[12].

Definicao 1.1. Um atlas de dimensao m sobre um espago topoldgico M é uma
colecao U de sistemas de coordenadas locais x : U — R™ em M, cujos dominios
U cobrem M. Os dominios U dos sistemas de coordenadas x € U sao chamados
as vizinhancas coordenadas de U.

Definicao 1.2. Uma variedade diferencidvel, de dimensio m e classe C*, é
um par ordenado (M,U) onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com base
enumerdvel e U um atlas mdximo de dimensao m e classe C" sobre M.

Definicao 1.3. Seja M um espaco topoldgico. Um sistema de coordenadas locais
ou carta local em M é um homeomorfismo x : U — x(U) de um subconjunto
aberto U C M sobre um aberto x(U) C R™. Dizemos que, m € a dimensio de
x:U — z(U). Para cada p € U tem- se z(p) = (z'(p),...,x™(p)). Os nimeros
' =1z'(p), i =1,...,m sio chamadas as coordenadas do ponto p € M no
sistema x.

Exemplo 1.4. Coordenadas cartesianas

Sejam M =R™, U C R™ um aberto ex : U — R™ a aplicacao de inclusao,
z(p) = p. As coordenadas introduzidas em U pelo sistema x sdo denominadas
coordenadas cartesianas.
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Definicao 1.5. Um espaco topoldgico M no qual existe um atlas de dimensao
m chama- se uma variedade topologica de dimensiao m se, somente se, cada
ponto de M tem uma vizinhanca homeomorfa a um aberto do R™

Definicao 1.6. (Aplicagées Diferencidveis) Sejam M™, N" wvariedades de
classe C"(r > 1). Diz -se que uma aplicacio f : M — N ¢é diferencidvel no
ponto p € M se existem sistemas de coordenadas v : U — R™ em M,y :
V—=R" em N,compeUecef(U CV tais queyo fox™: x(U) —
y(V) C R™ € diferencidvel no ponto x(p).

M N
LR A8
X y

v
Yo fox!
U >
*(0) y(v)
RM RD

Figura 1.1: Aplicagao Diferenciavel f: M — N entre M e N.

A aplicagdo f,, = yo foxz~! é denominada a expressdo de f nas coordenadas
locais z,y. Observe que, em particular, f : M — N é continua no ponto p € M.

Observacao 1.7. Como as mudancas de coordenadas em M e N sdo
difeomorfismos de classe C", a definicao de diferenciabilidade independe do
sistema de coordenadas x,y, pois para quaisquer outro par de sistemas de
coordenadas .y, temos ¥’ : U — R™ em M ey : V! — R™ em N, com
pe U, f(U) C V', aaplicagio foy =y o fo(z')~! serd diferencidvel no ponto
' (p).-

Definicao 1.8. Dizemos que f : M — N ¢é diferencidvel se f for diferencidvel
em todos 0s pontos de M.

Definigao 1.9. Dizemos que f: M — N € de classe C*  (k < r) se, para cada
p € M, existem sistemas de coordenadas locaisx : U — R™ em M,y : V — R"
em N, comp € U e f(U) CV tais que yo fox™ : x(U) — y(V) € de classe
C*.

Segue- se da definicao que, uma aplicacdo f : M — N é de classe C*
quando, existem um atlas U sobre M e um atlas B sobre N, tais que, para cada
y € B existe x € U relativamente aos quais a expressao de f é de classe C*. Isto
implica que, para toda carta ' : U’ — R™ do atlas maximo de M e para toda
carta ¢’ : V' — R" do atlas maximo de N, com f(U’) C V', a expressao local
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faryy serd de classe C*. Entao f. 0 : 2/ (UNU’') — ¢ (VN V') pode ser escrita
como
1

foy =y ofo(a) =y oy toyoforTtoxo(a)

= (y/ o yil) © fxy ° ($ © (x/)71> = Pyy’ © fxy O Ygyr € Ck
Quando dissermos que f : M — N & de classe C* admitiremos, ao menos
implicitamente, que M e N sao de classe C",r > k. A composta de duas

aplicacoes f: M —s N e g: N — P de classe C* é também uma aplicacdo de
classe C".

Definicao 1.10. :Um difeomorfismo f : M — N ¢é uma bijecio com [~
diferencidvel. Se ambas, f e f7' sio de classe C*, dizemos que f é um
difeomorfismo de classe CF.

Definicao 1.11. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Definimos o fibrado
tangente de M como o conjunto:

TM ={(p,v);p e M,veTM,}

Definicao 1.12. Seja M™ wuma wvariedade diferencidvel. Uma métrica
Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) é uma lei que faz corresponder
a cada ponto p € M um produto interno em T M,,.

Seja g uma métrica Riemanniana, denotaremos por g¢(p;u,v) ou (u,v), o
produto interno dos vetores u,v € T'M,,.

Definicao 1.13. O comprimento ou norma de um vetor v € TM, pode ser

definido como:
| v [p= \/ (v, V)p.

Esta norma recebe o nome de norma Riemanniana.

Uma variedade diferenciavel onde estd definida uma métrica Riemanniana é
denominada variedade Riemanniana.

Definicao 1.14. Duas variedades V e W sao transversais em M se para
qualquer ponto g € V NW temos que o0s espacos tangentes de TV, e TW, geram
TM,.

1.2 Fluxos Anosov

Nesta secao vamos definir alguns conceitos e apresentar alguns resultados
bésicos sobre sistemas dinamicos, os quais podem ser encontrados em [3], [9] ,
[15] e [18].
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Definicao 1.15. Um campo de vetores de classe C",r > 0,em uma variedade
M™ ¢ uma aplicacao X : M — T M, tal que a cada ponto p € M associa o vetor
X(p)eTM, eXeC".

Definicao 1.16. Um fluxzo é uma aplicacao, ¢ : R x M — M, tal que para todo
t,s € R e todo p € M vale:

1. p(t+s,p) = ¢(t, (s, p))

2. ¢(0,p) =p

Denotamos por ¢; o fluxo associado ao campo X, onde ¢:(p) = (¢, p).

Exemplo 1.17. Seja S? C R? a esfera unitdria com centro na origem. Sejam
Py = (0,0,1) e Ps = (0,0,—1), o polo norte e o polo sul da esfera S?,
respectivamente. Definimos o campo de vetores X de classe C* em S? por,

X(ma Y, Z) = <_1’27 —Yz, x2 + y2)

E o fluzo pode ser observado em 1.5

PN

Ps

Figura 1.2: Fluxo em S?

Definigao 1.18. A érbita de um ponto p € M para um fluro ¢, é o conjunto
O(p) = {w:(p);t € R}

Definicao 1.19. A orbita positiva de um ponto p € M para um fluzo ¢ € o
conjunto OF (p) = {¢(p);t > 0}. E a drbita negativa de p € M para um fluzo

¢ € o conjunto O (p) = {¢(p);t < 0}.

Definigao 1.20. Se X (p) = 0 entao dizemos que p € M ¢é uma singularidade
do campo X.

Definicao 1.21. O conjunto w-limate de um ponto p € M € dado por:

w(p) ={xr € M;3t, = oo quando n — o tal que lim ¢, (p) = x}.
n—oo

Assim, w(p) € o conjunto dos pontos de acumulagao da drbita positiva de p.
Defintmos também o conjunto a-limate de um ponto p € M dado por

a(p) ={zx € M;3 t, - —oo quando n — oo tal que lim ¢y, (p) = }.
n—oo

Entao, o conjunto a(p) € o conjunto dos pontos de acumulagdo da drbita negativa
de p.
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Definigao 1.22. Dizemos que = é recorrente se x € w(zx).

Definicao 1.23. Os conjuntos:

W#(p) ={q € M; d(¢:(p), ¢:(q)) = 0, quandot — oo}

W (p) ={q € M; d(ei(p), pi(q)) = 0, quandot — —o0}

sao chamados respectivamente variedade estdvel e instdvel forte do
ponto p para o campo de vetores X. Onde d denota a métrica Riemanniana
da variedade M.

Defini¢ao 1.24 (Conjunto Hiperbdlico). Um conjunto compacto invariante
H C M é dito hiperbolico para X ou para ¢, se:

1. TM,=E;& E;( ©® E,, para todo p € H
2. D(yi), B} = E*

P wt(p)’ * =5, X,u (D(pt - invariante),-

3. E5, EY variam continuamente com p e eristem constantes A\,C > 0, tais
que, YVt >0,
a) |De(p)v| < CeMu[,Yo e E5 e VpeH
D) |Dp_i(p)(w)| < CeNuw|Yw € By e Vpe H

Em outras palavras, um subconjunto invariante H C M para um fluxo ¢,
é hiperbolico se existe uma decomposicao continua do espaco fibrado tangente
TM, = E; & E;( © E, sobre H consistindo de um subfibrado contratil EJ, um
subfibrado expansor E e um subfibrado E;( gerado por X.

Teorema 1.25. (Teorema da Variedade Estdvel para Fluxos). Seja
H C M um conjunto hiperbolico invariante para um fluzo ¢;. Entao existe € >0
tal que para cada ponto p € H existem dois discos mergulhados W2*(p) e W (p)
08 quais sao tangentes a E) e EJ, respectivamente.

Demonstragao. Ver [§] O
Definicao 1.26. Um fluro ¢, definido na variedade M é Anosov se M € um
conjunto hiperbolico para ;.

Definigao 1.27. Um fluxo Anosov em uma variedade M é dito de codimensao
um se dim(E*) =1 ou dim(E") = 1.

Definicao 1.28. Um difeomorfismo f : M — M € dito Anosov se existe uma

decomposicao continua T'M = E* @ E* tal que:

1. Ambos E* e E° sao invariantes por Df, ou seja, Df(p)(E3) = E}i(p) e
Df(p)(Ey) = E},, para todo p € M.
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B

E*

Figura 1.3: Aspecto local de um fluxo Anosov

2. Existem constantes C' >0 e 0 < A\ <1 tais que para todo p € M
IDf"(p)(v)] < CX"|v|,v € Ej,n>0

IDf " (p)(v)] < CA*|v|,v € Ef;n >0

Abaixo, temos um exemplo bem conhecido de difeomorfismo Anosov.

Exemplo 1.29. [3]/ (Difeomorfismo Anosov). Consideremos a aplica¢io
L :R? = R? dada pela matriz
2 1
b

O determinante dessa matriz é um, A(Z*) = Z*. A expressio em coordenadas é
La(u,v) = (2u +v,u +v). Definimos a sequinte relacao de equivaléncia em R?:
(u,v) ~ (W, v),se (u—u',v—21") € Z* Dessa forma, La(u,v) ~ La(u',v). Isso
define uma aplicagio Ly - T? = R2/Z2 — T2, dada por L(u,v) = (2u+v, u+v),
temos o sequinte diagrama comutativo:

RQ La RQ

T2 - T2
Ly
Neste caso, L € um difeomorfismo Anosov.

Demonstracao. Basta mostrar que L4 é um difeomorfismo Anosov. De fato, note
)
que x ¢ um difeomorfismo local, pois x ¢ a aplicacao projecao. Como as derivadas
da matriz associada a L 4 diferem apenas por isomorfismo, iremos determinar seus
?
autovalores.

Ou seja, 0 < Ay < 1 < A,. Seja E°, E" os subfibrados associados aos
autovalores \,, \,, respectivamente.

Para todo w = (u,v) € R? temos: £ = w @ E° e E* = w ® E“
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Afirmacdo: A decomposicio R? = E* @ E* ¢ invariante pela derivada de L 4.
De fato,

TR? = E* @ E*
Para todo w € R?. Como é linear,

DLA(w)(ES) = La(w+ E*) = La(w) + La(E®) = La(w) + E° = EiA(w)

Analogamente,

DLA(w)(E") = La(w+ E*) = La(w) + Ls(E") = La(w) + E* = EgA(w)

Portanto, TR? = E* @ E" é invariante.

Por fim, fixe v{ € E$ entdo v = w + v®, para todo v® € E* e ||vS || = ||v°|,
onde ||.|| ¢ a norma em TR?. Dai,

DLs(w)(vs) = La(w+v®) = La(z) + La(v®) = La(w) + Ag.0°
Logo,
[DLa(w)(v) LA = Asllo® ]| = Asllvg [lw

Analogamente, v € E¥ entdo v = w+v", para todo v* € E" e [[v]| = |[v*|].
Logo,

[IDLa(w)(@i)llLaq) = Aullv*l = Aullvi [l

Provando que E* contrai e E* expande, desde que 0 < A\, <1 < A,

Fluxo de Poincaré

Seja v uma orbita periddica de um campo. Por um ponto xg € v considere
uma transversal ou se¢gao transversal > ao campo X.

A orbita por z( volta intersectar X no tempo 7 , onde 7 é o periodo de . Pela
continuidade do campo, a orbita por um ponto em X suficientemente proximo a
xo também volta a intersectar 2 em um tempo préoximo a 7.

Seja V' C ¥ uma vizinhanca suficientemente pequena de xy, podemos definir a
aplicagdo P : V — X que cada ponto x € V associa P(z), sendo P(x) o primeiro
ponto onde a 6rbita de x volta a intersectar . Esta aplicacao é denominada
transformacao de Poincaré ou funcao de Primeiro Retorno de Poincaré
associada a orbita v e a transversal 2.
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Figura 1.4: Transformacao de Poincaré

Suspensao de difeomorfismo de Anosov

O fluxo suspensao é dado pelo difeomorfismo f : M — M. Para construi- lo
identificamos os pontos do bordo M xR de tal forma que a relacao de equivaléncia
(x,s+1) ~ (f(x),s) para 0 < s < 1. Seja M; = M x R/ ~ o espaco quociente e
z: M xR — M; a projecao natural. [I§]

Proposicao 1.30. Se f € de classe C" o quociente My é uma variedade que tem
estrutura C". Considere a sequinte a equacao em M x R:

=0
s=1

Essa equacao induz um fluro o' em M x R que por sua vez induz um fluzo gpﬁc
em My, com campo associado a Xy. O fluzo satisfaz:

' (2,0) = (2,1) ~ (f(),0)
Logo, f € a aplicagao de Poincaré sobre a transversal global M x {0} C My para
0 fluzo Y.
Demonstragao. Ver [12] detalhes sobre suspensao de um difeomorifismo, e a prova

de que My é uma variedade com estrutura diferenciavel. O

Proposi¢ao 1.31. [3/ (Suspensdo Amnosov). Seja f : M — M um
difeomorfismo Anosov, a suspensdo g&} ¢ um fluro Anosov em Mjy.

Demonstracao. Denotamos por TM = FE°* @& E" a decomposicao continua
associada a f. Precisamos construir uma decomposicao:

TM; = E* & TX; ® E*
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Figura 1.5: Suspensao de um Difeomorfismo Anosov
Para tal, definimos para (z,0) € M x 0:
B = B3 By = B}
Quando (z,t) € M x [0, 1], definimos:
gy = Dy, 0)(E3)
Bty = Dly(w, 0)(EY)

Assim, temos a decomposicio desejada TM/ = E** & TX; & E*. Iremos
mostrar agora que esta decomposicao satisfaz as condigoes Anosos para gp?.

Vamos analisar Ef;to),?io € R. Por definicao, E;, | = Dgp;o(x,O)(E;), assim
Dy ;" (z,t0) (B, = (E3). Fixe t >0

DQO?(.I', t[)) = DSO?—HO_tO (.I', tU) = DSO?HO (07 'T)D(p]:to (:L‘7 tO) L0g07

D@;@ﬂfo) B, = D90§f+t0 (z,0)

Como a ultima expressao vale para qualquer ¢t > 0, vamos analisar se satisfaz
a condicao Anosov em M x 0, ou seja, num ponto da forma (x,0). Tomemos
t = [t]+r(r € [0,1]) e [] significa a parte inteira. Em M — 0 por construcao de ¢

temos que ¢} = flt]. Como @}(x,0) = ¢ (2,0) = ¢} (2, 0) = p}(P} (2, 0).
Usando a definicao de fluxo, temos:

Dly(x,0) = Dipy(f(x)). DfY (x),
Logo,
D@} (,0)(0)] < [|D} (@)D f () (v)]
< K.CMN|,ve E3Y zeM.

Analogamente, o mesmo raciocinio vale para E“*. Segue entdao, que gp’} é um
fluxo de Anosov para M/, como querfamos. n

Proposicao 1.32. (Teorema de Poincaré - Bendixson) Seja oi(p) a drbita
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futura de um ponto p para um fluro ¢, : R?> — R2. Suponha que @, possui um
nimero finito de singularidades. Sejam p € R? e w(p) o conjunto w — limite de
p. Entao, ocorre uma das alternativas:

1. Se w(p) possui somente pontos periddicos, entao w(p) € uma odrbita
periodica.

2. w(p) € uma orbita fechada.

3. Se w(p) nao contém pontos requlares, entao w(p) € um ponto singular.

Demonstracao. Ver [12)]. O

1.3 Nocoes de Topologia Algébrica

O objetivo desta secao é definir o primeiro grupo de homotopia, conhecido
como grupo fundamental. Para maiores detalhes indicamos as referéncias [10] e
[21]

Grupos de Homotopia

Sejam X e Y espagos topolégicos, f,g: X — Y duas aplicagoes continuas
el=10,1].

Definicao 1.33. Dizemos que f,g : X — Y sao homotdpicas se existe uma
aplicacao continua
F:XxI—>Y

tal que

F(z,0) = f(z) e F(z,1)=g(x)
para todo x € X. A aplicagao F é chamada de homotopia entre f e g. Escreve-
se, neste caso, F': f ~ g, ou stmplesmente f ~ g.

A homotopia é pensada como um processo de decomposicao continuo da
aplicacao f na aplicagdo g. O parametro ¢t pode ser imaginado como sendo o
tempo do processo de deformacao.

Proposicao 1.34. A relacao de homotopia, f ~ g, € uma relacdo de equivaléncia
no conjunto das aplicacoes continuas de X em Y .

Demonstracao. 1) Reflexiva. Para toda f : X — Y continua, a aplicagao
F : X xI — Y, dada por F(z,t) = f(z), ¢ uma homotopia entre f e f,
portanto, ~ é uma relacao reflexiva.

2) Simétrica. Definamos H : M x I — N por H(z,t) = F(x,1—t). obtemos
uma homotopia entre f e g. Desta forma, f ~ g = g ~ f, isto é, a relacao de
homotopia é simétrica.
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3) Transitiva. Se F': f ~ ge H : g ~ h entao definamos, K : X x [ — Y
pondo K(z,t) = F(z,2t)se 0 <t <1/2e K(z,t) = H(z,2t — 1) se 1/2 <t < 1.
A aplicagao K é uma homotopia entre f e h. Logo, f ~ g, g >~ h, ou seja, a
relagao ~ é transitiva. O

Definicao 1.35. As classes de equivaléncia sequndo a relagao de homotopia sao
denominadas classes de homotopia. Uma aplicacio continua f : X — Y
chama- se uma equivaléncia homotopica quando existe g :' Y — X continua tal
que go f Zidx e fog=idy. Diz- se entao, que g € o inverso homotopico de f
e que as variedades X eY tem o mesmo tipo de homotopia. Escreve- se, nesse
caso f: X =Y ou X =Y.

Exemplo 1.36. A esfera unitdria S™ tem o mesmo tipo de homotopia que

R™! — {0},

Definicao 1.37. Um espago topoldgico X € dito contrdtil quando tem o mesmo
tipo de homotopia de um ponto.

Proposicao 1.38. X ¢ contrdtil se, e somente se, a aplicacio identidade é
homotopica a uma aplicacao constante de X.

Demonstracao. Suponha que X é contratil. Por definicao, X é contratil quando
possui 0 mesmo tipo de homotopia de um ponto, isto ¢, X = {p}. Entao, existem
f: X — {p}eg:{p} — X inversas homotopicas, entdo gof ~idx e gof =
constante.

Reciprocamente, suponha que, idy ~ constante portanto idyx e a constante sao
inversas homotopicas. Logo, X = {p}. ]

Exemplo 1.39. R" ~ {0}.
Corolario 1.40. Um espaco contrdtil X é conexo por caminhos.

Demonstracao. Fixemos p € X e defina a homotopia F' : idx = ¢, como na
proposicao anterior. Assim, para cada x € X, definimos:

oy I —> X

t— F(x,t)

um caminho que liga x a p e considere X — {p} a aplicagdo constante. Logo, X
é conexo por caminhos. O

Proposicao 1.41. Se X ou Y € contrdtil entao toda aplicacio f : X — Y €
homotopica a uma constante.

Corolario 1.42. Se X € contrdtil e Y € conexo por caminhos entdo duas
aplicacoes continuas quaisquer f,g: X — Y sao homotopicas. Se'Y € contrdtil,
entao qualquer que seja X, duas aplicagoes continuas f,g : X — Y sao sempre
homotopicas.
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Demonstracao. Vamos mostrar que se X ¢ homotopico e Y é conexo por
caminhos, entao quaisquer duas aplicacoes continuas f,g : X — Y sao
homotopicas. Por hip6tese, temos que X é contratil, assim F': 1dx = ¢, como na
proposicao anterior, defina a homotopia:

H: XxY =Y

H(z,t) = f(F(a,t) = H: f=c

K(z,t) = g(F(z,1)) = K: 9= ¢

onde c(z) = f(p) e c1(z) = g(p), para todo x € X. Como, N & conexo por
caminhos, existe a caminho constante ligando f(p) a ¢g(p), defina:

G:YxI—=Y

(y, 1) — a(t)
Portanto, ¢ = ¢; e f = ¢g. Analogamente, para o outro caso segue o resultado. [

Definicao 1.43. Dadas f,g : X — Y aplicagoes continuas, diz- se que [ é
homotdpica a g relativamente a um subespaco A C X, e escreve- se

f~g (rel.A)

quando eziste uma homotopia F : f ~ g tal que F(x,t) = f(z) = g(x) para todo
x € A. Evidentemente, para que se tenha f ~ g(rel.A) é necessdrio antes de
tudo, que f(x) = g(x) para todo x € A.

Exemplo 1.44. A aplicagio identidade de R™ — {0} é homotdpica a aplicagio

r:R"— {0} — R"—{0}, tal que r(x) = ﬂ, relativamente ao subespago S™71.
x

O Grupo Fundamental

Vamos, a partir de agora, considerar um caso particular do conceito geral de
homotopia. Estudaremos homotopias de caminhos, isto é, de aplicacoes continuas
a:J — X, definidas num intervalo compacto J = [sg, s1]. Dedicaremos atencao
especial aos caminhos fechados: aqueles em que «a(sg) = a(s1). Salvo quando dito
explicitamente o contrario, suporemos nossos caminhos definidos no intervalo
unitario I = [0, 1].

Como o intervalo I é contratil, todo caminho @ — X é homotdpico a uma
constante. Exigiremos que, durante a homotopia, os extremos do caminho sejam
mantidos fixos. Assim, consideraremos a fronteira 01 = {0,1} do intervalo e as
homotopias de caminhos serao todas relativas ao subespaco 01I.

Definicao 1.45. Diremos que, a,3 : I — X sao caminhos homotopicos
quando tivermos o ~ B (rel.0I). Abreviaremos esta afirmacdo com a notagdao
a = [, Assim, uma homotopia F : o = [ entre caminhos é uma aplica¢do
continua F : I x I — X tal que,
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),
),
)

F(s,0) = a(s), F(s,1)
F(0,t) = (0)
F(1,t) = o(1)

quaisquer que sejam s,t € [

B(s
p(0
5(1

Y

Para que se tenha sentido afirmar que o ~ [, é necessario, antes de mais
nada, que os caminhos « e § possuam as mesmas extremidades:

a(0)=a(l)=2¢ e a(l)=05(1)=x

~

A

b Iy
1 <3
I > | H “
g . b
< = —
— I x1 -
e e |-
S 8 . S Lo
0 a 1

ro = a(0) = b(0)

Figura 1.6: Homotopia entre caminhos

Os caminhos fechados a, 5 : I — X sdo homotopicos (a =~ ) quando existe
uma aplica¢do continua F': I x I — X tal que, pondo a(0) = a(1) = zy € M,
tem- se

F(s,0) = a(s), F(s,1) = B(s), F(0,t) = F(1,t) = 2o

para quaisquer s,t € I.

A
a
(0.1)
Xo Xo H
IxI > X0
——
0 b (1.0)

Figura 1.7: Caminhos Homoto6picos

Definicao 1.46. Dois caminhos fechados o, 5 : I — X dizem- se livremente
homotopicos quando existe uma aplicacao continua F : I x I — X tal que
F(s,0) = a(s), F(s,1) = f(s) e F(0,t) = F(1,t) para quaisquer s,t € 1. A
dltima igualdade significa que, para todo t € 1, o caminho F;, : I — X, Fy(s) =
F(s,t), é fechado.
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Observagao 1.47. Indicaremos sempre, com o = [a]| a classe de homotopia
do caminho o : I — X, isto é, o conjunto de todos os caminhos em X que
possuem as mesmas extremidades que o e que sao homotdopicos a o com extremos
fixos durante a homotopia.

Definicao 1.48. Sejam o, : I — X caminhos tais que o fim de a coincide
com a origem de 3. Definiremos o produto o x 3 como sendo o caminho que
consiste em percorrer primeiro o e depois . Como o tempo que dispomos para
percorrer a3 = 1, isto nos obriga a dobrar a velocidade em « e em (3. Assim,
definiremos afp : I — X pondo:

B a(2s) se 0<s<1/2,
a*ﬁ(s)—{ﬁ<28_1) se 1/2<s<1

Como a(1) = B(0), as regras acima bem definem uma aplica¢ao a5 : I — X tal
que af | [0,1/2] e apf | [1/2,1] sdo continuas. Seque- se que af é continua e
portanto € um caminho, que comeca em «(0) e termina em ((1).

Definicao 1.49. O caminho inverso de o : I — X €, por definicio, o
caminho o' : I — X, dado por a™'(s) = a(l —s),0 < s < 1.

Observagao 1.50. Vemos que a~'(s) comega onde o termina, e termina na
origem de .

Proposi¢io 1.51. a X o, f =3 = af=2d'f e a ' (a)h

Demonstracao. Se F : o =2 o e G : f = [ sdo homotopias, definimos
H:IxI— X pondo:

His t) = F(2s,t), se 0<s<1/2;tel
PUTVLGERs—1,1), se 1/2<s<ltel

Como F(1,t) = G(0,t) = a(l) = p(0) para todo t € I, vemos que H é
bem definida. Como H | ([0,1/2] x I) e H | ([1/2,1] x I) sdo continuas,
seque que H ¢é continua. Dai: H(s,0) = F(2s,0) = afs),s € [0,1/2],
H(s,0) = G(2s — 1,0) = B(s),s € [0,1/2]. Portanto, H(s,0) = af(s). Seguindo
o mesmo raciocinio, obtemos H(s, 1) = o//'(s). Além disso, H(0,t) = F(0,t) =
o/(0) = a(0) = B(0) = B'(0) = aB(0) = a’H(0),

E,

H(1,t)=F(1,t) =d(1) = a(1) =
Logo,

&)
—~
—_
~—
I
=

<
—~
—_
~—
I

af(1) = o'B'(1).

H(0,t) = aB(0) = o’5'(0)
H(1,t) = af(l) = a'F'(1)

Desta forma, concluimos que H é uma homotopia entre a8 e o'F. Isto é,
af =2 ad/f. Considere L : I x I — M, definida por L(s,t) = F(1 — s,t). Entao,

L(5,0)=F(1—5,0)=a"

L(s,1) = F(1—s,1) = (o/)7!
L(0,t) = F(1,t) = a(1) = o 1(0) = (a/)71(0)
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L(1,t) = F(0,t) = a(0) = a7 (1) = (a')7}(1)
Sendo L continua, segue entao que L : a~! = (o/)~!, como querfamos. O

Definicao 1.52. Em uma variedade X, sejam o uma classe de homotopia de
caminhos que tem origem num ponto x € X e terminam num ponto y € X, e 8
uma classe de homotopia de caminhos que comegcam em y € X e terminam em
z € X. Definiremos o produto af tomando caminhos a € o, b € B e pondo

af = [ab]

Assim, por definicao [a][b] = [ab].
Definimos também, o= = [a™], onde a € a.

Observacao 1.53. A proposicao|1.51 mostra que o produto a3 nao depende das
escolhas dos caminhosy € a e p € 3, portanto estd bem definido. E, a sequnda
parte da proposicao anterior, mostra que a classe de homotopia o™ = [y~ € a
mesma, seja qual for o caminho v que escolhemos em «. A classe at é chamada

inversa de .

Definicao 1.54. Sejam o« : I — X um caminho e ¢ : I — [ uma
parametrizacaio de I, isto é, uma fun¢do continua tal que @(0I) C 0I. O
caminho f = a o : I — X chama- se reparametrizacao do caminho
a. A parametrizacio ¢ diz- se positiva quando ¢(0) =0 e (1) = 1, se for
negativa quando (0) =1 e (1) =0, e trivial quando ¢(0) = ¢(1).

Proposicao 1.55. Seja f = aop uma reparametrizacao do caminho o : I — X.
Se a parametrizacdo o for positiva, entdao 3 = «; se for negativa, tem- se 3 = a~*;

se for trivial entdao P = constante.

Demonstragao. De fato, dois caminhos em I sdo homotopicos (com extremidades
fixas) se, e somente se, tém a mesma origem e o mesmo fim. Sejam 4,5 : I — [
dadas por i(s) =s e j(s) =1—s. Tem- se portanto ¢ 2 i, = j ou ¢ =
constante, conforme seja ¢ uma reparametrizagao positiva, negativa ou trivial.
Segue- se imediatamente que cop = aoi =, a0p X aoj=a ' ou ooy
constante, respectivamente. ]

Suponhamos que dados um caminho o : I — X e pontos intermediéarios
0 =359 < 81 < .. < 8 =1, que determinam uma decomposicao de [ em k
subintervalos justapostos [s;_1, s;]. Para cadai = 1,2, ..., k, obtemos um caminho
a; : I — X, definido por o; = (a | [$i-1, 8i]) 0 @i, onde ¢; : I — [s;_1, 8] € a Gnica
fungao linear tal que ¢(0) = s;—1 e ¢;(1) = s;. Os caminhos «; sdo portanto
reparametrizagoes das restrigdes « | [s;_1, s;], a fim de lhes dar o dominio padrao
I.

Proposicao 1.56. ([10]) Sejam o, B, : I — X caminhos tais que cada um

deles termina onde o seguinte comega. Sejam « = [o],f = [B],7 = [p] suas
classes de homotopia, © = «(0) a origem de o, y = a(l) seu fim, e, e, 0s
caminhos constantes sobre esses pontos e €, = [es],e, = [e,] as classes de

homotopia dessas constantes. Tem- se entao:
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3. E,00 = = gy

4. (aB)y = a(Bv)

Defini¢ao 1.57. O conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos)
dos caminhos numa variedade X, munido da lei de composicio acima definida,
chama- se o grupoide fundamental de X.

Definicao 1.58. Consideraremos pares do tipo (X, z0), onde xy € X serd
chamado o ponto bdsico da variedade X. Os caminhos fechados a : (1,0I) —
(X, o) serao chamados caminhos fechados com base no ponto xo. As homotopias
(salvos quando explicitamente mencionado o contrdrio) serao relativas a OI.
O subconjunto m (X, xg) do grupoide fundamental, formado pelas classes de
homotopia de caminhos fechados com base em xy constitui um grupo, chamado
o grupo fundamental da variedade X com base no ponto xy. O elemento neutro
desse grupo € a classe de homotopia € = €., do caminho constante no ponto x.

Quando M é conexo por caminhos e m(X,z9) = {e} dizemos que X é
simplesmente conexo. A proxima proposicao mostra que o grupo fundamental
independe do ponto base escolhido. Portanto, podemos representar o grupo
fundamental por m;(X), sem nenhuma referéncia explicita ao ponto base.

Exemplo 1.59. 1. Se X ¢é contrdatil entao X ¢é simplesmente conezxo.
2. Sen > 1, entao S™ é simplesmente conexo. Ver [10].

Observacgao 1.60. Se f: X =Y e g¢:Y — X satisfazem go f = idx entdo
f € ingetiva e g sobrejetiva. Se f o g =idy entao g € injetiva e f € sobrejetiva.

Proposicao 1.61. Seja X conexo por caminhos. Dados xg,x1 € X e v :
I — X tal que v(0) = 9 e (1) = x4y, entao existe um isomorfismo entre
m(X,zo) e m(X,z).

Demonstragao. Seja v : I — X caminho tal que v(0) = zog e ~(1) = z.
Se a ¢ uma curva fechada de zg entdao v~! * o * v é uma curva fechada de z.
Dado um elemento [a] € m(X,xg), aplicacdo acima induz um tnico elemento
[@'] = [y7' * a*xv] € m (X, ;). Denotaremos essa aplicagao por:

n. 7T1(X, ZL’()) — 7T1(X,[L'1)

Vamos mostrar que n é um isomorfismo.
1) n é um homomorfismo.

Com efeito, dados [a], [8] € m (X, z¢), temos:

n(lad = [8]) = [y~'] * [a] = [B] * [7]
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= [y * o] x [y % [y (8] * []
= n(la]) *n([5])
Assim, n € um homomorfismo.
2) n é bijetiva. Para mostrar que n ¢é bijetiva, vamos introduzir a inversa de

7. Seja:
7771 : 7Tl<X,$1) — 7T1(X, SC(])

tal que
nH([]) = [y*a x 7]

Afirmacao: n~! ¢ a inversa de 7.

De fato,
n'n(la]) = n (v xax )
=[xy xaxyxyT]
= [a].
Assim,

77_177 = idﬂ1(X,$0)
e por simetria
7777_1 = idﬂl(le)

Pela dltima observagdo n é injetiva e sobrejetiva. Segue entdo que,n é um
homomorfismo bijetor, portanto, um isomorfismo. Como queriamos. O

Espacos de Recobrimento

Definicao 1.62. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma aplicagio f : X — Y
¢ um homeomorfismo local quando para cada ponto v € X existe um aberto U

contendo x em X tal que V = f(U) € aberto emY e f|y é um homeomorfismo
de U sobre V.

Exemplo 1.63. Considere a sequinte aplicac¢ao:

£:R— St

t — exp(t) = e = (cost, sent)

& € um homeomorfismo local.

Definicao 1.64. Sejam f : X — Y, g : Z — Y aplicacoes continuas. Um
levantamento de g (relativamente a f) é uma aplica¢io continua g : Z — X
tal que fog=g.

Definicao 1.65. Seja p X — X wma funcao continua, X e X espacos
topologicos. Um aberto V C X € dito vizinhanca distinguida se:

p (V) = U,

ael
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onde {Uy|oe € T} € uma familia de abertos de X, dois a dois disjuntos, tais
que:
p|Ua U, =V

€ um homeomorfismo.

Defini¢ao 1.66. Uma aplicacio de recobrimento (ou simplesmente um
recobrimento) é uma funcao:
p: X —=>X

continua, sobrejetiva e tal que todo x € X possui uma vizinhanc¢a distinguida.
O espaco X chama-se um espago de recobrimento de X e, para cada © € X, o
conjunto p~t(x) chama-se a fibra sobre . As vezes, X é chamado de base do
recobrimento. Veja[1.8

—:
%}w
- 7D

Figura 1.8: Aplicagao Recobrimento
Exemplo 1.67. A aplicacdo exp : R — S dada por:

exp(t) = *™ = (cos(2nt), sen(2mt))
é um recobrimento.
Exemplo 1.68. p: S' xR — T? = S' x S! dada por:

p(z,t) = (2, exp(t))
¢ um recobrimento do toro T?.
Exemplo 1.69. Seja p: R — [0, +00) tal que
p(z) = |z

nao € um recobrimento.

Definicao 1.70. Dizemos que o recobrimento p : X — X ¢ umrecobrimento
universal se X for simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos.
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4]

Proposicao 1.71. Sejam p : X = X uma aplicagao_de recobrimento e Z um
espaco conexo. Dados dois levantamentos g,9: Z — X de g : Z — X, ou seja,

pog=pog=g entio ou g(z) #9(z), Vz € Z oug=g.

57

Z—X

g

p

T

Demonstragao. 1) Se nao existe z € Z tal que g(z) = g(z), entdo g(z) # g(z),
Vz € Z, assim temos o resultado.

2) Se existe zp € Z tal que g(z9) = §(20). Considere o conjunto:

A={ze7Z]g(z) = 9(2)}

A+ 0, pois z € A.

2.1) A é aberto. De fato, seja z € A entdo §(z) = §(z). Sendo p : M — M um
recobrimento, entdo p ¢ homeomorfismo local, assim existe U C X aberto com
g(z) = g(z) € U tal que p|y é homeomorfismo sobre sua imagem, em particular,
plu € injetora.

Pela continuidade de g e ¢ existe um aberto W C Z, z € W tal que g(W) C U
e (W) C U. Entdo, para todo z° € W temos po j(z') = g(z') = po §(z'). Como
plu ¢ injetora e G(W) U g(W) C U segue que §(z') = Logo, 2 € Ae,
consequentemente z € W C A. Portanto, A é aberto.

NaPiive)

TN
N\

~—

2.2) A é fechado. Vamos mostrar que Z — A é aberto, assim teremos que A é
fechado. Seja z € Z — A, entdo §(2) # g(2) e, po §(2) = g(2) = po g(z), como
p: X — X éum recobrimento e g(z) € X, segue que g(z) possui uma vizinhanga
distinguida V', isto é,

pil(v) = U Ua

ael

onde {U,|a € T} é uma familia de abertos de X, dois a dois disjuntos, tais que
plu, : Uy — V € um homeomorfismo.

Temos que §(z),g(z) € p~(V) = UUa, entdo se §(z),J(z) pertencesse a
acl’
um mesmo U, teriamos p(g(z)) = p(g(z)) com g(z) # §(z) assim p|y, ndo seria
injetora, um absurdo, pois p|y, é um homeomorfismo sobre V. Assim, g(z) € U,
e §(z) € Ug com a # p.

Como g e g sao continuas segue que existe um aberto W C Z, com z € W tal
que g(W) C U, e g(W) C Ug. Para cada w € W tem-se que g(w) # g(w), pois
Uy,NUz=10. Logo, z€ W C Z — A entdo Z — A é aberto e, assim A ¢ fechado.
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Z & conexo e, A é um conjunto nao-vazio aberto e fechado de Z portanto
A =7 e, g= g como queriamos.

]

Proposicao 1.72. Se p: X — X é um recobrimento entio as fibras p~'(x) sdo
discretas.

Demonstracao. Como p é um recobrimento entao p ¢ um homeomorfismo local,
em particular, p ¢ localmente injetora, assim para cada ponto a € p~!(z) existe
um aberto U C )Z, com a € U tal que p|y é localmente injetora, assim a é o Gnico
ponto de p~!(z) que pertence a U. Entao,

Unp'(z) = {a}
Portanto, a € p~!(z) é isolado e, assim p~!(z) é discreto. O
Corolario 1.73. Se p : X — X ¢ um recobrimento tal que X ¢ compacto, X é

conexo e de Hausdorff, entao as fibras sao finitas.

Demonstracao. Pela proposi¢ao temos que p~!(z) é discreto, para cada
r € X. Suponha que p~!(z) ¢ infinito. Como X é de Hausdorff temos que
os pontos sao conjuntos fechados e, como p ¢ continua segue que p~*(x) é fechado
em X. X é compacto entdo p~!(x) é compacto.

Por outro lado, temos que p~!(x) ¢ um conjunto discreto, assim para cada
a € p~!(x) existe um aberto U, (a € U,) tal que U, Np~*(z) = {a}.

Logo, U U, & uma cobertura infinita de p~!(z) que nao admite uma
a€p~!(z)
subcobertura finita, um absurdo pois p~!(z) é compacto.

Portanto, p~!(z) é finito. O

A cardinalidade de p~'(z) é chamada o ntimero de folhas do recobrimento.
Logo, um recobrimento com as hipoteses do corolario possui um nimero finito de

folhas.

Exemplo 1.74. A aplicacao exp : R — S dada por:
exp(t) = *™ = (cos(2nt), sen(2mt))

é um recobrimento de infinitas folhas, pois para cada ponto x € S, pode ser
escrito como x = exp(ty) para algum ty € [0, 1] temos que:

exp ' (z) = {to + n € Rln € Z}
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Definicao 1.75. Sejam X,Y espacos topologicos. Uma aplicacao continua e
sobrejetora f : X — Y satisfaz a propriedade de levantamento de caminhos,
que abreviaremos por (PLC), quando dado arbitrariamente um caminho o : J —
Y, J = [s,81], e um ponto x € X tal que f(x) = a(sy), existir um caminho
a:J— X tal que a(sp) =x e foa=a.

vl

J —a>' Y
Exemplo 1.76. Nem todo homomorfismo local satisfaz a PLC:

Considere o homeomorfismo local f : (0,3w) — S' definido por f(t) =

(cost, sent) e tome o caminho « : [0,1] — S* definido por a(t) = (cosdwt, sendmt).
temos a(sg) = «(0) = (1,0) = f(2m).

(0,3m)

|

[O, 1] T‘Sl

Para que f satisfaga a PLC, € necessdrio que exista um caminho & : [0,1] —
(0,37) que faca o diagrama comutar e que &(0) = 2mw. Para que o diagrama
comute devemos ter

& :[0,1] — (0,3m)

T — 47,

pois dai f(a(x)) = f(4nx) = (cosdmz, sendrx) = a(x). Mas nesse caso temos
a(0) = 0 # 2w. Portanto f nao satisfaz a PLC.

Definicao 1.77. Quando f : X — Y for sobrejetiva e, dados arbitrariamente
um caminho o : J — Y ex € X com f(x) = a(so), existir um unico caminho
a:J — X tal que foa = a e a(sy) =z, diremos que f goza da propriedade
de levantamento inico de caminhos (PLUC)

Proposicao 1.78. Todo espag¢o conexo, localmente conexo por caminhos e
localmente simplesmente conexo possut um recobrimento universal.

Demonstragao. Ver [4] pagina 201. O

Se M ¢é uma variedade Riemaniana e M a base de uma aplicacao de
recobrimento p : M — M. Entao é a tnica métrica Riemanniana sobre M e p é
uma isometria local. Quando M possui essa métrica, a cobertura serd chamada
de recobrimento Riemanniano. Os seguintes fatos sao identificados a partir da
defini¢do. Veja [5].

1. p leva geodésica em geodésica.

2. Se M é completa entao M & completa.
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3. A transformacao das coberturas sao isometrias em M.

Definicao 1.79. Seja M uma variedade compacta, sem bordo, p : M — M a
aplicagao recobrimento universal. Um dominio compacto fundamental de
(p, M, M) é um subconjunto compacto K C M tal que:

1. A unido de vK para todo v € m (M) cobrem M.
2. A colecao vK sao dois a dois disjuntos.
3. m(K) = M e a restricao plg : K — M €é um difeomorfismo sobre sua

magem.

Ver [4].

Recobrimento duplo orientado

Definicao 1.80. Uma aplicacao p : X — Y continua induz um
homomorfismo(yo = p(x)):

Dx - 7TI<X7 ‘TO) — 71-1(}/7 yO)

definido por:
p«(la]) = [f o a]

ps« € chamado homomorfismo induzido pela aplicacio p. Veja [10]

Definicao 1.81. Um recobrimento duplo orientado ¢ uma aplicacio p : M —
M, de classe C*, com as sequintes propriedades:

1. M ¢ uma variedade conexa, M € uma wvariedade orientada e p € um
difeomorfismo local;

2. Para caday € M, a imagem inversa p~'(y) contém exatamente dois pontos;

3. Se p(z1) = p(xa) com 1 # x5 entao o isomorfismo linear p'(xy)™' : p/(x1) :

T, M — T,,M¢ negativo. Veja [10]
Exemplo 1.82. Quando m € par, a aplicacdo quociente m : S™ — P™ ¢ um
recobrimento duplo orientado do espago projetivo P™. No caso de m impar, 7
nao cumpre a terceira condicao da defini¢ao [1.81]

Proposicao 1.83. A aplicacio p, : WI(JT/[/,:%) — m (M, o) induzida pela
aplicagao recobrimento p Wl(M,ﬁ)) — m(M,xg) € injetiva. A imagem
do subgrupo p.(mi(M,Zo) em m (M, xo) consiste nas classes de homotopia de
caminhos distintos, fechados em M com ponto base em xq

Demonstragao. Ver [7], pagina 61. ]
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1.4 Crescimento Exponencial

Nesta secao, definiremos crescimento exponencial para grupos finitamente
gerados e veremos como o crescimento do grupo fundamental pode ter sentido
geométrico dentro da variedade. E, por fim, veremos exemplos de grupos com
distintos tipos de crescimento. Para maiores detalhes, [13], [21].

Definigao 1.84. Seja S um grupo, finitamente gerado por G = {g1, ..., gm}. Se

€1 €

9= 99,9,
onde €; = £1 e g;; € G. Definimos o comprimento de g em G. Como,
L(g) = |e1] + |ea| + ... + |en]
Para cada n € N*, defintmos a funcao crescimento de S, por:

[(n) =#{g € S;lL(g) < n}

Veja [13]
Definicao 1.85. Dizemos que S tem crescimento polinomazal se
I'(n) > p,

onde p € um polindomio de grau n. e que S tem crescimento exponencial se
existemn constantes A,a > 0 tais que

['(n) > Ae™,
comn > 1.
Observacgao 1.86. O crescimento exponencial da funcao independe do conjunto
de geradores.
Veja [13].
Definigao 1.87. Quando S = m(M). Definimos para @ € w1 (M),
lo(@) = inf{|a|;a € @}

onde || € o comprimento de arco da curva «. Para cada r € RT, definimos a
funcao,
P(r) = #{a € m(M); lx(@) <r}

Provaremos no Lema que o grupo fundamental tem crescimento
exponencial se, e somente se, P tem crescimento exponencial, isto é, existem
constantes B > 0, b > 0 tal que P(r) > Be'.

Exemplo 1.88. Considerando M = S' x D? o Toro Solido, o grupo fundamental
é m (M) =7. O crescimento de m (M) é polinomzial.
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Demonstragao. Podemos observar que, I'(1) = 3, T'(2) = 5 T'(3) = 7, ...,
I'(n) = 2n 4+ 1. E facil ver que, formamos uma sequéncia de nimeros impares.
Portanto, o Toro Sélido tem crescimento polinomial. O]

Exemplo 1.89. Considerando M = S*' x S' o Toro, o grupo fundamental é
m(M) =7 x Z. O crescimento de m (M) é polinomial.

De fato, observamos que I'(1) = 5, I'(2) = 13, I'(3) = 25, ['(4) = 41,
[(n) =2n%*+2n+1.
Logo, a funcao crescimento do grupo fundamental do Toro é polinomial.

Definig¢ao 1.90. Seja S um grupo e {a € T'} uma familia de subgrupos que geram
S. SaNSs={e} se a# (. Dizemos que, S é o produto livre gerado pelos S,
se para cada s € S existe uma unica palavra reduzida em S, que representa a s.
Em tal caso escrevemos: .

S=1]5

No caso finito, escrevemos:
S =5 %5 *..x5;

onde, j =1,...,n.

S & o produto livre sobre o conjunto das palavras reduzidas. Em resumo, o
grupo S é definido como o conjunto das expressoes formais:

.
s =57'85"...5;

Onde cada sjj pertence a algum S; diferente da identidade e tal que os elementos
adjacentes a s3' pertencem a diferentes S,,.

Exemplo 1.91. Seja M o bitoro sélido sabemos que o grupo fundamental é dado

por m (M) =ZxZ. O crescimento de m (M) é exponencial.

De fato, Fixemos v(n) como sendo as palavras de comprimento iguais a n e
['(n) as palavras de comprimento menores ou iguais a n. Considere o grafico de

Caley [1.9

Pelo grafico temos que as palavras distintas de comprimento 1, sao:
0,a,b,a”,b~! Assim, (1) =5 e y(2) = 12. Logo,

N(2) =~v(1) +7(2) = 43" +4.3° + 1 =17.
Assim, v(3) = 36. Logo,
[(3) =v(1) +v(2) +v(3) = 4.3> + 4.3 + 4.3 + 1 = 53.

Portanto, ['(n), é&: T'(n) = 4.3" 1 +4.3"2 + 43" 3 + . +432 4+ 43" +43°+1
[(n) >4.3"1=(3+1)3"!=3"+3""1 > 3" Logo, I'(n) > 3", como queriamos.
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i

L

Figura 1.9: Grafico de Caley

Observacgao 1.92. A folheagao pode ser considerada orientdvel, caso contrdrio,
basta observar o recobrimento duplo e mostrar que o mesmo tem crescimento
exponencial. FEntao, a propria variedade também tem e pode ser considerada
orientdvel.

1.5 Teorema de Haefliger

Nesta segao abordaremos conceitos introdutoérios sobre folheagoes de uma
variedade , alguns conceitos e resultados sobre holonomia e posteriormente,
faremos o esboco da demonstracao do teorema de Haefliger.

Folheacgoes

A ideia intuitiva de folheagao corresponde a decomposicao de uma variedade
numa uniao de subvariedades conexas, disjuntas e de mesma dimensao, das quais
se acumulam localmente como folhas de um livro. os quais podem ser encontrados
em [4].

Definicao 1.93. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n e classe
C*. Uma folheacao de classe C" e dimensao m de M, é um atlas mdximo F
de classe C" em M, satisfazendo:

1. Se (U,p) € F entao
e(U)=U; xUy CR"xR™™
onde Uy e Uy sao discos abertos de R™ e de R™™™ respectivamente.
2. Se (U,p) e (V,¥) e F sio tais que

Unv #40
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entao a mudanca de coordenadas
Vopt:pUNV)—=WUNYV)

€ dada por
Voo (z,y) = (hi(2,y), ha(y))

@ A\
Us oU) Vo N U(V)

2

Vop-—1
S
Ul | V1
w(U) =U; x Uy U(V)=V x Vs

Figura 1.10: Folheacgoes

Neste caso, dizemos que M ¢ folheada por F, ou ainda que F é uma estrutura
folheada de dimensao n e classe C" sobre M.

Definicao 1.94. Sejam F uma folheacao de classe C" de dimensaon, 0 < n < m,
de M™ e (U, @) uma carta local de F tal que

o(U) =T, x Uy C R" x R™™.

Os conjuntos da forma o~ (Uy x{c}), c € Uy sao chamados placas de U, ou placas
de F.

Fixando ¢ € U,, a aplicagdo [ = ¢ '« @ Ui x {¢} = U & uma
subvariedade conexa de dimensao n e de classe C" de M. Portanto, se a e f
sao placas de U entao aNB =0 ou o=4.

Definicao 1.95. Um caminho de placas de F € uma sequéncia o, ...,qy de
placas tal que a; Ny # 0, para todo j € {1,....k — 1}.

Dado que a variedade M é coberta por placas de F, podemos definir em M
uma relacao de equivaléncia: "pRq se existe um caminho de placas a, ..., a; com
pE a e q € ap "Esta classe de equivaléncia da relagao R sdo chamadas
folhas de F. Por definicao, seque- se que as folhas de F sao subconjuntos de M
conexos por caminhos.
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Definicao 1.96. Se F ¢é uma folheacao de uma variedade M, entao um
subconjunto S C M € dito ser F- saturado ou simplesmente saturado se é
uma unigo de folhas de F.

Observacao 1.97. Seja E*® E*® E® a decomposicao do fibrado tangente. Sabe-
se que os subfibrados E* @& E*, E°® E*, E*, E° sao unicamente integrdvers e que
as variedades integrdveis sao de classe C". As variedades integrdveis determinam
folheagoes de M as quais sao denotadas por F*, F°, F*, F*°, respectivamente.
Se x € M entiao as respectivas folhas dessa folheagio contendo x sao W'(x),
We(x), W (z), W*(x), respectivamente. [17]

Definicao 1.98. Seja o : G x M — M uma acao de grupos. Um subconjunto
de M ¢ invariante (por @) se ele é uniao de orbitas de p.

Definicao 1.99. Um conjunto minimal de ¢, é um subconjunto N C M que
satisfaz as sequintes propriedade:

1. Nao vazio
2. fechado

3. Invariante , isto é, o (N) = N.

E tal que nenhum subconjunto propriamente contido em N possui essas trés
propriedades.

Definicao 1.100. Uma folheacio F de codimensao s e classe C",r > 1 de M
estd definida por uma cole¢ao mdzima de pares (Ui, f;),i € I onde os U; sao
abertos em M e as f; : Uy — R® sao submersoes satisfazendo:

1. Uie[ U,L - M

2. SeU;NU; # 0, existe um difeomorfismo local g;; de classe C™ de R® tal que

As f; sao chamadas aplicagoes distinguidas de F.

Nesta definicao as placas de F em U; sao as componentes conexas dos
conjuntos f; ', c € R,

Lema 1.101. (Aplicagées Distinguidas). Seja F uma folheacio de uma
variedade M. Eziste uma cobertura C = {U;/i € I} de M por dominios de
cartas locais de F tal que se U;NU; # 0 estd contido no dominio de uma carta

local de F.

Demonstragao. Ver [4] capitulo 11, pagina 31. ]

Definicao 1.102. Sejam N, S wariedades. Dizemos que estas variedades sao
transversais num ponto p se, somente se, SN N # 0 ou T,N + T,S = T,M.

Defini¢ao 1.103. Uma folheacio F de classe C™ (r > 1) € orientdvel se o
campo de planos tangentes a F € orientdvel. Similar a F € transversalmente
orientdvel se o campo de planos tangentes a F € transversalmente orientdvel.
Denotaremos o campo de planos tangentes a F por T'F
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Holonomia

Nesta secao F denota uma folheagdo de codimensao n e classe C",r > 1,
de uma variedade M™. O nosso objetivo e estudar o comportamento das folhas
vizinhas a uma folha compacta F' fixada a priori. Pela uniformidade transversal
de F é suficiente estudar os retornos das folhas a uma pequena segao transversal
Y) de dimensao n passando por um ponto p € F. Para cada caminho v fechado
em F' passando por p, estes retornos podem se expressar por um difeomorfismo
local de X de classe C", f,, f,(p) = p, onde para = € ¥ suficientemente préximo
de p, f,(z) é o primeiro retorno "sobre 7"da folha de F que passa por z. Resulta
que se 7’ é outro caminho em F fechado em p e homotodpico a v (com extremos
mantidos fixos) entdo f, e f, coincidem numa vizinhanga comum de p € X,
isto ¢, f, e f, tém o mesmo germe em p € Y. Dai, segue- se que a aplicacao
v <— fy induz um homomorfismo

m(F,p) = G(3,p)

entre o grupo fundamental de ' em p (grupo de classes de homotopia de
caminhos fechados) e o grupo de germes de difeomorfismos C" de X em p. Esta
representacao é chamada holonomia de ' em p. Esta nocao, foi introduzida
por Ehresmann.

E claro que quanto menor for 7;(F,p) menor serd a recorréncia das folhas
vizinhas a F. O Teorema da Estabilidade Local expressa isso da maneira
seguinte: se F' é uma folha compacta de F com grupo fundamental finito, entao
existe uma vizinhanca V' de F', saturada pelas folhas de F, tal que toda folha em
V' ¢é compacta com grupo fundamental finito.

O Teorema da FEstabilidade Completa oferece a seguinte versao global:

Se codF = 1, M é compacta e conexa, existe uma folha compacta com grupo
fundamental finito entdo todas as folhas sao compactas e tém grupo fundamental
finito.

Estes teoremas sao devidos a G. Reeb.

Holonomia de uma Folha

Durante esta secao F serd uma folheacao de codimensao n e M uma variedade
diferenciavel. O objetivo desta se¢ao é definir e dar uma nocao sobre holonomia
de uma folha ' de F. Para maiores detalhes veja o Capitulo IV de [4].

Sejam v : [0,1] — F um caminho continuo e ¥,¥; pequenas secoes
transversais a F de dimensdo n passando por po = 7(0) e p1 = (1),
respectivamente. Definiremos uma transformacao local entre ¥y, e X; "ao
longo"das folhas de F, "sobre"o caminho v levando py em p1).

Segue do Lema [1.101] que existem uma sequéncia de cartas locais (U;)%, e
uma parti¢ao de [0,1],0 =ty < ... < tg41 = 1 tais que se U;NU; # 0 entao U; UU;
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Yo X1 Yk-1 ¥,
x [y ()

/! g
/ K
q /
/
/
/
Iy
I
/
i
/
i
i

Figura 1.11: Holonomia

estd contido numa carta local de F e ([t;, ti+1]) C U; para todo 0 < i < k.
Dizemos entao que existe uma cadeia subordinada a v ou, por simplicidade,
que (U;)¥_, ¢ uma cadeia subordinada a .

Para cada 0 < ¢ < k+ 1 fixemos uma secao transversal a F, D(t;) C U;_1 N U;
homeomorfa a um disco de dimensdo n passando por ¥(t;). Coloquemos também
D(0) =%y e D(1)=X,. Entdo para cada x € D(t;) suficientemente préoximo
de v(t;) a placa de U; que passa por z e intercepta D(t;1) num tnico ponto f;(z).

O dominio da aplicagao f; contém um disco D} C D(t;) contendo ~(t;).

Dai, é claro que a composicao

fy=1Jfrofr-10...0 fo

Estd bem definida numa vizinhanga de py € ¥y. Chamaremos f, de aplicacao
de holonomia associada a ~.

Definicao 1.104. Sejam X,Y espacos topoldgicos e x € X. No conjunto das
aplicacoes X D f 'V = Y, onde V é uma vizinhanca de x, introduzimos
a relacao de equivaléncia R : fRg se existe uma vizinhanca W de x tal que
flw = glw.

A classe de equivaléncia de f € denominada germe de [ em x.

Quando X = Y, o conjunto G(X,z) de germes de homeomorfismos locais
que deixam fixo x é um grupo com a multiplicacdo germe (f) o germe(g) =
germe(f o g), sendo que o dominio de f o g é a intersegdo do dominio de g com
g~! (dominio de f).

Proposicao 1.105. Sejam 1,7, : [0,1] — M caminhos contidos em uma folha
F de F tais que 11(0) = 12(0) = po e 7(1) = 12(1) = p1. Sejam o, ¥y
segoes transversais a F' com py € X9 e p1 € Xy. Sejam f,, : Dy C Xop — X4
e fy, o+ Doy C Yo — X1 aplicagoes de holonomia associadas a f, e f,, e
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sejam germ(f,,) e germ(f,,) os germes de holonomia em py def,, € f.,,
respectivamente. Assim,

1. Se vy ey sao homotopicos com extremos fizos dentro de F entao
germ(fy,) = germ(fs,).

2. Sepo=p1 e Xy = X1, entdo a transformagdo v <— germ(f,-1) induz
um homomorfismo

Dy (F,po) = G(X0,p0), P([H]) = Py—1

do grupo fundamental de F' em py no grupo de germes de difeomorfismos
C" de %o que deixam py fixo.

Demonstragao. Ver [4] pagina 65, capitulo IV. O]

Definicao 1.106. O subgrupo Hol(F,py) = ®(¢1(F,po)) de G(Xo,po) €
chamado grupo de holonomia de ' em py. Dados po,p1 € F, quaisquer
caminho o : I — F com «(0) =py e «(l) = p; induz um isomorfismo

Y Hol(F,py) — Hol(F,p;)

pondo Y(P[u]) = pa o [u] 0 a1

Desta maneira podemos falar do grupo de holonomia de F como sendo
qualquer grupo isomorfo a Hol(F,py). Para simplificar notagdo, as wvezes
confundiremos um elemento da holonomia com um dos seus representantes.

A seguir, definiremos holonomia na folheagao estével e instavel em um fluxo
Anosov. Tal definicao é muito importante e serd usada no Lema [2.3]

Definicao 1.107. Seja F uma folheacao de codimensao um na variedade M.
Dizemos que, F' € F tem holonomia trivial se Hol(F') é um grupo trivial, para
toda curva fechada v € F corresponde a aplicacao de holonomia que € a identidade
em alguma secdao transversal a v e F, isto ¢, f, = Id. Dizemos que, v é uma
curva fechada em I tem holonomia expansiva se a aplicagao de holonomia f.,
¢ um homeomorfismo local expansivo em alguma segcao transversal J transversal
a v. Uma vez que as aplicacoes de holonomia definidas em secoes transversais
distintas sao conjugadas por um homeomorfismo, assim para que uma curva vy
fechada tenha holonomia expansiva independe do segmento transversal que se
considere. Analogamente, definimos quando uma curva fechada tem holonomia
contrativa.

Observacgao 1.108. Pelo Teorema da variedade estdvel as folhas de uma
folheagao instdvel (ou estdvel, respectivamente) de um fluro Anosov sobre uma
variedade riemanniana compacta M é homeomorfo a R, (onde u é a dimensado
da folheagao instdvel) ou que nao seja homeomorfa a R“*. Desta forma, o grupo
fundamental da folha fica gerado por uma tnica orbita periodica do fluzo. Note

que, o fluzo induz uma orientacao a todas curvas nao homotopicamente nulas
dentro da folha.
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Teorema de Haefliger

Enunciaremos o Teorema de Haefliger nesta secao para folheacoes de
codimensao um e faremos o roteiro desta demonstragao. Para maiores detalhes

ER

Teorema 1.109 (Teorema de Haefliger). Seja F uma folheacdo de codimensao
um de classe C? em uma variedade diferencidvel M. Suponhamos que existe uma
curva fechada transversal a F homotdpica a um ponto. Entao existem uma folha
F de F e uma curva fechada I' C F cujo germe de holonomia num segmento
J transversal a F, com p = J NI, € a identidade em uma das componentes de
J —{p} mas difere da identidade em qualquer vizinhanga dep em J.

Faremos o esbogo da demonstracao do Teorema de Haefliger baseados em [4].

Seja o : S' — M uma curva transversal a F homotopica a um ponto. Isto
significa que, existe uma extensdo de o a uma aplicacdo A : D?* — M. Esta
aplicacao é continua, mas pelo teorema de aproximacgao de Stone- Weierstrass
podemos supor que A é de classe C*°. A aplicacdo A é a seguir aproximada por
uma aplicacdo g : D? — M transversal a F, exceto num niimero finito de pontos
{q1,..-,q)} onde a tangéncia de g com as folhas de F é nao degenerada, ou seja,
de um dos dois tipos seguintes:

Figura 1.12: Tangéncia tipo centro
>\_/<

Figura 1.13: Tangéncia tipo Sela

Desta forma obtemos uma folheagio com singularidades de D? F* = g*(F),
transversal ao bordo e cujo dominio singular {q1, ..., )} é constituido de centros
e selas.

Quando ¢; ¢ uma sela de F*, se nos restringirmos a uma pequena vizinhanca
V de ¢; como na figura 1, F*|V possui quatro variedades integrais i, v, V3, 74
que se acumulam em ¢;. Essas folhas sdao denominadas separatrizes locais de g;.
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Se v ¢ uma folha de F* tal v NV contém uma separatriz local de ¢;, dizemos
que v é uma separatriz de de ¢;, e se YNV contém duas separatrizes locais de
qi, 7 € uma auto-ligacao de selas. Quando v é separatriz de duas selas distintas,
dizemos que v é uma liga¢do de selas e que se duas selas sao ligadas. Na fase
final da demonstracao do teorema usaremos que é possivel obter g de tal forma
que duas selas distintas de F* nao sejam ligadas. Observe que, se ¢; e g;
sdo duas selas ligadas de F*, entdo g(¢;) e ¢(g;) estdo contidas numa mesma
folha de F. Quando isso ocorre, podemos modificar g, para obter uma func¢ao
g : D* —» M, proxima de g de tal forma que §(¢;) e g(g;) estdo em folhas
distintas de F sempre que §; # ¢; sao selas de §*(F). Podemos entdo supor,
sem perda de generalidade, que F* nao possui selas distintas ligadas, podendo
possuir no entanto auto- ligacoes de selas (que sdo indestrutiveis por pequenas
pertubagbes). Na figura (vou colocar a referencia da figura aqui, ainda estou
desenhando), ilustramos um exemplo do que pode ocorrer:

Figura 1.14: Folheacoes orientaveis no circulo

Observe que a folheacao F* é localmente orientavel (mesmo numa vizinhanga
de uma singularidade). Como D? ¢ simplesmente conexo existe um campo de
vetores Y em D? com singularidades {qi,...,q)}, cujas orbitas regulares sao
as folhas de F*. Aplicando- se a teoria de Poincaré- Bendixson ao campo Y,
mostra- se que existem uma curva fechada I, invariante por Y, e um segmento
J, transversal a Y de tal forma que é possivel definir- se uma transformacao de
primeiro retorno f, numa vizinhanca de p =I' N J em J, seguindo- se as orbitas
positivas de Y, a qual é a identidade e uma das componentes de J — {p}, mas nao
¢ a identidade em nenhuma vizinhanca de p em J. A imagem de I' por g define
uma curva fechada ¢(I') numa folha de F cuja holonomia é conjugada a f. Isto
conclui o esbogo da demonstragao.



Capitulo 2

Teorema Principal

Neste capitulo temos como objetivo apresentar a demonstracao do teorema
que motivou este estudo. Para isto, utilizaremos os resultados e conceitos
apresentados no capitulo anterior [16].

Inicialmente, provaremos que a fun¢ao I' tem crescimento exponencial se,
somente se, a funcao P tem crescimento exponencial.

Lema 2.1. Seja G = {q1,...,gm} um conjunto finito de geradores do m (M).
Entao, existe ki, ko tal que para cada o # e,

l(@)
(@)

ky <

< ks

Q|

Demonstracao. Usando a defini¢ao ef2.1] se @ = g;g;7...g;", onde ¢; = £1
temos (@) = |ey| + |e2| + ... + |en|. Por outro lado, usando a definicdo,
lo(@) <ls(giy) + la(giy) + ... + 12(g;,,). Como G é finito tomemos

ko = max{l2(g1), l2(g2), -, l2(gm) }-

Dai,
N = - = N2
L(@) le1| + |ea] + ... + |en] le1| + lea] + ...+ len]  n

Para obtermos k;, consideraremos o recobrimento universal da variedade M.
Se p: M — M a aplicagdo recobrimento, fixemos ¥ € M tal que p(Z) = zo. Seja
K um dominio fundamental compacto com diametro D e d o diametro de M.
Considere a bola em M de centro 7 e raio 3d + D

B(%,3d + D)

Observe que, se pra algum v € m (M) tem-se que vK intersecta a bola de centro
T e raio 3d B(7,3d) entdo vK esta contida na bola B(z,3d + D)

34
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Figura 2.1: B(Z,3d + D)

Notemos que {@ € m (M) : ly(@) < 3d} é um conjunto finito. De fato, como
p Yz} é discreto temos que p~!{zo}NB(T, 3d) é finito, logo o conjunto de classes
homotopicas de comprimento menor ou igual a 3d que ligam Z com algum ponto
em p~ 'z} N B(7,3d) ¢ também finito. Assim as suas projegoes por p formam
um conjunto finito em M. Isto é, {& € m (M) : lx(@) < 3d} é um conjunto finito.
Seja k = max{ly(@) :a € {a € m (M) : ls(a) < 3d}}

Dado um caminho a podemos particiona-lo na forma o = 1 x5 ... %y, onde
il =d,i=1,..,m—1e0<|y| <d, veja a Figura2.2]

72

Figura 2.2: 0 < |y,| <d

Logo, |a| = [vi|+el+ vl 4.+ vm-1l+ [vml = 1]+ +|vm-i] = (m—1)-d

Portanto, %l >m—1ou
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Além disso, podemos encontrar caminhos f; com |5 < d , tal que o =
(v % B7Y) % (Br 2 % By h) % ook (B2 * Yime1 * B51) * (Bm—1 * V). Veja Figura
2.3

Figura 2.3: |oy| < 3d

Assim, se ay = (7 * 61_1),042 = (P1 * yo * /62_1),a3 = (B * 3 53_1), ey Qi =
(/Bm—l *'Vm)-

O = Q1 % ... %

Observe que, [ay| = |y|+|87 " = 2d < 3d, o] = [Bi|+]72|+]85 | < 3d, ..., |am| <
|Bm_1] + |7m| < 3d. Portanto, lo(a;) < 3d.

Agora,
Lh(@) <h(ar) + hag) + ... + hi(am)
L@ <k+k+k+..+k<mk
Por (%) temos
|

h(e) < (G +1) k(o)

Seja dy = inf{|B]; B # 0}, observe que, dy > 0. Caso contrario se existiria 5 % 0
e | 5] = 0 logo teriamos que [ estaria contido numa bola, assim seria homotopica
a um ponto. Absurdo.

Afirmamos que |a| +d < (1 + %)\a\. De fato, para o 2 0, |a| < do. Entao,
dg%d,poistOedg>O

la| +d < \ozH—Md
do

d
la] +d < (1+ —)l|al.
do

isto prova a afirmacao.
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Por (kx), temos:

I
W

para qualquer « # 0,

. cdo+d
h(@) < int{ ko)
0

acx

do+d
0 nt{a)

0 acq

Defina k = k(a(liiodo)’

logo,

2.1 Prova do Teorema

Como o fluxo é de codimensao um, podemos supor, sem perca de generalidade,
que dim(E*) = 1 (caso contrario, invertemos o sentido do fluxo). Lembremos que
se x € M entdao W**(z) é a variedade tangente a E° no ponto x e W"(z) denota
a variedade instavel fraca de x

Como a folheacao estavel pode definir um campo de vetores nao nulo, podemos
definir um campo de vetores unitario em M, veja Assim seja 7, o fluxo
continuo associado a esse campo de vetores em M. O comprimento de um
segmento de orbita ¢ dado pelo tempo. Considere N C M um conjunto minimal
para 1; e tome xyg € N. Seja D C W"(zp) um disco diferenciavel fechado e
mergulhado com zy ponto interior a D.

Note que, 7, tem velocidade um em todo ponto. Seja V um aberto tal que
V= U n:(D) para § > 0 pequeno.

—0<t<é

Observe que, a oOrbita futura de xy por n; d& varias voltas, porém sempre
retorna dentro de V, isso se deve ao fato de o € N ser um ponto recorrente de
1, como V' esta definido por uma "caixa de fluxos"de 7;, vemos que essas orbitas
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Tt

Figura 2.4: disco diferenciavel fechado e mergulhado em M

Figura 2.5: Caixa de Fluxo V

também cortam D, infinitas vezes. Assim, podemos definir tempos sucessivos na
orbita de xg que esta ainda volta a cortar D. Existe um niimero menor positivo ¢;
tal que n, (z9) € D. Indutivamente, dado ¢,_;, defina ¢, como o menor ¢t > t,_4
de tal modo que 7, (xg) € D.

tn — t,—1 € o tempo entre 0, (xo) € n, (x0).

Lema 2.2. Existe L > 0 tal que t,, — t,,_1 < L para todon € Z™.
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Demonstracao. Faremos a prova por absurdo. Suponha que para todo L > 0
existe n;, € Z7 tal que t,,, —t,, 1 > L (%).

Assim, para L = 1 existe ny € Z* tal que t,, — t,,_1 > 1. Para L = 2
afirmamos que existe ny > ny € Z7* tal que t,, — t,, 1 > 2. Caso contrario, para
todo ny € Z™T tal que ny > ny,

tng - Zfng—l S 2

Se tomarmos L = max{t; — t;_1;i = 1,...,n1} e L = max{L, 2}, terfamos para
todoi € Z, t;—t;_1 < L uma contradi¢ao a (*). Dessa forma, podemos encontrar,
numeros inteiros n tais que ng > ngp_1 > ... > ng > ny. K,

tny, — tne—1 >k (%)

Note que,{n, (zo)} € DN N. Existe um ponto de acumulagdo y de {n, (7o)}
Como DNN é fechado, temos que, y € DNN. Pela continuidade de 7;, dado € > 0,
existe Ly tal que para todo z € B(y, €), temos que, {n,(x) : 0 <t < L1} NV # 0,

onde V' = U (D).

_6<t<6

@ N, (o)

Figura 2.6: Caixa de Fluxos

Assim, {ng,++(z)t € [0,26]} N D # () para todo = € B(y,¢). Em particular, se
x € B(y,e) N D o tempo de retorno de x é menor ou igual a L; + 2. Como y é
ponto de acumulagao entao limy— oo 71, (xg) = y. Portanto, existe k > L; + 24 tal
que n,, ,(20) € B(y,€) N D. Logo, o tempo de retorno de ny, _, (zo) < L1 + 20.
Isto é, ty, — tn,—1 < L1 + 20, uma contradi¢ao a (**). O

Lema 2.3. Seja M wuma variedade Riemanniana e considere py : M — M
um fluzo Anosov. FEntao, nao pode existir uma curvae vy continua, fechada,
homotopicamente nula e transversal para todo ponto da folheacdo instdvel ou
estavel.

Demonstracao. Suponhamos por contradicao que existe v continua, fechada,
homotopicamente nula e transversal a folheacdo instavel. Pelo teorema de
Haefliger [1.109 existe uma folha F' da folheagao instavel e uma curva v em F
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cujo germe de holonomia em um segmento J é transversal a F, com p = JN~, é
a identidade em uma das componentes de J — {p} mas difere da identidade em
qualquer vizinhanca de p em J. Assim, temos dois casos a considerar:

Suponhamos que F' seja homeomorfa a R“*!, onde u é a dimensao da folheacao
instavel. Entao, toda curva fechada v C F é homotopicamente nula em F' e a
aplicagao de holonomia correspondente a v é f, = Id, mas isso contradiz o
Teorema de Haefliger, pois existe uma folha F' da folheacao instavel e uma curva
v em F' cujo germe de holonomia em um segmento J é transversal a F, com
p = J N7, éa identidade em uma das componentes de J — {p} mas difere
da identidade em qualquer vizinhanca de p em J. Agora suponhamos que F' nao
seja homeomorfa a R**!. Portanto, v contém uma orbita periodica 7'a qual é nao
homotopicamente nula em F. Tomando J um segmento transversal a folheacao
Fem p € JN~, neste caso temos que a aplicacdo de holonomia serd expansiva
em ambas componentes conexas de J — {p}, mas isso ndo pode acontecer pois
pelo Teorema, existe uma folha F' da folheagao instavel e uma curva v em F' cujo
germe de holonomia em um segmento J é transversal a F, com p = J N, é
a identidade em uma das componentes de J — {p} mas difere da identidade em
qualquer vizinhanca de p em J. Logo, segue o resultado. O]

Defina o caminho v, = a,, * 3, onde «,, vai de xq a n, (zo) ao longo da orbita
e imagem de [3,, encontra- se em D e vai de 1, () até xq.

Lema 2.4. v, = v,, se, somente se, n = m.

Demonstragdo. Se n = m, segue que, v, = v,,. Reciprocamente, suponhamos por
absurdo que n > m. Por hipotese, v, = v, isto significa que, «,, * 8, >~ a,, * Op-
Multiplicando ambos os membros por a..! e por 3!, respectivamente, temos:

-
Bt B

a s o * By,

Bt * B

Vs asl *a, * B,

121
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Isto é,

Bolxazlkanx B, =0 (%)

Vamos mostrar agora que o, *q,, (com extremos mantidos fixos) ¢ homot6pico
a curva ay, , a qual ¢ um segmento de orbita de 7, que comeca em 7, (o) vai até

Mt (1’0)-
Oémm(O) = M, (1'0), an,m(l) = Nt (.To) Assim,

1

Q" * Oy 04;01 * Oy * Qi

Veja figura 2.7 e

(0%
" Qm

Figura 2.7: o' * ay, >~ am

Mt (x0)
-l

-1
B

Zo

Qmn

Figura 2.8: 1 % apypm * B, ~ 0
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1

Segue que, a;! % a, ™~ . Reescrevendo (x), obtemos:

-1 1 1
0B, *o,, %% B, B, * 0, * By

Portanto, 5! x ! * a,, * 3,, veja a figura ¢ homotopicamente nula e

podemos pertubé-la ligeiramente em torno de zy para que esta seja transversal em
todo ponto da folheagdo instavel. Dessa forma, construimos uma curva fechada
homotopicamente nula e transversal a folheacao instavel, o qual contradiz o Lema

2.3

Figura 2.9: Curva transversal em todo ponto & folheacao instavel

O

Lema 2.5. Se « : [0,1] — M representa qualquer segmento da orbita n,. Entdo
a € homotdpico (com extremos mantidos fixos) a um caminho o tal que

|| < C+2(a/N)in|a|

Demonstracao. Para cada x € M e t # 0, considere o seguinte caminho:
0zt 2 [0,1] — M dado por s — d,+(s) = ().

Observe que,

Considere o caminho o/, dado por:
/I 5 6—1
Q= agt ¥ Proa iy,

Note que, pelo Corolario [1.42, o = «/.

O comprimento de o’ é dado por:

|0 = |0ag.2| + [0t © A + |3 4]

! 0ot L Op; 0 afs) ! 00yt
| et + [ 1P s [ et i o
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a(0)

Como M é uma variedade compacta e Dy, é continua, fixamos o =
supzem| D (p)].

i) _ Perslon)

B 8g0(st,a0)

=l=5,!

= |De(st, ao).t| < |Dg(st, ao)|Jt]
< [Dpsi (o) ||1]

< olt|
Analogamente, |65a1—t| < olt]. E,
|W! = |%\ | Dpst (o). |8a(5 |. Por outro lado, como « é um
segmento de W**(z), a‘;is) é um vetor em E°. Pela inequacao,

[Dipi(p)-vy] < Ce™y|

Seque que,

(a(s)) ¥, das
0s

)
0 <C —
|¢t |—6 asl

Portanto,
Dpg(a <C(Ce _M

Substituindo em (*), temos:

1 1
|| </ U|t|ds+ C’ M| ( )|d +/ olt|ds

= 20(t| + CeM|al
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Se definimos ¢ = fin|a|, temos,
o] < 2%ln|a| + Cetnlel| g
2
o] < 7"m|a| te.

]

Prova do teorema principal: Como cada «, estd parametrizada pelo
comprimento de arco e pelo Lema

lo,| < n.L

Pelo Lema[2.4)e Lema [2.5] existe o, >~ v, (com extremos mantidos fixos) tal que:

2
o] < 7“m|an| e

2
o] < Taznm.u e

Dai, se

2

z= —Uln\n.L] +C
A
eF — A'eln(n.L)(QT")
ez(%) = B.nlL
n = B.e() ()

Como o disco é compacto, |5,| < Cp, para todo n. Assim, |y,| = |a,|+ Co. Além

disso, |a,| = nL. Dai,

lo(F7m) < Co + ||

2
<Cp+ Taln|n.L] +C

Se r = C + 2in|n.L|, temos que, lr(7,) < r. Como L(71) < () < ... <
lo(7m) < r. Segue que, existem pelo menos n elementos de m;(M). Portanto,

#{aem (M), L@ <r}>n
Isto é, P(r) > n, por (x),
P(r) > B.el2)

Agora, ajustando a constante B, fazemos esta desigualdade para todo r. Isso
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conclui a prova do teorema para todo fluxo Anosov de coodimensao um.
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