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Resumo

MARCIANO, Thiago, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro de 2014.
Existéncia de Solugao para um Modelo de Campo de Fases no Processo
de Solidificacao Isotérmica de uma Liga Binaria. Orientador: Anderson
Luis Albuquerque de Araujo.

Estudamos nesse trabalho um modelo de campo de fase para a solidificacao
isotérmica de uma liga bindria, devido a Warren-Boettinger [23]. Obtemos
a existéncia de solucao fraca, e resultados de regularidade e unicidade sob
as hipdteses das nao linearidades serem Lipschitz e limitadas. Por fim,
caracterizamos um dos termos nao lineares pelo double-well potential, e obtemos a
existéncia de solucao fraca para esse modelo e sua unicidade. Utilizamos durante
todo o trabalho o Método de Faedo-Galerkin.
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Abstract

MARCIANO, Thiago, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, February, 2014.
Existence of Solution for Phase field model for the isothermal
solidification process of a binary alloy. Adviser: Anderson Luis Albuquerque
de Araujo.

In this work, we study a phase-field model for the isothermal solidification of
a binary alloy due to Warren-Boettinger [23]. We obtain the existence of weak
solution, and results of regularity and uniqueness under the assumptions that the
nonlinearities are Lipschitz and limited. Finally, by characterizing the nonlinear
terms by the double-well potential, we obtain existence and uniqueness of weak
solution for a modified version of the model. Throughout this work, we apply the
Faedo-Galerkin method.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solug¢ao para um modelo de campo
de fase na solidificacao de uma liga bindria a uma temperatura constante. O
modelo é devido a Warren - Boettinger [23], e envolve a concentracao relativa c e
um parametro de ordem ¢, chamado campo de fase, que representa o estado de
solidificacao da liga, sendo igual a 0 se o sistema estd em uma fase solida, e igual
a 1 se estiver em uma fase liquida. A evolugao no tempo de c e ¢ é dada pelas
seguintes equacoes:

( g—f = 2Ad + Fi(¢) + c Fa(9) em ) x (0,4+00),
g _ div(D1(¢)Ve + Da(c, 9)V¢) em Q x (0,400),
ot (1)
% = % =0 sobre 09 x (0, +00),

( #(0) = ¢o, c(0) = co em (2,

onde  é um subconjunto aberto do R?, com 1 < d < 3, e com fronteira ou bordo
0f), n é o vetor unitdrio normal a 92 e € > 0 é uma constante.

As funcoes Fi, F, D; e Dy que aparecem em possuem as seguintes
propriedades:
(1) Fy e F, sao fungoes regulares tais que F;(0) = F;(1) =0 para i = 1,2.
(2) D; é uma fungao positiva e regular limitada por duas constantes positivas.
(3) Dy é uma fungao regular tal que Ds(c,.) =0 parac=0e 1.
Além disso, os dados iniciais ¢y e ¢g estao entre 0 e 1. As fungoes ¢ e ¢ sao
solugoes do problema e devem ser encontradas com a mesma propriedade.

Este tipo de modelo é usado para descrever as transicoes de fase de
materiais puros devido aos efeitos térmicos, e consistem em sistemas nao lineares
parabdlicos para o campo de fase e a temperatura.

Fazemos agora uma breve descricao do modelo de campo de fase que vamos
estudar. Para uma descricao completa da modelagem, nos referimos a Warren -
Boettinger [23].
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Considere uma liga de dois componentes A e B, em um dominio espacial €2 de
R? com d < 3. O sistema estd caracterizado pela concentracgio relativa ¢ = c(x,t),
do componente B, com relagao a mistura, para x € ) e no tempo t. A funcao
de ¢ satisfaz 0 < ¢ < 1. Por outro lado, o estado de solidificacao da liga é
considerado, por um parametro de ordem ¢ = ¢(z,t), o chamado campo de fase.
Mais precisamente, o campo de fase é igual a 0, se o sistema estd na fase solida e
é igual a 1 se estd na fase liquida, podendo assumir valores continuos entre 0 e 1.
Supomos que o processo de solidificacao transcorre com temperatura 1', constante
e homogeénea, que ¢ fixada em algum ponto entre as duas temperaturas de fusao
TA e TB dos componentes A e B. Para se ter uma descricao termodinamica do
sistema, introduzimos o funcional de energia livre de Ginzburg-Landau, usando
uma energia livre de densidade f que depende de ¢ e ¢. As leis termodinamicas,
juntamente com a lei de conservagao de massa implicam nas seguintes equacoes
para ¢ e ¢, segundo Warren - Boettinger [23]:

9 _ ap,_ Of

aatfeA 90 em (), (2)
dc . of
E—dlv (MV%) em (3)

onde ¢ e a sdo parametros positivos e M = M(c, ¢) e uma fungao positiva.

Além disso, ¢ e ¢ estdao sujeitos a condigoes de contorno de Neumann
homogéneas, sobre a fronteira 02 de €.

A densidade de energia livre é construida a partir da densidade de energia
livrte f4 e 2 dos elementos puros (¢ = 0 e 1, respectivamente), em relacio a sua
propria concentragao, somados a um termo de energia de mistura:

f(T,e,0)=(1— c)fA(T, }) + cfP(T, ¢) + E[(1 —¢)In(1 —¢) 4+ clnd],

m

onde R é a constante de Boltzman e v,, é o volume molar.

B as fungoes fA(TA,) e
fB(TB. ) sao do tipo double-well potential e que a uma dada temperatura T', as
fungoes fA(T,.) e fB(T,.) tém somente dois minimos para ¢ € [0,1], ou seja,
¢ = 0 e 1. Usando principios termodinamicos basicos, podemos obter uma forma
geral para f4, fP e, em seguida, para f em qualquer temperatura 7. A escolha
usual de f é uma funcao polinomial de ¢ de grau maior ou igual a cinco, quando
T ¢ diferente das temperatura de fusio T4 e TB. Maiores detalhes podem ser
encontrados em Warren - Boettinger [23].

Assumindo que as temperaturas de fusdo T4 e TP

Agora, podemos inferir que

0
~ 5% = Fié) + cFu(o). g
onde Fi, F; sao funcionais de ¢ que anulam para ¢ =0e 1, e
0 RT 1
V—f = —F(¢p)Vp+ ———Ve. (5)

Jc U (1 = ¢)
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Ressaltamos que a possivel escolha de uma funcao polinomial de quinto grau em
¢ implica , e que F} e F, podem ser escolhidas como fungoes polinomiais de
quarto grau (veja Warren - Boettinger [23]).

Assim, das equacoes e (4) temos

a% =*A¢ + Fi(¢) + cFy(¢) em €. (6)

Os parametros « e €2 podem estar relacionadas a parametros fisicos, exibindo
uma solucao especial para o campo de fase num processo 1-dimensional para um
elemento puro (¢ = 0 ou 1) e realizando uma anélise assintdtica quando € tende
para 0 (veja Warren - Boettinger [23]). Além disso, £? é proporcional & espessura
da interface.

A fim de recuperar uma equacao de difusao classica para ¢ sempre que ¢ =0
ou 1, ou seja, numa fase totalmente sélido ou liquido, escolhemos

Um
M(c,¢) = ==D c(1—c), 7
(¢.0) = 7Dy (@)e(1 ) (7
em que D; é uma fungao crescente suave tal que D;(0) > 0 é o coeficiente de
difusao de sdlidos e liquidos, e D; é limitada por cima e por baixo por duas
constantes positivas Dy < D;.

Assim, das equacoes , e deduzimos que

% = div(D1(¢)Ve + Da(c, ) V) em €, (8)
onde Dsy(c, p) = —(vm/RT)D1(¢)c(1 —c)Fa(¢) é uma fungao suave que é nula em
c=0el.

Sem perda de generalidade, para a finalidade deste trabalho, podemos escolher
a = 1 e, em seguida, as equagoes @ e , juntamente com as condigoes de
contorno de Neumann homogéneas e as condigoes iniciais nos levam ao problema

(1)
O presente trabalho apresenta a seguinte estrutura:

No Capitulo 1 apresentamos notagoes, definicoes e resultados que sao
fundamentais para o desenvolvimento das demonstragoes desse trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos um resultado de existéncia de solucao fraca para
o problema , sob as hipdteses de que os termos nao-lineares do modelo sao
funcoes Lipschitz e limitadas. Para a demonstracao do Teorema principal desse
capitulo, utilizamos o método de Faedo-Galerkin, tal método é utilizado em todo
o trabalho.

No Capitulo 3 apresentamos um resultado de regularidade para as solucoes
fracas, e provamos a unicidade dessas solucoes. Para os termos nao lineares
utilizamos as mesmas hipdteses do Capitulo 2.
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No Capitulo 4 provamos um principio de maximo para as solugoes, supondo
a existéncia de um principio de maximo nas condic¢oes iniciais, e de hipoteses
adicionais para os termos nao-lineares. Esse resultado é importante nas
interpretacoes fisicas do modelo.

Os capitulos 2, 3 e 4 sao leituras do trabalho de Rappaz e Scheid [19).

Por fim, no Capitulo 5 fazemos uma modificagao no modelo. O objetivo é
eliminar de algum termo nao linear a hipétese de ser Lipschitziana e limitada.
Para tal, utilizamos o double-well potential, que caracteriza processos que
envolvem o campo de fase. Nesse novo modelo conseguimos obter a existéncia de
solucao fraca, utilizando o método de Faedo-Galerkin.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo trazemos resultados que sao ferramentas fundamentais na
demonstracao dos teoremas. Fazeremos inicialmente algumas consideracoes e
defini¢oes importantes para todo o texto.

, , .
Dado z € RY, onde N é um ntimero natural, escrevemos

= (2,ry) com 2’ € RN 2/ = (z1,29,...,2n-_1),
e
N1 1/2
o = (Zx?) |
=1
Definimos
Rf = {z= (2" 2n); xy >0},
Q = {z=( an);|2'| <1lelzy| <1},
Q—i— = Qme7

Qo = {z=(2,0);|2"] <1}

Definicao 1.1 (Brezis [4]). Dizemos que um conjunto aberto Q de fronteira
ou bordo 02 € de classe C™, m > 1 inteiro, se para todo x € 0S) existe uma
vizinhanca U de x em RN e uma bijecao H : Q — U tal que

HeC0™Q), H'eCc™U), HQL) =UNQ, H(Q,) = U N oK.

Dizemos que Q € de classe C* se é de classe C™ para todo m. Neste caso
dissemos que §) € suave.

Observagao 1.2. A mesma definicao € vdlida para a fronteira 0X) ser de classe
C™, m=>=1, ede classe C™.
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1.1 Espacos Funcionais

Nesta secao vamos definir e denotar os espagos funcionais onde encontramos
a solugao do problema . Essas defini¢oes podem ser vistas com mais detalhes
em Brezis [4] e Ladyzhenskaya, Solonnikov e Uraltseva [11].

Seja Q um subconjunto aberto do espaco euclidiano RY. Denotamos o espaco
Ci(2), o das fungoes com todas as derivadas de ordem menor ou igual a m
continuas em €2, (m inteiro positivo ou m = 00) e tanto a fun¢do quanto todas
suas derivadas com suporte compacto em €. Denotamos ainda D(f)) o espago
vetorial das fungoes de classe C*°(2) com suporte compacto em Q.

Apresentamos a seguir os espagos de fungoes mensuraveis.

O espago de Banach LP(2), com 1 < p < 00, € o das (classes de) fungdes u(-)
de Q em R mensurdveis (no sentido de Lebesgue) e p-integraveis cuja norma é
dada por:

ey = ([ It )" (1<p<c0)

[[uflz>() = sup ess u(x)| (p = 00).
TE

O espago de Banach W™P(Q), (com m € N) das fungoes u(-) em LP(Q2) com
derivadas generalizadas de ordem menor ou igual a m que pertencem a LP(Q) e
cuja norma ¢ dada por:

[ullwomri@) = D 1D*ulloe),

|a|l<m

onde usamos a notagao multi-indice padrao o = (o, aa, ..., ay) com a; > 1, um
inteiro, com

al olely
la| = E a; e D%u =
_ ? o a1 9.0 an *
P 0x{" 03 ... 0z}

Quando p = 2, o espago acima é Hilbert denotado por H™(2) = W™2(Q), e
em alguns momentos no texto denotaremos V = H'(2), o produto interno em
H™(Q) é

(u, V) () = Z (D%u, D) 2.

lal<m

Por exemplo, para Q = (0,7), temos o espago de Hilbert H'(0,T) =
Wh2(0,T) definido por

H*0,T) = {u € L*(0,T),u' € L*(0,T)},
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com a norma definida por

lullinon = ( [ ) |u<t>|2dt)é av ' Wop )

e produto interno

=

(u, V) o1y = /0 (u(t)v(t) + o' (t)v'(t)) dt.

Frequentemente utilizamos o produto cartesiano desses espagos. Por exemplo:

o (H'0,T))% = H'0,T) x H'(0,T) e
o (C([0,T]))* = C([0,T]) x C([0,T1).

Eles sao munidos da norma produto usual, dada por

1

2
1 0l oy = (el + I0lnom)

| (w, V)| o,z = [ulleqo + vllegom)-

O espago de Banach LP"(Qr), com Qr = Q x (0,7T), é o constituido das
(classes de) fungoes u(z,t) de Qr em R, mensurdveis (no sentido de Lebesgue)
cuja norma ¢ dada por

" s\
||u||p,r,QT=(/ ( / |u<x,t>\de) dt) 1),
0 Q

Para p = r usamos a notacao LP?(Qr) = LP(Qr) e ||ullpp.or = |ullrr@r)-

O espago de Banach W' (Qr) (p > 1), é o formado pelas (classes de) fungoes
u(-,-) pertencentes a LP(Qr) com derivadas generalizadas D,u, D*u, Dyu em
LP(Qr), considerando em W' (Qr) a norma definida por

lullwz1(0, = lullori@r) + 1 Dettl|e@ry + | D3ullLor) + | Deul | Lor)-

1.1.1 Espacos Funcionais Abstratos

Seja B um espago de Banach com norma || - ||g e 0 < T < oo, denotamos
por C([0,T]; B) o espago de Banach das fungoées u : [0,7] — B continuas (com
relagao a topologia forte de B).

O espago de Banach L?(0,7T; B) é o das (classes de) fungoes u : [0,7] — B,
fortemente mensuraveis tal que a fungao t € [0,7] — B (definidas q.t.p.) ¢
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p-integrével (1 < p < oo) com norma dada por

1
T 5
||u||m<o,T;B>=(/ ||u<x>||§;dt) (1<p <o)
0

||| (0,78 = sup ess|[u(t)||s (p = 00).

<<

O espago de Banach W™?(0,T'; B) ¢ o das (classes de) func¢oes em LP(0,T; B)
cujas derivadas generalizadas de ordem menor ou igual a m também pertencem
a LP(0,T; B).

E finalmente, o espago D'(0,T; L?(Q)) é o das aplicagoes lineares e continuas

de D(0,T) em L?(Q). A derivada Z—J; = f’ de uma distribuicao f é definida por

(f) () = =f(¥),
para todo ¢ € D(0,T).

1.2 Teorema de Traco e Aplicacoes

O Teorema de Traco é utilizada para caracterizar o espaco ao qual pertence
ulpq, onde u pertence a H™(Q), e  um aberto de RY suave com fronteira 95
suave. Para enunciar tal teorema é necessario o espago H*(2) e H*(02), quando
s é um real positivo, para mais detalhes sobre esse espaco ver Medeiros e Miranda
[15] p. 86. Nesse teorema definimos o Operador Traco em H*(€2), s > 0.

Como aplicacao do Teorema do Traco temos o Trago da Derivada Normal

ou
de u € H™(Q), isto é o trago de = (Vu)jaq - n, onde n é o vetor unitdrio
n

normal externo a 9.

O Teorema do Trago que segue é baseado em Lions e Magenes [14], p.41, e
encontra-se em Araujo [I], p.12.

Teorema 1.3. Assuma que Q € um aberto limitado do RN com fronteira 9S) de

classe C*L, onde p é o maior inteiro tal que pu < s — g7 com s > 0. FEntao, a

oI
u—>{ Y ,j:(),l,...,u}
o0

onJ
de D(2) — (D(092))™ estende-se por continuidade para uma aplica¢io linear e
continua

{aju
u—

ani

aplicacao

M
j= 0,17.--,u} de H*(Q) — HHS‘j‘1/2(8Q).
oN

J=0

A partir do Teorema do Traco, aplicado ao Traco da Derivada Normal, temos
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as Formulas de Green para espacgos de Sobolev (ver Brezis [4] p.316 e
Medeiros e Miranda [15] p.122).

Seja Q € RY um aberto suave com fronteira 9 suave. Entao, dados
u,v € L*(09),

QSZvdx:—/ngz diU"‘/mUU(n-ei)ds, Yu,v e H(Q). (1.1)

Agora considerando a derivada normal a_u = (Vu)jpq - @ para uma funcao
n
u € WP(Q) com (Vu)jan € LP(0Q)". Entao também vale

—/(Au)vdx:/Vu-Vvdx— %vds, Yu,v € H*(Q). (1.2)
Q Q o0 On

Por fim, tomando u € L*(Q) com Au € L*(Q), e v € H*(Q), entao
ou ov
/Q(vAu — uAv)dx = /89 <va—n - u%) ds. (1.3)

1.3 Regularidade de Solucgoes Fracas

O resultado dessa se¢do pode ser encontrado no livro de Brezis [4]. Este
resultado é importante para mostrarmos a linearidade do operador Laplaciano
negativa somado com a Identidade, definido por —A + I : H*(2) — L*(2), onde
2 é um dominio suave, com fronteira 0f) suave. E também para mostrar que
dada uma fungao em u € L*(Q) com Au € L*(2), segue que u € H*(Q).

Teorema 1.4 (Agmon-Douglis-Nirenberg). Suponha que € seja de classe C* com
0 limitada. Tome 1 < p < 0o. Entdo para todo f € LP(Q), existe uma unica
solugao u € W2P(Q) N W'P(Q) do problema

—Au+u = f
{ ou (1.4)
— = 0.
on

Além disso, se Q0 € de classe C™2 e se f € W™P(Q) (m > 1 um inteiro),
entao
w € Wn22(Q) e [[ullness < Cl|fllwns.

Demonstracao. Brezis [4], Teorema 9.32, p.316.
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1.4 Resultados de Convergéncia e Imersoes

Nessa secao apresentaremos resultados importantes sobre convergéncias e
imersoes. Durante todo o texto desse trabalho utilizaremos os seguintes simbolos:

— para a convergencia na topologia forte;
—  para a convergencia na topologia fraca;

— para imersao continua;

(& . ~
— para imersao compacta.

Teorema 1.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma
sequéncia em LP(Q)) que converge quase sempre a uma fung¢ao mensurdvel f. Se
eziste uma g € LP(QY) tal que

|fulz)| < g(z), 2€Q

entao f pertence a LP(QY) e (f,) converge fortemente em LP(SY) para f.

Demonstragao. Bartle [3], Teorema 7.2, p.67.
Proposicao 1.6. Seja Q um aberto limitado de RN, N > 1, g, e g funcdes de
LP(Q2), 1 < p < oo, tais que

|gml|r) < C, (C'> 0 constante)

Im — g q.t.p. Q.

Entao,
gm — g em LP(Q).

Demonstragao. Lions [12], Lema 1.3, p.12.

Proposicao 1.7. Seja E um espago de Banach reflexivo e (z,)nen uma sequéncia
limitada em E. Entdo existe uma subsequéncia (x,, )ken que converge fracamente
em E.

Demonstragao. Brezis [4], Teorema 3.18, p.69.

Teorema 1.8. Sejam m > 1 um inteiro e p € [1,4+00). Entdo temos as sequintes
imersoes continuas

1
WmP(RN) — LYRY), onde - =

1 m 1 m>o
-— = s - — — ,
q p N ]1) N
Wmp(RN) < LIRN) Vg € [p, +00) se——%:(),
p
1 m
Wm,pRN LOORN - - 0
(RY) — (R™) sep N<

Demonstracao. Brezis [4], Coroléario 9.13, p.283.
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Proposicao 1.9. As conclusoes do Teorema[l.§ acima, continuam sendo vdlidas,
se RN for substituido por Q C RN aberto com fronteira 9Q de classe C™, m > 1.

Demonstracao. Brezis [4], Corolario 9.15, p.285.

Teorema 1.10 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Q € RY seja limitado e de
classe C1. Entdo temos as sequintes imersoes compactas:

c 1 1 1
Wir(Q) — LI(Q) Vg€ [l,p*), onde —=-—— sep< N,
(@) 5 L4Q) Vg€ L), onde =~ &
WP(Q) < L9(Q) Vg € [p,00), sep=N,
Wir(Q) < C(Q) sep > N.

Em particular, W () < LP(Q) para todo p e N.

Demonstracao. Brezis [4], Teorema 9.16, p.285.

Teorema 1.11. Seja Q2 C R3 um conjunto aberto e limitado com fronteira suave.
Entao vale que a sequinte imersao continua:

HY(Q) < LYQ) para 1< q<6 (1.5)

Demonstragcao. Segue por aplicagao dos Teoremas e [1.10, tomando m = 1,
p=2eN =3.

Teorema 1.12. Seja Q um aberto limitado do R™ de classe C™*!, e 1 < p < o0.
Entao as sequintes imersoes sao compactas:

a) WmHbp(Q) — Wmi(Q), 1 < ¢ <

sep<ny

b) WmHlp(Q) — W™4(Q), 1 < g < oo se p = n;

c) Wntle(Q) — C™(Q) se p > n.

Demonstragao. Medeiros e Miranda [I5], Coroldrio 9 p.82.

Teorema 1.13. Sejam X, B e Y trés espacos de Banach reflexivos tais que:
XS By (1.6)
Tome T', o, a; € R, tais que T'>0eo; > 1,1=0,1.
Considere o espaco

ou

W = {u € LaO(O,T;X),E

emmjyﬁ. (1.7)

Entio a imersio de W em L*(0,T; B) € compacta (W < L*(0,T; B)).
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Demonstra¢ao. Temam [21], Capitulo 3, Teorema 2.1, p.271.
Teorema 1.14. Sejam X, B e Y trés espacos de Banach tais que:

XS BwY. (1.8)

Considere o conjunto F limitado em LP(0,T;X), com 1 < p < oo, e

F
o conjunto 88_15 = {g—{ f e F}, um limitado em L'(0,T;Y). Entio F ¢

relativamente compacto em LP(0,T; B).

F
Agora considere o conjunto F' limitado em L>*(0,T; X) e — um limitado em
L7(0,T;Y), comr > 1. Entao F ¢é relativamente compacto em C(0,T; B).

Demonstragao. Simon [20], Corolario 4, p.21.

No préximo teorema apresentamos um resultado de compacidade para os
espagos H*(£2), s > 0, e encontra-se em Lions e Magenes [14], p.99.

Teorema 1.15. Assuma que Q € um aberto limitado do RN com fronteira 05 de
classe C*, com o menor inteiro positivo tal que > s e s > 0. Entao, para
cada € > 0, vale que

H3(Q) < H ().

1.5 Identidades e Desigualdades Importantes

Os préximos resultados, apresentam importantes identidades.

Teorema 1.16. Sejam V', H e V' trés espacos de Hilbert, onde V' é o dual de
V', tal que valem as sequintes inclusoes densas e continuas:

VcHCV.

Seuw e W(0,T) ={v e L*0,T;H); v € L*(0,T; H)}, entao u coincide quase
sempre com uma fungao C([0,T]; H). Além disso,

| =

() = (' (t), w(t))vrv (1.9)

N —
QL

t

Demonstra¢ao. Temam [21], Lema 1.2, p.260.

Teorema 1.17. Sejam E um espaco de Hilbert e M um subespaco fechado de E.
Entao:

(a) E € soma direta de M e M*, isto é, cada x € E admite uma 1inica
representacao na forma

T =y + Ty com Ty €M exy € ME
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Além disso
||z — x| = dist(x, M)

e xpr € chamado de projecao ortogonal de x sobre M.

(b) Se definirmos P(x) = zpy e Q(x) = zpy para © € E, entdo temos
P,Q € L(E,E). O operador P €é chamado de operador proje¢io de E
sobre M, ou simplesmente projecao.

(c) PP=P, Q*=Q ePo@Q=QoP=0.

Demonstracao. Pellegrino [18], Teorema 3.2.9, p.44 e p.45.

Teorema 1.18 (Teorema da Representagao de Riesz). Sejam 1 < p < oo, p/

o conjugado de p, isto é — + — =1, e p € (LP(Q)). Entdo existe uma tinica
p p

u € LY (Q) tal que

(o, 0) = /QU(ZE)U(ZE) dx, Yo e LP(Q) e |[ullprq) = llellwr@y, — (1.10)
onde (-,-) € o par de dualidade de (LP(2)) e LP(£2).

Demonstragao. Brezis [4], Teorema 4.11, p.97.

1
loc

Proposigao 1.19 (Du Bois Raymond). Seja u € L}, () tal que a distribuicdo

Tu satisfaz
(Tu, o) = / u(@)p(r) dr =0, Vo € CF(9),
Q

entao u = 0 quase sempre em €.

Demonstragao. Cavalcanti e Cavalcanti [5], Proposicao 4, p.12.

Nos proximos resultados temos desigualdades importantes para o
desenvolvimento dos calculos, as demonstracoes das mesmas se encontram em
Evans [7], paginas 622 a 625.

Teorema 1.20 (Desigualdade de Hoélder). Sejam f; € LP, fo € LP2, ...,
1 1

fn€lPr. neN, comp,...,p, > 1 expoentes conjugados (| — +---+ — = 1).
p1 Pn

Entao f---f, €Ll e

[10 2l < Uil 1l (111)
Observagao 1.21. Sea,b >0 ep > 1 entao, (a+ b)P < 2P(a? + bP).
Teorema 1.22 (Desigualdades de Young). Sejam a,b > 0, e p, ¢ > 1 expoentes

1 1
conjugados (— + - = 1>. Entao, para todo € > 0,
P q

ab < — + — (1.12)
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ab < C(e)a? + eb. (1.13)

Teorema 1.23 (Lema de Gronwall). Sejam ¢ € L>*(0,T) e 8 € L'(0,T) tais
que 3 >0, ¢ =20 e K > 0 uma constante. Se

t
PO <K+ [ Blopls)ds ¥ ten.T) (1.14)
0
entao tem-se .
o(t) < K el P9 v ¢ e (0,T). (1.15)

Teorema 1.24 (Lema de Gronwall - Forma Diferencial). Seja n(-) uma funcao
absolutamente continua nao negativa em [0,T], que satisfaz, para t quase sempre,
a desigualdade diferencial

' (t) < o(t)n(t) + (1), (1.16)

em que ¢(t), ¥(t) sao funcoes integrdveis nao negativas em [0, T]. Entdo

o)< 205 [y0)+ [ ursas]. (1.17)
0
para todo t € [0,T).

O préximo resultado dessa segao é a seguinte estimativa eliptica, que também
iremos omitir a demonstragao, e pode ser encontrada em Lions e Magenes [13],
Capitulo 2, Teorema 5.1.

Teorema 1.25. Sejam 2 um aberto suave, com fronteira 02 suave, k € N e

u € H%(Q) satisfazendo que Au € H*(Q) e % = 0 sobre 09). Entdou € H*2(Q)
n

e existe uma constante C' > 0 independente de u tal que

[lull ey < C1AU @) + lullix@)- (1.18)

O ultimo resultado dessa segao é a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
que se encontra em Henry [9].

Teorema 1.26 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja Q@ C R?® um
conjunto aberto e limitado com fronteira suave. FEntao existem constantes
C1,Cy > 0 tais que:

1 1
lullza) < Cullullf gy llull 2y Yu € HY(Q). (1.19)

1 1
lullzo) < Collullfa g llull ) Yu € H*(Q). (1.20)
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1.6 Teorema de Prolongamento de Solucoes
para Equacoes Diferenciais Ordinarias

Os resultados dessa se¢ao podem ser encontrados em Narciso [17], p.17, mais
detalhes encontra-se em [0] e [§]. Com esses resultados temos a existéncia
de solucao para um sistema de Equacgoes Diferenciais Ordinarias, isso é um
importante passo no método que sera aplicado.

Teorema 1.27 (Teorema de Caratheodory). Sejam Q0 um subconjunto aberto de
RN*L cujos elementos sdo denotados por (t,z),t € R,z € RN e f: Q — RY
uma func¢ao que satisfaz as condigoes de Caratheodory sobre €0, isto é:

(1) f(t,x) € mensurdvel em t para cada x fizado;
(i1) f(t,x) € continua em z para quase todo t fixado;

(11i) para cada compacto K C ), existe uma fun¢ao real mg (t) integrdavel tal que

|t 2)|ey < mp(t); V(t,z) € K.

Considere o sequinte problema de valor inicial

{ 2(t) = f(t,2(t)) (1.21)

ZE(to) = 2.

Entao existe uma solugao x(t) de (1.21)) continua sobre algum intervalo
[t —to] < B (B>0).

Proposigao 1.28. Seja Q@ = [0,7) x B com T > 0 e B = {z € R"; |z| < b},
b>0. Seja f:Q — R" nas condigoes de Caratheodory sobre 2. Suponhamos
que x(t) € uma solugao de tal que |zo] < b e que em qualquer intervalo
I, onde x(t) estd definida, se tenha |x(t)| < M, ¥Vt € I, M independente de I e
M < b. Entao x possui um prolongamento em [0,T].

1.7 Teorema Espectral para Operadores
Compactos e Auto-Adjuntos

Nesta secao apresentamos um importante Teorema da Andlise Funcional, que
¢ uma das principais ferramentas na aplicacao do Método de Faedo-Galerkin,
método com o qual obtemos a existéncia de solucao das Equacoes Diferenciais
Parciais deste trabalho. O Teorema e a demonstracao apresentados nessa secao
sao baseados em Mujica [16] e Pellegrino [I§]. No final da secdo, apresentamos
alguns resultados que caracterizam conjuntos ortonormais em espagos de Hilbert.

Proposicao 1.29. Seja E um espago de Hilbert, e seja T € L(E) um operador
compacto e auto-adjunto, com T # 0. Entdo ||T|| ou —||T|| € um autovalor de
T, e existe um autovetor correspondente x € Sg tal que |(Tx,z)| = ||T||.
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Demonstracao. Pellegrino [18], Proposi¢ao 6.3.1, p.95.

Teorema 1.30 (Teorema Espectral para operadores compactos e auto-adjuntos
em espagos de Hilbert). Seja E um espago de Hilbert, com produto interno (.,.) e
norma ||.||, e seja T € L(E) um operador compacto e auto-adjunto, com T # 0.
Entao:

(a) Ezistem uma sequéncia finita ou infinita (N\,) de autovalores distintos de
zero de T, e uma sequéncia correspondente (x,) de autovetores tais que, T
admite uma representacdo da forma,

Tr = Z)\n(az, Tp) Ty = Z(Tx, Tp) Ty, (1.22)
para todo x € E. A sequéncia (x,) € ortogonal.
(b) Se a sequéncia (N\,) € infinita, entdo A, — 0.

(c) Cada autovalor X # 0 de T aparece na sequéncia (\,) um nidmero finito de
vezes, que coincide com a dimensdo do subespaco Ey = {v € E|Tv = \v}
de autovetores correspondente.

Demonstragao. (a) Aplicando a proposi¢ao anterior obtemos A\; € R, e z; € E,
com [|z1]| = 1, tais que

Tz = Mz, M| =T

Se By = [x1], é facil ver que T(EL) C Ei. De fato, para cada x € i tem-se
que

(Tz,z1) = (z,Txy), pois T é auto-adjunto,
= (x,\x1), pois x; é autovetor de T,
= M\(z,71), pois \; € R,
= 0, poistEfexleEl,
entio Tz € FY.

Se a restricio T|Ef ¢ identicamente zero, entdo o processo termina af. Caso
contrario, aplicando a proposicio anterior a restri¢ao T|Ei, obtemos Xy € R, e
Ty € Ef, com ||x5|| = 1, tais que

Ty = Moy, |No| =||T|EL]|, T(Ey) C By,
onde Ey = [xq, x3).

Note que T|Ei é tal que T|E{ € L(Ef; Ef), pois T(EL) C Ef e T €
L(E;E).

Procedendo por indugao obtemos uma sequéncia finita ou infinita (\,) C R,
com A, # 0, e uma sequéncia correspondente (x,,) C E, com ||z,|| = 1, tais que

Ty = Man, o € Eyyy [Nl = ITE, ], T(ES) C Ey,
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para cada n, onde E, = [z1,...,x,]. Afirmamos que a sequéncia (|\,|) é
decrescente, e a sequéncia (x,) é ortonormal. De fato, note que

ELCcE,C---CE,C---CFE
...CEfc.---CEy CE{fCE
< ITIE N < - S HITIES | < (IT1ET] < T
s K A < s < Ao <A
E a sequéncia (z,) é ortonormal por construgao.

A sequéncia ()\,) é finita se T|E; = 0 para algum n € N, e ¢ infinita caso
contrério.

Suponhamos primeiro que a restrigao T'|E:- seja zero para algum n. Para cada
n € N, temos que E, é um subespaco fechado, e assim F = E, & Ei. Entao,
cada x € F pode ser escrito na forma

T =1Yp+ 2,, com y, € E,, zneEﬁ.

A partir dai afirmamos que

De fato, lembramos que:

Assim devemos mostrar que ¢; = (z, z;).

Observe que

Tr = E CiTj + Zp.
Jj=1
Para n =1, temos z = ¢y + 21, entao

(x,xl) = (011‘1 + 21,131) = 01<I1,l’1> + (Zl,xl).

Como (z,,) é ortonormal, (z1,z1) = ||z1|| = 1, e do fato de 2, € Ef, e 1 € Ey,
segue que (z1,x1) = 0, logo
= (x, 7).
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Para n = 2, temos x = ¢;x1 + caxs + 29, logo, x = (z,x1)x1 + 2 + 22, entao

(x,z9) = ((x,21)x1 + Comg + 29, X2)
= (z,x1)(x1,T2) + co(Ta, x2) + (22, T2).

Como zy € Ef, 1 € Ei, entdo, (x1,13) = 0. E 20 € B, 25 € FE,, assim,
(z2,m9) = 0 € (x9,x9) = ||z2]| = 1. Logo

(ZL‘, $2) = Ca.

Continuando provamos o que queremos.

De T|E: = 0, segue que Tz, = 0, entdo

Tx = T (Z(z,xj)xj + Zn) = Z(m,xj)ij + Tz, = Z(m,xj)ij

J=1 J=1 J=1
n n

= Z(x,xj))\jxj = Z(:p, \jxi)r; = Z([E, Txj)x;, como T é auto-adjunto,
j=1

j=1 j=1

= Z(T:c,xj):r;j.

j=1

Isto prova a validade da representacao quando T'|E}+ = 0 para algum n,
ou seja, quando ()\,) é uma sequéncia finita.

(b) Antes de provar a validade da representacao (|1.22) quando (A,) é uma
sequéncia infinita, provaremos (b), ou seja, se (\,,) ¢ uma sequéncia infinita, entao
A, — 0.

Suponhamos que A, - 0. Do fato de (|\,|) ser decrescente, existe € > 0 tal
que |A\,| > € para todo n € N.

Com efeito, por definigao do lim |A,,| = ¢ > 0, existe ny € N tal que, para todo

c c
n = ny, 5 < |An]. Como |A,| é decrescente, segue que 5 < |A\n] para todo n € N,

. c
assim basta tomar € = 5

Por hipétese T' é compacto e por construcao (z,) é limitada, pois ||z,|| = 1
para todo n € N. Dai segue que a sequéncia (T'z,) admite uma subsequéncia
1
convergente. Como Tz, = \,x, segue que )\—Txn = T, e |\ = €, entao
n
1
m < e para todo n € N, assim (x,,) admite subsequéncia convergente. Mas isso
n

é um absurdo, pois, sendo (x,) ortonormal, segue que
2 — 2| = ||7a]]* — 2Re(20, 7)) + ||Zm] [P =1 2.0+ 1 =2,

sempre que n # m. Logo (z,) ndo é de Cauchy e assim nao admite subsequéncia
convergente.
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Portanto segue o item (b).

A seguir provaremos a validade da representagao (|1.22) quando ()\,) é uma
sequéncia infinita. Como no caso finito escrevemos = = y,, + z,, com y,, € F, e
z, € B+ Note que |\,q1| = ||T|EF]], entao

1Tznll = [(T1E7 )2l | < ITIE 120l = [Anall]2all,

pelo Teorema de Pitagoras temos que, ||z[|* = [|yn||? + ||2al|?, daf [|za]] < [|2a]l,
assim,
T znl] < [Ansalllzall < [Ansalllznll = 0.

Logo

Tr = Ty, + Tz,

lim Tx = lim Ty, + lim Tz,
n—oo n—oo n—oo
Tr = lim Ty, = lim Z;(x,:pj)ij
]:
= Z(m,xj))\jxj = Z(Tm,xj)xj.
j=1 j=1

Isto completa a demonstracao do item (a).

(¢) Suponhamos que exista um autovalor A # 0 de 7' que ndo apareca na
sequéncia (A,). Seja x um autovetor correspondente, z # 0. Neste caso (z,x,) =
0 para cada n, pois autovetores de um operador auto-adjunto, associados a
autovalores distintos, sao ortogonais. De fato,

Az, z,) = (Tx,x,) = (x,Tx,) = (x, \yzy)
ANz, z,) = A(z,2)
A=) (x,z,) = 0, A# N\,
(x,z,) = 0.

Segue de que T'x = 0, absurdo, pois Tz = Ax com A # 0 e x # 0. Como
An — 0, é claro que nenhum autovalor A # 0 de T" pode aparecer na sequéncia
(A\) uma infinidade de vezes, pois sendo convergiria para esse valor que repetiu.
Assim, temos provado que cada autovalor A # 0 de T aparece na sequéncia (\,)
um numero finito de vezes.

Suponhamos que um autovalor A # 0 de T apareca exatamente p vezes na
sequéncia (\,). Nesse caso na sequéncia (z,) aparecem p vetores ..., T,, que
correspondem ao autovalor A, e os demais vetores x,, correspondem a autovalores
distintos de A. E claro que dim E > p, pois temos p vetores na base, que sao
linearmente independentes. Se dim E), > p, entao existe x € FE\, com x # 0
e (z,7,;) = 0 para j = 1,...,p, pois (x,) ¢ ortonormal, entao ortogonal. Daf
(x,z,) = 0 para todo n, pois autovalores distintos de um operador auto-adjunto
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tem autovetores ortogonais. E segue novamente de (1.22)) que Tx = 0, absurdo.
Logo dim E) = p.

[]

Teorema 1.31. Sejam E um espago de Hilbert, e S = {x;;1 € I} um conjunto
ortonormal em E. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) v = Z(m,:pz)E x;, para cada x € E;

el
(b) S é completo;
(c) [S] = E;
(d) Identidade de Parseval
Nzl =" |(z,2:)8%, Yz € B (1.23)

iel

(¢) (x,y)e =Y (x,2:)p(y, x:)e para qualquer z,y € E.
iel
Demonstracao. Pellegrino [18], Teorema 3.3.12, p. 49.
Observacao 1.32 (Pellegrino [18], Observacao 3.3.6, p.47.). A expressao

Z(x,wz)xl ¢ chamada de melhor aproximacgao de x em M = [z1,...,x,].

i=1

Teorema 1.33 (Desigualdade de Bessel). Seja E um espago com produto interno
e S ={wx;i € I} um conjunto ortonormal em E. Entdo, se x € E, temos

>zl <zl

icJ

com J={i e I;(x,z;)p # 0}.

Demonstracao. Pellegrino [18], Teorema 3.3.9, p.47.



Capitulo 2

Resultados de Existéncia

Neste capitulo provaremos a existéncia de solucao fraca para o problema

( g—f = 2A¢ + Fi(9) + c Fy(9) em ) x (0,4+00),
de _ div(D1(¢)Ve + Da(c, p)V¢) em Q x (0,400),
ot (2.1)
% = % =0 sobre 09 x (0, +00),

 ¢(0) = ¢o, ¢(0) = co em {2,

onde  C R? com d > 1, é um dominio suave, com fronteira ) suave. A restricao
d < 3 nao ocorrerd no resultado de existéncia desse capitulo.

Suponhamos que as fungoes nao lineares F; e D; com ¢ = 1,2 sao Lipschitzs e
limitadas. Mais precisamente, vamos supor que

(H1) Fy, F; séo Lipschitz e limitadas com

|Fi(r)] < M; parai=1,2eVr € R.

(H2) D, € C(R) é Lipschitz positiva e limitada com

0<DS<D1(T’)<D1, VreR.

(H3) D, € C(R x R) é Lipschitz e limitada com

| Da(r1,72)| < M3, V(r,r2) € R xR,

De posse dessas hipotéses podemos enunciar o seguinte resultado de existéncia
de solugao.

21
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Teorema 2.1. Assumindo que (H1) — (H3) sejam vdlidas.

(1) Para qualquer (¢o,co) € L*(£2) x L*(£2) e T > 0, ewiste um par de fungoes
(¢, c) satisfazendo

b, c € L*(0,T; H'(2))n H' (0, T; V"), (2.2)

tal que ¢(0) = ¢o, c(0) =¢p e
<?9_(f’v>w,v +52/Qv¢.w dx = /Q(Fl(qb) + cFy(¢))v dx, (2.3)
<%, w> + / (D1(¢)Ve+ Dy(c,p)Vp).Vw de =0 (2.4)
ot 140 % )

para todo v,w € H(2) e g.t.p. em (0,T).

(2) Para qualquer (¢o,co) € HY(2) x L?(2) e T > 0, existe um par de fungoes
(¢, c) satisfazendo

¢ € L*0,T; H*(2))NHY0,T; L*(2)) N L>(0,T; H(Q)), (2.5)
c € L*0,T;HY(2)NH"0,T;V"),

tal que ¢(0) = ¢, ¢(0) =¢p e
9¢

5 2Ap = Fi(¢) + cFy(d) q.t.p em Qr, (2.6)
% =0 gq.tp. sobre 002 x (0,7T), (2.7)

Jc
<E, U>V,’V + /Q(Dl(qb)Vc + Dy(c,9)V¢).Vv de =0, (2.8)

para todo v € HY(2) e ¢.t.p. em (0,T).

Observagao 2.2. Dadas ¢,c € L*(0,T; H'(Q2)) N H'(0,T; V') seque que ¢,c €
C([0,T]; L*(2)). Além disso, ¢ € L*(0,T; H*(Q2)) N H*(0,T; L*(Q)) implica que
¢ € C([0,T]; HY(Q)) (veja em Lions e Magenes [13], Teorema 3.1, p.23).

Para demonstrar o resultado acima vamos usar o método de Faedo-Galerkin.
Este consiste em obter problemas aproximados ao original em espacos de
dimensao finita. Tais problemas formam uma sequéncia, e para cada um deles
conseguimos a existéncia de solu¢ao. Assim o objetivo é mostrar que os problemas
aproximados convergem, em algum sentido, para o problema original.

A demonstracao sera apresentada na préxima secao, e durante esta
enunciaremos alguns lemas para facilitar o entendimento.
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2.1 Demonstracao: Parte 1

Seja {v;};>1 as autofuncoes do operador —A com condi¢do de Neumann
correspondentes aos autovalores ();), definidos pelo seguinte resultado.

Lema 2.3 (Autovalores do operador Laplaciano com condi¢ao de contorno

de Neumann). Seja D(—A) = {u € HQ(Q);% = } o dominio do operador
laplaciano negativo, —A : D(—=A) — L*(£2), que € definido pelo problema:
—Au = Au
oo (2.9)
on

onde \ € autovalor associado ao autovetor u do operador —A. Entao eriste uma
sequéncia (Ap)nen de autovalores de —A, tais que:

Demonstracao. Para mostrar este resultado vamos aplicar o Teorema [1.30, Neste
resultado temos que esses autovalores sao distintos de zero, mas como no nosso
caso temos uma condicao de contorno de Neumann homogénea, mostraremos que

A = 0.
Considere o seguinte problema de autovalores para o operador B = —A + [ :

D(B) — L*(Q), onde D(B) = D(—A)

ou (2.10)

{ -Au+u = ou
on

Dado f € L?(f2), temos o seguinte problema eliptico associado

—Au+u = f
o _ (2.11)
on

Fazendo a formulagao variacional do problema acima, multiplicando este por
v € HY(Q) e integrando em relagao a 2 obtemos:

—/Au.vdw—l—/uvdx:/fvdx.
Q Q Q

Pelo Teorema existe um tnico u € D(B) solugao de (2.11)). Daf temos
que B é um operador sobrejetor, e como u é unico e esse operador é linear, segue
que B ¢é também injetor. Logo B é um operador bijetor. Entao existe o operador
B~': L2(Q) — H2(Q) <> L(12). Portanto, o operador B~ : L(Q) — L2(£2) é
compacto.
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Agora mostremos que o operador B! ¢ auto-adjunto, isto é, (B~ f, 9)r2@) =
(f, B™'g)r2(), para todo f,g € L*(92).

De fato, temos que

Bl LXQ) —  HXQ)
f o Bf=u

onde u € D(—A) é solugao de —Au + u = f. Considere B~'g = v, onde

0 0
v € D(—A) é solugao de —Av + v = g. Entao, como a9 0, pois

on on
u,v € D(—=A), por (1.3), obtemos:

B! 2) = [ Bl'fg= —A
(B~ f,9) 20 /Q fg /U( v+ )

Q
= —/uAv—l—/uv
Q Q
= —/Auv—l—/uv
Q Q
= /(—Au—i—u)v:/fBlg
Q 0

= (f,B7'9)12(0)-

Assim, pelo Teorema [1.30, existe uma sequéncia (f,),en de autovalores
distintos de zero do operador B~!, tais que

BizfBz 2.

Sejam, (f)nen as autofungoes associadas aos autovalores (f3,,)nen, entao

B, = Bufn. (2.12)

Observe que S, f, € H*(2). Como S, € R, segue que f, € H*(2). De (2.12)
temos

L3

fo=BBufo=—ABufn+ Bufn, entdo —Af, + fr = 5

1
Tomando a = — como autovalor da autofungao u € H*(f2), temos

—-Au+t+u=—-u=au

™| =

Assim para o operador B = —A + [ obtemos a sequéncia de autovalores («,,)
tal que
S S <

Assim temos a existéncia da sequéncia de autovalores para o problema ([2.10]).
Note que a partir desse problema obtemos o problema (2.9, basta tomar
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A=a—1, pois

—Au + u = au, entdo, Au = (a —1)u = Au.

Logo, obtemos
A< A< <L

O primeiro autovalor do Laplaciano é dado como o minimo do funcional de

Rayleigh. Assim, sendo a; o primeiro autovalor de B = —A + I, ele é dado por:
. (Bu,u)r2(0)
M= e Tl
ueH
© 0 L2(€2)
Como

wmmmmzénmﬁyéMhﬂm@mp

e
By = [ (96l + [ Jul? 2 fulfcey
Q Q
segue que,
[lull71 ) .
—5—— > 1; para todo u € H (2).
||u||L2(Q)
Assim,
||U||§—11(Q)
T e Tl ~
w0 L2(£2)
e ) [ull )
Se u = cte, entao [|ul[f o) = |[ul|72)- Logo m = 1. Portanto, oy =1,
é o primeiro autovalor de B = —A + I.
Agora seja u; a primeira auto-funcao associada «; = 1, assim,
—Aul +u = 1.U1
ou _
on
entao,
—Aul = 0= 0.U1
0u1
— = 0.
on
Logo, A; = 0.

Como pelo Teorema [1.30] os autovalores sao distintos de zero segue que
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Observacao 2.4. As fungoes v; definidas anteriormente sao suaves, isto €, para
cada j > 1, v; € H*(Q)NC>®(Q). E pelos Teoremas e formam uma

base ortonormal completa em L*(Q).

A partir dos dois proximos resultados, conclui-se que {v;};>1 é uma base
ortogonal em H'((2).

Lema 2.5. Sejam {v;};>1 as autofun¢ées correspondentes dos autovalores (N;),
definidos no Lema [2.3 Assim {v;};s1 sdo tais que:

1 =k |
(UJ'?/Uk)Lz(Q):(Sjk:{ 07 ]7&]{3 7para1<]7k'

E, essas autofuncoes satisfazem também,
(Vv;, Vug) 2 =0 para j #k, 1< j,k.
Demonstracao. De fato, por (|1.2)),

(V?Jj, V'Uk)LQ(Q) = / VUj.V’Uk dS)
Q

8’Uk
= — [ v; Avpd —d
/QU] Vg, +/mvjan S
8Uk
= — | v; A\ dQ—l—/ Vi— ds
/Q] o 89]8”

a’Uk
= —A /v-v dQ—i—/ vi——ds
g Q 7ok o0 7 on

c%k
= —A(v),0) 220 +/ vjo—ds
J Q) 0 I on
(%k . , .
= Vi g, ds, pois {v,}é base ortonormal e j # k,
a0 n

= 0, pela condi¢ao de contorno de Neumann homogénea.

O

Lema 2.6. Seja V,, o espago vetorial finito gerado por {v;}1<j<m. No que segue,

vamos fazer uso da projecio L*-ortogonal p,, sobre o espaco V,,. Entdo, para
todo ¢ € H(Q),

(V(pm@ - S0)7 VU)LQ(Q) - 07 Vo € Vm7 (2]‘3)

isto €, py, € também uma projeciao H'-ortogonal sobre V,,.

Demonstragao. De fato, por (1.2)), para todo v € V,,, temos que
(V(pme — ), Vu)r2i) = / V(pmy — p)Vuda
Q

ov
- —/(pmcp—w)ﬁvdﬂer/ (pmcp—w)a—ds,
Q o0 n
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- . ov .
pela condicao de contorno de Neumann homogénea temos que — = 0, entao

on

(V(omp — 0). Vo)) = — / (Prp — 0) Avda

= _/(pmsﬁ — ) A(cyvy + ... + o) dz
0

= - / (Pmp — @) (c1Avy + ... + cnAvy,) dx
Q

= - / (Pmp — @) (1 A1v1 + - .. + CAmom) dx
0

= — / [(Pm — @)A1 + ...+ (P — ©)CmAmUnm] dT
Q

= = {/ (Pme — @)erhvrdr + ...+ /(pmtp — ©)Cm AU, dx
Q Q

— (aM(Pme — 0, 01)120) + - - - F CoAm(Pm® — ©,Vm) 120 )

= - (01/\1 [(Pm% U1)L2(Q) - (90,U1)L2(Q)} + .ot oA [(pmsﬁ - %Um)m(n)

— (¢ 0m)r2@)))

= e, v1)rz@ + -+ (0, Um) 2@ — (A (PP, v1) 120) + - - -

+ A (Pm — 0. V) 12())
= D cdile vz — Y Ghi(pme, vi) ).
i=1

i=1

Como ppp = = Z(gp, ;) 12(0) vj, pelo item (a) do Teorema
j=1

j=1

= [)(i(%%)wm%) vi dz

J=1

(pmSD,Uz')m(Q) = (Z(%W)L?(Q)Uj,vz)
L2(Q)

= / (((pa Ul)L2(Q) vt .+ (SO? Um)L2(Q) 'Um) (% dx
Q

1.31

segue que

— /(gp, V1) r2(0) V10 Ao+ .. A /(gp,vm)Lz(Q) VU dx
Q

Q

= (gO, UI)L2(Q) / V1V; de + ...+ (QO, ’Um)LQ(Q) / UmU; dx
Q Q

= (80, U1)L2(Q) (Uh Ui)m(m +.oo+ (907 Um)m(ﬂ)(vm Uz')m(Q)

= (¢, v)r20)-
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Entao,

(V(pmp — ), V) 12(0) = Z ciNi(@, Vi) r2(0) — Z CiNi(Pm, Vi) L2(0)
=1 =1

= Z ciNi(@, Vi) r2(0) — Z cii(@, i) 120
=1 =1

— 0.

2.1.1 O Problema Aproximado e Solugao em um Espaco

de Dimensao Finita

Nesta secao provaremos a existéncia de solucao local para um problema
aproximado ao o enunciado no Teorema [2.1, Para cada m > 1, considere o

seguinte problema aproximado:

oc,,

o Ot
para todo v, w € V,,, e q.t.p. t € (0,7T)

L ¢m<0) - gbOm S vm7 cm(o) = Com € Vm

Considere as solugoes aproximadas da forma
¢m(t) = Z %‘m(t)vi, Cm(lf) = Z Cim(t)vl-.
i=1 i=1

Tome por
Upn(t) = ((Cz"m@))) c R>™,
Temos que (F,,) vale para todo v, w € V,,, assim tomemos
v=w=0v +0vy+---+v;+ -+ 0v, € Vp,.

Entao,

/%U.dx/é
q ot "’  Jo ot

/Q 8;5;”1) dx + £ /Q Vo - Vodr = /Q(F1(¢m) + e By (dm))v de,

(2.14)
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dcn, ,
Qﬁvjdx = C; (t),

/QV¢vajda: = /QV (ngim(t)vi> Vv, dx

/QF1(¢m)+CmF2(¢m))Ujd$ = /QF1 (Z%m(t)vz‘) vj dx

e,

_ / Fy(ém) v,dx+Zc,m /Q 0101 F () d
o
_ /QF1(¢m)vidx+clm(t)/9v1v1F2(¢m) do + ...
Femm(®) /Q omt1 Fa( ) d,
finalmente,

/ (D1(¢m)Vem + Da(cm, om)Vdm)Vu; do
0

= /Dl(gzﬁm)chij dm—i—/Dg(cm,gbm)ngvajdx
2

= > cimlt / Dy (¢m) Vi V; dx+2<pm / Dy (o ¢m) Vi Vv, da
=1 i=1

= cim(t) /Q Dy (¢m)VuVujde + - -+ 4 cpm(t) /Q Dy (¢m)Vu, Vo, dx

+ galm(t)/ Ds(cmy om) Vv Vu; do + -~~+g0mm(t)/ Dy(cmy om) Vv, Vu; de.
Q Q

Lembrando que U,,(t) é uma matriz coluna, obtemos a primeira linha ¢y, (t)

e a m+ 1-linha ¢, (¢), que é dada substituindo as expressoes acima em (F,,), isto
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(S

C;m(t)+z ij(t) /Q D1(¢m)vvivvj dx‘l‘z Qﬁlm(t) /Q Dg(Cm, QSm)V’UiVUj dr =20

i=1 i=1

Assim temos o seguinte problema

B(Un(6) = [Bolns com By = | 0juiPa(0,) do
G(Un(t)) = [Gijlmxm, com Gy = /Q Da(Coy o) V0, V; d;
H(Un(t)) = [Hijlmxm, com Hij:/QDl(gbm)ijVvidx;

HUn(®) = Dihcr, com Ty = [ Film)usdo = (V0. V0o

E(Un(t)) G(Un(t))

Tome, B(Up,(t)) = 0 H(Un(t))

[ vatt) e 700 = [V
Logo o problema (P,,) é de fato um problema de valor inicial para um sistema
de Equacoes Diferenciais Ordinarias de ordem 2m, que pode ser escrito como

Uy (t) + B(Un (1)) Un(t) = F(Un (1)),

U (0) = Th, (2.15)

Como os termos nao-lineares F}, Fy, D e Dy sao fungoes continuas Lipschitz,
e como as fungdes (v;) sdo suaves, pelo Teorema (Teorema de Caratheodory),
o problema tem uma solugdo U, (t), sobre algum intervalo de tempo
maximal [0,7,,) com T,, > 0 e U, € C'([0,7,,)). Assim, o Problema
tem uma solugdo (¢y,,cy,) sobre o intervalo de tempo [0,7,,) € (dm,cm) €
[0, Tpn), Vi X Vin).
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2.1.2 Propriedades das Condigoes Iniciais

Com o resultado que segue temos um importante argumento para as
convergéencias das condigoes iniciais do Problema [2.14

Lema 2.7 (Propriedades das Condigoes Inciais). Fscolhendo ¢om = pmoo €
Com = PmCo, 08 dados iniciais tem as sequintes propriedades:

|| Gom|[2() < [|@ollr2(0) € dom — P em L*(Q) quando m — 400; (2.16)

l[comlz2(0) < |lcollz2() € com — co em LQ(Q) quando m — 400. (2.17)

Demonstragdo. De fato, por hipétese ¢y € L*(£2). Pela Observacao temos
que a melhor aproximacao de ¢g em V,,, é dada por

m

Z(¢Oavi)L2(Q)Ui7

i=1
assim, aplicando o Teorema e lembrando que |[|v;]]12(0) = 1, temos

2

bomllz2) = lIPmolliz) = ||D_ (0, vi) 2 @i
=1 L2(Q)
< D (@0, vi) 2oy Pllvill720y
i=1
= Y (b0, v:) 2@y l* < llol[i2(0)-
i=1
Logo, |[om||z2(@) < |[¢ollr2(0)-
Agora, aplicando o Teorema item a)
mgffoo Gom = mgfﬂwpm¢o = mlil}rloo Z;(%, Ui)L2(Q)Ui
“+oo
= Y (o, vi) 2 Vi = Po-
i=1
Logo, ¢om — ¢o em L*(Q) quando m — +oc.
A outra propriedade é andloga pois, por hipdtese, ¢y € L%(). ]

2.1.3 Estimativas a Priori

Nesta se¢cao obteremos estimativas a fim de ter condigoes de tomar o limite
no Problema [2.14] fazendo m — oo, e concluir o resultado da primeira parte do
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Teorema [2.11

Denotaremos nesta secao por C' uma constante positiva que depende de &2,
My, My, M3, D, Dy, |2, T, das constantes de Lipschitz dos termos nao-lineares
F;, D;, i = 1,2 e também de ||do||120) € ||co||r2(), mas é independente de m.

Lema 2.8. Seja (¢, cm) € L*([0,T1,); Vin). Entdo existe C > 0 dependendo de
T, tal que, para todo 0 <t < T,

Pm )] L2() + lem®)]|r20) < C- (2.18)

Demonstragao. Escolhendo v = ¢,,(t) na primeira equagao do Problema e
w = ¢, (t) na segunda equagao, temos:

/Qagtm()gbm()dx + ¢ /wm - Vom(t) dx
_ /Q (Fu(6m(t)) + e (O) Fa( b (£))) bra(t) d

; a%(t)cm(t) dl’+/Q(D1(¢m(t))vcm(t)+D2(cm(t), I (1)) VI (t))-Ver(t) dz = 0,

Pelo Teorema |1.16] temos

[ G womods = (%20.600) = 35Ol

L2(Q)

1d

= 5 |60

Analogamente, temos

Ocm 1d 2

Assim, obtemos

;CZ (G (t))? da + £ /|V¢m t)*dr = /{2F1(¢m(t))¢m(t>dl’

+ / Fo(bm(t))em () bm(t) de
(P4
(2.19)

3o [entt?as + [ Dion®)Ventf do
- /Q Da(em (), bm(£) Vb (£) Ve (t) da.  (2.20)
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Multiplicando ([2.20)) por § > 0 que sera escolhido depois, obtemos

331 [ Sen®ds + [ SD UG (E)IVen() da
_ / D (1), 6 (1)) Vb (1) Ve (1)

somando esta equagao com ([2.19)),

331 | (@m0 -8 dote? [ [Von)f dot [ 5D () Vent)F da
_ / Fa(om()om() do + /Q Ey(@n(t))em(t) (1) da

5 /Q Da(em(t), oon(t))Vém(E)Vem(t) d. (2.21)

Usando a hipdtese (H2), temos

5D, < 6D (Gm(t)) entio / 5D, Ve (t)? dr < / 3Dy (G () [V em(t)|? da.
9 2

Observe que,

/F1(¢m<t>>¢m(t)d$< ‘/ F1(¢m(t))¢m(t)dx é/ |F1(¢m(t))||¢m(t)|dm7
2 2 2

assim, por (H1), temos

/ Fy (0 (8))bn(t) di < M, / 6(t)] d,
(] (9]

e, analogamente

/ Fo (0 (1)) () (8) dir < M, / e (®)l|ém(6)] de
(9} 2

Por outro lado, de (H3), segue que

5 /Q Da(com(t), dm(t)) Ve (t)Vem(t) de < 5Ms /Q Vb ()] | Ve (1)) dz.

A partir dessas identidades, a equagao (2.21)) nos fornece

%% Q((¢m(t))2—|—5(Cm(t))2)d$+52/9|V¢m(t)|2dx+5ps/0|vcm<t>|2dx
<M </Q|gz5m(t)|dx—|—/ﬂ|Cm(t)||¢m(t)|d$) +5M3/Q|V¢m(t)||ch(t)|dx,

(2.22)
onde M = max{M;, M}.
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Note que, pela Desigualdade de Young ((1.12)

el | [on(®)F

el (2)] < 2

isto implica que,

Llen@lontdr < 5 ([ lenttPass [ onaz).

e, usando o mesmo argumento,

[lont01as = [ tou0lar < 5 (1914 [ ont0Pac)

Ainda pela Desigualdade de Young ((1.13)), para todo n > 0, temos

/|V¢m IV en() /ywm ()2 dz + /|ch () de.

Logo, (2:22) fica

L (Ot +0(ea(0)) ot [ 90,007 da-+3D, [ Vo)

< ('Q' / om()2dr + /|cm |2das) oMy / Vo) d
+%n/|V0m )| da.

MIQ| M

Tomando C' = max {T’ 7}, obtemos

53 /.
< o1+ [aorans [(en2ar) + 50 [ [Don0P e

(5M
—2 /|ch ()] d.

D,e? D ¢
e n = ——, note que

(¢ (1)) 4 0(cm(t))?) da + 52/ |V (t)|? dav + 5Ds/ (Ve ()] dx

Escolhendo § =
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Entao,

331 | (@nl0)7 4 8(cn)) da & [ (Vo0 do+ 6D, [ [Ven () do

< C(1+/Q(gzﬁm(t))deJr/Q(cm(t)fdx) +§/Q|ngm(t)|2dx

4D
+ / Ve, (t)]? da.
2 Ja

Logo, obtemos:

d

7 ((gzﬁm( )2+ 0(cm(t))?) d:Jc—I—&Q/Q|V¢m(t)|2dx+5Ds/Q|ch(t)|2 dx

<2C (1 + /Q(¢>m(t))2dx + /Q(cm(t))Qda:) . (2.23)

Como

52/ IV (t)? dx,éDS/ Ve () dz >0,
0 7
segue de (2.23)) que

o @02+ stent?) de < 20 (1+ [ a0+ [ (enttae)
entao

<1—|—/Q<bm da:—l—/écm da:>
d

i [ @m0+ 8(en0)) do <20 ( [ (@000 + ente)?) do) + 20

Pelo Teorema m (Lema de Gronwall - Forma Diferencial), segue que

/Q ((Pm()* + 8(cm(1))?) dz < fo”“{ m(0))2 4+ (¢ (0))?) dt + /0 t2C’d5}
= { / (¢, + dca,) dt+2(]t}

< XTm [/ (@2, + dca, ) dt + QCTm} ,
Q

por (2.16), e (2.17)), temos que a integral /(qbgm + 6¢cg.) dt é limitada, entdo
Q

[ (nte)?+ Slen(0)?) di < C(T) = .
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Logo,

uémede+§A@m®fdx<O,wﬁoW%@m%mﬂﬂMAmﬁmnéca

para todo 0 <t < Tj,.

Provamos assim o que queriamos.

]

Antes de continuar com as estimativas, vamos enunciar um importante
resultado que é consequéncia da Proposicao [1.28]

Lema 2.9. Se para cada m > 1, existir 0 < T,, < T e uma solu¢ao (¢, cm) do
Problema onde se T,, < +o00, entao

[l6m(D[Z2() + lemB)l|L2@) — +oo quando t — T,

Demonstracao. Encontramos uma demonstracao de um resultado analogo, no
artigo de Vaz e Boldrini [22].

A partir da validade da estimativa (2.18)), para todo 0 < ¢t < T}, por contra-
positiva do lema acima temos que

T,, = +oo.
Portanto, o Problema (e consequentemente ([2.15))) estd definido no
intervalo fixo [0,7], e a estimativa (2.18]) tem constante C' independente de

m. Logo, podemos enunciar o préximo resultado, que apresenta importantes
estimativas.

Lema 2.10. As sequintes estimativas sao vdlidas:

|| (ems G| 220,300 ()2 < C, (2.24)
[ (€ms @) (Lo 0,322 02 < C, (2.25)

onde C' ¢ uma constante independente de m, e € dada como no inicio dessa secao.

Demonstragao. Integrando a desigualdade (2.23)) de 0 a T', obtemos
Td 2 2 2 [T 2
| 5 (lon@lBee + Sllendlia) det e [ 190mOIRsq d
0 0
T T T
+D, [ I9entllist < 20 (T [ Nonladt+ [ llan(@lsn dt).
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Usando ([2.18)), obtemos
16m(T)I[72() + Ollem (Do) = 110m(O)[Z2@) = dllem(0)lZ2q)
T T
+52/0 mea)niz(mdwwsfo IVen®)| e dt < 20 (T +CT),
‘ e segue que ||¢m(0)||i2(g) = ||¢0m||i2(9) e [|cm(0)][72q

|00m|| 72(q) S0 hmltadas Obtemos, assim Sendo C' dependende de €2, 6D,

H¢OHL2 HCO||L2 Q)
T T
[ 1900l e+ [ Vel e < C.
onde C' = C(£%,8Ds, ||¢o|72(q): ||coll 72, T) constante. De (2.18)
T T T
/ IV (t)[72(0 dt - + / b (D)][72(0 dt+/ IV em ()] 72(q) di
0 0 0

T T
+/0 lem ()72 dt < C+/O (||¢m(t)||%2(sz)+||Cm(t)||%2(9)> dt =C+CT,

entao,

T T

2 2

[ lon @l at [ lea@lie @<,

0 0
ou seja,

||¢m||%2([07T];H1(Q)) + ||Cm||%2([0,T};H1(Q)) <,
logo

[1(€m> &m) (220,101 (@)))2 < C.

E, em (2.18), tomando o supremo essencial temos

sup._ess (116m (0220 + e (B B ) < C.
t€[0,T]

ou seja,
(s @m0, 17:220))2 < C.

Vamos agora obter estimativas para as derivadas no tempo de ¢,, e ¢,,.

Antes das estimativas vamos definir a norma em V' e um elemento de V,,,
tomando V = H'Y(Q). Devido ao fato de que a projecao L?*(Q)-ortogonal é
também H'(Q)-ortogonal sobre V,,, temos para ¢, € V,,

|{m, V)v v _

© = sup
ol =220 ol
P#0
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Observe que V = V,, @ V.1, entdo 1 = 9, + . Note que ¥, = p,,(¢), logo

[(Pms Y + Vi) v| B [{@m> Ym)ve vl
= sup ———
|[9l]v vev |[Pl]v
P#0

[lm|lv = sup
YeV
P#0

como V,, C V,

lomlly: > sup Lmtmivr]
e [PV

m

Por outro lado, de ¥, = p,,(¢) segue que ||1,]|v < ||¢||v. Entao,

‘(@mawmhﬂ,V’ > ’<90m77w/}>V’,V’
Wl 7 Il

logo,
‘<(Pm,¢>V/V‘ ’<90mawm>V/V‘
) = Sup EALESAR AR AL ) .
Ym #0
Assim,
|<§0mawm>V’V|
lomllv: = sup -

Como V,, é um espago vetorial de dimensao finita, segue que é compacto, dai

melm | |Ymllv

Pm#0

Por definicao

<90m71/}m>V’,V = /QSOm Vm dx = (P, 1/)m)L2(Q)'

Portanto,
||90 ||V’_ max (Qo’ﬂwwm)[?(ﬁ)
m = -
bmelm [ |v

Agora podemos enunciar e provar o seguinte lema.

Lema 2.11. A seguinte estimativa € vdlida
0Cm O,
ot ot

Demonstracao. Retomando a primeira equacao do Problema temos para
todo 0 <t < T,

< C. (2.26)
(L2(0.T:V"))?

/Q a(%’"(t)vdﬁg? /Q V() - Vode — /Q (F1(6m(1)) + Cm(t) Fa(6m(£)))0 da,

(2.27)
para todo v € V,,, C L*(Q).
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m

Como ¢, () Z%m vi, v; € Vi, concluimos que ¢,,(t) € V,,. Por
a()Ozm ¢m 2
consegumte Z t)v;, entao W( ) €V, C L*(Q), logo
i=1
O O
/ 90m (1) iy (i@),v) . (2.28)
o Ot ot 12(Q)

Por (1.11)), temos:

—/ngm(t)-Vvdx < /|V¢m(t)Vv|dx
2 2
< Vo)l 2@ VY| 220
< Vo)Vl 22 @) + IV ém ()] L2 l[v]] 220
< Vo ()2 (I[VV]|22(0) + 0] 2(0))
< Vo)l 2@ llvllv. (2.29)

E ainda tomando C' = max{M;, Ms},
[ (R + enldFénods < [ (Fi@n)|+en(®l1Falén]) o] do
2 9]

< / (M o] + e (8)| Maol)) de

o ([ bl +lenleh do)

C (I[v]lz2) + llem®|] 2@ |[v]]220)
Cllvll 2@y (1 + llem () r2()
Cllvllz2@) (14 lem®)]z2@) + ClIVll2@) (1 + |lem(®)]]2()
C (vl 2 + [IVoll2 ) (1 + llem(®)l2@)
Cllvllv (1 + llem®)l2(@)) - (2.30)

N

N

N

Substituindo (2.28)), (2.29) e (2.30) em (2.27)) obtemos

Vo) 2@ |[v]]v + Cllvllv (1 + |lem(t)]12@)
para todo v € V,,.

Dai

ot ’ L2(Q
max D < 2Vem®)]l2@ +C (14 lem(B)]12@) » Yo € Vim
v#0
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e entao

< V6Ol +C (1 + llem®llie)

Vl

oo

A partir da ultima desigualdade e da Observacao [1.21

9, m
H ; (1Y Em(®)]]z20) + C (1 + llem (Bl 2))”

4 (16O + €7 (1+ llen(®ll2))
< 4 (1V0n0) By + 402 (1+ llem® o)) )
C (IV0m(B)lZ2) + 1+ llem @2 ) -

N

Vl

VAN

N

Integrando de 0 a 7', segue que

a¢m 2 g 2
< C T+||Cm||L2(QT) + Hv¢m(t)||L2(Q) dt
L2(0,T;V") 0
T
< C (T+ leml1 2200 +/0 [V o ()] [72(0
T
[ i@
0
= O (T + llewllBaan + Ionllizommian) -
Entao,

< C (1 llemllzz@ry + oml 2.0 - (2.31)
L2(0,T3V")

%

Agora retomando a segunda equacao do Problema temos para todo
0<t<T,

oc,

S wde+ /Q (D1 (6 () Vem(t) + Da(em(t), b)) Vom(t)) - Vwdz = 0,

(2.32)
para todo w € V,,.

Temos que,

Jc Jc
—(wdx = (—m(t),w)
o Ot ot L2(9)
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—/Q(Dl(cbm(t))wm(t) + Da(cm(t), om (1)) Vom(t)) - Vw dx
< A(lDl(ém(t))!\ch(t)! + | Da(em(t), om ()Y om () Vw| da

¢ ([ Iven@ivulas+ [ [9o,0lvuld)

C (IIVen®)llz2@Vwllr2@) + [[VOm ()l 2@ IVl z2e)

ClIVw|| 2 ) ([[Vem@) 2y + [ Vom ()| 22()

ClIVwl| 2@ ([IVem@)l2@) + llem @2 + [V om O]l 2@) + [lom(t)]]2)
ClIVwllzz2@) ([lemO @) + [ém )] m1(2)

ClIVwll 2 (llem Ol @) + Nom ) a1(@) + Cllwll 2y ([lem @)l @
+H¢m(t)||H1 )

Cllwlly ([lem®lla @) + [10m®)]lm@) -

N

N

N

N

Logo,

Ocm
(W(t)’w)m(m
[lwllv

< C (llem®llm @) + 1om®)lm@) , Yw € Vi,

aplicando o maximo

Integrando de 0 a T’

oc,

2
@) <€ (lenlfin + lonOlfn)-

e,
[z ar<o ([ len@ee i+ [ lom@lne dr).
8cm
% A ([ P —
2(0,T;V")
acm
‘ ot < C (llemllzzomm @y + 16mll2orm@)y) - (2:33)
t 1 r20mv

Assim, a partir de (2.31)) e (2.33)), temos
8Cm 8¢m aCm
ot ot

ot
< C (llemllzormi@) + émll 2o @) + C (1+ lleml|22n)
+ | omll 2201501 @) -

%

(L2(0,T;V"))2 ‘ 2(0,T;V") L2(0,T;V")
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Note que,

T
el ooy = leml oo = / el 2oy dt

T
< [ (lenllEsr + Vel dt = llenl o ranieny

entao,

Iem Odm
ot ot

(12 e < C||(Cma¢m)||(L2(O,T;H1(Q)))2
L2(0,T;V!

+C (l(ems dm)ll zaoizsanape +1) -

Logo, usando ([2.24)), obtemos

Icm Oom
ot ot

<C. (2.34)
(L2(0TV"))?

2.1.4 Existéncia das Solucoes Fracas e Convergéncias

Deduzimos de (2.24]), (2.25]) e (2.34]) que ¢,, e ¢, s@o limitadas (uniformemente
em relagdo a m) em

W, = {u e 1207 1'0), 2 e 20,7 w))} ,
€ em a
Wy = {u € L>(0,T; L*(Q)), 8—1; € L*0,T; V’))} :

Do Teorema a inclusao de W2(Q) = H'(Q) = V em L*(Q) é compacta, e
como também ¢ densa, segue que (L?(Q2)) < V' e, por consequéncia do Teorema
temos ainda L?(Q2) = (L*(2))’. Logo, obtemos as seguintes imersoes

HY Q) < L(Q) = V'

Entao, pelo Teorema Wy < L2(0,T; L2(2)) = L*(Qr). Em outras palavras
W, é compactamente imerso em L?*(Qr).

Além disso, considerando o seguinte resultado:

Teorema 2.12 (Schauder). Sejam E, F' dois espagos de Banach. Se T : E — F
¢ um operador compacto, entao T' : E' — F' ¢ um operador compacto. E, vale a
reciproca.

Demonstragao. Brezis [4], Teorema 6.4, p.159.
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Assim, como o operador i : V — L?*(2) é compacto, pelo teorema acima o
operador i’ : (L*(2))" — V' é compacto.

Considerando a seguinte isometria em L*((2)

T: L*Q) — (L*(Q))
u — Tw= [juvdz,

segue que o operador ¢/ o T : L*(2) — V' é compacto.
Logo, podemos considerar as seguintes imersoes
LX) SV = V.
Entao, pelo Teorema , W, < C (0,7;V"). Em outras palavras Wy é imerso
em C([0,T],V’) compactamente.

Assim, existem
¢, € L*(0,T; H(Q)) N H'(0,T; V")

e subsequeéncias de ¢,, e ¢,,, que ainda denotaremos por ¢,, e ¢,,, tais que, quando
m — +00, temos

(ms $m) = (¢, ¢) em (L*(Qr))* N (C([0,T], V"))*. (2.35)

O fato de (¢, Om), (¢, ) € (C([0,T],V’))? é de muita importancia, pois com
este resultado damos sentido as condicoes iniciais, ou seja, podemos calcular estas
fungoes no ponto 0.

Agora, do Teorema e pelo fato de que os espagos L%(0,7; H'(Q)) e
L?(0,T; V") sao reflexivos, seguem as seguintes convergéncias

(Cmy $m) = (¢, 0) em (L*(0,T; H'(2)))?, (2.36)
(%’8;;;”> N <%,g—§f> em (L*(0,T; V")) (2.37)

A fim de obter o limite do Problema [2.14] temos os seguintes resultados de
convergéncias para os termos nao lineares.

Lema 2.13.
Fi(ém) = Fi(¢) i = 1,2 em LP(Qr), para todo p € [L,+o0). (2.38)
Dy(ém) — Di(¢) em LP(Qr), para todo p € [1, +00), (2.39)
CmFa(dm) = cFa(¢) em LYQr), para todo q € [1,2), (2.40)
Dy(6)Vem — Di(¢)Ve em LY(Qr), para todo q € [1,2), (2.41)

Dsy(¢my dm)Vom — Di(c,9)Vo em LY(Qr), para todo q € [1,2). (2.42)
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Demonstragdo. Temos que ¢,, — ¢ em L*(Qr), de acordo com ; e por
(H1), F; € C(R) sao Lipschitz e limitadas com |F;(r)| < M; para todo r € R com
i =1,2. Entao Fy(¢,,) — F;(¢) em L?(Qr). Assim passando a uma subsequéncia,
se necessario, e usando a mesma notagao, temos que Fj(¢,,) — F;(¢) q.t.p. em
Qr e como |F;(¢,,)| < My, para todo m e My € LP(Qr), para todo p > 1. Segue
pelo Teorema [1.5] que

Fi(¢m) — Fi(¢) em LP(Qr), para todo p € [1,400)

Portanto, temos ([2.38]).

A segunda convergéncia do Lema segue analogamente, pois, pela hipdtese
(H2), Dy € C(R) é Lipschitz positiva e limitada com

0< D, < DI(T> < Dl, VreR.
Assim da mesma forma obtemos (2.39)).
Agora, vamos mostrar (2.40|). Para tal, basta mostrar que para todo ¢ € [1,2),
|lemFa(¢m) — ¢ F2(9)]|La(@r) — 0, isto &,

/ lem Eo(m) — ¢ Fo(¢)|?dx dt — 0.

T

Observe que consideramos a restricdo ¢ € [1,2), que decorre entre outros
fatores, de ¢,, € L?(Q7). A justificativa desse fato serd notada no decorrer dessa
demostracao.

De fato,
/ emFa(6m) — ¢ Fa(0)|7 der it

— [ lenFa(6m) = enFa0) + enFulo) - el do e

T

- / en(Fa(6m) — Fo(9) + Fa() (e — )| dr dit

T

< C’l/ ]cm(Fg(qﬁm)—F2(¢))\qda:dt+02/ |Fo () (cm — )| dx dt

T

Agora analisemos cada integral separadamente. Primeiro,

| leallFa(60) = Fafo)f o (243)

T

Sabemos que ||cp||12(g,) € limitada e temos (2.38)) para todo p € [1,400). Dai a
2 1

necessidade que ¢ € [1,2), pois, assim, temos que — > 1 e g+ — =1 isso implica
q )

1 q 2—q . . ~
que — =1 — = = —— que, por sua vez, implica que, y = —— > 1, entao

2 2 2 ¢
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2 2
5 é o conjugado de —. Assim, podemos aplicar a Desigualdade de Holder
— (

(1.11) em (2.43), obtendo

[ el 1Fatom) - Fufo)d

T
q 2—¢q

(/T o] dxdt)2 </T Fy(60n) — Fo(6)|"5 dxdt) :

N

= ||Cm||L2 (Qr) ||F2(¢m) - F2(¢)||qL227q(

Como Fy(¢pp,) — Fo(¢) em LP(Qr), para todo p € [1,400), segue que

/ |em (Fo(dm) — Fo())|?dx dt — 0, em LI(Qr) para todo g € [1,2).

Temos, também, que / |F2 ()| cm — c|?dxdt — 0. De fato, sabemos que

Qr
l|¢m —¢||L2(@p) — 0, € procedendo de forma andloga a convergéncia anterior segue

o resultado.

Portanto, vale ([2.40)).

Agora vamos mostrar (2.41)), lembre-se que

Dy(¢m)Vem — Di(¢)Ve em LU(Qr)

se, e somente se, para todo ¢ € Lq,(QT)

<D1(¢m)ch, w)L‘Z(QT),qu(QT) < ((b)vc w>L‘1 (Qr), L9 (Qr)>

onde — + — = 1. De acordo com o Teorema |1.18 para mostrar ([2.41f), basta
q q

provar, para todo v € L7 (Qr)

/ (D1(60)Vem — Di(6)V) v da dt — 0.

T

De fato, de (|1.11))
(D1(¢m)Vem — Di(@)V ey + Di(6)Vem — Di(¢)Ve) vdx dt
Qr

(D1(¢m) — D1(9)) Ve vdr dt +/ Di(¢)(Vey, — Ve)vdr dt
Qr T
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< / |D1(gbm)—D1(¢)||ch||v|dxdt+/ (Ve — Ve) Dy (6o da dt

T T

< 1D1(0m) = DOl @n IV emll2@n V] e o)

+ ’/ (Vem — Ve) Dy(¢)vdx dt

, (2.44)

1
onde—+§+—,zl,eassims>2poisq’<+oo.
S q

Observe que, como Dy é Lipschitz com constante k& > 0, e por ([2.35)

|1D1(¢m) — Di(9)]

iS(QT) = / |D1(¢m) - D1(¢)|S drdt; s> 2

T

- / D1(é) — Dy (D) 2Ds(d) — Dy ()2 dr

T

< / ID1(6) — Du(S)* 2 k2] bn — O dr

T

< / (2D1)* 2 k2| by — ¢|* dx dt

T

- (2D1)3‘2k:2/ |6y — &2 d dt

Qr
= (2D1)s_2 k2||¢m - ¢||L2(QT) — 0.

Note que ||Vep||r2(0p) < +00, pois, de (2.24)), temos

T T
VenlBagr = / Ve (t)] 2o dt < / IV em ()20 + em ()] 2oy dt

HCmHL2(O,T;H1(Q)) < +00.

E observe que, como ¢, — ¢ em L*(0,T; H'(Q)), em particular temos que
Ve, — Ve em L*(0,T; L*(Q)).
Logo
T
/ (ch — VC, w)LQ(Q) dt — O,
0

para todo ¢ € L*(Q7). Como v € L*(0,T; H'(Q)) C L*(Qr), entdao Di(¢)v €
L*(Qr) e temos que [|Di(¢)v|[129y) < 00. Logo, voltando em ({2.44), segue
(2.41)).

Finalmente, para mostrar (2.42), a partir dos mesmos argumentos utilizados
anteriormente, basta mostrar que para todo v € LY (Qr) temos

/ (D2<Cma¢m)v¢m - D2<C, ¢)V¢)vdxdt —0

T
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De fato, de ([1.11)), temos

Dsy(c, @) (Vo — Vo) vdr dt + / (Da(Cmy dm) — Da(c, §))V b v dx dt

Qr T
< Dy(¢, $) (Vo — Vo) vdx dt
Qr
+11Da(Cm, ¢m) — Dale, 0)l|1s(@n IVl IL(QD) V| o (1) (2.45)
1 1 1 ’ 7 . .
com — + B + = 1. Observe também que, como Dy é Lipschitz com constante

q
k1> 0, e por (2.35)
|1 D2y ) — Da(c, d)[7+(00)

_ / IDs(ems é) — Dalc, d)|° de dt
Qr

- / IDa(eons ) — Da(e 6)* 2| Da(em, b) — Do, §)[? dr

T

< / (D2, )| + | Dales ) 2K (cn — €60 — O)|? dr

T

< (M) / (em — ¢, 6 — B dudt

T

= (2M3)872]€%||(Cm — G ¢m - ¢>H%2(QT)
= (2M3)572/€%<H6m — CH%Q(QT) + H¢m - (b)H%Q(QT)) — 0.

Como ||v¢m“L2(QT) < 09, DQ(C, qb)v - LQ(QT) e V¢m — qu em LQ(QT)
Voltanto em ([2.45)), segue ([2.42)).

Portanto, segue o resultado do lema. O]

2.1.5 Convergéncia do Problema Aproximado

Agora estamos em condigoes de passar o limite no Problema [2.14] a fim de

obter as equagoes ([2.3)) e (2.4)).

Inicialmente, da convergéncia , temos que ¢, O, c € ¢ sao funcoes
continuas de [0,7] a V', e a partir das propriedades das condigoes iniciais dadas
pelo Lema [2.7], segue que as condigoes iniciais do Problema [2.14] convergem para
as funcoes dadas ¢g e ¢, e ainda temos que ¢(0) = ¢ e ¢(0) = .

Observe ainda que pelo item (c¢) do Teorema [1.31] temos que

U Vi =129 (2.46)

Vin = H(Q). (2.47)
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Primeiro vamos passar o limite na primeira equagao do problema ([2.14]). Esta
equagao é equivalente a

/6/% drdt + s/Tﬁ/qusm-vudxdt

[ 8 [ o)+ caBrtompde i =0, .08
0 Q

para todov € V,, e 8 € D= D(0,T).
Opm 09

Da equacao (2.37)) temos que e — 5 o L?(0,T;V’). Esta convergéncia

implica que, para todo ¥ € L*(0,T; H'(Q)), quando m — +o0,

), oo [ G,

note que V" = V e (L*(0,T; H'(Q))) = L*(0,T;V’), pois V.= H'(Q) é um
espaco de Banach reflexivo.

Como fBv € L*(0,T; H'(Q)), segue que, para todo v € V,, e para todo
p € D(0,T), quando m — +o0,

OPm T /o¢
/0 < O o >W as | <a,m>w it

O
A
gora, como —.=

€ L*(0,T,V"), entao I(v / / 8¢m t) vdx dt define

um funcional linear em H'((2).

T
Odm

Assim fazemos a identificagao I(v) = / <—¢ ,v> dt. Logo,

o N9 [y

O > J 0om, g d

[T, e o f o

T % B T % > _ <8¢ >
/0 <atjﬁv>vzv dt_/O B<at7v vV dt_< ot V”Vﬂ D’,D7

. : o [0
isto ¢, a ultima integral acima gera a distribuicao TR v :
GA%

Entao, fazendo m — 400, obtemos

/ 5/% dx dt—><<zf,v> ,5> | (2.49)
ViV D'\D

para todo 8 € D(0,T).
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De (2.36) ¢ — ¢ em L*(0,T; H'(2)), entdao passando a uma subsequéncia,
se necessario, e denotando com o mesma notagao, temos que V¢,, — V¢ em
L2(0,T; L*(Q)).

Logo, para todo v € L*(0,T; H'(Q)), temos, em particular, Vi) € L?(Q7), e

vale . .
/ / ViV o, dx dt — / / ViV dz dt,
o Ja 0 Ja

fazendo m — +o0.

Como Buv € L*(0,T; H*(R)), e 8 nao depende de z € Q, 8 € L>=(0,T), segue
que BVv € L*(Qr), entao

/OT/QV¢mﬁVvdxdt—>/OT/QV¢5V'dedt,

para todos Vv € L*(Q) e 8 € D(0,T).

A integral do lado direito gera a distribuicao / VoVudzr, assim, quando

Q
m — 400 temos

T
/ ﬁ/ Vo, Vudrdt — </ V¢Vvdx,5> , (2.50)
0 Q Q D'.D

para todo 8 € D(0,T).

Agora vamos fazer o limite dos termos nao lineares. Observe que, para todo
Y € L*(Qr), quando m — +00

/ Fiom)dedt — | Fi(é)dedt.
T Qr

De fato, por ([2.38)), para todo v € L*(Qr)

‘ / <F1<¢m>—F1<¢>>wdxdt] — (Fi(ém) = Fo(6), )20

< 1EOm) = B2 9] 2@r) — 0.

Assim como Bv € L*(Qr) segue que, com m — +00,

/OTB/QFl((;Sm)vdxdt—)/OTB/QFl((b)dedt: </§2F1(¢)vdac,ﬁ>D,D,

(2.51)
para todo 8 € D(0,7T).

E finalmente, de (2.40) temos que

ConFo () — ¢ Fo(¢) em LY(Q7); para todo ¢ € [1,2).
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Dai temos que, passando a uma subsequéncia, e usando a mesma notacao,
CnFo(dm) = c Fo(¢), q.t.p. em Q7.
E, como |[cnFo(ém)||22(0r) < Mal|cm||r2(@r) < C por (2.24)), pela Proposigao ,

concluimos que
cnFo(dm) — ¢ Fa(¢) em L*(Qr).

Logo, para m — +o0,
T T
/ / Con Fo (O )0 dx dt — / / cFy(¢)pdr dt, paratodo v € L*(Qr).
o Ja o Ja

Como Bv € L*(Qr), temos

T T
/0 5/QcmF2(¢m)vdazdt%/o ﬁ/Qch(@vdxdt: </QCF2<¢)de’B>D/,D’
(2.52)

para todo 8 € D(0,T).

Portanto, passando o limite com m — oo, em ([2.48)), e usando (2.49)), (2.50)),
(2.51)) e (2.52)), obtemos, para todo 5 € D(0,T),

o9 > 2< VoVud > —< F d >
<<at7v V/»V7B>D/,D te /Q (b ’ x76 D',.D /Q 1(¢>U w’ﬁ D',.D
— </ cF2(¢)Ud$,B> =0,
Q D'\D

<<?a_f>“>v,y+€2 /QVWvdw— /Q <F1<¢>+cF2<¢>>>vda:,@> = 0.

D',D

Logo, pela Proposigao [1.19] aplicado & L}, (0,T)

<g—f, U>V’,V + &2 /Q VoV dr — /Q(Fl(gzﬁ) + cFy(¢))vdx =0,

para todo v € V,,, e q.t.p. em (0,7).

Da densidade de U Vi em HY(Q) (2.47), vale a equagdo acima para todo

m>=1

ve H(Q) e q.t.p. em (0,7).

Agora tomaremos o limite da segunda equacao do Problema [2.14] Note que
esta equagao é equivalente a

T OCm T )
/0 ﬁ/ﬂwwdxdt—i-/o 5/{2(D1(¢m)ch+D2(cm,¢m)v¢m)dexdt_O,

(2.53)
para todo w € H'(Q) e 3 € D = D(0,T).
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ey, dc

Como B — — em L2(0,T; V"), (veja (2.37)), por argumentos andlogos aos
utilizados para obter ([2.49)), segue que

T
/ 6/%wdxdt—> <%,w> G , (2.54)
N AT AR

para todo 8 € D(0,T), quando m — +00.

De (22.41]) temos que D1(¢) Ve, — Di(¢)Veem LY(Qr), para todo g € [1,2).
Entdo, para todo ¢ € L7 (Qr)

/OT/QDI(qu)vcmﬂ)dIdt_)/OT/QD1(¢)Vc¢dxdt,

Da Observacio [2.4|as autofuncées do Laplaciano sio C*°(Q). Logo, Vi) € L7 (Q),
1 1

pois — +-=1lel<qg<2.
q q

Portanto SVw € LY (Qr) e, quando m — +00

T
/ 3 / D) VeV da dt — < / Dy(6)VeVw de, 5> o (255)
0 Q Q D'.D

para todo 8 € D(0,T).

Finalmente, de (2.42)) temos Dy (¢, @)V dm — Da(c, $)Ve em LY(Qr), para
todo ¢ € [1,2). Logo, como fVw € LY (Qr), segue que

/T/ Dy (¢, &m)V o Vw dx dt — </ Dy(c, p)VopVuw dx,6> . (2.56)
o Jao Q

D'.D

para todo 8 € D(0,T).

Portanto, de ([2.54)), (2.55)) e (2.56)), passando o limite com m — oo em (2.53)
obtemos para todo 5 € D(0,T) que

OC,
<<W’ w>V’,V 75>D,,D N </Q Dug)vevwr, 6>D’,D

+ </ Dy (c, ¢)V¢de:t,ﬁ> =0
Q

D'.D

<<ac_m,w> + /(D1(¢)V0+D2(c, »)Vo)Vuw dx,5> =0,
(975 VY 0 DD

logo,

Oc,
om + [ (Dy($)Ve+ Dole, )V Vw dz = 0
< g w>V,7V /Q( 1(¢)Ve 2(c, )Vo)Vw dx
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para todo w € V,,, e q.t.p em (0,7). Logo novamente da densidade de U V,, em

m>=1

HY(Q) (2.47)), segue que, na equagao acima temos v € H'(Q).

Assim concluimos a demonstracao da parte 1 do Teorema [2.1]

2.2 Demonstracao: Parte 2

Na segunda parte do teorema conseguimos uma solucao ¢ mais regular onde
recuperamos a equagao para o campo de fase em L%(0,T;L*(2)), e também a
condi¢ao de contorno homogénea de Neumann q.t.p sobre 992 x (0,7).

Suponhamos agora ¢, € H'(Q). Na secao que segue obtemos novas
estimativas para ¢,,.

2.2.1 Novas Estimativas

Lema 2.14. Seja qzﬁo € HY(Q). Escolhendo ¢0m = Pm®o como dados iniciais para
o problema (P,,) , pela propriedade (2 sobre p,, concluimos que

IV boml|z2) < [IV@ollr2()- (2.57)

Demonstragdo. De (2.13) temos que (V(pmy — ©), Vv)r2@q) = 0, para todo
v €V, onde p € Hl(Q) Sendo ¢ = ¢g € v = ¢oym, temos
(

V(pm®o — ¢0), Véom)r2@) = 0

(V(¢om — ¢0); Vdom)r2) = 0

(Véom — Vo, Vdom)r2@) = 0

(Voom, Voom)r2@) — (Véo, Voom)r2@@) = 0
(Voom, Voom) 2y = (Voo, Voom) 2

IVoomllie = (Véo, Vo)

IV Goml 72y [(V o, Voom) L2l
||V¢0m||%2(ﬂ) IV ool| 2@V doml| 2
IV Gom |20 IV oll20)

NN N

]

A partir de agora, ainda denotamos por C' uma constante positiva como na
demonstracao da Parte 1, mas que agora também depende de ||V y||2(0)
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Lema 2.15. Vale a sequinte estimativa

e

+ [|ém!| Lo 0,151 0)) < O (2.58)
L2(Qr)

—"(t) na primeira equagao do problema (B,,)

Demonstracao. Tomando v = 5

(2.14]). Obtemos

ag;tm@) dx—i-gZ/Qvgbm(t)_ agtm( )d _/Fl(gbm(t))ag%(t)da]—l—
+ [ enOPatom) 2 0) 250

Observe que, por ([1.9) e como dim V,,, < +oo
/ Vom( a(bm t)de = / Vm( ng t)de = / IV (t)|? da.
" " 8t " 2 dt "
(2.60)

De acordo com a hipétese (H1), temos que |F;(én,(t))] < M;, para i = 1,2,
assim,

[ RSzt < [ neal|%20] s |20 @
Q t
e
b, 0 m
[enttrone’®iz0as < [ lentollmono)l |22 0| a
Q
9 m
By
1
Pela Desigualdade de Young (|1.13), tomando ¢ =n; e C(e) = R, temos que
1
O (1) I
(A <M —
M [ 125400 ao (n1|9|+ ) dr ),
1
e tomando € =1 e C(e) = —, temos que
4ns
%, T L[ |90, [
M2/|cm |‘ ‘ <n2/|cm )| dx+4772 B —(t)| dz|.
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Entao,
Obm, 0P,
[ Eon®) 20 a <mngor + 38 [ %ol 0 o
Q ot ot
(&
3¢5m 2 O
[ en@ P00 200tz <ty [ et 22 [ |
(2.62)
Substituindo (2.60)), (2.61) e (2.62)), em (2.59)), obtemos
3¢m )2 3¢m
-z < -1
W) ars 54 [ Wontfar < mniol+ 12 [ 2ng g,
3¢
2 m
M, /Q en(®P de + 4772 o Do [ g
Logo,
3¢>m 2
el <
8t t dl‘—l— 2 dt/ |v¢m | dx X 771M1|Q|
M1 M2 (9(;5m / 2
+ (4771 +4772) T (t) de + 1M Q]cm(t)\ dz. (2.63)

Escolhendo ny = My e n, = M,, obtemos

20
2 < 2 m
i+ 54 [ Wonolar < arial+ [|% O6m

[ 0P
Q

(%m
8t

dx

de modo que,

8¢m

Vo)) de < MPQ +M2/ em () da.
Do) dr+ 55 [ 19600 0+ 0 | Jen (o)

Tomando C' = max{2M?|Q|,2M23},

2
iz + 24 / Vom(t) dr < C (1+ / |cm<t>|2dx) |
dt Jq Q

Odm
; 7@)
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Integrando a desigualdade acima sobre (0,7), para r € (0,7), temos

aqut drdt + 52/ i/]V(bm(t)]?da:dt
o dt Jo
< C(r—l—/ /\cm(t)\dedt).
0o Jo
Segue que

Om | I” 2 2 2 2
—(¥) dt + & [ |[Von(r)|"de —e° | |V (0)]° dx
at LQ(Q) Q Q

Temos ainda

agbm 2 2 2
—=(¥) dt + ¢ |V o (1)|° d
ot L2(9) Q
0 Q
Logo,
a¢m ? 2 2
sup ess —(1) dt + &° sup ess |V¢m( )|° dx
re[0,T] ot L2(Q) r€[0,T]
< C<T+ sup ess/ | (t ||L2(Q)dt)
rel0,77]
+¢&? sup ess||ngo||L2
rel0,7]
Sendo assim,
T 2
a¢m 2 2
— (1) dt +€* sup ess||Vu(r)|[L2o) +&* sup ess||gn(r)]|72(q)
0 ot L2(Q) rel0,T7] rel0,T]

T
< C(T+/ llem )13 dt) +&(|VollZaiq) +€° sup ess||om(r)|720
0

rel0,T]
(2.64)
Note que 52||ngo|| 2(y = C1 (constante), e por ,

T
/0 el oy dt = emlZaion) < llem|Baoram o < C.

e por (2.25)), temos
sup_ess|| o (r)|[72(q) < C-
re[0,7]
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Entao, (2.64) implica que
H&bm

+e? sup ess(|[Voum(r)|[72q) + [|om(r)i2@) < C(T) = C,
2(Qr) rel0,7]

5],

+ W)mH%w(o,T;Hl(Q)) <G
L2(Qr)

lembrando que C' também depende de £2.

Portanto,

o

+ ||| Lo 0,101 (2) < C,
L2(Qr)

provando assim o que queriamos.

]
Lema 2.16. Também sao vdlidas as sequintes estimativas
1AGm|l2@r) < C (2.65)
[dml|L2(0,7:12(0)) < C (2.66)
Demonstra¢ao. Observe que —A¢p,, € V,,, assim escolhendo v = —Ag¢,, na

primeira equacao do problema (FP,,) (2.14]), obtemos

| e 0t0ut)ds + & [ V6,(09(-A6n (1) da
= [(Fi6n) + cn®Fon)(-A6n®)de. (267

Integrando por partes, utilizando a Férmula de Green (1.2), e também a

condicao homogénea de Neumann sobre 02, no termo ¢,,, isto é, a—m(t) =0,e
n

por fim, usando ({1.9)), temos

A%(t}(—Agﬁm(t))dQJ = /v(agg”(t)) Von(t) dw—/@ﬂ%(ﬂ%(ﬂ ds
_ /Q v (aggn (t)) Vo (t) do

/ Vo, (09(A0n(0)d = [ Aon(0a0(0)dz = [ AonFE (0
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Assim, substituindo (2.68)) e (2.69)) em ([2.67)), obtemos

2dt/|v¢m (t)]* dx + £ /|Agbm()|2d:v = —/QFl(gbm)Agbm(t)dm

_ /Q Fo(m)em(t) Ayu(t) d
(2.70)

Usando (H1) e a desigualdade de Young (1.13]), temos que, para todo ny, 1, >

- [ AGmAs0d < M (m [ | |A¢m<t>|2dx)

M,
< mdlel+ 3t / |Adw (1) d, (2.71)

- [ Pomentvnntite < M (v [ fende+ o [ 186000 )
(2.72)

Substituindo (2.71]) e (2.72) em (2.70)), temos
t)*d /A 2d
331 | IVon(OF ot 2 [ 80,0 do

M M
<n1M1|Q|+—1/\A¢m(t)12dx+n2M2/|cm(t>12dx + —2/ A ()2 da
4 Jq Q dne Jo

M M.
<mM|Q] + (—1+—2) / ]Aqﬁm(zﬁ)]de + 772M2/ \cm(t)Ide.
4n 4n Q
(2.73)
M, M,

Escolhendo n; = — e ny = —-, segue que
€ €

M? g2
)2 2 < & 2
31 | Von0P e+ e [ |aon0Pde < ZHol+ S [ 180nOF do

M2
+ —622/|cm(t)\2dx
Q

M? M?
Vo) dz+ = | |A¢n(t))Pde < —H[Q —2/ (1) da.
3ot [IVoutFan+ S [1aonwrar < Hioi+ 22 [ oo o
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2 2
Tomando C' = max 2%|Q|,2% )
-2 -2
di/ |V¢m(t)|2d:x—|—52/ |Agbm(t)\2da:<0(1—l—/ |cm(t)|2d:x>.
t Jo Q Q

Integrando a desigualdade acima de (0,7) com r € [0,7], obtemos

IVém(r)lli2@ — \|V¢m(0)llizm)+€2/0 1AGm (8)|[Z2 ) dt

< C(r—l—/o Hcm(t)Hig(Q)dt).

Tomando o supremo essencial da equacao acima (SupTe[O,T] ess),

T
sup essl (Vom0 + < [ 1800l d

rel0,T7]
T
< c (T+ [ lientolio dt) V60 (0] By

Note que, de ([2.24)

T
/ el oy dt = emlZaior) < llem| Baoran oy < C.
0
Logo,
Pl |Zoe 0.m1 () + EXNNAGmI 7210y < C € entdo, [[Adm|[72gp < C-

Portanto, segue (12.65)).

Considerando o problema

{ 5$¢m(t) + dm(t) = f(t) € L*(Q),
% 1) =0,
onde
a¢m 2
Fn(t) 1= F1(0n(t)) + cn(t) Fo(dm(t)) — —5=(1) + on(t) € L7(Q)

pelo Teorema [1.4] temos que ¢y, (t) € H*(2).

Assim, tomando k& = 0 no Teorema [1.25, como H®(Q)) = L*(Q); dai, de

Ay (t) € L*(2) e por (2.65)), obtemos || Ay, (t)||r2() < C1, e por ([2.18)), obtemos
|| (D) 22(0) < C2, com C, Cy constantes como C. Assim segue de (1.18) que

quma)H?{?(Q) < C
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Logo, integrando de (0,7) com r € (0,7'), e tomando o supremo essencial, da
desigualdade acima obtemos

T
/O 16m®)l[F2) < €, ou seja, [|dmll120.1.02(0)) < C-

Portanto, segue (2.66)), e obtemos assim segue o resultado desejado.

2.2.2 Regularidade da Solucao Fraca e Convergéncias

De acordo com as desigualdades (2.58) e (2.66) concluimos que, quando

b0 € H'(Q), ¢, ¢ limitada (uniformemente em relacao a m) em

W3 = {u c L*(0,T; H*(Q)), % € L*(0,T; L2(Q))} : (2.74)

Como a imersao de H*(Q) em H'(Q) é compacta, concluimos, pelo Teorema
que W3 estd compactamente imerso em L2(0,T; H'(Q)). Ao tomar o limite
¢ de uma subsequéncia de ¢,,, podemos concluir a demonstracao da parte 2 do
Teorema da mesma maneira da parte 1. Mais precisamente, considerando
também a estimativa , temos

¢ € L*0,T; H*(Q) N HY(0,T; L*(Q)) N L>(0,T; H(Q)).

Além disse, existe uma subsequéncia de ¢,, (usando a mesma notacao ¢,,) tal
que, quando m — +o00,

Gm — ¢ em L*(0,T; H(Q)). (2.75)

Como L?*(Qr) ¢é reflexivo, pela estimativa (2.58)), segue que tomando uma
subsequéncia de ¢,, como anteriormente temos,

Om 99

o 5 o L*(Qr). (2.76)

2.2.3 Convergéncia do Problema Aproximado

Podemos agora passar o limite no Problemaﬂpara concluir a equacao (|2.6))
e a condicao de contorno (2.7)). Para esta ultima utilizaremos o Operador Trago
definido no Capitulo 1.

Lema 2.17. A partir das estimativas anteriores vale que

9¢

5 E2Ap = Fy(¢) + cFy(¢) q.t.p em Qr.
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Demonstracao. Observe que a primeira equacao do Problema [2.14] é equivalente

a
/ 5/ Lodrdt + 52/ B/V¢m-Vvdxdt
0 o Ot 0 0

_ /0 3 /Q (Fu(6m) + cmFa(dm) v dedt,  (2.77)

para todos v € V,,, e 8 € D(0,T).

Fazendo o limite em cada termo, primeiramente usando ([2.76]), para todo
Y € L*(Qr)

06 o

Pela Férmula de Green (1.2)), temos

/ngm-Vvdx:—/Agbmvda:.
Q Q

Temos que Ag¢,, — A¢ em L*(Qr), por (2.65) e (2.75). Logo, para todo
Y e L*(Qr)

lim | Aépdedt= | Agpedadt. (2.79)

Da Parte 1, pelo Lema temos que

lim (Fy(¢m) + cmFa(dm)) = Fi(¢) + cFa(¢)

m—0o0

em LY(Qr), para todo g € [1,2). Passando a uma subsequéncia se necessério,

lim (Fy(ém) + cnFa(Pm)) = F1(¢) + cFa(9)

m— 00

atp em Qr.  Como [|Fi(dm) + coFa(dm)llziom < |Fi(dm)llziom +
|| Fo(m)|| 22(0r) < C, entdo pela Proposicao segue que

Fi(ém) + cnFo(dm) = Fi(9) + cFa(¢)

em L*(Q7). Logo, para todo ¢ € L*(Qr)

B [ (Fy(dm) + e Fo(6m) )b da dt = / (Fy(¢) + cFy(¢)) b dudt.  (2.80)

m=0 JQr Qr

Assim, passando o limite em (2.77)), usando (2.78)), (2.79) e (2.80)), tomando
Y = Bv,onde v €V, C L*() e B € D(0,T), obtemos

/T%ﬁvdxdt—gz/TAqﬁﬂvdxdt = /T(F1(¢)+CF2(¢))Bvdxdt.
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isto é,

ot
para todos 8 € D(0,T) e v € V,,,.

/QT (aﬁ —*A¢p — Fi() + ch(d))) Bv=0, (2.81)

Pela densidade de U Vi, em L*(Q) (2.46), a equacao acima (2.81)) segue
m2>1
para todo v € L?(€2). Agora aplicando a Proposicao [1.19| para L}, (0, T; L} .(Q2))
obtemos
99

5—8

“Ap = Fi(§) + cFa(9)

q.t.p em Q7.

Lema 2.18. Seja ¢ € L*(0,T; H*(Q2)) N H*(0,T; L*(Q)), entdo vale

% =0 gq.t.p sobre S =00 x (0,T).
on

Demonstracao. Definamos
I'(-) = rest|g : L*(0,T; H*(Q)) — L*(0,T; H*~Y2(0Q))

1
o operador traco dado pelo Teorema , com o < s < 1. Nele, se tomarmos

s = 2, obtemos

H2(Q) — [[H*772(09) = H2(09) x H=(99)

ou
TR— u|69,8—n ,

uma aplicacao linear e continua.
E se s =1, temos
0
-1 1
HY(Q) — [[H'72(09) = H2(09)
§=0
u — (ulyg)-

Temos que (¢p,)%_; ¢ limitada em L2(0,T;H*(Q2)) por (2.66) e que

(aéitm ¢ limitada em L?(Q7), por (2.58).
m=1

Como \
H*(Q) — H2™(Q) — L*(Q),

<. - . 1 : . 3
sdo imersoes continuas para 0 < € < =, com a imersao H?(Q) — H2"(Q)
compacta (Teorema [1.15)), pelo Teorema temos a existéncia de uma
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subsequéncia de ¢,,, que vamos manter com a mesma notagao tal que
Gm — ¢ em L2(0,T; H2+(Q)),
lembrando que ¢ € L*(0,T; H*(Q)) N H'(0,T; L*(Q)).
Consequentemente,

Vém — Vo em L2(0,T; H2(Q)).
Portanto, segue da continuidade do operador I', tomando s = ¢, que

Om | ._ . e 29
a—ns.— <V¢m n)]5—>(V¢ n)|5 = ans

em L2(0,T; H5(9)) — L*(0,T; L2(99)).

Como % = 0 para todo m € N, segue que
s
% =0 em L*(0,T;L*09)).

Provando assim o que queriamos.

Com este resultado concluimos a demostracao do Teorema [2.1



Capitulo 3

Regularidade e Unicidade

Neste capitulo, provaremos um resultado de regularidade e unicidade sob a
suposicao adicional de que os dados iniciais sao suaves o suficiente.

Teorema 3.1. Assumindo (H1) - (H3). Seja ¢g € H*(Q) tal que ? =0 sobre
n

0
00 ecye HY(Q) com a_Co = 0 sobre 0. Entao para qualquer T > 0, existe um
n

unico par de fungoes (¢, c) satisfazendo

¢ € L*0,T; H*(Q)NHY0,T; H(Q)) N L>(0,T; H*(Q)), (3.1)
c € L*0,T; H*(Q) N H"(0,T; L*(Q)) N L>(0,T; H(Q)),

tal que $(0) = ¢o, c(0) =¢o €
d¢

yri 2Ap = Fi(¢) + cFy(p) q.t.p em Qr, (3.3)
% = div(D1(¢)Ve+ Da(c,9)Vo)  q.t.p em Qr, (3.4)
0 0

a—i = 8—; =0 gq.tp. sobre 9Q x (0,T). (3.5)

Observagao 3.2. Como consequéncia da reqularidade acima, temos que ¢ €

C([0,T); H*(R2)) e c € C([0,T); HY(Y)). (veja Lions e Magenes [13]).

3.1 Existéncia com Regularidade

Nessa secao fazeremos a demonstracao da existéncia com regularidade do
Teorema [3.1 Para tal, calcularemos inicialmente novas estimativas para as
sequéncias ¢,, e ¢,,, a fim de conseguir as convergéncias nos espacos de Sobolev
onde temos mais regularidade.

63
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3.1.1 Estimativas a priori

Antes de obter a primeira estimativa adicional para ¢,,, observa-se a validade
da seguinte desigualdade.

0
Lema 3.3. Assumindo que ﬂ = 0 sobre 0X2 vale a sequinte desigualdade

on
|| Adom||2) < [|Ado||20)- (3.6)

Demonstragao. Observe, inicialmente, que, pelo Teorema [I.17] temos

||¢0 - ¢0m||L2(Q) = diSt(¢0> Vm)a

onde ¢g,, = Z(¢g,vj)Lz(Q)vj € V.., é a projecao de ¢y em V,,.
j=1

Como V,, é fechado, entdao L*(Q) = V,, ® V.1, logo, tomando ¢ € V.1,
0o = Qom + q se, e somente se, ¢ = ¢y — Gom € Vﬁf.

Portanto,
(b0 — Gom,V)r2(0) = 0, para todo v € V,. (3.7)

Assim, observando que a condi¢cao de Neumann ¢ satisfeita para A¢g,,, e pela

Férmula de Green ([1.3)), e pela identidade acima (3.7)),

||A¢Om||%2(ﬂ) = (A¢Om7A¢Om)L2(Q):\/QAQSOmAgbOmdm

= [omttomdot [ (0,20 - 00, 200 ) a
Q BlY) on n

= /Q<Z50mA2¢0m dz = (dom, A2<Z50m)L2(Q); (A@om € Vi)

= (Gom — b0+ do, A’¢om)12(0)
= —(do — dom, A2Gbom)ﬂ + (o, A29250m)L2

= (b0, A%0m) 1200 / G0N o it = / oA (Adon) da
= /A%mA% dx—i—/ (¢08A¢0m — A%mai) ds,
Q n

entao,

9o

| A@oml|Z2() = (Ado, Apom)r2() —
s0 On

Usando a hipétese, e a desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

AGoml[72(0) = (Ado, Apom) 120y < [[AdollL2()|[Adom|| 220
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entao,
| Adoml|2) < [|Ado||2(0)

Provando assim o que queriamos.

]

Provaremos no préximo resultado estimativas a priori para a sequéncia
(Gm)om
m)m=1"

Lema 3.4. Valem as sequintes estimativas:

|[@m || oo (0,758200)) < C, (3.9)
[&m|| 20,703 0)) < C, (3.10)

onde C' > 0 nao depende de m.

Demonstragao. Lembrando da primeira equagao do Problema [2.14

/93;5;@( Yvdx + &2 /V(bm(t) -Vodx = /(F1(¢m(t)) + () Fo (o (1)) vde,

Q

para todo v € V,,,. Tomando v = A?@,,(t) € V,,, temos

/95;5:( )A2¢m( )dx + 52/Qv¢m(t)-VA2¢m(t) da

_ / (F(6n(0)) + () Fa( b (6))) A2 (1) der. (3.11)

Observe que a condicao de contorno homogénea de Neumann é satisfeita para

Oom
ot ¢ Adm:
Utilizando ([1.2)), (1.3) e (1.9), analizando a equacao (3.11)) por partes temos,
O, 0¢m
| Sroaonnae = [ so,0aZrn
Q
+/ (875 ) 8n() B0 (a ))ds
B aAqu )2
- /A% 2dt/|A¢m )2 do
= LA Ole (3.12)
e?

/Q Vo () VA%, (t)dr = — /Q A (H) Ay (t) d + ¢mA2¢m()

oo On

_ /Q A (t) div(V A, (t)) da
= / VAG(t). VA, (t) dx — / A%(ﬂaA%
Q

ds
a0 3n
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_ /Q VAG(1). T AG (1) A = [T Adyn ()] 22 (3.13)

De (H1), Fy, Fy, € WH(R). Assim, de (1.2)

/Q (Fu((8)) + (1) Fo 6 (6))) A2 (1)

_ / V(E (6 (1)) + () Fa o (£))) VAG (1) dax

[ (im0 + a0 (6 (0) 2522 0 ds

= —/Q(F{(Qﬁm)vébm(t)+Fz(¢m)V0m(t)+Fé(cbm)cm(t)vcbm(t))VAcbm(t) da.

(3.14)
Substituindo (3.12)), (3.13) e (3.14]) em (3.11]), obtemos
1d
== NAGm (D)[720) + X [IVAGm (D)1 72() = Foms (3.15)

2dt

onde

F = /Q(Fll(gbm)ngﬁm(t) + Fo(¢m)Vem(t) 4+ Fy(dm)cm(t)V o (1)) V Ad(t) da.

Agora estima-se F,,,
For < [ 1EUOm V60 () Fal)Ven(t) + Fiom)on(t)V 6, (0)T A0 (0] da
< [ IO VonOIVAG Ol d+ [ |Fulon)Ven(0]ITA0n(0)] do
+ [ 1B (0 0T 001V A6 (0)] d

Como F; é Lipschitz, segue que |F}(r)| < k;, para todo r € R, i = 1,2, onde
k; > 0 é a constante de Lipschitz, pois

|Fi(z) — Fi(y)| < kil —y],

i [Fi@) = Fi()

Ty |z — y

< k; entao |F](y)| < k.
Assim, sendo 01,02 > 0, pela Desigualdade de Young ([1.13)),
Fu € [ [90n®IV80nO]ds + M [ [Ten(t)]T20n(0)] ds
Q Q

+hy /Q () Vo (D[ Ao (8)] da
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<k (51/Q|VA¢m(t)|2dx+C(6l)/Q|V¢m(t)|2dx>
M (52/9|VA¢m(t)|2dx+C(52)/Q|ch(t)|2dx)
hy /Q () 6o (E)V A1)

2

Tomando C = max{le(51), MQC((SQ), ]{52} [§ k151 = M252 = %, obtemos

2 2
F < SIVAGADI a0y + S NTAm(D) 720
e (||v¢m<t)||%z(m +IVenOlf + [ |cm<t>wm<t>m¢m<t>|)
2
= %HVAQSm(t)H%?(Q) +C <||V¢m(t)||%2(m + |Vem )72
+ [ Jen () m(OF 20 (1) dx) .
Q

Note que,

HomD[F2@) = Nom®E ) + Vom0
[dm (1720 + IV Em(®)172() + [V Em (O] |71 0y
b (D) [772c)-

N

IV & (OI[720)
Assim,
Fu < IV 0 0 + € (110 + 9Dl e
—1—/9|cm(t)V¢m(t)VAgbm(t)|dx).
Pelo Teorema |1.25| para k = 0,

| om (D] |H20y < C (||A¢m(t)||%2(9) + ||¢m(t)”%2(sz)> :

Logo,

2
€
Fm < Z||VA¢m(t)||2L2(Q)+C <||A¢m(t)||%2(sz) + [om (D) [72() + IV [72() + Bm) :
(3.16)

onde, B, = /Q e () Vo (1) VAG, (T)| d.

Agora estima-se o termo B,,. Inicialmente aplica-se as desigualdades de Holder

1 1 1
1.11)) e de Gagliardo-Nirenberg ((1.19) e (|1.20)). Observe que 3 + G + 3= 1, isto
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é, 3,6 e 2 sao expoentes conjugados, entao

B, = / en() IV B[V Adyn ()] d
< Nlem® sV ém(0)] 251V Admn ()l 200
< Cillen®llhnollen Ol ColIVom® V(01 IV Abm (0l 20

Usando (2.25) e (2.58)), isto é, o fato que ¢, é limitado em L>(0,T; L*(Q)) e ¢

é limitado em L*(0,T; H'(f2)), juntos uniformemente com m, temos

B < CiOollem ()] o[V bm ()] |y [V AGm (0)]]2() sup €55 [[cm (8] 22
sup ess ||V (0|12

4]
Pela Desigualdade de Young (|1.13]), para todo ¢ > 0, tomando € = 3¢ Ce) = %

obtemos

0 1
B.<C (ﬁumabmamim) o (\\Cm(t)!!Hl(ﬂ)HV%(t)Hm(m)) B

Como 09 é suave, segue que ¢,,(t) € C>®(Q), para t q.t.p. em [0,T]. Assim
pela estimativa ([1.18]) para k =1

16m@)lm2) < C (1A¢m (D)) + 16m Ol m@) -

Além disso, ja que

|Gm D] 2232) = [[0mD)l|2() + [[VOm ()] 120

1A ()| 1@) = |1A0m )] 2(0) + IV A (D)]|2(0),

segue que

IVm () i22) < C (|20 (0]|22(0) + [ dm ()] |10y + ||VA¢m(t)HL2(m2 : \
3.18

Aplicando em (3.17) a desigualdade de Young, temos, para todo v > 0, e

tomando € = % eC(e) = 3

0 2 1 1 2 v 2
B < C (G180 0r + 55 52 len Ol + JITom Ol ) ).

usando (3.18)), obtemos

0 2 1 /1 2
B < € (GIV80m 0N + 55 5 llenOl e +

DO |2

(1126m D12
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H1m Ol + 980m (0220 ) ) -
Escolhendo v = 252, temos

5 2 1 1 2 2 2
B < €SIV 800N + 55 (gallenlfer + 0 (180m0l

1w Ol @) + IV AGR ] 32a)) ))
1 )
= C (5||VA¢m(t)||%2(n) + @Ilcm( i@ + 5 <||A¢m( MZ2

Hlom e ) ) - (3.19)

2

Substituindo (3.19) em (3.16)), e escolhendo § = 4€_C’ obtemos

62
Fm < ZHVAQ%U)H%%Q) +C <|’A¢m(t>HZL?(Q) + [om (O 720) + Ve ()72
1
+ (S1V86m 00+ gisllemlle + 5 (1136n 0N

HlomBlEn)))

g2 g2
< FIVAG©Oll72@) + CllAGM )][720) + gllﬁcbm(t)lliz
2 2 8C? 2
+C|om()|720) + ClIVen®)lli2) + ?Hcm( M) + = ||¢m( N o)
2 803
Note que 5 ¢ —;— sao constantes que dependem de ¢, e que
€
om (0)]1720) < Cllom O3 € [[Vem®)220) < Cllem )0

Logo,

2
£
Fn < Z1IV80m(®) ey + € (llem®l ey + 1180m(®) ey + 116m Bl ey ) -
Voltando a equacgao (3.15)), obtemos

d
18022 + (VA [12) < C <!|A¢m(t)!|i2(m + [ ém ()10

Hlem(®) Brey ) (3.20)
Integrando a tltima desigualdade sobre (0,7) para r € (0,7") e usando (2.24))

isto é, o fato de ¢, e ¢, serem limitadas em L*(0,7; H'(Q)) uniformemente com
m, entao

[ 800y e+ / 19 A ()| ( / A6 ()]
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/Hsﬁm M@ dt+/ [em ()] 171 )dt) (3.21)

Note que, de
/0||¢m(t)||12ql(g)dt + /0||Cm(t)||12ql(9)dt:/ (D (2), em(E)[7a1 02 dt
0

< sup ess / (G ()s () gy

rel0,T7]

T
- ||(¢m7 C’m) | |%L2(0,T;H1(Q)))2 < C

Assim (3.21)) implica em

1A () oy + 22 / IV AG (D)o dt < (| Adm| B

+ C(l+/0 HAqu(t)Hiz(Q)dt).

(3.22)

Como 82/ ||VA¢m(t)H%2(Q) dt > 0, de 1) e tomando K = HA%H%Q(Q) +
0

C, obtemos )
186 (1) iy < K+ [ ClIAG0 eyt
pelo Teorema [1.23] (Lema de Gronwall), temos
1AG (1) 1320y < KehCd — K teloT).
Assim

sup ess||[Ady (r)][72) < KeT =C.

rel0,T7]

Logo,
[ AGm || Lo (0,1522(02) < C. (3.23)

Voltando a equagao (3.22), novamente de (3.6)), usando (2.65) e tomando
K = ||A¢0||%2(Q) + C, ObtemOS

2 / VA ()] Baey dt < K +C / A (1) B .

Logo,

sup ess/ [|VAG,( )||L2 dt < K+ C sup ess/ || Ad(t ||L2

rGOT] rel0,T)
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O que implica

T T
2 / IVAGm()l[72ydt < K +C / [18¢m (0)]72(0 dt.
e portanto,
EIVAGulli2gr < K +CllAdnl[F2g) < C-

Logo,
[IVAGm||r2(@r) < C- (3.24)

Pela estimativa (1.18]), tomando k& = 0 temos

ém(®) ey < € (I1A0m D] Ba@ + I6m I 2q) )

assim,

sup 655||¢m(t)‘|?:[2(9) < C ( sup 633||A¢m(t)||i2(9)+ sup 655||¢m(t)”%2(9)>
t€[0,T) t€[0,T) t€[0,T]

||¢m||%°°(0,T;H2(Q)) < C (||A¢m||i°°(0,T;L2(Q)) + ||¢m||%°°(O,T;L2(Q))>‘
Por (3.23)) e (2.25)), concluimos que

|67 0,7 1200) < C

portanto temos ((3.9)).

Agora, tomando k = 1, na estimativa ((1.18)), temos

|| (8)[1 3 () < C <||A¢m(t)||12ql(g) + ||¢m(t)||%11(9)> :

Assim, integrando de (0,7) para r € (0,7T),

/0 rr¢m<t>\\%3<g)dt<c( / A (1) By i+ / H¢m<t)H?p<mdt),

fazendo o sup ess, e de (2.24
te[0,7)

T T T
[ @B < ¢ ([ 18001t [ lonl i)
0 0 0

Assim,

T
lonltorare < ([ (180m0lEa + 17800l d

116m (B B0y )
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C (186132 r) + IV Al +C)

Por (2.65)) e (3.24]), concluimos que

pml 7207130 < C-
Dai temos (3.10)). Portanto, segue o resultado.
[

Agora provaremos uma estimativa a priori para a sequéncia da derivada

temporal (ag;:) .

Lema 3.5. A sequinte estimativa é vdlida:

H&bm <C, (3.25)
L2(0,T;H (%))
onde C' > 0 nao depende de m.

N 0A¢, o .
Demonstracao. Escolhendo v = — 5 (t) € V,, na primeira equagao do
problema (P,,) obtemos

Odm 3A¢>m 3A¢>m
- [ Zro% SR ACTOEIOLE
OAPm,
= — [ (R0n ) + enFaln(0) 5 1) d
(3.26)

- - 9 . :
Sendo a condicao de contorno de Neumann satisfeita para ﬂ(t), nas integrais

ot
da equacao acima, usando e , temos
Oom (900 (1o [ g0m, 8¢m
/Q By (1) ot (t)dx= /V (t)dx

_ Obm, O,

— V ey () dx HV Y (1) L2(Q), (3.27)
OAD, B 0AP,,
/Qng)m(t)V ot (t)de = Q T () Ay, (t) dz

= 580w (D) ey (3.29)

De (H1), Fy, Fy € WH®(R) e F/(¢m(t)) < ki, pois F; é Lipschitz. Logo usando
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e (D,
~ [ (F0n®) + en) P60 T 1) d
Q
= [ (F6n®) + en P60 A T 1) d
Q
— [ VG 0) + en®Falon() VR 0 do
Q
= | (FU0n(0)T0n(0) + Ten0) Pl (0)
b e F(0n(1) V(1) 2 (1) da
P, P
< b [ 1Vouo][725200| do+ s [ 1Ven(0]| 9502 0) do
s [ en@lIVon)l|[v 2520 do
< o((me(wmm+|erm<t>|rLz<m)Hvagi;"‘@) .
+ /Q cm(t)V¢m(t)Vaéitm(t)' d:z:). (3.29)
Substituindo (3.27), (3.28) e (3.29) em (3.26)), obtemos
|75, 5 Fam Ol
< C((HV¢m(t)\|L2<m+Hch(t)HLm))HV%"@) L2(9)+cm), (3:30)
9,
onde C,, — /Q cm(t)ngm(t)VW(t)‘ dz.

Agora estima-se este termo. Pela Desigualdade de Holder (1.11]), como, 2, 3,
e 6 sao conjugados, isto é

1 n 1 1 _
36 2
temos
0P,
Con < Mlem)lpa@ [V om(t)l o) ||V =5~ (2) :
L2(Q)

Da imersao (|1.5)), temos ||ul|ze) < C||u|| g1 (o), para todo v € H'(), logo
[lem @]z < Cullem )@,
e de (3.9), como |[¢m|[r(0,1;m2(0)) < C, entao

sup ess||dm(t)||m2) < C.
t€[0,T]
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Assim

sup ess (||om(®)||a1@) + [[Vom(®)|la ) < C,
t€[0,T]

logo

IVom @) 110) < sup_ess||dm(t)]|n2) < C.
t€[0,T]

Dai, por (1.5)), e pela desigualdade acima,
Vo ()]s < Col [Vom ()| 1) < Cs,

logo,

v%m

Con < Cllem () Loy Cs || 757 = Cllen®llm@ ||V (1)

ot

‘ Oprm

29)

(3.31)

L2(Q)

Substituindo (3.31]) em (3.30))

v%n ) 2 S A (Ol < C (1IVm()]]
ot 2 2dt mAMILA() S m\UJ1IL2(Q)
b Ve Ollow) [V520]| o+ llentiliine |9 %20
12(9) L2(9)
Om O
< OLIVn®ll ||V @ +IVen®llza || V550
@) L2(©)
O
b Cllen Ol | [v5200 )
L3 ()

Aplicando a desigualdade de Young ([1.13]) nos trés termos da desigualdade acima,
n

para todo n > 0, suficientemente pequeno tal que 2 —Cn > 0, e sendo C(n) = 3

2 82 d 2 n ¢m 2
+ 5 glAen Ol < C nIIV¢m(t)||Lz(Q)+—Hva(t)

V—=()
ey 2dt 3

%

L*(Q)

2
Lz@)) .

2
1| 9m
b llen®le + [V

FalVen (Ol + 1 [ V520 o

ot

L2(Q)

Assim,

OPm

2 2

d b,
+e LA Ol < Cn|[vo

L2(Q) L2(Q)

+CnlIVom W)z + CnllVem®Zz) + Callem(®)] -
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Logo,

Oy d
2-cn|[v%eaf| a0l

<O (IVon®lfz@ + IVen®Is@ + lem @)l )

L2(©)

como, ||ch(t>||%2(ﬂ) < ||Cm(t)||§11(9) € ||V¢m(t)||%2(9) < ||¢m(t)||%11(9)7

OPm 2 d 2 2

— —I|A m 2 C m 1 m 1
[ %o e 18O, < € (I6n0piny  nlr)

(3.32)
Integrando de (0,r) para r € (0,7), e fazendo o sup ess, obtemos
rel0,T]
O, "d
L | 52/1——HA¢m@NF2 dt

T
< 0 [ (10m(Olfn + om0l ey
de modo que

Hv%

- 2 (1A0m(D)E2(0y = 1860220

L2(Qr)
< Ol (¢m,em) ||?L2(0,T;H1(Q)))2'

Por (2.24)) e (3.6]), concluimos que

b,
“vuié— <C. (3.33)
Agora observe que
06 ||” 8¢m Iom
% - [ (ol < o5l «
L2(0,T;H(Q)) L2( L2(Q)

3 m

- L
ot LQ(QT) ot QT)

Por (2.58) e (3.33), segue que
I
L2(0,T;H(R))

Portanto, segue (3.25)). O]
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Provaremos em seguida estimativas a priori para a sequéncia (¢, )%_;.

Lema 3.6. Eziste uma constante C, independente de m, tal que

|em|zoo 0,101 (0)) < € (3.34)
|eml| L2012 (0)) < C- (3.35)
Demonstracao. Escolhendo w = —Ac,, € V,, na segunda equagao do Problema

214} temos
—Lagf()Acm( t)dr — /D1(¢m(t))ch(t)-V(Acm(t))dx
# [ Dalen0).0m(0)T0n(0) - V(Aen(t) do = 0. (3.30)

Por questao de organizacao, abordaremos cada termo da equacao acima
separadamente. Para o primeiro termo da equacao, por (1.2)) e (1.9)), temos

[ Zewsar = [ VROV d+ [ TroTRw s
o, B 9
= /Qvﬁ(t)ch t)dr = 5%/|ch (t)]* dx
1d
= 2 Ve, ) o (3.37)

Para o segundo termo da equacdo (3.36), de (H2)-(H3), p.20, temos D; €
Who(R) e Dy € WH°(R x R), entao por (1.1)), segue que

- /Q(Dl(¢m(t))VCm(t>>VAcm<t> de

- £ ) e

=1

= 3 ([ (2onnG20)) demda = [ Drtome) 52 000 (00 a5

2 o0
_ /Q gai (D1(¢m(t))gi":(t)) Aepdr = [ Di(6,(0)Ae (1 Z‘;(Z n ds
_ /Q A (D10 (0) Ve (6) A e = | D106 263, (70, (1) - s
_ /Q v (Dy(0 () Ve (1) Ay da = | D1 (6 (1)) B () 2 (1) ds
_ /Q div (Dy (6 (1)) Ve (£)) Acy da. (3.38)

Analogamente,

- / (Dol (), b 1))V b (£))V Acu(t) dt
_ /Q div(Da(em(t), Sm(t)) Vb (1)) A (t) dr. (3.39)
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Substituindo (3.37)), (3.38) e (3.39)) em (3.36]), obtemos

3 i1V Ol + [ v (Du(6n(0)Ven(6) Acy do

- /Q div(Da(en(t), G (£)) Vb (1)) Ay (1) da. (3.40)

Utilizando as hipoteses (H2)-(H3) temos que
Dlldenlgy = [ Dildcnt)fda
< [ DiGn®) A (O ds
- / D (6 (£)) A () Ac (1) da
_ /Q Di(m (1)) div(Vem (1)) Acm(?) da.

Note que
DG 0)Ten() = Y o (Do) G20)
= 3 (Dion G2 0520 + Diton) 52 0)
= D0V (1) + Dr(0(1) Ae(t)
= D}V V (1) + Dr(0(1)) div(Ve ()
Entao,

/Q div( Dy (6 (£)) Vem (1)) A (t) da
_ /Q D (6 (1)) Vb (£) Ve () A () da + /Q Dy(6m(t)) div(Vem(6) Acn(t) da
Logo,
Dalldenlfiey < [ ANDLn0)VenD)Aen(t)ds
- /Q DL ()Y a6V (£) A (£) dir.
Paralelamente, veja que

_/QdiV(Dz(cm(t),¢m(t))v¢m(t))Acm<t> du

_ /Q zj; aii (Dg(cm(t),gbm(t))aa(i? (t)) Acn(t) dz
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-, 2 ((Dentt om0 + Ditentt) om) 52 0)) G200

Pom

4 Dalen(d). %(t))wm) Ac(t) de,

onde: Di(-,-) e D3(-,-) é a derivada com relagao a primeira e segunda varidvel
respectivamente. Continuando,

= - /Q ((D%(cm(twm(t))vcm(t)JrDg(cm(t),%(t))wm(t)) Vo (t)

+ Dolen(t), ¢m(t))A¢m<t>> Ac(t) dz

N

/Q(ID%(Cm(t%¢m(t))||V0m(t)V¢m(t)\ +1D3(Cm (), dm ()| Vm (1)
+ [ Da(cm (1), ¢m(t))||A¢m(t)l) |[Acy (1) da

N

C’(/Q]ch(t)ngSm(t)Acm(tﬂdx—i—/ﬂ|ng5m(t)|2|Acm(t)|dx
+/Q|A¢m(t)Acm(t)|dx).

Logo,
1d
2dt
+/Q|V¢m(t)|2|Acm(t)yd:c+/Q|A¢m(t)Acm(t)ydx)

IVen )72 + Dsll Acwm ()] [Z2) < C (/Q [Vem ()Y om(t) Ac ()] da

i / 1D} (0 (1)) Ve (8)V () A ()] der
Observe que
| D10 Ve 0V om0 8cnt)ldr < [ ID4GnO)IVan(OVon (A0 do
< C /Q Ve (£)V (1) A (t)] da.

Portanto,

1d
5 Ve aey + Dl Acn(laiey < C ([ 196n(t)T0m(0) A (1) da
2dt Q

+ /Q V60 (8) 2| A (#)] d + /Q |A¢m(t)Acm(t)]d:c). (3.41)

Considere

£ - / V6 () Ve (£) A (1)) do.
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& — / V6 (D)2 A (1) i + / |Abn(t) A (1) do.

Antes de estimar estes termos, observe que, pelo Teorema [1.12] como n = 3,
tomando m = 1 e p = 2, do item a) obtemos

H2(Q) = W22(Q) S W (Q), 1< q<6,
e H*(Q)) — Wh(Q), 1< ¢ <6, entdo

ullwray < Cllullm2@), paral < g <6, Yue H*(Q). (3.42)

E, pelas estimativas (3.9)) e (3.42), segue que
[|ém ()|Ls(@) + IV Em (D)o (@) = [lom(B)llwro@) < Cllom(B)]|r20) < C,

entao
V& ()] 25@) < C. (3.43)

Assim pela Desigualdade de Holder ([1.11)), pela Desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg (1.19)), e pela estimativa (3.43]) acima, obtemos

& < Vo) Ls@lIVem O]l s @l Acm ()] 22
ClIVem )]s l[Acm(b)l| 220

02||vcm(t)||1§{1(Q)chm(t)HE%Q)HACm(t)HLQ(Q)

1 1
02||Cm(t)|‘12q2(g)||vcm(t)||22(Q)||Acm(t)”L2(Q)-

N IN N

N

D
Pela Desigualdade de Young (|1.13)), com D, > 0 e C(Dy) = NS onde 1 > 0

¢ tomado suficientemente pequeno, entao

& < DulllenOll e IVenOllEz)? + 12" 18 () oo
= 021 Aen Oy + Dullen() Loy en(d Lz
Fazendo k£ =0 em obtém-se
llen@®]m20) < C ([|Acn(t)]|r20) +lem®)]r2@) -

Entao, pela estimativa (2.25) e pelas Desigualdades de Young (1.12]) e (1.13]),

temos
'DS 2
& < g llAcm(®)ia@) + DsC (NAcm (O z2@) + llem®)| @) 1V em )] 2@

Dy
< g llAen®llzz @) + DoCllACH ()]0 [Vem )l 2@ + ClIVem(B)l 120
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Dy D, C?
< 77§||Acm(t)||%2(9) + 77§||Acm(t)\|%2(m + Dy||Vem (72 + >
1
Ve @B
D,
< T]IHACm(t)H%Q(Q) +C(1+ chm(t)H%Q(Q))a (3.44)
21
onde C' = max ¢ D, C—, — 5.
22

Por outro lado, de (1.13)), tomando 1 > 0 suficientemente pequeno, e usando

(L.11), temos
g — / (19O + A (0)]) |Acn(t)] de
Q

< [ 2 (5o + 180,07 + 22180, 0F] do

D, D
= POl + [ 2 (V6n(t)? + 186, (0)” do

Qn

nDs D

= P8Oy + 2 ([ Vom0l do + [ 296, 0MA0 0] do
A (1) d

+ [ 180,00 )

D
< 2 1ac O3y + D (11960 ey + 2 (190D sy |20 Dl 2

I8¢ (1) ey )

De (3.42) e (3.9)), temos que

[[0m@)ll23@) + [[VEm()lL3@) = [|0m D) llwr1@) < Cllgm )| 520) < C,

entao
Vo)l ra) < C.
De
1AGw ()|l 120) < C, VYt €[0,T).
Entao,
& < 25 |Acu(t) gy + C (3.45)

Substituindo (3.44) e (3.45) em , concluimos que existe C' > 0 tal que

1d D,
§£|’ch(t)|’%2(n) + Di|[Acm (B2 < C (nIHAcm(t)H%?(Q)

nD;
OO IVen(Olsa) + “PlAcn O +C).
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E assim, segue que
d
%chm(tm;(m +2D,||[Acm(D)|[2) < CnDGJ| Ak ()|72) + C
+ Gl |[Ven ()72 + C1Ca.
Logo,
d
d—t||vcm(t)||%2(n) + (2= Cn)D||Acn()|[120) < CA+[IVemO)72)-

Temos que 1 > 0 é suficientemente pequeno, e assim, seja 1 < 2 — Cn. Tomando
C' = max{C}, C1Cy}, obtemos

d
aHVCm(t)H%%Q) + Dyl| A ()] [72(0) < C(1+ \Ich(t)\|i2(m)- (3.46)

Como ¢y € H* (), de (2.13)), obtemos

(V(C()m - Co), vCOm)L'Z(Q) =0
(Veom, Veom) @) — (Veo, Veom) 12(o) 0
IV coml|Z2() (Veo, Veom) L2
[V eol| 2@l [V eoml| 2@

N

o que nos fornece

HVCOmHLQ(Q) g HVCOHL?(Q)- (347)

De (3.46) temos
d 2 2
%chm(tmp(n) < C+ Ol Ve )|z

Aplicando o Lema de Gronwall, Teorema e usando a desigualdade (3.47)),
obtemos, para todo ¢ € [0, 77,

IVeultfg < 50 [I9enO)lae,+ [ Ot
e[|V eomllEaqq) + C1]
< e [IVerlfagq) + €t
Consequentemente,
lem(®lZn@ < € [[IVeollZaa + Ct| + llem® 2oy
Logo,

sup. el (8) oy < T [V eol By + CT| + sup_essllem(®)l[32(q)-
te[0,T) t€[0,7]
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Pela equacio (2.25)), e como o termo e“T ||VC0||%2(Q) + CT| é uma constante,
segue que

||Cm||%°°(0,T;H1(Q)) <G

Assim, obtemos ((3.34)).

Fazendo, em ({3.46)), a integral de (0,7) para r € (0,7T), e depois o supremo
essencial para r € [0, T, obtemos

T g T T
| 1ol des [ DA Olftoy < € [ (+IVen e
e, assim
T
IVen(D)72) = IVen(O)l[72) + Ds/o | Ac (872 dt

T
< CT+C/ IV em (8)] 1720 dt-
0

Note que, de (2.24)) temos ||cy||r20,7:m1 () < C, entao

T
/0 V(D) 22y < C.

e como ||V (T)|[72q) = 0 e por (3.47), |[Ven(0)|[72q) < C segue que

T
D, [ lAe Ol it < C.
C

||Acm||%2(07T;L2(Q)) < (3.48)

Da estimativa , com k = 0, temos
lem(®lZe@ < C (IAen®l @ + len®l )
T T T
| len@Bey e < c(/ (0 eyt + [ Hcm<t>||%z(mdt)
0 0 TO
lewlBapzmey < c(||Acmr|%2<o,T;L2(m)+ / !Icm(t)\|%2<mdt)-

Das estimativas (3.48)) e (2.24)), segue que
llem 720 1:m2(0)) < C

e assim obtemos (3.35)). O

Lema 3.7. Ezxiste C' > 0, que nao depende de m, tal que

Ocm,

— < C. .
5 <C (3.49)

L2(Qr)
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9em
ot

Demonstracao. Escolhendo w = (t) € V,, na segunda equagao do Problema

(2.14), obtemos

oc,, , . 0cy,
t

Qﬁ() o (Dde + /D1 Do ))vcm().v(‘%n(t)) dx

+ /QD2 em(t), (1)) V() - V (%(t)) dz = 0. (3.50)

Observe que

0¢, . . O0Cm, B
0w = [

e usando as respectivas defini¢oes de divergente como no lema anteior, concluimos
que

2

OC,

P (t) (3.51)

W(t)

L2(Q)

[ D160 0)Fen(®) + Daentt). 6(0)V0u(0) -7 (520 do

- /Q div <D1(¢m(t))ch(t) + Dy(en(t), d)m(t))ngm(t)) a(;—;“(t) dz. (3.52)

De acordo com (H2)-(H3) temos que D; € WH®(R), Dy € WHe(R x R),
assim

m(0))Vem(t) + Da(cm(t), om(t))V om(t))

¢
= 3 o (DOn G20 + Dafen (8.0 (1) 5200

82 Cm 8Cm

= 3 (Pl GEOFE0 + Duontt) G20 + (PhenDrom) T2 )

201)) G20+ Dafen (0.0 (1) 50

i=1

+D3(Cn(t), G (t))
= Di(¢m(1))Vom(t)Vem(t) + Di(dm(t) Acm(t) + (D%(Cm( ) om (1)) Vem(t)
+ D3 (cm(t), ¢m(t))V¢m(t)> Vom(t) + Da(cm(t), om(t)) Adm(t). (3.53)

Entao,

oc,

/QdiV(Dl(cbm(t))ch(t) + Da(em(t), om(t))Vom(t)) — = (t) du

< C/Q (Vo () Ve ()] + | Ak ()] + [Ven(t) Vo ()| + [V ()

ocy,

+[Agm(1)])
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< € [ (TonOFen(O] + |2 (0] + [F0n (O +180m(0)]) | 5200 o
Q
(3.54)
Portanto,
e,
[ee]], < o L0vomoTal+ se

ocm,

FIVonOF +180,0)) |20 o (359

Agora estimando o lado direito de (3.55)), seja

a=| vgbm(t)vcm(t)%”@)‘ dz
& = /|v¢m acm 'dx+/|Agbm acm ‘dm+/|Acm acm()‘dx

Estimaremos estes dois termos separadamente. Iniciaremos por &;. Aplicando
a Desiguadade de Holder (1.11]), obtemos

oc,,

& < Vo)l Vem®)l e || (1) (3.56)

L*(9Q)

Agora, como H?(Q) < W5(Q) de (3.42)), e (3.9), segue que
[&m ()|zs() + IV Em (D) Lo() = [lom (Ol lwro@) < Cllom(t)]|m20) < C,

entao
V& (t)||rs () < C.
Assim, pela Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg ((1.19)), segue que

ey,
ot (t)

oc,
3t (t)

1 1
& < (] |V0m(t)||12{1(9) | |ch(t)||zg(9)

L*(Q)

1 1
< Cllen@l iz llem @2

L2(Q)

e,
a9t (t)

Cllem(t)||r2

L2(Q) ‘
Note que

IVemllm@) = [[Vemll2@) + [1D?eml 2@ < llemlp2@)
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Sendo 7 suficientemente pequeno tal que 1 — Cn > 0, pela Desigualdade de

Young ([1.13)) segue que

e, 2
ot (t)

Cn
€1 < Cllen®) Py + ] |
12(9)

2

Por outro lado, pela Desigualdade de Young ((1.13)), temos que
dc
Vo (t)|*d -

/ Vo)t dr +

2
2
1% dx+O/Q|A¢m(t)| iz

oc Cn oc 2
=1 m A 2 = __m
+6 at(t)‘ d.il:+C’/|cm \—1—6/ at(t) dx
4 2 Cn || 9cm ?
< ClIVont)lza) + CllAG )] [Z2) + CllAcn ()72 + = | |5, (1) :
2 || ot 12(9)
Entao, por (3.9)), (3.42), (3.23)) e (3.48)), segue que
Cn || Ocp, 2
ELC+—||—=(1) :
2 || Ot 12(9)
Logo, de (3.55) temos
O Cn || 0cp, 2 Cn || 0cpm
—(t) < Cllem®)| G20 + —‘ —(t) +C+ —||—=-(t)
‘ ot | O 2 ot ] 2 (| 9t 7|
oc,, 2 9
L2(Q)
O que nos fornece
I 9
A =Cn) |5 (t) < Cllem®)][52@) + C,
L2()
ou seja,
OC,
(t) < O lem(®)|2@)-
ot 2(0)

Assim, integrando de (0,7), para r € [0,7], e tomando o supremo essencial

para r € [0, 7], por (3.35]), obtemos

T 9cm ? '
/ %em (1) dt < C <T+/ Hcm(ﬂfﬁﬂ(m) di
0 at LQ(Q) 0
ey, 2
' = < C (T+ ||Cm||%2(O,T;H2(Q))>
L2(Qr)
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H@cm

de onde segue (13.49). O]

3.1.2 Existéncia da Solucao e Convergéncia do Problema
Aproximado

Com as estimativas da secao anterior estamos em condi(;()es de obter o

resultado proposto pelo Teoremam De e ) temos que
¢ € L*(0,T; H*(Q))n H*(0,T; Hl(Q)) N L>(0,T; H2(Q)).
Além disso, devido a (3.35)) e (3.49)), ¢,,, ¢ limitada no espago

Wy = {u € L*(0,T; H*(Q)), % € LZ(O,T;LZ(Q))}

definido em (2.74)). Observe que W3 é compactamente imerso em L?(0,T; H*(Q)).
Entao, considerando também (3.34]), existe

c € L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)) N L™®(0,T; H'(Q))

e existe uma subsequéncia de ¢,,,, que ainda denotaremos por ¢,,, tal que, quando
m — +090,

cm —c em L*0,T; H'(Q)). (3.57)
Como L*(Qr) é um espaco reflexivo, temos

oc,, Oc 9

Agora, para concluirmos , . e ., basta seguir os mesmos
argumentos utilizados na Secao 2 2.3, para a passagem do limite no Problema

214

Portanto segue a existéncia de solucao proposta no Teorema |3.1

3.2 Unicidade

Nesta secao, provaremos a unicidade das solugoes que encontramos na secao
anterior. Suponhamos que existam duas solugdes (¢1,c1) e (¢2, c2) satisfazendo
- em conjunto com os mesmos dados iniciais. Sejam ¢ = ¢y — @1 €
¢ = ¢y — ¢1. Vamos obter algumas estimativas para estes termos.

Denotaremos por C, uma constante positiva dependente de €2, M;, M, D,
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D, T, das constantes de Lipschitz dos termos nao lineares F;, D;, i+ = 1,2 e
também de H¢2HL°°(O,T;H1(Q)) (§] HCQHLOO(O’T;HI(Q)).

3.2.1 Estimativas

Lema 3.8. Assumindo as suposicoes iniciais deste capitulo, wvale a sequinte
estimativa:

d
0@ B2y + Vo2 < C (6D ey + le®lEaey) . (359)

onde C > 0 é constante.

Demonstra¢ao. Como (¢1,c1) e (¢2, o) sdo solugoes da equagao (3.3)), temos que

a;il _52A¢1 F1(¢1)+01F2(¢1)
(§]
% — 2 Apy = Fi(d2) + caFo(gho).

Subtraindo a primeira equagao acima da segunda, obtemos

%(@ — 1) —A(p2 — 1) = Fi(¢o) — Fi(1) + c2Fa(pa) — e1 Faleh)
+coFy (1) — caFo(dhn).
Logo,

96

o EA¢ = Fi(¢2) — Fi(¢1) + Fa(dr)c+ ca(Fa(d) — Fa(en)). (3.60)

Multiplicando por ¢ a equagao acima, obtemos

%0 6~ 6.6 = (Fu(62) — Fr(60)6 + Fol61)eo + ea( () — Fo(61))0,

e integrando sobre €2,

(% Py / Addde = /Q (Fi(6) — Fi ()b e + /Q Fy(n)eo dz
n / er(Fal) — Fa(61))6 dor.

| Grodo =55 [1001ds = 35101

Note que,
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e, da Féormula de Green (|1.2])

—/QAgb.qzﬁdx = /§2V¢V¢dw+/€m%¢d0

/Q Vol dr = [V6(0)] 2oy

Logo,

1d

57119022 +ENIVOO[Z2) = /Q (Fy(¢2) = Fu()d da + /Q Fy(é1)co du

n / e>(Fy(62) — Fa(61))é d.

Lembrando que de (H1), F; sdo Lipschitz, sendo k; a constante de Lipschitz,
temos que

/ (Fi(ds) — Fi(0))bde < / Fi(s) — Fy(61)]|6] d < / k(s — 61)¢ da
Q Q Q
— / 1612 dz = I [|6(8) 22000,

Pela Desigualdade de Holder ([1.11]), como 2,4 e 4 sao conjugados, pois
1 1 1

2+4+4
entao
/ er(Folda) — Fa(d))ddr < / ol | Falda) — Fa(en)]|9)] da
Q 9]
< k — d
< /Q Jleallés — nll6] de

- / baleal|6l16] da
Q
k2 [lcal L@l @l a1l L2 @)

N

e, pela Desigualdade de Young
[ Brtoeods < [ 1Fu(@lcliolde < Mo [ Jlolde
< 22 (el By + 1000 ae)
Logo,
S o72) + €°1IVo)172(q)

M
< Rallo)Eam + =5 (e + 1160z ) + kalleallze Il gl 2
< Ul 20y + ey + ezl a6l el €]l z2(e).
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Devido a imersao continua de H'(Q2) — L*Q) e de ¢; € L>=(0,T; H(Q)),
obtemos

ez (O zage) < Clleallme) < C,
16®)lz0) < Cllo®)lan@) = CUl6MDI2) + VD |2),
dai,

o) La@ld)]L2(0) < O(H¢@)H%2(Q) Vo)l z2@llo®) z2@))-

Assim,

16O Bagey + V00 oo
ClleO72(@) + le®)lz2@) + VOO 2@l I6() |20
Aplicando a desigualdade de Young ({1.13]),

SO ooy + IV e
& (160 + e+ ST, + CONSON )

entao,
d 2 2 2 2
0 By + 25 VOO e(@) = EIVOWI ey < C (6@ Faay + et lEzqey ) -

Dai segue ([3.59).
O

Lema 3.9. Assumindo as suposicoes iniciais deste capitulo, vale a sequinte
estimativa

d

a\|V¢(t)|!iz(m+€2\|A¢(t)||i2(m <C (Ilcb(t)llia(m + e 72 + \|V¢(t)llia(g)) ,
(3.61)

onde C > 0 é constante.

Demonstrag¢ao. Multiplicando a equacao (3.60) por —A¢ obtemos

‘%Aw (A)? = —(Fi(9s) = Fi(61)) Ad— Fa( 1) cAd—ca( Fa( ) — Fa(1)) Ag.

Integrando essa equacao sobre €2, analizando cada integral separadamente, usando

(1.2) e (L.11}) temos:

99 _ 99 9909 ,
ot —A¢pdr = /QV—ngﬁdx— 69 5o do
8V¢

1d
_ 2 a 2
= [ Voo =55 [ Vel = 5 ZIVell
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J@opd = [ 1867 de = 1860
Q Q

N

—/RFA@)—F«@»A¢¢n ‘/kﬂ@r—%HAdezl/kﬂwAwdx
Q (9] Q
|68 2o 1G22y

~ [ Raoedode < My | el de < M)l |00 e

N

- / eo(Folda) — Fa(dn))Adde < / ol als — dul|AG| dr = / cal el BllAG] da
Q Q Q
= kollca(t)|| sl |@()]| L2 [|AD(E)]| L2(0)

Logo,

thchblle + (| Ad()72 @y < C (lloM)r2) + lle®)]] 2@
+ 2Ol @l La@) [[AGE)]] 120

Devido a imersao continua de H'(Q) — L*(Q) e da ¢y € L>(0,T; H(Q2)),
obtemos
l[c2(t)] ]2y < Cllea()|| ) < C,

o)1) < Clle®)[|m1(0) = Cl|o()]r20) + [[VO(E)L2())-
Assim, da Desigualdade de Young ((1.13))

5 FIVla0) + 1260 sy

C (llo)l2@ + e z2@) + o)1) 1AS(H)]] 20
< C (1o 2@ 1A 2() + et 2@ | AS(#)]| z2()
+IIVO(t) |20 [[A6(1)]| 12())

2 2
C (C(€)|I¢(t)lliz(m + ;—CIIAé(t)Iliz(m + Ce)lle(®) 120 + ;—Cllﬁcb(t)llizm)

N

N

2

CENTODIErey + 31800 ) -

Entao,

IIVcblle )+ 2% [Ab(O)[2) — EM1Ad()][ 120
ClloM2@ + le®llizg) + 11V q)-

Logo, segue (3.61]). n
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Lema 3.10. Assumindo as suposicoes iniciais deste capitulo, vale a sequinte
estimativa

d

Zlle®llz2i0)+Dsl[Ve®)l[z20) < C (Ilﬁcb(t)lliz(m + ez (@) + IIC(t)H%z(Q)) :

(3.62)
onde C > 0 é constante.

Demonstragao. Como (¢1,c1) € (¢2, o) sao solugoes de (3.4]), segue que

0 .
% = div(D1(¢1)Ver + Da(cr, ¢1)Vr)
e
862 .
=, = div(D1(¢2)Ves + Da(e2, 62)Via).
Subtraindo a primeira equagao da segunda, obtemos
0 . -
5 (@2 1) = div(D1(92)Vea + Ds(c2, $2) Vo) = div(Di(61)Ver + Do(er, 61) V),

ou seja, lembrando que ¢ = ¢y — ¢y,

% = div(D1(¢2)Vea + Da(ca, $2) V) — div(D1(¢1)Ver + Da(cr, 1) V).

Multiplicando esta equagao por ¢, e integrando em €2, obtemos

g 5 cdr = /Qdiv(Dl(gbg)VcQ + Ds(c2, p2) Vo) cdx,

isto é,
— / diV(Dl(qbl)VCl + DQ(Cl, ¢1)v¢1) cdx.
Q

Note que, usando a Férmula de Green (1.1f), obtemos
__Hc(t)H%%Q) = /(D1(¢1)V01 + Da(c1, $1)V 1) Vedr
Q

- /Q(D1(¢2)VC2 + Ds(ca, ¢2)V2)Veda

= —/Q(D1(¢2)V02—D1(¢1)V01)VCdiU—/Q(D2(Cz7¢2)V¢2—D2(01>¢1)V¢1)V0d$7

entao

1d

5%“0(75)“%2(0)+/D1(¢2)V02V0d$ — /D1(¢1)V01Vcd:1:
0 0

—i—/DQ(cz,qbg)quQVcdx — /Dg(cl,gbl)ngchdx:O.
Q Q
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Somando e subtraindo alguns termos, obtemos

D e®)| oy + / Di(6)VesVeds — / Dy () Ver Ve di
2dt o
—/Dl(gzﬁl)VcQVcdx + /D1(¢2)V02Vcdx
Q Q

+/DQ(61,¢1)V¢QVCd$ — /D2(61,¢1)V¢1V0dm
Q Q

/ DQ(Cl, ¢1>V¢2VG dx + / D2(CQ, ¢2)V¢2Vc dx = O,
Q Q

entao

1d
3llcOl+ [ DiIVePde = [ (Do) = Di(ea)VerVeda

—/D2(01,¢1)V¢V0d$ + /(D2(017¢1)—D2(02>¢2))V¢2V6d93-
0 0

Assim, usando (H2) e (H3), tomando k; como as constantes de Lipschitz de
D; respectivamente, obtemos

1d

37Ol + DTy < [ DifonI Vel do

< / k1’¢1—¢2||VCQVC| dl’—i—/ M3|V¢VC| d[L‘—f—/ k2|(61,¢1>—(CQ,¢2)||V¢QVC| dl’
Q Q Q

Tomando C' = max{ky, M3, ko }, obtemos

1d
3 IOl + DTl < ([ loIvevdde+ [ 1vavelds

b [+ ivavea). @

Para estimar o lado direito de (3.63]), observamos que, pelo Teorema e pela
Proposicao [1.9] a imersdo continua de H?(Q2) < L*®(Q) ¢ vélida para dominios
suaves 2 C R? com d < 3. Note, também, que pela estimativa ((1.18)), com k = 0

ol m20) < C ([|1A¢]]L2(0) + 10]|220)) -

Assim, existem constantes positivas Cy,Cy > 0, tais que

/|¢||V02V0|diﬂ < 9l ze@lIVeall 2@l Vell L2
Q

< Cillollmz@lleal| Lo orm @) Vel 2@
< Gy ([|1AG]] 120y + 1|9l 2@) Vel |2y (3.64)
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A mesma estimativa vale para o termo [, [¢||V¢2Ve|dz, isto é,

/Q BIVe:Velde < 16l VoallznlI Vel 2o

< C|B||l a2l @2l e 07m1 @) [V el [ L2 ()
< Gy ([1A¢]| 2 () + 19l 2@) Vel |2

Agora, usando a Desigualdade de Holder, a Desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg (1.19)), e a imersao continua (|1.5)),temos:

IV b2|lrs) < ClIVoe|lm o) < Cllgallm2@) < CllgallLeo,rm20)-
Logo, existem constantes C3, Cy > 0 tais que,
/ c|[VoaVeldz < lcl|ra ) [[V 2|l Lo @) Vell L2
Q

1 1
Cullellzn o llel 22 [V @2l s @[ Vel 2@

N

N

1 1

G2l o720 el o el gy 1Vl 220
1 1 1

Ci (Ilellzaqy + 1€l 72y ) llel ooy Vel 20

1 3
= Ci (lellzz@IVellzzy + llel 7o) I Vell ooy ) -(3.65)

N

Entao das estimativas (3.64)) e (3.65)) em , com o uso da Desigualdade
de Young (1.13]), deduzimos que existe uma constante positiva C' tal que para

q.t.pt € (0,7), temos

d
ZleOllz2@) + 2Dl[Ve®llzq) < 2C2 (1801120 + 19]]2@)) [IVell2()

1 3
+ /Q [VoVeldx + Cy <||CHL2(Q)HVCHL2(Q) + HCHEQ(Q)HVCHE2(Q)>

< C (1A 2 olVelliz + oMl lIVellz@) + VOl 2@l Vel 2@
1 3
+  lellzz@IVellrz@) + HC||22(Q)\|VCHE2(Q)>

D, D
< C (DS“A¢’|%Q(Q) + %HVCH%Q(Q) + D,l[¢l[72(0) + %HVCH%%Q) + D,||Vo[2(
‘DS 2 2 ‘Ds 2 2 DS 2
+@HVC||L2(Q) + Dsllel|72(0) + %HVCHB(Q) + Dsllcl|72() + @HVCHB(Q)

< O (11860 2 + 1000130 + le®)Z2(@) ) + Doll Vel 2oy

Portanto segue ((3.62)).
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3.2.2 Conclusao da Unicidade

Com as estimativas da secao anterior provaremos a unicidade. Para tal
mostraremos que ¢ = ¢ =0 q.t.p. em Q.

Multiplicando a desigualdade (3.62) por u > 0 que serd escolhido mais tarde
d
—Hlle(®) |z @ Dattll Ve(®) ey < Cot (IA0(0) 120y + 16 sy + et ey )
agora adicionando (3.59) e (3.61)),
L 1e(t)| B+ Dot V)| oy +-e 60| Eaiey +2 VS0 By e V(1)) 2
it 2@ TEsHIV AT L2Q)Te LT g L2(Q)
62| A0(0) ey < Cott (11600) By ey + e By ) + Corll A (D) Fa(ay
+C (6120 +1e®) Baay) + € (11600 By + eI 2y + 11960 32(o))
< Cont (6O By + 122 ) + Conll 0220y + C5 (6] 32y
VO By + et By

< (Cs + Cgp) (H<Z5(t)‘|%11(9) + ||c(t)||%2(9)> + CGM||A¢<t>’|%2(Q)'

Logo,

d

E<||¢(t)||%2(9)+||V¢(t)||2L2(Q)+M|| ()72 )+€2||V¢()I|Lz y+E1AG(0)|[220
+ Dot V()] 320y < (Cs+ Caa) (6] By + et By ) + ConllA6(®)] 2oy

Como &2||[Vo(t )||L2(Q > 0e DS,uHVc(t)H?ﬂ(Q) > 0 a desigualdade acima
implica que

d
= (161 @ + alle®)| ey ) + 1800 ey

< (Cs 4 Cope) (H(b(t)Hl%Il(Q) + ||C(t)||%2(sz)> + Cﬁ/LHA(?(t)H%%Q)?

2
€
onde C5 e Cg sao constantes positivas. Entao escolhendo p = o obtemos
6

d 2 e’ 2 ) 2 2
— t 1 + —|lc(t 2 + € Aob(t 2
di (||¢>()||H Q) 06“ Iz Q) 1Ao7 Q)

< (Cs54¢%) <H¢(t)‘|l2ﬁll(0) + ||C(t)||%2(sz)> +52|‘A¢(t)‘|%2(9)
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C5-‘r-62
82

1. —
woc{1. 21

d
= (1161 + ez @) < C (6O + le@lfeg ) - (3.66)

Tomando C = , para q.t.p t € (0,T), temos

Aplicando o Lema de Gronwall (Forma Diferencial) (1.17)), tem-se

t
16(8) 371y + Nle(®)l[Z2g0y < elo O {Hé(o)llin(m + (01220 +/0 0d51 :

Como ¢(0) = ¢(0) = 0, temos que

167 (@) + lle®)l]72@) < 70 =0.

Logo,
o7 + le®)][72) =0 atp t e (0,7),

entao,
&)%) = 0 se, e somente se, ¢ =0 q.t.p em Qr
H(Q)

||C(t)||%2(g) =0 se, e somente se, ¢ =0 q.t.p em Qr.

Portanto, segue a unicidade. Assim, vale o Teorema [3.1]



Capitulo 4

Um Principio do Maximo

Neste capitulo estabeleceremos um Principio do Méaximo com suposicoes
extras sobre os termos nao lineares. Este resultado permite-nos concluir a
existéncia de solucao para o problema com as hipdteses fisicas adequadas,
istoé, 0< pp<leld<p<lentao,0<p<led<LeL 1.

Assim, além de (H1)-(H3), vamos supor que os termos nao lineares Fy, F» e
D, satisfazem as seguintes condicoes extras:

(H4) Fi=F,=0em | — 00,0l U[l,4o0[;
(H5) Dsy(+,r9) =0em | —o00,0]U[1, 400 e Vry € R.

Entao, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Sob as hipdteses (H1)-(H5), suponha que os dados iniciais
(¢, o) € L*(Q2) x L) sdo tais que

0 < ¢o(z), co(x) <1 para q.t.p. z €.

Entio para algum T > 0, toda solugio fraca (¢,c) € (L*(0,T; HY(Q)))? N
(H'(0,T;V"))? satisfaz, para todo t € [0,T],

0 < o(x,t), c(z,t) <1 para q.t.p. xz € €.

Demonstra¢ao. Vamos provar que se ¢g, co = 0 .t.p. em Q entao ¢(t),c(t) = 0
para todo t € [0,7] e q.t.p. em . Consideremos a parte negativa de ¢ e c e

denotemos ¢~ = max(—¢,0) e ¢~ = max(—¢,0). De acordo com o exercicio 17 (ii)
da Secdo 5.10 do livro do Evans [7], pagina 292, temos que ¢~ € L*(0,T; H*(Q))
com Vo~ = —Ve¢se p <0e V¢~ =0, caso contrario, q.t.p. em Q)7 e as mesmas
propriedades valem para ¢~ .

Entdo, escolnendo v = —¢~ e w = —c¢~ nas equagoes (2.3) e ([2.4)

96
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respectivamente, obtemos para q.t.p. t € (0,7):

_ % >V w2 [ (Voo do =~ [ (R0) + cFale)o do.

_ <% c>w + [ (D1(0)Vet Dafe.0)Vo) (=) do =0,

Lembrando que ¢ = ¢ — ¢~ ; assim
/(—V(b)V(b dr = / (=V(¢pT—¢7)) Vo~ dx = —/ VotVe d:c—i—/ Vo~ | dx
o) 2 2 Q
Note que
se ¢ < 0, entdo Vo't =0, logo —/ VotVe dx =0,
Q
se ¢ >0, entao Vo~ =0, logo —/ VotV dx = 0.
Q

Assim,
/(—ng)qu_ dx :/ Vo~ |? dx.
2 9]

E, analogamente

/Q Dy($)Ve(—Ve) da — /Q Dy(6)] — Ve |? da

/DQ(C, &)Vo(—=Ve) dx :/ Dy(c, p)VoVe du.
9] c<0

Portanto,

2 :
(Goo),, e vt ar=— [ (R +emions .

€

- <%’C>w,v + /()D1(¢)| — Ve P de=— /o<0 Ds(c, )V Ve dx.

Quando uma fungao 1 pertence a H'(0,T; H*()), é fcil provar que

o N\ 1d, .,
(Fv),, =55 e

em L'(0,7). Usando argumento de densidade, é possivel mostrar que esta
igualdade vale para toda fungao ¢ em L*(0,T; H'(Q)) N H*(0,T;V").

De fato, pelo Teorema [1.16, tomando V = H'(Q) e H = L*(Q), como



Y =T — 1™, temos que

o /0 o ot o~
)y = o), - <w Voo ),

e
= (%), =5l e

Dai segue que

30 Ol + & [ 19977 do == [ (R() + cao)o™ do. (@)

1d
~—le” ()72 /D1 @) — Ve |? dov = — /D2 ¢)VoVe dv. (4.2)

Agora, usando a hipétese (H4) sobre os termos nao-lineares Fj e Fy, veja que

(Fi(¢) + cF3(9))¢~ =0 q.t.p. em Qr.

Por outro lado, assumindo (H5) sobre D segue

Ds(c,¢) =0 sec<0, qt.p. em Q.
Assim, as equagoes (4.1)) e (4.2)) sdo reduzidas para

33716 Ol +2* [ V6P do =0 (4.

2dtHc (t)||72 Q)—i-/Dl )| — Ve |? dx =0, (4.4)

para q.t.p. t € (0,7). Dados ¢ = ¢; = 0 e devido o fato que a fun¢do D é
positiva, concluimos que ¢~ (t) = ¢ (t) = 0 para todo ¢t € [0,7] e q.t.p. em Q.

De fato, de 1) como 52/ Vo™ |? do > 0, segue que
7

=63y < 0. entiio |67 (e — 167 (0) 3oy <O,

dai
Hqﬁ’(t)H%a(Q) =0 se, e somente se, ¢ (t) =0,

para todo t € [0,7] q.t.p. em Q.
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E de " como / Di(¢)| — Ve |? dz > 0, segue que
o

57l Ollzz0) <0, entdo [l (B)l[z2) = lle™ (072 <O,

dai
lle™ (1)]172) = O se, e somente se, ¢ (t) =0,

para todo ¢t € [0,7] q.t.p. em €.
Logo, se as partes negativas de ¢ e ¢ sao indenticamente nulas, segue que

essas fungoes s6 possuem partes positivas. Assim, ¢(z,t),c(x,t) > 0 para todo
t €10,T] e q.t.p. em Q.

Agora vamos mostrar que ¢g, ¢y < 1 q.t.p. em  implica que ¢(t),c(t) <
para todo t € [0,7] e q.t.p. em Q. Para tal, tomemos v = (¢—1)" ew = (¢c—1

nas equagoes (2.3) e (2.4)). Entao

1
)t

(G0~ 1>+>w w2 [ Vovie -1 do= [ (F(0) + cRae))(o - 1)* d.

Note que Vo = V(¢ — 1) = V¢ — V1. Assim

/v<¢—1)V(¢—1)+ dr — /v 6— V(6 —1)* da
(7 2

- [(F6-1) - V6-1) V-1 i

= [ Vo= Pde— [ Vo-1)Ve-1)" i
= /Q|V )T 12 da

¢ +> 1d o
— —1 = —— —1 2
< 5 0= = gglle= DTl

e, pelo Teorema [1.16

Assim, temos

3l ="l + & [ V(= 1) Pdo = [ (Fi(e) + cRo)(o - )" do.

De (H4) segue que Fi(¢) + cFa(¢) = 0 q.t.p. em Qr e no intervalo (0, 1) temos
que (¢ — 1)T =0, entao

33716 = D" Iy ¢ [ 1V(6 = 1) o = (1.5
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Temos também,

0

< ¢ (c—1)7F > +/ Dy(¢)VeV(e— 1)1 dx = —/ Ds(c, 9)VoV(c — 1) dx.
8t Ve () Q

Analogamente, como no caso anterior, para ¢, obtemos

th”( ¢~ 1)* |2, Q)+/D1 V(= 1) do = /D2 OV (c—1)" da.

De (H5), para ¢ > 1, segue que Ds(c, ¢) = 0 q.t.p. Qr, assim

1d
3l =171 + [ DA@IVE=1) P do =0, (4.6
Agora, de 1' como 62/ V(¢ — 1)"|*dx > 0, segue que
Q

——[|(¢ = D721y <0 entao ||(¢ — 1)*(1)|[72(0) — (& — D (0)|[72(0y < 0.

Note que (¢—1)7(0) = (¢pg—1)", como ¢y < 1 entdo pg—1 < 0, dai (pg—1)T =0
q.t.p. em Qp. Assim

16 = 1) ()] By = 0 se, e somente se, (6 — 1)*(t) =0,
para todo t € [0,7] e q.t.p. em £, logo
(0 —1)(t) = =(¢—1)"(t) <0 entdo ¢(t) <1,
para todo t € [0,7] e q.t.p. em €.
E, finalmente, de , como D; é positiva, segue que /Dl(qﬁ)]V(C —
1))? dr > 0; logo ’

1d -
577 ll(c = D7 I[Z2) <0 entdo [|(c = 1) ()22 — [I(c = D (0)l[z2) <O,

como ¢y < 1 logo |[(c —1)%(0 )||%2(Q) = (0. Entao,
(e = 1)*()||72(q) = O se, e somente se, (¢ —1)*(t) =0,
para todo t € [0,7] e q.t.p. em Q. Logo
(c—=1)(t) =—=(c—=1)"(t) <0 entao c(t) <1,
para todo ¢t € [0,7] e q.t.p. em €.

Portanto segue o resultado.



Capitulo 5

Modelo Com Um Termo Nao
Linear Caracterizado Pelo
Double-well Potencial

Neste capitulo faremos um estudo do mesmo problema , mas considerando
o termo nao linear F; dado por Fi(¢) = a¢ + bp? — ¢* onde a e b sao fungoes
limitadas conhecidas. Essa é uma caracterizacao que esta relacionada com o
chamado double-well potential, consideredada inicialmente por Hoffman e Jiang
[10], e outras informagoes sobre essa fungao podemos encontrar em Assungao [2].
Assim, teremos o seguinte problema:

( %—62A¢+a¢+b¢2—¢3+cﬁ}(¢) em {2 x (0, +00),
de _ div(D1(¢)Ve + Ds(c, o)V ) em Q x (0, +00),
ot (5.1)
dop  dc
Er 0 sobre 09 x (0, +00),
( #(0) = ¢o, ¢(0) =co em 2,

Vamos provar um resultado de existéncia de solu¢ao para o problema acima.
Para tal consideremos as seguintes hipéteses

(H1) F, é Lipschitz e limitada com

\Fy(r)| < My V7 € R.

(H2) D, € C(R) é Lipschitz positiva e limitada com

O<DS<D1(T)<D1, VreR.
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(H3) Dy € C(R x R) é Lipschitz e limitada com

|Dy(r1,72)] < M3, V(r1,72) € RxR.

Assim podemos enunciar o seguinte resultado de existéncia de solucao fraca,
considerando ) um subconjunto aberto do R com 1<d<3:

Teorema 5.1. Assumindo que (H1) — (H3) sejam vdlidas e que a,b € L>(Qr).
Para qualquer (¢o, co) € L*(£2) x L*(2) e T > 0, existe um par de funcgoes (¢, c)
satisfazendo

¢, c € L*(0,T; H'(2))n H (0, T; V"), (5.2)

tal que $(0) = ¢o, c(0) =¢o e
9¢ 2 _ 2 _ 3
<§’U>V@v +e /QVQS.VU dr = /Q(agb—l— bp — ¢° + cFa(9))v dx, (5.3)
<6—C, w> + / (D1(¢)Ve+ Dy(c,p)V).Vw dx =0 (5.4)
ot vy Je

para todo v,w € H(2) e g.t.p. em (0,T).

A demonstracao desse resultado segue na préxima secao.

5.1 Demonstracao do Teorema 5.1

Para a demonstracao desse resultado vamos também utilizar o método de
Faedo-Galerkin. Com os mesmos argumentos da Secao [2.1] p.23, temos um
problema aproximado como segue

/ 8;;;:2} dr +¢ / Vo, - Vodr = /Q(agbm + b2 — O, + e Fo(dm))v dz,
(Pn) / i?c_mw dx + / (D1(¢m)Vem + Da(emy dm)Vor) - Vwdr = 0,

para todo v, w € V,,, e q.t.p. t € (0,7T)
L ¢m(0) = ¢0m c Vm7 Cm(O) = Com € Vm

(5.5)
Lembrando que: V;,, é gerado pelos {v; }1<j<m que sdo autovetores do operador
—A, e que U Vi = L*(Q). Como H'(Q) — L*(Q) segue que U Vi = HY(Q).
m>1 m>=1
E também do fato de L*(Q) — L*(Q) segue que L*(Q2) C U Vin-

m>1

O termo Fy(¢,) = agy, + bp?, — @3, é continuo em ¢,,, entao temos condigoes
de concluir que o problema acima tem solucao para cada m > 1. Basta utilizar os
mesmos argumentos da sec¢ao [2.1.1} Entao conseguimos a existéncia de solugoes

(Qbmacm) S Cl([OaTm]’Vm X Vm)
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As condicgoes iniciais desse problema convergem da mesma forma que na Secao

(veja p.31).

Agora vamos obter estimativas para a sequéncia ¢,,, afim de obtermos
condigoes para passar, quando m — +o0o, nas equagoes do Problema [5.5 para
concluirmos a existéncia de solu¢ao para o problema ((5.3)) e (5.4)).

5.1.1 Estimativa a Priori

Inicialmente mostraremos um resultado semelhante ao Lema [2.8, com o
objetivo de obter o tempo ¢ em um intervalo fixo [0, 7.

Consideremos a constante positiva C' dependendo também de ||a||re (),
|10l o= (@r)-
Lema 5.2. Eziste C' > 0 dependendo de T, tal que, para todo 0 <t <T,,

|Gm D] z2() + [lem (O] 2@ < C. (5.6)

Demonstragao. Escolhendo v = ¢,, na primeira equacao do problema ([5.5)), e
w = ¢, na segunda equacgao, obtemos

1d [ , ) . _
§E/Q¢mdx—|—8 /Q|V¢m| dx—/ﬂ(aqf)m—i—bgzﬁm gbm)qudac—i—/Q0771}7‘2(@5”1)%1algg7
(5.7)

%% chndl’—f—/QDl(gbmHVCdex:/KIDQ(Cm,Qﬁm)ngchmd;p‘ (5.8)

Multiplicando a equagao (5.8) por § > 0 e somando com a (5.7) obtemos,

usando as hipdteses (H1)-(H3) do inicio desse capitulo,
1d
2dt Jq
< [laligtids+ [ pligs) o+ 0e [ fenllon]de+ 80t [ 1V6,[Ven| da,
Q Q Q Q

(qﬁfn—l-écib)dx—l—ez/ﬂ|V¢m|2dx+5Ds/Q|ch|2dx—|—/ﬂ¢fndm

aplicando as desigualdades de Young (1.12) e (1.13]), obtemos, tomando v > 0
suficientemente pequeno, tal que 1 — v > 0,

1d
S (\¢m\2+5\0m|2)d$+€2/ |V¢m\2dl’+5Ds/|VCm|2d$+/ || * da
t Q Q Q Q

1 1 M.
3 [P +5 [lonttaosn [pitdes ] [ 6o s 532 ( [ fenf ds
2 Q 2 Q Q 2 Q 2 Q

oM. oM.
+/\q§m\2d:c) —|——3/|V¢m]2dx+ 3”/[ch\2d:c.
Q 2n Jo 2 Q

N
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D, e?

Escolhendo § = W

en=—>, temos
M;

d
— (’¢m!2+5]cm|2)dx+52/\V(bm]de—l—(SDs/|ch]2dx+(1—’y)/ || * daz
Q Q Q

dt /o,
< /|a|2+zv/|b|4dx+M2 (/ |cm|2dm+/|¢m|2dx)
Q 9] 9] Q

< NalBeiar) + 21 [Bl2w o + Mo ( / el + / |¢m|2dx)

< C<1+/\cm\2dx+/y¢m]2dx>, (5.9)
Q Q

onde C' = max{||a||r=(qQ.), |b|@q), V> M2}

Como
82/ IVom|?dz >0, 5Ds/ Ve dr = 0e (1— 7)/ | |* d > 0,
Q Q Q

e do fato de § > 0, obtemos

d

L (gmf? + dlenl?) dz < © (1 + [@+) da:) .

Aplicando o Teorema [1.24] (Lema de Gronwall - Forma Diferencial), obtemos

/<|¢m|2+5\cm\2)dx < ehoCds {¢;(o)+5c;(0)+/t0ds}
Q

0
= | dom|? + Slcom|? + Ct] = C(t); Yt € (0,T,),

ou seja,

/Q (6nl? + Slenl?) de < C(t) < C(T).

Portanto,
[16m (O] Z2() + llem ()] Z2) < C-
O

Assim, de posse desse resultado, aplicando o Lema concluimos que
T, = +o0o. Entao, t pertence a um intervalo fixo [0,7] e a constante C' do
resultado anterior nao depende de m. Portanto, podemos enunciar o seguinte
resultado que apresenta importantes estimativas. Note que algumas delas j& sao
conhecidas e que neste problema também conseguimos obté-las.
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Lema 5.3. As sequintes estimativas sao vdlidas:

H¢mHL4 @ <C, (5.10)

(s @)l (2207110002 < C, (5.11)

|[(ems &m0z ()2 < C, (5.12)

H(acm (%m) <C, (5.13)
ot ot (L2(0.7:v7))2

onde C' € uma constante positiva que independe de m.

Demonstragao. Voltando a equacao (5.9), note que esta é equivalente a

d
7 <||¢m(t)||%2(g) + 5||Cm(t)||%2(9)> + &2V (B[220 + 0 D:l|Vem (1|72
+ (L= Nlom@®lita@) < C (1+ lem®IFz@) + 1omB)Fzq )

Integrando de (0,7) com r € [0, 7], e usando ([5.6))

(119m() 2y + Sllem()Z2y ) = (l6m O] 2y + llem O] 32(q))

e / IV ()] (e it + / 5D, ||V (1) oy dt + (1 — ) / m(8) [
<C(r+Cr).

Tomando o supremo essencial para todo r € [0, 7] obtemos
T T
2 / IV m(t) 2oy e + / 5D,V e (1) 2
T
b 1= [ om0l dt < CT),
T T ° T
2 / IV (8) 2yt + / 5D,V e (1) 2oy + / em(®) ey dt
T T
T / 16m(® o dt + (1—7) / 6m (8|4
T T
<em + [ len@lra i+ [ om0l
usando (5.6) novamente e tomando C' = max{C(T),&?,6D,,1 — v} obtemos
T T
/0 (Il6m(®12(@) + V0 (] 2(q) ) dt + / (llem® B2 + I Vem®)Fa(q ) dt
T
/0 ém(®)[Legey dt < C

H(bm||%2(0,T;H1(Q)) + ||Cm||%2(O,T;H1(Q)) + ||¢m|’4L4(QT) <C.

Logo, obtemos (5.10]) e (5.11)).
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E, tomando em ([5.6) o supremo essencial obtemos (5.12)), ou seja

sup ess (||om(t)]|z2@) + |lem ()l 2@) < C.
t€[0,T)

Finalmente, vamos obter a estimativa . Como pelo Teorema segue
que V = H'(Q) < LI(Q), com 1 < ¢ < 6 assim existe C' > 0 tal que
l|u||2) < Cllullv e |Jul|iq) < Cllully para todo u € L(2). (5.14)

Entao

/a¢mvdx+/b¢ilvdx—/¢f;bvdx

Q Q Q

< [lagmoldo+ [ potolda s [ [6holda
Q Q Q

< (Nallu=ian lomllz@liollzze + Bllze@n 64 i@l ol + 165114 g ol )

tomando uma constante positiva como sendo o max{||al|r=(0.), [|b||z>@r). 1}, €
usando ([5.14)) em

|I¢§1|IL2(Q>Z/Q|¢3nl2d$=/gl¢ml4dw=|I¢m||L4(m < Cl¢mllv

4
(A / 634 dz = [ oml*de = 16mllusa < Cllonlly.
logo, usando novamente

/ apmv dr + / bp? v dx / ¢ vdx
Q Q

< Clolly (lémll2@) + émlla@) + 1émllLaw)
< Clollv (lomll2@) + dmlr1@) -

Assim, da primeira equagao do Problema para todo 0 < t < T, segue que

i,
H < EVon®)llz@ + C (lomllz@ + omllim@) + llem®llzze

V/

H%’”

C (Ilom®)s@) + llem (B F2qgy ) -

V/

Integrando a equagao acima, obtemos da estimativa (5.11)), que

Ha% <C.

L2(0,T;V")
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Da mesma forma como no Lema obtemos que

Logo segue ([5.13)).

Portanto, segue o resultado.

2
8cm

< O
ot s¢

2(0,T;V")

5.1.2 Convergéncias

De posse das estimativas da secao anterior, conseguimos analogamente como
na Secao m (veja p.42) as seguintes convergéncias:

(em,m) = (c;0) em (L*(Qr))* N (C([0,T],V"))* (5.15)
) (

(cms &m) = (c,¢) em (L*(0,T5 H'(2)))” (5.16)
(%,%’”) — (%,%) em (L*(0,T;V"))?, (5.17)

onde ¢, ¢ € L2(0,T; H*(Q2)) N HY(0,T; V).

Agora para concluir o teorema vamos passar o limite na primeira equagao do
problema aproximado (5.5)), e obter a equacao (j5.3). Para equagao (5.4), como

temos convergeéncias semelhantes com as da Segao obtemos ela como na

Secao (veja p.4T).

A equagao do problema ([5.5) que vamos passar limite é equivalente a

/ 5/% drdt + E/Tﬁ/Qngm~Vvd:cdt

T
— / 5/(a¢m +bp2 — @2, + cpFo(pm))vdr dt = 0,
0 Q
(5.18)

para todov € V,, e 8 € D= D(0,T).

Da Secao valem as seguintes convergéncias quando m — 400

b, O
/ B/—vdmdt — <<§,U>V/7V,B>D,’D, (5.19)
/0 B/Qngvadxdt — </QV¢Vde,B>D/’D, (5.20)
T
/ ﬁ/cmF2(¢m)vd:cdt — </ cF2(¢)vdx,ﬁ> : (5.21)
0 Q Q DD
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Vamos obter agora uma convergéncia para o termo

T
/ B/(aqsm + bp? — @3 v dr dt
0 Q

:/OTB/Qagzﬁmvda:dtJr/oTﬁ/qubfnvda:dt—/OTB/Q@?;Lvdxdt.

Em ([5.15) temos que ¢,, — ¢ em L*(Qr), dai, segue que ¢,,, — ¢ em L*(Qr),
entao para todo ¥ € L*(Qr),

/OT/§2¢m¢dxdt—>/OT/§2¢wdxdt,

com m — +o00. Como a € L®(Qr), ap € L*(Q7). Do fato de fv € L*(Q7)
segue que

/()Tﬁ/52a¢mvdxdt_> /()Tﬁ/gagbvdxdt: </Qa¢vdx,B>D/,D, (5.22)

para todo 8 € D(0,T).

Ainda de (5.15)) temos ¢, — ¢ em L*(Qr), passando a uma subsequéncia e
usando a mesma notagao temos ¢, — ¢ q.t.p. em Qr, dai ¢? — ¢* q.t.p em

Qr, observe que, usando a estimativa (5.10]),

T T
16 Boary = / 162, (1) By it = / / 62,(6)P do dt

T T
= [ [lon@ltwde= [ 6Ol
0o Jo 0

= |lomllzagm < C-

Aplicando a Proposicao [1.6| concluimos que

¢72n — ¢ em LQ(QT)'

Assim para todo ¢ € L?(Qr), como b € L®(Q7), segue que by € L*(Qr),

entao . .
/ / bgbilw dz dt — / / b(bzw dz dt.
o Ja o Jo

Como fv € L*(Qr),

/OTﬁ/ngbglvdxdt_>/0T5/Qb¢21)dxdt: </qu52vdx,ﬁ> . (5.23)
D'.D

para toda 8 € D(0,7T).
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Finalmente de (5.15)), temos que ¢, — ¢* q.t.p em Qr, e usando ((5.10))

315 :/ 3t§ddt:/ )[4 dx dt
H%HL%(QT) o, |05, ()] 3 da o, | (2)|* d

= l6mllLuqn < C

Logo aplicando a Proposicao [1.6[ concluimos que

¢> — ¢ em L3(Qr).

Assim para todo ¢ € L*(Q7),

/OT/Q¢%wdxdt—>/oT/Q¢3¢dxdt.

Observando que Sv € L*(Q7), pois v € V,,, C L*(Q)

/OTﬁ/Sl¢fnvdxdt_>/oTﬁ/S)¢3vdxdt: </§2¢3de’ﬁ>D/’D7 -

para toda 3 € D(0,T).

Agora, usando (5.19)-(5.21)), (5.22), (5.23) e (5.24), passando o limite com
m — +00 na equacao ((5.18)), obtemos

a & ), (oot
<<at,v>V/’V,5>D/7D + € /QquVvdLﬁ . /Qaqbvd:v,ﬁ .
— </ b¢2vd$,ﬁ> + </ ¢3de,6> — </ ch(gb)vdx,6> =0

Q D'\D Q D'\D Q D'\D

<<%,U>V,’V+82/QV¢VU(Z:E—/Q(a¢+b¢2—¢3+cF2(¢))vdx,ﬂ> =0

D'.D

para todo 3 € D(0,T). Logo, pela Proposigao [1.19]
0
<—¢,v> + 52/ VoVodr — / (ag + bg® — ¢* + cFo(¢)) vdx = 0,
((975 VIV Q Q

para todo v € V,,, e q.t.p. em (0,7). E pela densidade de U V,, em HY(Q)
m>=1

(2.47)), segue que, a equagio acima vale para todo v € H'(Q).

Assim, concluimos a demonstragao do Teorema [5.1]
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5.2 Unicidade da Solucao

Nesta secao provaremos a unicidade de solugdo do Problema [5.1]
Primeiramente provaremos um resultado que nos fornece mais regularidade para
a solucao do problema, para assim obter a unicidade.

5.2.1 Existéncia com Regularidade

Teorema 5.4. Para qualquer (¢g,co) € H' () x L*(Q) e T > 0, considerando
b0 € LY(Q), existem

¢ € L*0,T; H*(Q)) N H*(0,T; L*(Q)) N L>=(0,T; H(Q)),
c€ L*0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)) N L>(0,T; H*(Q)),

tais que
0
a—f —&2A¢ = ap +bp® — ¢ + c Fo(d), q.t.p em Qr, (5.25)
9, .
a_;f = div(Dy(¢)Ve + Day(c, $)Vo)  q.t.p em Qr, (5.26)
dp  dc
pelei 0 gq.t.p. sobre 92 x (0,T). (5.27)

Demonstracao. Para a demonstragao desse Teorema utilizaremos o método de
Faedo-Galerkin, como anteriormente. Para tal precisamos de mais estimativas
para a sequéncia ¢,,. A existéncia de ¢ € L?(0,T; H*(Q2)) N HY(0,T; L*(Q2)) e
a validade das equacgoes e , segue analogamente a demonstracao do
Teorema 3.1l

No lema que segue, obtemos as estimativas para a (¢,,). Vamos considerar o
problema aproximado ({5.5)) e as hipdteses do inicio desse capitulo.

Lema 5.5. Sao vdlidas as segquintes estimativas, com C > 0 constante

O,
‘ ‘W + || dm | oo 0,501 (92))
L2(Qr)

|@ml|L2(0,m:52(0)) < C. (5.29)

/N

C, (5.28)

Demonstragao. Considerando a primeira equagao do problema aproximado (/5.5)),

tomando v = %(t), obtemos
ot
0w [ ) 0o

= [ @le.00n0) + b0 ~ GO + enl)Fal6n () S5 (B o

(5.30)
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Do Capitulo 2 temos de (2.60) e (2.62)) que
a¢m 2
| VonovEE 0 de = 55 [ 190n0)F da (531)
e, para todo 1y > 0

IPm

/Qcm(t)Fz(eﬁm(t)))agt ()d:c<n2M2/ e |? da +4772 - (t) dz. (5.32)
Analizando o termo
| (@l 060 (0) + W6 (07) = (00 (0) T 0) do

= [ aleon® Gt O do+ [ bGP0 e~ [ @) 0 de

[ @n®r=5 e =1 [ 5ot

assim a equagao (|5.30) 1mphca em

observe que

a¢m ? 2
W(t) dr + 2dt/|v¢m )| da
= [ a2 0) o+ [ )0 )75 1)

[ E oyt et [ entBion) 2 ) ar

integrando de (0,7) com r € (0,7, obtemos

d dt+i/r%/\v¢mt\2d:cdt
// (2, )P (t) 8¢m t) dx dt+// aqﬁm()d dt
_Z/O/QE O (t) dxdt—i—// t)Fy(ppm(t) t()d xdt.

Pela Desigualdade de Young (1.13)), para todo 41,82 > 0, pelo Teorema de
Fubini, e por (5.32),

8¢m t)

2

dt+ = (IIV%(T)H%?@ - HV%(O)”%Q(Q))

2
dx) dt

" 0¢m | |°
o ()

L2(Q)

1
<l | (61 | tentP e+ - [

%01
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Hlan [ (5 Jon@F g —a¢m<t>2dx i
L*(Qr) 0 2 o 862 ot
1 T 0 4 /T M2 a¢m
— = — (¢ (1))" dt dz + mo M. w120 dt + — t dt,
4/Q/0 gt (Om(1)) PR lemIlz2qa 4ny ot L2(9)

tomando §; = ||a||L2(QT +1, 0, = ||b||L2(Q +1en = M,,
0bm ||

—(t

5 ()

/0 12(2)

< lalliaan [ om0l dt+ 2l | 16n Ol d
1 1 "
=5 @ttt 5 [ (@n) o+ 208 [ Jlenlag
Q Q 0

dt + €2 (1IVom ()| By — V0omllE2(0))

Observe que: |[|pmeollrz@) = l[@omllzz@) < ll¢ollr2) e pelo Lema [2.14]
[V éom!|r2@) < [[Vo||r2(q), logo somando essas desigualdades

[ Goml| 1 (9) < [lol () (5.33)

Como H'(Q) — L*(Q),

A(¢m(0))4d$ < ldomllLa) < ll¢omlmi@) < lldollmg)- (5.34)
Observando também que — — / (b (1)) dz < 0, para todo r € [0, T], entdo

b |I?
o (t)

L2(Q)

< lellar [ Inag dt+ 2l | 16n Ol
1 2 " 2
g Nl + 205 | flenl o) dt

dt -+ £ (|[Vm()22(0) — |1V 90ml32(a) )

agora fazendo o sup,¢( ) €ss da equagao acima e por 1) obtemos

i

T T
< 2llallz QT/ [16m ()][72(0 dt + 2Hb|l‘i2(@T)/0 [16m ()] 120 dt

a¢m ? 2 2
W(t) dt +e° sup ess||Vou(r)||72

12(Q) r€(0,T)

T
2 1ol 1oy + 203 / leml o dt + 2|V ool 22
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Tomando por uma contante positiva o
e { 2ol gy, 2l 5 10l 2043, 2Vl

e usando (5.10) e (5.11)), existe C' > 0, tal que

a¢m 2 2
W@ dt + sup ess||V(r)||72q) < C.

12(Q) re(0,T)

0

Somando essa equagao por sup,. (g 1y €ss||om(r )||L2 , que ¢ limitada por (5.12)),

5.

+ ||¢m||%°°(O,T;H1(Q)) <G
2(Qe)

Dai segue (}5.28]).

Agora, tomando na primeira equacdo do problema aproximado (5.5) v =
—A¢,,(t), obtemos

M/IV% (O dz + & /\A% (t)? dx

= = [ (0l 0600+ B om0~ (50 (0))) Ab(t)
= [ Esloml)en(tron (o) ds

= - /Q a(@, 1) (1) A (t) d — / b(z, ) (dp (1)) 2 Ay (t) da

Q

+/Q(¢m(t))3A¢m(t) dﬂf—/QFz(fsz(t))Cm(t)A@ﬁm(t) dx

Observe que pela Férmula de Green (1.2))

[@n0raonis = ~ [ VonwPTonts s [ @uor5Emd

= -3 /Q O (1)*V oy (1) Vi (1) d
_ _3/Q¢m(t)2|v¢m(t)|2dx<0

logo, pela Desigualdade de Young (|1.13)) tomando 41, 62,12 > 0,

2dt/|v¢m (t)|* dx + &2 /|A¢m()]2da¢
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< NalBaon (61 [16nwPar+ o [ jaon |2dx)
+HI[bl72(0n (c&/l O (t) 2|2dac+8—/|A¢>m( )|2dx)

M, (772/9|cm(t)|2d:v+%/Q|Agbm(t)|2dx),

llallZz . 1b117: ., M?
_ @)

Oy = e 1, = —-, entao
2 £2 2

tomando ¢; =

d lal|7 Qr
o [ Vo de+2 [ (86,0 de < Z259 0, 0)[ e
t Ja Q €

1011720y M3
+TT||¢m(t)||%4(Q) + 8—22||Cm(t)||2L2(9)

gt gt s

a b M2
Considerando C' = max { ! ||L2 QT) L ||L2 ©Qr) 2 }, obtemos

186m(0) B2y < € (Ilom®I Bz + I6m Ol + llen®) Bz )

Integrando de (0,7) com 7 € (0,T) e depois fazendo o sup, (o7 €ss e usando

- - obtemos

AGm ()] r20) < C. (5.35)

Agora, tomando k£ = 0 no Teorema temos que

o (D)l 2 () < C ([|A0m (D) 2(0) + |0m(B)]|22(e))

integrando essa equagao de (0,7)

T T T
/0 m(8)] oy dt < C ( / 186 ()] 220y dt + / 6m(®)| B dt) |
e por (5.12)) e (5.35)), obtemos

w2082 () < C;
|| ()]

dai segue (j5.29)).

Portanto segue o resultado do lema.

]

Continuando a demonstracao do Teorema [5.4] analogamente & Segao [2.2.2]
obtemos

¢ € L*(0,T; H*(Q) N HY(0,T; L*(Q)) N L>(0,T; H(Q)), (5.36)
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e existem subsequeéncias de ¢,, tais que

Gm — ¢ em L*(0,T; H(Q)), (5.37)
¢ 06 00
a—;” =5 om L*(Qr). (5.38)

Agora, vamos mostrar que fazendo o limite na equacao

/Qagtm()vdijs /qum t)Vudz

= [ @l 10m 0) + b O0n (0 = (Gnl6) + (PG ()) v
(5.39)
para todo v € V,,,, obtemos a equagao (}5.25)).

Primeiramente observe que a equagao acima é equivalente a

/OTﬁ/Qag;:(t)vdxdt+52/0Tﬁ/ﬂv¢m(t)vvdxdt

= /0 B/Q(a(%t)cbm(t) +b(2, 1) (6m(1)* = ($m(1))” + e (t) Fa(dm (1)) v dav
(5.40)
para todos v € V,,, e 8 € D(0,T).

Seguindo como na Secao temos as convergéncias, com m — 400 e para
todo ¥ € L*(Qr)

O
/T Srpdvdt /QTEW zdt, (5.41)
/ Voém-Videdt — — | Veuydudt, (5.42)
T Qr
/ cnFa(bp)drdt — | cFo(e)wdudt. (5.43)
T Qr

Agora vamos analizar a convergéncia do termo

/ (a(@, )dm(t) + b(@, 1) (dm(1)* = (Gm(1)) + cm(t) Fa(dm(t) vdu dt  (5.44)

T

De (5.37)) segue que ¢,,, — ¢ em L*(Qr) entao, para todo ¢ € L*(Qr)

/¢m1/1dxdt—> b d dt.
T Qr
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Como a € L>®(Qr) temos

/ a G Y dx dt — a@pdrdt. (5.45)
T Qr

Agora de (5.37) segue que ¢,, — ¢ em L*(Qr), logo passando a uma
subsequéncia temos ¢,, — ¢ q.t.p em Qr, entao ¢2, — ¢* q.t.p em Qr, e por

(5.10))
1621132 0r) = [Pml120p) < C

entdo pela Proposicao [1.6] segue que ¢2, — ¢ em L*(Qr).
Entao, para todo ¢ € L*(Qr),
g2 drdt — | ¢*dadt,
Qr Qr
como b € L*(Qr) temos

/ b2 b dw dt — bp? ) dx dt. (5.46)
Qr Qr

Finalmente, também por (5.37) segue que ¢2, — ¢* q.t.p. em Qr, e por (5.10))
4
60y . = Wonltison < ©

logo, pela Proposigao , segue que @2 — ¢ em L%(QT).
Assim, para todo ¢ € LY(Qr) C L*(Qr),

¢§n¢dx dt — gb377/)d1‘ dt. (5.47)
Qr Qr

Entao, fazendo o limite com m — +o00, da equacao (5.44)), obtemos para todo
¥ € L*(Qr)

¢3wda:dt=/ (ap+bg* — ¢°) Y dudt.

/Ta¢wda:dt+/Tb¢2wdxdt— . )

Agora fazendo o limite com m — +o00, da equagao (5.40), tomando ¥ = Sv
com 3 € D(0,T) e v € V,,,, obtemos

/%md:cdt—g? Aqsﬁudxdt_/ (agp+b9* — ¢* + cFo(¢)) Bududt,
Tat Qr T

isto é,

/ (%—52A¢—a¢—b¢2+¢3—ch(¢)) Budedt =0,
or \ Ot
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para todos 8 € D(0,T) e v € V,,,.

Pela densidade de U Vi em L2(Q) (2.46)), a equagao acima segue para todo

m>1

v € L*(Q). Agora aplicando a Proposicao [1.19 obtemos

%—52A¢—a¢—b¢2+¢3—cF2(¢):O

q.t.p em Q7.
Dai segue a equagao (}5.25)).
Como valem as estimativas do Lema 5.5 obtemos que

99 _ 0 q.t.p. sobre 9Q x (0,T)
on

analogamente ao Lema [2.18] e a equagao ([5.26]) e a sua respectiva condigao de

contorno segue como na demonstracao do Teorema [3.1

Portanto vale o Teorema [5.41. O

5.2.2 Resultado de Unicidade

Nesta se¢ao mostraremos a unicidade da solugao através do seguinte resultado:

Teorema 5.6. Para algum T > 0, eziste um unico par de funcgéoes (¢,c)
satisfazendo

¢ € L*(0,T; H*(Q)) N H(0,T; L*(Q)) N L>=(0,T; H(Q)),
ce€ L*0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)) N L™(0,T; H*(Q)),

tais que
0
8_f —2A¢ = ap +bg* — ¢* + cFo(¢), q.t.p em Qr, (5.48)
0 .
a_j = div(Dy(¢)Ve + Da(c, ))Ve)  q.t.p em Qr, (5.49)
dp  dc
B 0 q.t.p. sobre 92 x (0,T). (5.50)

Demonstragao. Vamos usar nessa demonstracao a mesma técnica da Segao [3.2]

Suponhamos que (¢1,¢1) e (¢2, c2) sao solugoes de ((5.48)), entao

20,
ot
o

- E2 Ay = agy + b3 — 3 + 2 Fo(oo).

— 2 Ay = agy + bt — ¢} + ¢1 Fo(¢n)
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Subtraindo essas equacoes e considerando ¢ = ¢y — @1 € ¢ = ¢co — ¢; obtemos

0206 = ap + b~ ) — 6+ 04 + e Faln) — 1 Falon),

somando e subtraindo no segundo termo ¢y F5(¢1),

% — 2 A¢ = ad+b(¢5 — 67) — 3+ &f + Fo(61) ¢+ ca(Fa(0) — Fa(én)), (5.51)

multiplicando por ¢ e integrando em (2,

d9 2 _ 2 42
/Qaqbdx—s /QAgbqbdx - /Qaqsgbdsw/gb(qs? $2)¢ da

+/Q(—<Z53+¢?)¢dx + /§2F2(¢1)C¢d$+/02(F2(¢2)—F2(¢1))¢d5’7

Q

Note que:
99

1d
| 5o o =3 1003,

2dt

- / A6 () dz = |[VO(D)]2a(e,
/QF2(¢1(75))C(15)¢“) dx % <||C(t)\|i2(9) + HWUH%’Z(Q)) ;

/962(0(1’2(@@)) — Fa(¢1(1)))9(t) da ko |lea || L@ o) s [0 (#) 2 (@)
< Cllle]72) + VOO 2@ [10(E) | r2(s)-

N

N

Agora vamos estimar os outros termos:
[ a6 s < lalloenlolixe < CllélExq
[ b (@0 - @uePIods = [ ba.0@a(t) + onl)ealt) - ()0 do
= [ b 0ea(t) + n(0)0% do
< Bllzzan (sl @nlidl ey
161l oz o192 ) < ClIdl )
[ (=0 + 0160 o
= [(010) = )10 + 61(06(®) + (0n(0) )60 da
= [ o) @ 0 + 61(t1oa(t) + (6x(0))o10)d
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- / (6(1)2(1(8))? d — / (6(1))%6 (1) bo(t) dir — / (6(1)*(6a(0))?) da
< /Q|</5(t)|2|¢1(t)||¢2(t)| da < @]z 0,111 () |02 Lo 0,111 (2 1O ()| 720
< Cllo)[72(0

Assim obtemos a seguinte estimativa

30Oz + IV < CloOExg + 5 (IO + 1900 o)
+ C (Vo) 20 || o(t)|2()) »

usando a Desigualdade Young ((1.13)), obtemos que
60y +IV60OM e < C (90 + o)) (552
Agora multiplicando (5.51]) por —A¢ e integrando em (2, temos

8¢ 2 2 2 2
_[99, A R Ny — A
| Graode 2 [ 180 de = - [ ashodo— [ b6t - dhaods
—/(—¢g+¢i’)A¢dx - /F2<¢1)CA¢dSU—/C2(F2(¢2) — F3(¢1))A¢ dx
Q Q

Q

Note que 5
- [ Graeds =52l
—/QF2(¢1)CA¢CZ$ < Malle(t)|] 2@ [|AS()] | L2
—/5202(F2(¢2)—F2(¢1))A¢d$ < hallea®)||za@ o] L2 @)l |Ad ()] 120
C (llo()lz2) + Vo)l 2()) 1A 2@

Agora estimando os outros termos, obtemos:

—/Qa(w,t)é(t)ﬁ¢(t)dx < lallze@n o072 1261720

- [ (@0 - (Gu(0))80(0) d
_ /Q bz, 1) (da(t) — (D)) (6a(t) + 1 (1)) A(1) dx

1Bl @ 10|22 1AL (102l 2073801 (0) + 1]l 200,738 7))
ClleM) L2 1AG (D[220

NN
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/Q (62(1)* = (1)) Ag(t) da
- / (62(t) — B (D) (D)) + o1 + (61())AS(E) d

< (162l oo, m () + 2l oo 0,11 @) 1011 oo 0.7, m1.2)) + 100 (0,781 0))
o172y [1AG()]] 20
< Ollo@|[72)|1Ad®)]] 22(0)-

Assim, usando a Desigualdade de Young, obtemos a seguinte estimativa

d
ZIV8l[E20) + AGD ey < C (160N By + 1el®)l 2y + 1VE(Oe(oy)

Agora considerando a validade do Lema [3.10] e fazendo como na Secao [3.2.2]
concluimos esse resultado.

Portanto, a solucao é unica. O]



Consideracoes Finais

Com este trabalho conseguimos, através do Método de Faedo-Galerkin, provar
a existéncia de solucao para dois modelos de campo de fase no processo de
solidificacao isotérmica. Em um primeiro caso, com hipdteses especificas sobre
os termos nao lineares, e em um segundo caso com uma caracterizacao, bem
utilizada para termos nao lineares, o Double-Well Potential.

Em ambos os casos provamos a existéncia de solugao fraca e a unicidade desta
solugao. E no primeiro caso conseguimos a existéncia de solucao com maior
regularidade.

Futuramente prentendemos estudar esses modelos através de analise numérica,
e com isso simular problemas praticos.
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