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Resumo

NUNES, Thamiles Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2017.
Sistemas Singulares Hiperbélicos. Orientador: Bulmer Mejia Garcia.

Neste trabalho demonstramos alguns teoremas que tratam da estrutura local
dos Sistemas Dinamicos, como o Teorema do Fluxo Tubular, que é aplicado a
pontos regulares, e o Teorema de Grobman-Hartman, que é aplicado a pontos
singulares hiperboélicos. Também definimos conjuntos Hiperbodlicos, Parcialmente
Hiperbolicos, Decomposi¢cao dominada, Fluxo Linear de Poincaré e Campo
Singular Axioma A. No entanto, o principal objetivo deste trabalho é o estudo de
Sistemas Dinamicos Singulares Hiperbolicos, os quais sao subconjuntos compactos
e invariantes de uma variedade fechada que admitem uma decomposicao continua
do fibrado tangente em dois subfibrados invariantes, onde um deles tem um
comportamento contrativo e o outro, sendo dominado pelo primeiro, expande
area. Além disso, sdo sistemas cujas singularidades sao todas hiperbdlicas.
Abordamos também um exemplo de conjunto Singular Hiperbolico, o Atrator

de Lorenz e o modelo geométrico desse Atrator.
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Abstract

NUNES, Thamiles Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, July, 2017.
Singular Hyperbolic Systems. Adviser: Bulmer Mejia Garcia.

In this work we demonstrate some theorems that deal with the local structure
of Dynamical Systems, such as the Tubular Flow Theorem, which is applied
to regular points, and Grobman-Hartman’s Theorem, which is applied to
singular hyperbolic points. We also define Hyperbolic set, Partially Hyperbolic,
Dominated Splitting, Linear Poincaré Flow and Singular Axiom A vector field.
However, the main objective of this dissertation is the study of Singular
Hyperbolic Dynamical Systems, which are compact and invariant subsets of a
closed manifold that admit a continuous splitting of the tangent bundle into two
invariant subbundles, one of them has a contractive behavior and the other, being
dominated by the first, expands area. Moreover, all singularities of this systems
are hyperbolic. Examples of Singular Hyperbolic sets are the Lorenz attractor

and the geometric model of this attractor.
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Introducao

A teoria de Sistemas Dinamicos tem como objetivo compreender o
comportamento ao longo do tempo dos estados de um sistema em uma variedade
diferenciavel M de dimensao n dado por uma funcao f : M — M ou um fluxo
w:Rx M — M, ou seja, as alteragoes dos estados do sistema na variedade com
o decorrer do tempo ¢, o qual pode ser considerado discreto (t € Z) ou continuo
(t € R). A evolugdo dos estados podem mostrar desde um comportamento
muito simples e portanto previsivel, até um comportamento bastante complicado
e complexo, onde é impossivel fazer algum tipo de previsao da evolucao das 6rbitas
de um ponto ou um conjunto a longo prazo.

Pela dificuldade que representa estudar dinamicas especificas, buscou-se
propriedades gerais que satisfazem os Sistemas Dinamicos. Nas décadas 60 e 70,
com os trabalhos de Smale [29], Sinai |28, Ruelle |5], Bowen [4], entre outros, foi
introduzido o conceito de Conjunto Hiperbolico conduzindo ao desenvolvimento
da Teoria Hiperbodlica, a qual permitiu facilitar o estudo geral dos Sistemas
Dinamicos. Essa teoria busca entender o comportamento de conjuntos compactos
invariantes A para fluxos e difeomorfismos em variedades compactas de dimensao
finita, os quais apresentam uma decomposicao continua do espaco tangente 1, M
em cada ponto p € A.

Na tentativa de ampliar o alcance da Teoria Hiperboélica, motivado, por
exemplo, em entender as propriedades do Atrator de Lorenz, o qual é um exemplo
classico de dinamica nao hiperbdlica com singularidade, que surgem vérias no¢oes
mais fracas de hiperbolicidade, como, por exemplo:

(i) O conceito de decomposi¢ao dominada, que foi introduzido nos trabalhos
de Mané 17|, Liao [T4] e Pliss [26], no esfor¢o de provar a conjectura de
estabilidade de Palis-Smale |25].

(ii) A nocao de Hiperbolicidade Parcial que surgiu a partir do estudo dos
sistemas que robustamente nao sao hiperbolicos, Brin-Pesin, [6].

(iii) O conceito de variedades invariantes conforme apresentado por Hirsch-
Pugh-Shub [10].

(iv) A nogao de hiperbolicidade seccional introduzidas nos trabalhos de Metzger-
Morales [19], Bonatti-Diaz-Viana [3] e Araijo-Pacifico [1], os quais
caracterizam-se por expandir a area sobre cada subespaco bidimensional
no subfibrado central.



O objetivo deste trabalho é estudar os conjuntos Singulares Hiperbolicos em
variedades tridimensionais. Estes conjuntos foram introduzidos por Morales-
Pacifico-Pujals em 1998, [21I], como uma caracterizagio dos conjuntos C*
robustos transitivos singulares, ou seja, um conjunto transitivo A que contém
singularidades e que é a continuagdo, em um vizinhanca U de A na variedade,
de todo campo vetorial C! proximo de um campo X. Esses conjuntos definem
um sistema dinamico com todas as singularidades hiperbdlicas e admitem uma
decomposi¢ao invariante dominada. Informalmente, um conjunto A compacto e
invariante é dito ser Singular Hiperbodlico se existe uma decomposic¢ao do fibrado
tangente em dois subfibrados invariantes, onde um deles tem um comportamento
contrativo e o outro, sendo dominado pelo primeiro, expande area. O primeiro
exemplo, dentre outros, de conjunto Singular Hiperbolico é o atrator de Lorenz e
seus modelos geométricos.

Desde entao estudou-se muitos problemas relacionados com a generalizagao
das propriedades dos conjuntos Hiperbolicos em variedades de dimensao n. Esta
dissertacao pretende abordar sobre esses aspectos, nao de forma exaustiva, mas o
suficiente para compreender os Sistemas Singulares Hiperbolicos. A dissertacao
esta dividida como segue.

No capitulo 1, exibimos alguns conceitos preliminares para compressao do
texto, além de nocoes e defini¢oes basicas do estudo de Sistema Dinamico, tanto
discreto como continuo, e a relacao entre eles. Finalizamos o capitulo com o
Teorema de Fluxo Tubular que discorre sobre o comportamento local das érbitas
de um ponto regular.

No capitulo 2, sobre Hiperbolicidade, utilizamos espacos de Banach para
demonstrar de maneira mais geral o Teorema de Grobman-Hartman para
difeomorfismo e para campos, que resumidamente reduz o problema de classificar
as conjugagoes locais de difeomorfismos em torno de ponto fixos hiperbodlicos e de
campos em torno de singularidades hiperbolicas, ao de classificar as conjungacoes
de isomorfismos hiperbélicos e a de campos lineares com singularidades
hiperbolicas. Ainda neste capitulo definimos Conjuntos Hiperbolicos e exibimos
exemplos. E por fim definimos as Variedades Invariantes Estavel e Instével W*
e W" e exibimos o Teorema da Variedade Estavel que em suma, assegura que
proximo a singularidades (pontos fixos) hiperbdlicas o sistema nao linear possui
variedades estavel e instavel que sao tangentes, respectivamente, aos subfibrados
lineares estavel E* e instavel E* do fibrado tangente de M sobre A.

No capitulo 3, apresentamos o que foi o primeiro exemplo conhecido de um
atrator estranho, nao hiperbélico e cadtico para fluxos, introduzido num famoso
trabalho de Edward Lorenz [16] em 1963. Neste capitulo também exibimos as
propriedades das equacoes de Lorenz e a construcao do modelo Geométrico do
atrator de Lorenz.

Finalmente, no capitulo 4, sobre Hiperbolicidade Singular, utilizamos
subconjuntos conexos, compactos, nao trivias e invariantes A C M, onde M
¢ variedade tridimensional compacta e sem bordo dotada de uma topologia C”,
r > 1, para descrever os Conjuntos Hiperbélicos, Parcialmente Hiperbolicos e
Singulares Hiperbolicos. Além disso, definimos singularidade incorporadas que



sao acumuladas por orbitas regulares, e singularidade de tipo Lorenz as quais
possuem, pela derivada do fluxo, autovalores reais que satisfazem a seguinte
realcao Ay < A3 < 0 < —A\3 < A;. Também exibimos o fluxo Linear de Poincaré
e definimos quando este é hiperbolico. Algumas propriedades de conjuntos
Singulares Hiperbolicos e finalizamos nosso estudo com os Conjuntos Axioma A e
Singular Axioma A, os quais sao conjuntos hiperbélicos, ou a unidao de conjuntos
bésico e singulares basicos cujo conjunto nao errante ¢ o fecho de seus elementos
criticos.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

Neste capitulo vamos abordar os principais conceitos e resultados que serao
usados ao longo desta dissertagao. Para maiores detalhes, consultar [§), [12], [23],
[24], [27], entre outros.

1.1 Preliminares

Definicao 1.1. Seja M um conjunto. Uma topologia em M ¢ uma familia T de
subconjuntos de M com as sequintes propriedades:

1. 0 e M pertencem a ;

2. A uniao de uma familia arbitrdria de membros de T pertencem a T;

3. A intersecao de uma familia finita de membros de T pertencem a T.

Os membros de 7 sdo chamados de abertos. O par (M, 1) é chamado Espa¢o

Topologico. Em geral, por simplicidade, diz-se que M é um espaco topoldgico,
subentendendo-se uma topologia 7 a ele associada.

Seja M um espaco topolégico. Um atlas A em M é uma colegio
{¢; : U; — Ui}ig de homeomorfismos, chamados cartas locais ou sistemas de
coordenadas locais de M, onde U; C M e Ui C R™ sao abertos e UZ.GI U, =M.
As aplicacoes

gbj e} gbz_l : qbz(UZ N U]) - Uz — %(Ul N UJ) - ﬁj

chamadas de mudancas de coordenadas sao homeomorfismos. Um atlas é de classe
C", 0 <r < oo, se todas as mudancas de coordenadas do atlas sao de classe C".
E neste caso, dizemos que M é de dimensao m.

Na colecao de todos os atlas de classe C" em M temos uma relagao de ordem
parcial dado pela inclusao: A C B se toda carta local do atlas A for também



5 1.1. PRELIMINARES

uma carta local de B. Um atlas A é mazimal se para todo atlas B de classe C”

com A C Bvale B=A.

Um atlas diz-se localmente finito se todo ponto p € M tem uma vizinhanca
aberta que intersecta somente um numero finito de vizinhancas de M no atlas.

Definicao 1.2. Um espaco topologico M ¢ Hausdorff se para dois pontos
distintos p e q em M, existem abertos U,V C M tais que p € U, ¢ € V e
unv =49.

Definicao 1.3. Um espaco topoldgico M possui base enumerdvel de abertos se
existe uma colecao enumerdvel de abertos de M tal que todo aberto € a uniao de
abertos dessa colegao.

Definicao 1.4. Uma Variedade Diferencidvel de dimensao m e classe C",
r > 1, é um par ordenado (M,2l) onde M ¢é um espago topoldgico de Hausdorff
com base enumerdvel e A é um atlas mazximal.

Subentendendo o atlas maximal, diremos que M é uma variedade
diferenciavel, ou simplesmente, uma variedade.

Exemplo 1.5. Os espacos euclidianos R™ sao variedades de dimensao m e

classe C'°, com atlas A de classe C* contendo o unico sistema de coordenadas
¢ =1id: R™ — R™,

Exemplo 1.6. A esfera S* = {x € R""! : |z| = 1} € uma variedade de dimensao
n e classe C* de R"™, com atlas A = {dn; ¢s}, onde N = (0,...,0,1) € S"
é o polo norte, S = (0,...,0,—1) € S™ o polo sul, e ¢ : S™ — {N} — R",
os : S" —{S} = R" as projegoes estereogrificas relativas ao polo norte e polo sul
respectivamente.

Defini¢ao 1.7. Sejam M, N wvariedades de classe C", (r > 1). Uma aplicacao
f M — N € dita diferencidvel no ponto p € M se existem cartas locais
d:U—=>R™"em M,y:V =R em N, compeU e f(U)CV tais que

Yo fog 1 o(U) CR™ — ¢(V) CR"

é diferencidvel no ponto ¢(p). Se f: M — N for diferencidvel em todos os pontos
de M, dizemos que [ € diferencidvel.

A aplicagdo f : M — N é dita ser de classe C*, (k < r) se, para cada p € M,
existem cartas locais ¢ : U — R™ em M, ¢ : V — R"em N, com p € U e
f(U) CV tais que o foop™t:g(U) — (V) é de classe CF.

No que segue C¥(M, N) é o conjunto das aplicagoes de classe C* k > 0, de
M a N.

Definicao 1.8. Sejam M e N wariedades de classe C". A topologia de
Whitney ou topologia forte de C*(M,N) € definida declarando-se os abertos
que geram a sua topologia, construidos como seque:
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Sejam f € CF(M,N), ® = {¢;,U;}icn um atlas de M localmente finito,
K = {K;}iea uma cobertura por compactos de M com K; C U; tal que f(U;) C V;,
U = {4, Vi}ien um atlas de N e € = {€;}ien. Definimos portanto uma vizinhanga
forte bdsica de f
NF(f; 0, @, K, €)

como sendo o conjunto das aplicagoes g : M — N tal que para todo i € A,
g(Ki) CVie
I D" (¢ifé7 ') (@) — D" (digd; ') (@) [< &

para todo x € p;(K;), r=0,.... k.

1.2 Notacoes e Definicoes

Definigao 1.9. Um Sistema Dindmico de classe C" (r > 0) é um terno
(M, T,p) onde M € variedade diferencidvel e ¢ : T x M — M ¢ uma aplica¢io
de classe C", satisfazendo

1. p(0,2) =z, Ve e M

2. o(t,p(s,x)) =@t +s,z), Ve € M eVt,se€T

O sistema dinamico diz-se discreto quando T' = Z e continuo quando T' = R.

Fixando t € T, ¢ determina a aplicacao ¢, : M — M, e as propriedades 1 e
2 podem ser reescritas, para todo x € M,

L po(z) =x

2. (pro@s)(7) = pris(2)

Um sistema dindmico discreto (M, Z, f) consiste do estudo das iteradas da
aplicagao f, isto é:

f”(:l:):{fofofo...of(:c)l

n vezes

Se a aplicacao for inversivel estudamos também:
(@)= fro fTH(2)
" x)=frofltofto...of )

/

n vezes
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Exemplo 1.10. Seja o sistema dinamico discreto (R, Z, f), f: R — R definida
por f(z) = x® + ¢, onde ¢ é um nimero real fizo. Neste caso, dado qualquer
numero real x e qualquer N sempre vai existir a N-ésima iterada de [ calculada
em x. Tomemos, por exemplo, c =2, x =0 e N =3, dai temos:

£20) = F(f(£0)) = F(f(0°+2)) = f(f(2)) = [(2°+2) = f(f(6)) = 6°+2 = 38.
Nos sistemas dinamicos continuos (M, R, ¢) precisamos do conceito de campo
vetorial e de fibrado tangente.

Definicao 1.11. Seja E um espaco vetorial e M uma variedade diferencidvel.
Um Fibrado Vetorial sobre M, de fibra E, é uma variedade F' junto com uma
funcao diferencidvel m: F — M tal que:

1. Para todo ponto p € M, existe um aberto U C M com p € U e um
difeomorfismo 7y : 7Y (U) — U x E tal que my(ty(x)) = 7(x).

N U)2>Ux E

|

U

2. Existem U eV abertos, tais que

UNV)x E<4 7' (UnV) XS (UNV)x E

(x,v) — (x, Tuve(v))
onde Tyy, : E — E € uma transformagao linear inversivel e a funcao

UNnV — GIU(E)

T = Tyvy

¢ diferencidvel.

Figura 1.1: Fibrado Vetorial.
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Definicao 1.12. Dado um Fibrado Vetorial F com g : F — M, um Subfibrado
Vetorial de F é um fibrado vetorial E com 7 : E — M, em que E € um
subespaco topologico de F' e mg € a restricao de mp a E.

Definicao 1.13. Seja M Variedade Diferencidvel, C", e p € M, definimos o
Espaco Tangente a M em p como o conjunto

T,M = {[p,v], v eR™ o:UC M —R™ carta comp € U}/

onde [p, v], ~ [, w], se DYoo )p(p) - v =w.

Exemplo 1.14. Seja R"™ variedade com atlas A = {id : R — R"}. Se p € R",
T,R" = {[id,v], : v € R"} faremos uma identificagcao de [id,v], com v € R"
portanto T,R" ~ R".

Observacao 1.15. Também podemos definir o Espaco Tangente a M em p
como o conjunto

T,M = {v:(—¢,€) = R™ ¢ curva C*, k > 1, tal que (0) = p}/~
onde v, ~ 7y Se existe uma cartagp:UQM—)UQRm, compeU e0eU, tal
que (¢ ©71)'(0) = (¢ 012)'(0).

As definigoes [[.13] e [I.15] sdo equivalentes ja que a aplicagao
H:T,M — T,M
] — [, (9 07)'(0)]
¢ uma bijecao.
De fato, sejam ¢ : U C M — R™ uma carta local, p € U e [y], [a] € T,M

entao

(i) H estda bem definida:
M =le] = H(W]) = [, (¢ 07)(0)]p = [, (p 0 ) (0)], = H([a]).
(ii) H é injetiva:

H([y]) = H([o]) = [, (9 07)'(0)], = [, (p 0 @) (0)],
= D(pop!)-(pov)(0) = (poa)(0)
= (¢07)'(0) = (poa)(0)
= [7] = [al.

(iii) H é sobrejetiva:

Seja [p, v], € T,M entdo [~ (¢(p) + tv)] € T,M é tal que

H(le  (o(p) + tv)]) = [, (v o o (@(p) + tv))'(0)], = [0, V],
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Definicao 1.16. Seja M wvariedade diferencidvel. Denotaremos por T'M a uniao
disjunta de todos os planos tangentes a M, ou seja,

™™ = | | T,M

peEM

esse conjunto € chamado Fibrado Tangente associado a variedade M.

Mostra-se que o Fibrado Tangente é um Fibrado Vetorial de fibra R™. Para
maiores detalhes sobre este fato consultar [13].

Definicao 1.17. Um Campo vetorial de classe C" (r > 1) € uma aplicagao
X : M — TM de classe C", que a cada ponto p € M, associa um vetor
X(p) € T,M.

Denotaremos X" (M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C” em M.

Observacao 1.18. Por abuso de notacao, se X : U C R™ — TR™ = R™ x R™,
denotaremos por X : U C R™ — R™.
Exemplo 1.19. A aplicagio X : R? — R? dada por X(z,y) = (—y,z) é um

campo vetorial de classe C*°, jd que para cada p = (x,y) € R? temos que
X(p) = (~y,z) € T,R* =R~

Dado um campo vetorial X de classe C” (r > 1) definido em uma variedade
M, existe um tinico fluxo ¢; definido para todo ¢ € R associado ao campo, solucao

da equagao diferencial %(z) = X () sujeita a condi¢do inicial x(ty) = zy.
Definicao 1.20. Uma curva integral de um campo X : U C R* — R" que

passa pelo ponto xoy no tempo ty é uma funcio x: I C R — U tal que x(ty) = o

d
e ©(t) = X(x(t)) para todo t € I. (Onde & = d—j: :

Definicao 1.21. Uma orbita de um ponto ¢ € M € o conjunto

O(q) ={wilq) : t € T}.

/> 7o) F (o)
0

Zo
Figura 1.2: Orbitas periodicas (M, R, @) e (M, Z, f), respectivamente.

Quando T' = R as 6rbitas sao curvas em M, enquanto que para T = Z uma
Orbita & uma sucessao de pontos. (Ver figura |1.2)).
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Definigao 1.22. Um ponto p é um ponto fixo se pi(p) = p, para todo t € T,
(equivalentemente O(p) = {p}).

Geralmente, em sistemas dinamicos continuos, p € M é chamado
singularidade para o campo X se X(p) = 0, ou seja, se é ponto fixo para o
fluxo ;. Caso contrario, p é dito ponto regular.

Denotaremos por Sing(X) o conjunto das singularidades de X.

Definicao 1.23. Um ponto p € M é chamado ponto periddico para um Sistema
Dinamico (M, T, ) se existe t' > 0 tal que py(p) = p e ¢i(p) # p, para todo
0 <t <t. Neste caso, t' é chamado de periodo.

A orbita de um ponto periddico é chamada de drbita periodica. Usaremos
Per(p) para indicar o conjunto dos pontos periddicos.

Uma drbita fechada é uma 6rbita que é um conjunto fechado. Assim as 6rbitas
fechadas em conjuntos compactos sao as singularidades e as orbitas periddicas.
Também chamaremos elemento critico de um sistema dindmico um ponto fixo,
uma singularidade, ou uma orbita periédica.

Em uma o6rbita podemos procurar os seus pontos de acumulacao, ou seja, os
pontos em torno dos quais a 6rbita ird passar uma infinidade de vezes. Para isso,
segue o seguinte conceito.

Definicao 1.24. Dado p € M definimos o w-limite e o a-limite de p,
respectivamente, como 0s conjuntos

w(p) ={qge M: tlim o1, (p) = q, para alguma sequéncia t,,}
n—>00

alp) ={qe M : . lim ¢, (p) = q, para alguma sequéncia t,}
n—>—00

Exemplo 1.25. O circulo S € o conjunto dos pontos do plano complexo C da
forma e®*™, x € R. Observamos que se k é um nimero inteiro, entdo > e
e THR2T representam o mesmo ponto no circulo. Uma rotacdo de dngulo 21 é a
aplicacao

R, : S — St

dada por
Ra(eix%r) _ ei(x+a)27r

Notamos que Ry(e™*™) ¢ o primeiro iterado, o sequndo ¢é R2(e"™*)

Ry (R, (e%27)) = e@+20)27 Gy cessivamente, o m-ésimo iterado é
R;n(eix%r) — R(’(R;nfl(eix%r)) — 6i(:):+ma)27r
A orbita O(e™?™) € periddica se

R;n(ei:v%r) — 6i(a:+mo')271' — eix27r emo=keZ ooc Q

p . . ~ ~
Observamos que se 0 = —, p e q primos entre si, entao todos os pontos de S sao

periodicos e seu periodo € q. Quando o € irracional nao hd orbitas periddicas,



11 1.2. NOTACOES E DEFINICOES

porém, neste caso, a drbita de qualquer ponto é densa em S*. Os conjuntos
w-limite e a-limite sao
ix27r)

=a(e"™) = S', se o € R\Q

w(e

w(e™T) = a(eT) = O(e"™T), seo € Q.

Defini¢ao 1.26. Seja um sistema dindmico (M, T, ). Um ponto p é chamado
nao errante para p, se para toda vizinhan¢a U, contendo p, e para todo s > 0,
existe t > s tal que

o (U)NU # 0.

Usaremos a notagao 2(¢) (as vezes, (X)) para indicar o conjunto dos pontos
nao errantes de ¢, (ou do campo X). Claramente Per(¢) C Q(p).

Proposicao 1.27. O conjunto Q) € fechado, p(2(p)) C Q(p) e além disso,
contém w-limite e a-limite de todos os pontos de M.

Demonstragao. Seja (x,)neny uma sequéncia em §2(¢) com z, — = € M, dada
uma vizinhanca aberta U de x, existe ng € N tal que z,, € U, Vn > ng. Entao
como x,, € U temos que existe V,, C U aberto tal que x,, € V. para cada n > ny.
Fixe n > ng, como z,, € Q(p) temos que existe m > 1 tal que ¢, (V,,, )NV, # 0,
logo ¢, (U) N U # () e portanto z € Q(y).

Por outro lado temos que se © € ¢(€2(p)) entdao = = p(y) com y € Q(p).
Seja V' uma vizinhanga de x, temos que ¢_;(V) é uma vizinhanga de y, logo
existe n > 0 tal que ¢, (¢_1(V)) N_1(V) # 0 donde ¢, (V) NV # (. Portanto
x € Q(p), ou seja, 9(Q2(p)) € Q).

Finalmente, seja x = lim,, , ¢n,(y) € U, com U aberto. Suponhamos que
ny ¢ uma sequéncia crescente. Entdo ¢, (y) € U para k suficientemente grande
e Yne,(y) € U pelo que U N @y, 0, (U) # 0, ou seja, o w-limite dos pontos
de M estao em 2(p). O argumento para os pontos a-limite é completamente
analogo. ]

Definicao  1.28. Os  sistemas  dinamicos (M,T,p) e (N,T,%)
sao topologicamente conjugados se eriste um homeomofismo h : M — N

tal que
hop=1oh

h é chamada conjugagao topolégica entre ¢ e .

Em outras palavras, (M, T, ) e (N, T,1) sao topologicamente conjugados se
o diagrama abaixo é comutativo

M- M

>
>

N——N
(4
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Exemplo 1.29. Sejam os sistemas dindmicos (R*, R, X) e (R?,R,Y") dados por
X(z,y) = (z,—y) e Y(z,y) = (z,—y + 2°), e seja h : R*> — R? definida por
3

T
hz,y) = | x,y+ — | a conjugacdao topoldgica entre os campos X e Y.

4

De fato, os fluxos de X e Y sao dados, respectivamente, por:

wi(a,b) = (ae’,be™")

a® a?
U(a, b) = (aet, (b — Z) e+ Ze?’t)

(ho)(a,b) = h(ac,be™")

Assim,

I
/N
Q
)
“W
o>
)

L

+
| K,

)

®
~__

Por outro lado,

(¥ 0 B)(a,b) = 1, (a,b+ “—3>

= (aet, (b + %3 — %3) et + %363t)
= (aet be ™t + a—363t>
= , 7 ,

Observacao 1.30. Os sistemas dinamicos (M, T, @) e (N,T,1) serdo:

1. C-conjugados, r > 1, se existe um difeomorfismo h : M — N de classe
C" tal que ho o =1 o h.

2. Semiconjugados, se existe uma aplicacio sobrejetora h : M — N de
classe C" tal que hop =1 o h.

Definicao 1.31. Sejam ¢ e b em C"(M,N). A C™distdncia entre ¢ e 1)
denotada d,.(p,v) € dada por

dr(p,9) = sup(jp(z) — ()], (@) = oW (@), [0 (x) = " (@)])
Sendo o) ¢ a r-ésima derivada de .

Intuitivamente, duas aplicacoes sao C™—prozrimas se ela, bem como suas r
primeiras derivadas, diferem por apenas uma quantidade pequena.

Exemplo 1.32. Sejam (J,Z, f) e (J,Z,q) dois sistemas dindmicos, J = [0,1] C
R, definidos por f(z) = 2z e g(x) = (2+€)x. Eles sao C"—e¢ distantes no intervalo
J, pois

d-(f,9) = ilellj('f(x) —9@)], [f V() = gV (@)],.... [f(2) — g (2)])

=sup(|2z — 2z —ex|,[2—2—¢€[,]0],...,|0]) =€
zeJ
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Definicdo 1.33. Um sistema dindmico (M,T,p) €é C™estruturalmente
estdvel, se existem (M,T,1) e € > 0 tal que ¢ e ¥ sao C"—e—prizimos, ou
seja, d,.(p, 1) < e. Além disso, ¢ € topologicamente conjugada a ).

Em resumo, uma aplicagao ¢ é estruturalmente estavel se cada aplicagao “nas
proximidades” ¢ topologicamente conjugada a ¢ e por isso tem essencialmente a
mesma dinamica.

Definicao 1.34. Um conjunto A C M compacto €

1. Imvariante por ¢y, se p,(A) = A\,Vt € T;
2. Transitivo, se € invariante e A = w(p) para algum p € M;
3. Nao trivial, se A nao € uma orbita fechada de X;

4. Invariante Maximal, se existe uma vizinhanga compacta U de A tal que

A=elU)

U ¢é chamado bloco isolante;

5. Sumidouro, se € invariante maximal e tem um bloco isolante positivamente
mvariante U, isto €,
e(U) CUNE>0

6. Atrator, se é sumidouro transitivo;

7. Singular, se contém, pelo menos, uma singularidade.

Definicao 1.35. Um atrator A, de um campo vetorial X € X"(M), é C=robusto
se estd contido num bloco isolante U, tal que

Ay = [ w(U)

>0
€ um atrator para cadaY C™—préximo de X. Onde 1, € o fluxo gerado pelo campo
Y.

Ou seja, se modificarmos ligeiramente o fluxo, continua existindo um atrator.

Definicao 1.36. Um conjunto compacto transitivo A de X é C™-robusto
transitivo se existe um bloco isolante U de A tal que

Ay = [ (V)

teR

€ transitivo para todo Y C™préximo de X.

Em particular, quando » = 1 diremos apenas que A é robusto transitivo.
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1.3 Relacao entre Sistemas Continuos e Discretos

Podemos transformar um sistema dinamico continuo (M, R, ¢) em um sistema
dinamico discreto (M, Z, f), pelo menos de duas maneiras:

1. Dado ty € R, fixo, e considerando f = ¢y, temos que, para n € Z
"= (90150>n = Pntp-

2. Sejam ¢; : M — M um fluxo e O uma Orbita periédica de periodo
o > 0. Seja S C M uma subvariedade de codimensao 1, ou seja,
dim(S) = dim(M) — 1 tal que:

(i) ONS ={zo}
d
Dado x numa vizinhanca V,, C S de xy, defina a aplicagao

pP:V,y, — S
x +— ()

onde 7 é o menor valor positivo de ¢ para o qual ¢,(x) € S. A aplicagdo P
é chamada aplicacao de Poincaré e a subvariedade S é a Secao de Poincaré.

(Ver figura[L.3).

Figura 1.3: Aplicagao de Poincaré.

De mesmo modo, dado um sistema dinamico discreto (M, Z, f), podemos
construir um fluxo definido em um espaco de dimensao igual a dim(M) + 1. Este
fluxo é denominado suspensao da aplicacao f, que é construido como segue.

Seja f: M — M uma aplicacao de classe C", r > 0, consideremos o produto
cartesiano R x M. Defina a relacdo de equivaléncia (s+1,x) ~ (s, f(z)), obtemos
o seguinte espago quociente

M; = (R x M))-.
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Para obter todos os pontos ¢ suficiente considerar 0 < s < 1, mas os outros
pontos sao incluidos porque eles deixam claro que o espaco quociente tem uma
estrutura C" se f for C". Consideremos as equacoes em R x M, dadas por £ = 0
es=1.

Elas induzem um fluxo ¢ _; em Rx M que passa ao fluxo ¢; no espaco quociente
M;p. Note que ¢_1(0,z) = (1,2) ~ (0, f(x)), para todo ¢. (Ver figura[L.4).

Figura 1.4: Suspensao de uma aplicacao.

Note que, se identificarmos M com a se¢do S = {0} x M do fluxo ¢;, obtemos
como aplicacao de Poincaré a aplicacao f. Assim, localmente, a suspensao e a
aplicacao de Poincaré sao construcoes inversas uma da outra.

1.4 Teorema do Fluxo Tubular

Um prova do teorema a seguir pode ser encontrado em [I5].

Teorema 1.37 (Aplicacdo Inversa). Seja f : U — R™ uma aplicagio de classe
C", r>1, no aberto U C R™ se a € U € tal que a derivada Df(a): R™ — R™ é
um isomorfismo (isto é, detJ f(a) # 0) entao f é um difeomorfismo local.

Definicao 1.38. Sejam X : U — R™ um campo de classe C",r > 1, U C R"
aberto e A C R"™ ! também aberto. Uma aplicacao diferencidvel f: A — U
de classe C" chama-se se¢ao transversal local de X quando, Ya € A,

Df(a) - (R"') e X(f(a)) geram o espago R™.

Seja X = f(A) munido da topologia induzida por U. Se f : A — X for um
homeomorfismo, diz-se que X € uma se¢ao transversal de X.

Teorema 1.39 (Fluxo Tubular). Seja p um ponto nao singular de um campo
X:UCR"—= R" de classe C",;r > 1 e f: A— ¥ uma segao transversal local
de X de classe C" com f(0) = p. Entao existe uma vizinhan¢a V de p em U e
um difeomorfismo h : (—e,€) x B =V de classe C", onde ¢ > 0 e B ¢ uma bola
em R"™! de centro na origem tal que h é uma C"-conjugacgdo entre o campo X |y
e o campo constante Y : (—€,€) X B — R" dado por Y = (1,0,...,0) € R™.
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Demonstragao. Seja ¢ : G — U o fluxo do campo X, onde G = {(t,z) e Rx U}.
Seja

F:Ga={(tu):(t, f(u)eG—U
Ga C R x A, definida por F(t,u) = ¢(t, f(u)). F aplica linhas paralelas
em curvas integrais de X. Mostremos que F é um difeomorfismo local em

0 = (0,0) € R x R™'. Pelo teorema da aplicagao inversa é suficiente
mostrar que DF(0) é um isomorfismo.

De fato,

DF(0) = Dip(0. £(0)) = eilt, () = X(£(0.0)) = X (o)
E mais, DyF(t, 1) = Dag(t, f(u)) e 90, f(u)) = f(u) para todo u € A. Logo,
D2F(0,u) = Dapl0, () = Dif(u) = D3F(0) = Dy £(0)
Prosseguindo assim obtemos,

D]F(()) = Dj_lf(O), ] = 2, <o, N

Portanto os vetores D;F'(0), j = 1,...,n geram o R" e daf detDF(0) # 0,
ou seja, DF(0) ¢ um isomorfismo. Aplicando existem € > 0 e uma bola
B € R"! com centro na origem tais que h := Fl((—e,e)xp) ¢ um difeomorfismo
sobre o aberto V := F((—¢,€) x B).

Finalmente, mostremos que h é a C™conjugacao entre os campos Y e X]|y.
Sejam (t,z) = x + (¢,0,...,0) o fluxo de Y, x = (to,up) € (—€,¢) X B e
t € (—e —tg,€ —tp). Assim, para o par (¢, ) vale:

h(t x)) = e(t, h(z)) < e(=t, h(P(t, ) = h(z)

ou sinteticamente, p_; o h o ¢y(x) = h(z). Com isso, temos:

1o hot(r) =@ _4ohoth(ty,uo)
=@ _tohot(t+ty,up)
= @1 0 (t+ to, f(uo))
= ¢(to, f(uo))
= h(to, uo)
= h(x).

]

O teorema do fluxo tubular descreve o comportamento local das 6rbitas na
vizinhanga de um ponto regular. Com isso existe um tnico modelo local para
pontos nao singulares que sao as orbitas retas percorridas com velocidade de

tempo 1. (Ver figura [L.5).
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Figura 1.5: Teorema do Fluxo Tubular.



Capitulo 2

Hiperbolicidade

2.1 Preliminares

Definicao 2.1. Seja EE um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma norma em E
é uma aplicagao || - ||: E — [0,4+00) que satisfaz

1. (Nulidade) || z ||=0< 2 =0

2. (Homogeneidade) || Az ||= |A| || = |

3. (Desigualdade triangular) || x +y ||[<|| z || + || v |
para quaisquer vetores x,y € E e escalar A € K.

Um espago normado é um espago vetorial £ munido de uma norma || - ||.

Uma sequéncia (x,,),en de vetores em um espago normado E é de Cauchy se
para todo € > 0 dado, existe um ng € N tal que || z,, — x,, [|[< €, ¥V m,n > ny.

Definicao 2.2. Um espaco normado E ¢ um espaco de Banach se toda
sequéncia de Cauchy for convergente.

Exemplo 2.3. Os espacos normados R™, com a norma

" 1/2
I [l= (Z | @i \2>
i=1

onde x = (x1,...,x,), sao espacos de Banach, pois toda sequéncia de Cauchy em
R™ converge.

Definicao 2.4. Seja E um espago normado complexo e seja A : E — E um
operador linear. O espectro de A ¢ o conjunto

sp(A) :={A e C: (N — A) nao é invertivel}.

18
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Exemplo 2.5. Seja A : R? — R? 0 operador linear dado por

o[t

Temos que o sp(A) = {3,1/2}, neste caso, cada autovalor de A.

Definicao 2.6. Seja E um espaco normado. Uma aplicagcio F' : E — E ¢ uma
contracao se eriste 0 < A < 1 tal que

| F(z) = F(y) I Az -y, Vz,y € E.
Teorema 2.7 (Ponto fixo para contragio). Sejam E um espag¢o de Banach

fechado e F : E — E uma contragao. Entdao existe um unico ponto fizo p € E.

Demonstra¢ao. Sejam x € E e x, = F"(x),Vn € N. Como F é uma contracao,
entao para 0 < A < 1 temos que

| E(z) = Fly) IS Az =yl Yo,y € E.

Mostremos que x,, ¢ uma sequéncia de Cauchy, para tal, verifiquemos por inducao
que
| Tpi1 — 2o [[S A" [ 21 — 20 ||, VR €N.

Assim, para n = 1 temos

| Znsr = 2n (=] Flzn) = Fna) [S A 20 = 20 | -

Suponhamos a féormula valida para um certo n € N. Para n + 1, da tltima
desigualdade, temos:

| Tnio—Zni1 IS A ]| s — 20 || < AN | ay—ao |l= A" | 2 —ao | -

hip. inducao
Provando a inducao.
Dados m > n, temos portanto

)\n
1—-A

+00
| arm = |< (A" AN [ 2120 |[< (Z Aj) o = | F(z)=z | .

j=n

Logo, x,, ¢ uma sequéncia de Cauchy. Existe portanto, p =limz, e p € E, porque
E é fechado. Assim,

F(p)=F( lim z,)= lim F(z,) = lim z,44 =p.
—400

n—-4o0o n—-+4o0o n—-+

Notamos que a segunda igualdade se da pois todo contragao é continua, e a ultima
pois em uma sequéncia convergente toda subsequéncia converge para o mesmo
limite. Se tivermos ainda F'(q) = ¢, com g € E entao

lg=pl=IFlg) = Flp) KA l¢g=—pll= 0= q¢-p[<0.
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Como 1 — A > 0 temos || ¢ — p ||[= 0 e assim ¢ = p. Portanto, o ponto fixo de F’
é nico. O

No que segue L(FE) é o espago das transformagoes lineares L : F — E, e L(F)
é uma espaco normado com norma dada por

L
I £ = sup 2L
o o

Lema 2.8 (Pertubagao do isomorfismo). Seja E um espago de Banach, L €
L(E), satisfazendo | L |[< a <1 e G € L(E) isomorfismo com || G ||<a < 1
entao:

1
1)

a

T—a)

1. (I + L) é um isomorfismo com || (I + L)™' ||<

2. (I +G) é um isomorfismo com || (I + G)7! ||<

Demonstracao. Seja y € F fixado. Defina v : E — FE por:
u(x) =y — L(z).
Dessa forma tem-se que:
| (1) — u(aa) |=]] L(x1) — L(z2) <[] 21 — 22 |

provando que u é uma contragao. Como F é um espaco de Banach pelo teorema
existe um tnico z € FE tal que u(z) = z, ou seja, y — L(z) = z, o que
implica que y = (I + L)(z), provando que (I + L) é sobrejetivo. Além disso,
(I +L)(x1) =T+ L)(xg) = a1+ L(x1) = 22+ L(x2) = 21 — x5 = L(x1 — 23),
logo x1 = x4, pois caso contrario || L [|> 1, uma contradigao. Dessa forma (I + L)
¢ um isomorfismo. Sejam y € E com ||y ||=1ex € E tal que z = (I + L) (y).
Assim, aplicando (I + L), segue que x + L(z) = y e reagrupando, z =y — L(x).
Pela desigualdade triangular e o fato de que || L ||[< a < 1 temos

[zl <14al ]
1
I |l <

“1—a
1

(1—a)

T+ | <

demonstrando o item [11

Agora, (I + G) = G(I + G™Y). Como || G™' ||< a < 1 segue do item [1]
que (I + G™') é inversivel. Sendo G isomorfismo, (I + G) também o é. Dai,
(I+G) ' =({T+GH'G™, assim

a
1—

T+ <l T+GH G <

demonstrando o item 2l O



21 2.1. PRELIMINARES

Lema 2.9 (Desigualdade de Gronwall). Sejam o > 0 uma constante, u,v : I — R
duas fungoes positivas continuas tais que

u(t) < a+ /tu(s)v(s), vVt e l.

Entao vale )
u(t) < a- elio Vs,

Em particular, se a = 0,u = 0.

Demonstracao. Primeiro suponhamos o > 0. Considere ¢ : I — R dada por
o(t) =a+ fti u(s)v(s)ds. Pelo teorema fundamental do célculo,

de
i u(t) - v(t).

Mas por hipotese temos que u(t) < ¢(t). Assim,

a9 _

— = u(t) - v(t) < 6(t) - v(t).

Sendo a > 0 e u,v > 0, segue-se que ¢ ¢é estritamente positiva. Com isso,
podemos escrever:

N (1) to(s)ds ol v(s)ds

Como ¢(tg) = a e u(t) < ¢(t). Segue-se que

ut) < a- el

Agora, para o« = 0. Consideremos o = ¢ > 0 no caso ja provado e tomemos o
limite quando ¢ — 0. Com isso obtemos que

u(t) =0,vt € 1.

]

A seguir veremos a definicao de ponto fixo hiperbélico para sistemas dinamicos
discretos.

Definicao 2.10. Seja E um espaco de Banach. Um Isomorfismo Linear A €
L(E) € dito hiperbdlico se o especiro de A ndo intersecta a esfera S*. Se E tem
dimensao finita isto € o mesmo que dizer que nenhum autovalor de A tem norma
wgual a 1.

Definicao 2.11. Dado um difeomorfismo f : U C E — FE de classe C", um
ponto fixzo p € U € dito hiperbdlico se D f(p) é um isomorfismo hiperbdlico.
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Exemplo 2.12. Seja L : R? — R? 0 operador linear dado por
2 0
Llu) = [0 1/2} b

. . T .
18to €, se u = yl entao

2x
L m = [1 ] .
Y 29
4 . 1 .
Observe que a matriz representacdo de L tem autovalores 2 e 37 logo L € um

isomorfismo hiperbdlico. Além disso, (0,0) € o unico ponto fizo hiperbélico de L,

2x
jdqueL[ﬂ = [1 ] = B} S ax=0ey=0. Note que,
5Y

2

L(z,0) = (22,0) = 2(x,0)

1

L(0,) = (0, 3) = 5(0.9)

0s pontos do eixo x se afastam da origem sob iteracao de L. E os pontos do eizxo
y convergem para 0 sob iteracao de L.

No caso em que £ = R, o ponto fixo p € U, do difeomorfismo f: U C R —- R
de classe C", é hiperbdlico se || Df(x) ||= |f'(p)| # 1. Com isso, se |f'(p)| < 1,
entdo p é chamado ponto hiperbdlico atrator ou pogo. Se |f'(p)| > 1, entao p é
chamado ponto hiperbdlico repulsor ou fonte.

1
Exemplo 2.13. Seja f : R — R dada por f(z) = §($3 + ). Os pontos fixos de

1
f sao 0, 1 e —1. Calculando sua derivada obtemos f'(z) = 5(33:2 +1). Assim,

1
| f'(0) |= 3 < L f)|=2>1;| f(-1) |=2> 1. Com isso, 0 é ponto

hiperbolico atrator, 1 e —1 sdo pontos hiperbolicos repulsores.

Para sistemas dinamico continuos temos a definicdo de singularidade
hiperbélica.

Definicao 2.14. Seja um campo de vetores X : M — TM de classe C", uma
singularidade p € M € hiperbdlica se todos autovalores de sua parte linear
DX (p) tém parte real nio nula.

Definicao 2.15. Uma singularidade hiperbolica p € M é chamada de fonte ou
poco se DX (p) possui, respectivamente, os autovalores todos positivos ou todos
negativos. Caso contrdrio, p é uma sela hiperbdlica.

Exemplo 2.16. Seja um campo de vetores X : R? — R? de classe C", dado por
X(x,y) = (x,—y). Claramente, (0,0) é uma singularidade de X. Temos que

DX(0,0) = {é _OJ
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como o0s autovalores de (0,0) sao 1 e —1, logo (0,0) € uma sela hiperbdlica.

2.2 Teorema de Grobman-Hartman

Se E um espaco de Banach e A : E — F um isomorfismo linear hiperbdlico,
existem uma decomposicao F = E° @ E" invariante por A e uma norma em F
segundo a qual, para a > 0,

| A*||[< a <1, onde A® := A|ps — E°.
| (A1 |<a <1, onde A* := Alg. — E".

Seja CP(E) o espago das aplicagoes continuas e limitadas de £ em E com norma
uniforme
|v] == sup{|v(x)|,z € E},Yv € CP(E)

como = E° ® E*, temos uma decomposicao em soma direta
CUE) :=Cy(E,E*) @ CY(E,E"), com v = v, ®v,,Vv € CY(E)

onde vy :=mgovewv, :=m,ov,sendo g : EF®E* — E°em,: B°*® EY — E*
as projecoes naturais.

Lema 2.17. Seja E um espaco de Banach e A : E — E um isomorfismo linear
hiperbdlico, entao existe € > 0 tal que se ¢; e ¢y € CY(E) tém constantes de
Lipschitz menor ou igual a €, entdo (A+ ¢1) e (A+ ¢2) sao conjugados.

Demonstracao. Precisamos mostrar que existe um homeomorfismo h : £ — E
tal que
ho(A+¢1)=(A+ ¢q) o0 h.

Suponhamos h = I +w, com w € CY(E), isto &, h esta a uma distancia finita
da identidade. Assim, segue que

(I+w)o(A+¢1)=(A+¢2)o (I +w) =

A+pr+wo(A+¢1)=A+Aow+ ¢y0 (I +w).

Fazendo o cancelamento de A e reagrupando os termos temos que:

Aow—wo (A+¢1) =¢1 —pao (I +w). (2.1)

Mostremos que w € CP(E) satisfazendo a equagao ¢ anico.
Considere o operador L definido em C?(E) dado por
L(y) == Aoy —y(A+ ).

Sejam L : CY(E) — CJ(E) dado por L(y) = y — Al oyo (A+ ¢1) e
A: CP(E) — CQ(FE) dada por A(y) = Aoy. Assim, L = Ao L.
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Se provarmos que A e L possuem Inversa, teremos que L é inversivel. Seja
a € CJ(E) temos que A(A'(a)) = « assim A é sobrejetiva. Além disso, se
o, € C(E) com A(a) = A(B) segue que A(a) = A(f) e como A é injetivo,

temos que a = 5. Logo, A sendo bijecao é invertivel.

Agora, observe que CY(E, E*) e CP (E, E*) sao invariantes por L, pois, como A
é isomorfismo que tem E£° e E" como subespagos de E invariantes, segue que estes
subespacos sao invariantes por A~1. Com isso, L(y,) = ys — A ' oy, 0 (A + ¢1),
ys € CY(E, E*), segue que a aplicagio y,0(A+¢;) toma valores em E* e portanto,
L(ys) € CY(E, E*). Analogamente, L(y,) € CY(E, E").

Dai, podemos escrever L = L° 4+ L", onde
L* = Llcy(p,pe), L° - Cy(E, E*) — Cy(E, E¥)

L" := Llco,py, L - CY(E, E*) = CY(E, E).

Se € for suficiente pequeno, o Lema garante que (A + ¢1) ¢ um
homeomorfismo. Definindo o operador G : CP(E, E*) — CY(E, E*) por

Glys) = A" oys o (A+¢n)
G é inversivel, porque é a composicao de aplicacoes inversiveis, com inversa
Gl (ys) = Aoy, 0 (A+ 1)~

G~! ¢ uma contracdo com norma limitada por @ < 1. De fato, ja que
| G A5 || - || (A+ ¢1)7t ||, escrevendo z = z% + a2, se 2 # 0 tomando €
suficientemente pequeno se verifica que G~! é uma contracio, e se % = 0 segue
que A(z) = A*(z) e como ¢; tem constante de Lipschitz que pode ser reduzida
o quanto for necessario, (A + ¢;) sao proximo de A quanto for necessaio. Ja que
| A% || e || (A*)~! || tem norma limitada por A < 1, segue o resultado.

assim como L%

Pelo Lema [2.8| temos que L* ¢ inversivel e || (L*)™! ||<

) 1—a
A3 ivel LY -1 1< )
é inversivel e || (L*)~! || < T
Portanto, L & inversivel com norma
N N A1
|t =g A e LA
1—a
Dessa forma a equagao [2.1] é equivalente a
w=L"Y¢y — py 0 (I +w)). (2.2)

Mas w sastisfard a equacao se e sO6 se for ponto fixo do operador
T:C)(E) — CP(F), dado por

T(y) = L7 (¢1 = d2 0 (I + ).
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Dados y1, y2 € Cp(E), temos

I T(1) — Ty2) | =l L7 (1) — L (a0 (I +y1)) — L7H(¢1) + L7 (d20 (I +12)) ||
= L7 (20 (I+11)) = L7 (20 (I + 1)) ||
< L7 oo (I +11) — da 0 (I + 1)l

AT

1—a

<

€ ’yl —y2\-

Assim para e suficientemente pequeno 7' é uma contracao e existe um unico
ponto fixo, w que satisfaz logo

(I +w)o(A+d1) = (A+ ) o (I +w).

S6 resta mostrar que (I + w) é um homeomorfismo. Para tal, seguindo o
raciocinio acima e permutando ¢; com ¢y, obtemos um tnico v € CP(E) tal que

(I+v)o(A+dy) = (A+d1)o(l +0)

Isto posto, (I +v) é a inversa de (I + w). De fato,

(I+w)o(I+v)o(A+¢s) = ({+w)o(A+¢1)o(I+v) = (A+de)o(I+w)o({+v).

Temos entao que (I + w) o (I + v) semiconjuga (A + ¢) consigo mesmo. E
(I + w) o (I +v) estd a uma distancia finita da identidade

(I+w)o(I+v)=1+v+wo (I+wv)

v+wo (I+v) € CY(E). Ja que a identidade I também semiconjuga (A -+ ¢3) com
ele mesmo, da unicidade da construcao de v, segue-se que I = (I + w) o (I + v).
Analogamente, (I + w) o (I + v) semiconjuga (A + ¢1) com ele proprio. Dessa
forma,

(I+w)o(I+v)=T+v)o(I+w)=1.

O que implica que h = (I + w) é homeomorfismo conjugando (A + ¢;) e
(A + ¢2). Completando a demonstracao. O

Teorema 2.18 (Grobman-Hartman para difeomorfismos). Sejam f : M — M
um difeomorfismo de classe C™ e p € M um ponto fizo hiperbdlico de f. Seja
A=Df, : T,M — T,M. Entao existem vizinhancas V de p em M e U de 0 em

T,M e um homeomorfismo h : U — V tais que

hoA= foh.

Demonstracdo. Tratando-se de resultado local, podemos, sem perda de
generalidade e usando cartas locais, supor f um difeomorfismo definido de uma
vizinhanca W de p para outra N de zero em E = T,M, com f(0) = 0. Seja
€0 > 0 tal que (A+¢) é conjugado a A em E, para todo ¢ limitado com constante
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de Lipschitz limitada por €y, conforme Lema Para este ¢, tomemos uma
vizinhanga B, C W N N tal que (A + )|p,,, = flp, ., (A+ @)lgec = A, ¢
é limitada e tem constante de Lipschitz menor ou igual a €. Pelo Lema [2.17]
existe um homeomorfismo h : E — FE a uma distancia finita da identidade tal
que

hoA=(A+¢)oh

Como A é isomorfismo hiperbolico e zero seu tinico ponto fixo (ndo possuindo
outro, pois este seria um autovetor do autovalor 1), pela conjugacao implica que
(A + ¢) possui um tnico ponto fixo. Se p é ponto fixo de (A + ¢) temos

ho A(h™'(p)) = (A+¢) o h(h™ ( ) =
hoAoh ' (p) = (A+¢)():
Aoh™(p)=h"'(p)

o que significa que h='(p) é ponto fixo de A, logo, zero. Assim, (A + ¢)(0) =
dai h(0) = 0.

Agora, restriguindo h a uma vizinhanga de zero U C B, tal que
V := h(U) C W. Temos que para todo x € U N A7(U) vale

hoA(z) = f o h(z).
[

Corolario 2.19. Seja p wm ponto fixo hiperbolico para um difeomorfismo
f: M — M de classe C". Existe uma vizinhanga U de p tal que se f"(x) € U,
para todo n € 7, entdo x = p. Em particular, os pontos fizos hiperbolicos de f
sao isolados.

Demonstracao. Pelo teorema de Grobman-Hartman existem vizinhancas
U em torno de p, V em torno de 0 e um homeomorfismo h : U — V, com
Aoh =hof. Como A éum isomorfismo hiperbdlico, entao o tinico ponto fixo é o
0, assim, para toda vizinhanca do 0, qualquer ponto diferente da origem, ou ele no
passado (n < 0) estava fora de tal vizinhanca, ou ele no futuro (n > 0), estara fora
da mesma. Dai, se f"(z) € U, Vn € Z, entao h(f"(x)) = A"(h(z)) € V, ¥n € Z.
Pelo argumento acima, h(z) = 0 e além disso, como A(h(p)) = h(f(p)) = h(p),
entdo h(p) = 0, com isso, jA que h é homeomorfismo logo = = p.

Em particular, se x € U é outro ponto fixo hiperbolico (f"(z) =z € U, ¥Vn €
Z), logo x = p. ]

Agora para enunciar e demonstrar o teorema de Grobman-Hartman para
campos precisamos do seguinte lema.

Lema 2.20. Seja X : V C R™ — R™ um campo de vetores de classe C",(r > 1)
com X(0) = 0. Seja L = DXy. Dados e > 0 e K > 0, existe um campo
Y :R™ — R™ com as sequintes propriedades:
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1. O campo Y tem constante de Lipschitz limitada por K e, portanto, o fluzo
mduzido por'Y estd definido em R x R™;

2. Y =L fora de uma bola B(0,r);
3. Existe um aberto U C 'V contendo zero tal que Y = X em U;
4. Escrevendo Y, = L+ ¢y, existe N > 0 tal que |¢| < N para todo t € [—2,2]

e ¢1 tem constante de Lipschitz menor ou igual a €.

Demonstragao. Visto que L = (DX)g, temos que X = L+, onde ¢ : V — R™
¢ C" tal que ¥(0) = 0 e Dipg = 0. Seja f : R — R uma funcao C'* tal que

AR) C [0,1], com
1, set < r
B(t) = 2
0, set>r
Seja U : R™ — R™ definida por

_ ) B(z]) (), sex eV
\II(I)—{O, sex € R™\V

Dado § > 0, podemos escolher r > 0 de tal forma que W seja de classe C”

e seja 0—Lipschitz. Dai, da definicao de ¥, ¥ = ¢ em B <O, g) e U = 0 fora
B(0,r). Seja Y : R™ — R™ o campo de vetores definada por Y = L + W. Dali,

r
v — X, emB<0,5>
L, fora de B(0,r)

satisfazendo 1. Agora, como consequéncia da desigualdade de Gronwall (Lema

, temos que
Vi) = Yi(y)| < " |z —y

Seja ¢y := Y, — Ly, entao
o) — du(y) = [Yi(x) — Yi(y)] + [Li(x) — Li(y)]
= [0 - v+ [ Lo - s =

[9e(z) — de(y)| < 6- X |z —y| 2+

/0 L(6s(x) — 64(y))ds

t
<§-eK. ]x—y!-2+/ | L [¢s(z) — ds(y)| ds.
N ~ / 0 N~~~ -

=« :=v(s) :=u(s)

Usando a desigualdade de Gronwall (2.9)), obtemos

|pe(z) — Pu(y)| <6 - 2K |z —y|-2- ellbll-Jods < 5. o2K lz —y|-2- ellLll2.
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Tomando ¥ de modo que sua constante de Lipschitz § > 0 seja menor ou igual a
€

e2K .9 . elLl-2”
menor ou igual a e. Finalmente, |¢;|, com ¢t € [—2,2] & limitada se x € B(0,r)

|0:(x)| = |pe(x) — ¢(0)| < €-7

O que implica, em particular, que ¢, tem constante de Lipschitz

se x ¢ B(0,r)

164(2)] = [1(2)—40(0)] = / [W(Yy(2)) — W(Ya(0)))ds + / L(6u(2) — 6u(0))ds| <

(Note que W(Y;(z)) =0, se Ys(z) ¢ B(0,r))

t
/e-rds+
0

o que implica novamente pela desigualdade de Gronwall (2.9) que existe N > 0
tal que

/0 L(ds(x) — 65(0))ds

<2 et | L] /0 165(2) — 64(0)]ds

|pe(z)| < N,V € R™ e Vt € [-2,2].
[l

Sabemos que podemos relacionar campo com difeomorfismo, o seguinte lema
¢ um exemplo dessa relacao envolvendo singularidade hiperboélica e ponto fixo
hiperbélico.

Lema 2.21. Seja X : U C R™ — R™ um campo de vetores, e ¢, 0o seu
fluxo. FEntao p € singularidade hiperbolica de X < p € ponto fixo hiperbdlico
do difeomorfismo f = @1, tempo 1 de X.

Demonstragao. (=) Se p é singularidade hiperbolica de X, temos que ¢(¢,p) = p,
Vt € R, em particular para ¢t = 1, assim f = ¢; tem p como ponto fixo.
Da dependéncia diferenciavel em relacdo as condicoes iniciais, temos que 0,¢
é solucio de Z = DX (p) - Z; Zy = I. Portanto, d,¢(t, p) = e"PX®) o que nos da

Df, = 8yp(1,p) = "X

com isso o espectro sp(Df,) = ePPXP) o que implica que || # 1,V € sp(Df,),
isto é, p é ponto fixo hiperbolico de f.

(<) Se p & ponto fixo hiperbolico do tempo 1 de X, entdo pelo corolario
[2.19] do teorema de Grobman-Hartman para difeomorfismo, p é isolado. Temos
que p nao pode pertencer a uma oOrbita periédica, pois caso contrario, os pontos
da orbita periddica seriam pontos fixos de f e assim p nao seria isolado. Logo,
como ¢(n,p) = p,Vn € N e ¢(-,p) ndo é periddica regular, segue-se entao que
©o(t,p) = p,¥t € R o que implica que p é uma sigularidade de X.

Agora, da dependéncia diferencidavel em relacdo as condigOes iniciais, temos
que dyp ¢ solucio de Z = DX (p) - Z; Zy = I. Portanto, d,p(t,p) = e"PX®) o
que nos da

Dfy = dup(1,p) = "X
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com isso o espectro sp(Df,) = ePPXP) o que implica que |A| # 1,V €
sp(Df,). Assim os elementos de sp(DX(p)) tém parte real nao nula, ou seja,
p é singularidade hiperbdlica. O]

Teorema 2.22 (Grobman-Hartman para campos). Sejam p uma singularidade
hiperbolica de um campo X : V. C R™ — R™ de classe C",r > 1 e L = DX,,.
Entao X € localmente topologicamente conjugado (via um homeomorfismo h) a
L, em vizinhancas de p e zero, respectivamente.

Demonstragao. Seja Y : R™ — R™ um campo C” como no Lema [2.20] Ja que
Y = X em U, vizinhanca de zero, temos que a aplicacao identidade conjuga
localmente Y e X em U. Uma vez que a conjugacao é transitiva, s6 nos resta
mostrar que os fluxos Y; e L;, dos campos Y e L respectivamente, sao conjugados,
vVt € R. Como DYy = L, da dependéncia diferenciavel em relacao as condigoes
iniciais, temos que a derivada (DY])y do difeomorfismo Y; na origem é el = L.

do(t
De fato, escrevendo ¢(t, ) = Yy(z), temos que DY,(z) = y é solugao de
x

7= DY(p(t,2)) - Z
Z(0) = I,, «+ matriz identidade m x m

Por ser x = 0 uma singularidade, ¢(t,0) = 0, e a equagao acima se reescreve

Z=DY(0)-Z=L-Z
Z(0) = I,

implicando que DY;(0) = L entdo para t = 1 DY;(0) = e* = L.

Logo, o difeomorfismo Y; = L; + ¢, tem a origem como ponto fixo hiperbolico
e ¢; como o resto de sua derivada (L;) na origem. Pelo Lema existe um
tinico homeomorfismo h : R™ — R™ a uma distancia finita da identidade que
satisfaz h o Y] = L; o h. Mostramos que este h também satisfaz h o Y;(z) =
L, o h(z),Vt € R,Vz € R™, ou seja, Y é topologicamente conjugado a L.

Considere H : R™ — R™ dado por
1
H(z) := / L_;ohoY(z)dt.
0
H é continua e da condigao (4) do Lema temos que H esta a uma distancia

finita da identidade.

Agora, Vs € R vale
HoY,=L,0H.

Com efeito, se tivermos H um homeomorfismo a expressao acima vale, Vs € [0, 1],
pois dado ¢ € R™ podemos escrever ¢ =n + s, com n € N e s € [0,1]. Dai,

HoY,=HoYj0Yj0...0Y 0V, =

n—vezes
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LloHo}/loYlo...oYloYs:Ln+soH:quH.

-

(n—1)—vezes

Se ¢ < 0 e H inversivel, entao

HoY,=(YqoH ) ' =(H oL ) =L,0H.
Seja s € [0,1]. Temos

1
L_SoHoYszL_So(/ L_tohoYtdt>oYS:
0

1 1
/ L,SOL,tOhOKO}{g dt:/ L—(s—‘,—t)ohoi/;‘,«}s dt.
0 0

tomando u =t 4+ s — 1, temos que

1 s
/ L_(s4pyohoYyy, dt = / L_yy1yohoYypr du=
0 —1+s

0 s
/ L—(u+1) ohoYy1 du+ / L—(u+1) ohoY,y du.
0

—1+s
Fazendo v = u + 1 na primeira parcela

1 s
LSOHOY;,:/ LvohoYvdv—i—/ L_yo(L_yohoY))oY, du=
S ﬁ_/
0 h
1
/L_uohoYudu:H.
0

Temos portanto, que H é continua e semiconjuga Y; e Ly. Além disso, H esta a
uma distancia finita da identidade, dado ¢ € [0, 1],

L johoYy,=L_ o(I+w)o(L+ ¢)
=L jololy+L j0olo¢p;+ L jowol;+ L_yowodqy
=I+L;o¢p;+L_jowol;+ L_4yowo .

Fazendo @, = Lo ¢y + Lyowo L+ Lyowo ¢, Existe N > 0 tal que
|wy(z)| < N,Vt € [0,1],Vor € R™. Assim,

1 1 1
H(x)::/LtohoY}/dt:/[—i—'JJtdt:/lDtdt
0 0 0

com | [ wy(x) dt| < [ N dt = N.

Da unicidade da tese do Lema2.17] segue-se que H = h, que é homeomorfismo.
Isto significa que h conjuga Y, e Ly, Vs € R. O

Em suma, o teorema de Grobman-Hartman reduz o problema de classificar
as conjugacoes locais de difeomorfismos em torno de pontos fixos hiperbélicos
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e de campos em torno de singularidades hiperbélicas ao de classificar as
conjugagoes, respectivamente, de isomorfismos hiperbolicos e de campos lineares
com singularidades hiperbdlicas.

2.3 Conjuntos Hiperbdlicos

Utilizaremos a norma de um operador linear A, dada por

A
A= sup LAV
oo ol

Defini¢ao 2.23. Seja um sistema dindmico discreto (M, 7Z, ). Um subconjunto
compacto, invariante por f, A C M ¢é dito Hiperbdlico para f, se existem
constantes k > 0, A € (0,1) e uma familia de subespagos E3, E* C T, M, para
cada x € A tais que

1. T,M=E: 6 E!

2. || Df"(x) - v [|< kA [ v ||, Vv € E*(z),Vn >0

3. | Df(z) w|< kN || w|,YVw € E¥(x),¥n > 0.

E? ¢ chamado de subespacgo Estavel, gerado pelos autovetores associados a
autovalores com parte real menor do que zero.

E" & chamado de subespacgo Instavel, gerado pelos autovetores associados
a autovalores com parte real maior do que zero.

Definigao 2.24. Seja um sistema dinamico continuo (M, R, ¢). Um subconjunto
compacto, invariante, A C M, é dito Hiperbdlico, se existem constantes k > 0,
A € (0,1) e uma decomposicao do fibrado tangente de M sobre A tais que

1. TA\M = E5 ® EX ® EY

2. || Doy(z) v [|[< ke™™ || v ||, Yv € E*, ¥t >0, Vo € A

3. || De_y(z) - w [|[< ke ™™ || w ||, Vw € E*, Vt >0, Va € A.

Da mesma forma que para difeomorfismos, E* é o subfibrado Estavel,

direcao de contracao pelo fluxo, E* é o subfibrado Instavel, direcao de expansao
pelo fluxo.

EX ¢ o subespaco unidimensional gerado pelo campo vetorial tangente ao
fluxo.

Definicao 2.25. Uma orbita fechada do campo X é uma orbita hiperbélica se
esta € um conjunto hiperbilico.

Definicao 2.26. Um conjunto hiperbdlico H é dito tipo sela se ES # 0 e E # 0,
para todo v € H.
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2.3.1 Exemplos Triviais

Os conjuntos A a seguir sao hiperbélicos

(a) A = {p}, sendo p ponto fixo hiperbolico.
(
= Orbita periddica hiperbolica.

(c

)
b) A= {p1,...,p,} onde cada p; é ponto fixo hiperbélico.
) A
(d) A=0(p1)U...uO0(pn)U{q,-..,q,} onde cada O(p;) e ¢; sdo hiperbolicos.

2.3.2 Ferradura de Smale

Seja S o conjunto compacto constituido por um quadrado @ = [0, 1] x [0, 1]

e dois semi-discos A e B de raio 3 Considere H; para j = 1,2 dois retangulos

horizontais disjuntos
Hy={(z,y):0<z <1y <y <y}

com 0 <y < y; <yi <ys <1. Analogamente, V; para j = 1,2 dois retangulos
verticais disjuntos

Vi={(z,y) s o] <o <a3,0 <y <13

com 0 <z} <zl <a? <22 <1. (Ver figura2.1)).
r m TN
H,
54 Q Vi Vs
H,y

Figura 2.1: Ferradura de Smale.

A ferradura de Smale é uma aplicacao h : S — S que verifica as seguintes
condicoes:

1. A imagem h(S) C S tem a forma de uma ferradura que ¢ obtida a partir

1
da contracao horizontal por um fator A < 3 da expansao vertical por um

fator > 2 e uma dobra ao meio, fazendo h(S) atravessar S duas vezes.

(Ver figura2.2)).



33 2.3. CONJUNTOS HIPERBOLICOS

TN 2D

H,

_— }L(Hl) h(HQ)

H,y

Figura 2.2: Ferradura de Smale.

2. Em cada um dos retangulos horizontais H; e Hy de Q Nh™1(Q) h & linear
e transforma H; e Hj nos retangulos verticais V; e V5 de h(Q) N Q.

3. Por linearidade de h : H; — V;, © = 1,2, h preserva segmentos horizontais e
verticais em (;

4. hla: A — A éuma contragao, e pelo teorema do ponto fixo para contragoes
[2.7 possui um tnico ponto fixo.

O conjunto A" (Q)Nh~"(Q) dos pontos que permanecem em () apos n iteracoes
de h e h™', & constituido por 22" quadrados. Na figura representa-se 0s

conjuntos (.__, h"(Q) e —_, h"(Q).

h(Q) 1(Q)
-

N N4 \v/ h=2(@Q)

Figura 2.3: Iteragdes da ferradura: (,__, h™(Q) e (o—_, h"(Q).

n=—2

O conjunto de todos os pontos que permanecem em () para todas as iteragoes

de h é entao
A=[)r"(Q).

nez
Sejam p € S ev € T,5, com v = vy + vg. Assim,
Dh(p) - v1 = \vy e Dh(p) - vg = pws.

Portanto, existe uma direcao contratora e outra expansora. Sendo S invariante
por h, temos que S é um conjunto hiperbolico.
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2.4 Variedades Invariantes

Definicao 2.27. Os conjuntos
W=(p) ={g € M: lim || o:(p) = ¢:(q) [|= 0}

W (p) ={g e M: lim_| ¢i(p) —@u(q) [|= 0}

sao chamados, respectivamente, variedade estdvel forte e variedade instdvel
forte do ponto p.

Definicao 2.28. Dado € > 0, definimos variedade estdvel local e variedade
instdvel local de tamanho € do ponto p € M como os conjuntos, respectivamente,

W2 (p) = {q € M :[| wi(p) — ¢i(q) [|< €, para todo t > 0}

W (p) = {qg € M :|| ¢:(p) — w:(q) < €, para todo t < 0}.

Portanto, outra forma de obter as variedades estaveis e instaveis fortes é a
seguinte:
W (p) = | oW (¢u(p))

t>0

W (p) = e (W (o_i(p)).
t>0
Teorema 2.29 (Teorema da Variedade estavel para fluxos). Seja A um conjunto
mwvariante e hiperbolico para um fluxo oy - M — M. Entao existe € > 0 tal que
para cada p € A, existem dois discos mergulhados W2*(p) e W (p) em M os
quais sao tangentes a £ e EJ, respectivamente.

A demonstracao deste resultado é bem extensa para incluir neste trabalho, no
entanto, para o leitor interessado, uma prova detalhada pode ser encontrada em
[10], [12], [27].

Este teorema mostra que se p pertence a um conjunto hiperbolico, entao
Wes(p) e W*(p) sao subvariedades mergulhadas em M de classe C! e,
consequentemente, os conjuntos

W (p) = |J W* (u(p))

w(p) = |J W (:(p))

teT

denominados, respectivamente, variedade estdvel e variedade instdvel do ponto p
sao também subvariedades mergulhadas em M.

O Teorema da Variedade Estével assegura que em um conjunto hiperbolico,
o sistema nao linear possui variedades estaveis e instaveis, W*® e W* que sao
tangentes, respectivamente, aos subespacos, E° e E“, do sistema linearizado.
Além disso, W* e W* tem as mesmas dimensdes de E* e E*. (Ver figura [2.4).
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Observacao 2.30. Um resultado andlogo € vdlido para difeomorfismo.

Figura 2.4: Teorema de Variedade Estavel.

A Figura mostra as variedades estavel e instavel do ponto p. Note que
sendo a intersecdo de E® e E" transversal entdo W?*(p) e W"(p) também serdo
transversais ao longo de X,(p).

Figura 2.5: Variedades Estavel e Instavel do ponto p.



Capitulo 3

Atrator de Lorenz

3.1 Introducao

Em 1963, o metereologista do MIT, Edward Norton Lorenz publicou o artigo
“Deterministic Nonperiodic flow” [I6]. Nesse artigo introduziu o seguinte sistema
nao linear de equagoes: Seja X : R3 — R3 o campo vetorial definido por
X(x,y,2) = (2,9, 2), onde

(t) = —ox + oy
yt)=re —y —zz
2(t) =zy — bz

e o,r,b sao parametros reais positivos e (z,y,z) € R3, que foi obtida por
simplificacao de outras equacgoes estudadas por Saltzman. Inicialmente ele fixou

os parametros o = 10,7 = 28, b = — numa vizinhanca da origem. Ao escolher uma

condicao inicial proxima da origem deparou-se com uma 6rbita de comportamento
muito estranho, limitada que ndo mostrava regularidade. A figura mostra a
solucao e tem a aparéncia similar a uma borboleta. Por esta razao ficou conhecida
como butterfly.

Figura 3.1: Atrator de Lorenz.

36
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3.2 Propriedades das Equacoes de Lorenz

1. Simetria

Existe uma simetria natural (z,y,z) — (—z,—y, z) para quaisquer o,r,b
positivos. Isto &, se (z(t),y(t),2(t)) é uma solucdo, (—xz(t), —y(t), 2(t))
também é.

2. Singularidades do campo X

Podemos calcular as singularidades procurando os pontos (z,y, z) € R3 tais
que X(z,y,2) = (0,0,0). Segue entdo que:

—oxr+oy =0
re—y—xz=>0

xy —bz=0
Resolvendo o sistema, obtemos trés singularidades, para r > 1,
=(0,0,0)

¢t = (/b(r —1),y/b(r —1),7 = 1)
—\/b(r — 1),—\/19(7“ —1),r—1)

3. Os autovalores das singularidades

8
Usando os parametros ¢ = 10,7 = 28,0 = - as singularidades serao

p=1(0,0,0);¢q" = (—6\/_ —6v/2,27);¢q 6v/2,6/2,27). Assim, seja

= (6
Op(&) O (96) (33) —0 o 0
0ot od o) |y e o

O célculo dos autovalores de DX (p), DX (q7), DX (q"), reduz-se a achar as
raizes dos polinémios caracteristicos dessas trés derivadas.

—-10 10 0
DX(p) = 28 —1 08
0 0 —=
3
—-10 10 0
DX(q+): 1 —1 —Ggé
6v2 6v2 3
—10 10 0
DX(g)=| 1 1 0v2

“6V2 ~6v3
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Os polinémios caracteristicos de DX (p), DX(q~), DX(q"), com suas
respectivas raizes, sao:

41 722

)\1 ~ 11783, )\2 ~ —22,83, )\3 ~ —2,67
.. 41 304
(i) f(u) =p’+ 3#2 tgeT 1440

w1~ —13,85; po ~ 0,094 + 10,19%; pug ~ 0,094 — 10,19
.. 41 304
(i) f(¢)=¢+ ggQ + TC + 1440

(1~ —13,85; (2~ 0,094 + 10,19:; (3~ 0,094 —10,19:

Uma vez conhecidos os autovalores das trés singularidades é possivel ter
uma idéia geométrica das variedades estaveis e instaveis, isto pelo menos
nas vizinhangas destas singularidades. (Ver figura|3.2)).

Figura 3.2: Parte das variedades estavel e instavel das singularidades

4. A divergéncia do campo
Usando a derivada de X, temos que sua divergéncia é dada por

div(X (z,y,2)) = trago(DX (z,y,2)) = —(6 +1+0b) <0

isto significa que o fluxo ¢; associado ao campo X contrai volume
significativamente. Dado um volume inicial V[, de um so6lido ¢ possivel
calcular o volume V (t) desse solido no tempo ¢

V(t) = e div(X(p))dt
V(t) — ‘/Oef(UJrIer)t

5. Existe um elipsoide onde eventualmente entram as orbitas

Existe uma elipsoide onde eventualmente entram todas as érbitas e nunca
mais voltam a sair. Sparrow [30] mostra como é obtido esse elipsoide.
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Escolhendo uma funcao de Lyapunov
V =rz®+oy* +o(z — 2r)?

verifica-se que as Orbitas ingressam transversalmente no elipsoide.

Assim existe uma regiao solida K cuja fronteira é o elipsoide onde todas
as Orbitas acabam entrando. Supondo K compacto entao necessariamente
estas orbitas terao que acumular em algum subconjunto de K. Na realidade
as simulagoes mostram que existe um conjunto B homeomorfo a um bitoro,
de tal forma que toda orbita atravessa-o transversalmente e nunca mais
volta a sair.

Logo existe uma regiao solida, limitada e aberta U, cuja a fronteira de U é
OU = B. Consequentemente U serd um bloco isolante, de tal forma que a
origem ¢é a unica singularidade em U contida. Logo nosso candidato a ser
atrator é o conjunto

Para construir geometricamente esta regiao solida U com fronteira
homemorfa a um bitoro, é s6 retirar uma vizinhanga suficientemente
pequena que contenha as variedades estaveis tanto de ¢t como de ¢—. Assim
teremos uma regiao como é mostrada na Figura [3.3] que é homeomorfa a
um bitoro.

Figura 3.3: O bitoro

3.3 Modelo geométrico do Atrator de Lorenz

Dois grupos de pesquisadores de maneira independente Afraimovich, Bukov,

Shilnikov (URSS-1977) e Guckenheimer, Williams (USA-1979) fizeram o modelo
do atrator de Lorenz baseados nas propriedades que as observacoes nimericas
indicavam e sugeriam. Mostraram que o modelo geométrico ¢ um fluxo em 3
dimensoes tal que:

1. Existe um ponto singular p.
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2. Existe uma secao transversal ao fluxo.

3. Existe uma folheacao invariante pela aplicacdo de retorno & secao
transversal.

4. A aplicagdo unidimensional induzida é expansora.

Para sua construcao considere as equagoes de Lorenz numa vizinhanca da
origem, por uma mudanca nao linear de coordenadas as equacoes sao conjugadas
as equacoes linearizadas em uma vizinhanca de p (este resultado segue do Teorema
de Grobman-Hartman para campos, Teorema.

jﬁ':>\1$
Y= Ay
Z:/\gz

onde A\ ~ 11,83; \y ~ —22,83; Ay &~ —2, 67.

A solucao desse sitema é imediata

Consideremos os seguintes conjuntos:
S = {(x,y, ZO); |.1]|, ’y| S Oé}

S/ = S\{($7y7 ZO)a ’I| = 0}
5* = {(£21,,2); lyl, |2 < B}
com « e 3 positivos e pequenos. (Ver figura .

Figura 3.4: Regiao em forma de ciuspide.
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Construimos duas aplicacoes P, : S — X, e P, : ¥ — S, definimos uma
aplicacdo P = Pyo P» : 8" — S, dada por P(z,y) = (f(z), g(x,y)) e finalmente a
projetamos na reta real. (Ver figuras .

» ® ® >
—A 0 f(z) = A
f@)e™
> z

Figura 3.6: Transformacao do modelo geométrico de Lorenz.
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A aplicagao unidimensional f : [—A, A] \ {0} — [—A, A] possui as seguintes
propriedades:

1. A simetria das equagoes de Lorenz implicam que

2. Tem tnica descontinuidade em z = 0

3. Os limites laterais em x = 0 sao, respectivamente

lim f(z)=A lim f(z)=—-A

z—0— z—0t

4. f é diferenciavel em [—A, A\ {0} e f'(z) > V2, ou seja, f é expansora.
5. Os limites laterais de f’ em x = 0 sao

lim f'(z) = o0 lim f'(z) = 0.

z—0~ z—0t

Assim estudar o fluxo tridimensional, reduz-se a estudar uma aplicacao
bidimensional que ajuda a compreender a dinamica do fluxo, dai o estudo foi
reduzido a uma aplicacao unidimensional, chamada Aplicacdo de Lorenz.

Um dos aspectos mais surpreendentes desta construcao é que ela é robusta.
Se modificarmos ligeiramente o fluxos ainda continua existindo um atrator.

Em meados dos anos 90, C. Morales, M. J. Pacifico, E. Pujals [21I]| provaram
o seguinte teorema, que enunciamos sem demonstracao.

Teorema 3.1. Qualquer atrator robusto de um fluzo em 8 dimensoes € hiperbolico
ou de tipo Lorenz.

Ser tipo Lorenz significa que tem todas as propriedades que descrevem os
modelos geométricos de Lorenz.

W. Tucker [31] provou o seguinte teorema

Teorema 3.2. As equacoes de Lorenz admitem um atrator estranho para os
valores dos paramétros originalmente considerados por Lorenz.



Capitulo 4

Hiperbolicidade Singular

Ao longo deste capitulo M designa uma 3—variedade fechada, isto é, variedade
de dimensao 3, compacta e sem bordo, e X"(M) denota o conjunto dos campos
vetoriais C" em M, dotado da topologia de Whitney C”, r > 1. Além disso,
A C M é conexo e nao trivial, e mais, os conjuntos transitivos sao sempre nao
vazios e nao triviais. Para cada campo X de classe C" (r > 1) definido em uma
variedade M, associaremos o fluxo que denotaremos por X; definido para todo
teR.

Lembramos que, elemento critico ¢ uma singularidade ou uma 6rbita periddica
de um campo X. E Sing(X) é o conjunto das singularidades de X em M.

Utilizaremos as normas de um operador linear A

L plavl

| Av ||
A ||:=sup m(A) =1 )
oy ()= ing 120

vro |l v]]

Note que para um operador linear inversivel a segunda norma, que também é
chamada norma minima ou conorma pode ser expressa como m(A) =|| A=1 ||7L.

4.1 Hiperbolicidade Fraca

Embora ja tenhamos definido conjuntos hiperbolicos, para propoésito de
compreensao deste capitulo, vamos enuncié-lo novamente.

Defini¢ao 4.1. Um subconjunto A C M compacto e invariante por X € X"(M)
é dito Hiperbdlico, se existem constantes X\ € (0,1), k > 0 e uma decomposi¢ao
do fibrado tangente de M sobre A\ tais que

1. T\M = E; ® EX @ E}

2. || DX (z) <ke M Vt>0, VoA

3. || DX_()|pe [|< ke ™™, Vt >0, Vz € A.

43
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Onde, E* ¢ o subfibrado estavel, direcao de contracao pelo fluxo. FE*
¢ o subfibrado instavel, direcio de expansao pelo fluxo. EX & o subespaco
unidimensional gerado pelo campo vetorial tangente ao fluxo. (Ver figura .
Esses subfibrados sao invariantes pela derivada DX; do fluxo X;, no seguinte
sentido

DXy(E}) = Ex,uy, r€ A, t€R, i=sX,u

Observe que a condicdo [3| da defini¢ao vista como || DXy (2)|pe |> k™ teM
pode ser susbstituida pela seguinte:

m(DX,(z)|gs) > k™'eM, Vt > 0,Va € A.

Figura 4.1: Conjunto Hiperbdlico.

Definicao 4.2. Um conjunto bdsico é um conjunto hiperbdlico que é invariante
mazximal e transitivo, ou contém um unico elemento critico.

Definigao 4.3. Seja A C M um conjunto compacto e invariante para o campo
X € X"(M). Uma decomposi¢ao invariante continua por DX, do fibrado tangente
TAM = E\ @& Fy é uma decomposicao dominada se existem constantes
A€ (0,1), k>0 tais que

| DXy (2)|E, || - | DX_i(2)|p, ||< ke™, Vt >0, Vo € A.

Ou equivalentemente,

| DXi(2)|e. |
m(DXi(z)|r. )

<ke M Vt>0, Vr €A,

Com essas desigualdades dizemos que o fibrado E domina o fibrado F', porque
qualquer contragdo/expansao ao longo da dire¢cdo E é mais forte que qualquer
contracao/expansao na diregao F.
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Definicao 4.4. Um subconjunto A C M compacto e invariante por X € X" (M)
¢ Parcialmente Hiperbdlico se eristem constantes X € (0,1), k > 0 e uma
decomposicao invariante continua do fibrado tangente TaAM = E{ @ Ef tais que

1. A decomposicao € nao trivial: E5 #0 e ES #0, Vi >0, Vo € A.

2. O subfibrado E3 € contrator: || DX;(x) <ke M Vt>0, Vo€ A.

B3

3. A decomposi¢ao ¢é dominada: | DX(x)
vVt >0, Vo € A.

| DX_y(2) g 1< ke™,

E¢ & chamado subfibrado central. (Ver figura [1.2)).

Figura 4.2: Conjunto Parcialmente Hiperbolico.

Note que, todo conjunto hiperbolico é parcialmente hiperbélico, para ver isto,
basta tomar F¢ = EX @ E*. O contrario nem sempre é verdadeiro.

Definicao 4.5. Um conjunto parcialmente hiperbolico A de X se diz expande
drea na diregao central E¢ se existem constantes X € (0,1), k > 0 tais que

| det(DX,(x)

Be) |> ke, Yt >0, Vo € A.

Onde det(DX;(z)|g:) denota o jacobiano de DX,(x) ao longo de E, Va € A.

Geralmente, é dito expande volume ao em vez de erpande drea, mas
como estamos tratando de variedade tridimensionais, é mais apropriado essa
denominacao.

-

Definigao 4.6. Um subconjunto A C M compacto e invariante por X € X"(M) é
Singular Hiperbdlico se A é parcialmente hiperbolico, expande drea na direcdo
central e cada uma de suas singularidades € hiperbdlica.

Exemplo 4.7. O atrator de Lorenz geométrico é um conjunto singular Hiperbdlico
que nao € hiperbolico. (Ver capitulo[5 e Ezemplo .
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Definicao 4.8. Um sumidouro singular hiperbdlico ¢ um sumidouro que ao
mesmo tempo € um conjunto singular hiperbolico.

Teorema 4.9. Seja A um conjunto singular hiperbdlico para o campo vetorial X,
nao trivial, com decomposicao TyM = E} & Ef, entao:

1.

2.
3.

X(x) & EZ, para todo x € A\ Sing(X).
X(z) € ES, para todo © € A.

dim(E?) = 1, para todo x € A.

Demonstracao. Suponha que A nao é hiperboélico. Caso contréario o resultado é
trivial.

1. Suponhamos por contradigao que existe zo € A\Sing(X) tal que X (x0) € £ .
Entdo X(z) € E? para cada x na orbita de zg, pois E° ¢ invariante. Pela
continuidade da decomposi¢ao temos X (z) € E? para todo z € a(xy) e, portanto

w(x)

¢ uma singularidade para todo x € a(xy). Em particular, a(zy) contém

uma singularidade o de tipo sela, pois se o fosse uma singularidade tipo pogo
contradiria o fato de que 0 € a(xg) e também nao poderia ser uma singularidade
tipo de fonte ja que isso significa que nao haveria um w—limite. Com isso temos
dois casos:

(1)

(ii)

a(zg) = {o}.

Entao xy € W¥(o). Assim, para t € R, definimos o vetor unitério

¢ DXi(x0)(X(20))
| DX (20)(X (o)) ||

()

Ja que zp € W"(o) que é invariante, segue que DX;(zo)(X(zo)) €
TXt(IO)WU(O') e dai o' € TXt(xO)Wu<O-> N E;’Q( VvVt € R.

Tome uma sequéncia t, — oo tal que a sequéncia v~'" converge para
(digamos) v*>°. Temos que v> é um vetor unitario, e visto que X_; (z9) — o,
jA que este ¢ o a—limite e como FE°® é continuo obtemos que v>* €
T,W"(o) N ES.

Dessa maneira v*° ¢ um vetor unitario que estd na direcao K" ¢ E° e a
intersecao destes é apenas o vetor nulo, o que gera uma contradicao.

a(zo) # {o}.

Entao existe x; € (W"(o) \ {¢}) N a(x). Logo, X(x:) € E; , e entdo
substituindo o por x1 no primeiro caso obtemos que X (1) esta na diregao
instavel e estavel ao mesmo tempo o que ¢ uma contradicao.

mo)’

Portanto, nao pode haver zo € A \ Sing(X) tal que X (z¢) € E .

2. Se z € Sing(X), entdao X (x) = 0, assim X (z) € ES. Dessa forma, podemos
supor que z € A\ Sing(X), com isso temos dois casos:
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(i) a(x) tem um ponto regular y.
Existe uma sequéncia t,, — oo tal que

lim X 4 (z) =y

n—oo
e pelo item (| X(y) ¢ E,, isto significa que o angulo entre X(y) e Ej ¢é
diferente de zero. Por outro lado devido a continuidade do campo,

lim X(X_,,(z)) = X(y)

n—oo

hm Ei(—tn(x) - ES.

n—r00 Y
Assim, o angulo entre X (X_,(2)) e EY , () € limitado e maior que zero
para n suficientemente grande.
Como E} domina Ef, entao o angulo entre DX (X_¢, (2))(EY , () e
DX, (X 4, (2))(X(X_y,(z))) converge para zero quando n — oc.
Porém, DX,, (X1, () (B, ) = E% e DXo, (X0, (1) (X (X (1)) =
X(z). Logo o angulo entre X (x) e ES é zero, ou seja, X (x) € E¢.

(ii) a(z) ndo tem pontos regulares.

Entdo a(z) contém algum o € Sing(X), isto significa que x € W*(o). Por
outro lado, como T,W*"(o) N E$ = {0}, entdo T,W"(c) C ES, ja que ES éo
maior espago que intersectado com E? é igual a zero. Entao T,W" (o) C E¢
e como X (x) € T,W"(0) entao X(x) € EL.

3. Inicialmente, vamos mostrar que dim(ES) = 2, Vo € A.

Suponhamos por contradicdao que dim(Eg ) = 1, para algum zy € A. Como
E° é continuo e A é conexo, obtemos que dim(F¢) = 1, Vo € A. Uma vez
que A expande area na diregdo central Ff e, além disso, X (z) € E¢, entdo
| DXi(x)(X(x)) ||» oo, quando t — oo, para todo x € A\ Sing(X). Ja
que A é compacto || DX;(z)(X(z)) ||— oo ndo pode acontecer a menos que
A\ Sing(X) = (), assim, por ser conexo, concluimos que A é uma singularidade
de X, um absurdo, uma vez que A é nao trivial.

Como resultado, uma vez que A é conexo e a decomposi¢ao é continua obtemos
que

dim(E;) = dim(T, M) — dim(EY)
=3-2=1

para todo = € A. O

Definicao 4.10. Um conjunto singular bdsico ¢ um conjunto singular
hiperbolico que € invariante mazimal e transitivo.
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4.2 Singularidades Incorporadas e Tipo Lorenz

Definicao 4.11. Seja o uma singularidade de um campo vetorial X contida em
um conjunto A compacto e invariante por X. Dizemos que o €:

1. Incorporada, se o é acumulada por orbitas requlares de X em A.

2. Tipo Lorenz, se DX (o) tem autovalores reais {1, A2, A3}, tais que

Ao < A3 <0< —=A3 <A

Todas as singularidades de tipo Lorenz o sao hiperbolicas. Entao as variedades
invariantes W* (o) e W"(o) estdo bem definidas e sdo tangentes respectivamente
aos autoespagos associados ao conjunto de autovalores { g, A3} e {\1}. Com isso,
W#(o) é bidimensional e W*(¢) é unidimensional. Além disso, a variedade estéavel
forte W**(o) tangente ao autoespaco associado a {\2} também esta bem definida.

Exemplo 4.12. A unido de um conjunto bdsico nao trivial e uma singularidade
de tipo Lorenz € um conjunto singular hiperbolico que € hiperbolico e nao
transitivo. 1sso se dd, uma vez que o w—limite nao seria todo o conjunto, jd
que para ser transitivo o conjunto deve ser conexo.

Exemplo 4.13. Considere A = {c}, onde o é uma singularidade de tipo Lorenz
o para um fluzo X, t € R, de classe C', sobre uma variedade tridimensional M,
isto €, o é singularidade hiperbdlica de tipo sela tal que os autovalores de DX (o)
sao reais e satisfazem Ao < A3 < 0 < —A3 < A1.

Denomine E; o autoespago associado ao autovalor \;, 1 = 1,2,3 e escolha
E =Fy e F = E| & E3, como na figura[{.3

Figura 4.3: Singularidade tipo Lorenz.

Entao a decomposicao é trivialmente continua, pois A = {o} € apenas um
ponto, E contrai comprimento de vetores e tem dimensao 1 e F expande drea
uniformemente. Podemos considerar sem perda de generalidade que

A0 0
DX(a)=10 X 0
0 0 X
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dai temos que X,(v) = ez, onde A = DX(0) e v = (z1,72,73) € R3, logo

)\16)\115 0 0 T
DX (o) -z =AeMz=1| 0 e 0 Tg
0 0 /\36)‘3t T3

Tomando v = (0,v2,0) € E e w = (0,0,0) 4+ (0,0,w3) € F = E, & E3, com isso
temos que

I DXi(o) v || [| DX_i(o) - w | = (Aol [ v [F ) - (|As]- [ w || e7)
= [l sl v |- [ ww [ e

= DNa| - As]- v || - || w || e Pe—22)

como A3 — Ao > 0 temos que a decomposicao € dominada e 15so ocorre porque F
admite vetores mais fortemente contraidos do que aqueles de F.

Com 1isso temos um exemplo de conjunto bdsico que expande drea e
parcialmente hiperbolico, portanto, também € singular hiperbélico.

No entanto, a escolha dos subfibrados € essencial, se tivessemos escolhido
E = FE; e FF = Fy & Ey, a decomposi¢cao nao seria dominada e com 1850, nao
teriamos hiperbolicidade parcial nem singular.

Cabe observar que Conjuntos Hiperboélicos nao podem ter singularidades
incorporadas, exceto se A é composto de um numero finito de singularidades
hiperbolicas. Caso contrario, qualquer singularidade incorporada ¢ em um
conjunto hiperboélico A seria um ponto de descontinuidade para a decomposicao
hiperbélica, devido a auséncia da dire¢ao do fluxo no espago tangente a o.

O proximo resultado mostra que nao podemos ter uma decomposicao
hiperbolica sem a diregao do fluxo, a menos que o conjunto invariante se reduza
a um nimero finito de singularidades isoladas.

Proposicao 4.14. Seja A C M um conjunto compacto e invariante por X.
Se existe uma decomposicio TaM = Ex & Fy, tnvariante por DX;, e existem
constantes k, X > 0, tais que, para todo x € A e todo t > 0,

I DXi(a)l, IS ke™ e || DX o(2)lpy,q, < ke ™.

Entao, A € um conjunto finito de singularidades hiperbdlicas.

Demonstragao. Primeiramente provemos que A C Sing(X). Suponhamos, por
contradi¢ao, que existe x € A\ Sing(X). Logo, x é um ponto regular para X,
ou seja, X (z) # 0. Assim, como E ¢é subfibrado de contracgao, a dire¢ao do fluxo
X(x) esta contida em F,, para todo x € A. Mas, aplicando o fluxo reverso X_;
gerado pelo campo —X sobre o mesmo conjunto invariante A, temos que F’ seria
uma subfibrado de contracao, entao X (z) € E,, para todo z € A. Com isso,
X(z) € E, N F, = {0}, uma contradicao.
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Todavia, a hipotese de decomposicao mostra que cada ¢ € A é uma
singularidade hiperbolica, ou seja, a parte real dos autovalores de DX|g, sao
negativos e a parte real dos autovalores de DX|g, sdo positivos. Uma vez que
as singularidades hiperbdlicas sao isoladas na variedade M, pela decomposicao
continua do fibrado tangente, e ja que A é compacto, concluimos que A é conjunto
finito de singularidades hiperbolicas. O]

4.3 Fluxo Linear de Poincaré

Definicao 4.15. Seja M uma variedade compacta e X € X" (M), r > 1. Dado
q € M\ Sing(X), definimos N, como o complemento ortogonal de EX e
denotamos ©, : T,M — N, a projecao ortogonal.

Lema 4.16. Se g € M\ Sing(X) e L, é um subespago de T,M tal que EX C L,
entdo O4(L,) = NyN Ly,.

. . ) _ X
Demonstracao. Fixe v € Ly Ja que Typ singx)yM = Nap\Sing(x) © EM\S’ing(X)’
podemos escrever v = w+ 2z para algum w € N, e algum 2 € E;(. Por outro lado,
como EX C Ly e w = v — z temos que w € Ly assim w € Ly N N,. Portanto,
0,(v) =w € N,N L, provando que O,(L,) C N, N L,.

Reciprocamente, se v € N, N L, entao ©,(v) = v assim, v = O,(v + X(q)).
Uma vez que v € L, e X(q) € E;( C L, obtemos que v € 0,(L,), portanto
Ny N Ly C Oy4(Ly). O

Definicao 4.17. Dado um conjunto compacto e invariante A sem singularidades,
definimos o subfibrado normal do campo X sobre A como

Na=J N,

qEN

Defini¢ao 4.18. Seja A C M um conjunto invariante compacto de X € X" (M),
sem singularidades. Se v € N, denotamos por P,(q)v a projegao ortogonal de
DXi(q)v sobre Nx,). O fluzo P, : Ny — M\ Sing(X) € o fluxo linear de
Poincaré de X associado a A. Em outras palavras, P,(q)v = Ox,q)(DX(q)v).

Figura 4.4: Fluxo Linear Poincaré tridimensional.
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Dizemos que um subfibrado G, de N, é chamado invariante por P, se
P,(q)Gq = Gx,(q paratodot € Re g€ A.

Lema 4.19. Se Ly € um sgbﬁbmdo mvariante por X; de ThAM contendo Eff,
entao o subfibrado induzido Ly = Ny N Ly € invariante por P;.

Demonstracao. Fixe ¢ € A et € R. Uma vez qua Ly é invariante por X; e pela

hipotese E:))((t(q) C LXt(q) entao, pelo Lema , @Xt(q)(LXt(q)) = NXt(q) N th(q).
Portanto,

)
)
= Ox,(¢)(DXe(q)(Ng)) N Ox, () (Lx,(9))
(Ng) N Ox,(g)(Lxi(q))

= Nx,(9) N (Nx,(9) N Lxi(e))

= Nxi(q) N Lxi(o)

= Lx,(g)-
O

Definicao 4.20. O fluzo linear Poincaré P, é Hiperbolico sobre A se existir
uma decomposicao conlinua Ny = Gp @B Fi e constantes positivas k, \ tal que

1. Ny = Gp ® Fy € invariante por Py, isto é, ambos G e Fp sao invariantes
por P;.
2. P, contrai Gy, isto é, || Pi(q)|a, ||< ke™, para todo t >0 e g € A.

3. Py expande Fy, isto é, m(P,(q)|r,) > ke, para todo t >0 e q € A.

Figura 4.5: Fluxo Linear de Poincaré Hiperbolico.

Verifica-se que a hiperbolicidade de um campo vetorial sem singularidades
pode ser expressa em termos da hiperbolicidade do fluxo linear de Poincaré
associada a X. Para averiguar isso segue o proximo lema, que para prova-lo
usamos o campo de cones o qual é definido a seguir.
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Definicao 4.21. Seja S uma variedade diferencidvel e T'S seu fibrado tangente.
Dado x € S, o > 0 e um subespago linear V, C TS, denotamos por Cy(x,V,) =
Cu(x) o cone ao redor de V, em T,S com inclinagdo «, isto €,

Co(z) ={v, € TS : L(vs, Vi) < a}

onde Z(v,,V,) € o dngulo entre um vetor v, e o subespaco V,. Um campo de
cones em S ¢ uma aplicacdo continua C, : S — T,S, onde Cy(x) € um cone
com inclinag¢dao constante o em T,.S.

Lema 4.22. Um conjunto compacto invariante A por X sem singularidades é
hiperbolico se, e somente se, P, € hiperbdlico sobre A.

Demonstracao. Suponhamos que A é um conjunto hiperboélico sem singularidades
e decomposi¢ao hiperbolica T\M = E3 @ EX @ EY. Definindo G = (E° @ EX),
e Fy = (EX @ Ev),, ouseja, Gy = N\ N (E*@ EX)y e Fy = Ny N (EX @ EY))
assim, obtemos uma decomposicao continua Ny = G @ Fj que é invariante por
P, pelo Lema Como A nao tem singularidades, temos que, para ¢ € A e
v e Gy

I'Fi(@)v || =l Ox.()(DXi(g)v) |l
<[ DXi(q)v |

<ke ™o

com isso P, contrai G,. Analogamente, F, é expandido por P,. Logo P, é
hiperbélico sobre A.

Reciprocamente, suponhamos que P, é hiperboélico sobre A e denote
por Ny =G\ @® Fy, a decomposicao correspondente.  Defina o subfibrado
Ay =GA @D EY e By = EX @ F) sobre A. Note que, tanto Ay quanto B, sao
invariantes por X;. De fato, se z € A e v, € A, entdo existe um unico w, € G,
tal que v, — w, € EX. Se t € R entdo DX,(v)v, — DX;(z)w, € E})((t(x)
j& que EY é invariante por DXy, assim Oy, ) (DX (z)v,) = Py(z)w, do qual
obtemos que Ox, ) (DX (7)v,) € Gx (), j& que G ¢ invariante por P;.. Como
DX (x)vy — Ox,2) (DX (2)v,) € E))((t(x) pela definicdo de Oy, (), dai obtemos
que DXy(z)v, € Gx,@) @ E))é(m) = Ax,(z), portanto A, é invariante por X,.
O mesmo processo ¢ feito para B,. Finalmente, ji4 que A é compacta e sem
singularidades podemos usar campos de cones em torno de GG, para obter um
subfibrado estavel E{ em A, complementar a E3y. Analogamente obtemos um
subfibrado instavel E} em B, complementar a Eff Uma vez que Ny = G @ F)
obtemos T\ M = E3 @ Ex @ E¥ com isso conseguimos a decomposigao hiperbolica
sobre A. n

O fluxo linear de Poincaré nao é definido em uma singularidade. Portanto,
nao podemos caracterizar um conjunto singular hiperboélico com singularidades
através da hiperbolicidade desse fluxo. Apesar desta dificuldade, ainda podemos
obter algumas informacoes a partir da restricao do fluxo linear de Poincaré a

A" = A\ Sing(X).
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Seja A um conjunto parcialmente hiperbolico para X com ThM = E} & Ef
tal que expande 4rea na direcao de E°. Seja EX a direcao do fluxo de X em A.
Defina o subfibrado F« = Ny~ N E{. sobre A*. Note que Fj« é invariante por P,
sobre A*, uma vez que Ny« e Ef. sao.

Lema 4.23. Seja A um conjunto parcialmente hiperbolico para X € X" (M) que
expande drea na direcao central. Entao, existem constantes A,k > 0 tais que

m(Pi(@)|r,) - m(DXy()|px) > ke

para todo x € A* et > 0.

Demonstracao. Seja ThyM = E{ @& Ef a decomposi¢ao continua parcialmente
hiperbélica de A sobre M.

Fixe z € A* e dados u,v € T, M, seja A(u,v) a area do paralelogramo formado
por u,v. Seu € F, = N,NESev e EY temos que

Alu,v) =[[wl - [| o]
uma vez que N, é o complemento ortogonal de EX. A partir disto, obtemos
A(DXy(z)u, DXy(z)v) =|| Pi(z)u || - [| DXi(z)o |
por defini¢do P;(z)u.
Por outro lado,

A(DX(x)u, DXi(x)v) = |det(DXy(x)

E;) : A(U, U).

Como A é compacto e Ef expande area, existem constantes k, A > 0 tais que

| det(DXy(x)|ps) [> ke, Yt > 0.
Portanto,
I P(z)ull - || DXi(2)v |2 ke ull - [lv ]l
Como u, v sao arbitrarios segue o resultado. O]

4.4 Sobre Conjuntos Singulares Hiperbolicos

Lema 4.24 (Lema Hiperbolico). Seja A um conjunto singular hiperbdlico para
X € X"(M). Se HC A é um conjunto compacto invariante sem singularidades,
entao H € hiperbolico.

Demonstracao. Invertendo o sentido do fluxo, se necessario, podemos assumir
que A é parcialmente hiperbolico em X. Neste caso, o mesmo acontece com H,
jd que H é compacto e invariante. Provemos que H ¢é hiperboélico. Suponhamos
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que TyM = Ej, & Ef com Ej; contrator e EYf, expande drea. Uma vez que H
nao tem singularidades, podemos considerar o subfibrado Fy = Ny N Ef. Como
H é um conjunto compacto parcialmente hiperbolico em X sem singularidades,
temos pelo Lema que existem constantes A\, k£ > 0 tais que

m(Py()|r,) - m(DX(x)|px) = ke
para todox € Het > 0.

Por outro lado, uma vez que H é compacto, existe A > 0 tal que || X (x) ||< A,
Vo € H. Além disso, por H ser compacto invariante e sem singularidades, existe
B >0 tal que || X(z) [|> B, Vx € H.

Desta maneira, para todo x € H e t > 0, temos que

| DXx)(X @) |, ) X (@) |

m(DXilpx) = nf —rFr5T IX@ 1

A
< —.
- B

Logo, operando m(P;(x)|r,) em ambos os lados da desigualdade e aplicando
o Lema [£:23] n6s obtemos

(B - 5 = m(Pia)le.) - m(DX,(0)] ) > ke

Assim,
m(P,(x)|g,) > CeM, Yo € H, YVt >0

kB
onde C' = T > (. Portanto, P, expande Fpy.

Seja Gy = Ny N (E5 @ Efy). Como DX, contrai Ej;, entdo P, contrai Gp.
Dai, Ny = Gy & Fy é uma decomposi¢ao de um conjunto sem singularidades e
isto implica que P; é hiperbolico e aplicando o Lema[4.22] concluimos a prova. [

Exemplo 4.25. Seja A um conjunto singular hiperbolico, qualquer orbita
periodica de X em A € hiperbdlico. Isso ocorre pois em uma orbita periddica
nao se tem singularidades, logo o Lema[{.24) se aplica.

PARCIALMENTE HIPERBOLICOS

Figura 4.6: Relacao dos conceitos de Hiperbolicidade.
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Conseguimos entao relacionar os tipos de hiperbolicidade como mostra a

Figura

Todo subconjunto fechado invariante de um conjunto hiperbdlico (singular
hiperbolico) também é um conjunto hiperbolico (singular hiperbélico). Mais
interessante, as vezes, ¢ estender a hiperbolicidade para uma vizinhanca de um
conjunto hiperbolico (singular hiperbolico).

A proposicao a seguir ilustra a estabilidade estrutural de campos de conjuntos
hiperbolicos, cuja prova envolve conceitos que aqui nao foram enunciados.
Apresentamos sem demonstragao este resultado, uma prova pode ser vista em
[12] Teorema 18.2.3, bem como nas suas referéncias.

Proposicao 4.26. Seja A C M um conjunto hiperbolico de X € X"(M), r > 1.
Entao para qualquer vizinhanca aberta U de A existe € > 0 tal que se' Y é campo
e di(X,Y) < € entao existe um conjunto hiperbdlico invariante para Y.

Embora nao seja um resultado da estabilidade estrutural, o resultado a seguir
nos da uma idéia de que em pequenas vizinhancas do campo podemos ainda ter
conjuntos Singulares Hiperbolicos.

Proposicao 4.27. Seja A um conjunto singular hiperbélico de X € X" (M), r > 1.
Entao existe uma vizinhanga U de A e uma vizinhanga U C X" (M) de X de tal
forma que se Y € U, entao qualquer conjunto invariante compacto de'Y em U €
stngular hiperbolico.

Demonstragao. Como no caso Hiperbolico (Proposigao [4.26)), a existéncia de uma
decomposicao continua e invariante A é uma propriedade aberta, isto é, existem
vizinhancas U D A e Y D X com as propriedades da proposicao.

Denotando por Ay, um conjunto invariante em U para Y € U e por DY, a
derivada do fluxo Y; gerado pelo campo Y, resta provar que a direcao central de
Ay expande area.

Sejam u, v € Ef, e x € Ay, sem perda de generalidade, suponhamos que
suas imagens pela derivada do fluxo sejam ortogonais, com isso temos que

A(DY(x)u, DY;(x)0) =|| DYy(x)u || - | DYi()o |

e como

A(DY(x)u, DY (x)v) = |det(DYy(x)

Ee)| - Alu,v)

segue que

| DYi(z)v || - || DYi(z)v [|= |det(DYi(x)

Lembramos que o mesmo vale para X.

Agora, uma vez que X e Y sao Cl-préximos, temos que

| DXi(z)u — DYy (2)u ||< €
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|| DXi(z)v — DYi(z)v ||< e.

Assim,

| DYy(z)u || =[| DXi(z)u — DXi(x)u + DYy(x)u ||
=[| DXy(x)u — (DXy(z)u — DYy(x)u) |
2| DXy(x)u || — || DXi(z)u — DYy(z)u ||
>|| DXy(x)u || — e

Do mesmo modo

| DYi(z)v [|>[| DXy (z)v || — e

Operando as duas desigualdades acima, obtemos

| DYi(z)u ||| DYi(z)v || > (| DXe(z)u || — e)(|| DXe(z)v || — ¢)
= DXi(x)u ||| DXi(x)v || —€ || DX¢(x)u || —€ | DXy(x)v || +€*
= |det(DXy(x)|ge)|A(u,v) — € || DXy(x)u || —€ || DXy (x)v || +é?

Fazendo ¢ — 0 e usando o fato de que o conjunto A de X expande area na
direcao Ef, temos que
| DYi(z)u || - || DYi(x)v || > |det(DX(x)
> keMA(u,v)

)

(u, v)

O que implica que
(det(DY;(x)

Fe)

Portanto, EF  expande drea. O

A proposicao e o teorema a seguir caracteriza as singularidades de conjuntos
Singulares Hiperbolicos.

Proposicao 4.28. Seja A um conjunto singular hiperbdlico para o campo X e
suponha que A nao € hiperbdlico. Entdao, A tem, pelo menos, uma singularidade
mcorporada.

Demonstragao. Primeiramente, observe que Sing(X) # ) pois, caso contrario, A
seria hiperbolico pelo Lema

Denotemos por Ay o fecho de A* = A\ Sing(X). Temos que A; é invariante
por X;. De fato,

Xo(A1) = Xo(A*) = Xo(A*) = Xo(A\ Sing(X))
= Xi(A)\ Xy(Sing(X))
A\ Sing(X) = A
=A.
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Além disso, A; é compacto, ja que A; C A, A; fechado e A compacto.

Tomando o1 € Sing(X). Se o1 € Ay, podemos escrever A = {01} UA; (unido
disjunta).

Como A7 C A, temos que A; nao é hiperbélico, uma vez que A nao é
hiperbolico. Além disso, Sing(X|x,) é ndo vazio, pois caso contrario A; seria
hiperbolico pelo Lema uma contradigao.

Agora, tomando oy € Sing(X), o9 # o01. Se oo & Ay, entdo podemos
escrever A = {07,092} U A; (unido disjunta). Com isso, concluimos novamente
que Sing(X|x,) # 0, sendo A seria hiperbélico, um absurdo.

Ja que Sing(X) é finito, repetindo o processo, chegamos a uma singularidade
no fecho de A*, logo ela é um ponto de aderéncia em A e portanto uma
singularidade incorporada. [

Teorema 4.29. Seja A um conjunto singular hiperbolico para o campo
X € X"(M). Se o € Sing(X)NA, entio o € tipo Lorenz ou tem dois autovalores
positivos. Além disso, tem-se

ANW*(o) = {o}.

Demonstracdo. Primeiro vamos provar que o é tipo Lorenz ou tem dois
autovalores positivos. Denote por ThAM = Ef @& Ef a decomposicao singular
hiperbolica de M sobre A. Se A é trivial, entao tem-se o resultado. Suponha que
A nao é trivial. Como A é conexo, pelo Teorema implica que X (x) € E¢ e
dim(E?) = 1 para todo x € A. Em particular dim(E?) = 1 e ¢ tem um autovalor
contrator (forte) Ao < 0. Se o tem somente um autovalor contrator, entao o tem
dois autovalores positivos e obtemos uma parte do resultado. Assim podemos
assumir que o tem outro autovalor negativo A3. Entao temos que Ay < A3 < 0
por dominadncia. Como dim(M) = 3 e nenhuma singularidade num conjunto
singular hiperbolico é atratora (pela condi¢do de expande area) temos que existe
um terceiro autovalor positivo Ay de o tal que Ay < A3 < 0 < A\;. Segue da
condicao de expandir area que —A3 < A;. Isto prova que o é tipo Lorenz e
obtemos a outra parte do resultado.

Agora provermos que em qualquer caso tem-se a igualdade ANW?** (o) = {o}.
Por contradicao, suponha que isto nao ocorra. Entao, existe um ponto
o € AN (W*(0) \{o}). Neste ponto devemos ter que X(z9) € Ej; e logo
X(wo) € E; N EG implicando X (o) = 0, o que é um absurdo. Esta contradi¢io
prova a igualdade. []

Corolario 4.30. Seja A um sumidouro singular hiperbdlico para o campo X. Se
TA\M = E3 @ Ef € a decomposicao singular hiperbolica de M sobre A, entao:

1. X(z) € ES, para todo x € A.

2. dim(E?) = 1, para todo x € A.

3. Além disso, se o € Sing(X) N A, entdo o ¢é tipo Lorenz ou tem dois
autovalores positivos.Em qualquer caso, tem-se ANW?* (o) = {c}.



28 4.5. CAMPO SINGULAR AXIOMA A

Demonstracao. Podemos assumir que A é nao trivial, porque caso contrario,
A seria uma singularidade tipo sela, o qual é uma contradicao ja que A é um
sumidouro. Entdo o Corolario segue dos Teoremas [4.9] e [4.29 O

Observacao 4.31. Em [22] foi demonstrado que todas as singularidades de
um conjunto singular hiperbolico sao de tipo Lorenz. Isto nao € verdade para
sumidouro singular hiperbolico em geral, por exemplo no sumidoro singular
hiperbdlico da Figura[f.7 as singularidades o5 € o3 nao sao de tipo Lorenz. Logo
o item 1 da Proposi¢ao 9.25 pag. 178 em [3] é falso.

Figura 4.7: Um sumidoro singular hiperboélico com singularidades o5 e 03 que nao
sao de tipo Lorenz.

4.5 Campo Singular Axioma A

Definicao 4.32. Um campo vetorial X é Axioma A se

1. Q(X) € um conjunto hiperbolico;
2. Q(X) € o fecho dos elementos criticos de X.

Exemplo 4.33. Um campo vetorial X € X" (M), r > 1 é chamado Anosov se
a variedade M é um conjunto hiperbolico. E conhecido de Q(X) = M quando
temos X Anosov, com isso seque que todo campo vetorial Anosov é Azioma A
(Ver por exemplo [20)]).

Definigao 4.34. Um campo vetorial X € X" (M) € Singular Azioma A se

1. O congunto nao errante Q(X) de X € uma unido disjunta de conjuntos
stngulares bdsicos, ou seja,

QX)) =A U...UA,

onde cada A; € um conjunto Singular Hiperbdlico, invariante mazximal e
transitivo.
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2. QUX) € o fecho dos elementos criticos de X.

A familia de conjuntos singulares basicos é chamada de decomposicao singular
espectral de Q(X).

Definicao 4.35. Um ciclo € uma sequéncia Ao = A,,, A1, ..., A,,_1 de conjuntos
stngulares bdsicos da decomposicao singular espectral tal que para cada @ =
1,...,m existe uma orbita reqular cujo a—Ilimite estd contido em N;,_1 e cujo
w—limite estd contido em A;.

Figura 4.8: Um ciclo AO = A4, Al, AQ, Ag.

Dizemos que um campo vetorial Singular Axioma A nao possui ciclos se
nao houver nenhum conjunto de orbitas regulares que unem os seus conjuntos
singulares bésicos de forma ciclica.

Defini¢ao 4.36. Uma filtragdo para um campo vetorial X € X"(M) é uma
familia finita My = 0, My, My, --- , M, de subvariedades compactas (com bordo
para 1 <1 < k) tal que:

1. M,, =M e M;,, contem o interior de M; para todo 1 < i < m;

2. X¢(M;) estd contido no interior de M; para todo 1 < i < m.

Em suma, uma filtracao é uma sequéncia de subvariedades onde se pode
decompor a dinamica em pedacos menores.

Exemplo 4.37. Sejam S? = {(z,y,2z) € R® : 2> + y* + 2 = 1} e o campo
vetorial dado por X (p) = [p, (0,1)],, com ¢ : S*\{N} — R? uma carta, tomando
My = {(z,y,2) € R®: 22 + y* + 22 = 1. Uma filtragio de X é My, My = S*
(Figura[{.9).

Denominaremos G"(M) como o interior do conjunto de campos vetoriais C”
em M cujos elementos criticos sao hiperbdlicos.
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S? = M, My

Figura 4.9: Uma filtracao da esfera.

Teorema 4.38. Um campo vetorial Singular Azioma A, de classe C", sem ciclos
estd em G" (M) para qualquer r > 1.

Demonstracao. Seja X um campo vetorial Singular Axioma A, entao o conjunto
nao errante de X se escreve como Q(X) = Aj U ... UA,,, onde cada A; é um
conjunto singular basico.

Fixe 1 < i < m. Pela Proposicao existem vizinhancas U; de A; e UY; de
X de tal forma que qualquer conjunto invariante compacto A;(Y) de Y € U; em
U; é singular hiperbolico. Entdo, qualquer singularidade de Y em A;(Y) € U; é
hiperbélica e, pelo Lema qualquer orbita periodica de Y em A;(Y) € U; é
hiperbélica, ou seja, todo elemento critico de Y € U; em A;(Y) € U; é hiperbélico.

Por outro lado, j4 que X nao tem ciclos, entao podemos tomar uma
filtracao My = (0, My, ..., M,, de tal modo que cada conjunto singular basico
coincide com o conjunto de o6rbitas contidas em algum conjunto aberto do tipo
L; = int(M; \ M;_1), ou seja,

Ai: th(Lz)a VZ:L , .

teR

Além disso, podemos encontrar uma vizinhanca V de X tal que se Y € V,
entao a filtracao My, My, ..., M, ainda é filtracao de Y. Para finalizar a prova,
mostremos que

QY)Cc A (Y)U...UA,L®Y)
onde cada Ay(Y) = (g Yi(Li), Vi=1,--- ,m.

Seja x € Q(Y). A primeira observagao é que x nao pode pertencer a fronteira
dos M;, caso contrario entraria no interior e como a fronteira é compacta teriamos
uma vizinhanga de x que nunca retorna a ela. Logo x € L; para algum 1.
Vejamos que x € [),cg Y2(L;). Por absurdo suponha que nao, portanto existe
to € R tal que = &€ Y_; (M; — M;_4), entao Y, (z) ¢ (M; — M;_1) e portanto
Yy, (z) € M;_,. Mas entdo dada uma vizinhancga de Y}, () ela nao retorna préximo
de x, absurdo. O outro caso é analogo. Terifamos por absurdo, que existe ty € R
tal que = ¢ Y, (M; — M;_1) = Y_, () € MF, mas existiria uma vizinhanga que

7 )
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para o tempo negativo nunca volta a se intersectar, absurdo. Logo

v e[ ViLi) = A(Y)

para algum ¢ = 1,--- ,m. Portanto, Q(Y) C A1(Y)U ... UA,(Y).

Como todos os elementos criticos de Y pertencem ao Q(Y) entdo eles
pertencem a Ay (Y) U ... U A, (Y). Assim, definindo

U=vnithn...NU,

temos que U € X"(M) é uma vizinhanca de X tal que se Y € U todo elemento
critico de Y é hiperbdlico. Isto prova que X € G"(M) como queriamos. H

O inverso ao Teorema [4.38 ndo é verdadeiro, na verdade campos vetoriais em
G'(M) nao precisam ser campos singular Axioma A. Por exemplo, os campos
vetoriais com expansio de ciclos singulares em [2] pertencem a G'(M) pois o
desdobramento do ciclo nao da origem a 6rbitas periddicas nao hiperbolicas.

4.5.1 Exemplo de Campo Singular Axioma A

Nesta se¢do apresentamos um campo vetorial Singular Axioma A em G" (M)
com um conjunto singular basico £ equivalente ao atrator geométrico de Lorenz
(Ver Capitulo [3). Faremos um esboc¢o da prova, dando uma ideia bem geral,
contudo compreensivel.

Para comecar, considere a equacao diferencial linear de R® dada por
L(z,y,z) = (%,y, %), onde

T = /\15E
Y=y (4.1)
z = )\32

Note que a origem ¢ = (0,0,0) é uma singularidade de L com autovalores
{A1, A2, Az}, Assumimos que Ay < A3 < 0 < —A3 < A; e assim o é de tipo Lorenz.

O fluxo induzido por L ¢é dada por
Li(x,y,2) = (zeM?, ye?", ze™"). (4.2)

Denotaremos por & = (z,0,0), g = (0,y,0), 2 = (0,0,z) as linhas e por
7z = (x,0,2), 2y = (x,9,0), yz = (0,y,2) os planos. Note que as linhas e
os planos sao preservados por L;, t > 0. De fato, por exemplo
Li(0,y,0) = (0™, ye 2", 0e*")
= (0,ye*, 0)

Em particular, a linha ¢ e o plano zz sao invariantes pelo fluxo L;.



62 4.5. CAMPO SINGULAR AXIOMA A

Agora, existe uma aplicagdo @ definida da secao transversal S = {z = 1} em
Y = {z = £1}. Na verdade ® s6 ¢ definido em S = S\{(0,y,1)}. (Ver Figura
1710).

A >
Figura 4.10: Conjunto L.

Para qualquer ¢ € §, seja t(q) > 0 o primeiro tempo positivo ao longo da
orbita de ¢ para que Ly € X. Entdo, ®(q) = Ly (q). Defina as regives

R={(Lq),t): (¢,t) € S x [0,(q)]}

R=RUW?(0) UW ().

Aqui W!(o) é uma variedade estével local (respectivamente instavel) associado
a o, com [ = s,u. Nota-se que R é uma regiao linear que ¢ comprimida ao longo
de W¥(o), devido a acao da contracdo do autovalor As.

Seja f : X — S um homeomorfismo tal que tem uma extensao C'*° para
vizinhangas pequenas de ambas componentes conexas de Y. Identificamos em

R, (®(q), t(g)) com (f(®(q)),0) para g € S e ¢ € Wr(o) N3 com (f(q),0).

Com esta identificacdo obtemos uma nova variedade Ly, conhecida como
Branched Manifold, e um fluxo agindo sobre ele. No6s chamamos este sistema
a suspensao singular de ®, por analogia com a suspensao de aplicagoes.

A estrutura topolégica de L é conhecida. Nao é uma variedade diferencidvel
devido a regiao comprimida na variedade instavel local, mas pode ser mergulhada
em R? se f preservar orientacdo. Isto é suficiente para a nossa proposta. O campo
vetorial linear (4.1) relacionado ao campo vetorial em Ly, leva um fluxo positivo
de L cuja dinamica esta relacionado com a aplicacao f. Nos temos as seguintes
propriedades no que diz respeito ao sistema de coordenadas naturais (z,y, z) em

;C:;Cfi

(i) L preserva a decomposicao R* = E@® F, onde E = ¢ ¢ F = z;

(ii) o fluxo de L & dado por L(x,y,2) = (weM? yer2t zerst).
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Observe que embora se possa escolher f de modo que L satisfaz (i) acima,
nao é possivel escolher, de tal modo que L preserve nem a linha (x,0,0), nem a
linha (0,0, z), devido a obstrugoes topologicas 6bvias.

Afirmamos que £ é um conjunto singular hiperboélico. De fato, tem-se

eMt 0 0
DLi(z,y,z)-v=1] 0 e 0 |wv.
0 0 e

Assim,

(I) Se v € E, ou seja, v = (0,b,0), temos que

eMt 0 0 0
DL(z,y,z)-v=| 0 €M 0 b
0 0 eM| |0

= (0,be*, 0)

= My,

Logo, || DL|g ||= !, e portanto F é contraida pela derivada do fluxo.

(IT) Se v € F, ou seja, v = (a,0,c), temos que

et 0 0] [a
DLi(z,y,z)-v=| 0 €& 0 | |0
0 0 M| |c

= (ae’\lt, 0, ceASt),

ou seja,
eMt 0

Com isso, ja que | det(DL|r) |= et e X\ + A3 > 0, temos que F
expande &rea.

(ITII) Como m(DL;|r) > et temos que

| DL || _ e _ (o=t
m(DLi|p) — erst

J& que Ao — A3 <0, logo E domina F'.

Isto prova que o conjunto £ é Singular Hiperboélico para o campo L. Pela
constru¢ao, temos que £ = (,cp L4+(U), onde U é uma regido limitada que é
homeomorfa a um bitoro. Além disso, Q(L) = L e w(p) = £ para algum p € L e
isto prova que L é um Campo Singular Axioma A. (Ver Figura .
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Figura 4.11: Um Campo Singular Axioma A no conjunto L.
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