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Resumo

SILVA, Samara Leandro Matos da, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, Julho
de 2013. Equacoes de Navier-Stokes com Viscosidade Variavel na Forma
nao-Estaciondaria. Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Aratjo.

O objetivo principal desde trabalho é estudar a equacao de Navier-Stokes
nao-estacionaria —. Mostraremos a existéncia, para n < 4, e unicidade, para
n < 3, quando v = vy + v||ul|?, com vy, v; > 0 constantes positivas. Também
provaremos a existéncia, para n < 4, quando v = M (a(u)), onde a(u) = ||u|]* e
M é uma funcao continua e diferenciavel. Para tanto, utilizaremos o Método de

Galerkin acoplado com argumentos de compacidade e ponto fixo.



Abstract

SILVA, Samara Leandro Matos da, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, July,
2013. Navier-Stokes equations with variable viscosity in Form Non-
Stationary. Adiviser: Anderson Luis Albuquerque de Araijo.

The main objective of this work is to study the Navier-Stokes non-stationary
- . We will show the existence, for n < 4 and uniqueness, for n < 3 when
v =1 + vi||u||? with vy, > 0 are positive constants. Also prove the existence,
for n < 4 when v = M(a(u)), where a(u) = [|u||> and M is a continuous function
and differentiable. To do so, we use the Galerkin method coupled with arguments

for compactness and fixed point.
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Introducao

O estudo de equagoes que descrevem o comportamento de fluidos teve um
grande avanco com Leonard Euler (1707-1783), que foi considerado o responsavel
pela formulagdo matematica do escoamento de fluidos inviscido (quando nao é
considerada a viscosidade). Essas equagdes sdo chamadas equagoes de Fuler.
Depois disso, varios estudos foram feitos para introduzir o termo de viscosidade
nestas equagoes. Neste sentido, o francés Claude Navier (1785-1836) e o inglés
George Stokes (1819-1903) obtiveram os melhores resultados, no que é conhecida
hoje como as Equagoes de Navier-Stokes.

@—I/AU—I—ZUZ +Vp f (1)
divu =0 (2)
u=0 (3)

Sendo u = u(uy, ug, ..., u,) um vetor tal que u; = u;(x,t), onde x = (x1, x9, ..., x,) €
R" et >0, t € R. Onde u descreve o campo de velocidade do fluido, f é a den-
sidade das forgas externas, p = p(z,t) é a pressao no ponto (z,t) e v representa
a viscosidade do fluido.

Estas equagoes nao possuem solucao algébrica regular, excetuando-se para
casos muito especificos. J.L. Lions [16], R. Temam [26] ¢ O. A. Ladyzhenskaya
[11], entre muitos outros, contribuiram para o desenvolvimento dos aspectos
matematicos e numéricos das equagoes de Navier-Stokes, analisando questoes
de existéncia, unicidade (alguns casos) das solugoes de problemas estaciondrios
e de evolucao. Metodologicamente, estas contribui¢oes matematicas formam a
conhecida teoria classica das equagoes de Navier-Stokes.

A analise matematica de — foi feita primeiramente por J. Leray em 1934
[12]. Depois foi investigado por O. A. Ladyzhenskaya [I1], em 1963; J. L. Lions

[16], em 1969; R. Temam [26], em 1979; L. Tartar [25], em 1999 e muitos outros
matematicos.

Os problemas que serao analisados neste trabalho seguem a mesma linha do
trabalho proposto por O. A. Ladyzhenskaya [11]. O qual é supor que em —
o termo de viscosidade v é uma funcao de u.

O problema, quando v é da forma v = vy + v ||u||?, vy, v1 > 0, sdo constantes
positivas, foi investigado por J. L. Lions [I6] em um dominio cilindrico Q =



x]0, T[C R™™, mais precisamente, ele investigou o problema misto:

ou 9 "L Ou B
E—(VO—FWHUH)Au—i—;uiaxi—i-Vp—f em Q (4)
divu=0 em Q (5)
u=0 em S (6)

@)
~—~
J
~—

u(z,0) = ug(xr) em

Para o caso v; = 0 a anélise foi feita por J. L. Lions [I6] e G. Prodi [17]. O caso
nao cilindrico de — foi investigado por Aratijo, Miranda e Medeiros [I], de
forma semelhante.

Seja 2 um conjunto limitado de R™ com fronteira 0f) suposta regular. O
problema estacionario correspondente ao problema de evolugao — consiste
em determinar u e p satisfazendo:

"\ 0
_(y0+V1||uH2)Au—|—Zuiag—i—Vp:f em Q) 8)
i=1 ¢
divu=0 em £ 9)
u=0 em Of. (10)

Quando v; = 0, a andlise matemadtica de (§)-(10) foi feita por J. L. Lions [16] e
R. Temam [26]. Uma outra referéncia é a dissertagdo de M. M. Arnoud [2].

Seguindo a linha de J. L. Lions [16] e o modelo proposto por O. A. Ladyzhen-
skaya [11], formulamos um problema onde v depende de u e generaliza em parte os
casos apresentados anteriormente, ou seja, estudaremos o modelo nao-estacionario
com viscosidade mais geral definido por

% —M(a(u))Au—F;uigZ +Vp=f em @ (11)
divu=0 em @ (12)

u=0 em S (13)

u(z,0) = ug(x) em Q. (14)

Nas ultimas décadas as equacoes de Navier-Stokes e suas variantes foram
bastante estudadas tanto do ponto de vista matematico quanto numérico. A
analise matematica destes problemas de evolucao tem como base a teoria linear
das equacoes diferenciais parabdlicas e a teoria cldssica das equagoes de Navier-
Stokes. O método de Galerkin, as imersoes de Sobolev, estimativas a priori,
argumentos de compacidade, teoremas de ponto fixo, teoria de regularidade, teo-
ria de semigrupos, entre outros, sao ferramentas essenciais para a resolucao de
tais problemas.

Neste trabalho investigaremos os resultados de existéncia e unicidade (alguns
casos) para dois problemas do tipo Navier-Stokes com viscosidade variavel. Us-
aremos o Método de Galerkin acoplado com argumentos de compacidade e ponto
fixo.



Para tornar o texto mais dinamico este trabalho foi estruturado da seguinte
maneira:

No Capitulo 1 descreveremos as notagoes, espagos funcionais, alguns resulta-
dos classicos da teoria de equagoes diferenciais e resultados de monotonicidade e
hemicontinuidade que serao usados no trabalho.

No Capitulo 2 mostraremos a existéncia e unicidade, para n < 4, do problema
(8)-(10). Seguindo as mesmas ideias usadas por J. L. Lions [16] e M. M. Arnoud

2].

No Capitulo 3 mostraremos a existéncia, para n < 4 e unicidade, para n < 3
do problema ([4)-(7)), que foi proposto por J. L. Lions [I6]. Usaremos algumas
ideias usadas por C. C. V. Pinheiro [23] que fez um estudo para um problema

semelhante envolvendo o operador p-laplaciano e a dissertagao de mestrado de R.
M. S. Neto [22].

No Capitulo 4 mostraremos a existéncia, para n < 4, do problema (1)
, seguindo as mesmas ideias dos capitulos anteriores e alguns resultados para
operadores mondtonos encontrados em L. A. Medeiros [19].



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo iremos relembrar algumas definigoes de espacgos funcionais e
resultados importantes para o estudo dos capitulos 2, 3 e 4 que vao desde as
desigualdades cléssicas usadas no estudo de EDP’s aos teoremas de imersoes
continuas e compactas nos espagos de Sobolev. Por tultimo serao apresentados
alguns resultados para operadores monotonos e hemicontinuos.

1.1 Notacoes e espacos funcionais

Nesta secao vamos mostrar as notacoes e definicoes de espacos funcionais
utilizados neste trabalho. Para maiores detalhes sobre estes espagos consultar
[5], [20] e [26]. Usaremos as seguintes notagoes:

x R™ representard o espaco euclidiano n-dimensional;

% () é um aberto limitado do R™ com medida de Lebesgue || e fronteira 0€2;

% () representard o cilindro 2 x (0,7);

*

S = 00 x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q;

*

a n
V= ( ) denotara o operador gradiente;
8% i=1

*

n
. Ou; :
divu = E 3 * denotard o divergente de u;
; T
=1

nooa2
A= E 922 representara o operador Laplaciano;
i=1 "t

*

*

; 2\ 4
n n
0
lz| = <Z xf) e |Vu| = (Z (89?) > denotam, respectivamente, a
i=1 i=1 !

norma euclidiana de z € R" e a norma do vetor gradiente.

4



5 1.1. NOTACOES E ESPACOS FUNCIONAIS

Vamos definir a seguir os espacos funcionais necesséarios para o desenvolvi-
mento deste trabalho.

Definicao 1.1. Seja 2 C R™ um conjunto aberto e u : 1 — R continua. O
suporte de u, que serd denotado por supp(u), € definido como o fecho em Q do
conjunto {x € Q;u(x) # 0}. Se este conjunto for um compacto do R"™ entdo
dizemos que u possui suporte compacto.

Definigao 1.2. C™(Q2) ¢ o espago das funcgoes com todas as derivadas de ordem
< m continuas em Q (m inteiro ndo-negativo ou m = oo). Denotaremos por

Q) = C(Q).

Definicao 1.3. O conjunto das funcoes ¢ : 0 — R que sdao infinitamente difer-
enciaveis em §) e que tém suporte compacto, sendo que esse suporte depende de
@, sdo denotadas por C§°(S).

Definicao 1.4. Uma sucessdo (¢, ),enn de fungoes de C§°(S2) converge para zero
quando existe K C €2 compacto tal que:

* suppp, C K, VveN;

* Para cada oo € N"

D%p, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador derivagao de ordem « definido por

olel

0z 0x5?...0x8n

com a € N”.

Definicao 1.5. O espago vetorial C§°(§2) com a nog¢do de convergéncia definida
acima € representado por D(§2) e denominado espago das funcoes testes em Q.

Definig¢ao 1.6. Seja 1 < p < +o00. Denotamos por LP(Q2) o espago de Banach das
(classes de) fungoes definidas em 2 com valores em R, tais que |ulP € integravel
no sentido de Lebesgue em €2, com norma

1
|u||r ) = </ |u(x)|pdx) , para 1 <p< 400
0

||u|| Lo () = esssup |u(z)| p = oo.
z€QN
Definicao 1.7. Seja m um inteiro positivo e 1 < p < +oo. Denotamos por
Wm™P(Q) o espago de Banach (com m inteiro) das fungoes u(.) em LP(§2) com
derivadas generalizadas de ordem < m que pertencem a LP(§)) e cuja norma €
dada por
lellwma@) = D [1D%||Loe).

la|<m



6 1.1. NOTACOES E ESPACOS FUNCIONAIS

Para o caso particular, quando p = 2, a notacao dos espacgos de Sobolev serd
Wmr(Q) = H™(Q). Para Q = (0,L), temos o espago de Hilbert H'(0,L) =
W12(0, L) definido por

HY0,L) = {u € L*(0,L);u € L*(0,L)}

com a norma definida por

meme:(ﬁLwawa%+-(AﬂquWQ%,

induzida pelo produto interno

(u, V) (0,1 :/0 (u(t),v(t))dt+/0 (u'(t),0'(t))dt.

Definigao 1.8. Definimos o espago Wy"*(2) como sendo o fecho de C§°(S2) em
Wmr(Q), isto €,
W ()

Co° (%) = W5 (©).

1 1

Definicao 1.9. Supondo 1 < p < +o00 e ¢ > 1 tal que — + — = 1, denotamos por
P q

W="4(Q) o dual topoldgico de Wi ().

No estudo das equacoes de Navier-Stokes precisaremos dos espacos de fungoes
vetoriais com n componentes de alguns dos espacos definidos acima. Repre-
sentaremos por LP(2) o espago das fungoes vetoriais u = (uq, us, ..., uy,), tal que
u; € LP(Q), ou seja, LP(Q) = (LP(2))™. Consideraremos esses espagos, quando
normados, com a norma do produto usual. Desse modo, definimos os espagos

V= {p e D(Q);dive =0}
v =y o g =yt (1.1)

onde D(Q) = (D(N))" e HY(N) = (HI(Q))™. Definimos o produto interno e a
norma em V', respectivamente, como

mmzszmmmm (12)

ox; " 0x;
ij=1 72 7 J

-5 f (B

2,j=1

Definamos o produto interno e a norma em H, respectivamente, como

(1, ) :il /Q () vs(z)dz



7 1.2. METODO DE GALERKIN

Definigao 1.10. Seja H um espaco de Hilbert. Uma sequéncia (e,) C H € dita
base Hilbertiana de H se satisfaz as sequintes condigoes:

o le,|=1 VneN; (eyen) =0 YV m#n;

e 0 espago vetorial gerado por {e1,es, ...} € denso em H.

Proposicao 1.11. Sejam H um espago de Hilbert e (e,)nen uma base Hilbertiana
de H. Entao

u = Z(u, en)én, Y ué€ H.
n=1
Demonstragao. Ver H. Brezis [5] p. 143. O

1.2 Método de Galerkin

Boris Grigoryevich Galerkin nasceu em 20 de fevereiro de 1871 (04 de Margo no
calenddrio atual) em Polotsk, atualmente localizada na Bielo-Russia. Em 1893
entrou no Instituto Tecnoldgico de St. Peterburgo, onde estudou matematica
e engenharia, concluindo seus estudos em 1899. Em marco de 1909 tornou-se
professor neste mesmo instituto.

Em 1915, Galerkin publicou um artigo, intitulado Sterzhni i plastinki Riady v
nekotorykh voprosah uprugogo ravnovesia sterzhnei i plastinok, no qual apresen-
tava um método de integracao aproximada de Equacoes Diferencias Parciais, que
ficou conhecido como Método de Galerkin. Este trabalho ficou famoso mundial-
mente e apesar de quase 100 anos ¢é largamente usado, como por exemplo, no
estudo de equacaos diferenciais parciais nao lineares. Faleceu em 12 de julho de
1945. Nesta época, Galerkin era chefe do Instituto de Mecanica da Academia de
Ciéncias Soviética. Maiores informagoes sobre a biografia de Galerkin podem ser
obtidas em [4] e [24].

Vamos dar uma ideia geral de como funciona o Método de Galerkin. Sejam E
um espago de Hilbert e (wy)52; uma base hilbertiana de E. Definamos como E,,
o subespago gerado pelos m primeiros vetores de (wy)5>,. Considere a equacao
de operadores

Fu=y

definida em F. Para resolvermos esta equacao utilizando o Método de Galerkin
devemos considerar o problema aproximado

Fu, =y, em FEy.

O primeiro passo deste método é mostrar a existéncia de uma sequéncia
(unm) € E, que satisfaca o problema aproximado. Depois, devemos mostrar que
a sequéncia de solugoes aproximadas ¢é limitada em E. Pelo Teorema [1.31| garan-
timos a existéncia de uma subsequéncia (u,,;) de (u,,) que converge fracamente
para u.



8 1.3. RESULTADOS AUXILIARES

Utilizando as propriedades de F' e da construcao de Galerkin mostramos que
essa subsequéncia converge em algum sentido para uma solucao fraca do problema
em questao.

1.3 Resultados auxiliares

Os resultados a seguir serao utilizados nos Capitulos 2, 3 e 4. Nao faremos
as demonstragoes de todos os resultados, mas serao indicadas as respectivas re-
feréncias bibliograficas.

Proposicao 1.12 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(QQ) e g € LY(Q2) onde
p>1e +.=1 Entio fg € L'(Q) e||fgllro) < Ifllr@llgllzaw)-

Demonstragao. Ver R.G. Bartle [3], p. 56. ]
Proposicao 1.13 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e p,q > 1 tais que
1 1
-+ — =1 entao
P q

al? b

ab < — + —.

p q

Demonstragao. Ver R.G. Bartle [3], p. 56. ]

Uma variacao da desigualdade de Young que sera muito utilizado neste tra-
balho é dada pelo seguinte corolario.

1 1
Corolario 1.14. Sejam a,b >0 e p,q > 1 tais que — + — = 1. Para todo € > 0
p q

tem-se
ab < c¢(e)a? + eb?

Demonstracao. Temos

) (<qe>3> (%)

aplicando a desigualdade de Young segue

ab < %( ‘ )p+$<(qa);b)q

(qe)s

1
= zal +eb? Ve>0
plge)e




9 1.3. RESULTADOS AUXILIARES

Tomando c¢(g) = temos

Qs

p(qe)

ab < c(e)a? +eb? Ve >0.

Proposicao 1.15. Sejam numeros reais a,b > 0 e p > 1, entao

(a+b)P < 2P(a? + 7).

Demonstrac¢ao. Usando as propriedades do maximo obtemos
(a+0)P < (2max{a,b})?
= 2P max{a”, b’}
< 2%(aP +bP).

]

Lema 1.16 (Desigualdade de Gronwall). Sejam u, v duas fungdes continuas ndao
negativas tais que paraty <t e >0 e a >0 tem-se que se

u(t) < 5+ oz/t v(x)u(x)dx (1.3)

entao .
U(t) < 66aft0 U(a:)dx'

Em particular quando =0 temos u = 0.

Demonstracao. Seja € > 0 e definamos
t
w(t) =F+¢e+ a/ v(z)u(z)de.
to

Como u, v sao fungoes continuas, a funcao w é continuamente diferencidvel. De

(1.3) temos u(t) < w(t) e

w(ty) =F+e¢>0, w(t)>pL+e>0.

Dali,
w'(t) = av(t)u(t) < av(t)w(t)
logo, .
w'(t
o) < av(t)

Integrando em [tg, t] obtemos

/t: Tfu/(g)) dr < a/t:v(a:)dx




10 1.3. RESULTADOS AUXILIARES

que implica

Logo

ou seja,
w(t) < w(to)eafto vwde

Como u(t) < w(t) e w(ty) = S + € segue que
U(t) < (ﬁ + g)eaftto v(a:)dac7

e fazendo € — 0 obtemos )
u(t) < et v

como queriamos mostrar. Se § = 0, pela desigualdade acima, temos v =0. [

Lema 1.17 (Combinacao Linear). Seja {x1,xs,...,x,} um conjunto L.I. de ve-
tores de um espago normado X (de qualquer dimensdo). Entao existe C' > 0, tal
que para todo colecao de escalares o, o, ..., oy, tem-se

|lonzy + oxe + ... + apxy|| > C(laa] + |ao| + ... + |an])

Demonstragao. Ver E. Kreyszig Bartle [10], p. 72. ]

Teorema 1.18 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja B a bola fechada de
centro O e raio 1 em R™. Toda aplica¢ao continua f : B — B possui (pelo menos)
um ponto fixo.

Demonstragao. Ver E. L. Lima [15], p. 445. ]

Lema 1.19 (Lema do Angulo Agudo). Seja P : R" — R"™ uma aplicagdo continua
tal que para um p > 0 conveniente se tenha (P(£),&) > 0 para todo ||£]] = p.
Entao existe £ € R™, com |[£]|| < p, tal que P(§) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos P() # 0 para todo ||£]|| < p. Seja

f:B(0,p) — B(0,p)
P
S TPBE

Notemos que f é continua, pois é o quociente de aplicagoes continuas. Considere
também,

g:B(0,1) — B(0,1)
P(pg)

7 TR

que também é continua.
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Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Teorema [1.18] existe & € B(0,1)
tal que

9(&0) = o
ou seja,
P(p&)

© = TG

Assim, & = p&, é ponto fixo de f. De fato,

_ P(fl) _ P(P&)) _ _
T80 = =Ppen = P Plog) ~ P = o
Temos [|&1]| = p
_ . P&) _ P
(P& = (P ~ppet ) = =t (P PIE)
p

= —WI\P(&)H = —pl[P(&)]]

Como supomos P(&) # 0, para todo ||£|| = p e por hipétese, p > 0, temos

<P<§1)7§1> < 07
o que contradiz nossa hipdtese. O]

Teorema 1.20 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,)
uma sequéncia de fungoes integrdaveis que converge quase sempre a uma fun¢ao
real mensurdvel f. Se existe fungao integravel g tal que |f,| < g para todo n € N,

entao f € integravel e
/fd:r: :lim/fndx.

Demonstragao. Ver R.G. Bartle [3], p. 44. ]

Para enunciar o Teorema de Carathéodory vamos considerar o problema de

valor inicial
{ i((t?)::];?’x(t)) (1.4)

Teorema 1.21 (Teorema de Caratheodory). Seja f : (a,b) x Q@ — R", com
Q CR", ty € (a,b) e xg € ), mensurdvel em t para cada x fizo e continua em x
para cada t fivo. Se para cada compacto K C (a,b) x ) existe uma fungdo my,
integravel no sentido de Lebesque, tal que

Lt 2)|] < mk(t), V(tz)€K,
entao existe uma solugdo x(t) maximal local de sobre algum intervalo
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Demonstragao. Ver E. A. Coddington e N. Levinson [7], p. 43. ]

Teorema 1.22. Seja f, uma sequéncia que converge para f em LP(Q2). Entdo
existe uma subsequéncia fni de f, que converge quase sempre para f em Q.

Demonstragao. Ver R.G. Bartle [3], p. 75. ]
Teorema 1.23 (Teorema de Representagao de Riesz-Fréchet). Seja H um espago
de Hilbert com produto interno (-,-) e norma ||-||. Dado ¢ € H', existe um unico
f € H tal que

(g, V) g = (f,v), YoveH.
Além disso,

A= Il

Demonstragao. Ver M. M. Cavalcanti e V. N Cavalcanti [0], p. 156. O

Lema 1.24. Seja Q um subconjunto aberto e limitado de R™ e (f,) uma sequéncia
de fungoes de LP(Q), 1 < p < oo, tal que f,(x) — f(z) quase sempre em Q) e

[1h@par < <o, vven.
Q
Entao f, — f fracamente em LP())

Demonstragao. Ver J. L. Lions [16]. O

Lema 1.25. Seja D um aberto limitado de R, d um inteiro positivo, g, e g
fungoes de LY(D), 1 < q < 00, tais que

|gm||Lapy < ¢, (¢ >0 constante)

gm — g quase sempre em D.

Entao,
gm — g fracamente em L(D).

Demonstragao. Ver J. L. Lions [16]. O

Proposicao 1.26. Sejam E um espaco de Banach, {x,}nen uma sequéncia de
elementos de E e o(E, E") a topologia fraca em E. Entdo :

i) T, — x fracamente em o(E, E') se, e somente se, (f, x,) — (f,x), para
todo f € F'.
it) Se x, — x fortemente em E, entdo x, — x fracamente.
iii) x, — x fracamente em o(E, E"), entdo ||z,|| € limitada e ||x|| < liminf ||z,]||.
) x, = x fracamente em o(E,E') e se f, — [ fortemente em E', entao

(fyxn) — (f,z) em R.

Demonstracao. Ver H. Brezis [5] p. 58. O
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1.4 Teoremas de imersoes de Sobolev e com-
pacidade

Nesta secao serao enunciados os teoremas de imersoes de Sobolev e os re-
sultados de compacidade que foram utilizando neste trabalho. Nao faremos a
demonstracao destes resultados, mas deixaremos indicada as referéncias das mes-
mas.

Teorema 1.27. Seja Q um aberto limitado de classe C'. Entdo as sequintes
emersoes sao continuas:

Wh(Q) — LY(Q) para p<n, ¥V qcellp,
WhP(Q) «— LYQ) para p=n, Yq€ [p,+o0),
WP(Q) < L®(Q) para p>n,

np
n—op

com p* =

Demonstracao. Ver L. A. da J. Medeiros [20] p. 75. O

Teorema 1.28. Seja Q um aberto limitado de classe C'. Entdo as sequintes
1mersoes sao compactas:

WP(Q) — LYQ) para p<n, Yq€[l,p),
WhP(Q) — LUQ) para p=n, Yq € [p,+00),
WP(Q) < L¥(Q) para p>n.

np
n—p

com p* =

Demonstragao. Ver L. A. da J. Medeiros [20] p. 79. O

Teorema 1.29 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Q seja um aberto
limitado do R™. Entdo para todo 1 < p < oo, existe uma constante C (dependendo
da medida de Q e de p) tal que

lullr@) < ClIVullre), ¥ ueWe?(Q).
Demonstragao. Ver H. Brezis [5] p. 218. O

Como consequéncia da desigualdade acima, a expressao ||Vu||rr) é uma
1,p : 1 X
norma em Wy (€2), equivalente a norma ||u||W01,p(Q). Em Hj(Q2) a expressao

/Vu( YWo(zx dx—Z/ax 8:1: x)dx

define um produto interno que induz a norma ||Vu||2(q) equivalente a norma de
[ull @)
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Sejam By, B, By espagos de Banach com By C B C B;. Considere o seguinte
espago
W (By, By) = {u € L*(0,T; By);u' € L (0,T; By)}

com T > 0 finito e 1 < pg, p1 < .

W (By, B1) é um espago de Banach com norma

Hu”W(BO,Bl) = Hu||Lpo(0,T;Bo) + HUIHLPI(O,T;Bl)-

Teorema 1.30. Sejam By, B, By espacos de Banach com By e B espacgos reflex-
wos tais que By C B C By com as inclusoes continuas e a inclusao By C B
compacta. Se 1 < pg,p1 < 00, entao W C LP(0,T; B) é uma imersao compacta.

Demonstragao. Ver J. L Lions [16]. O

Teorema 1.31 (Teorema de compacidade fraca). Seja B um espago de Banach
reflexivo. Se a sequéncia (wy)3e, C B € limitada. Entdo existe uma subsequéncia
(wij)$° de (wi)2y C B tal que wy; converge fracamente para algum u € B.

Demonstracao. Ver H. Brezis [5] p. 70. O

1.4.1 Desigualdades de interpolagao

Lema 1.32. Se n = 2, para qualquer aberto €,

1 1 1
Wllza) < 21|[v]1 720 IV F2i0y: ¥ v € Hy().

Demonstracao. Ver R. Temam [26] p. 291. O

Lema 1.33. Se n = 3, para qualquer aberto €1,

1 1 3
10llza) < 22[0llf2 VOl f2q), ¥ v € Ho ().

Demonstragao. Ver R. Temam [26] p. 296. O

1.5 Derivada generalizada de funcoes vetoriais

A seguir vamos apresentar o conceito de derivada fraca de uma funcao vetorial.

Lema 1.34. Seja X um espaco de Banach e X' seu dual. Sejam u e g fungoes
de L'(a,b; X). Entao as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

i) u € quase sempre a primitiva de g,

u(t) =§+/ g(s)ds, &€ X, qs. t€la,b];
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it) Para cada ¢ € D((a,b)),

/abu(t)¢'(t)dt = —/abg(t)qs(t)dt, <¢/ _ %) ;

iii) Para cadan € X'

d
S, ut)) = (n, gt
o u()) = (n.9(2)),

no sentido das distribuicoes sobre (a,b).
Demonstragao. Ver R. Temam [26], p. 250. H

Em vista do Lema podemos enunciar a seguinte definigao:

Definicao 1.35. A funcao g dada no Lema|l1.34 é chamada derivada fraca de u
e serd representada pelos simbolos usuais, isto €,

g:u/:d—u
dt

Sejam H e V' dois espagos de Hilbert com produtos internos e normas (-, - ), ||,
((+,-)) e || ||, respectivamente, e sejam V' e H' os duais de V' e H, respectiva-
mente. Suponhamos que V' C H com imersao densa e continua. Identificando
H com o seu dual H' pelo Teorema de Representagao de Riesz-Fréchet (Teorema
, temos que H pode ser identificado com um subespaco de V' e as seguintes
inclusoes sao densas e continuas:

VCHH CV. (1.5)

Maiores informagoes sobre essas imersdes podem ser encontradas em [6], p.
158.

Considere o seguinte espaco normado:

AO,T) ={v e L*0,T;V);v' € L*(0,T;V')}

1
T 2
H’vHAm,T)—(/O !Iv(t)H“rHv’(t)HQw) :

Portanto, A(0,7") é um espaco de Hilbert e pelo Lema um elemento de
A(0,T) coincide q.s. com uma funcao de C([0,7]; V). De fato, temos que coincide
q.s. com uma fungao de C([0,T]; H), como prova o lema a seguir:

Lema 1.36. Sejam V' e H espacos de Hilbert tais que vale. Sew € W(0,T),
entao uw € C([0,T]; H). Além disso,

CcOo1m a norma

i) a sequinte igualdade vale no sentido das distribuicoes em (0,7T):

1d

5 (0 = (u(6), u(e),
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ii) A sequinte formula de Green vale para todo u,v € W(0,T) :
/0 (('(®), v(®)) + (u(t),v'(t))) dt = (u(T), v(T)) = (u(0), v(0)).

Demonstra¢ao. Ver R. Temam [26], p. 261. O

1.6 Formas lineares e suas propriedades

Nesta secao vamos definir as forma lineares usadas neste estudo e apresentare-
mos algumas de suas propriedades. Ao longo desta secao denotaremos por V o
fecho algébrico de V em H{(Q2), como definido em ([1.1)).

Definicao 1.37. Consideremos a forma bilinear em V' definida como o produto
interno em V', Defini¢ao[1.9. Isto é€,

Em particular, temos

a(u,w) = [[ul]? = z/(S;‘; )

4,7=1

Proposicao 1.38. A forma bilinear a(u,v) como definida acima € continua em
VxV.

ou; O0v;

8% Oz,

Demonstracao. Sejam u,v € V| entao —

€ L*(Q). Logo,

8uz~ 8vi
s x o, (x)dx

au, 81},

la(u, v)| =

ij—l

< / (x)|dx
”21 (996] E)x]
ou; dv;
< -~ (x) ~(z)dx
z; du; 20 11 07; L2(Q)
< Cllullffol] (1.6)
Portanto, a(u,v) é continua em V' x V. O

Podemos associar a forma a(u,v) a um operador linear e continuo A : V- — V'
do seguinte modo: para cada u € V, a aplicacao v — a(u,v) de V em R é linear e
continua, logo pelo Teorema de Representagdo de Riesz-Fréchet (Teorema
existe um tnico &, € V' que identifica v € V com a(-,v) € V.
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Representaremos por A o operador u — &, de V em V’. Portanto, pelas
propriedades de a(u,v) temos A é linear e continuo. De fato, pela continuidade
de a(u,v) tem-se

[€u (V)] = [{&us 0)| = la(u, v)| < Clull[]]],

e logo

1Ay = sup 20 < g,

o que implica ||A||zv,yr) < C.

Reciprocamente, dado um operador linear e continuo A € L(V, V') podemos
associar a A uma forma bilinear continua a : V x V — R definindo

a(u,v) = (A(u),v) YV u,v,eV.

Como a(u,v) é o produto interno de V entao A : V. — V' é o isomorfismo
canonico de V em V.

Se a forma bilinear a(u,v) é coerciva, ou seja, existe uma constante o > 0 tal
que
2
a(u,v) = o |[ul],

entao temos o seguinte resultado.

Teorema 1.39 (Teorema de Lax-Milgram). Se a : V x V — R € uma forma
bilinear, continua e coerciva, entao A :V — V' é um isomorfismo.

Demonstragao. Ver H. Brezis [5] p. 140. O

Defini¢ao 1.40. Consideremos b(u,v,w) a forma trilinear em V

31}1
b(u, v, w) U; x)dx
- Y [ w5 )
Proposicao 1.41. A forma trilinear b(u,v,w) tem as sequintes propriedades:

i) € continua em V x V XV paran < 4;
i) b(u,v,v) =0, ¥V u,v € V;

iii) b(u,v,w) = —b(u,w,v), ¥ u,v,w € V.
Demonstragao. 1) Primeiro mostraremos a continuidade de b(u, v, w) em
VxVx (VN (L"(Q2)").
O espago V' N (L"(£2))" tem norma

1
lollvae @y = (I + 1[0l @)n) 2
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com

1911 (o ey ZHleL"

o,
Consideramos u,v € V e w € V N (L"(Q))". Logo, u; € HL(Q) e av €
Ly
L*(Q).
2
Tomando p = 2 no Teorema [1.27, temos H}(Q) < L%(Q) com ¢ = 712'
n p—

Se n > 2 segue

1 1 1
S
qg 2 n
a/Ui 2 .
e u; € L), o € L*(Q) e w; € L™(Q2). Assim,
J
(91),
b(u, v, w) Z u] wzdac < Z \uy| |wl|da:

i,7=1

Usando a Desigualdade de Holder, Proposicao [1.12], obtemos

& . ov; |2 : g
b(u,v,w)| < /u~qu> / L dx </ windx)
(. 0) Z(H (anj [ Ju

81}1
= ZHUJHLQ(Q) |[wi| (-
Tj|r2()

3,7=1
Como Hy(Q) — L(Q), temos |Ju;]|a) < Cllu||gyq), dai

ov;
0x;

[b(u, v, w)| < C Z sl 3@

7,7=1

[|wil|n ()
)

Aplicando a Desigualdade de Cauchy relativamente ao indice j segue que

1 1
n n 2 n 2 2
(e, v,w) < CY (ZH%H?{&(Q)) (Z 2@)) il Lo
i=1 \j=1 L

2)

81)2‘
al’j

mas,

>

logo,

=

87%
8@»

5’1}1
Oz,

avz
Oz

) 7 L) (1
= (/£|Y7vi2dx> = [Vuiliz9) = [Jvill ()

[b(u, v,w)] < Cllull Y vl g o [will oy

i=1
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Pela Desigualdade de Cauchy relativamente ao indice 4, temos
1 1
n 2 n 2
b, v, w)]| < CJul] (Z ||U,.||§,Ol(m> (Z ||wi||%n(m)
i=1 i=1

Logo
[b(w, v, w)| < Cflull]|v][Jw]|zr @)

O que mostra que b(u,v,w) é continua em
VxVx (VN (L"(Q)").

Para n < 4 temos V N (L™"(Q2))" = V. De fato, que VN (L"(Q))" C V é
imediato. Pelo Teorema [1.27] temos

HY(Q) < L") quando n <

n—2’
ou seja, n < 4.
Sejau eV,
Hy(Q) — L™(Q) =V C (Hy(Q))" — (L™(Q))™.

Logo, u € (L™(Q))" e daf u € V N (L™(2))™. Portanto, V N (L"(Q))* =V
para n < 4.

Assim, [b(u, v, w)| < Cllul[|[vf[[lwl]], ¥ u,0,we V.

ii) Sejam u,v € V temos

b(u,v,v) = Z_l/gu](x)g—;;(x)vl(x)dx: Z_l/ﬂuj(a:)%ai%(vl(g;))?dx
- 32 [ g == [ 5 g

iii) Sejam u,v,w € V. Pelo item ii) temos
b(u, v+ w,v+w) = 0.
Como b(u, v, w) é linear segue
b(u, v+ w, v+ w) = b(u, v, w) + b(u, v, v) + b(u, w,w) + b(u, w,v) = 0.
Usando novamente o item ii) concluimos que
b(u, v, w) + b(u,w,v) =0,

ou seja,
b(u,v,w) = —b(u,w,v).
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Do mesmo modo que foi feito para a forma bilinear a(u, v) podemos associar
a forma b(u,v,w) um operador linear continuo B : V' — V' do seguinte modo:
para cada u € V a fungdo w +— b(u, u, w) é linear e continua, logo existe um tinico
elemento &(u) € V' tal que

€(u),w) =b(u,u,w) YweV.

Representaremos por B(u) o operador w — &(u) de V em V.

Lema 1.42. Para todo w € V' a forma linear B(u) definida por v — (B(u),v) =
b(u,u,v) é continua sobre V, ou seja, Bu € V' e

[1Bullvr < Clulf*. (1.7)

Demonstracao. Fixando u € V, resulta que a aplicacao Bu definida por v —
(Bu,v) = b(u,u,v) é linear e continua em V| pelo item (7). Resulta que

[(Bu, v)| = [b(u, u,v)| < Cllul[*[]v]].

Logo

Sup [(Bu, v)| < C|ul[*.
v||=1

Portanto,
| Bul|y: < Cllu|]?, Vu€eV.

1.7 Caracterizacao do gradiente de uma
distribuicao

A seguir apresentaremos as formulacoes fracas para as equacoes de Navier-
Stokes. Antes, vamos apresentar uma propriedade importante para o gradiente
da pressao.

Seja p uma distribuicao em 2, p € D’'(2), entao para qualquer v € V temos

CAT S T oY I S

=1 i=1

A reciproca dessa propriedade é verdadeira e consiste no resultado a seguir,
cuja demonstracao nao faremos. Maiores informagoes podem ser obtidas em ([26],

p. 14).

Proposicao 1.43. Seja Q um aberto do R" e f = (fi1, fo, .-, fn), i € D'(2),
1=1,2,...,n. Entao

f=Vp

para algum p € D'(QQ) se, e somente se,

(fo)=0 VoveV.
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Primeiro definiremos a formulagao fraca para o problema (8} . Considere-
mos u € (C%(Q))" e p € C1(Q) solucdes cléssicas de . Fazendo o produto
escalar de v € V com obtemos

= ou
{(—(vo + vi||u|]?) Au, v) + <Zuj%,v> + (Vp,v) = (f,v), Y ov e V.
=1 ’
Mas, usando integracao por partes obtemos que

(— (v +nllul®)Au,v) = Z (= (o + wlul*) A, vi)

=t alll®) 3 <837u<"”>>

ij=1
82%
= —(vy+ n||ul]?) Z/ dx
4,7=1
8uZ 8%
— (ot wllul®) ]Z/ (@) o w)d
= (n+ulull*)au,v) (1.9)
e
“ ou - ou;
<Z“Ja j’”> N <Z”Ja ]’”l>
Jj=1 i,j=1
= Z/uj%vidx
ij=179 Oz,
= b(u,u,v). (1.10)
De , e temos
(vo + w|ul|P)a(u,v) + blu,u,v) = (f,v), VveEV. (1.11)

Como V é denso em V' concluimos que (|1.11)) vale para v € V. Logo, podemos
definir solucao fraca do problema — do seguinte modo:

Definigao 1.44. Considere f € V'. Entdo a funcio u € V € chamada solu¢ao
fraca do problema (@—(@) quando satisfaz

(vo + vi|julPau, v) + b(u,u,v) = (f,v) VveV.

A Proposicao garante que para encontrarmos uma solucao do problema
— basta achar uma solucao fraca no sentido da definicao acima. De fato,
Suponha que exista u € V tal que

"9
(= (o + 11 [ul[?) Au, v) + <§ :uja—;f,v> = (f,v), YveV
=1 g
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Como D(Q2) C V, temos em particular

.
<_(V0+Vl||u||2)Au+ZUja_5 —f,v> =0, Vovel.
=1 ’

Pela Proposicao existe p € D'(Q) tal que

n

ou -
—(vo + v [ul]?) Au + Zuj% — f=Vp,
=1 !

no sentido de distribuicao. Tomando p = —p segue
—(w—l—uﬂ]u\ﬁ)Au—i—iu-ﬁ —f=-Vp, em D(Q)
j=1 ' Ox; ’ |
ou seja,

= ou ,
—(V0+V1||U||2)AU+ZUJ‘%+VP=f, em D'(Q2).
J

J=1

Obteremos uma formulacao fraca para o os problema —. Temos a seguinte
caracterizagao para os espagos V e H. (Veja [26], Teoremas 1.4 e 1.6).

V ={u e (Hy;(Q)";divu = 0},

V={ue (D'(Q)";divu=0}

H = {u € (L*(Q))";divu = 0 em D'(2), u.n = 0 sobre 9}
Problema 1.45. Sejam f € L3(0,T;V") e ug € H. Determinar
we L0, T; HYNL*Y0,T;V) e peD(Q)
tais que

ou

- ou
— — (v + wl[ul?)Au+ Y
i=1

(9x,~

oy +Vp=f em D(Q)

u(z,0) = ug(x)

Problema 1.46. Sejam f € L3(0,T;V") e ug € H. Determinar
uw € L®0,T; H)N L*0,T;V)

tal que

(' (), v) + (v + va|[u(®)][P)a(u(t), v) + blu(t), u(t),v) = (f(t),v)
em D'(0,T), Vv eV,

u(z,0) = ug(x).
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Afirmacao 1.47. O Problema é equivalente ao Problema[1.46

Demonstragao. (Problema [1.45] = Problema [1.46). Supondo inicialmente, u €
(C%(Q))™ e p € CY(Q). Multiplicando e integrando em € a equagao do Problema
[1.45 por v € V, temos que

/Qu udx — Vo/Au vdx—l—z/l/—Hu( )2 Au vda:—i—/Zu] 83;( Jo(z)dx

+/Vp-vdm:/f-vdat.
Q Q

Agora, usando a identidade de Green, obtemos que

/Au-vd:c:— @-vdS—i-/Vw Vvdx:/Vu- Voudz
Q 0 Q Q

aq on

Lembrando que

Vu- Vodx :/ ————dx
/Q Q ; 83:]- 833]'

com u = (Up.Usg, ..., Uy,) € V= (V1, Vg, ..., V,), obtemos,

" Ou; Ov;
Vu'Vvdx—/ L —dr = a(u(t),v).
/ (3 e gt =l
Tem-se também que

1/1/ —||u(®)|PAu(t) vdx = l/l/A(u(t))vdx = (A(u(t)),v)
Q Q

/Qiu]gx vdx—/ Zujax] Joude = bu(t), u(t), v(t)).

Além disso,

(p,dive) = / (divo)dx = / Z gZ] dr = Z/ SZJ dx
J j=1 Q J

n

Ip
= pvin;dS — | —uv; dx)
Zl <\/39 7 aQTJ J

_nggm:é<wnm<wm.

Como v € V temos que divv = 0, e segue que (p,divv) = (—=Vp,v) = 0. Portanto,

(', v) + vpa(u(t),v) + (A(u(t)),v) + blu(t), u(t),v) = (f,v), VoveV (1.12)
e u(z,0) = uo.

(Problema[1.46| = Problema[1.45]). Usando o seguinte resultado de J. L. Lions
[16], Remarque 6.6
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Teorema 1.48 (De Rham). Se f = (f1, fo, ..., fn) € (D'(Q))" € tal que (f,p) =
em D'(0,T), para todo ¢ € V, entao existe p € D'(Q) tal que f = Vp.

Para v € V resulta que

(u',0) + wvoa(u(t),v) + (Au(t), v) + blu(t), u(t),v) = (f,v) = 0.
Seja L definida por

(L) = (', ) + voa(u(t), p) + (Au(t), o) + b(u(t), u(t), ) — (f, ¢),

para todo ¢ € V, assim L € D'(Q) e (L,p) = 0 em D'(0,T) para todo ¢ € V.
Logo, pelo Teorema de Rham, existe p € D'(Q) tal que L = —Vp.

Portanto,

ou

o — (o + v ||u®)|]? Au+2u] +vp f, em D'(Q)

u(z,0) = uo. O

Podemos definir a solucao fraca para o problema — como:

Definigao 1.49. Considere f € Lg(O, T;V') euy € H. Una funcaou € L*(0,T;V)
€ denominada solugao fraca do problema —(@ quando satisfaz
(W' (1), v)+(votu|[u(t)]|*)alu(t), v)+b(u(t), u(t),v) = (f(t),v) emD'(0,T), Vv e V.

e u(z,0) =uyp

Novamente, por argumentos analogo, podemos definir a solugao fraca para o
problema —, uma vez que

n

(—M(a(u)Au,v) = Y {(=M(a(u))Adu;,v;)

=1

= —M(a(u)) zn: <%($>,U,~>

ij=1

= M(a(u))a(u,v) (1.13)

Definicao 1.50. Considere f € L%(O,T; V). Entao a fun¢ao u € L*(0,T;V) é
chamada solu¢ao fraca do problema - quando satisfaz

(W' (t),v)+M(a(u(t)))a(u(t),v)+b(u(t), u(t),v) = (f(t),v) emD'(0,T), VveV

u(z,0) = uo.
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1.8 Operador monétono e hemicontinuo

Nesta secao apresentaremos os dois operadores estudados neste trabalho e os
seus respectivos resultados para monotonicidade e hemicontinuidade. Primeira-
mente, vamos enunciar dois resultados auxiliares de convexidade que serao uti-
lizados nesta secao.

Proposigao 1.51. Seja f : I — R uma fungdo diferencidvel. Se f' é crescente,

entao f é convexa.

Demonstracao. Seja x1 < x5 e A, >0 com A+ p = 1. Tomando

L = A(x1) + pf(z2) — f(Az1 + pas)
Af(r) + pf(22) — (A + p) f(Az + pas)
= Af(@1) = fQAz1 4 pwo)] + plf (22) — f(Azy + pa). (1.14)

Pelo Teorema do Valor Médio existem ¥, e y, com

1 <Y < AT+ pxg < Yo < X

tais que
/ _ fQr +pxe) — f(oy)  f(Axn + pag) — f(1)
o) = ATy + pry — Ty B p(xe — 1)
e
ooy f(@2) =[x+ pre)  f(an) — f(Azy + pas)
fve) = Ty — ATy — (T N Mzg — 21) )
Dali,
f(@1) = fQA21 + pwe) = —p(w2 — 21) f'(11) (1.15)
e
f(xa) = f(Az1 + pwa) = M@ — 21) f(y2)- (1.16)

Substituindo (1.15]) e (1.16)) em ([1.14]) temos

L = XN—p(zy —z0)f (1)) + p[Mzy — 21) f(112)]
= (w2 — 2)[f (y2) — ()]

Como f’ é crescente, segue L > 0, isto é,
Af (1) + pf(z2) — f(A21 + pag) > 0

Af(@1) + pf(x2) = f(Azr + pas).

Portanto, f é convexa. m

Proposicao 1.52. Sejam f(x) = 2P, comx > 0 ep > 2, e g(u) = ||u||, entdo
fog € convexa.
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Demonstracao. Derivando f temos
fl(x) =paP 1 >0, Va>0.
Logo, f é crescente. Derivando f novamente obtemos

f"(x)y=plp—1a"P"2>0, Vax>0.

Logo, f' é crescente e pela Proposicao [1.51], segue que f é convexa. Dados
u, v segue, pela desigualdade triangular, que

(1= Nu+ Ml < |(1 = Nul[ + [[Mo]| = (1= Njul[ + Allol], ¥ Ae[0,1].
Logo, g é convexa. Dali,
(fog)((1=XNu+v) = [f([(1=Nu+v]])
< SIQA = )fJull + Affvl])
= (L= N)lfull + Allol[)”
< (1=l [” + Affol]”
(1 =X)(feg)(u) + A(f o g)(v)
Portanto, f o g é convexa. [

Definig¢ao 1.53. Seja A : V. — V' um operador tal que, para todos u,v,w € V,
a aplicagao

A — (A(u+ M), w)

€ continua de R — R. Entao A € dito hemicontinuo.
Proposicao 1.54. Se um operador A : V. — V' € continuo, entao € hemi-
continuo.
Demonstragao. Seja Ag € R e ()\,) uma sequéncia de nimeros reais tais que
An — Ay, n — Q.

Logo, para todo z,y,z € V, temos que

T4+ Ay = T+ Ay

Como A é continuo obtemos

(A + Any), 2) = (Alr + Aoy), 2)| = (AT + Any) — Az + Aoy), 2)]
< cfJA(@ 4 Any) = Alz + Aoy)llv][2]lv-

Portanto, a aplicagdo A = (A(u + Av),w) é hemicontinua. O

Definigao 1.55. Seja A : V. — V' um operador tal que, para todos u,v € V,
tem-se

(Au — Av,u —v) > 0.

Entao A é dito mondtono.
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Definicao 1.56. Dizemos que um funcional J : V — R é Gateaux-diferencidavel

emu€cV se ; \ ;
T Ae) = T(w)

A—0 A

=J'(uw)w, YveV.

Teorema 1.57. Se v — J(v) é Gateauz-diferencidvel sobre V e convero, a
aplicagio u — J'(u) de V- — V' é mondtona.

Demonstragao. Por convexidade temos, para todo A € (0,1) que
J((T=XNu+ ) < (1 —=N)J(u)+ AJ(v)

que implica

J(u—Au+ ) < J(u) — AJ(u) + AJ(v).
Logo
[J(u+ Ao —u)) — J(u)] < J(v) — J(u).

> =

Aplicando o limite quando A — 0 na desigualdade acima obtemos

}\1_}1%% [J(u+Av—u)) = J(u)] <lim[J(v) — J(u)],

T A0

o que implica
) —u) < J(v) - J(w),
ou seja,

J (u)(u—v) > J(u) — J(v). (1.17)

Usando novamente a convexidade do funcional J, mas desta vez trocando u e
v de lugares temos

S0+ A=) — J(0)] < () ~ T(0),

o limite quando A — 0 na desigualdade nos da

J () (u—v) < J(u) — J(v). (1.18)

De e temos que
J'(u)(u—v) > J(u) = J(v) = J'(v)(u—v)

que implica
J (u)(u—v) > J'(v)(u—v).

Logo,
J'(w)(u—v)—J W) (u—20)>0,

ou seja,

(J'(u) = J'(v))(u = v) = 0.

O que conclui a demonstracao de que a aplicagao u — J'(u) é mondtona. [
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Seja a(u,v) a forma bilinear dada na Definigao [1.37, Vamos representar por
a(u) a forma quadratica a(u,u) = ||u||?.

Seja M(A), A > 0 uma fungao continua e derivével, com

M(\) > mp > 0, %M(A) >0e M(\) < a)+B. (1.19)

A aplicacdo —M (a(u))Au definida de V' em V'’ aplica conjuntos limitados de
V' em conjuntos limitados de V. De fato, definindo —M (a(u))Au = M (a(u))Au,
com —A = A, temos

[|M (a(u))Aul| = Sup [(M(a(u))Au, v)| = HSHEIM(G(U))\G(%U)! < M(a(w))|lul]

(1.20)
Lema 1.58. A aplicagio v — M (a(u))Au de V' em V' é mondtona. (Com
A=—A)

Demonstracao. A funcao
o) = [ artsyas
é crescente, pois ¢'(\) = M(\) > 0, e tafnbém é convexa pois ¢"(\) = M'(\) > 0.
Temos que
o) = gtato) = [ s,
é convexa. De fato, dado 0 < # < 1, temos
o(0u+ (1—0)w) = ¢la(fu+ (1 —0)v))
p(0a(u) + (1 = 0)a(v))

)
Op(a(u)) + (1 = 0)p(a(v))
0¢(u) + (1 = 0)¢(v).

pois ¢ é crescente e convexa. Portanto, ¢ é convexa e também Gateaux-diferenciavel.
De fato,

IAINA

d d
(@ ()v) = Zolutw)| = plalut )
d a(u+Av)

= = i M (s)ds

— Ma(u + )\v))%a(u + Av)]

= 2M(a(u))a(u,v)
= (2M(a(u))Au,v),

A=0

A=0

A=0

ou seja,
@' (u) = 2M (a(u))Au.

Pelo Teorema segue que M (a(u))Au é mondtono. O
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Lema 1.59. A aplica¢io u — M (a(u))Au de V em V' é hemicontinua.

Demonstracao. Sejav € V e
Up, = u, em V.

Notemos que

(M (a(uy,))Au, — M(a(u))Au, v) M (a(uy))a(uy,,v) — M(a(u))a(u,v
= M(a(uy))a(un,v) — M(a(u))a(u, v
+ M(a(u))a(u,,v) — M(a(w))a(u,,v)
= [M(a(un)) = M(a(u))]a(un, v)
+ M(a(u))[a(un,v) —a(u,v)

Logo, usando (|1.6)) e o fato de M ser continua, temos

(M (a(un))Aun — M(a(u))Au, v) [ M (a(un)) = M(a(u))la(un, v)l

< [M(a(un)
£ [M(a(w)l|a(n,v) — alu,v)
< alM(a(un)) = M(a(w))|l[un||v]]
+ M (a(u))lla(un — u,v)|
< el M(a(wn)) — M(a(w)]|[unllo]
+ M {(a(w))|[fun = ull[[v]] (1.21)
Temos u, — u em V, ou seja, lim ||u, — u|| = 0 e existe c3 tal que ||u,|| <
n—oo
c3, ¥V n.
Notemos que a(u) = ||u][* e usando a desigualdade | |||u,|| — ||ul|| < |Jun—ul|,
concluimos que lim ||u,|| = ||u||. Como f(x) = x* é continua, temos que
n—oo
: 2 _ (1,112 ~ _
i [l = full*  Jim a(ua) = a(u).

Como M ¢é continua temos que

lim M (a(u,)) = M(a(u)).

n—o0

De (1.21)) e das convergéncias anteriores obtemos que

lim (M (a(uy,))Au, — M(a(u))Au,v) =0, YoeV.

n—oo
ou seja,
M (a(uy))Au, — M(a(u))Au, em V'

Portanto, a aplicacao
u— M(a(u))Au, de V em V'

é continua. A hemicontinuidade segue da Proposicao [I.54] O
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Para o caso particular quando M (a(u)) = vi||u||? temos, usando integragao
por partes e o fato de u = 0 na fronteira de €2, que

(‘9uz 8@1
llulPa(u,0) = alull Z g @ gy
J J

- u1||un2<2 A >

3,7=1

= wjul*(—Au,v)
= (—nllul[*Au, v)
= (Au,v) YoeV (1.22)

onde Au = —u||u||*Au.

A aplicagao Au definida de V em V' leva conjuntos limitados de V' em con-
juntos limitados de V. De fato,

[Aul[y+ = sup |[(Au,v)| = sup. v ul[*|a(u, v)]
v||=1 v||l=
vav H H
ou,; 8 ;
_ U v, )
o] =1 3%
veV
8u1 81}1
< sup \1/1HuH / (x)|dx
= jzl 3% 3%
veV
< sup |vful*[|ull]|v]|
[|lv]|=1
veV
< wllul]®. (1.23)
Sabemos que a(u,u) = [|u||?, daf
(Au,uy = vi||ulPalu, w) = vy ||ul[*. (1.24)

Lema 1.60. Seja o funcional J : V — R definido por

) 2
Ju="1 <Z/(§Z§ x) dx> , YuelV.

Entao a derivada J'v é mondtona e dada por

(J'u,v) = (Au,v) VY u,v,e€V
onde Au = —vy||ul[*Au.
Demonstracao. Para utilizar o Teorema devemos mostrar que J é Gateaux-

diferenciavel e convexo. Primeiro mostraremos que J é de Gateaux-diferenciavel.
Temos que
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o) a)
o) )

(5 (G
(5 (G

definimos )
O(\) = (Z/(a+)\b)2dx) ,
ij=1"9
onde a = SZ; (r)eb= Szz ().
Como
N 2
0(0) = <Z/a2dx> )
ij=1"%
temos

Derivando 6 obtemos

0N =

Z/ (a4 \b)?

i,j=1

Z/ (a + \b)®

i,j=1

(;/ (a+ Ab)?

“)
“)

oA
(ijl/&“ (a+ Ab)°
>

Z/aJr)\b dz Z /a+/\bbdx>.
7,7=1

2,j=1

Logo, para A = 0 temos

42/ 2d:c2/abd:c

4,7=1 3,7=1
8% - ou; , . 0v;
s / < o ) iy /Q (@) o w)d
7j=1

i,5=1

= A|[ul[*(~Au,v)
= 4(~|lul*Au, v).

9(0) =

Usando a definicao de derivada no ponto, temos que

— lim J(u+ Av) — J(u)

v ) o
4 4 X0 A A—0 A - <J ) U>.
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Como este limite existe, concluimos que J é Gateaux-diferencidvel e

(Ju,v) = Z0/(0) = Z4(~[ul*Au, v)
= v{=|fulPdu,v)
= (Au,v).

Falta agora mostrarmos que J é convexo. Temos, pela Proposicao [1.52 que

i3 [ (§ae)

2,J=1

é convexo. Como Ju = —(Ju)? segue, usando a convexidade de J e da funcao

=~

quadratica, que

v

J((1 = Nu+ o) [T((1 = Au+ )2

1
< %[(1 — N Ju + AJv)?
< 2l =N (Ju) + A(o)

Logo J é convexo. Pelo Teorema temos que o operador J' = A é
monotono. L

Lema 1.61. O operador A:V — V' definido por
Au = —v||u]*Au

é hemicontinuo.

Demonstracao. Queremos mostrar que a aplicacao
A= (A(u + ), w)

¢ continua de R em R. Seja A\g € R e (\,) uma sequéncia de nimeros reais tais
que,
An — Ay, n — oQ.

Temos que
(A(u+ M), w) =
= (- ||(u+)\v]A(u+)\nv) w)

- (LG ) ) (S i) )

i,7=1
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Notemos que

aui

(%Z-

—+\ e LY
&Uj + (%zzj ( )
) 9 v\ 0
W; v; w;
LN, — e LY
(ij + 89{;3) 6.73]' ( )
uma vez que
%, %, Ow; c L*(Q), Yu,v,weV.
8lll'j al'j alll'j
Portanto,
ou; ov; \° ou ov
LN, — L Ng— .t. Q
(8371 i axj) - (axj 08371) e
ou; ov; \ Ow; ou; ov; \ Ow;
— 4\, — . L Ng— Lot Q
(8@ + 81’1) 8xj - (8% + 0(9(L’j> al’j 4-t-p em
Além disso, usando a Proposicgao [I.15] temos que
8ui 8UZ‘ 2 8u1 avi 2
+)\n_ = | n| a_
oz, Oz, Oz, &%j
(?uz 81}1
<
- Ox; Ox;
81}1
B O
q.t.p. em Q. E
+ /\n_ 3
8xj ai[)j 8.’13']‘ al'j 61’]- 3xj
q.t.p. em €.

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema[1.20],

temos

>

i,j=1

(o

> [ (G

Ou, ﬁ

Oz, oz;
6wz
3@0 ;

ou; 81}1- 2
d - Z/ (890] 6xj) dr
7,7=1
(‘9uz ow;

Usando as convergéncias anteriores, concluimos que,

Portanto, Au = —vy||u|[*Au é hemicontinuo.

(A(u+ \yv),

w) = (A(u + Av), w).



Capitulo 2

Equacoes de Navier-Stokes com
Viscosidade Variavel na Forma
Estacionarias

Neste capitulo apresentaremos um teorema para existéncia e um teorema para
unicidade de solucao para o problema de equacgoes

"0
_(1/0+1/1||u||2)Au+Zuia—;—I—Vp:f em ) (2.1)
i=1 !
divu=0 em (2.2)
u=0 em O (2.3)

Este problema foi investigado por J. L. Lions [16] e R. Temam [26]. Uma
outra referéncia ¢é a dissertacao de M. M. Arnoud [2].

2.1 Existéncia

Teorema 2.1 (Solucao fraca). Suponhamosn < 4. Se f € V', entdo eziste uma

solucao fraca, w € V, do problema - no sentido da Definicdo m

Demonstracao. : Seja (w,) uma base Hilbertiana de V', como definida em ({1.10)
e solucao do seguinte problema espectral

((u,v)) = AMu,v), VveV.

Sejam (w,) os auto-valores do problema anterior e V,,, o subespago gerado pelos
m primeiros vetores dessa base.

Vamos considerar o problema aproximado

V0@ (Up, V) + (A, 0) + b(Um, U, v) = (fL0) Yo € V. (2.4)

34
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Devemos mostrar que o problema acima possui uma solucao u,, € V,,.

Seja & = (&),1 < i < m tal que os & sao as coordenadas do vetor u,, de V,,.
Logo, escrevendo u,,, como combinagao linear dos vetores da base temos

Um = iféwz‘- (2.5)
i=1

Vamos definir o vetor n = (1;),1 < i < m dado por

N = Voa(Unm, w;) + (A, ;) + 0(Un, U, wi) — (f, w;). (2.6)

A aplicagdo P : R™ — R™ definida por P({) = n é continua. De fato,
substituindo (2.5)) e (1.22)) em (2.6]) e utilizando o Teorema de Pitdgoras obtemos

b (i 0, igkwk,wi) )
zm;&'wj
n ki €6 (i, ws) — (f )

= Y &alw,w) +vi Y Ellwl* ) &aluy,w)
=1 j=1 j=1

2 m

Z &ia(ug, w;)

J=1

= 1 Z fj(l (wj, wa) -+ 1%}
7=1

Y &b (wy,wy, wi) = (f,ws).

k,j=1
Da tultima igualdade podemos concluir que 7; é um polinomio na variavel &.

Como todo polinomio é continuo e 7; é a i-ésima fungao coordenada de 7, temos
que n é continua. Fazendo o produto interno entre 7 e & obtemos

(P(€),8) = Zfim

= > & 0@, wi) + (A, w3) + bt i, w;) = (f03)]
=1
= v0a(Up; Um) + (At ) + 0(Un;s Uiy ) — (f; Um) (2.7)

Lembrando, de (1.41]) e (1.24)), que

(At ) = 11|t 2@ (tm, )
= v||unl|*, (2.8)
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b(Upy, Uy, Up) = 0 (2.9)
e, além disso,
u u
o = (Foezn Mol < (7,720 ol
||| |||
< sup |CF 0| Tl = [ f vl ] (2.10)
’UGVm

Concluimos que

(P(£),6) = volluml* + vl lum|* = | fl[v |l v

Como f é um funcional continuo temos ||f||v < ¢, segue que

(P(€),8) = wollumll* + villuml|* = ellum|] = vol[um|* — clluml-

Queremos utilizar o Lema do Angulo Agudo, Lema m, para mostrar que
existe uma solugao para (2.6)). Para isso devemos ter vg||um,||* — ¢||um|| > 0. Pelo
Lema da Combinagao Linear, Lema[1.17] temos que existe C7 > 0 tal que

Cul[El] < [fum]|

c
e tomando |[£|| = Con na desigualdade acima temos

c
— < CullE]] < [fuml]
Yo
o que implica
¢ 2
]| < JJuml[”
0

Logo,
volluml[* = ¢l[um|| = 0.

Assim, escolhendo p = C’L7 temos (P(€),£) > 0. Pelo Lema do Angulo Agudo,
7

1V
Lema [1.19] existe £ € R™,||£]| < p tal que P(§) = 0. Isso implica que o sistema
(2.6) tem uma solugao u,, € V,, correspondente a este &.

Tomando v = u,, em ({2.4]), temos

V0@ (U, Upn) + (A, Ui ) + O(Upy Uiy Ui) = (f, U ) -

De (2.8)) e (2.10) obtemos

vollum|* + villuml[* < {1 fllvlwm]]
vollun|| +nillunl® < [If]lv
<

vol[tm|| Sy
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Logo
1
[l | Sy—ollfllvz, VmeN, (2.11)

isto é, (u;,) é limitada em V. Entdo podemos extrair uma subsequéncia, que
continuaremos denotando de u,,, tal que

Uy — u fracamente em V. (2.12)

Usando ((1.23)), isto e, |[Aun|lv: < vi||lunm||®, juntamento com (2.11]), pode-
mos concluir que Au,, ¢é limitado, logo podemos extrair uma subsequéncia, que
continuaremos denotando por Au,, tal que

Au,, — x fracamente em V. (2.13)

Pelo Teorema [1.28] sabemos que Hj({2) tem imersao compacta em L*(Q),
segue-se deste fato que podemos extrair uma subsequéncia de (u,,;) denotada por
Umi, (onde u,,; denota a i—ésima entrada da sequéncia u,,, tal que

Ui — u; forte em  L*(Q),
pelo Teorema temos
Ui —> Uu; q.t.pem €.

Isso implica que
UmiUm; — Wi; q.t.p. em €. (2.14)

Para n < 4, do Teorema [1.28] temos

Ui € Hy (Q) — LY(Q). (2.15)

Portanto

it gy = [ i)y @) = [ i)t o) P

Pela desigualdade de Young, Proposicao [1.13] e de (2.15)) segue que

1 1
mitnslioey < 5 [ emi@)l'da 5 [ Jumy(o)l'da
Q Q
1 1

= 5’“mi($)|i4(9) + §|Umj(l’)‘i4(9) < Cs. (2.16)
Decorre de (2.14)), (2.16]) e do Lema que
Uil — wzu;  fracamente em  L*(Q). (2.17)
Como
8/11]] 2 . 1
— € L*(Q?), pois w; € Hy(Q), (2.18)

8;1:k
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segue de (2.17) e (2.18) que

bWy, Uy W) = —b(Upn, Wy, Upyy),

_ Z/ Uk 75 T) U (2)dr — — Z/ukaxk (x)dz,

b(Upy U, wj) — b, u, w;). (2.19)

Usando as convergéncias (2.12)), (2.13) e (2.19)), temos que

voa(u,v) + (x,v) + b(u,u,v) = (f,v), Vv €& V,. (2.20)

Usando a densidade de V,, em V', segue que
voa(u,v) + (x,v) + b(u,u,v) = (f,v) YveV. (2.21)

O préximo passo é mostrar que y = Au. Para isso utilizaremos a monotoni-
cidade do operador A. Pelo Lema [1.60, temos que

(Auy, — Av, uy, —v) >0,V 0 €V,

ou seja,

(At up) — (A, v) — (Av,uy, —v) > 0. (2.22)

Usando v = u,, na equagao aproximada ([2.4) obtemos,

(At ) = (f, ttm) — Vo[t |*. (2.23)

De (2.22) e ([2.23), obtemos que
(f tm) — vol|tm|]* — (Atm, v) — (Av, Uy, —v) > 0. (2.24)
De ([2.12)) sabemos que u,, converge fracamente para u em V. Pela Proposigéom
temos que
— wplfulP > Tim sup —vp] - (2.25)
Tomando o lim sup em ambos os lados da desigualdade (|2 e usando ( ,
juntamente com as convergéncias anteriores obtidas, temos
lim sup{ f, ty, ) +-lim sup( — o] [tiys | |*) +lim sup (— A, , v)+lim sup(—Av, 1, —v) > 0,

que nos da
(fu) = wollul]* = (x,v) = (Av,u —v) > 0. (2.26)

pois, o lim sup coincide com o limite da sequéncia quando esté converge.
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Por outro lado, tomando v = u na equagao (2.21)), obtemos,

[Jul? + (. w) = (f,w),

ou seja,
<X,U> = <f7u> - VOHUHQ‘
Substituindo (2.27)) em ([2.26]), segue que

<X7u> - <X7U> - <Av7u - U) > 07

ou seja,
(x—Av,u—=v)>0 YveV

(2.27)

Considere v = u — Aw, com w € V arbitrario. Substituindo v na desigualdade

acima obtemos

AMx —Au —  w),w) >0, YweV.

Se A > 0 em ([2.28]), temos que
(x —A(u—Iw),w) >0, YweV.

Mas o operador A é hemicontinuo, pelo Lema [1.61] temos que

(x — Alu — \w),w) = (x — Au,w) YweV, \X—=0.

Dessa convergéncia e de ([2.29)), obtemos

(x — Au,w) >0, VwelV.

Agora, se A < 0 em ([2.28)), temos que
(x — A(u— dw),w) <0, YweV.

Novamente, usando a hemicontinuidade do operador A, temos que

(x — A(u — \w),w) = (x — Au,w) Yw eV, I\—0.

Dessa convergéncia e (2.31)), obtemos
(x — Au,w) <0, YVweW

Logo, de (2.30) e (2.32)) temos
(x — Au,w) =0, YweV.

Assim,
Au=x em V'

De (2.33) e (2.21) concluimos a prova da existéncia da solugao.

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)
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2.2 Unicidade

Teorema 2.2. Sen < 4 e vy € suficientemente grande ou f suficientemente
pequeno, entao existe uma unica solucao u do problema —.

Demonstracao. : Para n < 4 sabemos, da Proposicao [1.41], que a forma trilinear
b(u,v,w) é continua em V x V x V| ou seja,

[b(w, v, w)| < cf|ull]|v][|w]], (2.34)
onde ¢ é uma constante positiva.

Sejam u e u duas solugbes diferentes de (2.4). Entao, de acordo com a
Definicao [2.21], as mesmas satisfazem

voa(u,v) + (Au,v) + b(u,u,v) = (f,v) YveV (2.35)

voa(t,v) + (A, v) + b(a, a,v) = (f,v) YoveV. (2.36)

Considerando w = u — @ e subtraindo (2.36)) de (2.35]) chegamos a

voa(u,v) — vpa(t,v) + (Au,v) — (A, v) + b(u, u,v) — b(a, a,v) = 0,
ou seja,

voa(w, v) + (Au — Aa, v) + b(u, u,v) — b(a, @, v) = 0. (2.37)

Observe que
b(u,u,v) — b(a, a,v) =
b(u,u,v) — b(a, u,v) + b(u,u,v) — b(u, a,v) — b(u, u,v)
+b(u, u,v) + b(a, u,v) — b(u, u,v)
= blu—a,u,v)+ b(u,u —u,v) — [blu,u,v) — b(u, a,v)
—b(a, u,v) + b(@, a,v)]

= b(w,u,v) + b(u, w,v) — [b(u,u — ,v) + b, u — u,v)]
= b(w,u,v) + blu,w,v) — [blu,w,v) + b, —w,v)]

= b(w,u,v) + b(u,w,v) — [b(u — u,w,v)]

= b(w,u,v) + b(u, w,v) — b(w,w,v)

Logo, substituindo a igualdade acima em ([2.37) obtemos
voa(w,v) + (Au — A, v) + b(w, u,v) + b(u, w,v) — b(w,w,v) = 0.
Fazendo v = w na igualdade acima e usando a Proposicao [1.41], concluimos
que, b(u, w,w) = b(w,w,w) = 0, e portanto,

vol[w|* + (Au — A, w) + b(w, u, w) = 0. (2.38)
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Além disso, da monotonicidade do operador A temos que
(Au — At,u —u) > 0.

Logo, de (2.38) segue
vol|w||? + b(w, u, w) < 0.

De (12.34), segue que

vol[w][* < —b(w, u, w) < [b(w,u, w)| < cf|w][*[Jull,

ou seja,
vollw]|* < effwl[*][ul]. (2.39)

Fazendo v = v em ([2.35)) obtemos
voa(u, u) + (Au, u) +b(u, u, u) = (f,u),

o que implica, usando (1.24), (2.10) e a Proposicao [L.41] que

vol[ul|* + valul[* < [ £]lv[ul]

Logo,
vollul* < [If[lvlull,

ou seja,

1
k] < —lfllv- (2.40)
0

Substituindo (2.40]) em ([2.39)),

1
vollwl* < V—Ollfllv'|lw||2,

ou seja
(1o = lIfllv)llwl]* < 0.

Se 2 > || f||v, isto é, se vy é suficientemente grande ou || f||y suficientemente
pequeno, obtemos que
[Jwl* < 0.

Desse modo,
|w]|* < 0= Jjw]| =0=w=0,
isto é,

u—u=20

Portanto v = . Logo, para n < 4 a solu¢ao do problema ([2.1)-(2.3)) é tnica.
O

Obsevacao 2.3. Para n > 4, ainda nao se conhece a existéncia e nem a unici-

dade para o problema (2.1)-(2.9), ver por exemplo [16] e [20].



Capitulo 3

Equacao de Navier-Stokes com
viscosidade variavel na Forma
Nao-Estacionaria

Neste capitulo usaremos o método de Galerkin e argumentos de compacidade
para garantir a existéncia, para n < 4, e unicidade, para n < 3, de solugao do
problema

%—(Vo—i-l/lHuH?)Au—i—;uigZ+Vp=f em Q (3.1)
divu=0 em @ (3.2)

u=0 em S (3.3)

u(z,0) = up(x) em Q. (3.4)

Este problema foi proposto por J. L. Lions [16], um estudo para este problema
foi feito na dissertacao de mestrado de R. M. S. Neto [22] e C. C. V. Pinheiro [23]
fez um estudo para um problema semelhante envolvendo o operador p-laplaciano.

3.1 Existéncia

Teorema 3.1. Suponhamos n < 4. Dadas as fungoes [ € Lg(O,T; V') eu € H,
existe uma solugao fraca u do problema -, tal que

u€ L0, T; H)n L*0,T; V).

Demonstragao. : Vamos considerar (v,) uma base Hilbertiana de V' e solugao do
seguinte problema espectral

((u,v)) = AMu,v).

42
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Sejam (v,) os auto-valores do problema anterior, V;,, o espaco gerado por {vy, va, ..., Uy, }
e o problema aproximado: para cada m € N queremos obter u,, € V,, tal que

S gt = ualt) (35)

(U (1), v5) + 0@ (U (t), v5) + (Aum(t),v5)  + b(um(t), um(t), v))
= (f(t),v)) (3.6)
Um(0) = ug, em  V, 3.7)

onde ug, ¢ escolhido tal que lim wg,, = up em H e g, uma funcao de [0,7] em
m—ro0

R.

Queremos mostrar, a priori, a existéncia de solugado u,,(t) em [0,¢,,). Temos
que,

<Z gl’-m(t)vz-,vj> + va (Z gim(t)vi,vj) + <AZQ¢m(t)%Uj>
+ <B <Zgim(t)vi> an> = (f(t), v)),

=1

como,

<Z G (t)vs, Uj> = Zgém(t)(vi,vj) = Jim(1)

a(ZQm@)%%) = alum(t),v;) = ((wm(t),v5)) = Aj(um(t), v;)

= )\ (Z gim(t)vz‘,%) = Aigjm(t)-

=1

O problema aproximado (3.6 se torna
g}m(t)+Vo>\jgjm(t)+<AZgz‘m(t)%Uj>+<B (Z gz‘m(t)vi> ,vj> = (f(t),vy).
i=1 i=1

Temos que [(v,)] é denso em V| como V' é denso em H resulta que (v,) é denso
em H. Logo, se uy € H existira

£ = Zozjmvj € [(v,)]

tal que

m
Z Qjmv; — ug fortemente em H, (3.8)
j=1
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queremos também que

Uom = Z gjm(0)v; = up fortemente em H. (3.9)
j=1

Resulta de (3.8)) e (3.9), que
> aimv; =Y gim(0)0; =Y (ajm — gim(0))v; =0,
j=1 j=1 j=1

como os v; sao linearmente independentes temos que,

Ujm = Gjm(0).

Resulta do problema aproximado (3.6) que o sistema de equagoes diferencias
ordinarias é dado por,

{ Tim(8) + 102 Gjm (8) + (A DL Gim (v, v3) + (B (121 gim(B)0i) , v3) = (f (1), v5)

1=1,....m
gim(0) = ajm

ou, equivalentemente,

Jim (1) Jim(t) (A0 gim (v, 01)
: + vo[A1 s A : - :
Irnm (1) Grmm (1) (A Gim(8)vi, vm)
(B(X_i1 gim(t)vi), v1) gim(t) (f(t),v1)
+ f : = :
(B (Z:il Gim (L)Vi) 5 Um) Grmm (1) (f(t); vm)
Gim(t) 0m
gun®) ||
g1m (1) (A gim(t)vi, v1)
Definindo-se, Z(t) = : , G(Z(t) = : :
Grmm (1) (A 2?;1 Gim (t) Vi, V)
(Bvy,v1) +..+ (Bugy,v) (f(t),v1)
D= : e F'= : ,
t (Bui, v) 4. (Bom, vm) (f(t),vm)
Z't)+ XZ(t)+ G(Z(t)) + DZ(t) = F,
ou seja
Z't)+ D+ NZ(t)+ G(Z(t)) = F

Z'(t) = F — [D + N Z(t) — G(Z(t))
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Define-se a funcao auxiliar,

h:[0,T] x R?™ — R
(t.Z) v h(t.Z)=F —[D+NZ(t) — G(Z(t))

Z' = hit,2)
{ 20) = (3.10)

Assim,

Mostra-se que h satisfaz as hipéteses do Teorema de Caratheodory, Teorema
1.21} Portanto, o sistema possui uma solugdo maximal local u,,(t) no
intervalo [0,t,,] para algum t,, < 7. Se mostrarmos que ||u,,(t)||z é limitada
independente de m e t, teremos entao que t,,, = T, para todo m, ou seja, u,,(t) é
solucgao global. Multiplicando por ¢;,(t) obtemos

(U (1), 05) Gjm () + V00 (U (1), V5)gjm (t) + (At (), v;) gjm(t)
+ 0(Unm (1), um (1), v;)gim (t) = (f(t), v5)gjm(t), (3.11)

para 1 < j < m.

Somando a equagao acima para j = 1,2, ...,n, temos que

(U (£), m (£)) + 0@ (U (£), U (£)) + (At (£), 1w (1))
+ 0w (), wm (), um () = (f(1), um (1)) (3.12)

De e obtemos que
(3, (8), (1)) + 10l [m (O] + 1] [um )| = (F(1), wm (1)) (3.13)

De (2.10)) e usando a Desigualdade de Young, Proposigao [1.14] temos que

20/(1). un(®)) < 20wl ()]
< 2(CllF@I + Slum@I)

Segue, de (3.13), que
d 4
Elum(lf)!2 + 200 [t (D) P + 201 [Jum () [|* < Col[F (O + 1] [um (8|,

ou seja,

d 4

—um @O + 200 [[umOI]° + wium (B)[[* < Col D17+ (3.14)
Integrando (3.14)) em [0,¢] com ¢ € (0,7) obtemos que

t d t t t 4
| Gglun@Pds+ s [ (o) Pds + o1 [ unlids < € [ 1565
0 dt 0 0 0
Segue de (3.7)) que ||ugy|| é limitada por uma constante independente de m e
t t t 4
un(®OF + Ca [ Mlun(s)|Pds + 1 [ Nlum(@)ds < Co [ NF6) s+ uon
0 0 0

< /|yf(s>|yé,ds+c4.(3.15)
0



46 3.1. EXISTENCIA

Logo, u,, é limitada por uma constante que independe de t e m, logo t,, = T.
Portanto, u,,(t) é solugao global do problema (3.6). Temos que w,, é uniforme-
mente limitada em L>°(0,7; H). Fazendo t = T em ([3.15)) temos

T

T T 4
WMﬂFH%AIWM$W%+mAIWMMWB§£ 1£()|[fds+Co. (3.16)

De (3.15)) e (3.16]) concluimos que
Uy, ¢ limitada em  L*0,7;V) N L>*(0,T; H) (3.17)

isto ¢, u,, ¢ limitada em V| De (|1.23)), temos que

T 4 T 4 T 4
Aumwwmwsléwmmwmmzlum%@ww

Como u,, é uniformemente limitada em L*(0,T;V) segue que

Au,, limitada em L3 (0,T;V"). (3.18)

Se w € V, temos que % € L?(Q). Como n < 4, pela Proposicao [1.41| temos
que

[0Cum (), tm (1), w)| = [b(um(t), w, um(t))]
u 8wj

SZL%M%W@

1,7=1
n ow;
< Y ol |52 NomsOlrade
i,j=1 ¢t L)
< Csllum®)|Plw]l. (3.19)

dx

Por outro lado, temos que

(B, (t), w)yrxy = b(tp,(t), um(t), w).

Pelo Lema [1.42| resulta que
|| Bum (8)[|vr < Collum(t)] 1%,

segue que

T T

| Bl < o [ ol

Desde que u, é limitada em L*(0,T;V) tem-se que

Bu,, ¢ limitada em L*(0,7;V").
Como

|aum(t), W) < [lum @[], (3.20)
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segue que Au,, € L*(0,T;V’), pois
(Aup (1), w)vrcy = alum(t), w) < [Jun (@)]|[[w]],
o que implica
sup | A (1), w)| < [Jum(t)]]-

[[w]]=1
weV

Logo
[|Atm ()] lv < [Jum ()],

e portanto,
T T
| M@t < [ (o) < €5,
0 0
pois um € LA(0,T; V). Como L4(0,T: V') < L3(0,T; V"), segue que

Au,, ¢élimitada em L3 (0,7;V").

Podemos escrever (3.6) na forma

Uy, () 4+ voAum (t) + Aup, (t) + Buy,(t) = f (3.21)

Seja P,, o operador projecao ortogonal de V' sobre V,,. O operador adjunto
da projecao, P* : V! — V'  é uniformemente limitado em L(V'; V).

De (3.5) e pela Proposigao temos

NE

(U, (1), VR )R

(Z Gim (8) (Vi Uk)) Uk (3.22)

Fr(un (1) =

el
Il
—

NE

i

1

Como vy, vy, ..., Uy, formam uma base ortonormal, temos (v;,v;) = 0 sempre
que i # k e (v;,v;) = 1 sempre que i = k. Segue, de (3.22)), que

Pr(up () = D G (8o = iy, (8). (3.23)

Logo, aplicando P em (3.21]) obtemos que
uy (t) + vo Py Aup, (t) + P Augy (t) + P Buy,(t) = P f. (3.24)

que implica 4
u,, ¢élimitada em L3(0,7;V"),

pois P Au,,(t) e P% f sdo uniformemente limitadas em L3 (0,73 V") e P* Auy,(t)
e P Buy,(t) sdo uniformemente limitados em L3 (0, T; V).
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Tomando By =V, B=H, By =V', py=4ep = % no Teorema m,
temos que existe u € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) e uma subsequéncia de u,,, que
continuaremos chamando de u,,, tais que

U, — u fortemente em L*(0,7T; H) (3.25)

Usando as estimativas (3.17)) e (3.18]) temos que

Up — u fraco-x+ em L*(0,T;H), (3.26)
Un — u fracoem L*0,7T;V), (3.27)
u = o fracoem Li(0,T;V), (3.28)
Au, — x fracoem L3(0,T;V"). (3.29)

onde y depende de t.

De ([3.25)) temos que u,, converge forte em L*(0.T; H), em particular, converge
forte em L?(0,T; H). Logo

Ui — u;  forte em  L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q).
De ((1.22), passando a uma subsequéncia, segue que
Umi — U;  Q.t.p. em Q. (3.30)
Portanto, para n < 4
Ui € L*0,T;V) — L*(0,T; L*(Q)).

Logo,

T
i s Oy = | ( / |umi<t>|2|umj<t>|2d:c> it

/OT (%/ﬂ|umi(t>|4dl‘—|—%/Qlumj(t)|4dx> dt
1

1
B ||t (1)] |i4(0,T;L4(Q)) + B ||ty ()] ‘%4(0,T;L4(Q))

IN

Como, de (3.17)), u,, é limitada em L*(0,T;V) < L*(0,T; L*(2)) seque que
| [tmitim; |20 7502 ()) < Cs (3.31)

dai,
Upilly; ¢ limitado em  L?(0, T; L*(12)). (3.32)

Usando o Lema [1.25] (3.30) e (3.31)) temos que

Upillm; — wiu; fracamente em  L*(0, T; L*(€2)). (3.33)

Como, para v = w; € V tem-se que

Qwi 2
9z, € L*(Q).
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Considere 6(t) € D(0,T) C L*(0,T). Assim,

Ow: 2 ,
O(t)—(x) = Z (x) dasdt
H O L2(0.T;L2()) 8:1:J
- / o par [ 2% de < oo
0 0 ij ’

Yir) e L2(0,T; L(Q).

ou seja, 0(t)
Lj

Por (3.33)) e pelo Teorema de Riesz, Teoremal(l.23] para todo ¢ € L*(0,T; L*(Q)),

temos que
T T
/ /umiumjw(l’,t)dl’dt—)/ /uiujw(x,t)dxdt.
0o Ja 0o Ja

Tomando ¢ (x,t) = Q(t)%(x), segue que
Lj

/ /um,um] x)dx dt—>/ /uzuj (x)dzdt.

Somando paralgzgnelgjgntemos que
dw;
Z/ /um,um] w( dx dt—> / /uluj (z)dzdt.
i,j=1 i,j=1

Como

/OTb(um(t)’um(t)’w)e(t)dt _ /0

concluimos que

/Tb(um(t),um(t),w)e(t)dt s /Tb(u(t),u(t),w)e(t)dt VOeDeVuweV
’ ’ (3.34)

Por outro lado,

/0<u:ﬂ(t),w)9(t)dt = /0 %(um(t),wW(t)dt

T

- /0 (U (t), w)O' (t)dt

0

— /0 (1t (£, )0 (£t

= (um(t), w)0(t)
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De (3.27)) temos que u,, converge fraco para u em L*(0,T;V). Logo,

—

i 8_% fracamente em  L*(0,T; L*(Q)).

Dai, pela definicao de convergéncia fraca, temos
/T/ aumi
o Ja 8x]~

escolhendo ¢(z,t) = 6(t)

p(z,t)dt ¥V ¢ € L*(0,T; L*(Q)).

Vi (z) € L*(0,T; L*(©)) temos que

Lj

/ / Ottt 1) 2% ()t — / /au’ OV ()t
&c] (91’3 Ox; 8@

Somando 1 <7 <n, 1 <j<necomo # independe de x temos que
T n ou 61} ou; (‘3’0
™ (2)dzf(t)dt — St t)dt.
/ / o, axj / / Ox; 0% =)

Logo,

/OT (1), 0 dt—>/ Ddt VOeDO,T).  (3.35)

De 1) temos que Au,, converge fraco para y em L%(O, T;V"). Logo,
T T
| At st — [ oot (3.36)
0 0

Multiplicando a equacao aproximada (3.6]) por @ e integrando em [0, 7] temos,
para todo 6 € D(0,T), que

/0<u:n(t),vj>0(t)dt+uo/o a(um(t),vj)Q(t)dt+/O (A, (t),v;)0(t)dt
+ /0 (1t (1), o (£), v7)0(E)dt = /0 F(1),0)0(0)dE. (3.37)

Integrando por partes o primeiro termo obtemos

/0 (ul(£), 07)0(t)dt = — / (un(8), 0)8 (1)

logo, podemos reescrever ((3.37) como

T

_ /OT(um(t), v)0'(t)dt + vo /OT a(um(t) tydt + | (Aup(t),v;)0(t)dt

0

+/0Tb(um(t),um( /T O(t)dt. (3.38)
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Fixando j e fazendo m — oo temos, para todo § € D(0,T) e j = 1,...,m, que
—/0 (u(t),v;)0'(t)dt + V()/O a(u(t),v;)0(t)dt +/0 (x(t),v;)0(t)dt
+/0 b(u(t), u(t),v;)0(t)dt = /0 (f(t),v;)0(t)dt. (3.39)

Usando a densidade de [V,,] em V' temos que (3.39)) vale para todo v € V.

Observando cada um dos termos da equagao acima, vemos que

_/OT<u(t),v)6’(t)dt - _/T/ t)vdad (1)dt
_ // Dvdt
- </0 u(t)o (£)dt, v>

uo/o a(u(t),v)0(t)dt = —yo/o (Au(t),v)0(t)dt

— < /0 " Au(hp(h)t, v> |

isto é, u,, ¢ limitada em V,

/OT<x(t), v)0(t)dt = </OTx(t)9(t)dt,v> .

ATMMﬂw@LMWQm::<ATBquﬂﬂﬁm>.

[ e =( [ o).

Logo, reescrevemos ([3.39)), como

_ </OT w(t)0 (t)dt. U> F </TA (w(t))0(t)dt. v> </OTX(t)0(t)dt,v>
+<ATB o0y, = </‘f (i), Y8 DOT)

—(u'(t), e(t»l)/(O,T),D(O,T) +vo (A(u(?)), e(t»D’(O,T),D(O,T) +{x(?), e(t»D/(O,T),D(O,T)
+ (B(u(t)), e(t»D’(O,T),D(O,T) = (f (1), e(t»”D’(O,T),D(O,T) , em V', V0 eD0,T),
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Logo,
u'(t) + voA(u(t)) + x(¢) + B(u(t)) = f(t) em D'(0,T;V").
Como

u'(t) = —roA(u(t)) — x(t) — Bu(t)) + f(1),

e A(u) € L*0,T: V"), x € L3(0,T; V"), B(u) € L=(0,T;V') e f € L*(0,T;V")
temos que v’ € L3(0,T;V").

Portanto,

W' () + o Au(t)) + x(t) + B(u(t)) = f(t) em Li(0,T;V"). (3.40)

Devemos mostrar que x(t) = Au(t). De (3.16) temos, tomando t = T, que
|t (T)|> < Cg. Em particular, é limitada em L?(£2). Logo,

U (T) — € fracamente em  L*(12).

Do Lema [1.60] temos que Au é um operador monétono. Entao vale

/T<Aum(t) — Ap(t), um(t) — o(t))dt >0, ¥V @L*(0,T;V). (3.41)

Dali,

/0 (At (£), () — / (At (8), o(t))dt — / (A (), un(t) — o(t))dt > 0.
(3.42)

Por (3.6), multiplicando g;,,,(t) e somando para j = 1,...,m, temos que

/0 (1), (1)) + 11 / 0t (1), i (£))dt + /0 (At (£), s (1))
_ /0 (1), (D)t (3.43)

Como

1

|ttt Ot = 5 [ Gl OFdt = D = Sl O

substituindo em (3.43)) e isolando o terceiro termo obtemos que

|t 0), 102t = Sl OF = S (DI =0 [ i), (1))

+/0 (f(t), um(t))dt. (3.44)
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Substituindo (3.44]) em (3.42)), temos que

—wmmn?——wmavﬁ—ug/awmﬁxwxwmr+ﬂ (F(E), (1))t
—;A Vwm@%wﬁbﬁ—:é (A (). t(£) — ()t > 0. (3.45)

Temos que & = u(T). De fato, seja ¢ € C*([0,T]) tal que ¥(0) = 0. Mul-
tiplicando (3.6)) por 1, integrando em [0,7] e utilizando integragdo por partes
obtemos

T

_/0 <um(t),vj>1p’(t)dt+u0/0 a(un(t),v;)e(t)dt

0

+/0 <Aum(t),vj>w(t)dt+/0 Ot (t), U (t), v5)(t)dt

{wm (), v3)9(t)

- / )0 b(t)dt (3.46)
que nos da
—A(wﬁwwwwﬁ+wéaWMWWW@ﬁ+A¢MMW%W®ﬁ

T T
b [ bl (0), 0 )01t = (D)) + [ 70, )ittt (347
0 0
Utilizando o mesmo raciocinio feito em ([3.38)) e ([3.39)) obtemos

—A(WMWWW+WAaMmWWW+A&WMW@ﬁ
+Abwmmmwww:@w+ALWMMWﬁ<M&

Multiplicando (3.40) pela mesma ¢ usada em (3.46)), aplicando em v, inte-

grando em [0, T] e usando integragdo por partes obtemos

—/0 (u(t),v>w’(t)dt+l/o/0 a(u(t),v)w(t)dt—i-/o (x(t),v)(t)dt

+Ab@mw@mw@ﬁ:w@mmﬂ/g@mm@ﬁ.@@)

0

Subtraindo (3.48)) de (3.49)) temos

€ —u(T),v)=0, velV.

Portanto

u(T) = €.
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Usando a Proposigao temos que
1 5 1 9
(TP > 2 timsup(—|un (T)P).

Aplicando o lim sup em ([3.45)) temos que

lim sup %\um(0)|2+lim sup (—%Wm(T)]Q) Him sup <—y0 /0 " alun(d), um(t))dt>
+ lim sup /0 ) (£))dE -+ Tim sup (— /0 T(.Aum(t),go(t»dt)
4 Tim sup (- /O CA(t). wn(t) — gp(t)>dt> > 0.

Segue das convergéncias anteriores que

/0 (f(t),u(t))dt + %]uo\Q — %]u(T)]2 + lim sup (—VO/O a(um(t),um(t))dt>
- / (x(t), olt))dt — / (Ag(t), ult) — p(t))dt > 0. (3.50)

Aplicando em u, temos que
(' (1), u(t)) + voa(u(t), u(t)) + (x(t),u(t)) = (f(t),u(t))-
Integrando em [0, 7]

1 1

gl = 5P 00 [ ottty u@)de+ [ o, una = [ G0.uwy

o que nos fornece

[ atu)u®) + [ GO ue)dt = Gl = Sa@F + [0, ule)

Substituindo em , temos que
1/0/0 a(u(t),u(t))dt+/0 (x(t),u(t))dt — liminf (VQ/O a(um(t),um(t))dt)
- [ o eopae— [ (Apte).ut) = ptnar = 0. @51

Como a(u(t), u(t)) = ||u||? e u,, converge fraco para u em L*(0,T; V), temos
que

T T
VO/ ||u(t)||2dt—liminfz/0/ 1ty (8)| Pt < 0.
0 0
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De ([3.45)) segue que
0 S‘A<Mﬂw@wﬁ—1<ﬂﬂwﬁmﬁ—l<Awmuw—w@wﬁ
- A<nmu@—wumu—A<Ammu@—w@mt

- A<nw—Awmu@—¢MMtieL%&ﬂV>

Vamos considerar ¢(t) = u(t) — Mw(t), com w € L*(0,T;V). Supondo que
A > 0 e substituindo ¢ na desigualdade acima temos

T
/ (x(t) — A(u(t) — Aw(t)),w(t))dt > 0. (3.52)
0
Como A é um operador hemicontinuo, temos que

Awwmmxm wH/ w(t))dt.
Ywe L2(0,T, V)el—0. (3.53)
De fato, defina
ga(t) = (x(t) — A(u(t) = Aw(t)),w(t)) e go(t) = (x(t) — Au(t), w(t)).

Pela hemicontinuidade de A temos que

lim gx(¢) = go(t), q.t.p. emt
A—0

e como A — 0, A é limitado, digamos |A| < C.
)] = [x(t) = Au(t) = Aw(t)), w(?))]

Xy llw O] + [ Au(t) = Mw (@) [[w(@)]]
X @ llw®)]] + ut) = Aw@)]]*lw ()]
(t) (t)
(t) (t)

IA A CIA

Ix@lv oI+ 2° (@)1 + Collw @) [w @)l
IO llw(®)]] + 22 ()P [lwOI] + 2°C5llw(@)]|*.

Como x(t) € L%(O,T; V' e u,w € L*Y0,T;V), entao pela desigualdade de
Holder e de Young, Proposicoes e Corolério [I.14] temos que

IX@Ilv @Il + 2*[fu(@)[]*[lw]] + 2°Cil[w(®)]]* € L0, T).

Portanto, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teo-

rema [I.20] que

go € L'(0,T) e hm/ gx(t)dt = /go(t)dt,
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o que prova (3.53)).
Logo, de (3.52)) e (3.53)), obtemos que
T
/ (x(t) — Au(t),w(t))dt >0, Y we L*0,T;V). (3.54)
0

Se A < 0, entao

/0 (x(t) — A(u(t) — Mw(t)),w(t))dt <O0. (3.55)

Da hemicontinuidade de A, utilizando o mesmo raciocinio feito em (3.53)), segue
que

/T(X(t) — Au(t),w(t))dt <0, Y we L*0,T;V). (3.56)

De (3.54) e (3.56]) concluimos que
T
/ (x(t) — Au(t),w(t))dt =0, Ywe L4(O,T; V).
0

Logo,
(x(t) = Au(t),w(t)) =0, Y weLY0,T;V).
Portanto,

X(t) = Au(t).

Por tiltimo vamos mostrar que vale a condigao inicial (3.7)). Seja v € C([0,T])
tal que ¥ (T") = 0. Multiplicando (3.6)) por ¥ e integrando em [0, 7] temos

/0 (o (8), )0 (E)dt + vo / a(um(£), 0, (£)dt + / (At (1), 05 ()t
n / bt (8), 4 (£), 030t = / (F(t), vyt (3.57)

Integrando por partes o primeiro termo de ([3.57]) obtemos
T

—/O (U (t), v;)¢' (t)dt (3.58)

0

/0 Wl (t), 0O = (), 0)06(2)

— {un(0), 0;)0(0) — /O (1 (1), 030 ()t
= Qom0 000) = [ (8) 0500 0

Logo, de (3.57)), segue que
T

- / (o (0) 00 (Ot + v [ @t (t), v o(0)d + / (At (1), 03 ()t

0

n / bt (1), (), 0,06 (£)dE = {1t 03)10(0) + / (1), vyt (3.59)
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Utilizando o mesmo raciocinio feito em ([3.38)) e (3.39)) obtemos

—A<Mmmw@ﬁ+wlam@wwmﬁ+A¢M@wwmﬁ

= [ bt w0yt = (w0 0) + [ e 0puar. @60
Lembrando que por hipotese

lim g, = ug.
m—0o0

Multiplicando ([1.49) pela mesma ¢ usada em ([3.57)), integrando em [0,7] e
usando integragao por partes obtemos

—A<mmww@w+wla@@wm@a+A¢M@ww@ﬁ
+Abwwwwwwwﬁ:w@mww+[ﬂﬂmwwmw<Mm

Subtraindo (3.60) de (3.61]) temos

(w(0) — up,v)y(0) =0, wvelV.
Logo, para 1(0) # 0 temos
(u(0) — ug,v)y =0, wvev.

Portanto
u(0) = up.

3.2 Unicidade

Teorema 3.2. Para n < 3, o problema — tem uwma unica solugao u €
LY0,T; V)N L>(0,T; H).

Demonstracao. Suponhamos que u; e us sejam solugoes distintas do problema

—. Logo, as mesmas satisfazem (3.40)), ou seja,
uy () + voAuy (t) + Aug (t) + B(ui(t)) = f(t) e u1(0) = ug (3.62)
ug(t) + voAus(t) + Aug(t) + B(uz(t)) = f(t) e ua(0) = up. (3.63)

Subtraindo de obtemos
uy (1) — uy(t) + v A(ur(t) — us(t)) + Aua(t) — Aus(t) + Blua(t)) — B(ua(t)) =0
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Tomando w = u; — ug € como A é linear segue que
w'(t) + voAw(t) + Auq (t) — Aug(t) + Bluy(t)) — B(uz(t)) = 0.
Logo,

(w'(t), w(t)) + vo{Aw(t), w(t)) + (Aus(t) — Aua(t), w(t))

t
+(B(ua () = Bluy(t)), w(t)) =0

ou seja,

~—|w(t)]> + vo|[w(E)|]? + b(ur (), ur (), w(t)) — b(ua(t), us(t), w(t)) =
— (Auy (t) — Aua(t), us (t) — us(t))

Como A é um operador mondtono temos — (Aug (t) —Aug(t), ui (t) —us(t)) <0,
segue que

5= w1 + vollw(®)]* + blua (t), ua (t), w(t)) — blua(t), ua(t), w(t)) < 0. (3.64)

Por outro lado,
b(w(t), ur(t), w(t)) = b(ur(t),ua (), w(t)) — blua(t), ua(t), w(t)),

O que nos fornece

Assim,
b(ur(t), ur (£), w(t)) — b(ua(t), ua(t), w(t)) =
= blw(t), ur(t), w(t)) + bluz(t), ur(t), w(t)) — blua(t), ua(t), w(t))
= b(w(t),ur(t), w(t)) + blus(t), w(t), w(t))
= b(w(t),us(t), w(t)) (3.65)
Portanto, de (3.64]), segue que
1d 2 2
5 77 @1+ wol[w O + b(w(?), ua(t), w(t)) < 0
e 1i| (OF + vollw(®)[]* < dlw(t), w(t), ui(t))
5 vo|lw < b(w(t),w(t), uy
De ([1.41]) temos
5w + vl < Gl Ol )] yo, (3.66)
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Para n = 2, usando a desigualdade de interpolacao, Lema |1.32] temos que
d
Zw@F +200lw@®I]* < Gl Ollw @)l [w(®)]] 2@
Usando a desigualdade de Young, Corolario [1.14] obtemos que

%Iw(lﬁ)l2 + 2wl [w(®)[]* < vollw@I* + Calw(®)*[lur (£)]]*

o que implica
d
—lw(@) < Calw®)P[[u (O] (3.67)

Como w € W(0,T), pois n = 2, podemos integrar em (0,¢) e obtemos

t d t
| Gluekas < e [ uPnlPs
0 0

O que nos fornece

w(t)]* = [w(0)]* < 04/0 [w(s)[*[Jua(s)[|*ds.

como u1(0) = uz(0) — u(0) temos |w(0)|? = 0, logo

w(t)]* < 04/0 [w(s)[*[ua(s)|[*ds. (3.68)

A funcao t — |w(t)|* é continua em [0, T], pois W(0,T) c C([0,T], H). Apli-
cando a desigualdade de Gronwall, Lema|1.16} obtemos que |w(t)[* = 0 em [0, T},
ou seja, uq(t) = ua(t).

Para n = 3, usando a desigualdade de interpolagao, Lema [1.33], temos que

1

d 3 1
Zlw@F +2llw®]]” < Cs[fu Ollw(®) 2 [[w(@)]]>.
Usando a desigualdade de Young, Corolario [1.14] obtemos que
d 4
Zlw@F + 20w < vollw®]]” + Csllun (]I [w(®)],

o que implica

d 4
%lw(t)l2 < Collur ()|]3 |w(t)|*. (3.69)
Como w € W(0,T), pois n = 3, podemos integrar em (0,t) e obtemos que

td t 4
| Gleekds <6 [ @l ks
0 0

o que nos da

w(t)]* = [w(0)]* < 06/0 [ (s)[?[|us ()] 3.
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como u1(0) = uz(0) — u(0) temos |w(0)|? = 0, logo

()] < Co / jw(s) s ()| B ds. (3.70)

A fungdo t — |w(t)|* é continua em [0, 7], pois W(0,T) C C([0,T], H). Apli-
cando a desigualdade de Gronwall, Lema [1.16} obtemos que |w(t)|* = 0 em [0, T7,
ou seja, up(t) = us(t). O

Obsevacao 3.3. Para n > 4, ainda nao se conhece a existéncia para o prob-
lema —. E para n > 3 nao se conhece a unicidade, pois nao temos
desigualdades de interpolacao equivalentes as dadas nos Lema|1.39 e Lema|1.35



Capitulo 4

Equacao de Navier-Stokes
Nao-Estacionaria com

Viscosidade Variavel do Tipo
Nao Local Mais Geral

Neste capitulo apresentaremos um teorema para existéncia para o problema
de equagoes abaixo para n < 4.

% _M(a(u))Au+;ui%+ng—f em @ (4.1)
divu=0 em @ 2)
u=0 em S 4.3)
u(z,0) = up(x) em € 4.4)
4.1 Existéncia
Teorema 4.1. Supondo n < 4, a hipotese e a condi¢ao

onde «, 1, Ps sao constantes positivas. Dadas as fungoes f € L%(O,T; V') e
ug € H. Existe uma solucao fraca u do problema -, tal que

u € L0, T; H)N L40,T; V).

Demonstracao. : Seja (v,) uma base Hilbertiana de V' e V,,, o espago gerado por
{v1,v9, ..., v }. Vamos considerar o seguinte problema aproximado: para cada

61
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m € N queremos obter u,, € V,, tal que

m

> gim ()i = um(t)  (4.6)

=1

(U (£), 0) + M (a(um (1)) a(um (), v;) + b(um (£), um(t), v;) = (f(2), ;) (4.7)

onde ug,, é escolhido tal que lim wug,, = uo em H e gj,, uma funcao de [0,7] em
m—0o0
R.

De forma andloga ao que foi feito para o problema (3.1))-(3.4]) obtemos que o
problema (4.7)) tem solugao maximal local em algum intervalo [0, ¢,,), 0 < ¢, < T.

Multiplicando (4.7)) por g (t) obtemos

(U (£)505) Gjm (t) + M (a(um(t)))a(wm(t), v;)gim(t)
+ 0((um (), um(t), v5)gjm(t) = (f(t),v:)gim(t), (4.9)

paral < j < m.

Somando a equacao acima, para j = 1,2, ...,n, temos

(tty (), i (£)) + M (@t (1))@t (£), 1 (2))
+ 0((un (£), i (£), um (1)) = (f(2), um(t)), (4.10)

ou seja,

2%Ium(t)l2 + M(a(m(O)|lum @)1 < 1Ol lum@)]] (4.11)

Usando (4.5) obtemos
2L ()2 )|t - I <||f(t t
7 [um () + alfum O = Bl [um @O < [1F @)y [[um O]l
o que implica

2%Iwn(t)l2 +allumO)* < Bullum O + [LF )y [wm (D] (4.12)

Usando a desigualdade de Young ([1.14]) temos
o
Billum®II* < ex(@)B7 + 7 llum(®)]I*

«

()"

Oy lum @O < c2 ()1 (O)I]5 +
Segue, de , que

d 4
2t () + ()] < ex(@) 52 + Tllum ()1 + 2@l O + Sl (B
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ou seja,

d Q 4
2= lum(O + llum®)[[* < Cr@)Bf + Co()IF DI
Integrando em [0,¢] com ¢ € (0,7") obtemos

(D) + o / tm(s))]['ds < Ca(@) T2 + Ca() / 1£(5) 1 ds + [uol?. (4.13)

Pela convergéncia ug,, ., , temos que (ug,, ) é limitada em L?(2). Portanto, u,,
é limitada por uma constante que independe de ¢ e m, logo t,, = T. Logo, t,,(t)

é solugao global do problema (4.7)). Temos que u,, é uniformemente limitada em
L>(0,T; H). Fazendo t = T em (4.13) temos

(TP +a / ()]s < Ca(@)TB2 + Caa) / 1£()|[fds + Co. (4.14)

Logo,
Uy, ¢ limitada em  L*0,7;V) N L>(0,T; H). (4.15)

De (1.20), tomando A = —A, temos

/0 M (@t () At (8)] s~ < /O[M(a(um(S)))lIum(S)IHgdS

T
< / allum(I® + Bl [um(s)| ] ds
4 T 4 4 T 4
< 2! [ adlun@lds 4 55 [ un(llids
0 0
<

T
05/ (8] *ds + C.
0

Como u,, é uniformemente limitada em L*(0,T;V) segue que

M(a(um(t)))Au,, limitada em L3 (0, T; V). (4.16)

Podemos escrever (4.7)) na forma

ul (1) + M(a(tm(t)))Aun(t) + Buy,(t) = f. (4.17)

Seja P, o operador projecao ortogonal de H sobre V,,. operador adjuntos da
projecao, P* : V' — V'  é uniformemente limitado em £(V’;V’). Usando ({3.23)),
temos que

Un (£) + P (M (a(unm (1)) Aun (1)) + Pr, Bup(t) = P f, (4.18)
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que implica )
w,, ¢ limitada em L3(0,7;V"),

pois P (M (a(um(t)))Aun(t)) e Pz f sdo uniformemente limitadas em L3 (0, T; V")
e temos que P* Bu,,(t) e uniformemente limitado em L?(0,T;V").

Tomando By =V, B=H, B =V', pg =4ep = % no Teorema m,
temos que existe u € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) e uma subsequéncia de u,,, que
continuaremos denotando de u,,, tais que

Uy —u em  L*0,T; H). (4.19)

Usando as estimativas (4.15)) e (4.16) temos

Up — u fraco-* em L*>(0,T;H,) (4.20)
U, — u fracoem L*(0,T;V), (4.21)
W = ' fracoem L3(0,T:V"), (4.22)
M(a(um()Auy — x fracoem L3(0,T; V). (4.23)

Utilizando argumentos anédlogos aos dados para o problema (3.1)-(3.4) e as
convergeéncias (4.19) e (4.20)-(4.23) obtemos por passagem ao limite que

u'(t) + x(t) + Bu(t) = f(t), em D'(0,T;V"),

Como x € L%(O,T; V"), Be L*0,T;V')e f € L%(O,T; V') temos que v’ €
Lg(O,T; V). Portanto,

W' (t) + x(t) + Bu(t) = f(t), em L3(0,T;V"). (4.24)

Devemos mostrar agora que M (a(u(t)))Au(t) = x(t). De (4.14]) temos, tomando
t =T, que |u,(T)]*> < C. Em particular, é limitada em L*(Q). Logo,

U (T) — € francamente L*(0Q).

Do Lema temos que M (a(u(t)))Au é um operador monétono. Entao vale

/ (M (a(um(t))) A —M (a(p(t)))Ap(t), um (1) = ())dt >0, ¥ € LY0,T;V).
" (4.25)
Dali,

/0 (M (@t (£))) Mttt (£) )l — / (M (@t (£))) At o(1))

= [ e OD A 1 0) = (Ot = 0. (426)
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Por (4.7), tomando v; = wu,,, em (4.7)) e integrando em [0, 7] temos

/0 (Wl (1), (1))t / M (@t ()t (£) 0 (£))E = / (F(E), (1)),
(4.27)

Como

|ttt Ot =5 [ Gl OFdt = (D = Shun )

substituindo em (4.27)) e isolando o segundo termo obtemos

| et @)atun 00 0t = OGO+ [ (70,0t
(4.28)

Como
(M (a(un(t)) Atm, wm (8)) = M(a(n(t)))a(nm(t), un(t)).

Substituindo (4.28) em (4.26]) temos

$10nOF = Slun (D + [0 w0}t = [ (0l ()N ol0)

= [ O(alet))AR(D), ) = ottt =0 (420

Utilizando os argumentos analogo ao que foi feito no capitulo anterior mostra-
se que £ = u(T) e usando a Proposigao obtemos que

1 1.
—Slu(T)P > 2 timsup(— (7)),

Aplicando o limsup em (4.29) segue que

T T

huof = 5h(mE + [ (r0.una = [ . po)ar

0

- [ (aeAe(e), )~ (o)t = 0 (430

Aplicando (4.24)) em u temos

(W' (8), u(®)) + (x(t), u(t)) = (F(),u(t)), em L3(0,T;V")

Integrando em [0, 7], concluimos que

/0 (o (8), u(t))dt + / (x(t), u(t))dt = / (@), u()de,  em LE(0,T;V7),
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que nos fornece

/0 <x<t>,u(t)>dt=%|uO|2—%|u(T)|2+/O (F(t), u(t))dt.

Substituindo a igualdade acima em (4.30) obtemos

/0 (x(t), )t~ / (x(t), () di— / (M (alp(t) Ap(t), u(t)—p(t))dt > 0,

o que implica

/0 (X(t) = M(a(p(1))) Ap(t), ult) — o(t))dt > 0.

Vamos considerar ¢(t) = u(t) — Mw(t), com w € L*(0,T; V). Supondo que A > 0
e substituindo ¢ na desigualdade acima temos

/O (X(t) = M(a(p () Ap(t), ult) — p(t))dt > 0. (4.31)
Como M (a(u(t)))A é um operador hemicontinuo, temos

/0 (x(t) = M(a(u(t) = Aw(t)))Alu(t) — dw(t)), w(t))dt —
/T<X(t) — M(a(u(t)))Au(t), w(t))dt¥ w € L*(0,T;V) e A — 0. (4.32)

De fato, defina

ga(t) = (x(t) = M(a(u(t) = Aw(t)))Au(t) — Aw(t)), w(t))

go(t) = {x(t) = M(a(u(t)))Au(t), w(t)).
Pela hemicontinuidade de M (a(u(t)))A temos que

lim gx(t) = go(t), q.t.p. emt
A—=0

e como A — 0, A é limitado, digamos |\| < Cj. Temos, omitindo o argumento ¢
para simplificar notagao, que

@] = [(x = M(a(u = Aw))A(u = Aw), w)]
< [Ixllvlfwl] + [[M(a(u = Aw))A(u = Aw)||y||w]]
< [l lwl] + M(a(u = dw))[[u = dwl|||w]]
< [Ixllvlfwl] + M(a(u = dw))([[ul] + Col[wl])||w]]
= |Ixllvllwll + M (a(u = Xw))([[ul||[w]] + Col[w|[*)
< Ixllvllwll + (alfu = Awl|[* + B2)([ful[[w]] + Co| [w][*)
< AIxllvllwll + @2 [ul[* + 2°CGllw][* + B1)(ful [w]] + Col [wl[*)
= |Ixllvllwl| + 4l Pllwl] + ACo| [l Pl|w]]* + ACG | Jul[[[w]* + 4C3][w][*
+ Bullull[lw]] + 1 Colfw][*
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Como y € L%(O, T;V')eu,w e L*0,T;V), entao pela desigualdade de Holder

e de Young, Proposicoes e Corolario [1.14], temos que

Ix@v Ao @I+ 4@l (@)]] + ACo|[u®)]*lw(®)]* + 4C3 u(®) ][ [w(B)]
+4CG[w®)]" + Billu@®)[[[[w®)[] + BiCollw(®)|[* € L(0,T)

Portanto, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teo-

rema [L.20] que
T T
mel'0.T) o lim [ wi= [ g
A—=0 /g 0

o que prova (4.32)).
Logo, de (4.31)) e (4.32)) obtemos

/0 (x(t) = M(a(u(t))Au(t), w(t))dt >0 Y we L*0,T;V).

Se A < 0, entao

/0 (x(t) = M(a(a(u(t) — dw(t))))Aa(u(t) — Aw(t))), w(t))dt < 0.

Da hemicontinuidade de M (a(u(t)))A segue que

/0 (x(t) — M(a(u(t)))Au(t),w(t))dt <0 Y we L*0,T;V).

De (4.33)) e (4.35)) concluimos que

/0 (x(t) — M(a(u(t)))Au(t), w(t)dt =0, YV we L*0,T;V).

Portanto,
x(t) = M(a(u(t)))Au(t)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

A demonstragao para verificar que a condicao inicial (4.8]) é valida é totalmente

andloga ao que foi feito para o problema (i3.1])-(3.4)).

]



Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos dois problemas do tipo Navier-Stokes com viscosi-
dade varidvel. O primeiro deles foi o caso estaciondrio (2.1)-(2.3) e de evolucao
(B-1)-(3.4) com viscosidade na forma v = vy + v1||ul|?, com vy, v, > 0 constantes
positivas. O caso estaciondrio desse problema foi investigado com o intuito de
conhecermos as caracteristicas e propriedades do operador envolvido. Para este
caso mostramos a existéncia e unicidade da solucao para n < 4. Para o problema
de evolucao mostramos a existéncia de solucao para n < 4 e unicidade da mesma
paran < 3.

O segundo problema estudado foi o caso de evolugao com viscosidade variavel
mais geral (4.1)-(4.4). Onde mostrado a existéncia de solugao pra n < 4. Para os
problemas de evolucao utilizamos o Método de Galerkin acoplado com argumen-
tos de compacidade. No caso estacionario utilizamos este mesmo método com
argumentos de ponto fixo.

Futuramente, é de nosso interesse aprofundar os estudos de modelos envol-
vendo as equagoes de Navier-Stokes. Principalmente para o caso de viscosidade
variavel mais geral, onde foi possivel mostrar apenas a existéncia de solugao.
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Apendice A:

Deducao das Equacoes de
Navier-Stokes

Neste apéndice serda mostrada a deducao das equacoes de Navier-Stokes para
um fluido viscoso e incompressivel. Este estudo foi realizado com base no trabalho
de Melo e Neto [21I]. Os fluidos, diferentes dos sélidos, tem a capacidade de
escoamento. Podemos descrever esse movimento observando a trajetoria de cada
particula ou a velocidade da particula em um determinado ponto. Estas maneiras
de descrever o comportamento de um fluido sdo chamadas, respectivamente, de
descricao lagrangeana e descrigao euleriana.

Mais formalmente, vamos considerar 0y C R? a regiao no espaco ocupada por
uma porc¢ao de fluido no instante t = 0. Na descricao lagrangeana temos a funcao
fluxo ¢(a,t) cuja curva descreve a trajetéria da particula que ocupa a posi¢ao a
no instante t = 0, para cada a; € {2y. E na descricao euleriana temos a velocidade
v(z,t) da particula que, no instante ¢, ocupa a posigao x.

Como sabemos, a velocidade é a derivada da posicao em relacao ao tempo.
Logo, obtemos a seguinte relacao

v(p(a,t), t) = %gb(a,t), a € Q, (A.36)

uma vez que ¢ descreve a trajetéria de uma particula do fluido, temos ¢;(a) = z,
onde ¢(a,t) = ¢(a) e x é a posigao da particula em um instante ¢. Supondo que
exista ¢ e que a mesma seja invertivel, podemos reescrever (A.36]) como

(1) = 667 (@), 1) (A.37)

Conhecida a trajetéria podemos obter a velocidade, através da relacao (A.37)).
Do mesmo modo, se tivermos a velocidade podemos obter a trajetéria ¢(a,t)
resolvendo-se, para cada a € §y, a equagao ordindria

d J—
{ pridi v(c, t) (A.38)
c(0) = a
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onde ¢(a,t) é definida como o valor da solugao (A.38) no instante de tempo t.

Sempre que nos referirmos a funcao fluxo ¢ neste trabalho estaremos supondo
que a mesma existe e possui todas as propriedades de diferenciabilidade e invert-
ibilidade que forem necessarias. Isto é, se ); é a regiao do espaco ocupada pelo
fluido no instante ¢, admitimos que

¢t: QQ — Qt
r — o(x,t)

é diferenciavel e possui inversa diferenciavel.

A.1 Derivada Material e Teorema do Transporte

Seja f(x,t), com = € Q e ¢(t), uma trajetéria. Definimos como derivada ma-
. D . ~
terial, denotada por 7{, a derivada, em relagao ao tempo, da composta f(c(t),t).
Tomando f(c(t),t) = f.(t) e utilizando a regra da cadeia temos

FUE) = VH(eld), ) Selt) + o flelt), )%
= VHet), 1) vlelt). 1) + o flel), 1)

= (Vs ) o)

onde - representa o produto interno e V o operador gradiente. Logo, a derivada
material de f é dada por
Df

S =V 9, (A.39)

Iremos enunciar e demonstrar um resultado de fundamental importancia para
este estudo, que é o Teorema do Transporte. Antes, no entanto, precisamos
enunciar os seguintes resultados, necessarios para a demonstracao do mesmo.

Teorema A.2 (Teorema da Divergéncia). Seja X um campo de classe C* no
aberto U C R™ ¢ K C U um dominio com fronteira reqular de classe C* com
(k > 1), entdo vale a igualdade abaizo

/ <X,V>—/diVXdCL’
oK K

Demonstragao. Ver E. L. Lima [14] p. 121. O

Teorema A.3 (Teorema de Mudanca de Varidvel). Sejam h: U — V um difeo-
morfismo de classe C1, onde U eV sao abertos de R, e f: h(X) — R uma fungdo
integravel, onde X é um subconjunto compacto J-mensurdvel de U. Entao vale a
sequinte igualdade:

[ = [ 5wy aeth'(@)ds. (A.40)
h(X) X
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Demonstragao. Ver E. L. Lima [13] p. 139. O

De posse desses dois resultados podemos agora enunciar e demonstrar o Teo-
rema do Transporte.

Teorema A.4 (Teorema do Transporte). Satisfeitas as hipdteses sobre a fungao
fluro ¢ mencionadas em e sendo )y uma regiao onde se pode aplicar o
Teorema da Divergéncia, Teorema[A.3, vale a sequinte formula:

i f(:c t)dx = / (%{+ fd1vv) (,t)dx (A.41)

Demonstracao. Aplicando a mudanga de varidvel z = ¢;(y), na integral do primeiro

membro da igualdade (A.41)), segue, pelo Teorema de Mudanga de Varidvel, Teo-
rema [A.3] que
[z, t)de = | f(oe(y), 1) (y, t)|dy (A.42)
Qt QO
onde
01 041 01
Oy1 Oy2  Oys

_ | 992 0992 0O¢2
J(y,t)— 8; By; 8y92,

O¢3  O¢3  O¢3
Oy1  Oy2  Oys

Devemos observar que J(y,0) = 1 para todo y € €2, pois neste caso a fungao
trajetéria é a identidade. E ainda, por hipdtese, temos que ¢; é sempre invertivel,
logo J(y,t) é sempre diferente de zero. Como o determinante é uma funcao
continua, concluimos que J(y,t) é sempre positivo. Podemos reescrever
como

f(x,t)dx = i f(@e(y),t)J (y, t)dy. (A.43)

Q

Substituindo (A.43]) na derivada em (A.41)) obtemos

d d
i o 1= [ )00 (A.44)

cujo termos do segundo membro tem dominio de integracao independente do
tempo. Podemos trocar a ordem de integracao e derivacao, o que nos da, uti-
lizando a regra do produto para derivada, a seguinte igualdade

G [ rena = [ S 0.0
+ f(¢t( );t )c‘(;t J(y,t)dy (A.45)

Na primeira integral do segundo membro da igualdade acima nos temos a
derivada, em relacao ao tempo, da composta de f com a trajetéria ¢, que é a
derivada material de f. Logo, podemos reescrever essa integral como

Df
[ D @)Dty
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fazendo a mudanga de variavel = = ¢;(y) temos
0
0, Ot

Df

[f(@e(y), )] (y, t)dy = A o (@ t)dz. (A.46)

Na ultima integral de (A.45)) devemos obter

9¢1 941 9
dy1  Oy2  Oys

0T _ 0l om oo o;m (A.47)

Ot Ot| 9 9y 9ys

O¢3  Od3  O¢3
dy1  Oy2  Oys

no ponto (y,t). Utilizando o Teorema de Schwarz e de ((A.37)) obtemos

006, .  00¢, . 0
aa_yj(% ) - a_yja(y’t) - at[vz(gb(%t)vt)]

utilizando a regra da cadeia concluimos

T 1 Aoy,
_T(ya t) - Z 8l'k (¢(y7t)7t)a_%(y7t)' (A48)

Substituindo (A.48) em (A.47)) e utilizando as propriedades usuais dos deter-
minantes obtemos

Ouy 0dx  Ouy O Ouy Odk [éla [l [élay
3 Ozp, Oyr Oz Oy2  Owy Oys 3 Oy Oy2 Oys3
oJ
Y 2 O¢a O¢2 O¢a + 2 Ovg O Oug Odk  Ova Ok
ot Ay1 Oy2 Oys Oxy, Oy1  Oxyp Oy2  Oxy, Oys
F=11 gy 993 9¢3 F=11 9gs 993 93
oy Oy2 0ys o1 Oy2 0ys
el [l [éla
. oy1 Oy2 0ys
O¢a [él20) O¢a
+ E dy1 dy2 dys (A.49)
k=1| Ous 0¢r  Ous O  Ous 0Pk
Oxy, Oy1  Oxp Oy2  Oxy Oys

onde v é calculada no ponto (¢;(y),t) e as ¢; e suas derivadas no ponto (y, t).

Vamos analisar o primeiro dos trés somatérios. Quando k = 1 temos

Qv g1 Ovy O Qv 91 I Od1 O

Ox1 Oy1  Ox1 Oy2 Oz Jys dy1  Oy2  Oys
962 0 00 | _ OUL| asy 0es 0en | _ OU1
o1 Oy2 Oys Oy dy1  Oy2  Oys Oy :
Od3 O¢3 O¢3 O¢3  O¢3  O¢3
Oy1 0y 0ys3 dy1  Oy2  Oys

Quando k£ = 2 temos

Oui 92 Ouy O¢a vy Od2 O¢2  Op2  O¢a

Oxz Oy1 Oz Oy2  Ox2 Oys Oy1r  Oy2 Oy
00 0o 0o | _ 0% os 2 om |
0y1 Oy2 Oys O, dy1  Oy2  Oys
O¢3 O¢3 O¢3 O¢3  O¢3  O¢3

oy 0y2 dys dy1 Oy2  Oys
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pois o determinante de uma matriz com duas filas iguais é nulo. O mesmo acontece
quando k = 3. Logo,

Ouy 0¢k  Oui 0%k Oui Odk
dx), Oy1  Ozy, Oy2 Oz Oys

3
S| e 2 e | _Ou,
oy1 Oy2 O0y3 ax L
B=11 0gs 963 93
oY1 Oy2 Oys

Utilizando raciocinio analogo no segundo e terceiro somatorio de (|A.49)) con-
cluimos que

8J . 81}1 81)2 c%g . 81}1 31}2 8113 . .
(915 _8x1J+8x2J 8$3J (a$1’8$278x3>J_JdIVU
dai,
0 .
1)) gty = | Fu0), O (), 01 ()
Qo

Que através da mudanca de varidvel z = ¢,(y) nos da

f(z,t)divo(z, t)de. (A.50)

Q4

Substituindo (A.46]) e (A.50) em (A.45) temos

BFpyaw+ [ flat) divole, tde, (A51)
Q¢ Dt Q4

g7 f(:c t)dr =

e estd demonstrado o resultado. O

Das propriedades do divergente sabemos
div(fv) =V f- v+ fdivo,

o que implica

fdive =div(fv) =V f-o. (A.52)

Substituindo a igualdade acima e (A.39)) em (|A.41]) obtemos uma nova formulagao
para o Teorema do Transporte (A.4))

dt f(:c t)dx :/ <g—{ —|—d1V(fU)> (x,t)dz. (A.53)

A.2 Conservacao da Massa e Fluidos
Incompressiveis

Seja p(z,t) a fungao que nos dé a densidade da porcao de fluido que ocupa a
regiao €); no instante ¢. A variacao da densidade em cada particdo da nossa regiao
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) é a razao dada pela variacao da massa e a variacao do volume do fluido que
ocupa essa particao de €2. A partir do mesmo raciocinio utilizado para a deducao
da integral de Riemann obtemos que

/ﬂ plz, t)dz.

nos da a massa do fluido que ocupa a regiao €2; no instante t.

Se supormos que a massa se mantém constante para todo ¢t > 0 temos

/Q e 0)i = /Q Sl t)de

Vamos assumir que p é pelo menos de classe C''. Como a massa ¢ constante para
todo t > 0 sua derivada em relagao ao tempo é nula. Aplicando o Teorema do
Transporte na sua segunda formulagao (A.53)) para f(z,t) = p(x,t) obtemos

d B op ..
0= it o, p(x,t)de = /Qt <8t + dlv(,ov)) (x,t)dx.

que ¢é valida para todo aberto €2;. Logo,

dp
ot

chamada de Equagao de Conservagao da Massa.

+ div(pv) =0 (A.54)

Os fluidos que apresentam volume sempre constante sao chamados incom-
pressiveis, neste caso temos

d
~ | dr =
it /., x =0,

uma vez que o volume de qualquer porcao de fluido se mantem constante para
todo t > 0. Aplicando o Teorema do Transporte, Teorema para a funcao
constante f = 1 obtemos a igualdade

d D1
OZE/Qtdm:/Qt (Ft—l—ldivv) dx:/mdivvdx,

que é valida para todo ¢t > 0. Dali,

divo =0 (A.55)

A.3 Conservacao do momento

O momento linear de um corpo é o produto da massa pela velocidade do
mesmo. Para fluido, utilizando o mesmo raciocinio feito para a conservagao da
massa, obtemos que o momento linear de uma porcao de fluido que ocupa, no
instante ¢, a regiao {2, é dado porcao

/Q p(z, t)v(z, t)de (A.56)
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A segunda lei de Newton nos diz que a forca total atuando em um sistema
¢ igual a massa vezes a aceleragao, que ¢ a derivada do momento linear. Para
fluidos teremos que

— | plx, t)v(z, t)de

dt Jq,
serd igual a soma das forcas internas e externas atuando sobre a porcao de fluido
que ocupa, no instante ¢, a regiao {2;.

Devemos determinar expressoes para as forgas externas e internas. Denotare-
mos por f(x,t) o somatdério das forgas externas por unidade de massa que atuam
na porg¢ao do fluido que ocupa a regiao €2;, no instante ¢, supondo que essas forcas
sejam conhecidas. Entao, a forca externa total é dada por

/Q pla ) f(x, £)dz

Para descrever as forcas internar vamos desconsiderar acoes a distancia entre
as particulas. Ou seja, estamos considerando apenas forgas de contato. supondo
ainda que exista um campo de tensoes 7(z,t,n) que dé a forga de contato por
unidade de area atuando numa superficie perpendicular a n no ponto z, no in-
stante t. Onde 0€); denota a fronteira da regiao 2, e n o vetor unitario normal a
09);. Entao, as forgas internas que atuam na porcao do fluido que, no instante t,
ocupa a regiao 0€); sao dadas pela integral

/ T(z,t,n)dS,.
00

A segunda lei de Newton pode entao ser escrita como

p@ﬂM%WM:/

Q¢

p(m,t)f(a:,t)d$+/ T(x,t,n)dS,. (A.57)

dt O 02

O resultado a seguir nos permitira descrever melhor o campo de tensao 7(z, t, n).

Teorema A.5 (Teorema de Cauchy). Sejam a(x,t) € C* e b(x,t),c(z,t,n) € C°
fungoes escalares definidas para todo t € R, todo x, € )y e todo vetor unitario n
de x. Sao tais que a,b e c satisfazem a sequnda ler de Newton, temos

d
— | a(x,t)dx = / b(x,t)dx +/ c(x,t,n)ds
dt Jo, (oM Io)
onde n € o vetor unitdrio normal a 0. Entao existe um unico campo de vetores

d(x,t) de Q4 tal que
c(x,t,n) =d(x,t)n

Demonstragao. ver J. E. Marsden e T. J. Hughes [18] p. 127. O
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Aplicando o Teorema de Cauchy, Teorema para a(z,t) = p(x,t)v(z,t),
b(xz,t) = p(x,t)f(z,t) e c(z,t,n) = 7(z,t,n) garantimos a existéncia de uma
funcao matricial S(z,t) tal que

T(x,t,n) = S(x,t)n,

lembrando que pela 3* lei de Newton (conhecida como lei de agao e reagao) temos
—7(x,t,n) = 7(x,t,—n).

A segunda lei de Newton fica expressa como, omitindo-se os argumentos (x, t),

5 pvdx—/ pfdx—i—/ SndS,. (A.58)
t o o0,

Aplicando o Teorema do Transporte, Teorema na derivada da igualdade
acima e usando (A.52) temos

d D
pr pvd:c = / (Dt (pv) + pv div v) dx

Dp Dv
/ (EU + D" + pv d1vv> dx

Dp Dv
_ L S A.
/Qt< <Dt+pdlvv)+,0Dt)dx (A.59)

pela equacao de conservagao da massa (A.54)), temos que termo que multiplica v
é nulo. Basta verificar a equivaléncia entre as duas formulacoes para o Teorema
do Transporte, Teorema[A.4] Segue que

d DU
= — A.
pr pvdw Dt dx (A.60)

Na integral de superficie aplicamos o Teorema da Divergéncia, Teorema [A.2]

que nos da
/ SndS, :/ Div Sdz (A.61)
aﬂz Qt

onde Div S = (div S1,div Sy, div S3) e cada S; denota o i-éssimo vetor-linha de S.
Substituindo (A.60)) e (A.61)) em (A.58) obtemos

/ —dx—/ pfda;+/ Div Sdx
Qt Qt

que implica

Dv )
/ (Ft_pf QtDle)daj—O

valida pra todo €2;. Obtemos entao
Dv

P~ pf — . Div S =0, (A.62)

chamada equacao de conservacao do momento.
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A.4 Fluidos nao-viscosos e Equacao de Euler

A viscosidade de um fluido esta relacionada com a sua capacidade de escoar.
Quanto mais viscoso o fluido maior sua resisténcia ao escoamento. Ao supormos
que um fluido é nao-viscoso estamos tomando por hipdtese a auséncia de atrito
entre as moléculas. Isto é, as forcas internas que agem no fluido atuam perpen-
diculares a superficie €2;. Logo, S, deve ser sempre paralela ao vetor n, existe
entao uma fungao p(zx,t) tal que

S(z,t)n = —p(x,t)In
n[S(z,t) —p(z,t)[] =0
S(Q?, t) o p(l’, t)[ =0
onde I denota a matriz identidade e a funcao p é chamada pressao.

Observemos que

S1 p(z,t) 0 0
S=1| 5 | =- 0 p(z,t) 0
Sy 0 0 p(z,t)

calculando o divergente de S temos

0

8_951p<x’ t),

: 0 0
DivS = ( a—@p(az,t), (9—w3p($’t)) =Vp (A.63)

Supondo que o fluido seja incompressivel, de ((A.55)) e da defini¢ao de derivada
material (A.39) para f = v, segue

Dv v
— = (v- —. A.64
D (v-V)v+ T (A.64)
Substituindo (A.64) na equacao de conservacao do momento (A.62)) e de (A.55)
obtemos
v
plo-Vvtpor = pf=Vp
dive = 0 (A.65)

A.5 Equacao de Navier-Stokes

Na modelagem de fenomenos rais nem sempre podemos desconsiderar a vis-
cosidade. Ao tentarmos incluir forcar de viscosidade as nossas hipdteses obtemos
(MELO apud [9], [8]) uma aproximagao para S dada por

S = —pl + p/(divo)l + p(G + GY), (A.66)
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onde p// e p sao constantes, G' é matriz transposta de G e

81}1 81}1 81)1
8951 8[)32 856’3
. . 81)2 81)2 81)2
G = Vu= 81’1 8x2 81’3
8U3 81}3 81)3

| 81’1 8272 8x3 |

Se supormos que o fluido é incompressivel eliminamos o termo p'(divv)l em

(A.66]) e ainda obtemos que Div(G + G') = Aw. De fato,

8’01 61}2 803
8331 8.201 (’%1
ot — ov; Ouy  Ous
61‘2 8112 a[L'Q
ov; Ouy  Ous
| 0:173 8x3 6173 |
logo,
[ 81}1 (%1 (%2 81}1 81)3 i
2
8$1 8.1'2 + (9:1:1 8:1;3 + 81‘1
81}2 81}1 81}2 8@2 aUS
Grgt=| 22, %
* 0xy * 0xs O0xo Oxs + O0xo
ov;  Ous Ovy  Ous Jdvs
2
L 8113 + 81'1 61’3 + 81‘2 81'3 |

Calculando o divergente de G + G* obtemos

*vy 9% 9%V, 0*uy 0%vs
Di ty — (9
IV(G + G ) ( 8:}5% + ax% 8:)328:161 8LE§ ax?’axl 7
vy %y + 262“2 0*v v

0x?  Ox101y Or3  0x3  Ox3z0ry’
3

821}1 821}3 821}2 821}3 2821}3
Ox10x3  0x?  Ox9dxs  Ox3 3
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(921)1 i 821}1 i 821}1 4 (9 8U1 + 8 81)2 i 8 81)3
ax% 856% 833?)) (91:1 8.171 83:2 81’1 8%3 ’
(921)2 821}2 821}2 (9 8U1 81)2 8 81)3
(axf "oz T o2 T an ((9351) (a@) T on (ax3>’
81)2 i 0 81)3
8@ 81’3 81’3

(921)3 821}3 821}3 0 (8U1)
0 0
Avy + a—(le v), Avg + 8—(d1v v), Avs + —(dlv V)

+ + +
dz? 0z 0x%  Oxz \Oxy
T T2 8(133

Calculando o divergente de (A.66), lembrando que o divergente da soma é a
soma dos divergentes, obtemos

DivS = —Div(pl)+ puDiv(G + GY)
= —Vp+ pAv (A.67)

Substituindo ([A.67) na equacdo de conservacao do momento (A.62) temos

Dv

= = Av — Vp.
ppp =P/ HrAv—=Vp

usando a definicao de derivada material para f = v, chegamos na equacao

p% +p(v-Vv = pAv—Vp (A.68)

dive = 0 (A.69)

conhecida como a equac¢ao de Navier-Stokes para um fluido viscoso e incom-
pressivel e a constante p é chamada de coeficiente de viscosidade.
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