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pelo exemplo de força e determinação.

ii



Que os vossos esforços desafiem as
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gordisses, nas sáıdas para os botecos e para as festas.

Aos amigos que fiz ao longo da vida e que sempre elevaram uma prece e um
pensamente positivo em meu favor. Em especial a Pauliana que nunca esqueceu
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Resumo

SILVA, Samara Leandro Matos da, M.Sc. Universidade Federal de Viçosa, Julho
de 2013. Equações de Navier-Stokes com Viscosidade Variável na Forma
não-Estacionária. Orientador: Anderson Lúıs Albuquerque de Araújo.

O objetivo principal desde trabalho é estudar a equação de Navier-Stokes

não-estacionária (1)-(3). Mostraremos a existência, para n ≤ 4, e unicidade, para

n ≤ 3, quando ν = ν0 + ν1||u||2, com ν0, ν1 > 0 constantes positivas. Também

provaremos a existência, para n ≤ 4, quando ν = M(a(u)), onde a(u) = ||u||2 e

M é uma função cont́ınua e diferenciável. Para tanto, utilizaremos o Método de

Galerkin acoplado com argumentos de compacidade e ponto fixo.
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Abstract

SILVA, Samara Leandro Matos da, M.Sc. Universidade Federal de Viçosa, July,
2013. Navier-Stokes equations with variable viscosity in Form Non-
Stationary. Adiviser: Anderson Lúıs Albuquerque de Araújo.

The main objective of this work is to study the Navier-Stokes non-stationary

(1) - (3). We will show the existence, for n ≤ 4 and uniqueness, for n ≤ 3 when

ν = ν0 + ν1||u||2 with ν0, ν1 > 0 are positive constants. Also prove the existence,

for n ≤ 4 when ν = M(a(u)), where a(u) = ||u||2 and M is a continuous function

and differentiable. To do so, we use the Galerkin method coupled with arguments

for compactness and fixed point.
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Introdução

O estudo de equações que descrevem o comportamento de fluidos teve um
grande avanço com Leonard Euler (1707-1783), que foi considerado o responsável
pela formulação matemática do escoamento de fluidos inv́ıscido (quando não é
considerada a viscosidade). Essas equações são chamadas equações de Euler.
Depois disso, vários estudos foram feitos para introduzir o termo de viscosidade
nestas equações. Neste sentido, o francês Claude Navier (1785-1836) e o inglês
George Stokes (1819-1903) obtiveram os melhores resultados, no que é conhecida
hoje como as Equações de Navier-Stokes.

∂u

∂t
− ν∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f (1)

div u = 0 (2)

u = 0 (3)

Sendo u = u(u1, u2, ..., un) um vetor tal que ui = ui(x, t), onde x = (x1, x2, ..., xn) ∈
Rn e t > 0, t ∈ R. Onde u descreve o campo de velocidade do fluido, f é a den-
sidade das forças externas, p = p(x, t) é a pressão no ponto (x, t) e ν representa
a viscosidade do fluido.

Estas equações não possuem solução algébrica regular, excetuando-se para
casos muito espećıficos. J.L. Lions [16], R. Temam [26] e O. A. Ladyzhenskaya
[11], entre muitos outros, contribúıram para o desenvolvimento dos aspectos
matemáticos e numéricos das equações de Navier-Stokes, analisando questões
de existência, unicidade (alguns casos) das soluções de problemas estacionários
e de evolução. Metodologicamente, estas contribuições matemáticas formam a
conhecida teoria clássica das equações de Navier-Stokes.

A análise matemática de (1)-(3) foi feita primeiramente por J. Leray em 1934
[12]. Depois foi investigado por O. A. Ladyzhenskaya [11], em 1963; J. L. Lions
[16], em 1969; R. Temam [26], em 1979; L. Tartar [25], em 1999 e muitos outros
matemáticos.

Os problemas que serão analisados neste trabalho seguem a mesma linha do
trabalho proposto por O. A. Ladyzhenskaya [11]. O qual é supor que em (1)-(3)
o termo de viscosidade ν é uma função de u.

O problema, quando ν é da forma ν = ν0 + ν1||u||2, ν0, ν1 > 0, são constantes
positivas, foi investigado por J. L. Lions [16] em um domı́nio ciĺındrico Q =

1
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Ω×]0, T [⊂ Rn+1, mais precisamente, ele investigou o problema misto:

∂u

∂t
− (ν0 + ν1||u||2)∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f em Q (4)

div u = 0 em Q (5)

u = 0 em S (6)

u(x, 0) = u0(x) em Ω. (7)

Para o caso ν1 = 0 a análise foi feita por J. L. Lions [16] e G. Prodi [17]. O caso
não ciĺındrico de (4)-(7) foi investigado por Araújo, Miranda e Medeiros [1], de
forma semelhante.

Seja Ω um conjunto limitado de Rn com fronteira ∂Ω suposta regular. O
problema estacionário correspondente ao problema de evolução (4)-(7) consiste
em determinar u e p satisfazendo:

− (ν0 + ν1||u||2)∆u+
n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f em Ω (8)

div u = 0 em Ω (9)

u = 0 em ∂Ω. (10)

Quando ν1 = 0, a análise matemática de (8)-(10) foi feita por J. L. Lions [16] e
R. Temam [26]. Uma outra referência é a dissertação de M. M. Arnoud [2].

Seguindo a linha de J. L. Lions [16] e o modelo proposto por O. A. Ladyzhen-
skaya [11], formulamos um problema onde ν depende de u e generaliza em parte os
casos apresentados anteriormente, ou seja, estudaremos o modelo não-estacionário
com viscosidade mais geral definido por

∂u

∂t
−M(a(u))∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f em Q (11)

div u = 0 em Q (12)

u = 0 em S (13)

u(x, 0) = u0(x) em Ω. (14)

Nas últimas décadas as equações de Navier-Stokes e suas variantes foram
bastante estudadas tanto do ponto de vista matemático quanto numérico. A
análise matemática destes problemas de evolução tem como base a teoria linear
das equações diferenciais parabólicas e a teoria clássica das equações de Navier-
Stokes. O método de Galerkin, as imersões de Sobolev, estimativas a priori,
argumentos de compacidade, teoremas de ponto fixo, teoria de regularidade, teo-
ria de semigrupos, entre outros, são ferramentas essenciais para a resolução de
tais problemas.

Neste trabalho investigaremos os resultados de existência e unicidade (alguns
casos) para dois problemas do tipo Navier-Stokes com viscosidade variável. Us-
aremos o Método de Galerkin acoplado com argumentos de compacidade e ponto
fixo.
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Para tornar o texto mais dinâmico este trabalho foi estruturado da seguinte
maneira:

No Caṕıtulo 1 descreveremos as notações, espaços funcionais, alguns resulta-
dos clássicos da teoria de equações diferenciais e resultados de monotonicidade e
hemicontinuidade que serão usados no trabalho.

No Caṕıtulo 2 mostraremos a existência e unicidade, para n ≤ 4, do problema
(8)-(10). Seguindo as mesmas ideias usadas por J. L. Lions [16] e M. M. Arnoud
[2].

No Caṕıtulo 3 mostraremos a existência, para n ≤ 4 e unicidade, para n ≤ 3
do problema (4)-(7), que foi proposto por J. L. Lions [16]. Usaremos algumas
ideias usadas por C. C. V. Pinheiro [23] que fez um estudo para um problema
semelhante envolvendo o operador p-laplaciano e a dissertação de mestrado de R.
M. S. Neto [22].

No Caṕıtulo 4 mostraremos a existência, para n ≤ 4, do problema (11)-
(14), seguindo as mesmas ideias dos caṕıtulos anteriores e alguns resultados para
operadores monótonos encontrados em L. A. Medeiros [19].



Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo iremos relembrar algumas definições de espaços funcionais e
resultados importantes para o estudo dos caṕıtulos 2, 3 e 4 que vão desde as
desigualdades clássicas usadas no estudo de EDP’s aos teoremas de imersões
cont́ınuas e compactas nos espaços de Sobolev. Por último serão apresentados
alguns resultados para operadores monótonos e hemicont́ınuos.

1.1 Notações e espaços funcionais

Nesta seção vamos mostrar as notações e definições de espaços funcionais
utilizados neste trabalho. Para maiores detalhes sobre estes espaços consultar
[5], [20] e [26]. Usaremos as seguintes notações:

∗ Rn representará o espaço euclidiano n-dimensional;

∗ Ω é um aberto limitado do Rn com medida de Lebesgue |Ω| e fronteira ∂Ω;

∗ Q representará o cilindro Ω× (0, T );

∗ S = ∂Ω× (0, T ) representará a superf́ıcie lateral do cilindro Q;

∗ ∇ =

(
∂

∂xi

)n
i=1

denotará o operador gradiente;

∗ div u =
n∑
i=1

∂ui
∂xi

denotará o divergente de u;

∗ ∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

representará o operador Laplaciano;

∗ |x| =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

e |∇u| =

(
n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2
) 1

2

denotam, respectivamente, a

norma euclidiana de x ∈ Rn e a norma do vetor gradiente.

4



5 1.1. NOTAÇÕES E ESPAÇOS FUNCIONAIS

Vamos definir a seguir os espaços funcionais necessários para o desenvolvi-
mento deste trabalho.

Definição 1.1. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e u : Ω → R cont́ınua. O
suporte de u, que será denotado por supp(u), é definido como o fecho em Ω do
conjunto {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}. Se este conjunto for um compacto do Rn então
dizemos que u possui suporte compacto.

Definição 1.2. Cm(Ω) é o espaço das funções com todas as derivadas de ordem
≤ m cont́ınuas em Ω (m inteiro não-negativo ou m = ∞). Denotaremos por
C0(Ω) = C(Ω).

Definição 1.3. O conjunto das funções ϕ : Ω → R que são infinitamente difer-
enciáveis em Ω e que têm suporte compacto, sendo que esse suporte depende de
ϕ, são denotadas por C∞0 (Ω).

Definição 1.4. Uma sucessão (ϕν)ν∈Nn de funções de C∞0 (Ω) converge para zero
quando existe K ⊂ Ω compacto tal que:

∗ suppϕν ⊂ K, ∀ ν ∈ N;

∗ Para cada α ∈ Nn

Dαϕν → 0 uniformemente em K,

onde Dα denota o operador derivação de ordem α definido por

∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

com α ∈ Nn.

Definição 1.5. O espaço vetorial C∞0 (Ω) com a noção de convergência definida
acima é representado por D(Ω) e denominado espaço das funções testes em Ω.

Definição 1.6. Seja 1 ≤ p ≤ +∞. Denotamos por Lp(Ω) o espaço de Banach das
(classes de) funções definidas em Ω com valores em R, tais que |u|p é integrável
no sentido de Lebesgue em Ω, com norma

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

, para 1 ≤ p < +∞

e
||u||L∞(Ω) = ess sup

x∈Ω
|u(x)| p =∞.

Definição 1.7. Seja m um inteiro positivo e 1 ≤ p ≤ +∞. Denotamos por
Wm,p(Ω) o espaço de Banach (com m inteiro) das funções u(. ) em Lp(Ω) com
derivadas generalizadas de ordem ≤ m que pertencem a Lp(Ω) e cuja norma é
dada por

||u||Wm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

||Dαu||Lp(Ω).



6 1.1. NOTAÇÕES E ESPAÇOS FUNCIONAIS

Para o caso particular, quando p = 2, a notação dos espaços de Sobolev será
Wm,p(Ω) = Hm(Ω). Para Ω = (0, L), temos o espaço de Hilbert H1(0, L) =
W 1,2(0, L) definido por

H1(0, L) = {u ∈ L2(0, L);u′ ∈ L2(0, L)}

com a norma definida por

||u||H1(0,L) =

(∫ L

0

|u(t)|2dt
) 1

2

+

(∫ L

0

|u′(t)|2dt
) 1

2

,

induzida pelo produto interno

(u, v)H1(0,L) =

∫ L

0

(u(t), v(t))dt+

∫ L

0

(u′(t), v′(t))dt.

Definição 1.8. Definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) em

Wm,p(Ω), isto é,

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Definição 1.9. Supondo 1 ≤ p < +∞ e q > 1 tal que
1

p
+

1

q
= 1, denotamos por

W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω).

No estudo das equações de Navier-Stokes precisaremos dos espaços de funções
vetoriais com n componentes de alguns dos espaços definidos acima. Repre-
sentaremos por Lp(Ω) o espaço das funções vetoriais u = (u1, u2, ..., un), tal que
ui ∈ Lp(Ω), ou seja, Lp(Ω) = (Lp(Ω))n. Consideraremos esses espaços, quando
normados, com a norma do produto usual. Desse modo, definimos os espaços

V = {ϕ ∈ D(Ω); divϕ = 0}

e
V = VH1

0(Ω)
e H = VL2(Ω)

, (1.1)

onde D(Ω) = (D(Ω))n e H1
0(Ω) = (H1

0 (Ω))n. Definimos o produto interno e a
norma em V , respectivamente, como

((u, v)) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx (1.2)

e

||u||2 =
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx.

Definamos o produto interno e a norma em H, respectivamente, como

(u, v) =
n∑
i=1

∫
Ω

ui(x)vi(x)dx

e

|u|2 =
n∑
i=1

∫
Ω

|ui(x)|2dx.



7 1.2. MÉTODO DE GALERKIN

Definição 1.10. Seja H um espaço de Hilbert. Uma sequência (en) ⊂ H é dita
base Hilbertiana de H se satisfaz as seguintes condições:

• |en| = 1 ∀ n ∈ N; (en, em) = 0 ∀ m 6= n;

• o espaço vetorial gerado por {e1, e2, ...} é denso em H.

Proposição 1.11. Sejam H um espaço de Hilbert e (en)n∈N uma base Hilbertiana
de H. Então

u =
∞∑
n=1

(u, en)en, ∀ u ∈ H.

Demonstração. Ver H. Brezis [5] p. 143.

1.2 Método de Galerkin

Boris Grigoryevich Galerkin nasceu em 20 de fevereiro de 1871 (04 de Março no
calendário atual) em Polotsk, atualmente localizada na Bielo-Rússia. Em 1893
entrou no Instituto Tecnológico de St. Peterburgo, onde estudou matemática
e engenharia, concluindo seus estudos em 1899. Em março de 1909 tornou-se
professor neste mesmo instituto.

Em 1915, Galerkin publicou um artigo, intitulado Sterzhni i plastinki Riady v
nekotorykh voprosah uprugogo ravnovesia sterzhnei i plastinok, no qual apresen-
tava um método de integração aproximada de Equações Diferencias Parciais, que
ficou conhecido como Método de Galerkin. Este trabalho ficou famoso mundial-
mente e apesar de quase 100 anos é largamente usado, como por exemplo, no
estudo de equaçãos diferenciais parciais não lineares. Faleceu em 12 de julho de
1945. Nesta época, Galerkin era chefe do Instituto de Mecânica da Academia de
Ciências Soviética. Maiores informações sobre a biografia de Galerkin podem ser
obtidas em [4] e [24].

Vamos dar uma ideia geral de como funciona o Método de Galerkin. Sejam E
um espaço de Hilbert e (wk)

∞
k=1 uma base hilbertiana de E. Definamos como Em

o subespaço gerado pelos m primeiros vetores de (wk)
∞
k=1. Considere a equação

de operadores
Fu = y

definida em E. Para resolvermos esta equação utilizando o Método de Galerkin
devemos considerar o problema aproximado

Fum = ym em Em.

O primeiro passo deste método é mostrar a existência de uma sequência
(um) ∈ Em que satisfaça o problema aproximado. Depois, devemos mostrar que
a sequência de soluções aproximadas é limitada em E. Pelo Teorema 1.31 garan-
timos a existência de uma subsequência (umj) de (um) que converge fracamente
para u.



8 1.3. RESULTADOS AUXILIARES

Utilizando as propriedades de F e da construção de Galerkin mostramos que
essa subsequência converge em algum sentido para uma solução fraca do problema
em questão.

1.3 Resultados auxiliares

Os resultados a seguir serão utilizados nos Caṕıtulos 2, 3 e 4. Não faremos
as demonstrações de todos os resultados, mas serão indicadas as respectivas re-
ferências bibliográficas.

Proposição 1.12 (Desigualdade de Hölder). Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) onde
p > 1 e 1

p
+ 1

q
= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e ||fg||L1(Ω) ≤ ||f ||Lp(Ω)||g||Lq(Ω).

Demonstração. Ver R.G. Bartle [3], p. 56.

Proposição 1.13 (Desigualdade de Young). Sejam a, b ≥ 0 e p, q > 1 tais que
1

p
+

1

q
= 1 então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver R.G. Bartle [3], p. 56.

Uma variação da desigualdade de Young que será muito utilizado neste tra-
balho é dada pelo seguinte corolário.

Corolário 1.14. Sejam a, b ≥ 0 e p, q > 1 tais que
1

p
+

1

q
= 1. Para todo ε > 0

tem-se
ab ≤ c(ε)ap + εbq

Demonstração. Temos

ab = (qε)
1
q

1

(qε)
1
q

ab

=

(
a

(qε)
1
q

)(
(qε)

1
q b
)

aplicando a desigualdade de Young segue

ab ≤ 1

p

(
a

(qε)
1
q

)p

+
1

q

(
(qε)

1
q b
)q

=
1

p(qε)
p
q

ap + εbq ∀ ε > 0
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Tomando c(ε) =
1

p(qε)
p
q

temos

ab ≤ c(ε)ap + εbq ∀ ε > 0.

Proposição 1.15. Sejam números reais a, b ≥ 0 e p ≥ 1, então

(a+ b)p ≤ 2p(ap + bp).

Demonstração. Usando as propriedades do máximo obtemos

(a+ b)p ≤ (2 max{a, b})p

= 2p max{ap, bp}
≤ 2p(ap + bp).

Lema 1.16 (Desigualdade de Gronwall). Sejam u, v duas funções cont́ınuas não
negativas tais que para t0 ≤ t e β ≥ 0 e α ≥ 0 tem-se que se

u(t) ≤ β + α

∫ t

t0

v(x)u(x)dx (1.3)

então
u(t) ≤ βe

α
∫ t
t0
v(x)dx

.

Em particular quando β = 0 temos u ≡ 0.

Demonstração. Seja ε > 0 e definamos

w(t) := β + ε+ α

∫ t

t0

v(x)u(x)dx.

Como u, v são funções cont́ınuas, a função w é continuamente diferenciável. De
(1.3) temos u(t) ≤ w(t) e

w(t0) = β + ε > 0, w(t) ≥ β + ε > 0.

Dáı,
w′(t) = αv(t)u(t) ≤ αv(t)w(t)

logo,
w′(t)

w(t)
≤ αv(t).

Integrando em [t0, t] obtemos∫ t

t0

w′(x)

w(x)
dx ≤ α

∫ t

t0

v(x)dx
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que implica

ln(w(t))− ln(w(t0)) ≤ α

∫ t

t0

v(x)dx.

Logo
w(t)

w(t0)
≤ e

α
∫ t
t0
v(x)dx

,

ou seja,

w(t) ≤ w(t0)e
α
∫ t
t0
v(x)dx

.

Como u(t) ≤ w(t) e w(t0) = β + ε segue que

u(t) ≤ (β + ε)e
α
∫ t
t0
v(x)dx

,

e fazendo ε→ 0 obtemos
u(t) ≤ βe

α
∫ t
t0
v(x)dx

,

como queŕıamos mostrar. Se β = 0, pela desigualdade acima, temos u ≡ 0.

Lema 1.17 (Combinação Linear). Seja {x1, x2, ..., xn} um conjunto L.I. de ve-
tores de um espaço normado X (de qualquer dimensão). Então existe C > 0, tal
que para todo coleção de escalares α1, α2, ..., αn tem-se

||α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn|| ≥ C(|α1|+ |α2|+ ...+ |αn|)

Demonstração. Ver E. Kreyszig Bartle [10], p. 72.

Teorema 1.18 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja B a bola fechada de
centro O e raio 1 em Rn. Toda aplicação cont́ınua f : B → B possui (pelo menos)
um ponto fixo.

Demonstração. Ver E. L. Lima [15], p. 445.

Lema 1.19 (Lema do Ângulo Agudo). Seja P : Rn → Rn uma aplicação cont́ınua
tal que para um ρ > 0 conveniente se tenha 〈P (ξ), ξ〉 ≥ 0 para todo ||ξ|| = ρ.
Então existe ξ ∈ Rn, com ||ξ|| ≤ ρ, tal que P (ξ) = 0.

Demonstração. Suponhamos P (ξ) 6= 0 para todo ||ξ|| ≤ ρ. Seja

f : B(0, ρ) → B(0, ρ)

ξ 7→ −ρ P (ξ)

||P (ξ)||
.

Notemos que f é cont́ınua, pois é o quociente de aplicações cont́ınuas. Considere
também,

g : B(0, 1) → B(0, 1)

ξ 7→ − P (ρξ)

||P (ρξ)||

que também é cont́ınua.
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Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Teorema 1.18, existe ξ0 ∈ B(0, 1)
tal que

g(ξ0) = ξ0

ou seja,

ξ0 = − P (ρξ0)

||P (ρξ0)||
.

Assim, ξ1 = ρξ0 é ponto fixo de f . De fato,

f(ξ1) = −ρ P (ξ1)

||P (ξ1)||
= −ρ P (ρξ0)

||P (ρξ0)||
= ρξ0 = ξ1.

Temos ||ξ1|| = ρ

〈P (ξ1), ξ1〉 =

〈
P (ξ1),−ρ P (ξ1)

||P (ξ1)||

〉
= − ρ

||P (ξ1)||
〈P (ξ1), P (ξ1)〉

= − ρ

||P (ξ1)||
||P (ξ1)||2 = −ρ||P (ξ1)||

Como supomos P (ξ0) 6= 0, para todo ||ξ|| = ρ e por hipótese, ρ > 0, temos

〈P (ξ1), ξ1〉 < 0,

o que contradiz nossa hipótese.

Teorema 1.20 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (fn)
uma sequência de funções integráveis que converge quase sempre a uma função
real mensurável f. Se existe função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo n ∈ N,
então f é integrável e ∫

fdx = lim

∫
fndx.

Demonstração. Ver R.G. Bartle [3], p. 44.

Para enunciar o Teorema de Carathéodory vamos considerar o problema de
valor inicial {

x′(t) = f(t, x(t))
x(t0) = x0.

(1.4)

Teorema 1.21 (Teorema de Caratheodory). Seja f : (a, b) × Ω → Rn, com
Ω ⊂ Rn, t0 ∈ (a, b) e x0 ∈ Ω, mensurável em t para cada x fixo e cont́ınua em x
para cada t fixo. Se para cada compacto K ⊂ (a, b) × Ω existe uma função mK,
integrável no sentido de Lebesgue, tal que

||f(t, x)|| ≤ mK(t), ∀ (t, x) ∈ K,

então existe uma solução x(t) maximal local de (1.4) sobre algum intervalo

|t− t0| ≤ β, β > 0.
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Demonstração. Ver E. A. Coddington e N. Levinson [7], p. 43.

Teorema 1.22. Seja fn uma sequência que converge para f em Lp(Ω). Então
existe uma subsequência fnk de fn que converge quase sempre para f em Ω.

Demonstração. Ver R.G. Bartle [3], p. 75.

Teorema 1.23 (Teorema de Representação de Riesz-Fréchet). Seja H um espaço
de Hilbert com produto interno (· , · ) e norma ||· ||. Dado φ ∈ H ′, existe um único
f ∈ H tal que

〈φ, v〉H′,H = (f, v), ∀ v ∈ H.
Além disso,

||f || = ||φ||H′ .

Demonstração. Ver M. M. Cavalcanti e V. N Cavalcanti [6], p. 156.

Lema 1.24. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de Rn e (fν) uma sequência
de funções de Lp(Ω), 1 < p <∞, tal que fν(x)→ f(x) quase sempre em Ω e∫

Ω

|fν(x)|pdx ≤M <∞, ∀ ν ∈ N.

Então fν → f fracamente em Lp(Ω)

Demonstração. Ver J. L. Lions [16].

Lema 1.25. Seja D um aberto limitado de Rd+1, d um inteiro positivo, gm e g
funções de Lq(D), 1 < q <∞, tais que

||gm||Lq(D) ≤ c, (c > 0 constante)

gm → g quase sempre em D.

Então,
gm → g fracamente em Lq(D).

Demonstração. Ver J. L. Lions [16].

Proposição 1.26. Sejam E um espaço de Banach, {xn}n∈N uma sequência de
elementos de E e σ(E,E ′) a topologia fraca em E. Então :

i) xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′) se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, para
todo f ∈ E ′.

ii) Se xn → x fortemente em E, então xn ⇀ x fracamente.

iii) xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′), então ||xn|| é limitada e ||x|| ≤ lim inf ||xn||.

iv) xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′) e se fn → f fortemente em E ′, então
〈f, xn〉 → 〈f, x〉 em R.

Demonstração. Ver H. Brezis [5] p. 58.
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1.4 Teoremas de imersões de Sobolev e com-

pacidade

Nesta seção serão enunciados os teoremas de imersões de Sobolev e os re-
sultados de compacidade que foram utilizando neste trabalho. Não faremos a
demonstração destes resultados, mas deixaremos indicada as referências das mes-
mas.

Teorema 1.27. Seja Ω um aberto limitado de classe C1. Então as seguintes
emersões são cont́ınuas:

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p < n, ∀ q ∈ [1, p∗],

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p = n, ∀q ∈ [p,+∞),

W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω) para p > n,

com p∗ =
np

n− p
.

Demonstração. Ver L. A. da J. Medeiros [20] p. 75.

Teorema 1.28. Seja Ω um aberto limitado de classe C1. Então as seguintes
imersões são compactas:

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p < n, ∀q ∈ [1, p∗),

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p = n, ∀q ∈ [p,+∞),

W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω) para p > n.

com p∗ =
np

n− p
.

Demonstração. Ver L. A. da J. Medeiros [20] p. 79.

Teorema 1.29 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω seja um aberto
limitado do Rn. Então para todo 1 ≤ p <∞, existe uma constante C (dependendo
da medida de Ω e de p) tal que

||u||Lp(Ω) ≤ C||∇u||Lp(Ω), ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Ver H. Brezis [5] p. 218.

Como consequência da desigualdade acima, a expressão ||∇u||Lp(Ω) é uma

norma em W 1,p
0 (Ω), equivalente a norma ||u||W 1,p

0 (Ω). Em H1
0 (Ω) a expressão∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xi
(x)dx

define um produto interno que induz a norma ||∇u||L2(Ω) equivalente a norma de
||u||H1(Ω).
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Sejam B0, B,B1 espaços de Banach com B0 ⊂ B ⊂ B1. Considere o seguinte
espaço

W (B0, B1) = {u ∈ Lp0(0, T ;B0);u′ ∈ LP1(0, T ;B1)}
com T > 0 finito e 1 < p0, p1 <∞.

W (B0, B1) é um espaço de Banach com norma

||u||W (B0,B1) = ||u||Lp0 (0,T ;B0) + ||u′||LP1 (0,T ;B1).

Teorema 1.30. Sejam B0, B,B1 espaços de Banach com B0 e B espaços reflex-
ivos tais que B0 ⊂ B ⊂ B1 com as inclusões cont́ınuas e a inclusão B0 ⊂ B
compacta. Se 1 < p0, p1 <∞, então W ⊂ Lp0(0, T ;B) é uma imersão compacta.

Demonstração. Ver J. L Lions [16].

Teorema 1.31 (Teorema de compacidade fraca). Seja B um espaço de Banach
reflexivo. Se a sequência (wk)

∞
k=1 ⊂ B é limitada. Então existe uma subsequência

(wkj)
∞
j de (wk)

∞
k=1 ⊂ B tal que wkj converge fracamente para algum u ∈ B.

Demonstração. Ver H. Brezis [5] p. 70.

1.4.1 Desigualdades de interpolação

Lema 1.32. Se n = 2, para qualquer aberto Ω,

||v||L4(Ω) ≤ 2
1
4 ||v||

1
2

L2(Ω)||∇v||
1
2

L2(Ω), ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Ver R. Temam [26] p. 291.

Lema 1.33. Se n = 3, para qualquer aberto Ω,

||v||L4(Ω) ≤ 2
1
2 ||v||

1
4

L2(Ω)||∇v||
3
4

L2(Ω), ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Ver R. Temam [26] p. 296.

1.5 Derivada generalizada de funções vetoriais

A seguir vamos apresentar o conceito de derivada fraca de uma função vetorial.

Lema 1.34. Seja X um espaço de Banach e X ′ seu dual. Sejam u e g funções
de L1(a, b;X). Então as seguintes afirmações são equivalentes:

i) u é quase sempre a primitiva de g,

u(t) = ξ +

∫ t

a

g(s)ds, ξ ∈ X, q.s. t ∈ [a, b];
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ii) Para cada φ ∈ D((a, b)),∫ b

a

u(t)φ′(t)dt = −
∫ b

a

g(t)φ(t)dt,

(
φ′ =

dφ

dt

)
;

iii) Para cada η ∈ X ′
d

dt
〈η, u(t)〉 = 〈η, g(t)〉,

no sentido das distribuições sobre (a, b).

Demonstração. Ver R. Temam [26], p. 250.

Em vista do Lema 1.34 podemos enunciar a seguinte definição:

Definição 1.35. A função g dada no Lema 1.34 é chamada derivada fraca de u
e será representada pelos śımbolos usuais, isto é,

g = u′ =
du

dt
.

SejamH e V dois espaços de Hilbert com produtos internos e normas (· , · ), |· |,
((· , · )) e ||· ||, respectivamente, e sejam V ′ e H ′ os duais de V e H, respectiva-
mente. Suponhamos que V ⊂ H com imersão densa e cont́ınua. Identificando
H com o seu dual H ′ pelo Teorema de Representação de Riesz-Fréchet (Teorema
1.23), temos que H pode ser identificado com um subespaço de V ′ e as seguintes
inclusões são densas e cont́ınuas:

V ⊂ H ∼= H ′ ⊂ V ′. (1.5)

Maiores informações sobre essas imersões podem ser encontradas em [6], p.
158.

Considere o seguinte espaço normado:

Λ(0, T ) = {v ∈ L2(0, T ;V ); v′ ∈ L2(0, T ;V ′)}

com a norma

||v||Λ(0,T ) =

(∫ T

0

||v(t)||2 + ||v′(t)||2V ′

) 1
2

.

Portanto, Λ(0, T ) é um espaço de Hilbert e pelo Lema 1.34 um elemento de
Λ(0, T ) coincide q.s. com uma função de C([0, T ];V ′). De fato, temos que coincide
q.s. com uma função de C([0, T ];H), como prova o lema a seguir:

Lema 1.36. Sejam V e H espaços de Hilbert tais que (1.5) vale. Se u ∈ W (0, T ),
então u ∈ C([0, T ];H). Além disso,

i) a seguinte igualdade vale no sentido das distribuições em (0, T ):

1

2

d

dt
|u(t)|2 = 〈u′(t), u(t)〉,
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ii) A seguinte fórmula de Green vale para todo u, v ∈ W (0, T ) :∫ T

0

(〈u′(t), v(t)〉+ 〈u(t), v′(t)〉) dt = 〈u(T ), v(T )〉 − 〈u(0), v(0)〉.

Demonstração. Ver R. Temam [26], p. 261.

1.6 Formas lineares e suas propriedades

Nesta seção vamos definir as forma lineares usadas neste estudo e apresentare-
mos algumas de suas propriedades. Ao longo desta seção denotaremos por V o
fecho algébrico de V em H1

0(Ω), como definido em (1.1).

Definição 1.37. Consideremos a forma bilinear em V definida como o produto
interno em V , Definição 1.2. Isto é,

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx.

Em particular, temos

a(u, u) = ||u||2 =
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx.

Proposição 1.38. A forma bilinear a(u, v) como definida acima é cont́ınua em
V × V .

Demonstração. Sejam u, v ∈ V , então
∂ui
∂xj

,
∂vi
∂xj
∈ L2(Ω). Logo,

|a(u, v)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i,j=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂ui∂xj
(x)

∂vi
∂xj

(x)

∣∣∣∣ dx
≤

n∑
i,j=1

∥∥∥∥∂ui∂xj
(x)

∥∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥∥ ∂vi∂xj
(x)dx

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C||u||||v|| (1.6)

Portanto, a(u, v) é cont́ınua em V × V.

Podemos associar a forma a(u, v) a um operador linear e cont́ınuo A : V → V ′

do seguinte modo: para cada u ∈ V, a aplicação v 7→ a(u, v) de V em R é linear e
cont́ınua, logo pelo Teorema de Representação de Riesz-Fréchet (Teorema 1.23)
existe um único ξu ∈ V ′ que identifica v ∈ V com a(· , v) ∈ V ′.
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Representaremos por A o operador u 7→ ξu de V em V ′. Portanto, pelas
propriedades de a(u, v) temos A é linear e cont́ınuo. De fato, pela continuidade
de a(u, v) tem-se

|ξu(v)| = |〈ξu, v〉| = |a(u, v)| ≤ C||u||||v||,

e logo

||A(u)||V ′ = sup
|〈ξu, v〉|
||v||

≤ C||u||,

o que implica ||A||L(V,V ′) ≤ C.

Reciprocamente, dado um operador linear e cont́ınuo A ∈ L(V, V ′) podemos
associar a A uma forma bilinear cont́ınua a : V × V → R definindo

a(u, v) = 〈A(u), v〉 ∀ u, v,∈ V.

Como a(u, v) é o produto interno de V então A : V → V ′ é o isomorfismo
canônico de V em V ′.

Se a forma bilinear a(u, v) é coerciva, ou seja, existe uma constante α > 0 tal
que

a(u, v) ≥ α||u||2,

então temos o seguinte resultado.

Teorema 1.39 (Teorema de Lax-Milgram). Se a : V × V → R é uma forma
bilinear, cont́ınua e coerciva, então A : V → V ′ é um isomorfismo.

Demonstração. Ver H. Brezis [5] p. 140.

Definição 1.40. Consideremos b(u, v, w) a forma trilinear em V

b(u, v, w) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj(x)
∂vi
∂xj

(x)wi(x)dx

Proposição 1.41. A forma trilinear b(u, v, w) tem as seguintes propriedades:

i) é cont́ınua em V × V × V para n ≤ 4;

ii) b(u, v, v) = 0, ∀ u, v ∈ V ;

iii) b(u, v, w) = −b(u,w, v), ∀ u, v, w ∈ V.

Demonstração. i) Primeiro mostraremos a continuidade de b(u, v, w) em

V × V × (V ∩ (Ln(Ω))n).

O espaço V ∩ (Ln(Ω))n tem norma

||v||V ∩(Ln(Ω))n = (||v||2 + ||v||2(Ln(Ω))n)
1
2
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com

||v||2(Ln(Ω))n =
n∑
i=1

||vi||2Ln(Ω).

Consideramos u, v ∈ V e w ∈ V ∩ (Ln(Ω))n. Logo, ui ∈ H1
0 (Ω) e

∂vi
∂xj
∈

L2(Ω).

Tomando p = 2 no Teorema 1.27, temos H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) com q =

2n

n− 2
.

Se n > 2 segue
1

q
+

1

2
+

1

n
= 1

e ui ∈ Lq(Ω),
∂vi
∂xj
∈ L2(Ω) e wi ∈ Ln(Ω). Assim,

|b(u, v, w)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj
∂vi
∂xj

widx

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

|uj|
∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣ |wi| dx.
Usando a Desigualdade de Hölder, Proposição 1.12, obtemos

|b(u, v, w)| ≤
n∑

i,j=1

(∫
Ω

|uj|q dx
) 1

q

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2 dx
) 1

2 (∫
Ω

|wi|n dx
) 1

n

=
n∑

i,j=1

||uj||Lq(Ω)

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣
L2(Ω)

||wi||Ln(Ω).

Como H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), temos ||uj||Lq(Ω) ≤ C||uj||H1

0 (Ω), dáı

|b(u, v, w)| ≤ C
n∑

i,j=1

||uj||H1
0 (Ω)

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣
L2(Ω)

||wi||Ln(Ω).

Aplicando a Desigualdade de Cauchy relativamente ao ı́ndice j segue que

|b(u, v, w)| ≤ C

n∑
i=1

(
n∑
j=1

||uj||2H1
0 (Ω)

) 1
2
(

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2
L2(Ω)

) 1
2

||wi||Ln(Ω)

mas,

(
n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2
L2(Ω)

) 1
2

=

(
n∑
j=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2 dx
) 1

2

=

(∫
Ω

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2 dx
) 1

2

=

(∫
Ω

|∇vi|2dx
) 1

2

= |∇vi|L2(Ω) = ||vi||H1
0 (Ω),

logo,

|b(u, v, w)| ≤ C||u||
n∑
i=1

||vi||H1
0 (Ω)||wi||Ln(Ω).
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Pela Desigualdade de Cauchy relativamente ao ı́ndice i, temos

|b(u, v, w)| ≤ C||u||

(
n∑
i=1

||vi||2H1
0 (Ω)

) 1
2
(

n∑
i=1

||wi||2Ln(Ω)

) 1
2

Logo
|b(u, v, w)| ≤ C||u||||v||||w||(Ln(Ω))n

O que mostra que b(u, v, w) é cont́ınua em

V × V × (V ∩ (Ln(Ω))n).

Para n ≤ 4 temos V ∩ (Ln(Ω))n = V. De fato, que V ∩ (Ln(Ω))n ⊂ V é
imediato. Pelo Teorema 1.27 temos

H1
0 (Ω) ↪→ Ln(Ω) quando n ≤ 2n

n− 2
,

ou seja, n ≤ 4.

Seja u ∈ V ,

H1
0 (Ω) ↪→ Ln(Ω)⇒ V ⊂ (H1

0 (Ω))n ↪→ (Ln(Ω))n.

Logo, u ∈ (Ln(Ω))n e dáı u ∈ V ∩ (Ln(Ω))n. Portanto, V ∩ (Ln(Ω))n = V
para n ≤ 4.

Assim, |b(u, v, w)| ≤ C||u||||v||||w||, ∀ u, v, w ∈ V.

ii) Sejam u, v ∈ V temos

b(u, v, v) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj(x)
∂vi
∂xj

(x)vi(x)dx =
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj(x)
1

2

∂

∂xj
(vi(x))2dx

= −1

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂uj
∂xj

(x)(vi(x))2dx = −1

2

∫
Ω

n∑
i,j=1

∂uj
∂xj

(x)(vi(x))2dx

= −1

2

∫
Ω

n∑
i=1

div(u)(vi(x))2dx = 0.

iii) Sejam u, v, w ∈ V. Pelo item ii) temos

b(u, v + w, v + w) = 0.

Como b(u, v, w) é linear segue

b(u, v + w, v + w) = b(u, v, w) + b(u, v, v) + b(u,w,w) + b(u,w, v) = 0.

Usando novamente o item ii) conclúımos que

b(u, v, w) + b(u,w, v) = 0,

ou seja,
b(u, v, w) = −b(u,w, v).
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Do mesmo modo que foi feito para a forma bilinear a(u, v) podemos associar
a forma b(u, v, w) um operador linear cont́ınuo B : V → V ′ do seguinte modo:
para cada u ∈ V a função w 7→ b(u, u, w) é linear e cont́ınua, logo existe um único
elemento ξ(u) ∈ V ′ tal que

〈ξ(u), w〉 = b(u, u, w) ∀ w ∈ V.

Representaremos por B(u) o operador w 7→ ξ(u) de V em V ′.

Lema 1.42. Para todo u ∈ V a forma linear B(u) definida por v 7→ 〈B(u), v〉 =
b(u, u, v) é cont́ınua sobre V, ou seja, Bu ∈ V ′ e

||Bu||V ′ ≤ C||u||2. (1.7)

Demonstração. Fixando u ∈ V , resulta que a aplicação Bu definida por v 7→
〈Bu, v〉 = b(u, u, v) é linear e cont́ınua em V, pelo item (i). Resulta que

|〈Bu, v〉| = |b(u, u, v)| ≤ C||u||2||v||.

Logo
sup
||v||=1

|〈Bu, v〉| ≤ C||u||2.

Portanto,
||Bu||V ′ ≤ C||u||2, ∀ u ∈ V.

1.7 Caracterização do gradiente de uma

distribuição

A seguir apresentaremos as formulações fracas para as equações de Navier-
Stokes. Antes, vamos apresentar uma propriedade importante para o gradiente
da pressão.

Seja p uma distribuição em Ω, p ∈ D′(Ω), então para qualquer v ∈ V temos

〈∇p, v〉 =
n∑
i=1

〈
∂p

∂xi
, vi

〉
= −

n∑
i=1

〈
p,

∂

∂xi
vi

〉
= −〈p, div v〉 = 0, (1.8)

A rećıproca dessa propriedade é verdadeira e consiste no resultado a seguir,
cuja demonstração não faremos. Maiores informações podem ser obtidas em ([26],
p. 14).

Proposição 1.43. Seja Ω um aberto do Rn e f = (f1, f2, ..., fn), fi ∈ D′(Ω),
i = 1, 2, ..., n. Então

f = ∇p
para algum p ∈ D′(Ω) se, e somente se,

〈f, v〉 = 0 ∀ v ∈ V .
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Primeiro definiremos a formulação fraca para o problema (8)-(10). Considere-
mos u ∈ (C2(Ω))n e p ∈ C1(Ω) soluções clássicas de (8)-(10). Fazendo o produto
escalar de v ∈ V com (8) obtemos

〈
−(ν0 + ν1||u||2)∆u, v

〉
+

〈
n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
, v

〉
+ 〈∇p, v〉 = 〈f, v〉 , ∀ v ∈ V .

Mas, usando integração por partes obtemos que

〈
−(ν0 + ν1||u||2)∆u, v

〉
=

n∑
i=1

〈
−(ν0 + ν1||u||2)∆ui, vi

〉
= −(ν0 + ν1||u||2)

n∑
i,j=1

〈
∂2ui
∂x2

j

(x), vi

〉

= −(ν0 + ν1||u||2)
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂2ui
∂x2

j

(x)vi(x)dx

= −(ν0 + ν1||u||2)
n∑

i,j=1

∫
Ω

−∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

= (ν0 + ν1||u||2)a(u, v) (1.9)

e 〈
n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
, v

〉
=

〈
n∑

i,j=1

uj
∂ui
∂xj

, vi

〉

=
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj
∂ui
∂xj

vidx

= b(u, u, v). (1.10)

De (1.8), (1.9) e (1.10) temos

(ν0 + ν1||u||2)a(u, v) + b(u, u, v) = 〈f, v〉 , ∀ v ∈ V . (1.11)

Como V é denso em V conclúımos que (1.11) vale para v ∈ V. Logo, podemos
definir solução fraca do problema (8)-(10) do seguinte modo:

Definição 1.44. Considere f ∈ V ′. Então a função u ∈ V é chamada solução
fraca do problema (8)-(10) quando satisfaz

(ν0 + ν1||u||2)a(u, v) + b(u, u, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V.

A Proposição 1.43 garante que para encontrarmos uma solução do problema
(8)-(10) basta achar uma solução fraca no sentido da definição acima. De fato,
Suponha que exista u ∈ V tal que

〈
−(ν0 + ν1||u||2)∆u, v

〉
+

〈
n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
, v

〉
= 〈f, v〉 , ∀ v ∈ V.
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Como D(Ω) ⊂ V, temos em particular〈
−(ν0 + ν1||u||2)∆u+

n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
− f, v

〉
= 0, ∀ v ∈ V .

Pela Proposição 1.43 existe p̃ ∈ D′(Ω) tal que

−(ν0 + ν1||u||2)∆u+
n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
− f = ∇p̃,

no sentido de distribuição. Tomando p = −p̃ segue

−(ν0 + ν1||u||2)∆u+
n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
− f = −∇p, em D′(Ω).

ou seja,

−(ν0 + ν1||u||2)∆u+
n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
+∇p = f, em D′(Ω).

Obteremos uma formulação fraca para o os problema (4)-(7). Temos a seguinte
caracterização para os espaços V e H. (Veja [26], Teoremas 1.4 e 1.6).

V = {u ∈ (H1
0 (Ω))n; div u = 0},

V = {u ∈ (D′(Ω))n; div u = 0}

e
H = {u ∈ (L2(Ω))n; div u = 0 em D′(Ω), u.n = 0 sobre ∂Ω}

Problema 1.45. Sejam f ∈ L 4
3 (0, T ;V ′) e u0 ∈ H. Determinar

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L4(0, T ;V ) e p ∈ D′(Q)

tais que 
∂u

∂t
− (ν0 + ν1||u||2)∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f em D′(Q)

u(x, 0) = u0(x)

Problema 1.46. Sejam f ∈ L 4
3 (0, T ;V ′) e u0 ∈ H. Determinar

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L4(0, T ;V )

tal que

〈u′(t), v〉+ (ν0 + ν1||u(t)||2)a(u(t), v) + b(u(t), u(t), v) = 〈f(t), v〉
em D′(0, T ), ∀ v ∈ V,

u(x, 0) = u0(x).
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Afirmação 1.47. O Problema 1.45 é equivalente ao Problema 1.46.

Demonstração. (Problema 1.45 ⇒ Problema 1.46). Supondo inicialmente, u ∈
(C2(Q))n e p ∈ C1(Q). Multiplicando e integrando em Ω a equação do Problema
1.45 por v ∈ V, temos que∫

Ω

u′·udx−ν0

∫
Ω

∆u· vdx+ν1

∫
Ω

−||u(t)||2∆u· vdx+

∫
Ω

n∑
j=1

uj(x)
∂u

∂xj
(x)v(x)dx

+

∫
Ω

∇p· vdx =

∫
Ω

f · vdx.

Agora, usando a identidade de Green, obtemos que∫
Ω

∆u· vdx = −
∫
∂Ω

∂u

∂n
· vdS +

∫
Ω

∇u· ∇vdx =

∫
Ω

∇u· ∇vdx

Lembrando que ∫
Ω

∇u· ∇vdx =

∫
Ω

n∑
j=1

∂u

∂xj

∂v

∂xj
dx

com u = (u1.u2, ..., un) e v = (v1, v2, ..., vn), obtemos,∫
Ω

∇u· ∇vdx =

∫
Ω

n∑
i,j=1

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

dx = a(u(t), v).

Tem-se também que

ν1

∫
Ω

−||u(t)||2∆u(t)· vdx = ν1

∫
Ω

A(u(t))vdx = 〈A(u(t)), v〉

e ∫
Ω

n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
(x)vdx =

∫
Ω

n∑
i,j=1

uj
∂ui
∂xj

(x)vidx = b(u(t), u(t), v(t)).

Além disso,

(p, div v) =

∫
Ω

p· (div v)dx =

∫
Ω

p·
n∑
j=1

∂vj
∂xj

dx =
n∑
j=1

∫
Ω

p· ∂vj
∂xj

dx

=
n∑
j=1

(∫
∂Ω

pvjnjdS −
∫

Ω

∂p

∂xj
vjdx

)

= −
∫

Ω

n∑
j=1

∂p

∂xj
vjdx =

∫
Ω

(−∇p)· vdx = (−∇p, v).

Como v ∈ V temos que div v = 0, e segue que (p, div v) = (−∇p, v) = 0. Portanto,

〈u′, v〉+ ν0a(u(t), v) + 〈A(u(t)), v〉+ b(u(t), u(t), v) = 〈f, v〉, ∀ v ∈ V (1.12)

e u(x, 0) = u0.

(Problema 1.46⇒ Problema 1.45). Usando o seguinte resultado de J. L. Lions
[16], Remarque 6.6
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Teorema 1.48 (De Rham). Se f = (f1, f2, ..., fn) ∈ (D′(Q))n é tal que 〈f, ϕ〉 = 0
em D′(0, T ), para todo ϕ ∈ V , então existe p ∈ D′(Q) tal que f = ∇p.

Para v ∈ V resulta que

〈u′, v〉+ ν0a(u(t), v) + 〈Au(t), v〉+ b(u(t), u(t), v)− 〈f, v〉 = 0.

Seja L definida por

〈L, ϕ〉 = 〈u′, ϕ〉+ ν0a(u(t), ϕ) + 〈Au(t), ϕ〉+ b(u(t), u(t), ϕ)− 〈f, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ V , assim L ∈ D′(Q) e 〈L, ϕ〉 = 0 em D′(0, T ) para todo ϕ ∈ V .
Logo, pelo Teorema de Rham, existe p ∈ D′(Q) tal que L = −∇p.

Portanto,

∂u

∂t
− (ν0 + ν1||u(t)||2)∆u+

n∑
j=1

uj
∂u

∂xj
+∇p = f, em D′(Q)

e u(x, 0) = u0.

Podemos definir a solução fraca para o problema (4)-(7) como:

Definição 1.49. Considere f ∈ L 4
3 (0, T ;V ′) e u0 ∈ H. Uma função u ∈ L4(0, T ;V )

é denominada solução fraca do problema (4)-(7) quando satisfaz

〈u′(t), v〉+(ν0+ν1||u(t)||2)a(u(t), v)+b(u(t), u(t), v) = 〈f(t), v〉 em D′(0, T ), ∀ v ∈ V.

e u(x, 0) = u0

Novamente, por argumentos análogo, podemos definir a solução fraca para o
problema (11)-(14), uma vez que

〈−M(a(u))∆u, v〉 =
n∑
i=1

〈−M(a(u))∆ui, vi〉

= −M(a(u))
n∑

i,j=1

〈
∂2ui
∂x2

j

(x), vi

〉

= −M(a(u))
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂2ui
∂x2

j

(x)vidx

= M(a(u))
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

= M(a(u))a(u, v) (1.13)

Definição 1.50. Considere f ∈ L 4
3 (0, T ;V ′). Então a função u ∈ L4(0, T ;V ) é

chamada solução fraca do problema (11)-(14) quando satisfaz

〈u′(t), v〉+M(a(u(t)))a(u(t), v)+b(u(t), u(t), v) = 〈f(t), v〉 em D′(0, T ), ∀ v ∈ V

e
u(x, 0) = u0.
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1.8 Operador monótono e hemicont́ınuo

Nesta seção apresentaremos os dois operadores estudados neste trabalho e os
seus respectivos resultados para monotonicidade e hemicontinuidade. Primeira-
mente, vamos enunciar dois resultados auxiliares de convexidade que serão uti-
lizados nesta seção.

Proposição 1.51. Seja f : I → R uma função diferenciável. Se f ′ é crescente,
então f é convexa.

Demonstração. Seja x1 < x2 e λ, µ > 0 com λ+ µ = 1. Tomando

L = λf(x1) + µf(x2)− f(λx1 + µx2)

= λf(x1) + µf(x2)− (λ+ µ)f(λx1 + µx2)

= λ[f(x1)− f(λx1 + µx2)] + µ[f(x2)− f(λx1 + µx2). (1.14)

Pelo Teorema do Valor Médio existem y1 e y2 com

x1 < y1 < λx1 + µx2 < y2 < x2

tais que

f ′(y1) =
f(λx1 + µx2)− f(x1)

λx1 + µx2 − x1

=
f(λx1 + µx2)− f(x1)

µ(x2 − x1)

e

f ′(y2) =
f(x2)− f(λx1 + µx2)

x2 − λx2 − µx1

=
f(x2)− f(λx1 + µx2)

λ(x2 − x1)
.

Dáı,
f(x1)− f(λx1 + µx2) = −µ(x2 − x1)f ′(y1) (1.15)

e
f(x2)− f(λx1 + µx2) = λ(x2 − x1)f ′(y2). (1.16)

Substituindo (1.15) e (1.16) em (1.14) temos

L = λ[−µ(x2 − x1)f ′(y1)] + µ[λ(x2 − x1)f ′(y2)]

= λµ(x2 − x1)[f ′(y2)− f ′(y1)].

Como f ′ é crescente, segue L ≥ 0, isto é,

λf(x1) + µf(x2)− f(λx1 + µx2) ≥ 0

λf(x1) + µf(x2) ≥ f(λx1 + µx2).

Portanto, f é convexa.

Proposição 1.52. Sejam f(x) = xp, com x ≥ 0 e p ≥ 2, e g(u) = ||u||, então
f ◦ g é convexa.
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Demonstração. Derivando f temos

f ′(x) = pxp−1 ≥ 0, ∀ x ≥ 0.

Logo, f é crescente. Derivando f novamente obtemos

f ′′(x) = p(p− 1)xp−2 ≥ 0, ∀ x ≥ 0.

Logo, f ′ é crescente e pela Proposição 1.51, segue que f é convexa. Dados
u, v segue, pela desigualdade triangular, que

||(1− λ)u+ λv|| ≤ ||(1− λ)u||+ ||λv|| = (1− λ)||u||+ λ||v||, ∀ λ ∈ [0, 1].

Logo, g é convexa. Dáı,

(f ◦ g)((1− λ)u+ λv) = f(||(1− λ)u+ λv||)
≤ f((1− λ)||u||+ λ||v||)
= ((1− λ)||u||+ λ||v||)p

≤ (1− λ)||u||p + λ||v||p

= (1− λ)(f ◦ g)(u) + λ(f ◦ g)(v)

Portanto, f ◦ g é convexa.

Definição 1.53. Seja A : V → V ′ um operador tal que, para todos u, v, w ∈ V,
a aplicação

λ→ 〈A(u+ λv), w〉
é continua de R→ R. Então A é dito hemicont́ınuo.

Proposição 1.54. Se um operador A : V → V ′ é cont́ınuo, então é hemi-
cont́ınuo.

Demonstração. Seja λ0 ∈ R e (λn) uma sequência de números reais tais que

λn → λ0, n→∞.

Logo, para todo x, y, z ∈ V , temos que

x+ λny → x+ λ0y.

Como A é cont́ınuo obtemos

|〈A(x+ λny), z〉 − 〈A(x+ λ0y), z〉| = |〈A(x+ λny)−A(x+ λ0y), z〉|
≤ c||A(x+ λny)−A(x+ λ0y)||V ′ ||z||V .

Portanto, a aplicação λ→ 〈A(u+ λv), w〉 é hemicont́ınua.

Definição 1.55. Seja A : V → V ′ um operador tal que, para todos u, v ∈ V,
tem-se

〈Au−Av, u− v〉 ≥ 0.

Então A é dito monótono.
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Definição 1.56. Dizemos que um funcional J : V → R é Gateaux-diferenciável
em u ∈ V se

lim
λ→0

J(u+ λv)− J(u)

λ
= J ′(u).v, ∀ v ∈ V.

Teorema 1.57. Se v → J(v) é Gateaux-diferenciável sobre V e convexo, a
aplicação u→ J ′(u) de V → V ′ é monótona.

Demonstração. Por convexidade temos, para todo λ ∈ (0, 1) que

J((1− λ)u+ λv) ≤ (1− λ)J(u) + λJ(v)

que implica
J(u− λu+ λv) ≤ J(u)− λJ(u) + λJ(v).

Logo
1

λ
[J(u+ λ(v − u))− J(u)] ≤ J(v)− J(u).

Aplicando o limite quando λ→ 0 na desigualdade acima obtemos

lim
λ→0

1

λ
[J(u+ λ(v − u))− J(u)] ≤ lim

λ→0
[J(v)− J(u)],

o que implica
J ′(u)(v − u) ≤ J(v)− J(u),

ou seja,
J ′(u)(u− v) ≥ J(u)− J(v). (1.17)

Usando novamente a convexidade do funcional J, mas desta vez trocando u e
v de lugares temos

1

λ
[J(v + λ(u− v))− J(v)] ≤ J(u)− J(v),

o limite quando λ→ 0 na desigualdade nos dá

J ′(v)(u− v) ≤ J(u)− J(v). (1.18)

De (1.17) e (1.18) temos que

J ′(u)(u− v) ≥ J(u)− J(v) ≥ J ′(v)(u− v)

que implica
J ′(u)(u− v) ≥ J ′(v)(u− v).

Logo,
J ′(u)(u− v)− J ′(v)(u− v) ≥ 0,

ou seja,
(J ′(u)− J ′(v))(u− v) ≥ 0.

O que conclui a demonstração de que a aplicação u→ J ′(u) é monótona.
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Seja a(u, v) a forma bilinear dada na Definição 1.37. Vamos representar por
a(u) a forma quadrática a(u, u) = ||u||2.

Seja M(λ), λ > 0 uma função cont́ınua e derivável, com

M(λ) ≥ m0 > 0,
d

dλ
M(λ) ≥ 0 e M(λ) ≤ αλ+ β. (1.19)

A aplicação −M(a(u))∆u definida de V em V ′ aplica conjuntos limitados de
V em conjuntos limitados de V ′. De fato, definindo −M(a(u))∆u = M(a(u))Λu,
com −∆ = Λ, temos

||M(a(u))Λu|| = sup
||v||=1
v∈V

|〈M(a(u))Λu, v〉| = sup
||v||=1
v∈V

M(a(u))|a(u, v)| ≤M(a(u))||u||.

(1.20)

Lema 1.58. A aplicação u → M(a(u))Λu de V em V ′ é monótona. (Com
Λ = −∆).

Demonstração. A função

ϕ(λ) =

∫ λ

0

M(s)ds

é crescente, pois ϕ′(λ) = M(λ) > 0, e também é convexa pois ϕ′′(λ) = M ′(λ) ≥ 0.

Temos que

φ(v) = ϕ(a(v)) =

∫ a(v)

0

M(s)ds,

é convexa. De fato, dado 0 < θ < 1, temos

φ(θu+ (1− θ)v) = ϕ(a(θu+ (1− θ)v))

≤ ϕ(θa(u) + (1− θ)a(v))

≤ θϕ(a(u)) + (1− θ)ϕ(a(v))

= θφ(u) + (1− θ)φ(v).

pois ϕ é crescente e convexa. Portanto, φ é convexa e também Gateaux-diferenciável.
De fato,

〈φ′(u), v〉 =
d

dλ
φ(u+ λv)

∣∣∣
λ=0

=
d

dλ
ϕ(a(u+ λv))

∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

∫ a(u+λv)

0

M(s)ds
∣∣∣
λ=0

= M(a(u+ λv))
d

dλ
a(u+ λv)

∣∣∣
λ=0

= 2M(a(u))a(u, v)

= 〈2M(a(u))Λu, v〉,

ou seja,
φ′(u) = 2M(a(u))Λu.

Pelo Teorema 1.57 segue que M(a(u))Λu é monótono.
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Lema 1.59. A aplicação u→M(a(u))Λu de V em V ′ é hemicont́ınua.

Demonstração. Seja v ∈ V e

un → u, em V.

Notemos que

〈M(a(un))Λun −M(a(u))Λu, v〉 = M(a(un))a(un, v)−M(a(u))a(u, v)

= M(a(un))a(un, v)−M(a(u))a(u, v)

+ M(a(u))a(un, v)−M(a(u))a(un, v)

= [M(a(un))−M(a(u))]a(un, v)

+ M(a(u))[a(un, v)− a(u, v)].

Logo, usando (1.6) e o fato de M ser cont́ınua, temos

|〈M(a(un))Λun −M(a(u))Λu, v〉| ≤ |M(a(un))−M(a(u))||a(un, v)|
+ |M(a(u))||a(un, v)− a(u, v)|
≤ c1|M(a(un))−M(a(u))|||un||v||
+ |M(a(u))||a(un − u, v)|
≤ c1|M(a(un))−M(a(u))|||un||v||
+ |M(a(u))|||un − u||||v||. (1.21)

Temos un → u em V , ou seja, lim
n→∞

||un − u|| = 0 e existe c3 tal que ||un|| ≤
c3, ∀ n.

Notemos que a(u) = ||u||2 e usando a desigualdade | |||un|| − ||u||| ≤ ||un−u||,
conclúımos que lim

n→∞
||un|| = ||u||. Como f(x) = x2 é cont́ınua, temos que

lim
n→∞

||un||2 = ||u||2 ⇔ lim
n→∞

a(un) = a(u).

Como M é cont́ınua temos que

lim
n→∞

M(a(un)) = M(a(u)).

De (1.21) e das convergências anteriores obtemos que

lim
n→∞
〈M(a(un))Λun −M(a(u))Λu, v〉 = 0, ∀ v ∈ V.

ou seja,
M(a(un))Λun →M(a(u))Λu, em V ′.

Portanto, a aplicação

u 7→M(a(u))Λu, de V em V ′

é cont́ınua. A hemicontinuidade segue da Proposição 1.54.
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Para o caso particular quando M(a(u)) = ν1||u||2 temos, usando integração
por partes e o fato de u = 0 na fronteira de Ω, que

ν1||u||2a(u, v) = ν1||u||2
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

= ν1||u||2
〈

n∑
i,j=1

−∂
2ui
∂x2

j

(x), vi

〉
= ν1||u||2〈−∆u, v〉
= 〈−ν1||u||2∆u, v〉
= 〈Au, v〉 ∀v ∈ V (1.22)

onde Au = −ν1||u||2∆u.

A aplicação Au definida de V em V ′ leva conjuntos limitados de V em con-
juntos limitados de V ′. De fato,

||Au||V ′ = sup
||v||=1
v∈V

|〈Au, v〉| = sup
||v||=1
v∈V

|ν1||u||2|a(u, v)|

= sup
||v||=1
v∈V

|ν1||u||2
∣∣∣∣∣

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ sup

||v||=1
v∈V

|ν1||u||2
n∑

i,j=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂ui∂xj
(x)

∂vi
∂xj

(x)

∣∣∣∣ dx
≤ sup

||v||=1
v∈V

|ν1||u||2||u||||v||

≤ ν1||u||3. (1.23)

Sabemos que a(u, u) = ||u||2, dáı

〈Au, u〉 = ν1||u||2a(u, u) = ν1||u||4. (1.24)

Lema 1.60. Seja o funcional J : V → R definido por

Ju =
ν1

4

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

)2

, ∀ u ∈ V.

Então a derivada J ′v é monótona e dada por

〈J ′u, v〉 = 〈Au, v〉 ∀ u, v,∈ V

onde Au = −ν1||u||2∆u.

Demonstração. Para utilizar o Teorema 1.57 devemos mostrar que J é Gateaux-
diferenciável e convexo. Primeiro mostraremos que J é de Gateaux-diferenciável.
Temos que
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J(u+ λv)− J(u)

λ
=

=
ν1

4λ

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂

∂xj
(ui + λvi)

)2

dx

)2

− ν1

4λ

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

)2

=
ν1

4λ

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λ
∂vi
∂xj

)2

dx

)2

− ν1

4λ

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

)2

definimos

θ(λ) =

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2 dx

)2

,

onde a =
∂ui
∂xj

(x) e b =
∂vi
∂xj

(x).

Como

θ(0) =

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

a2dx

)2

,

temos
J(u+ λv)− J(u)

λ
=
ν

4

θ(λ)− θ(0)

λ
.

Derivando θ obtemos

θ′(λ) = 2

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2 dx

)
∂

∂λ

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2 dx

)

= 2

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2 dx

)(
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂

∂λ
(a+ λb)2 dx

)

= 2

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2 dx

)(
n∑

i,j=1

2

∫
Ω

(a+ λb) bdx

)
.

Logo, para λ = 0 temos

θ′(0) = 4
n∑

i,j=1

∫
Ω

a2dx

n∑
i,j=1

∫
Ω

a.bdx

= 4
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

= 4||u||2〈−∆u, v〉
= 4〈−||u||2∆u, v〉.

Usando a definição de derivada no ponto, temos que

ν

4
θ′(0) =

ν

4
lim
λ→0

θ(λ)− θ(0)

λ
= lim

λ→0

J(u+ λv)− J(u)

λ
= 〈J ′u, v〉.
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Como este limite existe, conclúımos que J é Gateaux-diferenciável e

〈J ′u, v〉 =
ν

4
θ′(0) =

ν

4
4〈−||u||2∆u, v〉

= ν〈−||u||2∆u, v〉
= 〈Au, v〉.

Falta agora mostrarmos que J é convexo. Temos, pela Proposição 1.52, que

J̃u =
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

é convexo. Como Ju =
ν

4
(J̃u)2 segue, usando a convexidade de J̃ e da função

quadrática, que

J((1− λ)u+ λv) =
ν

4
[J̃((1− λ)u+ λv)]2

≤ ν

4
[(1− λ)J̃u+ λJ̃v]2

≤ ν

4
[(1− λ)(J̃u)2 + λ(J̃v)2]

=
ν

4
[(1− λ)Ju+ λJv

Logo J é convexo. Pelo Teorema 1.57 temos que o operador J ′ = A é
monótono.

Lema 1.61. O operador A : V → V ′ definido por

Au = −ν||u|2∆u

é hemicont́ınuo.

Demonstração. Queremos mostrar que a aplicação

λ→ 〈A(u+ λv), w〉

é cont́ınua de R em R. Seja λ0 ∈ R e (λn) uma sequência de números reais tais
que,

λn → λ0, n→∞.

Temos que

〈A(u+ λnv), w〉 =

= 〈−ν||(u+ λnv)|2∆(u+ λnv), w〉

= −ν1

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)2

dx

)(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj

dx

)
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Notemos que
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj
∈ L1(Ω)

e (
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj
∈ L1(Ω)

uma vez que
∂ui
∂xj

,
∂vi
∂xj

,
∂wi
∂xj
∈ L2(Ω), ∀ u, v, w ∈ V.

Portanto, (
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)2

→
(
∂ui
∂xj

+ λ0
∂vi
∂xj

)2

q.t.p em Ω

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj
→
(
∂ui
∂xj

+ λ0
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj

q.t.p em Ω

Além disso, usando a Proposição 1.15, temos que∣∣∣∣∂ui∂xj
+ λn

∂vi
∂xj

∣∣∣∣2 ≤ (∣∣∣∣∂ui∂xj

∣∣∣∣+ |λn|
∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣)2

≤
(∣∣∣∣∂ui∂xj

∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣)2

≤ 4

(∣∣∣∣∂ui∂xj

∣∣∣∣2 + c2

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2
)

q.t.p. em Ω. E∣∣∣∣(∂ui∂xj
+ λn

∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj

∣∣∣∣ ≤ (∣∣∣∣∂ui∂xj

∣∣∣∣+ c3

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣) ∣∣∣∣∂wi∂xj

∣∣∣∣
q.t.p. em Ω.

Aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, Teorema 1.20,
temos

n∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)2

dx→
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λ0
∂vi
∂xj

)2

dx

n∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj

dx→
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λ0
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj

dx.

Usando as convergências anteriores, conclúımos que,

〈A(u+ λnv), w〉 → 〈A(u+ λ0v), w〉.

Portanto, Au = −ν1||u||2∆u é hemicont́ınuo.



Caṕıtulo 2

Equações de Navier-Stokes com
Viscosidade Variável na Forma
Estacionárias

Neste caṕıtulo apresentaremos um teorema para existência e um teorema para
unicidade de solução para o problema de equações

− (ν0 + ν1||u||2)∆u+
n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f em Ω (2.1)

div u = 0 em Ω (2.2)

u = 0 em ∂Ω (2.3)

Este problema foi investigado por J. L. Lions [16] e R. Temam [26]. Uma
outra referência é a dissertação de M. M. Arnoud [2].

2.1 Existência

Teorema 2.1 (Solução fraca). Suponhamos n ≤ 4. Se f ∈ V ′, então existe uma
solução fraca, u ∈ V, do problema (2.1)-(2.3) no sentido da Definição 1.44.

Demonstração. : Seja (wν) uma base Hilbertiana de V , como definida em (1.10)
e solução do seguinte problema espectral

((u, v)) = λ(u, v), ∀ v ∈ V.

Sejam (wν) os auto-valores do problema anterior e Vm o subespaço gerado pelos
m primeiros vetores dessa base.

Vamos considerar o problema aproximado

ν0a(um, v) + 〈Aum, v〉+ b(um, um, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ Vm. (2.4)

34
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Devemos mostrar que o problema acima possui uma solução um ∈ Vm.

Seja ξ = (ξi), 1 ≤ i ≤ m tal que os ξi são as coordenadas do vetor um de Vm.
Logo, escrevendo um como combinação linear dos vetores da base temos

um =
m∑
i=1

ξiwi. (2.5)

Vamos definir o vetor η = (ηi), 1 ≤ i ≤ m dado por

ηi = ν0a(um, wi) + 〈Aum, wi〉+ b(um, um, wi)− 〈f, wi〉. (2.6)

A aplicação P : Rm → Rm definida por P (ξ) = η é cont́ınua. De fato,
substituindo (2.5) e (1.22) em (2.6) e utilizando o Teorema de Pitágoras obtemos

ηi = ν0a

(
m∑
j=1

ξjwj, wi

)
+

〈
A

(
m∑
j=1

ξjwj

)
, wi

〉

+ b

(
m∑
j=1

ξjwj,
m∑
k=1

ξkwk, wi

)
− 〈f, wi〉

= ν0

m∑
j=1

ξja (wj, wi) + ν1

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

ξjwj

∥∥∥∥∥
2 m∑
j=1

ξja(uj, wi)

+
m∑

k,j=1

ξjξkb (wj, wk, wi)− 〈f, wi〉

= ν0

m∑
j=1

ξja (wj, wi) + ν1

m∑
j=1

ξ2
j ||wj||2

m∑
j=1

ξja(uj, wi)

+
m∑

k,j=1

ξjξkb (wj, wk, wi)− 〈f, wi〉.

Da última igualdade podemos concluir que ηi é um polinômio na variável ξ.
Como todo polinômio é cont́ınuo e ηi é a i-ésima função coordenada de η, temos
que η é cont́ınua. Fazendo o produto interno entre η e ξ obtemos

(P (ξ), ξ) =
m∑
i=1

ξiηi

=
m∑
i=1

ξi [ν0a(um, wi) + 〈Aum, wi〉+ b(um, um, wi)− 〈f, wi〉]

= ν0a(um, um) + 〈Aum, um〉+ b(um, um, um)− 〈f, um〉 (2.7)

Lembrando, de (1.41) e (1.24), que

〈Aum, um〉 = ν1||um||2a(um, um)

= ν1||um||4, (2.8)
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b(um, um, um) = 0 (2.9)

e, além disso,

〈f, um〉 =

〈
f,

um
||um||

〉
||um|| ≤

∣∣∣∣〈f, um
||um||

〉∣∣∣∣ ||um||
≤

 sup
||v||=1
v∈Vm

|〈f, v〉|

 ||um|| = ||f ||V ′||um||. (2.10)

Conclúımos que

(P (ξ), ξ) ≥ ν0||um||2 + ν1||um||4 − ||f ||V ′||um||V .

Como f é um funcional cont́ınuo temos ||f ||V ′ ≤ c, segue que

(P (ξ), ξ) ≥ ν0||um||2 + ν1||um||4 − c||um|| ≥ ν0||um||2 − c||um||.

Queremos utilizar o Lema do Ângulo Agudo, Lema 1.19, para mostrar que
existe uma solução para (2.6). Para isso devemos ter ν0||um||2− c||um|| ≥ 0. Pelo
Lema da Combinação Linear, Lema 1.17, temos que existe C1 > 0 tal que

C1||ξ|| ≤ ||um||

e tomando ||ξ|| = c

C1ν0

na desigualdade acima temos

c

ν0

≤ C1||ξ|| ≤ ||um||

o que implica
c

ν0

||um|| ≤ ||um||2.

Logo,
ν0||um||2 − c||um|| ≥ 0.

Assim, escolhendo ρ =
c

C1ν0

, temos (P (ξ), ξ) ≥ 0. Pelo Lema do Ângulo Agudo,

Lema 1.19, existe ξ ∈ Rm, ||ξ|| ≤ ρ tal que P (ξ) = 0. Isso implica que o sistema
(2.6) tem uma solução um ∈ Vm correspondente a este ξ.

Tomando v = um em (2.4), temos

ν0a(um, um) + 〈Aum, um〉+ b(um, um, um) = 〈f, um〉.

De (2.8) e (2.10) obtemos

ν0||um||2 + ν1||um||4 ≤ ||f ||V ′||um||
ν0||um||+ ν1||um||3 ≤ ||f ||V ′

ν0||um|| ≤ ||f ||V ′ .
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Logo

||um|| ≤
1

ν0

||f ||V ′ , ∀ m ∈ N, (2.11)

isto é, (um) é limitada em V. Então podemos extrair uma subsequência, que
continuaremos denotando de um, tal que

um → u fracamente em V. (2.12)

Usando (1.23), isto e, ||Aum||V ′ ≤ ν1||um||3, juntamento com (2.11), pode-
mos concluir que Aum é limitado, logo podemos extrair uma subsequência, que
continuaremos denotando por Aum tal que

Aum → χ fracamente em V ′. (2.13)

Pelo Teorema 1.28, sabemos que H1
0 (Ω) tem imersão compacta em L2(Ω),

segue-se deste fato que podemos extrair uma subsequência de (umi) denotada por
umi, (onde umi denota a i−ésima entrada da sequência um, tal que

umi → ui forte em L2(Ω),

pelo Teorema 1.22 temos

umi → ui q.t.p em Ω.

Isso implica que
umiumj → uiuj q.t.p. em Ω. (2.14)

Para n ≤ 4, do Teorema 1.28, temos

umi ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω). (2.15)

Portanto

|umiumj|2L2(Ω) =

∫
Ω

|umi(x)umj(x)|2dx =

∫
Ω

|umi(x)|2|umj(x)|2dx.

Pela desigualdade de Young, Proposição 1.13, e de (2.15) segue que

|umiumj|2L2(Ω) ≤
1

2

∫
Ω

|umi(x)|4dx+
1

2

∫
Ω

|umj(x)|4dx

=
1

2
|umi(x)|4L4(Ω) +

1

2
|umj(x)|4L4(Ω) ≤ C3. (2.16)

Decorre de (2.14), (2.16) e do Lema 1.24 que

umiumj → uiuj fracamente em L2(Ω). (2.17)

Como
∂wj
∂xk
∈ L2(Ω), pois wj ∈ H1

0 (Ω), (2.18)
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segue de (2.17) e (2.18) que

b(um, um, wj) = −b(um, wj, um),

−
n∑

k,j=1

∫
Ω

umk
∂wj
∂xk

(x)umj(x)dx→ −
n∑

kj=1

∫
Ω

uk
∂wj
∂xk

(x)uj(x)dx,

b(um, um, wj)→ b(u, u, wj). (2.19)

Usando as convergências (2.12), (2.13) e (2.19), temos que

ν0a(u, v) + 〈χ, v〉+ b(u, u, v) = 〈f, v〉, ∀ v ∈ Vm. (2.20)

Usando a densidade de Vm em V , segue que

ν0a(u, v) + 〈χ, v〉+ b(u, u, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V. (2.21)

O próximo passo é mostrar que χ = Au. Para isso utilizaremos a monotoni-
cidade do operador A. Pelo Lema 1.60, temos que

〈Aum −Av, um − v〉 ≥ 0, ∀ v ∈ V,

ou seja,

〈Aum, um〉 − 〈Aum, v〉 − 〈Av, um − v〉 ≥ 0. (2.22)

Usando v = um na equação aproximada (2.4) obtemos,

〈Aum, um〉 = 〈f, um〉 − ν0||um||2. (2.23)

De (2.22) e (2.23), obtemos que

〈f, um〉 − ν0||um||2 − 〈Aum, v〉 − 〈Av, um − v〉 ≥ 0. (2.24)

De (2.12) sabemos que um converge fracamente para u em V. Pela Proposição 1.26
temos que

− ν0||u||2 ≥ lim sup−ν0||um||2. (2.25)

Tomando o lim sup em ambos os lados da desigualdade (2.24) e usando (2.25),
juntamente com as convergências anteriores obtidas, temos

lim sup〈f, um〉+lim sup(−ν0||um||2)+lim sup〈−Aum, v〉+lim sup〈−Av, um−v〉 ≥ 0,

que nos dá
〈f, u〉 − ν0||u||2 − 〈χ, v〉 − 〈Av, u− v〉 ≥ 0. (2.26)

pois, o lim sup coincide com o limite da sequência quando está converge.



39 2.1. EXISTÊNCIA

Por outro lado, tomando v = u na equação (2.21), obtemos,

||u||2 + 〈χ, u〉 = 〈f, u〉,

ou seja,
〈χ, u〉 = 〈f, u〉 − ν0||u||2. (2.27)

Substituindo (2.27) em (2.26), segue que

〈χ, u〉 − 〈χ, v〉 − 〈Av, u− v〉 ≥ 0,

ou seja,
〈χ−Av, u− v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ V.

Considere v = u−λw, com w ∈ V arbitrário. Substituindo v na desigualdade
acima obtemos

λ〈χ−A(u− λw), w〉 ≥ 0, ∀ w ∈ V. (2.28)

Se λ > 0 em (2.28), temos que

〈χ−A(u− λw), w〉 ≥ 0, ∀ w ∈ V. (2.29)

Mas o operador A é hemicont́ınuo, pelo Lema 1.61, temos que

〈χ−A(u− λw), w〉 → 〈χ−Au,w〉 ∀ w ∈ V, λ→ 0.

Dessa convergência e de (2.29), obtemos

〈χ−Au,w〉 ≥ 0, ∀ w ∈ V. (2.30)

Agora, se λ < 0 em (2.28), temos que

〈χ−A(u− λw), w〉 ≤ 0, ∀ w ∈ V. (2.31)

Novamente, usando a hemicontinuidade do operador A, temos que

〈χ−A(u− λw), w〉 → 〈χ−Au,w〉 ∀w ∈ V, λ→ 0.

Dessa convergência e (2.31), obtemos

〈χ−Au,w〉 ≤ 0, ∀ w ∈ V. (2.32)

Logo, de (2.30) e (2.32) temos

〈χ−Au,w〉 = 0, ∀ w ∈ V.

Assim,
Au = χ em V ′. (2.33)

De (2.33) e (2.21) conclúımos a prova da existência da solução.
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2.2 Unicidade

Teorema 2.2. Se n ≤ 4 e ν0 é suficientemente grande ou f suficientemente
pequeno, então existe uma única solução u do problema (2.1)-(2.3).

Demonstração. : Para n ≤ 4 sabemos, da Proposição 1.41, que a forma trilinear
b(u, v, w) é cont́ınua em V × V × V, ou seja,

|b(u, v, w)| ≤ c||u||||v||||w||, (2.34)

onde c é uma constante positiva.

Sejam u e ũ duas soluções diferentes de (2.4). Então, de acordo com a
Definição 2.21, as mesmas satisfazem

ν0a(u, v) + 〈Au, v〉+ b(u, u, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V (2.35)

e
ν0a(ũ, v) + 〈Aũ, v〉+ b(ũ, ũ, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V. (2.36)

Considerando w = u− ũ e subtraindo (2.36) de (2.35) chegamos a

ν0a(u, v)− ν0a(ũ, v) + 〈Au, v〉 − 〈Aũ, v〉+ b(u, u, v)− b(ũ, ũ, v) = 0,

ou seja,
ν0a(w, v) + 〈Au−Aũ, v〉+ b(u, u, v)− b(ũ, ũ, v) = 0. (2.37)

Observe que

b(u, u, v)− b(ũ, ũ, v) =

b(u, u, v)− b(ũ, u, v) + b(u, u, v)− b(u, ũ, v)− b(u, u, v)

+b(u, ũ, v) + b(ũ, u, v)− b(ũ, ũ, v)

= b(u− ũ, u, v) + b(u, u− ũ, v)− [b(u, u, v)− b(u, ũ, v)

−b(ũ, u, v) + b(ũ, ũ, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− [b(u, u− ũ, v) + b(ũ, ũ− u, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− [b(u,w, v) + b(ũ,−w, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− [b(u− ũ, w, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− b(w,w, v)

Logo, substituindo a igualdade acima em (2.37) obtemos

ν0a(w, v) + 〈Au−Aũ, v〉+ b(w, u, v) + b(u,w, v)− b(w,w, v) = 0.

Fazendo v = w na igualdade acima e usando a Proposição 1.41, conclúımos
que, b(u,w,w) = b(w,w,w) = 0, e portanto,

ν0||w||2 + 〈Au−Aũ, w〉+ b(w, u, w) = 0. (2.38)
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Além disso, da monotonicidade do operador A temos que

〈Au−Aũ, u− ũ〉 ≥ 0.

Logo, de (2.38) segue
ν0||w||2 + b(w, u, w) ≤ 0.

De (2.34), segue que

ν0||w||2 ≤ −b(w, u, w) ≤ |b(w, u, w)| ≤ c||w||2||u||,

ou seja,
ν0||w||2 ≤ c||w||2||u||. (2.39)

Fazendo u = v em (2.35) obtemos

ν0a(u, u) + 〈Au, u〉+ b(u, u, u) = 〈f, u〉,

o que implica, usando (1.24), (2.10) e a Proposição 1.41, que

ν0||u||2 + ν1||u||4 ≤ ||f ||V ′ ||u||

Logo,

ν0||u||2 ≤ ||f ||V ′ ||u||,

ou seja,

||u|| ≤ 1

ν0

||f ||V ′ . (2.40)

Substituindo (2.40) em (2.39),

ν0||w||2 ≤
1

ν0

||f ||V ′ ||w||2,

ou seja
(ν2

0 − ||f ||V ′)||w||2 ≤ 0.

Se ν2
0 > ||f ||V ′ , isto é, se ν0 é suficientemente grande ou ||f ||V ′ suficientemente

pequeno, obtemos que
||w||2 ≤ 0.

Desse modo,
||w||2 ≤ 0⇒ ||w|| = 0⇒ w = 0,

isto é,
u− ũ = 0

Portanto u = ũ. Logo, para n ≤ 4 a solução do problema (2.1)-(2.3) é única.

Obsevação 2.3. Para n > 4, ainda não se conhece a existência e nem a unici-
dade para o problema (2.1)-(2.3), ver por exemplo [16] e [26].



Caṕıtulo 3

Equação de Navier-Stokes com
viscosidade variável na Forma
Não-Estacionária

Neste caṕıtulo usaremos o método de Galerkin e argumentos de compacidade
para garantir a existência, para n ≤ 4, e unicidade, para n ≤ 3, de solução do
problema

∂u

∂t
− (ν0 + ν1||u||2)∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f em Q (3.1)

div u = 0 em Q (3.2)

u = 0 em S (3.3)

u(x, 0) = u0(x) em Ω. (3.4)

Este problema foi proposto por J. L. Lions [16], um estudo para este problema
foi feito na dissertação de mestrado de R. M. S. Neto [22] e C. C. V. Pinheiro [23]
fez um estudo para um problema semelhante envolvendo o operador p-laplaciano.

3.1 Existência

Teorema 3.1. Suponhamos n ≤ 4. Dadas as funções f ∈ L 4
3 (0, T ;V ′) e u0 ∈ H,

existe uma solução fraca u do problema (3.1)-(3.4), tal que

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L4(0, T ;V ).

Demonstração. : Vamos considerar (vν) uma base Hilbertiana de V e solução do
seguinte problema espectral

((u, v)) = λ(u, v).

42
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Sejam (vν) os auto-valores do problema anterior, Vm o espaço gerado por {v1, v2, ..., vm}
e o problema aproximado: para cada m ∈ N queremos obter um ∈ Vm tal que

m∑
i=1

gim(t)vi = um(t) (3.5)

〈u′m(t), vj〉+ ν0a(um(t), vj) + 〈Aum(t), vj〉 + b(um(t), um(t), vj)

= 〈f(t), vj〉 (3.6)

um(0) = u0m em Vm. (3.7)

onde u0m é escolhido tal que lim
m→∞

u0m = u0 em H e gjm uma função de [0, T ] em

R.

Queremos mostrar, a priori, a existência de solução um(t) em [0, tm). Temos
que,〈

m∑
i=1

g′im(t)vi, vj

〉
+ ν0a

(
m∑
i=1

gim(t)vi, vj

)
+

〈
A

m∑
i=1

gim(t)vi, vj

〉

+

〈
B

(
m∑
i=1

gim(t)vi

)
, vj

〉
= 〈f(t), vj〉,

como, 〈
m∑
i=1

g′im(t)vi, vj

〉
=

m∑
i=1

g′im(t)(vi, vj) = g′jm(t)

e

a

(
m∑
i=1

gim(t)vi, vj

)
= a(um(t), vj) = ((um(t), vj)) = λj(um(t), vj)

= λj

(
m∑
i=1

gim(t)vi, vj

)
= λjgjm(t).

O problema aproximado (3.6) se torna

g′jm(t)+ν0λjgjm(t)+

〈
A

m∑
i=1

gim(t)vi, vj

〉
+

〈
B

(
m∑
i=1

gim(t)vi

)
, vj

〉
= 〈f(t), vj〉.

Temos que [(vν)] é denso em V, como V é denso em H resulta que (vν) é denso
em H. Logo, se u0 ∈ H existirá

ξ =
m∑
j=1

αjmvj ∈ [(vν)]

tal que
m∑
j=1

αjmvj → u0 fortemente em H, (3.8)
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queremos também que

u0m =
m∑
j=1

gjm(0)vj → u0 fortemente em H. (3.9)

Resulta de (3.8) e (3.9), que

m∑
j=1

αjmvj =
m∑
j=1

gjm(0)vj ⇒
m∑
j=1

(αjm − gjm(0))vj = 0,

como os vj são linearmente independentes temos que,

αjm = gjm(0).

Resulta do problema aproximado (3.6) que o sistema de equações diferencias
ordinárias é dado por,

g′jm(t) + ν0λjgjm(t) + 〈A
∑m

i=1 gim(t)vi, vj〉+ 〈B (
∑m

i=1 gim(t)vi) , vj〉 = 〈f(t), vj〉
i = 1, ...,m
gjm(0) = αjm

ou, equivalentemente, g′1m(t)
...

g′mm(t)

+ ν0[λ1 ... λm]

 g1m(t)
...

gmm(t)

+

 〈A
∑m

i=1 gim(t)vi, v1〉
...

〈A
∑m

i=1 gim(t)vi, vm〉


+

 〈B(
∑m

i=1 gim(t)vi), v1〉
...

〈B (
∑m

i=1 gim(t)vi) , vm〉


 g1m(t)

...
gmm(t)

 =

 〈f(t), v1〉
...

〈f(t), vm〉



com

 g1m(t)
...

gmm(t)

 =

 α1m
...

αmm



Definindo-se, Z(t) =

 g1m(t)
...

gmm(t)

 , G(Z(t)) =

 〈A
∑m

i=1 gim(t)vi, v1〉
...

〈A
∑m

i=1 gim(t)vi, vm〉

,

D =

 〈Bv1, v1〉 +...+ 〈Bvm, v1〉
...

〈Bv1, vm〉 +...+ 〈Bvm, vm〉

 e F =

 〈f(t), v1〉
...

〈f(t), vm〉

 ,
tem-se

Z ′(t) + λZ(t) +G(Z(t)) +DZ(t) = F,

ou seja
Z ′(t) + [D + λ]Z(t) +G(Z(t)) = F

assim
Z ′(t) = F − [D + λ]Z(t)−G(Z(t))
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Define-se a função auxiliar,

h : [0, T ]×R2m → R2m

(t, Z) 7→ h(t, Z) = F − [D + λ]Z(t)−G(Z(t))

Assim, {
Z ′ = h(t, Z)

Z(0) = Z0
(3.10)

Mostra-se que h satisfaz as hipóteses do Teorema de Caratheodory, Teorema
1.21. Portanto, o sistema (3.10) possui uma solução maximal local um(t) no
intervalo [0, tm] para algum tm ≤ T. Se mostrarmos que ||um(t)||H é limitada
independente de m e t, teremos então que tm = T, para todo m, ou seja, um(t) é
solução global. Multiplicando (3.6) por gjm(t) obtemos

〈u′m(t), vj〉gjm(t) + ν0a(um(t), vj)gjm(t) + 〈Aum(t), vj〉gjm(t)

+ b(um(t), um(t), vj)gjm(t) = 〈f(t), vj〉gjm(t), (3.11)

para 1 ≤ j ≤ m.

Somando a equação acima para j = 1, 2, ..., n, temos que

〈u′m(t), um(t)〉+ ν0a(um(t), um(t)) + 〈Aum(t), um(t)〉
+ b(um(t), um(t), um(t)) = 〈f(t), um(t)〉. (3.12)

De (1.24) e (1.41) obtemos que

〈u′m(t), um(t)〉+ ν0||um(t)||2 + ν1||um(t)||4 = 〈f(t), um(t)〉. (3.13)

De (2.10) e usando a Desigualdade de Young, Proposição 1.14, temos que

2〈f(t), um(t)〉 ≤ 2||f(t)||V ′||um(t)||

≤ 2
(
C1||f(t)||

4
3

V ′ +
ν1

2
||um(t)||4

)
.

Segue, de (3.13), que

d

dt
|um(t)|2 + 2ν0||um(t)||2 + 2ν1||um(t)||4 ≤ C2||f(t)||

4
3

V ′ + ν1||um(t)||4,

ou seja,
d

dt
|um(t)|2 + 2ν0||um(t)||2 + ν1||um(t)||4 ≤ C2||f(t)||

4
3

V ′ . (3.14)

Integrando (3.14) em [0, t] com t ∈ (0, T ) obtemos que∫ t

0

d

dt
|um(s)|2ds+ C3

∫ t

0

||um(s)||2ds+ ν1

∫ t

0

||um(s)||4ds ≤ C2

∫ t

0

||f(s)||
4
3

V ′ds.

Segue de (3.7) que ||u0m|| é limitada por uma constante independente de m e

|um(t)|2 + C3

∫ t

0

||um(s)||2ds+ ν1

∫ t

0

||um(s)||4ds ≤ C2

∫ t

0

||f(s)||
4
3

V ′ds+ |u0m|2

≤
∫ t

0

||f(s)||
4
3

V ′ds+ C4.(3.15)
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Logo, um é limitada por uma constante que independe de t e m, logo tm = T.
Portanto, um(t) é solução global do problema (3.6). Temos que um é uniforme-
mente limitada em L∞(0, T ;H). Fazendo t = T em (3.15) temos

|um(T )|2+C3

∫ T

0

||um(s)||2ds+ν1

∫ T

0

||um(s)||4ds ≤
∫ T

0

||f(s)||
4
3

V ′ds+C4. (3.16)

De (3.15) e (3.16) conclúımos que

um é limitada em L4(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) (3.17)

isto é, um é limitada em V, De (1.23), temos que∫ T

0

||Aum(s)||
4
3

V ′ds ≤
∫ T

0

(ν1||um(s)||3)
4
3ds =

∫ T

0

ν
4
3
1 ||um(s)||4ds.

Como um é uniformemente limitada em L4(0, T ;V ) segue que

Aum limitada em L
4
3 (0, T ;V ′). (3.18)

Se w ∈ V, temos que
∂wj

∂xi
∈ L2(Ω). Como n ≤ 4, pela Proposição 1.41 temos

que

|b(um(t), um(t), w)| = |b(um(t), w, um(t))|

≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

∣∣∣∣umi(t)∂wj∂xi
umj(t)

∣∣∣∣ dx
≤

n∑
i,j=1

||umi(t)||L4(Ω)

∥∥∥∥∂wj∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

||umj(t)||L4(Ω)dx

≤ C5||um(t)||2||w||. (3.19)

Por outro lado, temos que

〈Bum(t), w〉V ′×V = b(um(t), um(t), w).

Pelo Lema 1.42 resulta que

||Bum(t)||V ′ ≤ C6||um(t)||2,

segue que ∫ T

0

||Bum(t)||2V ′dt ≤ C6

∫ T

0

||um(t)||4dt.

Desde que um é limitada em L4(0, T ;V ) tem-se que

Bum é limitada em L2(0, T ;V ′).

Como

|a(um(t), w)| ≤ ||um(t)||||w||, (3.20)
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segue que Aum ∈ L4(0, T ;V ′), pois

〈Aum(t), w〉V ′×V = a(um(t), w) ≤ ||um(t)||||w||,

o que implica
sup
||w||=1
w∈V

|Aum(t), w〉| ≤ ||um(t)||.

Logo
||Aum(t)||V ′ ≤ ||um(t)||,

e portanto, ∫ T

0

||Aum(t)||4V ′dt ≤
∫ T

0

||um(t)||4dt ≤ C7,

pois um ∈ L4(0, T ;V ). Como L4(0, T ;V ′) ↪→ L
4
3 (0, T ;V ′), segue que

Aum é limitada em L
4
3 (0, T ;V ′).

Podemos escrever (3.6) na forma

u′m(t) + ν0Aum(t) +Aum(t) +Bum(t) = f (3.21)

Seja Pm o operador projeção ortogonal de V sobre Vm. O operador adjunto
da projeção, P ∗ : V ′ → V ′, é uniformemente limitado em L(V ′;V ′).

De (3.5) e pela Proposição 1.11 temos

P ∗m(u′m(t)) =
m∑
k=1

(u′m(t), vk)vk

=
m∑
k=1

(
m∑
i=1

g′im(t)(vi, vk)

)
vk (3.22)

Como v1, v2, ..., vm formam uma base ortonormal, temos (vi, vk) = 0 sempre
que i 6= k e (vi, vk) = 1 sempre que i = k. Segue, de (3.22), que

P ∗m(u′m(t)) =
m∑
k=1

g′km(t)vk = u′m(t). (3.23)

Logo, aplicando P ∗m em (3.21) obtemos que

u′m(t) + ν0P
∗
mAum(t) + P ∗mAum(t) + P ∗mBum(t) = P ∗mf. (3.24)

que implica
u′m é limitada em L

4
3 (0, T ;V ′),

pois P ∗mAum(t) e P ∗mf são uniformemente limitadas em L
4
3 (0, T ;V ′) e P ∗mAum(t)

e P ∗mBum(t) são uniformemente limitados em L
4
3 (0, T ;V ′).
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Tomando B0 = V, B = H, B1 = V ′, p0 = 4 e p1 = 4
3

no Teorema 1.30,
temos que existe u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L4(0, T ;V ) e uma subsequência de um, que
continuaremos chamando de um, tais que

um −→ u fortemente em L4(0, T ;H) (3.25)

Usando as estimativas (3.17) e (3.18) temos que

um ⇀ u fraco-∗ em L∞(0, T ;H), (3.26)

um ⇀ u fraco em L4(0, T ;V ), (3.27)

u′m ⇀ u′ fraco em L
4
3 (0, T ;V ′), (3.28)

Aum ⇀ χ fraco em L
4
3 (0, T ;V ′). (3.29)

onde χ depende de t.

De (3.25) temos que um converge forte em L4(0.T ;H), em particular, converge
forte em L2(0, T ;H). Logo

umi −→ ui forte em L2(0, T ;L2(Ω)) = L2(Q).

De (1.22), passando a uma subsequência, segue que

umi −→ ui q.t.p. em Q. (3.30)

Portanto, para n ≤ 4

umi ∈ L4(0, T ;V ) ↪→ L4(0, T ;L4(Ω)).

Logo,

||umi(t)umj(t)||2L2(0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

(∫
Ω

|umi(t)|2|umj(t)|2dx
)
dt

≤
∫ T

0

(
1

2

∫
Ω

|umi(t)|4dx+
1

2

∫
Ω

|umj(t)|4dx
)
dt

=
1

2
||umi(t)||4L4(0,T ;L4(Ω)) +

1

2
||umj(t)||4L4(0,T ;L4(Ω))

Como, de (3.17), um é limitada em L4(0, T ;V ) ↪→ L4(0, T ;L4(Ω)) seque que

||umiumj||4L2(0.T ;L2(Ω)) ≤ C8 (3.31)

dáı,
umiumj é limitado em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.32)

Usando o Lema 1.25, (3.30) e (3.31) temos que

umiumj ⇀ uiuj fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)). (3.33)

Como, para v = wi ∈ V tem-se que

∂wi
∂xj
∈ L2(Ω).
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Considere θ(t) ∈ D(0, T ) ⊂ L2(0, T ). Assim,∥∥∥∥θ(t)∂wi∂xj
(x)

∥∥∥∥2

L2(0.T ;L2(Ω))

=

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣θ(t)∂wi∂xj
(x)

∣∣∣∣2 dxdt
=

∫ T

0

|θ(t)|2dt
∫

Ω

∣∣∣∣∂wi∂xj
(x)

∣∣∣∣2 dx <∞,
ou seja, θ(t)

∂wi
∂xj

(x) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Por (3.33) e pelo Teorema de Riesz, Teorema 1.23, para todo ψ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),
temos que ∫ T

0

∫
Ω

umiumjψ(x, t)dxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

uiujψ(x, t)dxdt.

Tomando ψ(x, t) = θ(t)
∂wi
∂xj

(x), segue que

∫ T

0

∫
Ω

umiumjθ(t)
∂wi
∂xj

(x)dxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

uiujθ(t)
∂wi
∂xj

(x)dxdt.

Somando para 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ n temos que

n∑
i,j=1

∫ T

0

∫
Ω

umiumjθ(t)
∂wi
∂xj

(x)dxdt −→
n∑

i,j=1

∫ T

0

∫
Ω

uiujθ(t)
∂wi
∂xj

(x)dxdt.

Como∫ T

0

b(um(t), um(t), w)θ(t)dt = −
∫ T

0

b(um(t), w, um(t))θ(t)dt

= −
∫ T

0

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

umiumj
∂wi
∂xj

(x)dx

)
θ(t)dt,

conclúımos que∫ T

0

b(um(t), um(t), w)θ(t)dt −→
∫ T

0

b(u(t), u(t), w)θ(t)dt ∀ θ ∈ D e ∀w ∈ V.

(3.34)

Por outro lado,∫ T

0

〈u′m(t), w〉θ(t)dt =

∫ T

0

d

dt
〈um(t), w〉θ(t)dt

= 〈um(t), w〉θ(t)

∣∣∣∣∣
T

0

−
∫ T

0

〈um(t), w〉θ′(t)dt

= −
∫ T

0

〈um(t), w〉θ′(t)dt.
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De (3.27) temos que um converge fraco para u em L4(0, T ;V ). Logo,

∂umi
∂xj

⇀
∂ui
∂xj

fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)).

Dáı, pela definição de convergência fraca, temos∫ T

0

∫
Ω

∂umi
∂xj

φ(x, t)dt −→
∫ T

0

∫
Ω

∂ui
∂xj

φ(x, t)dt ∀ φ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

escolhendo φ(x, t) = θ(t)
∂vi
∂xj

(x) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) temos que

∫ T

0

∫
Ω

∂umi
∂xj

θ(t)
∂vi
∂xj

(x)dxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

∂ui
∂xj

θ(t)
∂vi
∂xj

(x)dxdt.

Somando 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n e como θ independe de x temos que∫ T

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂umi
∂xj

∂vi
∂xj

(x)dxθ(t)dt −→
∫ T

0

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

(x)dxθ(t)dt.

Logo, ∫ T

0

a(um(t), w)θ(t)dt −→
∫ T

0

a(u(t), w)θ(t)dt ∀ θ ∈ D(0, T ). (3.35)

De (3.29), temos que Aum converge fraco para χ em L
4
3 (0, T ;V ′). Logo,∫ T

0

〈Aum(t), wj〉θ(t)dt −→
∫ T

0

〈χ(t), wj〉θ(t)dt. (3.36)

Multiplicando a equação aproximada (3.6) por θ e integrando em [0, T ] temos,
para todo θ ∈ D(0, T ), que∫ T

0

〈u′m(t), vj〉θ(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(um(t), vj)θ(t)dt+

∫ T

0

〈Aum(t), vj〉θ(t)dt

+

∫ T

0

b(um(t), um(t), vj)θ(t)dt =

∫ T

0

〈f(t), vj〉θ(t)dt. (3.37)

Integrando por partes o primeiro termo obtemos∫ T

0

〈u′m(t), vj〉θ(t)dt = −
∫ T

0

〈um(t), vj〉θ′(t)dt.

logo, podemos reescrever (3.37) como

−
∫ T

0

〈um(t), vj〉θ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(um(t), vj)θ(t)dt+

∫ T

0

〈Aum(t), vj〉θ(t)dt

+

∫ T

0

b(um(t), um(t), vj)θ(t)dt =

∫ T

0

〈f(t), vj〉θ(t)dt. (3.38)
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Fixando j e fazendo m→∞ temos, para todo θ ∈ D(0, T ) e j = 1, ...,m, que

−
∫ T

0

〈u(t), vj〉θ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(u(t), vj)θ(t)dt+

∫ T

0

〈χ(t), vj〉θ(t)dt

+

∫ T

0

b(u(t), u(t), vj)θ(t)dt =

∫ T

0

〈f(t), vj〉θ(t)dt. (3.39)

Usando a densidade de [Vm] em V temos que (3.39) vale para todo v ∈ V.
Observando cada um dos termos da equação acima, vemos que

−
∫ T

0

〈u(t), v〉θ′(t)dt = −
∫ T

0

∫
Ω

u(t)vdxθ′(t)dt

= −
∫

Ω

∫ T

0

u(t)θ′(t)vdt

= −
〈∫ T

0

u(t)θ′(t)dt, v

〉
.

ν0

∫ T

0

a(u(t), v)θ(t)dt = −ν0

∫ T

0

〈∆u(t), v〉θ(t)dt

= −ν0

〈∫ T

0

∆u(t)θ(t)dt, v

〉
.

isto é, um é limitada em V,

∫ T

0

〈χ(t), v〉θ(t)dt =

〈∫ T

0

χ(t)θ(t)dt, v

〉
.

∫ T

0

b(u(t), u(t), v)θ(t)dt =

〈∫ T

0

B(u(t))θ(t)dt, v

〉
.

∫ T

0

〈f(t), v〉θ(t)dt =

〈∫ T

0

f(t)θ(t)dt, v

〉
.

Logo, reescrevemos (3.39), como

−
〈∫ T

0

u(t)θ′(t)dt, v

〉
+ ν0

〈∫ T

0

A(u(t))θ(t)dt, v

〉
+

〈∫ T

0

χ(t)θ(t)dt, v

〉
+

〈∫ T

0

B(u(t))θ(t)dt, v

〉
=

〈∫ T

0

f(t)θ(t)dt, v

〉
, ∀ θ ∈ D(0, T ),

ou seja,

−〈u′(t), θ(t)〉D′(0,T ),D(0,T ) +ν0 〈A(u(t)), θ(t)〉D′(0,T ),D(0,T ) +〈χ(t), θ(t)〉D′(0,T ),D(0,T )

+ 〈B(u(t)), θ(t)〉D′(0,T ),D(0,T ) = 〈f(t), θ(t)〉D′(0,T ),D(0,T ) , em V ′, ∀ θ ∈ D(0, T ),
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Logo,

u′(t) + ν0A(u(t)) + χ(t) +B(u(t)) = f(t) em D′(0, T ;V ′).

Como
u′(t) = −ν0A(u(t))− χ(t)−B(u(t)) + f(t),

e A(u) ∈ L4(0, T ;V ′), χ ∈ L 4
3 (0, T ;V ′), B(u) ∈ L∞(0, T ;V ′) e f ∈ L2(0, T ;V ′)

temos que u′ ∈ L 4
3 (0, T ;V ′).

Portanto,

u′(t) + ν0A(u(t)) + χ(t) +B(u(t)) = f(t) em L
4
3 (0, T ;V ′). (3.40)

Devemos mostrar que χ(t) = Au(t). De (3.16) temos, tomando t = T, que
|um(T )|2 ≤ C8. Em particular, é limitada em L2(Ω). Logo,

um(T ) ⇀ ξ fracamente em L2(Ω).

Do Lema 1.60, temos que Au é um operador monótono. Então vale∫ T

0

〈Aum(t)−Aϕ(t), um(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0, ∀ ϕL2(0, T ;V ). (3.41)

Dáı,

∫ T

0

〈Aum(t), um(t)〉dt−
∫ T

0

〈Aum(t), ϕ(t)〉dt−
∫ T

0

〈Aϕ(t), um(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0.

(3.42)

Por (3.6), multiplicando gjm(t) e somando para j = 1, ...,m, temos que∫ T

0

〈u′m(t), um(t)〉dt+ ν0

∫
a(um(t), um(t))dt+

∫ T

0

〈Aum(t), um(t)〉dt

=

∫ T

0

〈f(t), um(t)〉dt. (3.43)

Como ∫ T

0

〈u′m(t), um(t)〉dt =
1

2

∫ T

0

d

dt
|um(t)|2dt =

1

2
|um(T )|2 − 1

2
|um(0)|2,

substituindo em (3.43) e isolando o terceiro termo obtemos que∫ T

0

〈Aum(t), um(t)〉dt =
1

2
|um(0)|2 − 1

2
|um(T )|2 − ν0

∫
a(um(t), um(t))dt

+

∫ T

0

〈f(t), um(t)〉dt. (3.44)
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Substituindo (3.44) em (3.42), temos que

1

2
|um(0)|2 − 1

2
|um(T )|2 − ν0

∫
a(um(t), um(t))dt+

∫ T

0

〈f(t), um(t)〉dt

−
∫ T

0

〈Aum(t), ϕ(t)〉dt−
∫ T

0

〈Aϕ(t), um(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0. (3.45)

Temos que ξ = u(T ). De fato, seja ψ ∈ C1([0, T ]) tal que ψ(0) = 0. Mul-
tiplicando (3.6) por ψ, integrando em [0, T ] e utilizando integração por partes
obtemos

〈um(t), vj〉ψ(t)

∣∣∣∣∣
T

0

−
∫ T

0

〈um(t), vj〉ψ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(um(t), vj)ψ(t)dt

+

∫ T

0

〈Aum(t), vj〉ψ(t)dt+

∫ T

0

b(um(t), um(t), vj)ψ(t)dt

=

∫ T

0

〈f(t), vj〉ψ(t)dt (3.46)

que nos dá

−
∫ T

0

〈um(t), vj〉ψ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(um(t), vj)ψ(t)dt+

∫ T

0

〈Aum(t), vj〉ψ(t)dt

+

∫ T

0

b(um(t), um(t), vj)ψ(t)dt = 〈um(T ), vj〉+

∫ T

0

〈f(t), vj〉ψ(t)dt. (3.47)

Utilizando o mesmo racioćınio feito em (3.38) e (3.39) obtemos

−
∫ T

0

〈u(t), v〉ψ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(u(t), v)ψ(t)dt+

∫ T

0

〈χ(t), v〉ψ(t)dt

+

∫ T

0

b(u(t), u(t), v)ψ(t)dt = 〈ξ, v〉+

∫ T

0

〈f(t), v〉ψ(t)dt (3.48)

Multiplicando (3.40) pela mesma ψ usada em (3.46), aplicando em v, inte-
grando em [0, T ] e usando integração por partes obtemos

−
∫ T

0

〈u(t), v〉ψ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(u(t), v)ψ(t)dt+

∫ T

0

〈χ(t), v〉ψ(t)dt

+

∫ T

0

b(u(t), u(t), v)ψ(t)dt = 〈u(T ), v〉+

∫ T

0

〈f(t), v〉ψ(t)dt. (3.49)

Subtraindo (3.48) de (3.49) temos

〈ξ − u(T ), v〉 = 0, v ∈ V.

Portanto
u(T ) = ξ.
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Usando a Proposição 1.26 temos que

−1

2
|u(T )|2 ≥ 1

2
lim sup(−|um(T )|2).

Aplicando o lim sup em (3.45) temos que

lim sup
1

2
|um(0)|2+lim sup

(
−1

2
|um(T )|2

)
+lim sup

(
−ν0

∫ T

0

a(um(t), um(t))dt

)
+ lim sup

∫ T

0

〈f(t), um(t)〉dt+ lim sup

(
−
∫ T

0

〈Aum(t), ϕ(t)〉dt
)

+ lim sup

(
−
∫ T

0

〈Aϕ(t), um(t)− ϕ(t)〉dt
)
≥ 0.

Segue das convergências anteriores que∫ T

0

〈f(t), u(t)〉dt+
1

2
|u0|2 −

1

2
|u(T )|2 + lim sup

(
−ν0

∫ T

0

a(um(t), um(t))dt

)
−
∫ T

0

〈χ(t), ϕ(t)〉dt−
∫ T

0

〈Aϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0. (3.50)

Aplicando (3.40) em u, temos que

〈u′(t), u(t)〉+ ν0a(u(t), u(t)) + 〈χ(t), u(t)〉 = 〈f(t), u(t)〉.

Integrando em [0, T ]

1

2
|u0|2 −

1

2
|u(T )|2 + ν0

∫ T

0

a(u(t), u(t))dt+

∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉dt =

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉dt,

o que nos fornece

ν0

∫ T

0

a(u(t), u(t)) +

∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉dt =
1

2
|u0|2 −

1

2
|u(T )|2 +

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉dt.

Substituindo em (3.50), temos que

ν0

∫ T

0

a(u(t), u(t))dt+

∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉dt− lim inf

(
ν0

∫ T

0

a(um(t), um(t))dt

)
−
∫ T

0

〈χ(t), ϕ(t)〉dt−
∫ T

0

〈Aϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0. (3.51)

Como a(u(t), u(t)) = ||u||2V e um converge fraco para u em L2(0, T ;V ), temos
que

ν0

∫ T

0

||u(t)||2dt− lim inf ν0

∫ T

0

||um(t)||2dt ≤ 0.
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De (3.45) segue que

0 ≤
∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉dt−
∫ T

0

〈χ(t), ϕ(t)〉dt−
∫ T

0

〈Aϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt

=

∫ T

0

〈χ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt−
∫ T

0

〈Aϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt

=

∫ T

0

〈χ(t)−Aϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt ∀ ϕ ∈ L4(0, T ;V ).

Vamos considerar ϕ(t) = u(t) − λw(t), com w ∈ L4(0, T ;V ). Supondo que
λ > 0 e substituindo ϕ na desigualdade acima temos∫ T

0

〈χ(t)−A(u(t)− λw(t)), w(t)〉dt ≥ 0. (3.52)

Como A é um operador hemicont́ınuo, temos que∫ T

0

〈χ(t)−A(u(t)− λw(t)), w(t)〉dt −→
∫ T

0

〈χ(t)−Au(t), w(t)〉dt,

∀ w ∈ L2(0, T ;V ) e λ→ 0. (3.53)

De fato, defina

gλ(t) = 〈χ(t)−A(u(t)− λw(t)), w(t)〉 e g0(t) = 〈χ(t)−Au(t), w(t)〉.

Pela hemicontinuidade de A temos que

lim
λ→0

gλ(t) = g0(t), q.t.p. em t

e como λ→ 0, λ é limitado, digamos |λ| ≤ C0.

|gλ(t)| = |〈χ(t)−A(u(t)− λw(t)), w(t)〉|
≤ ||χ(t)||V ′ ||w(t)||+ ||A(u(t)− λw(t))||V ′ ||w(t)||
≤ ||χ(t)||V ′ ||w(t)||+ ||u(t)− λw(t)||3||w(t)||
≤ ||χ(t)||V ′ ||w(t)||+ 23(||u(t)||3 + C3

0 ||w(t)||3)||w(t)||
= ||χ(t)||V ′ ||w(t)||+ 23||u(t)||3||w(t)||+ 23C3

0 ||w(t)||4.

Como χ(t) ∈ L
4
3 (0, T ;V ′) e u,w ∈ L4(0, T ;V ), então pela desigualdade de

Hölder e de Young, Proposições 1.12 e Corolário 1.14, temos que

||χ(t)||V ′ ||w(t)||+ 23||u(t)||3||w||+ 23C3
0 ||w(t)||4 ∈ L1(0, T ).

Portanto, segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, Teo-
rema 1.20, que

g0 ∈ L1(0, T ) e lim
λ→0

∫ T

0

gλ(t)dt =

∫ T

0

g0(t)dt,
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o que prova (3.53).

Logo, de (3.52) e (3.53), obtemos que∫ T

0

〈χ(t)−Au(t), w(t)〉dt ≥ 0, ∀ w ∈ L4(0, T ;V ). (3.54)

Se λ < 0, então ∫ T

0

〈χ(t)−A(u(t)− λw(t)), w(t)〉dt ≤ 0. (3.55)

Da hemicontinuidade de A, utilizando o mesmo racioćınio feito em (3.53), segue
que ∫ T

0

〈χ(t)−Au(t), w(t)〉dt ≤ 0, ∀ w ∈ L4(0, T ;V ). (3.56)

De (3.54) e (3.56) conclúımos que∫ T

0

〈χ(t)−Au(t), w(t)〉dt = 0, ∀ w ∈ L4(0, T ;V ).

Logo,
〈χ(t)−Au(t), w(t)〉 = 0, ∀ w ∈ L4(0, T ;V ).

Portanto,
χ(t) = Au(t).

Por último vamos mostrar que vale a condição inicial (3.7). Seja ψ ∈ C1([0, T ])
tal que ψ(T ) = 0. Multiplicando (3.6) por ψ e integrando em [0, T ] temos∫ T

0

〈u′m(t), vj〉ψ(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(um(t), vj)ψ(t)dt+

∫ T

0

〈Aum(t), vj〉ψ(t)dt

+

∫ T

0

b(um(t), um(t), vj)ψ(t)dt =

∫ T

0

〈f(t), vj〉ψ(t)dt. (3.57)

Integrando por partes o primeiro termo de (3.57) obtemos∫ T

0

〈u′m(t), vj〉ψ(t)dt = 〈um(t), vj〉ψ(t)

∣∣∣∣∣
T

0

−
∫ T

0

〈um(t), vj〉ψ′(t)dt (3.58)

= 〈um(0), vj〉ψ(0)−
∫ T

0

〈um(t), vj〉ψ′(t)dt

= 〈u0m, vj〉ψ(0)−
∫ T

0

〈um(t), vj〉ψ′(t)dt.

Logo, de (3.57), segue que

−
∫ T

0

〈um(t), vj〉ψ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(um(t), vj)ψ(t)dt+

∫ T

0

〈Aum(t), vj〉ψ(t)dt

+

∫ T

0

b(um(t), um(t), vj)ψ(t)dt = 〈u0m, vj〉ψ(0) +

∫ T

0

〈f(t), vj〉ψ(t)dt. (3.59)
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Utilizando o mesmo racioćınio feito em (3.38) e (3.39) obtemos

−
∫ T

0

〈u(t), v〉ψ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(u(t), v)ψ(t)dt+

∫ T

0

〈Au(t), v〉ψ(t)dt

+

∫ T

0

b(u(t), u(t), v)ψ(t)dt = 〈u0, v〉ψ(0) +

∫ T

0

〈f(t), v〉ψ(t)dt. (3.60)

Lembrando que por hipótese

lim
m→∞

u0m = u0.

Multiplicando (1.49) pela mesma ψ usada em (3.57), integrando em [0, T ] e
usando integração por partes obtemos

−
∫ T

0

〈u(t), v〉ψ′(t)dt+ ν0

∫ T

0

a(u(t), v)ψ(t)dt+

∫ T

0

〈Au(t), v〉ψ(t)dt

+

∫ T

0

b(u(t), u(t), v)ψ(t)dt = 〈u(0), v〉ψ(0) +

∫ T

0

〈f(t), v〉ψ(t)dt. (3.61)

Subtraindo (3.60) de (3.61) temos

〈u(0)− u0, v〉ψ(0) = 0, v ∈ V.

Logo, para ψ(0) 6= 0 temos

〈u(0)− u0, v〉 = 0, v ∈ V.

Portanto
u(0) = u0.

3.2 Unicidade

Teorema 3.2. Para n ≤ 3, o problema (3.1)-(3.4) tem uma única solução u ∈
L4(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H).

Demonstração. Suponhamos que u1 e u2 sejam soluções distintas do problema
(3.1)-(3.4). Logo, as mesmas satisfazem (3.40), ou seja,

u′1(t) + ν0Au1(t) +Au1(t) +B(u1(t)) = f(t) e u1(0) = u0 (3.62)

e
u′2(t) + ν0Au2(t) +Au2(t) +B(u2(t)) = f(t) e u2(0) = u0. (3.63)

Subtraindo (3.63) de (3.62) obtemos

u′1(t)− u′2(t) + ν0A(u1(t)− u2(t)) +Au1(t)−Au2(t) +B(u1(t))−B(u2(t)) = 0
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Tomando w = u1 − u2 e como A é linear segue que

w′(t) + ν0Aw(t) +Au1(t)−Au2(t) +B(u1(t))−B(u2(t)) = 0.

Logo,

〈w′(t), w(t)〉+ ν0〈Aw(t), w(t)〉+ 〈Au1(t)−Au2(t), w(t)〉
+ 〈B(u1(t))−B(u2(t)), w(t)〉 = 0

ou seja,

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ν0||w(t)||2 + b(u1(t), u1(t), w(t))− b(u2(t), u2(t), w(t)) =

− 〈Au1(t)−Au2(t), u1(t)− u2(t)〉

ComoA é um operador monótono temos −〈Au1(t)−Au2(t), u1(t)−u2(t)〉 ≤ 0,
segue que

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ν0||w(t)||2 + b(u1(t), u1(t), w(t))− b(u2(t), u2(t), w(t)) ≤ 0. (3.64)

Por outro lado,

b(w(t), u1(t), w(t)) = b(u1(t), u1(t), w(t))− b(u2(t), u1(t), w(t)),

o que nos fornece

b(u1(t), u1(t), w(t)) = b(w(t), u1(t), w(t)) + b(u2(t), u1(t), w(t)).

Assim,

b(u1(t), u1(t), w(t))− b(u2(t), u2(t), w(t)) =

= b(w(t), u1(t), w(t)) + b(u2(t), u1(t), w(t))− b(u2(t), u2(t), w(t))

= b(w(t), u1(t), w(t)) + b(u2(t), w(t), w(t))

= b(w(t), u1(t), w(t)). (3.65)

Portanto, de (3.64), segue que

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ν0||w(t)||2 + b(w(t), u1(t), w(t)) ≤ 0,

ou seja,
1

2

d

dt
|w(t)|2 + ν0||w(t)||2 ≤ b(w(t), w(t), u1(t)).

De (1.41) temos

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ν0||w(t)||2 ≤ C1||u1(t)||||w(t)||2L4(Ω). (3.66)
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Para n = 2, usando a desigualdade de interpolação, Lema 1.32, temos que

d

dt
|w(t)|2 + 2ν0||w(t)||2 ≤ C2||u1(t)|||w(t)|||w(t)||L2(Ω)

Usando a desigualdade de Young, Corolário 1.14, obtemos que

d

dt
|w(t)|2 + 2ν0||w(t)||2 ≤ ν0||w(t)||2 + C4|w(t)|2||u1(t)||2

o que implica
d

dt
|w(t)|2 ≤ C4|w(t)|2||u1(t)||2. (3.67)

Como w ∈ W (0, T ), pois n = 2, podemos integrar em (0, t) e obtemos∫ t

0

d

dt
|w(s)|2ds ≤ C4

∫ t

0

|w(s)|2||u1(s)||2ds,

o que nos fornece

|w(t)|2 − |w(0)|2 ≤ C4

∫ t

0

|w(s)|2||u1(s)||2ds.

como u1(0) = u2(0)− u(0) temos |w(0)|2 = 0, logo

|w(t)|2 ≤ C4

∫ t

0

|w(s)|2||u1(s)||2ds. (3.68)

A função t 7→ |w(t)|2 é cont́ınua em [0, T ], pois W (0, T ) ⊂ C([0, T ], H). Apli-
cando a desigualdade de Gronwall, Lema 1.16, obtemos que |w(t)|2 = 0 em [0, T ],
ou seja, u1(t) = u2(t).

Para n = 3, usando a desigualdade de interpolação, Lema 1.33, temos que

d

dt
|w(t)|2 + 2ν0||w(t)||2 ≤ C5||u1(t)|||w(t)|

3
2 ||w(t)||

1
2 .

Usando a desigualdade de Young, Corolário 1.14, obtemos que

d

dt
|w(t)|2 + 2ν0||w(t)||2 ≤ ν0||w(t)||2 + C6||u1(t)||

4
3 |w(t)|2,

o que implica
d

dt
|w(t)|2 ≤ C6||u1(t)||

4
3 |w(t)|2. (3.69)

Como w ∈ W (0, T ), pois n = 3, podemos integrar em (0, t) e obtemos que∫ t

0

d

dt
|w(s)|2ds ≤ C6

∫ t

0

||u1(t)||
4
3 |w(t)|2ds,

o que nos dá

|w(t)|2 − |w(0)|2 ≤ C6

∫ t

0

|w(s)|2||u1(s)||
4
3ds.
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como u1(0) = u2(0)− u(0) temos |w(0)|2 = 0, logo

|w(t)|2 ≤ C6

∫ t

0

|w(s)|2||u1(s)||
4
3ds. (3.70)

A função t 7→ |w(t)|2 é cont́ınua em [0, T ], pois W (0, T ) ⊂ C([0, T ], H). Apli-
cando a desigualdade de Gronwall, Lema 1.16, obtemos que |w(t)|2 = 0 em [0, T ],
ou seja, u1(t) = u2(t).

Obsevação 3.3. Para n > 4, ainda não se conhece a existência para o prob-
lema (3.1)-(3.4). E para n > 3 não se conhece a unicidade, pois não temos
desigualdades de interpolação equivalentes as dadas nos Lema 1.32 e Lema 1.33.



Caṕıtulo 4

Equação de Navier-Stokes
Não-Estacionária com
Viscosidade Variável do Tipo
Não Local Mais Geral

Neste caṕıtulo apresentaremos um teorema para existência para o problema
de equações abaixo para n ≤ 4.

∂u

∂t
−M(a(u))∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+∇p = f em Q (4.1)

div u = 0 em Q (4.2)

u = 0 em S (4.3)

u(x, 0) = u0(x) em Ω (4.4)

4.1 Existência

Teorema 4.1. Supondo n ≤ 4, a hipótese (1.19) e a condição

αλ− β1 ≤M(λ) ≤ αλ+ β2 (4.5)

onde α, β1, β2 são constantes positivas. Dadas as funções f ∈ L
4
3 (0, T ;V ′) e

u0 ∈ H. Existe uma solução fraca u do problema (4.1)-(4.4), tal que

u ∈ L∞(0, T ;H) ∩  L4(0, T ;V ).

Demonstração. : Seja (vν) uma base Hilbertiana de V e Vm o espaço gerado por
{v1, v2, ..., vm}. Vamos considerar o seguinte problema aproximado: para cada

61
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m ∈ N queremos obter um ∈ Vm tal que

m∑
i=1

gim(t)vi = um(t) (4.6)

〈u′m(t), vj〉+M(a(um(t)))a(um(t), vj) + b(um(t), um(t), vj) = 〈f(t), vj〉 (4.7)

um(0) = u0m em Vm (4.8)

onde u0m é escolhido tal que lim
m→∞

u0m = u0 em H e gjm uma função de [0, T ] em

R.

De forma análoga ao que foi feito para o problema (3.1)-(3.4) obtemos que o
problema (4.7) tem solução maximal local em algum intervalo [0, tm), 0 < tm ≤ T.

Multiplicando (4.7) por gjm(t) obtemos

〈u′m(t), vj〉gjm(t) +M(a(um(t)))a(um(t), vj)gjm(t)

+ b((um(t), um(t), vj)gjm(t) = 〈f(t), vj〉gjm(t), (4.9)

para 1 ≤ j ≤ m.

Somando a equação acima, para j = 1, 2, ..., n, temos

〈u′m(t), um(t)〉+M(a(um(t)))a(um(t), um(t))

+ b((um(t), um(t), um(t)) = 〈f(t), um(t)〉, (4.10)

ou seja,

2
d

dt
|um(t)|2 +M(a(um(t)))||um(t)||2 ≤ ||f(t)||V ′ ||um(t)|| (4.11)

Usando (4.5) obtemos

2
d

dt
|um(t)|2 + α||um(t))||4 − β1||um(t)||2 ≤ ||f(t)||V ′||um(t)||.

o que implica

2
d

dt
|um(t)|2 + α||um(t))||4 ≤ β1||um(t)||2 + ||f(t)||V ′||um(t)|| (4.12)

Usando a desigualdade de Young (1.14) temos

β1||um(t)||2 ≤ c1(α)β2
1 +

α

4
||um(t)||4

e
||f(t)||V ′||um(t)|| ≤ c2(α)||f(t)||

4
3

V ′ +
α

4
||um(t)||4.

Segue, de (4.12), que

2
d

dt
|um(t)|2 + α||um(t))||4 ≤ c1(α)β2

1 +
α

4
||um(t)||4 + c2(α)||f(t)||

4
3

V ′ +
α

4
||um(t)||4,
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ou seja,

2
d

dt
|um(t)|2 +

α

2
||um(t))||4 ≤ C1(α)β2

1 + C2(α)||f(t)||
4
3

V ′ .

Integrando em [0, t] com t ∈ (0, T ) obtemos

|um(t)|2 + α

∫ t

0

||um(s))||4ds ≤ C3(α)Tβ2
1 +C4(α)

∫ t

0

||f(s)||
4
3

V ′ds+ |u0|2. (4.13)

Pela convergência u0m→u0 , temos que (u0m) é limitada em L2(Ω). Portanto, um
é limitada por uma constante que independe de t e m, logo tm = T. Logo, um(t)
é solução global do problema (4.7). Temos que um é uniformemente limitada em
L∞(0, T ;H). Fazendo t = T em (4.13) temos

|um(T )|2 +α

∫ T

0

||um(s))||4ds ≤ C3(α)Tβ2
1 +C4(α)

∫ T

0

||f(s)||
4
3

V ′ds+C0. (4.14)

Logo,
um é limitada em L4(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H). (4.15)

De (1.20), tomando Λ = −∆, temos∫ T

0

||M(a(um(s)))Λum(s)||
4
3

V ′ds ≤
∫ T

0

[M(a(um(s)))||um(s)||]
4
3ds

≤
∫ T

0

[α||um(t)||3 + β2||um(s)||]
4
3ds

≤ 2
4
3

∫ T

0

α
4
3 ||um(t)||4ds+ β

4
3
2

∫ T

0

||um(s)||
4
3ds

≤ C5

∫ T

0

||um(t)||4ds+ C6.

Como um é uniformemente limitada em L4(0, T ;V ) segue que

M(a(um(t)))Λum limitada em L
4
3 (0, T ;V ′). (4.16)

Podemos escrever (4.7) na forma

u′m(t) +M(a(um(t)))Λum(t) +Bum(t) = f. (4.17)

Seja Pm o operador projeção ortogonal de H sobre Vm. operador adjuntos da
projeção, P ∗ : V ′ → V ′, é uniformemente limitado em L(V ′;V ′). Usando (3.23),
temos que

u′m(t) + P ∗m(M(a(um(t)))Λum(t)) + P ∗mBum(t) = P ∗mf, (4.18)
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que implica
u′m é limitada em L

4
3 (0, T ;V ′),

pois P ∗m(M(a(um(t)))Λum(t)) e P ∗mf são uniformemente limitadas em L
4
3 (0, T ;V ′)

e temos que P ∗mBum(t) e uniformemente limitado em L2(0, T ;V ′).

Tomando B0 = V, B = H, B1 = V ′, p0 = 4 e p1 = 4
3

no Teorema 1.30,
temos que existe u ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L4(0, T ;V ) e uma subsequência de um, que
continuaremos denotando de um, tais que

um −→ u em L4(0, T ;H). (4.19)

Usando as estimativas (4.15) e (4.16) temos

um ⇀ u fraco-∗ em L∞(0, T ;H, ) (4.20)

um ⇀ u fraco em L4(0, T ;V ), (4.21)

u′m ⇀ u′ fraco em L
4
3 (0, T ;V ′), (4.22)

M(a(um(t)))Λum ⇀ χ fraco em L
4
3 (0, T ;V ′). (4.23)

Utilizando argumentos análogos aos dados para o problema (3.1)-(3.4) e as
convergências (4.19) e (4.20)-(4.23) obtemos por passagem ao limite que

u′(t) + χ(t) +Bu(t) = f(t), em D′(0, T ;V ′),

Como χ ∈ L 4
3 (0, T ;V ′), B ∈ L2(0, T ;V ′) e f ∈ L 4

3 (0, T ;V ′) temos que u′ ∈
L

4
3 (0, T ;V ′). Portanto,

u′(t) + χ(t) +Bu(t) = f(t), em L
4
3 (0, T ;V ′). (4.24)

Devemos mostrar agora queM(a(u(t)))Λu(t) = χ(t). De (4.14) temos, tomando
t = T, que |um(T )|2 ≤ C. Em particular, é limitada em L2(Ω). Logo,

um(T ) ⇀ ξ francamente L2(Ω).

Do Lema 1.58 temos que M(a(u(t)))Λu é um operador monótono. Então vale

∫ T

0

〈M(a(um(t)))Λum−M(a(ϕ(t)))Λϕ(t), um(t)−ϕ(t)〉dt ≥ 0, ∀ ϕ ∈ L4(0, T ;V ).

(4.25)
Dáı,

∫ T

0

〈M(a(um(t)))Λum, um(t)〉dt−
∫ T

0

〈M(a(um(t)))Λum, ϕ(t)〉dt

−
∫ T

0

〈M(a(ϕ(t)))Λϕ(t), um(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0. (4.26)
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Por (4.7), tomando vj = um, em (4.7) e integrando em [0, T ] temos∫ T

0

〈u′m(t), um(t)〉dt+
∫ T

0

M(a(um(t)))a(um(t), um(t))dt =

∫ T

0

〈f(t), um(t)〉dt.

(4.27)

Como ∫ T

0

〈u′m(t), um(t)〉dt =
1

2

∫ T

0

d

dt
|um(t)|2dt =

1

2
|um(T )|2 − 1

2
|um(0)|2,

substituindo em (4.27) e isolando o segundo termo obtemos∫ T

0

M(a(um(t)))a(um(t), um(t))dt =
1

2
|um(0)|2−1

2
|um(T )|2+

∫ T

0

〈f(t), um(t)〉dt.

(4.28)

Como

〈M(a(um(t)))Λum, um(t)〉 = M(a(um(t)))a(um(t), um(t)).

Substituindo (4.28) em (4.26) temos

1

2
|um(0)|2 − 1

2
|um(T )|2 +

∫ T

0

〈f(t), um(t)〉dt−
∫ T

0

〈M(a(um(t)))Λum, ϕ(t)〉dt

−
∫ T

0

〈M(a(ϕ(t)))Λϕ(t), um(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0 (4.29)

Utilizando os argumentos análogo ao que foi feito no caṕıtulo anterior mostra-
se que ξ = u(T ) e usando a Proposição 1.26 obtemos que

−1

2
|u(T )|2 ≥ 1

2
lim sup(−|um(T )|2).

Aplicando o lim sup em (4.29) segue que

1

2
|u0|2 −

1

2
|u(T )|2 +

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉dt−
∫ T

0

〈χ(t), ϕ(t)〉dt

−
∫ T

0

〈M(a(ϕ(t)))Λϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt ≥ .0 (4.30)

Aplicando (4.24) em u temos

〈u′(t), u(t)〉+ 〈χ(t), u(t)〉 = 〈f(t), u(t)〉, em L
4
3 (0, T ;V ′)

Integrando em [0, T ], conclúımos que∫ T

0

〈u′(t), u(t)〉dt+

∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉dt =

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉dt, em L
4
3 (0, T ;V ′),
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que nos fornece∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉dt =
1

2
|u0|2 −

1

2
|u(T )|2 +

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉dt.

Substituindo a igualdade acima em (4.30) obtemos∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉dt−
∫ T

0

〈χ(t), ϕ(t)〉dt−
∫ T

0

〈M(a(ϕ(t)))Λϕ(t), u(t)−ϕ(t)〉dt ≥ 0,

o que implica ∫ T

0

〈χ(t)−M(a(ϕ(t)))Λϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0.

Vamos considerar ϕ(t) = u(t)− λw(t), com w ∈ L4(0, T ;V ). Supondo que λ > 0
e substituindo ϕ na desigualdade acima temos∫ T

0

〈χ(t)−M(a(ϕ(t)))Λϕ(t), u(t)− ϕ(t)〉dt ≥ 0. (4.31)

Como M(a(u(t)))Λ é um operador hemicont́ınuo, temos∫ T

0

〈χ(t)−M(a(u(t)− λw(t)))Λ(u(t)− λw(t)), w(t)〉dt −→∫ T

0

〈χ(t)−M(a(u(t)))Λu(t), w(t)〉dt∀ w ∈ L4(0, T ;V ) e λ→ 0. (4.32)

De fato, defina

gλ(t) = 〈χ(t)−M(a(u(t)− λw(t)))Λ(u(t)− λw(t)), w(t)〉

e
g0(t) = 〈χ(t)−M(a(u(t)))Λu(t), w(t)〉.

Pela hemicontinuidade de M(a(u(t)))Λ temos que

lim
λ→0

gλ(t) = g0(t), q.t.p. em t

e como λ → 0, λ é limitado, digamos |λ| ≤ C0. Temos, omitindo o argumento t
para simplificar notação, que

|gλ(t)| = |〈χ−M(a(u− λw))Λ(u− λw), w〉|
≤ ||χ||V ′ ||w||+ ||M(a(u− λw))Λ(u− λw)||V ′||w||
≤ ||χ||V ′ ||w||+M(a(u− λw))||u− λw||||w||
≤ ||χ||V ′ ||w||+M(a(u− λw))(||u||+ C0||w||)||w||
= ||χ||V ′ ||w||+M(a(u− λw))(||u||||w||+ C0||w||2)

≤ ||χ||V ′ ||w||+ (α||u− λw||2 + β2)(||u||||w||+ C0||w||2)

≤ ||χ||V ′ ||w||+ (22||u||2 + 22C2
0 ||w||2 + β1)(||u||||w||+ C0||w||2)

= ||χ||V ′ ||w||+ 4||u||3||w||+ 4C0||u||2||w||2 + 4C2
0 ||u||||w||3 + 4C2

0 ||w||4

+ β1||u||||w||+ β1C0||w||2
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Como χ ∈ L 4
3 (0, T ;V ′) e u,w ∈ L4(0, T ;V ), então pela desigualdade de Hölder

e de Young, Proposições 1.12 e Corolário 1.14, temos que

||χ(t)||V ′||w(t)||+ 4||u(t)||3||w(t)||+ 4C0||u(t)||2||w(t)||2 + 4C2
0 ||u(t)||||w(t)||3

+ 4C2
0 ||w(t)||4 + β1||u(t)||||w(t)||+ β1C0||w(t)||2 ∈ L1(0, T )

Portanto, segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, Teo-
rema 1.20, que

g0 ∈ L1(0, T ) e lim
λ→0

∫ T

0

gλ(t)dt =

∫ T

0

g0(t)dt,

o que prova (4.32).

Logo, de (4.31) e (4.32) obtemos∫ T

0

〈χ(t)−M(a(u(t)))Λu(t), w(t)〉dt ≥ 0 ∀ w ∈ L4(0, T ;V ). (4.33)

Se λ < 0, então∫ T

0

〈χ(t)−M(a(a(u(t)− λw(t))))Λ(a(u(t)− λw(t))), w(t)〉dt ≤ 0. (4.34)

Da hemicontinuidade de M(a(u(t)))Λ segue que∫ T

0

〈χ(t)−M(a(u(t)))Λu(t), w(t)〉dt ≤ 0 ∀ w ∈ L4(0, T ;V ). (4.35)

De (4.33) e (4.35) conclúımos que∫ T

0

〈χ(t)−M(a(u(t)))Λu(t), w(t)dt = 0, ∀ w ∈ L4(0, T ;V ).

Portanto,
χ(t) = M(a(u(t)))Λu(t)

A demonstração para verificar que a condição inicial (4.8) é válida é totalmente
análoga ao que foi feito para o problema (3.1)-(3.4).



Considerações Finais

Neste trabalho estudamos dois problemas do tipo Navier-Stokes com viscosi-
dade variável. O primeiro deles foi o caso estacionário (2.1)-(2.3) e de evolução
(3.1)-(3.4) com viscosidade na forma ν = ν0 + ν1||u||2, com ν0, ν1 > 0 constantes
positivas. O caso estacionário desse problema foi investigado com o intuito de
conhecermos as caracteŕısticas e propriedades do operador envolvido. Para este
caso mostramos a existência e unicidade da solução para n ≤ 4. Para o problema
de evolução mostramos a existência de solução para n ≤ 4 e unicidade da mesma
para n ≤ 3.

O segundo problema estudado foi o caso de evolução com viscosidade variável
mais geral (4.1)-(4.4). Onde mostrado a existência de solução pra n ≤ 4. Para os
problemas de evolução utilizamos o Método de Galerkin acoplado com argumen-
tos de compacidade. No caso estacionário utilizamos este mesmo método com
argumentos de ponto fixo.

Futuramente, é de nosso interesse aprofundar os estudos de modelos envol-
vendo as equações de Navier-Stokes. Principalmente para o caso de viscosidade
variável mais geral, onde foi posśıvel mostrar apenas a existência de solução.
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Apêndice A:

Dedução das Equações de
Navier-Stokes

Neste apêndice será mostrada a dedução das equações de Navier-Stokes para
um fluido viscoso e incompresśıvel. Este estudo foi realizado com base no trabalho
de Melo e Neto [21]. Os fluidos, diferentes dos sólidos, tem a capacidade de
escoamento. Podemos descrever esse movimento observando a trajetória de cada
part́ıcula ou a velocidade da part́ıcula em um determinado ponto. Estas maneiras
de descrever o comportamento de um fluido são chamadas, respectivamente, de
descrição lagrangeana e descrição euleriana.

Mais formalmente, vamos considerar Ω0 ⊂ R3 a região no espaço ocupada por
uma porção de fluido no instante t = 0. Na descrição lagrangeana temos a função
fluxo φ(a, t) cuja curva descreve a trajetória da part́ıcula que ocupa a posição a
no instante t = 0, para cada ai ∈ Ω0. E na descrição euleriana temos a velocidade
υ(x, t) da part́ıcula que, no instante t, ocupa a posição x.

Como sabemos, a velocidade é a derivada da posição em relação ao tempo.
Logo, obtemos a seguinte relação

υ(φ(a, t), t) =
∂

∂t
φ(a, t), a ∈ Ω0, (A.36)

uma vez que φ descreve a trajetória de uma part́ıcula do fluido, temos φt(a) = x,
onde φ(a, t) = φt(a) e x é a posição da part́ıcula em um instante t. Supondo que
exista φ e que a mesma seja invert́ıvel, podemos reescrever (A.36) como

υ(x, t) =
∂

∂t
[φ(φ−1

t (x), t)]. (A.37)

Conhecida a trajetória podemos obter a velocidade, através da relação (A.37).
Do mesmo modo, se tivermos a velocidade podemos obter a trajetória φ(a, t)
resolvendo-se, para cada a ∈ Ω0, a equação ordinária{

d

dt
c = υ(c, t)

c(0) = a
(A.38)
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onde φ(a, t) é definida como o valor da solução (A.38) no instante de tempo t.

Sempre que nos referirmos a função fluxo φ neste trabalho estaremos supondo
que a mesma existe e possui todas as propriedades de diferenciabilidade e invert-
ibilidade que forem necessárias. Isto é, se Ωt é a região do espaço ocupada pelo
fluido no instante t, admitimos que

φt : Ω0 −→ Ωt

x 7−→ φ(x, t)

é diferenciável e possui inversa diferenciável.

A.1 Derivada Material e Teorema do Transporte

Seja f(x, t), com x ∈ Ωt e c(t), uma trajetória. Definimos como derivada ma-
terial, denotada por Df

Dt
, a derivada, em relação ao tempo, da composta f(c(t), t).

Tomando f(c(t), t) = fc(t) e utilizando a regra da cadeia temos

f ′c(t) = ∇f(c(t), t)· d
dt
c(t) +

∂

∂t
f(c(t), t)

dt

dt

= ∇f(c(t), t)· υ(c(t), t) +
∂

∂t
f(c(t), t)

=

(
υ· ∇f +

∂

∂t
f

)
(c(t), t)

onde · representa o produto interno e ∇ o operador gradiente. Logo, a derivada
material de f é dada por

Df

Dt
= υ.∇f +

∂

∂t
f (A.39)

Iremos enunciar e demonstrar um resultado de fundamental importância para
este estudo, que é o Teorema do Transporte. Antes, no entanto, precisamos
enunciar os seguintes resultados, necessários para a demonstração do mesmo.

Teorema A.2 (Teorema da Divergência). Seja X um campo de classe C1 no
aberto U ⊂ Rm+1 e K ⊂ U um domı́nio com fronteira regular de classe Ck com
(k ≥ 1), então vale a igualdade abaixo∫

∂K

〈X, ν〉 =

∫
K

divXdx

Demonstração. Ver E. L. Lima [14] p. 121.

Teorema A.3 (Teorema de Mudança de Variável). Sejam h : U → V um difeo-
morfismo de classe C1, onde U e V são abertos de R, e f : h(X)→ R uma função
integrável, onde X é um subconjunto compacto J-mensurável de U . Então vale a
seguinte igualdade: ∫

h(X)

f(y)dy =

∫
X

f(h(x))· |deth′(x)|dx. (A.40)



71 A.1. DERIVADA MATERIAL E TEOREMA DO TRANSPORTE

Demonstração. Ver E. L. Lima [13] p. 139.

De posse desses dois resultados podemos agora enunciar e demonstrar o Teo-
rema do Transporte.

Teorema A.4 (Teorema do Transporte). Satisfeitas as hipóteses sobre a função
fluxo φ mencionadas em (A.38) e sendo Ωt uma região onde se pode aplicar o
Teorema da Divergência, Teorema A.2, vale a seguinte fórmula:

d

dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ωt

(
Df

Dt
+ f div υ

)
(x, t)dx (A.41)

Demonstração. Aplicando a mudança de variável x = φt(y), na integral do primeiro
membro da igualdade (A.41), segue, pelo Teorema de Mudança de Variável, Teo-
rema A.3, que ∫

Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ω0

f(φt(y), t)|J(y, t)|dy (A.42)

onde

J(y, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1
∂y1

∂φ1
∂y2

∂φ1
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Devemos observar que J(y, 0) = 1 para todo y ∈ Ω0, pois neste caso a função

trajetória é a identidade. E ainda, por hipótese, temos que φt é sempre invert́ıvel,
logo J(y, t) é sempre diferente de zero. Como o determinante é uma função
cont́ınua, conclúımos que J(y, t) é sempre positivo. Podemos reescrever (A.42)
como ∫

Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ω0

f(φt(y), t)J(y, t)dy. (A.43)

Substituindo (A.43) na derivada em (A.41) obtemos

d

dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =
d

dt

∫
Ω0

f(φt(y), t)J(y, t)dy, (A.44)

cujo termos do segundo membro tem domı́nio de integração independente do
tempo. Podemos trocar a ordem de integração e derivação, o que nos dá, uti-
lizando a regra do produto para derivada, a seguinte igualdade

d

dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ω0

∂

∂t
[f(φt(y), t)]J(y, t)dy

+

∫
Ω0

f(φt(y), t)
∂

∂t
J(y, t)dy (A.45)

Na primeira integral do segundo membro da igualdade acima nos temos a
derivada, em relação ao tempo, da composta de f com a trajetória φt, que é a
derivada material de f. Logo, podemos reescrever essa integral como∫

Ω0

Df

Dt
(φt(y), t)J(y, t)dy
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fazendo a mudança de variável x = φt(y) temos∫
Ω0

∂

∂t
[f(φt(y), t)]J(y, t)dy =

∫
Ωt

Df

Dt
(x, t)dx. (A.46)

Na última integral de (A.45) devemos obter

∂J

∂t
=

∂

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1
∂y1

∂φ1
∂y2

∂φ1
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (A.47)

no ponto (y, t). Utilizando o Teorema de Schwarz e de (A.37) obtemos

∂

∂t

∂φi
∂yj

(y, t) =
∂

∂yj

∂φi
∂t

(y, t) =
∂

∂t
[υi(φ(y, t), t)]

utilizando a regra da cadeia conclúımos

∂

∂t

∂φi
∂yj

(y, t) =
3∑

k=1

∂υi
∂xk

(φ(y, t), t)
∂φk
∂yj

(y, t). (A.48)

Substituindo (A.48) em (A.47) e utilizando as propriedades usuais dos deter-
minantes obtemos

∂J

∂t
=

3∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂υ1
∂xk

∂φk
∂y1

∂υ1
∂xk

∂φk
∂y2

∂υ1
∂xk

∂φk
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣+
3∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1
∂y1

∂φ1
∂y2

∂φ1
∂y3

∂υ2
∂xk

∂φk
∂y1

∂υ2
∂xk

∂φk
∂y2

∂υ2
∂xk

∂φk
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

3∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1
∂y1

∂φ1
∂y2

∂φ1
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂υ3
∂xk

∂φk
∂y1

∂υ3
∂xk

∂φk
∂y2

∂υ3
∂xk

∂φk
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (A.49)

onde υ é calculada no ponto (φt(y), t) e as φi e suas derivadas no ponto (y, t).

Vamos analisar o primeiro dos três somatórios. Quando k = 1 temos∣∣∣∣∣∣∣∣
∂υ1
∂x1

∂φ1
∂y1

∂υ1
∂x1

∂φ1
∂y2

∂υ1
∂x1

∂φ1
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂υ1

∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1
∂y1

∂φ1
∂y2

∂φ1
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂υ1

∂x1

J.

Quando k = 2 temos∣∣∣∣∣∣∣∣
∂υ1
∂x2

∂φ2
∂y1

∂υ1
∂x2

∂φ2
∂y2

∂υ1
∂x2

∂φ2
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂υ2

∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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INCOMPRESSÍVEIS

pois o determinante de uma matriz com duas filas iguais é nulo. O mesmo acontece
quando k = 3. Logo,

3∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂υ1
∂xk

∂φk
∂y1

∂υ1
∂xk

∂φk
∂y2

∂υ1
∂xk

∂φk
∂y3

∂φ2
∂y1

∂φ2
∂y2

∂φ2
∂y3

∂φ3
∂y1

∂φ3
∂y2

∂φ3
∂y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂υ1

∂x1

J

Utilizando racioćınio análogo no segundo e terceiro somatório de (A.49) con-
clúımos que

∂J

∂t
=
∂υ1

∂x1

J +
∂υ2

∂x2

J +
∂υ3

∂x3

J =

(
∂υ1

∂x1

,
∂υ2

∂x2

,
∂υ3

∂x3

)
J = J div υ

dáı, ∫
Ω0

f(φt(y), t)
∂

∂t
J(y, t)dy =

∫
Ω0

f(φt(y), t)[div υ(φt(y), t)]J(y, t)dy.

Que através da mudança de variável x = φt(y) nos dá∫
Ωt

f(x, t) div υ(x, t)dx. (A.50)

Substituindo (A.46) e (A.50) em (A.45) temos

d

dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ωt

Df

Dt
(x, t)dx+

∫
Ωt

f(x, t) div υ(x, t)dx, (A.51)

e está demonstrado o resultado.

Das propriedades do divergente sabemos

div(fυ) = ∇f · υ + f div υ,

o que implica
f div υ = div(fυ)−∇f · υ. (A.52)

Substituindo a igualdade acima e (A.39) em (A.41) obtemos uma nova formulação
para o Teorema do Transporte (A.4)

d

dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ωt

(
∂f

∂t
+ div(fυ)

)
(x, t)dx. (A.53)

A.2 Conservação da Massa e Fluidos

Incompresśıveis

Seja ρ(x, t) a função que nos dá a densidade da porção de fluido que ocupa a
região Ωt no instante t. A variação da densidade em cada partição da nossa região
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Ω é a razão dada pela variação da massa e a variação do volume do fluido que
ocupa essa partição de Ω. A partir do mesmo racioćınio utilizado para a dedução
da integral de Riemann obtemos que∫

Ω

ρ(x, t)dx.

nos dá a massa do fluido que ocupa a região Ωt no instante t.

Se supormos que a massa se mantém constante para todo t ≥ 0 temos∫
Ω0

ρ(x, 0)dx =

∫
Ωt

ρ(x, t)dx.

Vamos assumir que ρ é pelo menos de classe C1. Como a massa é constante para
todo t ≥ 0 sua derivada em relação ao tempo é nula. Aplicando o Teorema do
Transporte na sua segunda formulação (A.53) para f(x, t) = ρ(x, t) obtemos

0 =
d

dt

∫
Ωt

ρ(x, t)dx =

∫
Ωt

(
∂ρ

∂t
+ div(ρυ)

)
(x, t)dx.

que é valida para todo aberto Ωt. Logo,

∂ρ

∂t
+ div(ρυ) = 0 (A.54)

chamada de Equação de Conservação da Massa.

Os fluidos que apresentam volume sempre constante são chamados incom-
presśıveis, neste caso temos

d

dt

∫
Ωt

dx = 0,

uma vez que o volume de qualquer porção de fluido se mantem constante para
todo t ≥ 0. Aplicando o Teorema do Transporte, Teorema A.4 para a função
constante f ≡ 1 obtemos a igualdade

0 =
d

dt

∫
Ωt

dx =

∫
Ωt

(
D1

Dt
+ 1 div υ

)
dx =

∫
Ωt

div υdx,

que é válida para todo t ≥ 0. Dáı,

div υ = 0 (A.55)

A.3 Conservação do momento

O momento linear de um corpo é o produto da massa pela velocidade do
mesmo. Para fluido, utilizando o mesmo racioćınio feito para a conservação da
massa, obtemos que o momento linear de uma porção de fluido que ocupa, no
instante t, a região Ωt é dado porção∫

Ωt

ρ(x, t)υ(x, t)dx (A.56)
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A segunda lei de Newton nos diz que a força total atuando em um sistema
é igual a massa vezes a aceleração, que é a derivada do momento linear. Para
fluidos teremos que

d

dt

∫
Ωt

ρ(x, t)υ(x, t)dx

será igual a soma das forças internas e externas atuando sobre a porção de fluido
que ocupa, no instante t, a região Ωt.

Devemos determinar expressões para as forças externas e internas. Denotare-
mos por f(x, t) o somatório das forças externas por unidade de massa que atuam
na porção do fluido que ocupa a região Ωt, no instante t, supondo que essas forças
sejam conhecidas. Então, a força externa total é dada por∫

Ωt

ρ(x, t)f(x, t)dx

Para descrever as forças internar vamos desconsiderar ações a distância entre
as part́ıculas. Ou seja, estamos considerando apenas forças de contato. supondo
ainda que exista um campo de tensões τ(x, t, n) que dê a força de contato por
unidade de área atuando numa superf́ıcie perpendicular a n no ponto x, no in-
stante t. Onde ∂Ωt denota a fronteira da região Ωt e n o vetor unitário normal a
∂Ωt. Então, as forças internas que atuam na porção do fluido que, no instante t,
ocupa a região ∂Ωt são dadas pela integral∫

∂Ωt

τ(x, t, n)dSx.

A segunda lei de Newton pode então ser escrita como

d

dt

∫
Ωt

ρ(x, t)υ(x, t)dx =

∫
Ωt

ρ(x, t)f(x, t)dx+

∫
∂Ωt

τ(x, t, n)dSx. (A.57)

O resultado a seguir nos permitira descrever melhor o campo de tensão τ(x, t, n).

Teorema A.5 (Teorema de Cauchy). Sejam a(x, t) ∈ C1 e b(x, t), c(x, t, n) ∈ C0

funções escalares definidas para todo t ∈ R, todo x,∈ Ωt e todo vetor unitário n
de x. São tais que a, b e c satisfazem a segunda lei de Newton, temos

d

dt

∫
Ωt

a(x, t)dx =

∫
Ωt

b(x, t)dx+

∫
∂Ωt

c(x, t, n)ds

onde n é o vetor unitário normal a ∂Ωt. Então existe um único campo de vetores
d(x, t) de Ωt tal que

c(x, t, n) = d(x, t)n

Demonstração. ver J. E. Marsden e T. J. Hughes [18] p. 127.
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Aplicando o Teorema de Cauchy, Teorema A.5, para a(x, t) = ρ(x, t)υ(x, t),
b(x, t) = ρ(x, t)f(x, t) e c(x, t, n) = τ(x, t, n) garantimos a existência de uma
função matricial S(x, t) tal que

τ(x, t, n) = S(x, t)n,

lembrando que pela 3a lei de Newton (conhecida como lei de ação e reação) temos
−τ(x, t, n) = τ(x, t,−n).

A segunda lei de Newton fica expressa como, omitindo-se os argumentos (x, t),

d

dt

∫
Ωt

ρυdx =

∫
Ωt

ρfdx+

∫
∂Ωt

SndSx. (A.58)

Aplicando o Teorema do Transporte, Teorema A.4, na derivada da igualdade
acima e usando (A.52) temos

d

dt

∫
Ωt

ρυdx =

∫
Ωt

(
D

Dt
(ρυ) + ρυ div υ

)
dx

=

∫
Ωt

(
Dρ

Dt
υ +

Dυ

Dt
ρ+ ρυ div υ

)
dx

=

∫
Ωt

(
υ

(
Dρ

Dt
+ ρ div υ

)
+ ρ

Dυ

Dt

)
dx (A.59)

pela equação de conservação da massa (A.54), temos que termo que multiplica υ
é nulo. Basta verificar a equivalência entre as duas formulações para o Teorema
do Transporte, Teorema A.4. Segue que

d

dt

∫
Ωt

ρυdx =

∫
Ωt

ρ
Dυ

Dt
dx (A.60)

Na integral de superf́ıcie aplicamos o Teorema da Divergência, Teorema A.2,
que nos dá ∫

∂Ωt

SndSx =

∫
Ωt

DivSdx (A.61)

onde DivS = (divS1, divS2, divS3) e cada Si denota o i-éssimo vetor-linha de S.
Substituindo (A.60) e (A.61) em (A.58) obtemos∫

Ωt

ρ
Dυ

Dt
dx =

∫
Ωt

ρfdx+

∫
Ωt

DivSdx

que implica

∫
Ωt

(
ρ
Dυ

Dt
− ρf −

∫
Ωt

DivS

)
dx = 0

valida pra todo Ωt. Obtemos então

ρ
Dυ

Dt
− ρf −

∫
Ωt

DivS = 0, (A.62)

chamada equação de conservação do momento.
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A.4 Fluidos não-viscosos e Equação de Euler

A viscosidade de um fluido está relacionada com a sua capacidade de escoar.
Quanto mais viscoso o fluido maior sua resistência ao escoamento. Ao supormos
que um fluido é não-viscoso estamos tomando por hipótese a ausência de atrito
entre as moléculas. Isto é, as forças internas que agem no fluido atuam perpen-
diculares à superf́ıcie Ωt. Logo, Sn deve ser sempre paralela ao vetor n, existe
então uma função p(x, t) tal que

S(x, t)n = −p(x, t)In

n[S(x, t)− p(x, t)I] = 0

S(x, t)− p(x, t)I = 0

S(x, t) = −p(x, t)I

onde I denota a matriz identidade e a função p é chamada pressão.

Observemos que

S =

 S1

S2

S3

 = −

 p(x, t) 0 0
0 p(x, t) 0
0 0 p(x, t)


calculando o divergente de S temos

DivS =

(
∂

∂x1

p(x, t),
∂

∂x2

p(x, t),
∂

∂x3

p(x, t)

)
= ∇p (A.63)

Supondo que o fluido seja incompresśıvel, de (A.55) e da definição de derivada
material (A.39) para f = υ, segue

Dυ

Dt
= (υ · ∇)υ +

∂υ

∂t
. (A.64)

Substituindo (A.64) na equação de conservação do momento (A.62) e de (A.55)
obtemos

ρ(υ · ∇)υ + ρ
∂υ

∂t
= ρf −∇p

div υ = 0 (A.65)

A.5 Equação de Navier-Stokes

Na modelagem de fenômenos rais nem sempre podemos desconsiderar a vis-
cosidade. Ao tentarmos incluir forçar de viscosidade as nossas hipóteses obtemos
(MELO apud [9], [8]) uma aproximação para S dada por

S = −pI + µ′(div υ)I + µ(G+Gt), (A.66)
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onde µ′ e µ são constantes, Gt é matriz transposta de G e

G = ∇υ =



∂υ1

∂x1

∂υ1

∂x2

∂υ1

∂x3

∂υ2

∂x1

∂υ2

∂x2

∂υ2

∂x3

∂υ3

∂x1

∂υ3

∂x2

∂υ3

∂x3


Se supormos que o fluido é incompresśıvel eliminamos o termo µ′(div υ)I em

(A.66) e ainda obtemos que Div(G+Gt) = ∆υ. De fato,

Gt =



∂υ1

∂x1

∂υ2

∂x1

∂υ3

∂x1

∂υ1

∂x2

∂υ2

∂x2

∂υ3

∂x2

∂υ1

∂x3

∂υ2

∂x3

∂υ3

∂x3


logo,

G+Gt =


2
∂υ1

∂x1

∂υ1

∂x2

+
∂υ2

∂x1

∂υ1

∂x3

+
∂υ3

∂x1

∂υ2

∂x1

+
∂υ1

∂x2

2
∂υ2

∂x2

∂υ2

∂x3

+
∂υ3

∂x2

∂υ1

∂x3

+
∂υ3

∂x1

∂υ2

∂x3

+
∂υ3

∂x2

2
∂υ3

∂x3


Calculando o divergente de G+Gt obtemos

Div(G+Gt) =

(
2
∂2υ1

∂x2
1

+
∂2υ1

∂x2
2

+
∂2υ2

∂x2∂x1

+
∂2υ1

∂x2
3

+
∂2υ3

∂x3∂x1

,

∂2υ2

∂x2
1

+
∂2υ1

∂x1∂x2

+ 2
∂2υ2

∂x2
2

+
∂2υ2

∂x2
3

+
∂2υ3

∂x3∂x2

,

∂2υ1

∂x1∂x3

+
∂2υ3

∂x2
1

+
∂2υ2

∂x2∂x3

+
∂2υ3

∂x2
2

+ 2
∂2υ3

∂x2
3

)
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=

(
∂2υ1

∂x2
1

+
∂2υ1

∂x2
2

+
∂2υ1

∂x2
3

+
∂

∂x1

(
∂υ1

∂x1

)
+

∂

∂x1

(
∂υ2

∂x2

)
+

∂

∂x1

(
∂υ3

∂x3

)
,(

∂2υ2

∂x2
1

+
∂2υ2

∂x2
2

+
∂2υ2

∂x2
3

+
∂

∂x2

(
∂υ1

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
∂υ2

∂x2

)
+

∂

∂x2

(
∂υ3

∂x3

)
,(

∂2υ3

∂x2
1

+
∂2υ3

∂x2
2

+
∂2υ3

∂x2
3

+
∂

∂x3

(
∂υ1

∂x1

)
+

∂

∂x3

(
∂υ2

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
∂υ3

∂x3

))
=

(
∆υ1 +

∂

∂x1

(div υ),∆υ2 +
∂

∂x2

(div υ),∆υ3 +
∂

∂x3

(div υ)

)
= ∆υ

Calculando o divergente de (A.66), lembrando que o divergente da soma é a
soma dos divergentes, obtemos

DivS = −Div(pI) + µDiv(G+Gt)

= −∇p+ µ∆υ (A.67)

Substituindo (A.67) na equação de conservação do momento (A.62) temos

ρ
Dυ

Dt
= ρf + µ∆υ −∇p.

usando a definição de derivada material para f = υ, chegamos na equação

ρ
∂υ

∂t
+ ρ(υ · ∇)υ = µ∆υ −∇p (A.68)

div υ = 0 (A.69)

conhecida como a equação de Navier-Stokes para um fluido viscoso e incom-
presśıvel e a constante µ é chamada de coeficiente de viscosidade.
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