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Resumo

PIRES, Rosangela Assis, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2017. Incompressibilidade de Toro Transversal a Campos de Vetores.
Orientador: Enoch Humberto Apaza Calla. Coorientador: Bulmer Mejia Garcia.

No presente trabalho, nosso objetivo principal é dar condicoes suficientes para um
toro T" mergulhado numa 3-variedade fechada orientavel M ser incompressivel,
isto ¢, o homomorfismo 71 (7") — 71 (M) induzido pela aplicagao inclusao é injetor.
No6s assumimos que 1" é transversal a um campo de vetores X, exibindo uma
tnica orbita O que nao intersecta 1. Se, além disso, O é hiperbélica e nao
homotépica a um ponto em M entdo T é incompressivel e M é irredutivel (toda

esfera mergulhada em M borda uma bola).

iv



Abstract

PIRES, Rosangela Assis, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2017.
Incompressibility of Torus Transverse to Vector Fields. Adviser: Enoch
Humberto Apaza Calla. Co-adviser: Bulmer Mejia Garcia.

In this paper, our main goal is to give sufficient conditions for a torus T
embedded in a closed orientable 3-manifold M to be incompressible, this is, the
homomorphism 7 (7") — 7 (M) induced by the inclusion map is injective. We
assume that 7' is transverse to a vector field X, exhibiting a unique orbit O which
does not intersect T'. If, in addition, O is hyperbolic and not null homotopic in
M then T is incompressible and M is irreducible (every embedded 2-sphere in M
bounds a 3-ball).



Introducao

O estudo das orbitas dos pontos de um difeomorfismo ou de um campo de
vetores numa variedade revela ou prediz o seu comportamento futuro e passado,
este é o principio basico de Sistemas Dinamicos. Esta linha de pesquisa abrange:
Geometria, Topologia, Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDO’s), dentre outras
areas e subareas da matematica. Tal é a aplicabilidade que surgiram teorias
pertinentes a cada problema enfrentado, como hiperbolicidade, hiperbolicidade
parcial e, recentemente, hiperbolicidade seccional.

As primeiras ideias dao origem aos fluxos Anosov e, as tltimas aos fluxos
Seccional-Anosov, os quais, em linhas gerais, sao fluxos transversais a fronteira
de uma variedade ambiente, cuja decomposicao do fibrado tangente em um
subfibrado estavel e um central em cada ponto do conjunto invariante maximal é
dominada e seccionalmente expansor no subfibrado central.

Dado um sistema dinamico um dos questionamentos gerados sao as relagoes
entre a dinadmica e as propriedades topologicas das variedades que suporta
tal dinamica, tais como incompressibilidade de superficies e irredutibilidade da
variedade.

Uma 3-variedade fechada que admite um campo de vetores Anosov de
codimensao um, isto é, a dimensao do subfibrado estavel ou do subfibrado instével
é igual a um, é irredutivel. Outro importante resultado é que se X é um
campo seccional Anosov numa 3-variedade compacta e irredutivel onde todas as
singularidades sao do tipo Lorenz e nao apresenta érbitas periédicas homotopicas
a um ponto entao todo toro T transversal ao campo X é incompressivel, [2].

Em fluxos Anosov nao transitivos numa 3-variedade M , o conjunto dos pontos
nao errantes, denotado por Q(X), onde X é o campo de vetores C" (r > 1), admite
n

uma decomposicao espectral: Q(X) = U Q; onde cada €; (denominado conjunto
j=1

bésico) é fechado, disjuntos dois a dois, invariante pelo fluxo e transitivo (|I8]).

Em [4] prova-se que os conjuntos ; (j = 1,...,n) podem ser separados por toros

dois a dois disjuntos, nao isotopicos e incompressiveis. Temos também que um

toro T' é incompressivel numa 3-variedade irredutivel se T ¢ transversal a um

campo de vetores Anosov [2], [4] e [5].

A existéncia de superficies incompressiveis disjuntas dois a dois em 3-
variedades orientaveis, fechadas e irredutiveis podem ajudar na classificacao de
variedades obtidas por um corte ao longo dessas superficies incompressiveis, por
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exemplo, ser uma variedade atratorial ou uma variedade de Seifert (ver [6]).

Esta dissertacao tem como base o artigo Incompressibility of torus tranverse to
vector fields, do professor Carlos A. Morales, publicado no Topology Procedings,
volume 28, No. 1, no ano de 2004, cujo objetivo principal é dar condicoes para que
um toro mergulhado numa 3-variedade fechada e orientével M seja incompressivel.

Assumimos que T é transversal ao campo de vetores X, mas nao supomos que
X é Anosov. Em vez disso, assumimos que X exibe uma tnica o6rbita periddica
O a qual nao intersecta T'. Se além disso O é hiperbélico e nao homotdpico a um
ponto em M, entao T é incompressivel e M é irredutivel. Em resumo, este é o
contetido do teorema principal do artigo.

No capitulo 1 nos dedicamos a apresentar ao leitor conceitos e resultados
necessarios para o entendimento do trabalho, o qual esta estruturado em quatro
seccoes que, em linhas gerais, abordando os seguintes temas: nocgoes de variedades
diferenciaveis e conceitos de sistemas dinamicos.

Na secao 1, apresentaremos resultados sobre variedades diferencidveis, tais
como definicoes de variedade topologica e diferenciavel, diferenciabilidade de
fungoes entre variedades, conceito de espaco tangente e fibrado tangente de
uma variedade diferenciavel, ismorfismo entre o espago tangente 7,,M e o espaco
euclidiano R", onde M é uma variedade diferenciavel de dimensao n e p um ponto
de M, definigao e alguns resultados sobre variedades Riemannianas, dente outros.
Esta se¢ao temo como principais referéncias [10] e [15].

Para a secao 2 utilizamos como principais fontes as referéncias [16], [18] e
[21]. Esta secao possui conceitos sobre campos de vetores sobre uma variedade
diferenciavel, fluxo associado ao campo, hiperbolicidade, resultados importantes
na teoria de sistemas dimamicos como Teorema do Fluxo Tubular, Teorema da
Variedade Estavel ([8]), resultados sobre os conjuntos w— limite e a—limite e
o conjunto dos pontos nao -errantes de um campo de vetores. Apresentamos
também, um pouco da teoria da funcao de Primeiro Retorno de Poincaré.

O segundo capitulo é dedicado a nogoes de topologia algébrica e aspectos
topologicos, este capitulo estd estruturado em duas secoes sobre os temas
referidos. Na primeira secao, abordamos nocoes de homotopia entre caminhos
em variedades, tipos de homotopias, grupo fundamental de uma variedade, além
de conceitos sobre homomorfismo induzido, o qual tem grande relagdo com a
incompressibilidade de superficies numa 3-variedade ([6]). A segunda secio é
destinada aos principais conceitos topologicos utilizados nesse trabalho, tais como
incompressibilidade de superficies e irredutibilidade de variedades, além de outros
resultados importantes. Tendo como principal referéncia [6], [7] e [19].

No capitulo 3, apresentamos os principais lemas e teoremas com a finalidade
de demonstrar o teorema principal do artigo de referéncia. Um exemplo de um
toro satisfazendo as propriedades do teorema principal pode ser encontrado em

[3]-

Teorema Principal. Seja 7" um toro mergulhado em uma 3-variedade
fechada e orientavel M. Suponha que
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1. T é transversal a um campo de vetores X, C*, em M.
2. Existe uma tnica orbita O de X que nao intersecta 7.

3. O & hiperbolico e nao é homotdpico a um ponto em M.

Entao, T' é incompressivel e M é irredutivel.



Capitulo 1

Conceltos de Sistemas Dinamicos

Neste capitulo serao introduzidos conceitos sobre variedades, campos de
vetores, fluxos associados & campos de vetores numa variedade. Além da fixacao
da notacao que serd utilizada ao longo do trabalho. Tem-se como objetivo
principal ajudar o leitor a se familiarizar com conceitos e resultados basicos que
sao fundamentais para o nosso trabalho.

1.1 Nocoes sobre variedades diferenciaveis

Nesta secao vamos definir conceitos e apresentar alguns resultados basicos
sobre variedades diferenciaveis, os quais podem ser encontrados em [9], [10] e
[15].

Definicao 1.1.1. Uma variedade topologica de dimensio n, é um espaco
topologico M com as sequintes propriedades:

o M ¢é um espacgo topologico de Hausdorff.
o M tem uma base enumerdvel de abertos.

e Para qualquer ponto p € M existem abertos U C M contendo p e A em R"
e um homeomorfismo ¢ : U — A, em outras palavras, cada ponto p € M
possui uma vizinhanca homeomorfa a um aberto de R™.

Definicao 1.1.2. Sejam M uma variedade topologica e U C M aberto tal que
peU((pe M), AcCR"aberto e p : U — A um homeomorfismo. O par
(U, ¢) é denominado carta local ou sistema de coordenadas local de M em p. U
¢ denominado vizinhan¢a coordenada.

As vezes, diremos que a aplicacdo ¢ : U - A CR*, com U C M, A C R*
abertos e p € M, é uma carta ou um sistema de coordenadas, em vez de (U, ¢) é
uma carta local ou sistema de coordenadas local de M em p.
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Definigao 1.1.3. Um atlas de dimensao n de M é uma cole¢io 34 = {¢; : U; —
A;}ier de homemorfismos onde U; C M aberto, A; C R™ aberto e UyeU; = M.
Os homeomorfismos:

¢j o (b:l : sz(Uz N UJ) C A — ¢j<Ul N Uj) C A]’
sao chamados mudancas de coordenadas.

Um atlas 4 é dito de classe C7, 1 < r < o0, se todas as mudancas de
coordenadas do atlas U sao de classe C".

Figura 1.1

Um sistema de coordenadas ¢ : W — R™ de M diz-se admissivel
relativamente a um atlas 4 de dimensao m e classe C", r > 0, de M se para
todo ¢ € U com UNW # (), onde ¢ : U — A C R™ tem-se que as mudancas de
coordenadas ¢ o~ e ¥ o ¢! sdo de classe CT. Ou seja, U {¢} é também um
atlas de classe C".

Um atlas U de dimensao m e classe C", r > 0, de M é chamado maximo
quando contém todos os sistemas coordenadas que sao admissiveis em relacao a

.

Vale ressaltar que todo atlas de dimensao m e de classe C", r > 0, de M,
pode ser ampliado até se tornar um atlas méximo de classe C”, para isso basta
acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Definicao 1.1.4. Uma variedade diferencidvel de dimensio m e classe C",
r >0, é um par (M,), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com base
enumerdvel e 4 é um atlas mdximo de dimensao m e classe C".

A exigéncia de o atlas Ll ser maximo nao é necesséiria, mas é conveniente pois
muitos resultados importantes, como alguns teoremas de Whitney necessitam
dessa propriedade, assim como fato de M ser de Hausdorff e ter base enumeravel.
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Observacao 1.1.5. As vezes, usaremos a notacao M™ para indicar que variedade
diferencidvel M ¢ dimensao m, isto €, o atlas mdximo U tem dimensao m.

Observacao 1.1.6. As superficies sao as chamadas variedades de dimensao dois.
Enquanto uma curva é uma variedade de dimensao um.

1.1.1 Diferenciabilidade entre variedades

Definicao 1.1.7. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis de classe C", r > 0.
Uma aplicacao f : M — N ¢ diferencidvel em p € M se existem cartas
r:U—=zU)CR"em M,y:V =y(V)CR"em N, compeUefU) CV
tais que fr, = yo foxz':x(U) C R™ — y(V) C R™ ¢ diferencidvel no ponto
z(p)-

Geralmente chamamos fg, como a expressao da aplicacdo f nas coordenadas
ou cartas T e y.

LI

v
Yo foX']
U >
=M y(v)
RM RD

Figura 1.2

Vale ressaltar que a nocao de diferenciabilidade entre variedades independe
da escolha das cartas = e y. Considere as cartas 2’ : U’ — 2/(U’) CR™ em M e
y V' =y (V) CR" em N tais que p € U' e f(U') C V'. Entao,

yofo(a)™ = yoyloyofo(a’or o)
= Yoy loyofortozo(a)!
= Yoy o fyoxo(a)!

1

= yoylofyo ((2') o x_l)_l.

Como y' oy~ e 2’ ox™! sdo difeomorfismos e f,, é diferenciavel em z(p) segue
que fuy =y o fo(a')"! & diferenciavel em 2'(p). Isto significa que a nogio de
diferenciabilidade entre variedades diferenciaveis esta bem definida.

Definicao 1.1.8. Dizemos que a aplicagao f : M — N descrita da defini¢cao
acima ¢ diferencidvel se [ ¢ diferencidvel em todos os seus pontos.



7 1.1. NOCOES SOBRE VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Definicao 1.1.9. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis de classe C", r > 0.
Uma aplicacao f : M — N ¢ diferencidvel de classe C", com k < r, para cada
ponto p € M se existem cartas v : U — x(U) CR™ em M, y:V — y(V) CR”
em N, compeU e f(U)CV tais que yo fox ' :x(U) CR™ — y(V) CR" é
de classe C*.

Como as mudancas de coordenadas em M e N sao difeomorfimos de classe
C" tem-se que a definicao acima nao depende da escolha das cartas x e y.

1.1.2 Espacgo Tangente

Considere M™ uma variedade diferenciavel de classe C", r > 0 e x € M .
Denotaremos por C, o conjunto de todas as curvas « : (—¢,e) — M, € > 0, tais
que a(0) = z e diferenciavel em 0. Sejam o, € C,, dizemos que elas tem o
mesmo vetor tangente em x se para alguma carta ¢; : U; — [71 C R™ x €U,
tem-se que (¢; o )’ (0) = (¢; o £)'(0). Caso seja necessario considere € > 0 de tal
forma que a((—e¢,€)) C U;.

Esta propriedade nao depende da escolha da carta. Seja ¢; : U; — [7j C R™,
x € U;, uma outra carta. Assim,

(6 00)'(0) = D(d; 0 ¢; ) (di(@))(¢ 0 ) (0)
(650 8)(0) = D(¢;0¢; ) (di(x))(¢: 0 B)'(0).

Como (¢ 0 a)(0) = (¢ o BY(0) segue que (6; 0 a)(0) = (6; 0 B)(0). Neste
caso dizemos que tais curvas sao equivalentes. FEsta relacao é uma relacao de
equivaléncia no conjunto C, e a classe de equivaléncia de « sera denotada por [a],
é chamada o vetor tangente a @ no ponto x € M. O espaco tangente a M no
ponto x, denotado por T, M, é o conjunto de tais vetores tangentes.

Uma carta ¢; : U; — (71», x € U;, estabelece uma bijecao entre T, M ¢ R™. Esta
bijecao associa a cada classe de equivaléncia [a] € T, M o vetor (¢; oa)'(0) € R™,
ou seja, ¢; : T, M — R™ dada por:

¢ uma bijegao. De fato,
1. ¢; é injetiva.

i(la]) = 6i([B]) = (¢ 0 @)'(0) = (60 )'(0).

Entdo o e 3 sdo equivalentes, assim [a] = [3]. Logo, ¢; ¢ injetiva.

2. ¢; € sobrejetiva.

~_Dado v € R™, seja a € C, dada por a(t) = ¢;  (¢s(x) + tv) temos que
¢i([a]) = (¢ 0 @)'(0) = v.
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Portanto, ¢; é uma bijecdo.

Assim, podemos munir 7, M com a estrutura de uma espaco vetorial real, de
modo que ¢; seja um isomorfismo. Em outras palavras, as operacoes de soma e
produto por um ntumero real serao definidas por:

[o] + 18] = (&)~ (di([ad) + &:([8])
c-[a] = (¢1)" (e gilla]))-

Observe que esta defini¢ao nao depende da escolha de ¢;. Seja ¢; : U; — @;,
x € Uj, entao:

(@;)([a]) = (&;0)(0)
(60 (¢:)7") o (¢i0a))'(0)
D(¢; 0 (¢:)7")(¢i(x)) - di(la]).

Como D(¢; o (¢) ')(¢s(x)) é um isomorfismo (pois ¢; o (¢;)~" é um
difeomorfismo), e ¢; é um isomorfismo temos que ¢; também é um isomorfismo.
Assim, a estrutura de espaco vetorial independe da escolha da carta.

Dados uma carta ¢ : U — V C R™ em M e um ponto z € U indicamos por
{2 (2), ..., 3% ()} a base de T, M que ¢ levada pelo isomorfismo ¢ : T, M — R™
sobre a base canonica {e1, ..., e2}. O vetor 22 (p) € T, M & a classe de equivaléncia
de qualquer caminho « € C, tal que (¢ o )’ (0) = e;.

Exemplo 1.1.10. T,,R™ = R™

Considere o sequinte sistema de coordenadas: ¢ = id : R™ — R™. FEntao a
aplicacao: _
¢:T,R™" — R™

dada por _
¢([a]) = (id 0 @)'(0) = a’(0)
Como jd foi visto, ¢ é um isomorfismo.
Com este isomorfismo estamos identificando a cole¢ao [a] = {f € C, | &/ (0) =

(ido)'(0) = (ido B)'(0) = '(0)} com o vetor v € R™ tal que o/(0) = v.

Vv

A

Figura 1.3

Proposicao 1.1.11. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis e f : M — N
uma aplicagdo diferencidvel no pontop € M. A aplicagio D f(p) : T,M — Ty N
que associa a cada vetor tangente (o] € T,M o elemento [f o o] € Ty, N € uma
transformacao linear que nao depende da escolha de .
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M N
¢ _f,
017 fou (
-g
Figura 1.4
Demonstragao. Ver [15] ou [10]. O

Definicao 1.1.12. A transformacao linear Df(p) da Proposi¢io |1.1.11] €
chamada derivada de f no ponto p.

Proposigao 1.1.13. (Regra da Cadeia) Sejam M™, N", P* variedades
diferencidveis, f : M — N uma aplicacao diferencidvel em um ponto p € M e
g: N — P uma aplicagao diferencidvel no ponto f(p) € N. Entdo gof: M — P
¢ diferencidvel no ponto p € M e

D(go f)(p) = Dg(f(p)) o Df(p) : T,M — Tys(p)) P

Demonstragao. Considere as seguintes cartasz : U — z(U)em M ey : V — y(V)
em Nez:W — z(W)em P, tais que p € U, f(U) € Ve g(V) € W. Temos
que, foy =yo foy:z(U) CR™ = y(V) C R" é diferenciavel em z(p) e
Gy = z0ogoyt:ylV) C R* = 2(W) C RP ¢é diferenciavel em y(f(p)). Pela
regra da cadeia em espacos vetorias reais, segue que:

Gyz© fay =20 (go floa™ 1 a(U) CR™ — (W) CR?

é diferenciavel no ponto x(p). Assim, go f : M — P ¢é diferenciavel no ponto
pe M.

Agora, dado [a] € T,M temos que

D(go f)(p)la] = [gofoa

1

O

2 o
Py
IS= o
— =0

-

(@]

L,

Portanto, go f : M — P ¢é diferenciavel no ponto p € M e D(go f)(p) =
Dy(f(p)) e Df(p) : T,M — Ty(py P -

Exemplo 1.1.14. Seja M™ uma variedade diferencidvel de classe C", r > 0, e
¢o:UCM—ACR™ uma carta para o ponto x € M. Entdo,

Do(x) : T,M — Ty R™

[o] = [poa]
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Pelo exemplo |1.1.10), pode ser definida como:
Do(x) : T,M — R™

tal que
D¢(z)[a] = (¢ o a)(0).

Assim, Do(x) é um isomorfismo.

Definicao 1.1.15. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Dizemos que
f: M — N é um difeomorfismo se f ¢é bijetora, diferencial e com inversa
diferencidvel. E [ é difeomorfismo local em p € M se existem wvizinhangas U de
pem M eV de f(p) tal que fly : U — V € um difeomorfismo.

A nocao de difeomorfismo é a de equivaléncia entre variedades diferencidveis,
ou seja, se existe um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M™ e
N"™ dizemos que elas sao equivalentes. Assim como a nocao de homeomorfismo
entre variedades topoldgicas é a de equivaléncia em variedades topologicas.

Uma consequéncia do Teorema da Funcao Composta é que se f : M — N
¢ um difeomorfismo entre duas variedades diferenciaveis M e N entao Df(p) :
TyM — Ty N é um isomorfismo para todo p € M, em particular as dimensoes
de M e N sao iguais. Uma reciproca deste fato é o teorema a seguir.

Teorema 1.1.16. Seja [ : M™ — N" uma aplicacao diferencidvel entre duas
variedades diferencidveis M e N, tal que Df(p) : T,M — TN é um
1somorfismo, com p € M. Entao, f € difeomorfismo local em p.

1.1.3 Imersoes e Mergulhos

Definicao 1.1.17. Seja M™ e N™ variedades diferencidvers. Uma aplicacao
diferencidvel f : M — N ¢ uma submersao se Df(p) : T,M — Ty,)N €
sobrejetiva para todo p € M. Vale ressaltar que se f € uma submersao entdo
m > n.

Definicao 1.1.18. Seja M™ e N" wariedades diferencidveis. Uma aplicagao
diferencidvel f : M — N é uma tmersao se Df(p) : T,M — Ty, N € injetiva
para todo p € M. Se além disso, f for um homeomorfismo sobre a sua imagem
f(M) C N com a topologia induzida por N, dizemos que f é um mergulho. Se
M C N eainclusaoi: M — N é um mergulho entao M é chamada subvariedade

de N.

Observe que para f : M — N ser uma imersao é necessario que m < n, a
diferenca n —m é chamada de codimensao da imersao f. Os teoremas intitulados
Teoremas de Whitney podem ser encontrados em [9].

Teorema 1.1.19. (Whitney) Se M ¢é uma variedade diferencidvel de dimensao
m entdo existe um mergulho adequado f : M — R*m+1
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Seja M uma variedade diferencidvel e S C M uma subvariedade. Uma
vizinhanga tubular de S é o par (V,5) onde V' & uma vizinhanca de S em M
en:V — S éuma submersdo de classe C* tal que 7(p) =p, Vp € S.

Teorema 1.1.20. ([i{]) Seja S uma subvariedade de M, compacta e sem bordo,
de classe C* entao S possui uma vizinhanca tubular.
Toda variedade diferenciavel M de classe C", r > 0, pode ser considerada

como uma variedade de classe C°.

Teorema 1.1.21. (Whitney) Seja M™ uma variedade diferencidvel de classe
C", r > 0. Entao existe um mergulho C" f : M — R*™*1 tal que f(M) é uma
variedade fechada de classe C™ em R?™T!,

Definicao 1.1.22. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Definimos o fibrado
tangente de M como o conjunto:

TM = {(z,v);z € M,veT,M}

Seja m : TM — M a projecao (x,v) — x. Pode-se definir uma topologia e
uma estrutura de variedade em T'M.

Seja b ={¢;: U; C M — U CR™ i€ I} um atlas maximal de M. Defina:
;. 7 (U;) CTM — U; x R™
tal que
O, (z,v) = (z, Doi(z)v).
1. ®; é injetiva.
Pi(z,v) = iy, w) = (x, Dgi(x)v) = (y, Doy(y)w) =
=z =y, Do;(x)v = Doi(y)w.
Como x =y e D¢;(x) é um isomorfismo, ver exemplo, segue que v = w e, ®
é injetiva.

Dado v € R™, seja a € C, dada por a(t) = ¢;'

#i([a]) = (i 0 ) (0) = v. '

2. ®; é sobrejetiva.

(¢i(x) + tv) temos que

Dado (x,v) € U; x R™ seja a € C, dada por a(t) = ¢; *(¢i(z) +tv) temos que
(I)i(‘rv [O'/]) = (CL’,U)

Portanto, ®; é uma bijecao. E também,

(IDjOCIDfl:(UiﬂUj)me%(UiﬂUj)me
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dada por
©;j 0 @7 (z,w) = (z, D(¢; 0 ¢7 ") (dilw))w).

Como ¢; o ¢; ' é um difeomorfismo, logo ®; o @' & um difeomorfismo.

Definimos uma topologia em T'M da seguinte maneira: W C T'M ¢é aberto
se, e somente se, ®;(W N 71 (U;)) é aberto para todo ¢ € I. Desse modo, as
aplicacoes ®; sao homeomorfismos. Considere as seguintes aplicagoes para cada
1€ I

P, : Wﬁl(Ui) — [7@ x R™

definida por

D;i(z,v) = (¢s(x), Doi(z)v).

Como | J¢s(U;) = M e Dgy(z)R™ = R™ temos que | J&;(x ' (U;)) = TM,
iel icl
entao esse conjunto de aplicagoes formam um atlas em T'M.

Definicao 1.1.23. Seja M™ uma wvariedade diferencidvel.  Uma métrica
Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) é uma lei que faz corresponder
a cada ponto p € M um produto interno em T,M.

Seja g uma métrica Riemanniana, denotaremos por g¢(p;u,v) ou (u,v), o
produto interno dos vetores u,v € T, M.

Definicao 1.1.24. O comprimento ou norma de um vetor v € T,M pode ser
definido como:

| v |P: <U7 U>P'
Esta norma recebe o nome de norma Riemanniana.

Uma variedade diferenciavel onde estd definida uma métrica Riemanniana é
denominada variedade Riemanniana.

A cada carta em M™, z: U C M — z(U) C R™ associe a fungao:
9" X(U)xR™"xR™ - R

definida por,
9" (x(p); a,b) = (D) ~"a, (D) ~'b),

Note que, para cada p € U, tem-se definido um produto interno em R™ dado
por:
(a,b) = g*(x(p); a,b).

Considere as fungoes g7 : U — R, 1 < 4,7 < m definidas por:

G50) = 4" 0); 0 6s) = (3 (0), 5 ()
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Sejam a = (a',...,a™) e b= (b',...,b™) vetores do R™ entao,

)=y

=1

(Dzx,)

(D) = Zbﬂ%@»

Jj=1

Logo, g% Z g5 (p

i,7=1

Definicao 1.1.25. Diz-se que uma métrica Riemanniana g numa variedade
diferencidvel M™ ¢é de classe C*, k > 0, se, para cada carta x : U C
M — z(U) € R™ a funcio g° : x(U) x R™ x R™ — R ¢ de classe C*, ou
equivalentemente, se as fungoes gi; : U — R sao de classe C*.

Como as mudancas de coordenadas sao difeomorfismo, a definicao acima nao
depende da carta .

Proposicao 1.1.26. Toda variedade diferencidvel M de classe C*, k > 0, admite
uma métrica Riemanniana de classe C*1.

Demonstracao. Ver [15], pagina 210. ]

Definicao 1.1.27. Duas variedades V e W sao transversais em M se para

qualquer ponto ¢ € V. NW temos que os espagos tangentes de T,V e T,W geram
T, M.

1.2 Nocoes de Sistemas dinamicos

Nesta se¢ao vamos definir e apresentar alguns resultados bésicos sobre campos
de vetores e fluxos numa variedade orientavel e compacta. Dado um conjunto A
numa variedade M denotaremos por intA, Ae frA, o interior, o fecho e a fronteira

de A, respectivamente. As principais referéncias para esta se¢ao foram [8], [13],
[T6], [17], e [T3].

Definicao 1.2.1. Um campo de vetores de classe C", r > 0, em uma variedade
M"™ ¢ uma aplicacao X : M — TM que associa a cada ponto p € M um vetor
X(p) € T,M, X € C". Definimos X" (M) como o conjunto dos campos de vetores
de classe C" em M.
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TM

Figura 1.5

Apresentaremos um topologia natural no espago X"(M), r > 0, de campos
de vetores de classe C" numa variedade compacta. Nesta topologia dois campos
X,Y € X"(M) estardo proximos se os campos e suas derivadas até a ordem r
estiverem proximos em todos os pontos de M.

Considere inicialmente o espaco C"(M,R®) das aplicacoes de classe C7,
0 < r < 00, definidas na variedade compacta M. Temos uma estrutura natural
de espaco vetorial em C"(M,R*): (f + g)(p) = f(p) + 9(p) e (Af)(p) = Af(p)
para f,g € C"(M,R°) e A € R. Tome em M uma cobertura finita por abertos
Wi, ..., Vi tal que cada V; esteja contido no dominio de uma carta local (x;, U;) com
z;(U;) = B(2) e 2;(V;) = B(1), onde B(1) e B(2) sdo bolas de raios 1 e 2 e centro
na origem de R". Para f € C"(M,R*) denotamos por f' = fox;': B(2) — R".
Definimos:

I f llr=max sup {|| f*(w) ||| Df'(w) [],... || D"f"(w) [}

ueB(1)

Proposicao 1.2.2. ([16/) || . ||» € uma norma completa em C”(M,R?).

Defini¢ao 1.2.3. Uma curva integral de um campo X € X" (M) passando por
p € M € uma aplicacio de classe O™ o : I — M, onde I é um intervalo da reta
real contendo o zero, tal que a(0) = p e o/(t) = X(a(t)), Vt € 1.

Dizemos que o é uma solugao da equacao diferencial fl—f = X (x) com condi¢ao
inicial x(0) = p. A imagem de uma curva integral é chamada Jrbita ou
trajetoria.

Definigao 1.2.4. Um fluxzo local de X € X" (M) em p € M ¢é uma aplicagdo:

o:(—€e)xV,=U

V, € uma vizinhanga de p tal que para cada g € V,, a aplicagio ¢, : (—€,€) = U
definida por p,(t) = p(t,q) € uma curva integral, isto €, ©,(0) = p(0,q) = q e:

o) = Salt) = S2(1,0) = X(p(t,0)

V(t,q) € (—€,€) x V.

Definigao 1.2.5. Um fluxzo global de X € X"(M) € uma aplica¢ao ¢ : Rx M —
M tal que p(0,p) =p e,
dp
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Logo, para cada p € M a aplicagio p, : M — M definida por ¢,(t) = ¢(t,p)
¢ uma curva integral, ou seja, p,(0) = ©(0,p) =p e,

oy (1) = Loylt) = 2(1,p) = X ()

Para quaisquer (t,p) € R x M.

Proposigao 1.2.6. Seja M uma variedade compacta e X € X"(M). Existe em
M um fluzo global de classe C" para X. Isto é, uma aplicacao p : R x M — M

tal que (0,p) = p e (9/0t)p(t,p) = X(¢(t, p)).

Demonstragao. Ver [16]. O

Corolario 1.2.7. Sejam X € X"(M) e p : Rx M — M o fluro de X. Para cada
t € R, a aplicagio X, : M — M, X,(p) = ¢(t,p), é um difeomorfismo de classe
C". Além disso, Xy = identidade, X;1s = X; 0 X, Vt, s € R.

Demonstragao. Vamos mostrar que ¢(t + s,p) = ¢(t, ¢(s,p)), para s,t € R e
pe M.

Sejam «(t) = p(t + s,p) e B(t) = ¢(t,¢(s,p)). Temos que a e B sdo curvas
integrais do campo X e «(0) = 5(0) = ¢(s,p), entdo pela unicidade das curvas

integrais segue que a(t) = [(t), isto é, o(t + s,p) = p(t, ©(s,p)).

Pela defini¢ao de fluxos segue que Xo(p) = ¢(0,p) = p, ¥Vp € M, assim X
é a identidade de M. E, pela Proposicao temos que X; : M — M é uma
aplicacao de classe C" para todo t € R fixado. Como,

Xyo X 4(p) = o(t, o(—t,p)) = @(t —t,p) = ©(0,p) = Xo(p) = p.

E,

X 10 Xi(p) = p(=t,0(t,p)) = p(—t +t,p) = v(0,p) = Xo(p) = p.

Entao, X; o X_;, = X_; o X; = identidade, assim X; é de classe C" e tem
inversa de classe C" dada por X_;. Portanto, a aplicacao X; : M — M é um
difeomorfismo de classe C", para cada t € R. O

Sejam X € X"(M) e X; o fluxo do campo X.

Definigao 1.2.8. A drbita de um ponto p € M para um fluro X; é o conjunto
Ox(p) = {Xi(p);t € R}.

Definicao 1.2.9. A drbita positiva de um ponto p € M para um fluro X, €
o conjunto O%(p) = {Xi(p);t > 0}. E a orbita negativa de p € M para um
fluzo X; € o conjunto Oy (p) = {Xi(p);t < 0}.

Definicao 1.2.10. Um ponto p € M ¢ dito ponto fixo para o difeomorfismo X,
se Xi(p) = p, para cada t € R.
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Definicao 1.2.11. Se X (p) = 0 entdo dizemos que p € M ¢é uma singularidade
do campo X.

Observacao 1.2.12. Sep € M é um ponto fixo para cada X, comt € R entao p
¢ uma singularidade para o campo X. Reciprocamente, uma singularidade p € M
para o campo X € um ponto fizo para X, para cada t € R fixado.

De fato, como X (p) = p, Vt € R e, pelo Coroldrio temos que

Xi(p) = ¢(t.p), logo (0/0t)¢(t,p) = 0, assim (0/0t)¢(t,p) = X(p(t,p)) = 0
o que implica que X (¢(t,p)) = X(p) = 0.

Portanto X (p) =0 e p é uma singularidade para o campo X.

Reciprocamente, temos a sequinte EDO com valor inicial:

dov
% = X(alt)

a(0) = p.

Logo, a(t) = p satisfaz a EDO acima. Assim, p € ponto fizo para cada X.

Definicao 1.2.13. Um ponto p € M ¢é chamado periddico para um fluro X,;, se
existe T > 0 tal que Xr(p) =p e Xy(p) #p, Vt <T.

A orbita de um ponto periddico é chamada orbita periédica. Uma orbita
fechada de um ponto p € M é quando O(p) é um conjunto fechado, as érbitas
que nao sao singularidades sao ditas érbitas regulares. Os pontos regulares sao
0s pontos para os quais o campo nao se anula.

Exemplo 1.2.14. Seja S? C R3 a esfera unitdria. Considere o fluzo definido pela
rotagao de cada ponto da esfera em torno do eizo NS, ver Figura[l.6. Temos que
o polo norte e o polo sul tem como orbita o proprio ponto. F, as demais orbitas
sdo os paralelos da esfera S*. Entdo, as singularidades sao os polos norte e sul e
as outras orbitas sao orbitas requlares e periddicas.

Figura 1.6. Fluxo em S?

Definicao 1.2.15. O conjunto w-limate de um ponto p € M € dado por:

w(p) ={x € M;3t, = 0o quando n — oo tal que lim X, (p) = x}.

n—oo
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Assim, w(p) € o conjunto dos pontos de acumulagao da drbita positiva de p.
Defintmos também o conjunto a-limate de um ponto p € M dado por

a(p) ={x € M;3t, - —oo quando n — oo tal que lim X, (p) = z}.
n—oo

Entao, o conjunto a(p) € o conjunto dos pontos de acumulagio da orbita negativa
de p.

Observamos que o a-limite de um ponto p € M é o w-limite de p para o campo
—X. Intuitivamente, a(p) é onde a 6rbita de p "nasce"e w(p) é onde ela "morre".

Observacao 1.2.16. Se p € uma singularidade do campo X € X"(M) entao

w(p) = a(p) = {p}-
De fato,

X(p) =0« Xi(p) =p,Vt € R = Vt, = oo (ou t, » —o0) = X, (p) — p.

Portanto, w(p) = a(p) = {p}.

No exemplo a seguir vamos exibir os conjuntos w-limite e a-limite de um
campo de vetores com singularidades.

Exemplo 1.2.17. Considere a esfera unitdiria S* C R® centrada na origem e
sejam (x,y,2) as coordenadas candnicas em R3. Chamamos py = (0,0,1) de
polo norte e ps = (0,0, —1) de polo sul de S*. Definimos o campo de vetores X
de classe O em S? por:

X(LL’,y,Z) = (—IZ, —yZ,J,’Q + yQ)

As singularidades do campo X sdo os pontos (x,y,z) € S* tais que:
X(z,y,2) =(0,0,0) = (—xz, —yz, 2> +y*) = (0,0,0).

Entao,
r=1y=0.

Como
Py =1

temos que as singularidades sao py € pg.

Uma parametrizacao da esfera pode ser expressada como:

Y (0, @) = (cosbseny, cosbp, send).

Para cada ¢ firado temos a parametrizacio de um meridiano de S*. Temos
que o campo X € tangente aos meridianos de S?.
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De fato, considere uma parametrizacao de um meridiano dada por:
a(f) = (cosbsenp, cosbp, send).

Assim,
o' (0) = (—senbsenp, —senbp, cost).

X (a(8)) = cost(—senbseny, —senbp, cosh) = cosba’ ().

Portanto, o campo é tangente aos meridianos de S* apontando para cima
seque que w(p) = pn e a(p) = ps, para todo p € S* — {pn,ps}. E, w(pn) =
a(pn) = {pn}, wips) = alps) = {ps}-

PN

Ps

Figura 1.7

Observacao 1.2.18. Sejam p,q € M se q pertence a orbita de p pelo campo X
entio w(p) = w(q).

De fato, como q pertence a drbita positiva de p, seque que existe ty € R tal
que X4, (p) = q. E, pelo Coroldrio temos que X_4,(q) = p. Vamos mostrar
que w(p) C w(g).

Seja x € w(p), entao existe uma sequéncia t, — oo tal que Xy, (p) — x. Pela

continuidade do fluro X, e pelo Coroldrio tem-se que:
X (Xs, () = X (2) = X1, (p) = X (2) =

= X, (X0 (p)) = Xip(2) = X4, (q) = Xy (2) =
= X—to (th(Q)) - X—to(Xto ($)) =

= th,tO(Q) — X.

Fazendo s, =t, — to, seque que s, — oo pois t, — oo. Assim,

X, (q) — .

Portanto, x € w(q) e, w(p) C w(q).
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Agora vamos mostrar que w(q) C w(p).

Seja x € w(q), entao eriste uma sequéncia t, — oo tal que Xy, (q) — x. Pela
continuidade do fluro X, e pelo Coroldrio tem-se que:

X 1o(Xe, (@) = X_pp(2) = Xi—to(q) = Xy (x) =

= X, (X40(q) = Xy (z) = X4, (p) = X gp(2) =
= Xio (X, (p) = Xt (Xto(2)) = Xiit0 () = 2.

Fazendo k, = t, + to, seque que k,, — oo pois t, — co. Assim,

Xk, (p) — x.

Portanto, w(q) C w(p) e, assim w(p) = w(q), como queriamos.

Um resultado anélogo a este se verifica para o conjunto a-limite.

Observagao 1.2.19. Seja p € M, X, um fluro. Se x € w(p) temos que
Ox(z) C w(p). Analogamente, se y € a(p), entdo Ox(y) C a(p).

De fato, se x € w(p), temos que existe uma sequéncia t, — oo tal que
X;, (p) = z. Pela continuidade do fluzo e pelo C’orolcirz'o temos que:

Xt-i—tn (p) — Xt(l') vVt € R.

Fazendo k, =t +t, temos que k, — oo, pois t, — o0, entao:

Xk, (p) = Xi(x).

Portanto, Xi(z) € w(p), para todo t € R, ou seja, Ox(x) C w(p).
Repetindo o processo para y € a(p) temos que Ox(y) C a(p).

Definicao 1.2.20. Um subconjunto compacto A C M ¢ dito invariante para
um fluxo X; se Xy(A) = A, Vt € R. Em particular, A C M ¢ dito invariante
positivamente ( negativamente) para um fluxo X; se X;(A) C A, Vt >0

(vt <0).

Definigao 1.2.21. Seja M wuma variedade compacta e X € X' (M). Um
subconjunto A C M é singular se este possui uma singularidade; nao trivial se
A nao é uma unica orbita. E um conjunto compacto invariante A para o fluxo
X; € chamado sumaidouro se:

A=) X(U).

t>0

Para alguma vizinhanga U de A que satisfaz X,(U) C U, Vt > 0.
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Definicao 1.2.22. Um ponto p € M é denominado ponto nao-errante para
um campo X € X" (M) se, para qualquer vizinhan¢a V' de p e qualquer nimero
real T > 0, existe | t |> T tal que X;(V)NV # 0. Se p nao é um ponto nao-
errante, entao p € chamado ponto errante. Denotaremos por Q(X) o conjunto
dos pontos nao errantes de X.

Denotaremos por Per(X) e Sing(X) os conjuntos dos pontos periddicos e
singulares do campo X, respectivamente.
Proposigao 1.2.23. O conjunto QU(X) ¢é invariante, fechado e Per(X) U
Sing(X) C Q(X).
Demonstragao. Vamos mostrar que 2(X) é invariante, isto &, X;(Q(X)) = Q(X).
Provaremos que X;(Q(X;)) C Q(X), Vt € R.

Seja y € X3 (2(Xy)), com t € R, assim 2 = X _4(y) € Q(X). Como x € Q(X})
entao para qualquer vizinhanca V de x e qualquer nimero real 7" > 0, existe
| to |> T tal que:

Xiy(V)NV #£0.

E, y = Xi(z). Seja U uma vizinhanga qualquer de y, temos que z = X_,(y) €
X_+(U). Logo, X_(U) é uma vizinhanca de x, entao:

Xo(U) N Xy (X (U)) # 0.

Assim,
Xe(X_4(U)) N Xo(Xeo (X(U))) # 0.

Pelo Corolario temos que,

UnNX;, (U)#0.

Portanto, y € Q(X) e, assim X;(2(X)) C Q(X), Vt € R.
Agora provaremos que Q(X) C X, (Q(X)).

Seja x € Q(X), como X;(2(X)) C Q(X), Vt € R segue que X_;(z) € Q(X),
assim x = Xy(X_4(z)) € X(Q(X)) para todo t € R.

Entao, Q(X) C Xi(Q2(X)), vVt € R.
Portanto, (2(X) é invariante pelo fluxo Xj.
Finalmente vamos mostrar que (X) é fechado.

Seja p € Q(X), entao para toda vizinhanga U de p temos que,

UNQX) #0.
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Assim, existe z € U tal que 2 € Q(X). Como z € Q(X) segue que para
qualquer vizinhanca V' de x e qualquer nimero real 7' > 0, existe | t |[> T tal que
Xy(V)NV # . Temos que, U é uma vizinhanga de z, entdo:

UNX,(U) #0.

Logo, p € Q(X) e, portanto (X)) ¢é fechado.
Devemos mostrar que (X)) contém o conjunto dos pontos periodicos.

De fato, se p é um ponto periddico entao existe ¢y > 0 tal que X, (p) = p.
Assim, para qualquer vizinhanca V' de p e qualquer niimero real T' > 0, existe
n € N tal que ntg > T e X, (p) = p entdo,

Xote V)NV £ (.

Logo, p € Q(X).

Por ultimo, seja p uma singularidade para o campo X, logo sua orbita se reduz
somente ao ponto p, assim dado V uma vizinhanca de p e qualquer niimero real
T > 0, temos que p € X;(V), Vt > 0, isto &,

X, (V)nv £40.

Entao, p € Q(X). Portanto, Q(X) é invariante, fechado e Per(X)USing(X) C
Q(X). O

A proposicao a seguir serd muito utilizada no texto e para evitar sua
conglomeracao de referéncias na dissertacao, assumiremos que é conhecida.
Proposicao 1.2.24. Seja M uma variedade compacta, X € X"(M) ep € M.
Entao:

1. w(p
w(p) € fechado;

(p) #
()

w(p) € invariante pelo fluzo, isto €, w(p) € a uniao de orbitas de X;
()

w\p € conero.

Demonstrac¢ao. Sejam t, — oo e p, = Xy, (p). Como M & compacta temos que p,,
possui uma subsequéncia convergente cujo limite pertence a w(p). Logo, w(p) # 0.

Vamos provar que w(p) é fechado. Suponha, por contradi¢do, que existe
q € w(p) tal que ¢ ¢ w(p). Como ¢ ¢ w(p) entdo existe uma vizinhanca V
do ponto p disjunta de {X;(p); t > T}, para algum T > 0. Isto implica que
V Nw(p) =0, um absurdo, pois ¢q € m Portanto, w(p) é fechado.
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Seja ¢ € w(p) entao pela observagao [1.2.19 segue que Ox(q) € w(p). Assim,
w(p) é invariante pelo fluxo.

Suponhamos agora que w(p) nao seja conexo. Podemos entao escolher abertos
A e B tais que w(p) C AUB , ANnw(p) # 0, BNw(p) #0e ANB = .
Como a oOrbita de p se acumula em pontos de A e B, dado T" > 0 temos que
existe t > T tal que X;(p) € K = M — (AU B). Logo, existe uma sequéncia
t, — oo com X; € K, sendo K fechado e M compacto entao K é compacto
e, portanto existe uma subsequéncia de X; que converge a um ponto ¢ € K.
Entao, g € w(p) C AU B, o que é um absurdo. Portanto w(p) é conexo. ]

Um resultado andlogo se verifica para o conjunto a(p).

Observagao 1.2.25. Sejam M uma variedade compacta, X € X" (M) e x € M
entio w(z) C QLX) e alx) C QX).

Vamos provar que w(z) C Q(X).

Seja y € w(X) entdo eriste uma sequéncia t, — oo, n — oo, tal que

Dado uma vizinhanca V dey e T € R, com T > 0. Devemos mostrar que
existe [t| > T tal que:
X, (V)nVv #£0.

Como Xy, (z) = y, quando t, — 0o com n — 00, seque que existe t,, > T tal
que X, (r) € V.

E, também X (X, (v)) — y assim existe um t,, > t,, > T tal que
thl <Xt"0 (x)) 6 V

Assim, X, (Xi, () €V e Xy, (Xy,, (2)) € Xy, (V), pois Xy, (x)) €V.
Entao, se consideramos t =t,, > T temos que

X:(V)ynv £ 0.

Portanto, y € Q(X). E, w(x) C Q(X), Vax € M.
Provaremos que o(x) C Q(X).

Seja p € afz) entdo existe uma sequéncia t, — —oo, n — 00, tal que
Xy, () = p.

Dado uma vizinhanca U de p e T € R, com T > 0. Precisamos mostrar que
existe [t| > T tal que:
X(U)NnU #0.

Sabendo que Xy, (x) — p, quando t, — 0o comn — oo, entao existe t,, < —T
e Xy, (z) € U.
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E, X;,(Xy,,(x)) — p assim eziste um t,, <tn, < =T tal que Xy, (X3, (7)) €
U.

Portanto, Xy, (Xy, (2)) € U e Xy, (Xy,, (7)) € Xy, (U), pois Xy, (2)) € U.
Considere t =t,, < =T entao

X (U)NU # 0.
Logo, p € Q(X) e, consequentemente a(x) C QX), para qualquer z € M.

Devido a essa observagdo, o conjunto €(X) é ndo vazio em M, quando M for
uma variedade compacta, uma vez que para cada x € M o conjunto w(x) é ndo
vazio. O mesmo ocorre com o conjunto a(z).

1.2.1 Funcao de Primeiro Retorno de Poincaré e
Hiperbolicidade

Na proposicdo a seguir usaremos a notacao ¢'(xz) para indicar a curva
integral de = avaliada no tempo t. De acordo com a definigao temos que

') = o(t, 7).

Proposicao 1.2.26. Seja M™ wuma wvariedade diferencidvel compacta e f €
X" (M).

1. Seja ¢'(x) uma solugio de 2’ = f(x) entao D f(x) = f(¢'(x)) para
qualquer t.

2. Se v € uma orbita periodica de periodo T e p € v entdo a derivada D(pg
tem 1 como autovalor associado ao autovetor f(p).

3. Se p e q sao dois pontos na orbita periodica v de periodo T entdo as
derivadas Dyl e Dol sio linearmente conjugadas. Em particular, Dol
e Dgho tém os mesmos autovalores.

Demonstragao. 1. Como ¢'(x) é uma solucao de 2’ = f(z) segue que:

d

= L @)t = e 0 @) amo = DL (x).

Fe' (@) -

2. Temos que ¢” (p) = p entdao Dl f(p) = f("(p)) = f(p). Assim, 1 & autovalor
de D! f(p) associado ao autovetor f(p).

3. Suponha que ¢ = ¢"(p). Entdo,

g=¢" (@) =¢" 0" (p)=¢"(p) =¢ 0 ¢" (p) =
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= ¢ o' (p) = ¢ 0 (p).

Logo,
Dol Dyl = Dyl Dyl =

= Dy, = Dy, Dy, (Dy;) ™",

Entao, Dcpg e Dgho sao linearmente conjugadas e, assim tém os mesmos
autovalores. ]

Definicao 1.2.27. Seja ¥ uma variedade mergulhada em M de codimensao um
e X € X"(M), r > 0, ¥ é uma transversal ou se¢ao transversal local ao
campo X em p € ¥ C M se os vetores de uma base de T,% e o vetor X (p) geram
T,M.

Definigao 1.2.28. Seja M"™ uma variedade compacta e X" (M) o espaco dos
campos de vetores de classe C", r > 0, de M™ munido de uma topologia C".
Dois campos X,Y € X"(M) sao topologicamente equivalentes se existe um
homeomorfismo h : M — M que leva orbitas de X em orbitas de Y preservando
a orientacao das trajetorias, isto €, se p € M e 6 > 0, existe € > 0 tal que para
0<t<d, hXip) = Yi(h(p)) para algum 0 < t < e. Dizemos que h é uma
equivaléncia topoldgica entre X e Y.

Dizemos que os campos X e Y sdo conjugados se existe uma equivaléncia
topoldgica h que preserva o pardmetro t, isto €, h(Xy(p)) = Yi(h(p)) para todo
teR etodope M.

Definig¢ao 1.2.29. Sejam M uma variedade diferencidvel, XY € X"(M), r > 0,
ep,qg e M. X eY sao ditos topologicamente equivalentes em p e q se existem
vizinhancas V,, e W, de p e q respectivamente, e um homeomorfismo h : V, — W,
que leva orbitas de X em drbitas de Y preservando a orientacao da orbitas e

h(p) = q.

Observacgao 1.2.30. Se f : M — N é um difeomorfismo de classe C™, r > 0,
onde M™ e N™ sao variedades diferencidveis. Seja X € X"(M), entao Y = f. X
definido por Y (q) = Df,X(p), com q = f(p) € um campo de classe C" em N,
pois X = DfoXo f7l. Sea: I — M é uma curva integral de X, entdo
foa: I — N éuma curva integral em Y. Em particular, f leva trajetorias de
X em trajetorias de Y .

Sex:UCM—V CR™ ¢éuma carta em M, Y = z,X € um campo de
vetores de classe C" em V. Dizemos que Y € a expressao de X na carta local x.

Teorema 1.2.31. (Fluxo Tubular) Sejam M™ uma variedade diferencidvel
X eX" (M), r>0ep€& M um ponto reqular de X, isto €, X(p) # 0. Sejam
C={(..,2") e R |2° |< 1,1 <i<n} e Xc um campo definido em C por
Xe(z) = (1,0,...,0). Entdo existe um difeomorfismo de classe C", h : V, — C,
onde V), é uma vizinhanca de p em M, levando trajetorias de X em trajetorias
de Xc.

Demonstragao. Seja x : U — Uy C R™ uma carta tal que p € U com z(p) = 0.
Seja x,X o campo de classe C" induzido por X em U;. Como X (p) # 0 temos
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que 2,.X(0) = Dz, X (z7*(0)) = Dx,X(p) # 0 pois Dz, é um isomorfismo. Seja
@ : [—7,7] x Vo = Up o fluxo local de z,X e seja H = {w € R"; (w,z,X(0)) = 0.

Afirmacdo: H é isomorfo a R"!.

O subespago Hy gerado por z,X(0) tem dimensdao 1 em R". Seja H; o
subespaco complementar de Hy em R"”, logo dimensao de H; é igualan—1. E uma
base de R™ é dada pelo n — 1 vetores da base de H; unido com o vetor z, X (0)
da base de Hy. Pelo processo de ortogonalizacao de Gram Schmidt podemos
tornar esses vetores um a um ortogonais, assim H terd como base n — 1 vetores
ortogonais a z,X (0) . Portanto, H ¢ isomorfo a R"~1.

Seja ¢ : [—7,7] x S — Uy onde S = Vo N H. Considere uma base {ey, ..., e, }
de R x H, que é isomorfo a R", onde e; = (1,0,...,0) e {es,..,} C {0} x H,
segue que:
_ 9
ot

Dipgye; =e;, 2<j <n, pois(0,y) =y Vy € S.

Do 0pe (t,0)|t=0 = 2. X ((0,0)) = 2,.X(0) (pela defini¢ao de fluxo local)

Logo Do) : R x H — R™ & um isomorfismo. Pelo Teorema da Funcao
Inversa, 1 é um difeomorfismo de uma vizinhanga de (0,0) em [—7, 7] X S sobre
uma vizinhanga de 0 em R". Portanto, se ¢ > 0 é suficientemente pequeno
Co={(t,z) e Rx S; |t|<e |x|<e}ety:Ce— Uy é arestricao de ¢ a C,

entao 1 é um difeomorfismo C” sobre sua imagem em U.

Além disso, 1; leva orbitas do campo paralelo X em C. em o6rbitas de
z,X. Considere o difeomorfismo C* f : C — C. dado por f(y) = ey e defina
h1 :NLE_IYZf : C — M é um difeomorfismo C” sobre sua imagem. Entao
h:xz71(C.) — C é um difeomorfismo C". O

Seja  uma orbita peridédica de um campo X € X"(M). Por um ponto zq € 7y
considere uma transversal ou secao transversal > ao campo X.

Figura 1.8. Transformacao de Poincaré
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A orbita por z( volta intersectar X no tempo 7 , onde 7 é o periodo de . Pela
continuidade do campo, a orbita por um ponto em X suficientemente proximo a
xo também volta a intersectar 2 em um tempo préoximo a 7.

Seja V' C ¥ uma vizinhanca suficientemente pequena de zy, podemos definir a
aplicagdo P : V — X que cada ponto x € V associa P(z), sendo P(x) o primeiro
ponto onde a 6rbita de x volta a intersectar Y. Esta aplicacao é denominada
transformacao de Poincaré ou funcao de Primeiro Retorno de Poincaré
associada a orbita v e a transversal 2.

Da continuidade dos campos X e —X segue que P é um homeomorfismo de
uma vizinhanca de xy em .

Defini¢ao 1.2.32. Um fluzo tubular de X € X"(M) é um par (F, f) onde F' €
um aberto de M e f é um difeomorfismo C" de F sobre o cubo I" =1 x [""! =
{(z,y) eRxR" L |z|<le ||y ||<1, 1<i<n-—1}, onden éa dimensao
da variedade M.

Se f.X denota o campo induzido por f, isto &, f.X(z,y) =
D fr-1(5 X (f(2,y)) entdo f.X é paralelo ao campo constante (z,y) — (1,0).

O aberto F' da definicao acima é chamado uma caixa de fluxo para o campo
X. No Teorema|l.2.31|temos que se p € M é um ponto regular podemos encontrar
uma caixa de fluxo que contém p.

Teorema 1.2.33. (Fluxo Tubular Longo) Seja v C M um arco de uma
tragetoria de X compacto e nao fechado. Entao existe um fluzo tubular (F, f)
de X tal que v C F.

Demonstracao. Seja «a : [—€,a + €] — M uma curva integral de X tal que
a([0,a]) = v e at) # a(t') se t # t'. Considere o compacto 7 = a([—¢€,a + €).
Como os pontos de 7 sao regulares, pelo Teorema do Fluxo Tubular (1.2.31]),
existe uma cobertura de ¥ por caixas de fluxo. Como ¥ é compacto, segue essa
cobertura admite um ntmero de Lebesgue, entao considere § > 0 o nimero de
Lebesgue desta cobertura. Seja {F7,..., Fi} uma cobertura finita por caixas de
fluxo de didmetro menor que §/2. Devido a escolha do diametro das caixas de
fluxo, temos que se F; N F; = 0 entdo F; U F} esta contido numa mesma caixa
de fluxo de X. Usando essa propriedade podemos, diminuir os F;, se necessério,
agrupa-los de modo que cada F; intersete apenas F;_1 e Fj ;.

F;

F, F,

AN

o(a) o(ate)

Figura 1.9
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Sejam —e = t; < ty < ... < t,, = a+e€ tais que p; = a(t;) € FN7 e denotemos
por I ={(0,y) € I x I"™Y; | y;|<d, 1 <j<n—1}. Sejam (F,, f;) os fluxos
tubulares correspondentes as caixas F;, 1 <7 < k. Temos que X = fl(lg_l é uma
secao transversal a x, uma vez que f; é um difeomorfismo local e p; € ;. Seja
Y = X4, 4, (X) entdo ¥; é uma transversal a X tal que p; € ¥;. Considerando
d > 0 suficientemente pequeno, temos que X; C Fj.

s %3
2

2 3 I
Figura 1.10

Para cada p € ¥ tome ¢ € [0,a + 2¢] tal que p = X3, (p1) e considere a se¢ao
¥, = X¢(X1). Pelo Teorema do Fluxo Tubular temos que ¥, NY, =0sep#qe
que F'= U >, ¢ uma vizinhanca de 7.

peY

Figura 1.11

Na vizinhanca estd definida uma fibragao C" cuja fibra sobre o ponto p é ¥,,.
Isto é, a projecao m : I — 7 que a cada z € I associa o ponto p tal que z € ¥,
¢ uma aplicagdo C". Temos que, se z € F entao z = Xy(xg) com zy € ¥y, assim
m(2) = Xi(p1) €7

Considere a projecao C", my : F' — ¥; que a cada ponto z € F' associa
a interse¢do da oOrbita de z com X, isto é, se z € ¥, e p = Xi(p1) entdo
m(2) = X_4(2). Sejam g, : ¥ — [~1,1] e g» : &1 — ™! dois difeomorfismos.
Definimos, entao f : F — [ x ["~! dada por f(z) = (g1 o m1(2), g2 0 m2(2)). Logo,
(F, f) é um fluxo tubular que contém . O

Observacao 1.2.34. O difeomorfismo f encontrado acima leva orbitas do campo
constante C : [ x I"™' — R"™ dado por C(x,y) = (1,0). Geralmente, f ndo
preserva o pardmetro t, isto €, f,X ndo € igqual ao_campo constante C. No
entanto, podemos encontrar um difeomorfismo f : F — (=b,b) x I, onde
b >0, tal que f*X seja o campo constante.

Com efeito, seja p € v e b > 0 tal que v C U Xi(p) € F. Seja
te(—b,b)
2 C~F uma secao transversal a X pelo ponto p, sziﬁcientemente peqUENG Para
que ' = U Xi(p) esteja contido em F. Se z € F e X_4(2) € ¥, definimos
te(—b,b)
f(z) = (t,hX _4(2)), onde h : X, — "™t é um difeomorfismo C".
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Assim, f é um difeomorfismo C”. Temos que,
[N A VR

a— hHa)

entao,

Fli(=bb) x "5 F =

-

Xi(p)
te(—b,b)

(t,a) — X;(h ().

Seja, a : (—€,€) = M uma curva diferencidvel tal que a(0) = X;(h™'(a))

@/(0) = X(Xu(h"(0))). Logo, foa( ) = [(Xi(h(e)) = (¢, h(h}())) =
( a) € (=b,b) x I"™1 C R™ entao, Dfsy (X(Xt(h_l(oz)) ¢ dado pelo vetor
(1,0), assim f.X é o campo C.

Proposicao 1.2.35. Sejam v uma drbita periddica de um campo X € X" (M),
onde M"™ é uma variedade diferencidvel, e ¥ € uma transversal a X por um ponto
pEy SePs:UCX — X €a transformacao de Poincaré entao Ps € um
difeomorfismo de classe C" de uma vizinhangca V' de p sobre um aberto de 3.

Demonstragao. Sejam (Fy, f1) um fluxo tubular contendo p e (Fy, fo) um fluxo
tubular longo tal que v C F} U F; como na figura. Sejam X; e Yy as componentes
do bordo de F, que sdo transversais a X, isto é, X1 = f;'({—1} x I"™!) e

2 ({1} x 1),

Denotaremos por w1 : V. C X — Y, Ty : 21 — 2o € M3 & 2o — X as projecoes
ao longo das trajetorias de X, onde V' é uma vizinhanca pequena de p.

Figura 1.12

Assim Py, = w3 0 mp o . Usando o Teorema do Fluxo Tubular Longo temos
3

que 71, Ty € 73 sao de classe C", logo Py, é de classe C”. Como Py, tem uma inversa

de classe C", que é a transformacao de Poincaré correspondente ao campo —X,
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segue que Py é um difeomorfismo de classe C" de uma vizinhanga V' de p sobre
um aberto de X. O

De forma mais geral, podemos definir a transformacao de Poincaré para as
extremidades de um arco compacto e nao fechado de uma trajetéria de um campo
X € X"(M). Sejam p, q as extremidades desse arco compacto, pelo Teorema do
Fluxo Tubular Longo, podemos construir transversais ¥, e Y, passando pelos
pontos p e g, respectivamente. Temos que ¢ = X, (p) para algum 7 € R, devido
a continuidade do campo, numa vizinhanca V de p suficientemente pequena os
pontos desta vizinhanga intersectam Yo num tempo proximo a 7 (se necessario
considere a primeira interse¢ao).

Z %,

Figura 1.13

Definimos a fungao ou transformacao de Poincaré pela aplicacao P :
V C ¥; — 3, tal que para cada ponto x € V associa o ponto P(x), onde P(z)
é a primeira intersecao da orbita de x com Y. Como feito anteriormente, temos
que a transformacao de Poincaré serd um difeomorfismo de classe C" de uma
vizinhanca p sobre um aberto de .

Definigao 1.2.36. Seja M™ uma variedade diferencidvel compacta, X € X" (M),
r > 1 e~y é uma orbita periodica de periodo T com p € -y, pela Proposicao
temos que os autovalores de (DXr), sao 1,1, ...; \p—1. Entdo os n — 1
autovalores Aq, ..., \,_1 sao chamados de multiplicadores caracteristicos ou
(autovalores) da orbita periddica. Note que também pela Proposi¢ao 08
autovalores nao dependem da escolha do ponto p € 7.

Seja v uma orbita periodica de periodo T de um campo X € X" (M), r > 0
numa variedade diferenciavel compacta M™. Considere a seguinte decomposi¢ao
do espago tangente restrito a v como um conjunto compacto e invariante em M:

T,M = E} ® E; ® E,

para cada ponto p € v, com D(X;),E7 = E°(p), para o = u, s, X. Aqui @ denota
soma direta.

Considere (DX7r), a derivada em p de X¢: M — M e, sejam 1, Ay, -+, Ay
os autovalores de (DXr),, tais que A\, # 1, Vk = 1,...,n — 1. Os subfibrados E;
e I} estao associados aos autovalores de (DXr), de modo que o subfibrado E;
estd associado aos autovalores \; tais que | \; |< 1, enquanto E} esta associado
aos autolavores \; tais que | A; |> 1. O subfibrado E;( gerado pelo campo esta
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associado ao autovalor 1, como X (p) # 0, para todo p € v temos que dimE;( =1
e, podemos escrever EX = (X (p)), onde (X (p)) denota o subespago gerado pelo
vetor X (p). Para mais detalhes ver [17] e [18].

Uma orbita periddica com estas propriedades é dita ser uma orbita periddica
hiperbélica.

Definicao 1.2.37. Uma orbita periddica v hiperbolica é dita ser tipo sela quando
dimE; # 0 e dimE; # 0, p € 7.

Definicao 1.2.38. Os conjuntos:

W (p) ={q € M; d(X:(p), X:(q)) = 0, quandot — oo}

W(p) ={q € M; d(X;(p), Xi(q)) — 0, quandot — —o0}

sao chamados respectivamente variedade estdvel e instdvel forte do
ponto p para o campo de vetores X. Onde d denota a métrica Riemanniana
da variedade M.

Dado € > 0, a variedade estavel local de tamanho ¢ do pontop € M é o
conjunto denotado por W5*(p) dos pontos y € M tais que

lim d(X;(p), Xi(y)) =0

t—+o00

d(Xe(p), Xe(y)) <€, Vt>0.

Analogamente, define-se a variedade instavel local de tamanho ¢ de um
ponto p € M.

A nocao de hiperbélico, assim como as variedades estaveis e instaveis
locais podem ser generalizadas para um conjunto A C M compacto e invariante
pelo fluxo, 0 mesmo ocorre para o teorema a seguir e as defini¢oes relacionadas
com hiperbolicidade, ver [8]. Para nosso trabalho consideraremos A = .

Teorema 1.2.39. (Teorema da Variedade Estdvel para Fluzos). Seja
AN C M um conjunto hiperbolico invariante para um fluro X;. Entao existe € > 0
tal que para cada ponto p € A existem dois discos merqulhados W2 (p) e W (p)
08 quais sao tangentes a E; e E;j, respectivamente.

Demonstragao. Ver [8] ou [17]. O

Assim as variedades estavel e instavel forte de um ponto p € M para um
campo de vetores X podem ser obtidas como

s (p) _ U X?t(Wss(Xt (p))

t>0
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W (p) = U Xe(WE(Xi(p))-

>0

Definimos a variedade estavel e instavel de um ponto p € M para o campo
de vetores X como sendo respectivamente os conjuntos

W (p) = W (Xu(p))

teR

W (p) = [J W (Xu(p)).

teR

Se A é um conjunto hiperboélico para um fluxo X, entdao W?*(p) e W*(p)
sao variedades tangentes a E° @ EX e E* @ EX, respectivamente, e dependem
continuamente de p. Maiores detalhes ver [8] e [21].

Considere M uma 3-variedade diferenciavel, X € X"(M), r > 1, v uma oOrbita
periddica hiperbolica tipo sela de periodo T > 0. Neste caso, os autovalores de
(DX7r),, com p € 7, s@o 1, A1, Ao. Devemos ter que | A\; [< 1 e | Ay [> 1, assim
A1, A2 sd@0 ntimeros reais. Logo, (DXr), possui trés autovalores reais e distintos
dois a dois, entdo existe uma base {vg,v1,v9} de T,M (isomorfo a R?*), onde v;,
0 < < 2sao0 os autovetores associados aos autovalores 1, A1, Ay, respectivamente.

Assim, EX & o subespaco gerado pelo autovalor vy = X associado ao
) D )
autovalor 1, EJ é o subespago gerado por vy associado ao autovalor Ay, E é o
subespaco gerado por vy associado ao autovalor .

Figura 1.14

Devido as hipdteses podemos escrever (DXr), comor:

1 0 0
(DX7), =10 A 0
0 0 X

Como (DX,)r é um isomorfismo, tem-se que A\ # 0 e Ay # 0. Seja W*(p)
a variedade forte do ponto p € v, que € tangente ao subespaco £ (ver Teorema

1.2.39). Temos que Xp(W*(p)) = W?*(p), pois se y € Xp(W**(p)) entdo
y = Xr(z) com x € W*(p) entao x = X_r(y), logo:

d(Xi(z), Xi(p)) = 0, t = 00 =
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= d(Xy(X_7(y), Xe(X_7(p)) = 0, t = 00 =
= d(Xi—7(y), Xe—7(p)) = 0, t =T — 00 =
=y € W*(p).

Portanto, Xp(W*(p)) C W*(p). E, por outro lado, se z € W*(p) entdo
d(X¢(z), X¢(p)) = 0, t = 00. Seja s =t — T assim s — o0 e,

d(Xs(z), Xs(p)) = 0, s > 00 =

= d(Xi—7(2), Xi-1(p)) = 0, t 5 00 =
= d(X(X_r(2)), Xe(X_1(p))) = 0=
= d(Xy(X_r(z)), Xi(p)) = 0=
= X_r(z) e W*(p) =
=z € Xp(W*(p)).

Logo, X7 (W**(p)) = W*(p). Agora, fazendo a restricdo de Xr a W*(p)
temos que:

Xr : W*(p) — W*(p)

€,

(DXT):D

. s s
Eﬁ‘Ep%Ep

tal que
(DXT>p‘EgU = )\1’1), Yv € E;

Como W**(p) tem dimensdo um e é tangente ao subespago E5 gerado pelo
autovetor v; temos que W#*(p) é homeomorfo a um intervalo da reta. Assim,
podemos identificar (DXr),|gs positiva ou negativa dependendo do valor A;.
Caso, A; > 0 teremos que f = Xp|yss(p) ¢ uma funcao crescente.

W¥(p)

<

Figura 1.15. Variedade Estavel Forte
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Considere que p = 0 no intervalo real ao qual W*(p) é homeomorfo,
como ilustrado na Figura [1.15] onde + indica a parte positiva e — a parte
negativa do intervalo real. Como f(p) = f(0) = 0 e, f & crescente temos que
r<0= f(z) <0e, também f(y) >0, Yy > 0.

A Figura descreve o comportamento da orbita de dois pontos x,y na
variedade tais que x < 0 < y. Note que, neste caso, o saturacao de W**(p) pelo
fluxo nos d& uma variedade homeomorfa a um anel (ou cilindro), assim W?#(~y)
serd homeomorfa a um anel.

Figura 1.16. Variedade Estéavel

No caso, que f é decrescente temos que se z < 0 entao f(z) > f(0) =0
e,y > 0= f(y) <0. Geometricamente, o saturado pelo fluxo de W**(p) sera
homeomorfo a uma faixa de Méebius, neste caso W#(y) serd homeomorfo a uma
faixa de Moebius.

Figura 1.17



Capitulo 2

Nocoes de Topologia Algébrica e
Aspectos Topologicos

Neste capitulo abordaremos conceitos introdutoérios sobre topologia algébrica
e alguns aspectos topoloégicos, que juntamente com o capitulo anterior, serao de
extrema importancia para uma melhor compreensao do trabalho.

2.1 Conceitos basicos de Topologia Algébrica

O objetivo principal dessa secao serda definir e apresentar resultados
importantes sobre o primeiro grupo fundamental. Para mais detalhes sobre o
assunto indicamos as referéncias [14], [19] e [20].

Sejam M e N variedades, f,g: M — N duas aplica¢oes continuas e I = [0, 1].

Definicao 2.1.1. Dizemos que f e g sao homotldpicas quando existe uma
aplicacao continua
H:MxI—N
tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x) Vo € M.
A aplicagao H é chamada homotopia entre f e g. Notagao: H : f ~ g ou f ~ g.

A homotopia pode ser interpretada como uma deformacao da aplicacao f até
a aplicagdo g num intervalo de tempo I = [0, 1], onde no tempo zero temos a
aplicacao f e no tempo 1 temos a aplicagao g.

Vale ressaltar a importancia do contradominio na homotopia, pois é nele que
o processo de deformagcao ocorre.

Definicao 2.1.2. Considere dois homeomorfismo f : M — N eg: M — N.
Dizemos que f e g sao tsotdépicas quando existe uma aplicacdo continua

H:MxI—N

tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(z) Yx € M e, para cada t € I tem-se que
H; : M — N é um homeomorfismo.

34
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Note que toda isotopia € também uma homotopia.
Proposicao 2.1.3. A relacdo de homotopia, f ~ g € uma relacdo de equivaléncia
das aplicacoes continuas de M em N.
Demonstracao. 1. Reflexiva:

Seja f : M — N uma aplicagdo continua, entao considere, F' : M x I — N
dada por:

F(z,t) = f(x).
Agsim, F' é uma homotopia entre f e f. Portanto, ~ é reflexiva.
2. Simétrica:

Sejam f,g : M — N aplicagoes continuas, tais que f ~ g, logo existe uma
aplicacao continua:
F:MxI—N

tal que F(x,0) = f(x) e F(z,1) = g(z).
Defina, K : M x I — N dada por:
K(z,t) = F(x,1 —1).

Entao,
K(z,0) = F(z,1) = g(z)

K(z,1) = F(z,0) = f(2)

e, K ¢é continua, pois F' é continua. Logo, K é uma homotopia entre g e f, ou
seja, g ~ f. Portanto, ~ é simétrica.

3. Transitiva:
Sejam f,g,h : M — N continuas tais que F': f ~ge G : g ~ h. Entao:
F(z,0) = f(2), Flz,1) = g(a)

G(z,0) = g(z), G(z,1) = h(x).

Defina
L:-MxI—N
tal que
B F(z,2t), se 0<t< %,
L@Q{Gm%—n,%ggtgl

Como L(z,3) = F(z,1) = g(z) = H(x,0), segue que L ¢ continua. Assim, L
¢ uma homotopia entre f e h. Logo, ~ é transitiva.

Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia. O
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Proposicao 2.1.4. Sejam f,f : M — N eg,g : N — S aplicagbes continuas.
Se f~ f ego g entio gof ~ g of. Istoé, a composicio de aplicacies
homotopicas preserva homotopias.

Demonstrag¢ao. Sejam:
F : M x I — N uma homotopia ente f e f, entdo:

F(z,0) = f(z) e F(x,1) = f/(a:)

e G: N x I — S uma homotopia entre g e ¢, assim:

/

G(z,0) = g(y) e G(y, 1) = g (y).
Defina, L : M x I — S dada por:
L(z,t) = G(F(x,1),1)
L é continua (composta de fungdes continuas) e:

L(z,0) = G(F(x,0),0) = G(f(x),0) = g(f(x)) = g o f(x)

!/ / ’

L(z,1) = G(F(z,1),1) = G(f (2),1) = g (f (x)) = g o [ (2).
Portanto, L ¢ uma homotopia entre foge f og’, ouseja, gof ~g of. O

Definicao 2.1.5. As classes de equivaléncia sequndo a relacdo de homotopia sdo
denominadas classes de homotop:ia.

Exemplo 2.1.6. Um campo de vetores continuo tangente em S™ € uma aplicagao
continua v : S — R tal que < x,v(x) >= 0 Vo € S™. Se existe um campo
continuo de wvetores tangentes e nao-nulos em S™ entao a aplicagao antipoda
a: S — S™ é homotdpica a identidade.

De fato, v : S™ — R"™! continuo, tangente e nao-nulo em S™, definimos a
aplicacao f : S™ — S™ dada por:

B x +v(x)
Uy

Entao, f € continua e f(z) # x, Yo € S™ (assim, f(x) # —a(x) Vo e S").
Logo, (1 —t)f(z) + ta(x) #0, YVt € I =[0,1] e Vo € S™, temos que:

F:5"x— 8"
(1 —=t)f(x) + ta(zx)

F(z,1) = | (1=t f(z) +talz) |

Seque que,
f(z)

Fe 0= 5w

= f(z)
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= —04(95) = a(x
B ) = a@n = @

Assim, F' é uma homotopia entre f e «, entdo f ~ «a. Por outro lado,
definindo H : S™ x [ — S™ tal que

x + tv(zx)

H(x,t):m.

Logo,
x
H(z,0) = —— =
|z |
r+ v(x)

H(xz,1) = m = f(x).

H é uma homotopia entre idgn e f. Entao, f ~ a e idgn ~ f, como ~ é uma
relacdo de equivaléncia, Proposicdo temos que idgn ~ .

Definicao 2.1.7. Uma aplicacio continua f : M — N chama-se uma
equivaléncia homotopica quando existe g : N — M continua tal que gof ~ idy
e fog~idy. Dizemos que g € um wnverso homotopico de f e que M e N
tem o mesmo tipo de homotopia. Notacio: f: M =N ou M = N.

Exemplo 2.1.8. O cilindro, S* x R, tem o mesmo tipo de homotopia do circulo,
St

Sk {0

Figura 2.1

Vamos mostrar que S' xR = S'x {0} = S. Considere, f: S'xR — S x {0}
definida por
f(z,t) = (2,0).

E, a inclusio i : S* x {0} — S* x R. Defina:
H:(S'xR)xI— S"'xR tal que

H((x,t),s) = (z,1s).
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H ¢ continua e,

H((z,1),0) = (z,0) = (g0 f)(=,1)
H((z,1),1) = idsixr(z, ).
Entao, H é uma homotopia entre go [ e idsiyg. Além disso, f oi(x,0) =
(z,0) = idgi«q0y(x,0). Logo, S' x R = S x {0}.
Exemplo 2.1.9. A faiza de Miebius tem o mesmo tipo de homotopia de S*.
Ver [20)].

Definicao 2.1.10. Uma variedade M ¢ dita contrdtil quando tem o mesmo tipo
de homotopia de um ponto.

Proposicao 2.1.11. M ¢€ contrdtil se, e somente se, a aplicagcao tdentidade
id: M — M é homotopica a uma aplicacao constante de M.

Demonstra¢ao. (=) Como M é contratil temos que f : M — {z} é uma
equivaléncia homotopica ( x € M), assim existe uma aplicacdo continua g :
{x} — M tal que g é o inverso homotopico de f, entao go f =~ idy,.

Mas, go f : M — {z} logo g o f é uma aplicacdo constante de M. Sendo,
go f ~idy, segue que a id : M — M é homotdpica a uma aplicacao constante
em M.

(<) Seja f : M — {z}, v € M, uma aplicacdo constante tal que f =~ idy,.
Entao, pela Proposi¢ao|2.1.4] segue que foidy =~ idyroidyy, ou seja, foidy =~ idyy.
E, também que idy; o f =~ idy; o idyy, logo idy o f = idyy.

Como f oidy =~ tdy e idy o f ~ idy, temos que f é uma equivaléncia
homotopica assim M e {x} tem o mesmo tipo de homotopia. Logo, M é
contratil. O]

Exemplo 2.1.12. R" é contrdtil.

De fato, considere a identidade de R™, id : R™ — R", e aplicacdo constante
g :R" = R™ tal que g(x) = p, Vo € R™. Como R™ é convexo seque que o segmento
(1—t)x+tp, t € [0,1] estd inteiramente contido em R™. Assim, podemos definir:

H:R"xI—R" dada por
H(xz,t) = (1 —1t)z +tp.

Entao,

H(z,0) =2 =id(z)
H(z,1) =p=g().
Como H ¢é continua entao H é uma homotopia entre a id : R* — R” e

aplicacao constante g : R™ — R", assim pela Proposicao [2.1.11 temos que R™ €
conlrdtil.
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Proposicao 2.1.13. Se M ou N ¢ contrdatil entao toda aplicacao f: M — N é
homotopica a uma constante.

Demonstracao. Suponha que M seja contratil, entao pela Proposicao 2.1.11}
existe uma homotopia:
H:MxI—-M

entre a idy, e aplicacao constante g : M — M, tal que g(z) = p, Vo € M. Temos
que,
H(z,0) =idpy(z) =2, VeeM

H(z,1)=g(z)=p, Vre M.

Seja f: M — N uma aplicacao continua qualquer. Considere:

F:MxI— N dada por
F(ZL’,t) = (fOH)(l’,t) = f(H(l’,t))

Assim,

Logo, F' é uma homotopia entre f e a constante f(p).

Agora, se consideramos N contratil entao existe uma homotopia: K : N xI —
N entre a idy e a aplicacdo constante ¢ : N — N, tal que ¢(x) = ¢ Vo € N.
Defina:
L: M x I — N tal que

L(z,t) = K(f((x),t).
Entao,
L(z,0) = K(f(x),0) = wdn(f(z)) = f(x)
L(z,1) = K(f(2),1) = c(f(2)) = ¢
Segue que, L é uma homotopia entre f e uma constante. Portanto, se M ou

N é contratil temos que qualquer aplicacao f : M — N continua ¢ homotopica a
uma constante. 0

Diremos que (M, A) é um par de espacos topologicos quando A C M for
um subespago de M.Dados os pares (M, A) e (N, B) uma aplicagdo continua
f:(M,A) — (N, B) tal que f(A) C B.

Definigao 2.1.14. Dadas as aplicagoes continuas f,g : (M,A) — (N, B) uma
homotopia de pares entre f e g € uma aplicacio continua:

H:(Mx1I,AxI)— (N,B)

tal que H(z,0) = f(x), H(z,1) = g(z) Vo € M.
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Definicao 2.1.15. Dadas f,g: M — N continuas, dizemos que f ¢ homotopica
a g relativamente a um subespaco A C M quando eriste uma homotopia
H: f ~ g tal que:

H(z,t) = f(x) =g(z), Vze A

Denotamos por: f ~ g (rel A).

Podemos perceber que para existir uma homotopia relativa a A C M entre
fig: M — N é necessario que f(x) = g(z), V€ A.

Exemplo 2.1.16. A aplicacao identidade id : R —{0} — R"—{0} € homotdpica
a aplicagao radial v : R" — {0} — R" — {0} dada por r(z) = Ta7 relativamente ao
subespaco S™1.

De fato, considere o segmento dado por (1—t)z+t%, comz € R" et € [0,1],

ek
estd inteiramente contido em R"™ (uma vez que R™ € convexo).

Afirmagao: (1 — t)z + tﬁ nao contém a origem de R™, isto €, estd contido

em R™ — {0}.

Suponha, por absurdo, que (1 —t)x + tﬁ contém a origem de R™, entao:

(1—t)x+ t— =0 para algum t € [0, 1].

(KA
Entao,
r(1—t)+t—)=0=(1—1t)+t——-) =0.
|| | ]
Se || x ||=1 entdo 1 =0 um absurdo. Logo || x ||# 1.
Assim,
=]
[z ]l -1
Caso 1. Se || z ||< 1 teriamos que (|| x || —1) < 0 assim t < 0, um absurdo pois
t €10,1].

Caso 2. Se || z ||> 1 entdo:
O <[l =1 <=

Logo, t > 1 (um absurdo pois t € [0,1]).

Temos que, (1 —t)x 4+t estd contido em R™ — {0}.

lll
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Assim podemos definir a aplicacao continua:

H:R"—{0} x I - R"—{0} tal que

Hiw,t) = (1= )+ 1, z H
Entao,
H(x,0) =z =id(x)
Hw ) = i =)

Logo, H é uma homotopia entre id : R" — {0} - R™ — {0} er: R" — {0} —
R™ — {0}.

Agora, se v € S"7 temos que id(z) = r(z) e,

H(z,t) = =id(z) = r(z), VreS" '

Portanto, id ~ r (rel S™1).

Definigao 2.1.17. Seja A C M, A é um retrato de M se existe uma funcao
continua sobrejetiva r : M — A tal que com a inclusao i : A — M o sequinte
diagrama comuta:

M——A

b

A

Ou seja, roi=1ds. A funcdao r € dita retracao entre M e A.

Definicao 2.1.18. Seja A C M. A € dito retrato por deformacao de M se
existe uma retracao r - M — A tal que

101 ~idyy.

1: A — M denota inclusao de A em M.

Exemplo 2.1.19. S x {0} € S x R é um retrato por deformacdo do cilindro,
St x R.

Basta considerar r = f no exemplo[2.1.8

Observacao 2.1.20. Se A C M ¢é um retrato por deformacdao de M, entdo
M = A.

De fato, temos que tor ~idy; eroi =idy, onder : M — A denota a func¢do
retracao e i denota a inclusio de A em M. Logo, M = A.
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2.1.1 Grupo Fundamental

Definicao 2.1.21. Diremos que dois caminhos o, : I — M sao caminhos
homotdpicos com extremos fizos quando tivermos o ~ [ (rel OI). Assim uma
homotopia H : o ~ [ € uma aplicacdo continua:

H:IxI—M
tal que
H(s,0) = a(s), H(s,1)=p5(s)
H(0,t) = a(0) = B(0
H(1,t) = a(1) = 5(1).

Para quaisquer que sejam t,s € I. Denotaremos por [a] a classe de homotopia
do caminho «, isto €, o conjunto de todos os caminhos que possuem as mesmas
extremidades de o e que sao homotopicos a « com extremos fizos durante a
homotopia.

Observe que para dois caminhos a e [ sejam caminhos homotopicos é
necessario que tenham a mesma extremidade, ou seja, «(0) = 3(0) e (1) = 5(1).

Um caso particular da definicado acima é quando os caminhos a e [ sao
fechados (isto ¢, a(0) = £(0) = a(l) = B(1) = x), entdo o ~ [ se existe
uma aplicacao continua:

H:IxI—>M

tal que
H(s,0) = a(s), H(s,1) = p8(s)

H(0,t) = H(1,t) = x.

Definicao 2.1.22. Sejam o, : I — M caminhos que o fim de « coincide
com a extremidade de B, ou seja, a(l) = ((0). Definimos o produto aff ou
Justaposicao como sendo o caminho que consiste em percorrer o e depois 3.
Assim aff : I — M € o novo caminho dado por:

a(2s), se 0
aﬁ(s):{ B(2s —1), se %

1
29
1.

IAIA

<s
<s

Como «(1) = $(0) as regras acima definem bem uma aplicagdo aff : [ — M
tal que O‘m[o,%] e aﬁ\[%’u sao continuas. Entao, af é continua e assim é um
caminho que comeca em «(0) e termina em [5(1).

Definicao 2.1.23. O caminho inverso de« : I — M é o caminho o™ : [ — M
dado por:
al(s)=a(l—s), 0<s<l.
Seja j : I — I afungao dada por j(s) = 1—s. Entdo a~! = aoj. Denotaremos
por €, o caminho constante em x € M, isto é, €,(s) = z, Vs € I. Sua classe de
homotopia serd denotada por [g,].
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Sejam «, 5 : I — M caminhos tais que «(1) = 3(0), entao:

Proposicdo 2.1.24. Sea~a e ~f entio af ~a'f ea™' ~ (o).

Demonstracio. Se H:a~a' e K : B~ 3 sdo homotopicos. Defina
L:1x1— M dada por:

B H(2s,t), se 0<s

L(S’t)_{K(Qs—l,t), se 1<s

Como H(1,t)

K(0,1) =

a(l) = 5(0), Vt € I, temos que L estd bem
definida. Além disso, L([O,%]XI) e L([%,O]XI) sao continuas entao L é continua em
I x I. Temos que:

L(s,0) = H(25,0) = a(s), 5 € [0, %]
L(s,0) = K(25 — 1,0) = B(s), s € [0, %].
Assim, L(s,0) = af(s).

Analogamente, tem-se que L(s, 1) = o'f'(s). E,

L(0,t) = H(0,t) = a (0)

Temos que,

L(0,t) = aB(0) = o' B'(0)
L(1,t) = H(1,t) = a' (1) = a(1) = B(1)

Entao,
L(0,1) = ap(1) = a'B (1),
Com isso concluimos que L é uma homotopia entre o8 e o'5". Portanto,
af~a'f.

Agora, considere:

G:IxI— M definada por

G(s,t) = H(1 — s,t).

Assim,
G(s,0) = H(1 —5,0)=a!
G(s,1) = H(1 —s5,1) = (o/)?
G(0,t) = H(1,t) = a(1) = a7 1(0) = &' (1) = (a')—1(0)
G(1,t) = H(0,t) =
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Como G é continua temos que G é uma homotopia entre o~ e (')~
Portanto, o' ~ (o)~ O

Considere as classes [ e [f] dos caminhos em M que tem origem num ponto
x € M e terminam num ponto y € M e que tem origem em ¥y e terminam num
ponto z € M, respectivamente.

Definigao 2.1.25. Definimos a classe do produto [af] como sendo o conjunto
de todos os caminhos homotdpicos ao caminho off, onde o € o] e B € [5]. Por

defini¢ao: [o][B] = [af].

Definimos também, a classe inversa de [a] como sendo a classe do caminho

a™t, onde o € [a], denotada por [a™!]

A Proposigao [2.1.24] mostra que [a5] nao depende da escolha dos caminhos
a € [a] e B € [B] e, também que [@™!] nao depende da escolha de a € [a].
Portanto, [a3] e [a™!] estao bem definidos.

Proposicao 2.1.26. ([1jl/) Sejam «, B,y : I — M caminhos tais que um deles
terminam onde o sequinte comega. Considere suas classes de homotopia [a], o],
(7] e a(0) =z a(l) =y, onde x,y € M. Sejam ¢, e g, os caminhos constantes
de x e de y, respectivamente e [e,], [e,] as classes de homotopia desses caminhos
constantes. Entao:

1. falfa™] = )
2. [a o] = [¢,)
3. [eallal = [o] = [olle,]

Em particular, se consideramos na proposi¢ao acima, os caminhos «, 3,7 :
I — M fechados tais que «(0) = (1) = 5(0) = B(1) = v(0) = ¥(1) = x, com
xr € M, teriamos que:

[a]la™"] = [e]
[0 o] = [e]
ealla] = [ = [a]e.].

Assim com estas propriedades e a propriedade 4 da Proposigao [2.1.26] as
classes de homotopias dos caminhos fechados num ponto x € M constitui um
grupo com a operagao de produto de caminhos. Com isso podemos dar a seguinte
definicao.

Defini¢ao 2.1.27. Considere pares do tipo (M,xqy), ©o € M serd chamado
ponto bdsico de M. Os caminhos o : (1,0I) — (M,xy) serao chamados
caminhos fechados com base no ponto xy. O conjunto formados pelas classes
de homotopias de caminhos fechados com base no ponto xy € chamado grupo
fundamental de M com base no ponto xo, denotado por m (M, xg).
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Teorema 2.1.28. Dados xg,x1 € M, se xy e x1 pertencem a mesma componente
conezxa por caminhos de M entao w (M, xy) e m (M, x1) sao isomorfos.

Demonstracao. Como xy e x; pertencem a mesma componente conexa por
caminhos de M, entao existe uma caminho v : I — M que liga zy a x1, ou
seja, 7(0) = xg e ¥(1) = x1. Se a ¢ um caminho fechado de zq entdo v 'ay ¢ um
caminho fechado de ;.

Entdo, se o ~ a', pela Proposicio temos que Yy lay ~ fy‘lo/’y.
Logo, se [a] = [&] segue que [y 'ay] ~ [y~'a'v], portanto dado um elemento
[a] € 71 (M, zg) a aplicagdo [a] — [y 'ay] induz um tnico elemento [y 'ay] €
m1 (M, x1). Denotaremos essa aplica¢ao por:

P, :m(M,x9) = m(M,z;) dada por
Py([o]) = [y~ o],

Dados [a], [8] € m1 (M, xy) temos que

Py([o][8) = [y ell8IN]
= [ by B0
= (D810
= By([e) B4 (18])-

Assim, P, ¢ um homomorfismo. Considere a aplica¢ao:

Pt (M, ay) — m (M, xo)  tal que
PH([8]) = By~

Temos que P;l ¢ a inversa de P,. De fato, pois

PrloPy(a)) = P7H([yan])
= W‘law”]

Analogamente, tem-se que P, o P*([8]) = [B]. Entao, P! o P, = idx, (320
e P,y o P,Y_l = idm(M,ffl)'

Portanto, P, ¢ um isomorfismo. O

Corolario 2.1.29. Se M ¢ conezxo por caminhos entao para quaisquer pontos
basicos xg, x1 € M tem-se que m (M, xy) e m (M, x1) sao isomorfos.

Demonstracao. Como M é conexo por caminhos, entao possui uma Tnica
componente conexa por caminhos (o proprio M), a conclusdo segue diretamente
da aplicacao do Teorema [2.1.28 [

O corolario acima mostra que quando M é conexo por caminhos o grupo
fundamental independe do ponto base escolhido, assim podemos representar o
grupo fundamental por 7 (M) sem nenhuma referéncia explicita ao ponto basico.
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Definicdo 2.1.30. Se m(M,z) = {[e.]|}, para todo x € M, onde [e,] denota
a classe de homotopia do caminho constante no ponto x, dizemos que M ¢é
sitmplesmente conexo. Isto significa que todo caminho fechado o : I — M
com base num ponto x € M tem-se que o >~ &,.

Exemplo 2.1.31. 1. Se M € contrdtil entao M ¢é simplesmente conero.
2. Sen>1, entao S™ € simplesmente conexo.

Ver [17).

Definicao 2.1.32. Uma aplicacao f : M — N continua induz um
homomorfismo(yo = f(xo)):

fu:m (M, 20) — 7 (N, yo)

definido por:
fe([o]) = [f oo

fx € chamado homomorfismo induzido pela aplicacao f.

/ . .
Como a ~ a' segue que existe uma homotopia:

F:IxI—M
tal que
F(s,0)=a(s), F(s,1)=a(s)
F(0,t) = F(1,t) = x.
Considere:

H:IxI— N dada por:
H(s,t) = foF(s,t).
H é continua, pois é a composta de aplicagoes continuas. E, também:

H(s,0) = foF(s,0) = foa(s)

Entdo, foa ~ foa’, assim fu esta bem definido.
Além disso, f o (a) = (f 0 a)(f o 8).
De fato, aff : I — M tal que:

a(2s), se (1)
2

039 ={ yor )

IAIN
» O
IA IN
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Logo, fo(af): I — N édada por:

1
S 9
s<1

IA IN
IAIA

foa(2s), se 0
fO(ozﬁ)(S)Z{ foB(2s—1), se 1

Assim, f o (af)(s) = (f o a(s))(f o B(s)), Vs € I. Portanto, f o (af) =
(foa)(fop). Entao fu([af]) = fa([a])fs([5]), concluimos que fx ¢ um

homomorfismo.

Se id : M — M ¢é a aplicagao identidade entdo idy : m (M, xo) — m (M, x0) &
o homomorfismo identidade.

Observacao 2.1.33. Temos que se h : M — N ¢ um homeomorfismo entdo
hy = (M, x0) — 71 (N,v0), h(zo) = Yo, € um isomorfismo.

De fato,como h : M — N € continua ja temos que hy : m (M, z9) — m (N, yo),
h(xo) = yo , dado por hy([a]) = [ho ] é um homomorfismo induzido por h.

Sendo h um homeomorfismo existe h™* : N — M e h™! é continua, logo
h; s m (N, y0) = m(M,x0) dado por h;([ﬁ}) = [h™t o B8] € um homomorfismo
induzido por h™1.

Entao,
hy' ohy(la]) = hy'([hoal)
= [hlohoq]
= [a]
E7
hy o hG ([8]) = hy([h™" o))
= [hoh tof]
= [A].

Logo, hy : m(M,zq) — m(M,yo) € invertivel e sua inversa € dada por
h; c m(N,yo) = m(M,x0). Portanto, hy : m(M,xo) — m(M,yo) € um
isomorfismo. Com isso, observa-se que variedades homeomorfas possuem grupos
grupos fundamentais isomorfos.

Definicao 2.1.34. Dizemos que dois caminhos fechados o, — M sao
livremente homotdpicos quando existe uma aplicacdo continua H : [ x I — M
tal que

H(s,0) = a(s), H(s,1)=p5(s)
H(0,t) = H(1,1).

Para quaisquer s,t € 1. A wltima igualdade significa que para todot € I o
caminho Hy : I — M dado por Hy(s) = H(s,t) é um caminho fechado. Note que
a relacao de caminhos livremente homotopicos € uma relacao de equivaléncia.
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Exemplo 2.1.35. Os caminhos o e v no cilindro sao livremente homotdpicos,

ver Figura[2.2

Figura 2.2. Livremente Homotopicos

A proposicdo a seguir relaciona os conceitos de caminhos livremente
homotopicos com caminhos homotopicos.

Proposicao 2.1.36. ([14/) Sejam o, : I — M caminhos fechados, com base
nos pontos x ey respectivamente. Os caminhos a e 3 sao livremente homotopicos
se e somente se existe um caminho v : I — M, ligando x a y tal que o ~ v3y~ L.

Observacao 2.1.37. Seja M conexa por caminhos e o, 5 : I — M dois caminhos
fechados, com base nos pontos x ey, respectivamente, sao livremente homotdpicos
e, o caminho B € homotdpico a uma constante. Entao o também é homotdpico a
uma constante.

Vamos denotar os caminhos constantes em x ey por g, e g, respectivamente.
Pela Proposicio temos que o ~ By, onde v é o caminho que liga 0s
pontos x ey, isto €, v(0) =z e y(1) = y. Assim,

B~e, =B ~cey, = 78y =g,y

1

Como wsy'y*l ~ e, eyBy T ~ atemos que a >~ .. Portanto, o € homotdpico

a uma constante.

Corolario 2.1.38. Sejam f,g : M — N continuas e homotdpicas. Entao os
homomorfismos induzidos:

fo m(M,x) = 71 (N, yo)

gy m(M,z) — 71 (N, y1).

Yo = f(x) e y1 = g(z) estao relacionados por fu = Pyogy, onde Py : m (N, y;) —
m (N, yo) € um isomorfismo definido na forma do Teorema [2.1.28

Demonstracao. Seja H : M x I — N uma homotopia entre f e g, entao
H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x). O caminho v : I — M dado por ~(t) = H(z,t)
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¢ um caminho ligando v(0) = H(z,0) = f(x) =y ay(1) = H(1,z) = g(z) = v.
Para todo caminho fechado o : I — M com base em x considere a aplicacao:

F:IxI—N
(s,t) — H(a(s),t).

Tem-se que,

F(s,1) = H(a(s),1) = g(a(s)) = g o a(s)
F(0,t) = H(a(0),t) = H(z,t) = H(a(1),t) = F(L,1).

Assim, foa e goa sdo livremente homoto6picos. Pela Proposicao [2.1.36] segue
que foa~vy(goa)y ! Entdo,

fa([a]) = [foq]
= [y(goa)y™]
= ygx([a))y
= Py(gx(a)).

Portanto, fu = P, o g4, isto significa que o diagrama abaixo é comutativo.

f
771<M737) S 7T1(N7y0)

o

ﬂ-l(N7 yl)
]

Proposicao 2.1.39. ([20]) Sejam M e N conezxos por caminhos e f: M — N €
uma equivaléncia homotopica, ou seja, M e N tem o mesmo tipo de homotopia.
Entao,

fo o m(M, o) — m (N, yo)

com yo = f(xg) € um isomorfismo de grupo.

Demonstracao. Sejam f : M — N uma equivaléncia homotopica e g : N — M
seu inverso homotopico, entdo fog = idy e gof =idy. Sejaxy € M, yo = f(z0),
x1=9g(yo) e 1 = f(x1). Considere os homomorfismos induzidos:

f# (M Io) — ’7'1'1(]\77 yo)

f;,é cm (M, 1) — m (N, 1)
g T (N, yo) = (M, x1).

Como go f =~ id), pela Corolario[2.1.38|temos que gguo fu = P, : m (M, zo) —
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m (M, z1), onde P, é o isomorfismo definido da forma do Teorema [2.1.28] com

um caminho ligando x; a x.

Analogamente, da homotopia f o g ~ idy concluimos que f# ogy = Ps :
T (N, y0) — m (N, y1) é o isomorfismo definido da forma do Teorema [2.1.28] com
0 um caminho ligando y; a yy. Assim, o seguinte diagrama é comutativo.

f
7T1(M,SB0)—#>7T1(N>?J0)

nl |

7T1(M7 fl) T)W1<Nayl)

#

Sendo g4 o fy um isomorfismo segue que gy é sobrejetiva. E, fj, 0 gy é
isomorfismo logo g4 é sobrejetiva. Entao gx é um isomorfismo e, portanto fx e
fii sdo também isomorfismos. Concluimos que 71 (M, o) = w1 (N, yo). O

Corolario 2.1.40. Se A C M ¢é um retrato por deformacao de M, entdo a
retracao r : M — A, x € A, induz um isomorfismo:

m(M,z) = m (A, x).

Demonstracao. Pela observacao2.1.20|tem se que M = A, entao pela Proposicao
2.1.39| segue o resultado. [l

Proposicao 2.1.41. ([7}]) Sejam M e N variedades conezxas por caminhos entao
m (M x N) e m (M) x w1 (N) sao isomorfos.

Exemplo 2.1.42. Seja T o toro bidimensional, temos que S' e T sdo variedades
conezas por caminhos, e m (S') = Z (wver [1])).

Como T = S' x S, pela Proposicio |2.1.41| seque que m(T) = m(S') x
7T1(Sl) =7 x 7.

2.2 Aspectos topologicos

Em todo trabalho chamaremos de bola, as vezes denotada por B®, uma
variedade homeomorfa & bola unitaria tridimensional do R3, e um toro sélido
serd uma variedade compacta tridimensional homeomorfa & D? x S, D? denota
o disco unitario de dimensao 2. A esfera S? serd uma variedade homeomorfa
a esfera unitaria de dimensao 2 em R3. As variedades consideradas aqui serao
3-variedades e conexas, exceto quando for mencionado o contrario. Esta secao
tem como principais referéncias |1, [2], [6], [7], [10] e [19]

Definicao 2.2.1. Uma variedade € fechada se for compacta, conexa e sem bordo.
Exemplo 2.2.2. O toro é uma variedade fechada.

Definicao 2.2.3. Uma superficie S mergulhada em M separa M se M — S nao
€ conexa.
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Exemplo 2.2.4. Um toro T mergulhado em M bordando um toro sdlido (ST C
M), separa a variedade M, produzindo duas componentes conexas A, B para

M —T, onde A=int(ST) e B=M — ST

Definigao 2.2.5. Uma variedade M ¢é dita irredutivel se toda esfera S* C M é
bordo de uma bola B> C M. Se M ndo ¢ irredutivel dizemos que M é redutivel.

Exemplo 2.2.6. O toro sélido e S® sao variedades irredutiveis.
Ver [1] e [6].

Definicao 2.2.7. Uma superficie S C M ¢€ dita transversal ao campo de vetores
X em M se X(x) ¢ T,S, para todo x € S.

Defini¢ao 2.2.8. Considere o semi-espaco superior H™ = {x € R™; x,, > 0}.
Uma m—uvariedade com bordo de classe C*, k >0, M, é um espaco topoldgico
de Hausdorff, com base enumerdvel munido de um atlas {®; : U; — V; C H™}
cujas mudancas de coordenadas sao de classe C*.

O bordo de M, denotado por OM, sao os pontos x € M tais que ®;(z) €
OH™ = {x € R™; z,, = 0}. O bordo de M tem dimensao m — 1 e intM é uma
variedade sem bordo, mais detalhes ver [10)].

Proposigao 2.2.9. ([11]) Se M é uma 3-variedade com bordo, entao OM € uma
superficie.

Proposigao 2.2.10. Se M ¢é uma m—variedade orientdvel com bordo entao OM
também é orientdvel.

Demonstragao. Ver [10] ou [L1]. O

Defini¢ao 2.2.11. ("Colagem de variedades") Sejam M, e My 3-variedades
com bordos, A C OM, e B C OM,y abertos e fechados e ¢ : A — B um
difeomorfismo, entao escrevemos:

M, | My = M/7.
@

Figura 2.3

Onde M = M, | M,y (unido disjunta) e 7: AUB — AUB tal que 7|4 = ¢ e
Tlp=¢".
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Em particular, se M e N sao 3-variedades com bordo e OM = ON e
id : OM — ON a identidade entao M |J,, N é uma variedade sem bordo.

Exemplo 2.2.12. Considere dois toros solidos S* x D?, podemos cold-los pelo
bordo e produzir uma variedade S* x D* | J,; S' x D?, id : (S* x D?) — 9(S* x D?)
homeomorfa a S* x S?. Neste caso, estamos identificando paralelos com paralelos
e meridianos com meridianos em 9(S* x D?) = S x S1.

E, S'x D*\J; 8* x D?, f:9(S" x D*) = 9(S" x D?) tal que f(x,y) = (y,x)
produz uma variedade homeomorfa a S3. O difeomorfismo f indica que a colagem
é feita através da identificagao de paralelos com meridianos em O(S' x D?) =

St x St Ver [6].

Exemplo 2.2.13. Podemos obter S pela colagem de duas bolas pelo bordo. Ver
J10].

Definicao 2.2.14. Seja S uma superficie fechada mergulhada em M. Dizemos
que S € 2-lados se existe um mergulho h : S x [=1,1] — M tal que h(z,0) = .

Intuitivamente, podemos enxergar a propriedade 2-lados como sendo uma
"folga"que a superficie S tem na variedade M para se deslocar, quer dizer que
S admite uma vizinhanca conexa em M. Observamos, também que em cada
t € [—1,1] fixado a imagem do mergulho h(S x {t}) é homeomorfa a superficie
S. Geometricamente, ¢ como se em cada t € [—1, 1] enxergarmos a superficie S
depois de um deslocamento na variedade.

A imagem de S x [—1, 1] pelo mergulho h é chamado um bicolar de S. Mais
geral, em vez do intervalo [—1, 1] podemos ter um intervalo de I = [a — €, a + €,
a,e € Ree >0, tal que h(x,a) = z, uma vez que todos intervalos fechados sao
difeomorfos.

Observacao 2.2.15. Seja T um toro 2-lados numa 3—variedade M e h :
T x [-1,1] — M o mergulho entio a 3—wvariedade My = M — h(T x (—1,1))
é chamada de o resultado do corte de M ao longo de T, e M — h(T x [—1,1])
¢ homeomorfa a M — T, denotaremos que M — h(T x [—=1,1]) ~ M —T. Mais
detalhes ver [7].

caso conexo

caso desconexo

Figura 2.4. Figura baseada em [2]

Ao realizarmos este corte podemos obter My conera ou nao. Caso seja
desconexa obtemos duas componentes conexas. Em ambos os casos, obtemos como
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bordo de My duas cdpias do toro T (se M ¢é uma S-variedade com bordo entao
produzimos mais duas componentes de bordo para My ).

Ao colarmos os bordos produzidos via um difeomorfismo podemos obter uma
nova 3—wvariedade M’ (em geral, M' nao é homeomorfa a M ), este caso também
pode ser visto como cirurgia de Dehn. Ver [2]

Definicao 2.2.16. Seja S uma superficie, dizemos que S estd devidamente
mergulhada em M se S estd mergulhada em M e OM NS = 0S.

Definicao 2.2.17. Uma superficie S C M 2-lados sem componente S? ou D?
¢ dita ser tncompressivel se para todo disco D C M com D NS = 0D existe

outro disco D' C S com dD = dD. Se S ndo é incompressivel dizemos que é
compressivel.
S
D|
—
Figura 2.5

Observagao 2.2.18. Uma superficie S C intM transversal a um campo de
vetores X de classe C' numa 3-variedade M é necessariamente 2-lados.

Considere o fluzo ¢ : (—€,€) x M — M o fluzo associado ao campo X, temos
que @|(—eexs 1 (—€,€) X S — M € um mergulho, uma vez que S € transversal ao
campo e a transversalidade ¢ uma propriedade aberta, isto €, € preservada numa
pequena vizinhanga (Teorema da Transversalidade ou Teorema de Tohm [16] ).

Proposicao 2.2.19. ([6/) Uma variedade 2-lados S C M é incompressivel se o
homomorfismo induzido pela inclusao for injetivo.

Exemplo 2.2.20. Todo toro T = S* x S' em S® ¢ compressivel.

De fato, como m(T) =Z xZ, e S* é simplesmente conexa logo m(S?) = {0},
entdo o homomorfismo induzido pela aplicagdao inclusio: iy : Z x Z — {0} ndo é
ingetiwvo. Pela Proposi¢cao seque que T em S3 ¢é compressivel.

Os seguintes teoremas podem ser encontrados em [19)].

-

Teorema 2.2.21. (Teorema da Separacdo de Brouwer): Se K" ' ¢
topologicamente uma esfera de dimensao n — 1 em R", entao R™ — K tem
exatamente duas componentes e K € o bordo de cada uma.

O teorema acima para caso n = 2 é conhecido como teorema da curva de
Jordan.
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Teorema 2.2.22. (Teorema de Schénflies) Dado um mergulho f : S — S?,
o fecho de cada uma das componentes de S? — f(S') é homeomorfa ao disco D?.

Proposicao 2.2.23. Seja T um toro 2-lados em uma 3-variedade M irredutivel,
entao T € incompressivel ou T € bordo de um toro solido ou estd contido em uma
bola contida em M.

Demonstracao. Se T é incompressivel entao temos o resultado. Agora, se T' é
compressivel, existe um disco D C M com D NT = 9D, tal que 9D nao borda
um disco em 7. Entao numa pequena vizinhanca em 7' todos circulos bordam
um disco, realizando uma cirurgia em 7" ao longo desse disco D obtemos uma
superficie homeomorfa a uma esfera, como M é irredutivel devemos ter que S?
borda uma bola B em M. Temos duas possibilidades: D N B =) ou D C B.

D Di D D,

2° caso

Figura 2.6

No primeiro caso, isto ¢, D N B = (), desfazemos a cirurgia e temos que 7' é
bordo de um toro s6lido. No segundo caso, quando D C B entao T esta contido
em B.

Como T é 2-lados podemos supor que 1" estd no interior da bola B. O

Teorema 2.2.24. ([19/) (Teorema do Toro Sélido). Seja T um toro
mergulhado em S3, entdo T divide este espaco em duas partes sendo pelo menos
uma delas homeomorfa ao toro sélido D* x S*.

Proposicao 2.2.25. Seja S wuma colegao finita de superficies disjuntas
imcompressivers. M € irredutivel se, e somente se M — S € irredutivel.
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Demonstragao. (=) Seja M irredutivel, entao toda esfera em M — S C M borda
uma bola B em M. Temos dois casos para analisar :

1. BC M — S, entao o segue o resultado.

2. B contém S,

No caso 1 segue o resultado. No caso 2, terfamos S C B C M assim
as componentes de S é compressivel em B (uma vez que B é contratil) e,
consequentemente S serd compressivel em M, uma contradicao com a hipdtese.

Portanto, M — S é irredutivel.

(<) Suponha que M — S seja irredutivel. Seja S? C M uma esfera, podemos
assumir que S? é transversal a S. Assim, S N S? consiste de um namero finitos
de circulos.

Considere um circulo em S N S? bordando um disco D em S? de tal forma
que D NS = 9D, ou seja, intD C M — S. Seja S; a componente de S tal
que DN S; = 0D, pela incompressibilidade de S; temos que 9D borda um disco
D' c S,

S é 2-lados entao cada componente de S é 2-lados em M, isto é, S; admite
um bicolar V; em M, assim podemos deslocar 9D’ nessa vizinhanca V; em direcao
ao interior do disco D de modo que todos os circulos bordam um disco D* em
M — S com 0D*N D = 9dD* e seja D; C D o disco tal que 9D; = 0D*.

Como a esfera D*UD; C M — S borda uma bola em M — S, segue que a esfera
D’ U D borda uma bola B em M. Devemos ter que BN S = D', caso contrario,
teriamos S; contida numa bola, um absurdo com o fato de cada componente de
S ser incompressivel.

Figura 2.7

Por uma isotopia em S? podemos levar o disco D para o interior de B em
direcdo ao disco D’ e, um pouco mais além na vizinhanca V; de modo que o novo
disco D ndo interseta S;, eliminando 0D e qualquer outro circulo de S? N'S; que
esteja no interior de D'.



56 2.2. ASPECTOS TOPOLOGICOS

Figura 2.8

Repetindo este processo eliminamos todos os circulos de S?N S assim teremos
S?2 Cc M — S. Entao S? borda uma bola e M ¢é irredutivel. O



Capitulo 3

Resultado Principal

Neste capitulo apresentaremos a prova do teorema que motivou este estudo.
Para isto, utilizaremos os resultados e conceitos apresentados nos capitulos
anteriores, bem como os resultados encontrados na primeira secao desse capitulo.
As principais referéncias sao [12] e [13].

3.1 Resultados preliminares

Teorema 3.1.1. Seja T wm toro transversal a um campo de vetores X, C', em
uma 3-variedade fechada e irredutivel M. Se a uniao de orbitas de X que nao
wntersectam T € conexa em M, entao T € incompressivel.

A prova desse teorema é consequéncia dos seguintes dois lemas.

Lema 3.1.2. Se M é uma 3-variedade fechada e irredutivel e T' € um toro 2-lados
mergulhado em M, entao T € incompressivel ou separa M.

Demonstracao. Suponha que T nao é incompressivel. Como M é irredutivel e
T ¢é 2-lados, pela Proposigao [2.2.23] segue que 1" borda um toro so6lido ou esté
contido no interior de uma bola B em M.

No primeiro caso, T' separa M e temos o resultado. No segundo caso, vamos
provar que 1" também separa M.

Para isso considere uma bola B’, colando as bolas B e B’ pelo bordo via um
difeomorfismo obtemos uma S? que contém 7. Segue do Teorema do Toro Solido
que T separa S3. Denote por H; e H, as duas componentes conexas de S\ T

Como T C int(B) temos que B'NT = (. Assim, podemos supor que
B’ Cint(H,) e entdo H; \ B' = B\ Hs logo 0(H; \ B') = T'UOB pois 0B’ = 0B.
Além disso, O(M \ B) = 0B. Entao, podemos colar H; \ B’ e M \ B ao longo de
0B de forma ordenada para obter uma 3-variedade A conexa com bordo 0A =T.
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Analogamente, Hy é conexa e satisfaz 0H, = T. Colando A e Hs ao longo de
T de um modo adequado produzimos M. Assim M \ T tem duas componentes,
A e Hy. Entao, T separa M neste caso também, como queriamos. O

Se S C M é uma superficie compacta transversal a um campo de vetores X,
C', numa 3—variedade compacta M, denotaremos por og a unido das orbitas de
X que nao intersectam S, isto é,

os={x € M:Ox(x)nS =0}

Proposicao 3.1.3. Considere uma superficie compacta S C M transversal a um
campo de vetores X, O, numa 3—variedade compacta M, entio og € invariante
pelo fluro Xy e og € um conjunto fechado em M, assim og € um conjunto
compacto.

Demonstracao. A invariancia pelo fluxo segue da definicao de g, uma vez que se
x € og entdo para qualquer ¢t € R temos que X;(z) € og, pois a 6rbita do ponto
x coincide com a orbita do ponto X;(z). Assim, og é um conjunto invariante pelo
fluxo.

Agora vamos mostrar que og é um conjunto fechado. Suponha, por
contradi¢ao, que existe p € g e p ¢ og. Como p ¢ og existe um tempo T
tal que y = Xr(p) € S.

Figura 3.1

E, p € 75 assim para qualquer vizinhanca U de p tem-se que U Nog # (.
Considere V' uma vizinhanca tubular do segmento de 6rbita de p até o ponto
y suficientemente pequena e de tal forma que contém uma vizinhanca U de p,
entao existe x,, € og tal que x,, € U C V. Pelo Teorema Fluxo Tubular Longo
devemos ter que as Orbitas dos pontos em V intersectam S num tempo préximo
ao tempo T, em particular a 6rbita de x,, deve intersectar S, o que contradiz o
fato de z,, € 0.

Portanto, p € og e, 0g € um conjunto fechado. Sendo M um compacto e og
um fechado temos que S é um compacto. O

Lema 3.1.4. Seja T um toro transversal a um campo de vetores X, C*, em uma
3-variedade fechada M. Se op € conexa, entao T nao separa M.
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Demonstracao. Suponha, por contradicao, que T separa M e denote por A e B
as componentes conexas de M \ T.

Considere que o7 # () e que o campo X aponta para dentro de A em 7' = 0A
e para fora de B em T = 0B. Como M \ T é desconexo, segue que uma Orbita
positiva com ponto inicial em T nao pode retornar a 7. O mesmo ocorre com as
orbitas negativas com ponto inicial em 7.

Entao numa vizinhanga pequena compacta de T em M, digamos V' = {x €
Xi(T); t € [—¢,€]} (€ >0), temos que o campo continua transversal em X;(7T)
(t € [—¢,¢€]) apontando para o interior de A, dado um ponto y € Q(X) tal que
a Orbita de y intersecta 7' num ponto z, entdo x € 2(X). Considere o segmento
de orbita compacto de zo = X _(x) até x; = X (z), tomando uma vizinhanca
tubular V' suficientemente pequena desse segmento de 6rbita, pelo Teorema do
Fluxo Tubular Longo, segue que as 6rbitas dos pontos nessa vizinhanca também
tem o mesmo comportamento da orbita de z e, além disso M \ T é desconexo.
Entdo, existe uma pequena vizinhanca W C V' de z tal que para todo | ¢ |> 2¢
tem-se que X;(W)NW = (), uma contradi¢ao pois z € Q(X).

Figura 3.2

Disso concluimos que Q(X) C op. e, como wx(p) Uax(p) C QX), (ver

observacao [1.2.25)), temos que wx(p) U ax(p) C or para cada p € M (isto é
verdade em particular quando p € T').

Fixe p € T. Por um lado, wx(p) C int(A). Entao or Nint(A) # (). Por outro
lado, ax(p) C int(B). Entao or Nint(B) # (. Segue que or nao é conexo, uma
contradi¢ao. Temos o resultado.

Caso, o7 = () temos que todas as orbitas intersectam 7. Considere a 6rbita
de um ponto p € T', entao a 6rbita negativa de p nao retorna a 7' e, pela escolha
do campo, Ox(p) C int(B). Seja ¢ € a(p) e a(p) C int(B), porque 0 campo
aponta para fora de B em 0B =T.

Além disso a orbita do ponto ¢ deverd intersectar 1" e, como o campo aponta
para dentro de A entao Ox(q) Nint(A) # 0. O conjunto «(p) é invariante pelo
fluxo, entdo a(p) Nint(A) # 0, um absurdo, pois a(p) C int(B). Logo, T nao
separa M, como queriamos.

Portanto, em ambos os casos T nao separa M. O]
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Demonstracao do Teorema [3.1.1: Pelo Lema [3.1.2] segue que T é
incompressivel ou T separa M. E por hipoétese, o é conexa, entao pelo Lema
3.1.4) tem-se que T nao separa M. Assim, T' é incompressivel. O

Teorema 3.1.5. Seja M uma 3-variedade fechada e orientdvel. Suponha que M
apresenta um campo de vetores X, C1, com um toro transversal T satisfazendo
as sequintes propriedades:

1. Eziste uma unica orbita O de X que nao intersecta T .

2. O € hiperbolico e ndo é homotdpico a um ponto em M.
Entao, M ¢ irredutivel.

Observe que, pelo fato da 6rbita O nao ser homotdpica a um ponto, O devera
ser uma Orbita periédica, pois singularidades sao homotopicas a um ponto e
orbitas regulares, que nao sao periddicas, sao imagens de curvas integrais cujo
dominio é contratil, como nao se trata de uma homotopia onde os extremos sao
fixados (porque ndo é um caminho fechado), pela Proposicao , segue que a
6rbita é homotopica a um ponto. Logo, a tnica possibilidade para a 6rbita O é
ser uma orbita periédica.

Para provar esse teorema faremos uso dos seguintes lemas.

Lema 3.1.6. Seja M uma 3-variedade fechada. Suponha que M apresente um
toro mergqulhado que nao separa M tal que a variedade My, obtida por um corte
de M ao longo de T € irredutivel. Entao, M € irredutivel.

Demonstra¢ao. Vamos provar que 1" é incompressivel em M.

T é 2-lados em M, por hipotese temos que M — T é irredutivel. Suponha,
por contradicao, que T' é compressivel em M entao existe uma cirurgia ao longo
de um disco D (onde D NT = 9D e dD ndo borda um disco D' em T) que
transforma 7 numa esfera S?. S? borda uma bola B C M, ja que M — T &
irredutivel. Procedendo como na prova da Proposicao temos que T borda
um toro solido ou T est& contido no interior de B.

Usando o mesmo argumento da prova do Lema |3.1.2] segue que 1" separa M,
uma contradi¢cao com a hipotese sobre T

Portanto, T' é incompressivel em M. E, pela Proposicao [2.2.25 concluimos
que M é irredutivel. O

Lema 3.1.7. Seja M uma 3-variedade fechada e seja X um campo de vetores,
Ct, com um toro transversal T. Suponha que existe uma unica drbita O de X
que nao intersecta T. Se O é hiperbdlico, entdo O € tipo sela.

Demonstracao. Vamos mostrar que o conjunto o = O nao é um sumidouro para
o campo X e nem um sumidouro para o campo —X. Defina, o seguinte conjunto:

r={z €T: X,(x)NT =0, Vt > 0}
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Isto é, Iy é o conjunto dos pontos de T cuja 6rbita positiva nao retorna a 7.
Suponha, por absurdo, que or é um sumidouro para o campo X.

Como o7 é um sumidouro para o campo X existe uma vizinhanca U invariante
positiva, isto ¢, X;(U) C U, Vt > 0 e,

or = () X, (U).

>0
Além disso o7 é fechado (ver Proposicao[3.1.3)) e T compacto entao d(7', o) >
0. E,se 0 <s <1 temos quel = s+ ¢, € > 0 assim:
X(U) cU = X,(X(U)) € X,(U) =

= X,(U) € X,(U).

Logo, X;(U) C X(U), para todo 0 < s <.

Assim devemos ter um tempo n > 0 tal que o aberto X,(U)NT = (). Caso
contrario, se X;(U)NT # (), Vt > 0 tem-se que
Xi(U)cX,(U), 0<s<Il=
=0#£#XU)NTC X, (U)NT, 0<s<l=
= (| X(U)NT # 9.

t>0

Mas,
or =) X:(U).

>0

Assim, o7 N'T # (), o que é um absurdo. Portanto existe n > 0 tal que
X,(U)NT. Podemos escrever,

or = [ Xu(U).

t>n

Seja V =X, (U) ,dado t > n >0 temos que t =n + s, onde s =t —n > 0,

entao
' X;(U)cU= X,(X;(U)) CcX,(U)=V =

= X,(X,(U)cV=X,(V)CV, Vs>0.

or = [ X:(V).

s>0

Portanto podemos escolher U aberto e tal que UNT = ().
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Sendo o fechado e U aberto entdo existe x € U \ op. E, Xy(z) ¢ T, Vt > 0,
pois UNT =0, X;(U)CcU,Vt>0exeU.

Por outro lado, como x ¢ or, segue que existe um primeiro ¢, > 0 tal
que y = X_4 () € T. Note que Xy(y) = Xy, (z). Se t € (0,t,] temos que
|t —t, |< t, assim X;(y) ¢ T pela defini¢ao de t,.

Além disso, X(y) = X;—+,(z) € U, para todo ¢t —t, > 0, isto &, Vt > t, entdo
Xt(y) ¢ T7 Vit > tac

Isto prova que X;(y) ¢ T, Vt > 0, portanto y € lr, ou seja, Ip # (.

Afirmacao 1: Ip é fechado em T.
Temos que Iy C Iy N'T. Agora, vamos mostrar que lp NT C Ip.

Seja p € Ir NT entdo existe x,, € Iy, n € N, tal que z, — p. Suponha que
p ¢ I, entdo a orbita positiva de p retorna a T, isto é, existe um tempo ¢ > 0 tal
que X;(p) € T.

Figura 3.3

Seja V' vizinhancga tubular suficientemente pequena do segmento de érbita de
p até X;(p), considere W um aberto de T contido em V' tal que p € W tem-se
que existe um ponto z,, € W C V N lr. Entao, pelo Teorema do Fluxo Tubular
Longo, segue que a oOrbita positiva de x,, devera retornar a 7', uma contradicao
com a definicio do conjunto Ip. Assim, i NT C Ip.

Portanto, Iy é fechado em T

Afirmagao 2: O%(q)NU #0, Vq € Ir.

Suponha por contradigao que existe ¢ € [, tal que O%(q) N U = @ entao
Ox(q) N U = 0. Temos que w(q) # 0. Seja z € w(q) devemos ter que
Ox(x)NU =0 se Ox(q)NU = (). Considere x € w(q) de modo que x ¢ T e existe
N >0 com y = Xy(z) € T (isso ¢ possivel pois Ox(z) C w(q), T é transversal
ao campo X e, alem disso s6 existe uma tnica 6rbita que nao intersecta T').
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T

{

)

Figura 3.4

Tome uma vizinhanca tubular suficientemente pequena V do segmento de
Orbita de x a y = Xy(z). Como Ox(z) € w(q) existe um ¢, > 0 suficientemente
grande com ¢, = X;,(¢) € V. Pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo, devemos
ter que ¢, € V intersecta T num tempo proximo a N. Assim O%(q) deverd
retornar a 7', uma contradicio pois ¢q € .

Logo, existe um ¢t > 0 de modo que X;(¢q) € U. E, devido as propriedades de
U para todo t > t tem-se que Xz(q) € U.

Afirmacao 3: Iy é aberto em T.

Figura 3.5

Sejay € I, entdo existe t > 0 tal que X;(y) € U, pela afirmagao anterior, tome
uma vizinhanga tubular V' do segmento de orbita de y até X, (y) suficientemente
pequena, existe um aberto B de T contendo y em V', pelo Teorema do Fluxo
Tubular Longo, devemos ter que para todo ¢ € B temos que existe um ¢, > 0

com X, (q) € U.

Além disso, X;(q) € U, Vt > t, e UNlp = 0, consequentemente ¢ € Iy, assim
B C .

Portanto, Iy é aberto em 7. Sendo T conexo e [y C T ¢ um conjunto nao
vazio, aberto e fechado em 7', entao Iy = T.

Afirmacao 4: Q(X) C or.

Suponha que existe z € Q(X) e x ¢ or, entao a érbita de z intersecta 7' num
ponto y. Como (X)) é invariante temos que y € Q(X). Mas, Iy = T logo y € I.

Assim, existe um ¢, > 0 e uma vizinhanca W de y com W NU = 0 tal que
X;,(W) C U. Logo, para todo t > t, tem-se que X;(W) C U e, Xy(W)NW = 0.
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Se para t < —t, tivermos que X, (W) N W # () entdo existe p € W tal que
Xi(p) € W, como 0 < t, < —t tem-se que p = X_,(X;(p)) € U portanto
W NU # 0, uma contradi¢do. Entao, X;(W)NW =0,V |t |> t,. Isto contradiz
o fato de y € Q(X)

Logo, Q(X) C or.

Agora, seja x € T e q € a(z), como «a(z) C Q(X) (observacao |1.2.25)), segue
que ¢ € Q(X) e, assim ¢ € or. Entao, X, (x) € U, para algum ¢, > 0 e,

=X, (x)eU=X,({)=z€eT.

Um absurdo, pois se ¢ € U entao X;, (¢') € X;, (U)cUeUNT = 0.

Portanto, o7 nao é um sumidouro para o campo X. Aplicando um argumento
analogo ao campo reverso — X, temos que o nao é um sumidouro para o campo
—X. Assim, or é hiperbolico tipo sela. n

Lema 3.1.8. Seja My uma 3-variedade compacta orientdvel cuja fronteira 0M,
consiste de dois toros Ty, Ty. Suponha que existe um campo de vetores Y, C1,
transversal a OMy, apresentando uma tunica orbita O que nao intersecta My e
satisfazendo:

1. Y aponta para dentro em Ty e para fora em Ts.

2. O € uma orbita periddica hiperbolica tipo sela.

3. O nao é homotdpico a um ponto em M.
Entao, My € irredutivel.
Antes de iniciar a demonstracao deste lema, apresentaremos uma proposicao

e algumas observacoes que serao uteis durante a sua prova.

Proposigao 3.1.9. Seja M uma 3-variedade compacta e orientdvel X € X" (M)
e X; o fluzo associado a X com uma superficie S transversal. Se o conjunto das
orbitas de X que nao intersectam X consiste em uma unica orbita O periddica
hiperbolica tipo sela, entio existem curvas fechadas simples C7 C S N WH(O)
(i=wu,s, j=1,2), tais que

DomlIl = S\ (C] UC3)
Imll =S\ (C}UCy).

Onde 11 denota a funcdo de Primeiro Retorno de Poincaré.

Demonstraggo. Vamos construir C7, (j = 1,2) e aplicando o mesmo argumento
ao campo —X construimos C}.
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Seja O a orbita hiperboélica tipo sela que nao intersecta S. Fixe um ponto
p € O, entao W**(p) e W**(p) sao unidimensionais.

Denote por ty > 0 o periodo de O, temos que X;,(W7(p)) = W7(p) para
v = uu, ss. Em particular, W#*(p) é um cilindro (se X; preserva a orientagao), ou
uma faixa de Méebius (se X; inverte a orientagao). O mesmo ocorre com W"(p).

Um intervalo fechado em W**(p) é chamado dominio fundamental se os pontos
do bordo sao a e b = X;,(a) (caso X; preserva a orientagao ) ou a e Xop (a) = b
(caso X; ndo preserva a orientagao).

Tome um dominio fundamental I de W**(p) suficientemente proximo da oérbita
de p . Por hipoétese, Vg € I temos que a 6rbita de ¢ intersecta S. Denotaremos
por 7 a primeira intersecao de cada ponto de I em S pelo campo X.

Afirmacao: m(a) = m(b)
Seja t; € R tal que X, (b) ¢ a primeira intersecao em S.

b= Xty (a) = Xy (b) = Xitg+t; (a) €S.

Suponha que existe um N € R tal que N < t; +ty e Xy(a) € S.
a = X_4(b) = Xn(a) = Xn_(b) € S, N —ty < t1, uma contradi¢do pois
t; é a primeira intersecao da o6rbita de b em S.

Logo, m(a) = m(b).

Observe que no caso que X, preserva a orientacao (ou seja, W*(p) é um
cilindro), podemos tomar um dominio fundamental diferente de I em W**(p)
tal que este dominio produz uma curva simples fechada distinta de Cj (basta
considerar a primeira interse¢do como anteriormente).

Como Cj U C5 C W*(p) temos que para o futuro os pontos de C; U Cs se
acumulam em O logo DomlIl = S\ C; U C5. Além disso, os pontos que nao
retornam a S estdao necessariamente contidos em W?*(p). O

Observacao 3.1.10. Considere uma variedade My e um campo Y e todas as
hipdteses descritas no enunciado do lema anterior, pela Proposicao temos
que ezistem curvas fechadas simples C5 C Ty N W*(O) e C} C Ty N W*(O)
(7 =1,2) tais que

Domll =T\ (C} UCY)

ImIl =Ty \ (C* U CY).

Onde 11 : Ty — Ty denota a funcao de Poincaré. Neste caso, estamos
considerando que a func¢ao de Poincaré entre duas transversais: Ty e Ts.

No caso que W?*(O) é homeomorfa a um cilindro temos que duas curvas
fechadas simples C; e CY e, no caso que W*(O) é homeomorfa a uma faiza

de Méebius teremos uma tunica curva fechada simples C7. Analogamente, para
Ww*(0).
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De acordo com as hipdteses devemos ter que as curvas C5 C Ty N W*(O) e
Cy Cc ThNW™(O) (j = 1,2) estio no bordo de W*(O) e W*(O), respectivamente.
No caso em que W*(O) é um de cilindro teremos que o bordo de W*(O) intersecta
0T, produzindo duas curvas fechadas simples C} e C5, caso conlrdrio, se existisse
um ponto x € Ty N W?*(O) tal que este ponto nao pertence ao bordo de W*(O)
(ver Figura 7 como W*(O) € invariante pelo fluzo, a drbita para o futuro de
x se aproxima de O e a drbita para o passado de x pertence a W*(O), Ty € bordo
de My assim a orbita de x deveria ser tangente a 11, o que contradiz a hipotese

do campo ser transversal T}.
T,
“
@

Figura 3.6. Tangéncia

O mesmo ocorre com W*(O), e para o caso que W' (O), (i = u,s) sio faizas
de Mdoebius temos que a curva Ci (i = u,s) é o bordo da faiza de Mdebius.

Observacao 3.1.11. Na observacao anterior descrevemos o dominio e a imagem
da funcao 11 : Domll C Ty — T5. Temos que:

DomIl =T, \ (C; UC3)

Imll =Ty \ (C*UCY).

Onde C; CThNW?*(0) e C} CTANWH(O) (j =1,2).

Além disso, I1 € um homeomorfismo, entao Domll e Imll sao homeomorfos.
Assim, no caso que W*5(0) é um cilindro obtemos duas curvas fechadas simples
CY e CF que nao pertencem ao dominio da Il e, nao sao homotdpicas a um ponto
em Ty (pois, O nao é homotdpica a um ponto em My), nessas condigoes temos
que DomlIl é homemorfo a dois cilindros (ou anéis). Como Domll e Imll sdo
homeomorfos temos que ImIl é homeomorfa a dois cilindros em Ty. Logo, W*(O)
deverd produzir duas curvas C} e C¥ em Ty que nao pertencem a imagem da 11,
entao W"(O) € homeomorfa a um cilindro.

Para o caso que W*(O) € homeomorfa a uma faiza de Mdebius produzimos
uma curve fechada simples C em Ty que nao pertence ao dominio da 1l e nao
homotdpica a um ponto em 11, devido ao fato de O nao ser homotdpica a um ponto
em My, assim Domll é homeomorfo a um cilindro, logo ImlIl serd homeomorfa
a um cilindro. Portanto, W*(O) deverdao produzir um curva C{ em Ty tal que
Imll =Ty \ C}, entao W*(O) deverd ser homeomorfa a uma faiza de Mdéebius.

Concluimos que, nas hipdteses do Lema Ws(O) e W*(O) sao ambas
homeomorfas a cilindros ou faizas de Mdebius.
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Demonstragao do Lema[3.1.8 Seja II : Domll C Ty — Ty a primeira funcao
retorno de Poincaré. Vamos analisar o caso que W*(0), i = u, s, sao cilindros
e, por simplicidade, denotaremos W*(O) por A® e W*(O) por A*. Sejam C¥%,
J = 1,2 0s bordos de A* e C¥, j = 1,2 os bordos de A", entdo

DomlIl =T, \ (C} UCY)

Imll =Ty \ (CPUCY).

C7%, j = 1,2 ndo sao homotopicas a um ponto em T3, pois CF e O sao livremente
homotépicos (ver exemplo e, O nao é homotdpica a um ponto em M,
assim C¥ nao ¢ homotopico a um ponto em My, em particular Cf ndao ¢ homotopico
a um ponto em T} C Mp. Analogamente, C', j = 1,2 ndo é homotopico a um
ponto em T5.

Podemos fixar duas vizinhangas anelares pequenas e disjuntas R;, R; em T}
de C§ e Cs, respectivamente, satisfazendo T \ (R U RS) C Domll e

(T3 \ (Ry U R3)) =Ty \ (RY U R3).

Como as curvas {C},C5} e {C}, C¥} ndo sdo homotopicas a um ponto em 77 e
Ty, respectivamente. Entdo, encolhendo {R5, R5} e { R}, Ry}, os anéis {R;, R3} e
{RY, Ry} podem ser escolhidos como nao contrateis (isto ¢, ndo tem o mesmo tipo
de homotopia de um ponto) em T3 e Ty, respectivamente. Segue que {R5, R} e
{RY}, Ry} sao paralelos em T} e T5, respectivamente.

Devido & hiperbolicidade da érbita O e a continuidade do campo temos que
a uniao da saturagdo de R; U R} (pelo fluxo de Y') e 0 anel A* é um homeomorfo
a toro solido ST que contém O (por exemplo, na Figura . Este toro solido
tem oito anéis na fronteira, correspondendo a quatro anéis {R;, Rj, R}, RY} na
fronteira de My e outros quatro no interior { Ay, Ay, A3, Ay} (ver Figura[3.7)).

Figura 3.7. Saturacao pelo Fluxo
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De acordo com a hipoétese, os anéis do interior sao incompressiveis em Mo,
pois seus bordos nao sdo homotopicos a um ponto em My (os bordos desses anéis
sao formados pelos bordos de R;, R;, R}, RY, que nao sao homot6picos a um

ponto em My), entdo esses anéis sdo incompressiveis em M.

O restante de T} sao dois anéis cuja saturacao de cada um é homeomorfa
a um toro solido. Assim, a variedade M, foi dividida em trés toros soélidos
colados pelo bordo, cuja intersecao sao anéis incompressives em M,. Cada toro
solido é irredutivel, assim My — S, onde S denota a uniao desses anéis disjuntos
e incompressiveis, é irredutivel, entdo pela Proposicao tem-se que M, é
irredutivel.

O segundo caso, em que W*(O) e W*(O) sao faixas de Moebius, é muito
similar ao primeiro. Neste caso temos que

DomIl =T\ CY

Imll =Ty \ C.

Sejam R’ uma vizinhanga anelar de Cf em 7} e R* uma vizinhanga anelar de
Ct em Ty de tal forma que:

(T, \ R*) =Ty \ R".

Além disso C] e C} nao sao homotoépicas a um ponto em M e,
consequentemente em 17 e Ty, respectivamente, pois O é nao homotopica a um
ponto em M,. Denote por C; e Cs os bordos do anel R® e por C3 e C4 os
bordos do anel R*, como C? e C} nao sao homotoépicas a um ponto em 1] e

’ 1 1
T, respectivamente, segue que C, j = 1,4 nao sao homotdpicas a um ponto no
bordo (e, também em ).

A saturacao pelo fluxo do anel R® unido com W*(O) é homeomorfo a um toro
solido, STj, com quatro anéis no bordo {R*, R*, Ay, A>}, onde Ay é o anel cujos
bordos sao um bordo do anel R* e um bordo do anel R* ¢ Ay é um anel cujo
bordo é o outro bordo do anel R® e o outro bordo do anel R*, por exemplo, os
bordos do anel A; sao C, e C5 e os bordos do anel Ay sao Cy e Cy.

E, também T} \ R® é um anel em T} cujos bordos sao C e Cy, assim como
To \ R* é um anel em T cujos bordos sao C5 e Cy. A saturacao pelo fluxo de
T1 \ R® serd homeomorfo um toro solido, STy, colado pelo bordo com o toro sélido
STy, onde 0(STy) NO(STy) = Ay U Ay. Os anéis A; e Ay sdo incompressiveis em
My, uma vez que seus bordos (Cy, Cy, C5 e Cy) ndo sao homotdpicos a um ponto
em M.

Assim, a variedade M, foi dividida em dois toros solidos colados pelo bordo,
cuja intersecao sao anéis incompressiveis em M. Usando o mesmo argumento do
primeiro caso podemos concluir que M, é irredutivel. 0

Demonstragao do teorema [3.1.5 Sejam M, X, T e O como no enunciado.
Assim existe uma tnica 6rbita O de X que nao intersecta T entao opr = O e,
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portanto o é conexa.

Segue que do Lema [3.1.4] que T nao separa M, entao para provar o Teorema
é suficiente pelo Lema provar que a variedade M, obtida pelo corte de
M ao longo de T é irredutivel.

Para provar que M, ¢é irredutivel, observamos que M, é uma 3-variedade
compacta, conexa cuja fronteira consiste de dois toros, T, T5. Seja Y o campo
de vetores induzido por X em M, podemos enxergar ¥ como sendo a restricao
de X a My. Temos que O ¢é a tnica orbita de Y que nao intersecta 0Mj.

Afirmagao: O campo Y em M, satisfaz as propriedades 1, 2 ¢ 3 do Lema [3.1.§]

Seja My ~ M — Vp onde Vi = {x € Xy(T); t € (—€,€)} , com € > 0
suficientemente pequeno. Denote T7 = X (T') e Ty = X_(T'), temos que o campo
X é transversal a 77 e a Ts.

Se ¢ € Ty entdao ¢1 = X.(q), ¢ € T, assim para 0 < J < 2¢ temos que
X_s(q) & M.

Entao, o campo aponta para dentro de 7} em q;.

Analogamente, se py € Ty entdo ps = X_((p), p € T e, para 0 < \ < 2¢ segue
que Xy(p2) ¢ M.

Logo, o campo aponta para fora de Ty em p,. Portanto Y aponta para dentro
em 17 e para fora em 75, satisfazendo 1.

Temos que O nao é homotopica a um ponto em M, pois O é nao homotopica
a um ponto em M. Além disso, O é hiperbolico (por hipétese), tipo sela (pelo
Lema [3.1.7) e periodica assim nao ¢ homotopica a um ponto em My, satisfazendo
2e 3.

Entao, pelo Lema My é irredutivel. E, por segue que M é
irredutivel. U

3.2 Prova do Teorema Principal

Teorema 3.2.1. Seja T um toro mergulhado em uma 3-variedade fechada e
orientdvel M. Suponha que

1. T ¢é transversal a um campo de vetores X, C', em M.
2. Eziste uma unica orbita O de X que nao intersecta T'.

3. O € hiperbolico e nao é homotopico a um ponto em M.

Entao, T € incompressivel e M € irredutivel.
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Demonstracao. Sejam T', X, M, O como no enunciado. Por um lado, T', M, X,
O satisfazem a hipotese do Teorema [3.1.5| entao M é irredutivel.

Por outro lado, existe uma tnica 6rbita O que nao intersecta 7' temos que
or = O e, assim, op é conexa. Como M é irredutivel, segue do Teorema [3.1.1
que 7' é incompressivel. ]



Consideracoes Finais

O artigo da referéncia [3], tem como objetivo principal dar uma resposta a
seguinte pergunta: Seja M é uma 3—variedade compacta e orientavel com um
fluxo X; Anosov transitivo transverso a um toro 7. Entao M é topologicamente
equivalente a uma suspensao de um difeomorfimo de Anosov?

Para responder essa questdo, os autores construiram um exemplo numa
3—variedade M com um fluxo Anosov transitivo apresentando um toro transversal
que nao é topologicamente equivalente a uma suspensao de um difeomorfismo
de Anosov. Constroem uma 3—variedade M, compacta orientavel cujo bordo
consiste de dois toros e com um campo de vetores Y transversal ao bordo de M,
e a variedade M, obtida pela identificacao dos toros do bordo de M, satisfaz as
hipoteses do Teorema [3.2.1

Uma tltima observacgao sobre um campo X como no enunciado Teorema|3.2.1
é que este campo nao possui singularidades.

Caso p € M é uma singularidade temos que pe Toupe M —T. Sepe T
entdo 0 = X (p) € T,T, o que contradiz o fato de T ser transversal ao campo X.
Agora, se p € M — T entao {p} = Ox(p) N T = 0 logo p € or, um absurdo pois
or ¢ uma unica orbita O (O é uma orbita periddica) e O # Ox(p). Portanto, X
¢ um campo sem singularidades.
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