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Resumo

SILVA, Rondinei Almeida da, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, Fevereiro
de 2014. Uma Analise Matematica de um Sistema Nao Isotérmico do
Tipo Allen-Cahn. Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

No presente trabalho estudamos um modelo de campo de fase que modela a
evolucao dos processos de solidificacao que ocorre em certas ligas binarias. Obte-
mos a existéncia de solugao e resultados de regularidade sob as hipéteses das nao
linearidades serem Lipschitz e limitadas. A nao linearidade envolvida na equacao
de campo de fase é um potencial do tipo poco-duplo. Utilizamos ao longo do

trabalho o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder e o método de Galerkin.



Abstract

SILVA, Rondinei Almeida da, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, February,
2014. A Mathematical Analysis of a Nonisothermal Allen-Cahn Type
System. Adiviser: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

In this present work we study a model of phase field modeling the evolution of
solidification process that occurs in certain binary alloys. We obtain existence
of solution and results under the hypotheses of regularity the nonlinearities are
Lipschitz and limited. The non-linearity involved in the phase field equation is a
potential double-well type. We use throughout the work the fixed point theorem
of Leray-Schauder and the Galerkin method.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o sistema nao-linear

(o — A0 =p(p—1)(1 —2¢) — [Vo|(pic+ p26) em  Q,

015 + é@t - dlv(k(@a 07 C>V0) = f(l’, t) e Qv
Gt — diV(Dl((,O,e,C)VC—FDQ(QO,&,C)VQO) =0 el Q> (1)
p=0,0=0¢c=0 em S,

| #(2,0) = po(x), 0(x,0) = bo(a) e c(z,0) = co(x) em
onde 2 ¢ RY é um dominio aberto, limitado e C? na fronteira e 1 < N < 3.
Seja T' um numero positivo finito; @ = {2 x (0,7 indica o cilindro espago-tempo
com superficie lateral S = 92 x (0,7).

O presente problema tem uma estrutura que ¢ similar ao problema de so-
lidificagdo nao isotérmica para uma liga binaria apresentado em [5] e [10]. A
primeira equacao de é a equacao tipo Allen-Cahn para o campo de fase e, ba-
sicamente, é obtido de [5] e [I0]. As outras duas equagoes sao obtidas por formas
mais gerais dos balancos de energia térmica e de massa. As constantes positivas
&, 11, e, £ estao associadas com as propriedades do material; k(-) estd associada
com a condutividade térmica; Di(:) e Dy(-) sdo os coeficientes de difusao do so-
luto na matriz do solvente, isto é, o material que constitui a liga binaria; f(-) é
um dado campo externo associado com a densidade de fontes de calor ou bacias;
e as condigdes iniciais o(-), Oo(+) e co(+), respectivamente sao, o campo de fase,
a temperatura, e a concentracao de soluto.

Muita atencao tem sido dada aos métodos de campo de fase nos processos
de solidificacao durante as duas ultimas décadas por muitos autores. Para mais
informagoes, ver, por exemplo [5], [6], [15], [27] e as referéncias deles. Nestas
obras, muitas situagoes e diferentes hipéteses tém sido consideradas.

Neste trabalho, a equagao de campo de fase foi obtido em [5] e, num certo
sentido, essa equacao pode ser considerada mais precisa do que o formato final
indicado em [5]. As outras duas equagoes generalizam equagoes encontradas em
[5], [10] e [26].



No entanto, para tal modelagem ser mais precisa, devemos pagar o preco da
nao-linearidade do acoplamento na equacao de campo de fase, isto é, o termo
—|Vo|(p1c + pob), envolvendo os produtos da temperatura e da concentragao
com as derivadas do campo de fase, € muito mais dificil de manusear em termos
matematicos que o acoplamento classico habitual entre a equacao de campo de
fase e as equacgoes de temperatura e concentragao.

Para resolver o problema , sob as hipoteses , temos que usar uma com-
binacao de técnicas: Principio do maximo em conjunto com um método espectral
de Galerkin semidiscreto para a construcao de solugoes aproximadas, em seguida,
passar para o limite para a obtencao de solugoes do problema original.

Destacamos que, por simplicidade de exposicao, assumimos as condigoes de
contorno de Dirichlet homogéneas. Com simples modificagoes dos argumentos,
a andlise semelhante pode ser feita para outros tipos de condigoes de contorno,
por exemplo, poderiamos tomar condicoes de contorno de Neumann homogénea
para alguma equacao ou todas ou considerar condigoes de contorno nao ho-
mogeneas apropriadas. Também para simplificar, apresentamos o potencial de
nao-linearidade na equagao de campo de fase como p(¢p —1)(1—2y), isto é, a um
potencial do tipo poco-duplo. Os resultados apresentados também valem, com as
mesmas provas, para nao-linearidades mais gerais, como os de classe apresentados
em [23].

O trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1 descreveremos as notacgoes, espacos funcionais, alguns resulta-
dos classicos da teoria de equagoes diferenciais e andlise funcional.

No capitulo 2 provaremos um lema que exibe a existéncia e unicidade de
solugao de um problema aproximado dependendo de um parametro € € (0, 1] para
a primeira equagao do problema (/1)) com o termo —|V|(u1c+p28) substituido por
uma funcao mais regular. Para mostrar a existéncia de solugao desse problema
aproximado usamos o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder. Em seguida,
provaremos uma proposicao que nos permitird passar o limite nesse problema
aproximado e recuperar a solugao original.

No capitulo 3 apresentamos o resultado de existéncia de solugao forte para a
primeira equacgao de e de solucao fraca para as outras duas equacoes, sob as
hipéteses de que as aplicagoes k(.), Dy e D sao limitadas e Lipschitzianas. Para
a prova desse resultado utilizamos o método de Faedo-Galerkin.

Os capitulos 2 e 3 sdo leituras do trabalho de C. Vaz e L. Boldrini [29].

Por fim, o capitulo 4 traz as consideracoes finais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o
estudo dos capitulos seguintes.

1.1 Notacoes e Espacos Funcionais

Nesta secao vamos descrever as notacoes e definicoes de espacos funcionais
que serao usados ao longo do trabalho. Para mais detalhes consultar [7] e [22].
Usaremos as seguintes notagoes:

e RY representaréd o espaco euclidiano N-dimensional;

{2 6 um aberto limitado do RY com medida de Lebesgue |{2] e fronteira 9(2;

(@) representara o cilindro 2 x (0,7);

S = 01 x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q;

a N
V= ( 5 ) denotara o operador gradiente;
Ti/ =1

N
ou;
divu = E 3 * denotaré o divergente de u;
, T
=1

N
0? :
A= Z — representara o operador Laplaciano;
— o0x?

N % N ou 2 %
2 .
Tl = 5 e |Vu| = denotam, respectivamente,
= () = (S (3))
a norma euclidiana de z € RY e a norma do vetor gradiente da funcao
u = u(z);



4 1.1. NOTACOES E ESPACOS FUNCIONAIS

Definiremos a seguir os espacos funcionais necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Nestas definicoes, 2 C RY é um conjunto aberto.

Definicao 1.1. Seja 2 C RY eu: 2 — R continua. O suporte de u, que serd
denotado por supp(u), € definido como o fecho em (2 do conjunto {x € 2;u(x) #
0}. Se este conjunto for um compacto do R™ entao dizemos que u possui suporte
compacto. Denotamos por Cy(£2) ao espaco das fungoes continuas em {2 com
suporte compacto.

Definigao 1.2. C™(2) € o espago das fungoes com todas as derivadas parciais de
ordem < m continuas em {2 (m inteiro nao-negativo ou m = oo ). Denotaremos

por C°(02) = C(2).

Definicao 1.3. O conjunto das funcoes ¢ : 2 — R que sao infinitamente dife-
rencidveis em {2 e que tém suporte compacto, sendo que esse suporte depende de
@, € denotado por C§°(£2).

Definicao 1.4. Chamamos de sequéncia regularizante a toda sequéncia (1,)n>1

de funcoes tal que

1
Nn € C3°(RY), suppn, C B(O’E)’ /Nnn: lLen,>0emRY,
R

Definicao 1.5. Uma sucessao () enn de fungoes de C3°(Q2) converge para zero
quando existe K C €2 compacto tal que:

x suppy, C K, VveN;
x Para cada o € N"
D%p, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador derivacao de ordem « definido por

olel

a1 as
0x " 0x3?...0xon

com a € N”.

Defini¢ao 1.6. O espaco vetorial C§°(S2) com a nog¢ao de convergéncia definida
acima € representado por D(2) e denominado espago das fungoes testes em Q.

Definigao 1.7. Seja 1 < p < 400. Denotamos por LP({2) o espago de Banach das
(classes de) funcoes definidas em 2 com valores em R, tais que |u|P € integravel
no sentido de Lebesgque em {2, com norma

1
P
o | oy = ( / |u<x>\pd:c) para 1< p < +oo
(93

e L>({2) denota o espago de Banach das (classes de) fun¢oes mensurdves de u
definidas sobre {2, que sao essecialmente limitadas, com a norma dada por

|| poo(2) = esssup [u(z)], p=oc.
z€N



5 1.2. RESULTADOS AUXILIARES E IMERSOES

Definicao 1.8. WP4((2) € o espago de Banach (com p € N) das fungoes u(.) em
Li(£2) com derivadas generalizadas de ordem < p que pertencem a LI({2) e cuja
norma € dada por

[ullwray = Y [1D%ul|zaa.

la|<p

0
Definigao 1.9. W 2({2) representa o fecho de D(£2) em WPI({2).

Definigao 1.10. Denotamos por qul(Q) o espago de Banach (¢ > 1) das
fungoes u(.,.) € LYQ) com derivadas generalizadas D,u, D?u, Dyu em L4(Q).
Consideraremos em Wq”(Q) a norma definida por

lullyz gy = llullza@) + [1DsullLa) + 1Dzullza@) + |1 Drtl|Lo(o)-

Definicao 1.11. Dado H um espago de Banach, se T' > 0 é um niumero real e
1 < p < o0, representado por LP(0,T; H) o espago de Banach das (classes de)
fungoes u : (0,T) — H tais que u é mensurdvel e ||u(t)||g € LP(0,T) munido

da norma .
T » D
lulloozsey = ( / Hu(t)HHdt)

Denotamos por LP(Q) o espago LP(0,T; LP(12)).

Definigao 1.12. L?"(Q) € o espago de Banach das (classes de) fungoes u(z,t)
de @) em R mensurdveis (no sentido de Lebesgque) cuja norma € dada por

T r/q 1/r
o= ([ ([ ate0pas) "ae) =,
0 (9]

Para q = r usaremos a nota¢io L9(Q) = LU(Q). Por vezes L¥"(Q) serd deno-
tado por L7 (0,T; L1(12)).

1.2 Resultados Auxiliares e Imersoes

A seguir estao alguns resultados, dentre eles os de imersoes, que serao usados
nos demais capitulos. De modo geral, nao apresentaremos as demonstracoes, mas
serao indicadas as respectivas referéncias bibliograficas.

Teorema 1.13. Seja E um espaco de Hilbert. Seja S = {x;;1 € 1} um conjunto
ortonormal em E. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) z = Z(%%)% para cada x em E.

el

(b) S é completo.

(c) [S]=E.



6 1.2. RESULTADOS AUXILIARES E IMERSOES

(d) (Identidade de Parseval) ||x||* = Z (2, z;)|* para todo x em E.

el

(¢) (z,y) = S (w,:)(y77) para quaisquer z,y em E.
iel

Demonstragao. Ver D. Pellegrino [25], p. 49. ]

Obsevagao 1.14 (Pellegrino [25], observacao 3.3.6, pag. 47). A expressdo Z(x, ;)T
i=1
¢, por motivos ébvios chamado de melhor aproximacgdo de x em M = [xq, ..., x,].

Teorema 1.15 (Desigualdade de Bessel). Seja E um espag¢o com produto interno
e S ={x;;x €I} um congunto ortonormal em E. Entdo, se x € E, temos

Dl z)pl < [l

icJ

J={i€L;(z,2;)p # 0}
Demonstragao. Ver D. Pellegrino [25], p. 47. O

O teorema a seguir, devido & Lions-Peetre, pode ser encontrado em Lions [20].

Teorema 1.16. Sejam 2 C RY um dominio limitado com fronteira suficiente-
mente suave, Q = 2 x (0,1) e 1 < ¢ < 0co. Entao:

se g_N——{—2<O’ W(JQJ(Q)%LOO(Q);

1 2
ol QS Q@ el o),

1 2 2,1 p—e _ (1 2 -
3@q—N+2>0, Wq (Q);)L (Q)a p_(q N—|—2> ’

com as imersoes compactas para € > 0 suficientemente pequeno.
Alguns resultados de imersoes continuas, cujas demonstragoes podem ser en-
contradas por exemplo em Adams [I], p.144, sdo enunciadas no seguinte teorema.

Proposigao 1.17 (Sobolev). Sejam 2 um aberto limitado do RY, 2 de classe
C™ el <p<oo. Entio as sequintes imersoes sao continuas:

(i) Wme(02) = L9(2), 1< q < 22 =p*, semp < N,
(i1) W™P(£2) — Li(§2), 1 < qg<oo, semp=N,

(iii) WP () — C*(02), k < m — % <k+1, semp> N onde k € um inteiro
nao neqativo.
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Lema 1.18. Seja 2 um dominio limitado do RN com fronteira 952 de classe C?,
r>1ep<oo. Sejem sao inteiros tais que 0 < j < m e

1

—i—jm
p r N

N

entao a sequinte 1mMersao:
W™ (£2) — WIP()

€ compacta.

Demonstracao. Ver R. A. Adams [1], Teorema 6.2, p. 144. O

Proposigao 1.19. Seja 2 C RY um dominio aberto e limitado e Q = 2% (0,T),
entao a sequinte imersao compacta se verifica:

Wi(Q) = LMQ)

com 2 < u < 10 para N = 3 e com qualquer i finito para N = 2.
Demonstragao. Ver J. L. Lions [20], p. 13. ]

O resultado seguinte é um exemplo de uma classe de resultados de imersao
conhecidos como imersoes do tipo Aubin-Lions. Essa versao foi apresentada por
J. Simon em [28], Corolério 4, pag.85.

Lema 1.20. Sejam X, B e Y espacos de Banach tais que X — B — Y com
imersoes continuas e X — B compacta, 0 < T < oco. Tem-se as sequintes
1mersoes compactas:

(i) L9(0,T; X) ﬂ{(p; aa—f e LY(0,T; Y)} <5 L9(0,T;B) 1< q< oo
(ii) L=(0,T; X) ﬂ{cp; %—f e L”(O,T;Y)} — C([0,T:B) 1<r< o

Os seguintes resultados sao teoremas classicos da teoria L, para as equacoes
diferenciais parabdlicas lineares.
Considere o seguinte o problema parabdlico linear:

ou = ou
i Au + ;bi(x’t)a_xi +a(z,t)u= f(xz,t) em Q

(1.1)

u(z,t) =0 em S

| u(,0) = ug(z) em (2

O seguinte Lema pode ser encontrado em Ladyzenskaja ([17]; p.180, Observacao
6.3).
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Lema 1.21. Seja £2 um dominio do RY com fronteira 012 suficientemente suave.
Suponha que:

(a) f e L*Q).

() w e W L9

1 1
(c) bi € LT"(Q) com —+2£=§ er<oo.
r q

(d) a € L¥(Q) com r < oo e

1 N
4= para N >4
71“ 2
-+ —=1 ¢g>2 para N =3
r  2q
r>4 =2 para N =3
r>2 qg=2 para N =2

\

Entdo, existe uma tnica solugio u € W3 (Q) do problema (L1)) satisfazendo a
sequinte estimativa:

_>
lullzaig) < M (11l (118 war @+lallwar@ ) ol o +luollwra)).

em que M € uma constante que depende de T, q,r e 2.

O préximo lema é importante para a prova do Teorema de Existéncia do
problema e pode ser encontrado em Ladyzenskaja [18] pag.74.

Lema 1.22. Seja 2 € RY um dominio aberto limitado com fronteira 012 de
classe C?. Eriste uma constante M > 0 tal que, para todas as fungoes u €

V(Q) = L*=(0,T; L2(2)) N L*(0,T; H'(R2)), temos
1 N N
w||ro,mszs(2)) < M|ullvig)y com - + 5 =1

onde r € [2,00|, s € [2,2N/(N — 2)] quando N > 3; r € (2,0], s € [2,00)
quando N =2 er € [4,0], s € [2,00) quando N = 1.

Teorema 1.23. Sejam f € L*(RY) e g € LP(RY) com 1 < p < co. Entdo, para
todo x € RN q.t.p., a fungio y — f(x —y)g(y) € integrdvel em RY e definimos

(fxg)(x) = - flz —y)g(y)dy.

Além disso, f* g€ LP(RY) e

L+ gllee < (1A llgl] o
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Demonstragao. Ver H. Brezis [7], p. 104. O

Lema 1.24 (Gronwall - Forma Diferencial).

(i) Seja n(.) uma fungdo nao negativa, absolutamente continua em [0, T, satisfa-
zendo para todo t q.t.p. a inequacdo diferencial

' (t) < o(t)n(t) +(t),

©(t) e ¥(t) ndo negativas, definidas em [0,T]. Entao

t
n(t) < elo#&)ds [(0) + / Y(s)ds] para0 <t <T.
0

(i) Em particular, se
n <¢én em [0,T] e n(0) =0,
entao
n=0 em [0,T]. (1.2)
Demonstragao. Ver L.C. Evans [I1], p. 624. ]

Lema 1.25 (Gronwall - Forma Integral).

(i) Seja &(.) uma fungdo nao negativa, integrdvel em [0, T, satisfazendo para todo
t q.t.p. a inequacgao integral

E(t) <y /Otﬁ(s)ds +
com as constantes Cy, Cy > 0. Entao
(1) < Co(1 + Cyte)
para todo t q.t.p. em [0,T].

(ii) Em particular, se

t
0 < [ es)ds
0
para todo t q.t.p. em [0,T], entdo
Et)=0 gq.t.p. em [0,T].

Demonstragao. Ver L.C. Evans [I1], p. 625. ]

Teorema 1.26 (Ponto fixo de Leray-Schauder). Sejam X um espag¢o de Banach
eT :a,b] x X — X wma transformacao tal que y = T(\,x) com z,y € X e
A € [a,b]. Suponha que:
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(a) T(\,x) estd bem definida Vx € X e V) € [a,b];

(b) Para A fizo, T(\,x) € continua em X;

(¢) Parax € A, A C X limitado, T (X, x) € uniformemente continua em A;
(d) Para \ fizo, T(\, x) é uma transforma¢ao compacta;

(e) Eziste uma constante M tal que toda possivel solu¢ao x de x = T (A, x) satisfaz
lzllx < M;

(f) A equagio x = T (a,z) tem uma inica solugio em X.

Entao, existe uma solu¢ao da equagao v = T(b,x).

Demonstragao. Ver A. Friedman [12], Teorema 3, p. 189 . ]
Teorema 1.27 (Teorema de Representacao de Riesz-Fréchet). Seja H um espago
de Hilbert com produto interno (-,-) e norma ||-||. Dado ¢ € H', existe um inico
f € H tal que

(g, V) = (f,v), YoveH.

Além disso,

1= MlelLr-

Demonstragao. Ver M. M. Cavalcanti e V. N Cavalcanti [9], p. 156. O

1.3 Desigualdades e Convergéncias

Nesta secao enunciamos os principais resultados que envolvem desigualdades
e convergencias que usaremos no decorrer do texto com suas correspondentes
referéncias.

Teorema 1.28 (Desigualdade de Holder). Sejam f; € L', fy € LP? ... f, €
1

LP» neN, com py,....,p,>1e—+...+—=1. Entao f,---f, € L' ¢
p1 Pn

J1e Rl < Wil Ul

Demonstragao. Ver H. Brézis [7], p. 92. O
Proposicao 1.29 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e p,q > 1 tais que
1
-+ — =1 entao
P q
a? bl
ab < — + —.

p q
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Demonstragao. Ver R.G. Bartle [4], p. 56. ]

Uma variacao da desigualdade de Young que sera muito utilizado neste tra-
balho ¢ dada pelo seguinte corolério.

1 1
Corolario 1.30. Sejam a,b >0 e p,q > 1 tais que — + — = 1. Para todo € > 0
p q

tem-se
ab < c(e)aP + eb?.

Demonstracao. Temos

ab = (¢e)

Aplicando a desigualdade de Young segue
p
1 1 1 q
ab < - ¢ |+ - <(q6)5b>
P\ (ge) q
1
= a? +¢eb? Ve>0.

P

p(ge)s

temos

Tomando c¢(g) =

SIS

p(qe)

ab < c(e)a? +eb? Ve >0.

Proposicao 1.31. Sejam nimeros reais a,b >0 e p > 1, entdo

(a+b)P < 2P(a? + 7).

Demonstracao. Usando as propriedades do maximo obtemos

(a+ b)Y < (2max{a,b})?
= 2P max{a”, b’}
< 2P(aP +bP).

]

Teorema 1.32 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que §2 seja um aberto
limitado do R™. Entdo para todo 1 < p < oo, existe uma constante C' (dependendo
da medida de (2 e de p) tal que

||u||Lp(_Q) < C||VU||Lp(_Q), Y ue Wol’p(Q).
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Demonstragao. Ver H. Brezis [7], p. 218. ]

Como consequéncia da desigualdade acima, a expressao ||Vul|rr(o) ¢ uma
1 : ~
norma em Wy (£2), equivalente a norma ||u||w1r(0). Em Hg(£2) a expressao

/Vu )Vo(z dx—Z/ax (91: (x)dx

define um produto interno que induz a norma ||Vu||.2(o) equivalente a norma de
[lullm )

Teorema 1.33. Exziste (e,)n<1 de L*(£2) e uma sequéncia (Ap)n<1, An >0, Vn e
An — +00 tal que

en € Hy(2) NC™®(2) e — be, = Apen em §2.

Demonstracao. Ver L. C. Evans [11]. O

Lema 1.34. Consideremos a base ortonormal completa do L*(£2), que consiste
nas autofuncoes {wy tr>1 do operador —A com condigoes de contorno de Dirichlet
homogéneas associadas aos autovalores {\;}x>1. Seja Vi, o espago vetorial finito
gerado por {wy}1<k<m. Denotamos por B, : L*(2) — V,, a projecao ortogonal
sobre Vy,. Supondo f € Hg(£2) entdo vale a sequintes estimativa do erro f— P, f

||f meHL2

1 2
IV fll72(0) = meHHé(Q)

o )\m-i-l

Demonstragao. Ver S. Antonello [2], p. 16. O

Teorema 1.35 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,)
uma sequéncia de fungoes integrdveis que converge quase sempre a uma fun¢ao
real mensurdvel f. Se existe fungao integravel g tal que |f,| < g para todo n € N,

entao f € integravel e
/fdx :lz'm/fnd:c.

Demonstragao. Ver R.G. Bartle [4], p. 44. O

Teorema 1.36. Seja f € LP(RY) com 1 < p < oco. Entaon.* f — f em LP(RY)
quando € — 400, onde n. denota uma sequéncia de funcgoes reqularizantes em
RN

Demonstragao. Ver H. Brezis [7], p. 109. ]

Lema 1.37. Seja D um aberto limitado de RN, N um inteiro positivo, g, € g
fungoes de LU(D), 1 < g < oo, tais que

\|gml||Lapy < ¢, (¢>0 constante)

gm — g quase sempre em D.
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Entao,
gm — g fracamente em L(D).

Demonstragao. Ver J. L. Lions [19], p. 12. ]

1.4 Distribuicoes

Os resultados enunciados nesta secao podem ser encontrados em Cavalcanti
[8]. Por esse motivo nao daremos referéncia para as demonstragoes.

Seja 7 a topologia em C§°({2) induzida pela seguinte nog¢ao de convergéncia
em C§°(£2): diremos que a sequéncia ¢, converge a ¢ em C§°({2) se existe um
compacto K C {2, tal que supp{¢,} C K, Vn € Ne D*p,, — D¢ uniformemente
para todo multi-indice a.

Definigao 1.38 (Fungoes teste). Definimos o espago das fungdes testes em {2
como sendo o espago C§°(£2) munido com a topologia T. Denotamos esse espago
por D(£2).

Dizemos que um funcional 7" : D({2) — R é continuo se satisfaz:
¢; = ¢ em D(2)=T(¢;) = T(¢) em R.

O dual topolégico de D({2) é o conjunto de todos os funcionais lineares continuo
em D((2).

Defini¢ao 1.39 (Espago das distribuicoes). Definimos por distribui¢oes sobre (2
e denotamos por D'(£2) o espago dual topoldgico de D(2).

Dizemos que {T;} C D’'(£2) converge a T' € D'({2) se T;(¢) — T'(¢) para todo
¢ € D(£2). Com essa topologia, D’'(2) é Hausdorff, entdo o limite em D'({2) é
unico.

Definigao 1.40 (Derivada de uma distribuigao). Considere T € D'({2) e seja
a € N". Definimos a derivada de T de ordem « (denotada por D*T ) por

(DA™, @) = (=1)l*NT, D*p) para todo ¢ € D(12).

E possivel demosntrar que se u € L. (£2), entdo T, : D(£2) — R definida por:

loc

(Tu, @) = / updz
(P4

¢ uma distribuicao em (2. Do préximo lema (conhecido como Lema de Du Bois
Raymond) segue que T,, = T}, se, e somente se, u = v q.t.p. em (2.
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Proposigao 1.41 (Du Bois Raymond). Seja u € L}, (£2) tal que, a distribuigdo
T, satisfaz

(Tos) = [ apla)iz =0 Vo e G (2)
entdio u = 0 quase sempre em (2.

Demonstragao. Ver M. Cavalcanti e V. Cavalcanti [8], Proposigao 4, p. 12. [

1.5 Operadores Setoriais, Semigrupos Analiticos
e Problemas de Cauchy Abstrato

Nesta secao vamos recordar a definicao de operadores setoriais para uma certa
classe de operadores lineares nao limitados. Tais propriedades, serao usadas no
tratamento das equacoes semilineares presentes nos nossos modelos.

Definicao 1.42. Um operador linear A em um espaco de Banach X ¢ setorial
se: A € fechado com D(A) denso em X e existem constantes C € R, m > 1 e
v € (0,7/2) tais que o setor aberto

E:{)\E(C;’yg\arg(A—C)]SW,)\#C}

€ um subconjunto do resolvente de A e

A=A <mA—C', Vies.

Nesta segao vamos supor que:

(H): A é um operador linear fechado com D(A) denso em X tal que
»t = {)\; 0<vy<larg(N)| < 7T} UV Cp(A)

A=A <Cca+ )", viext

com V uma vizinhanca de zero e v € (0,7/2).

Se A é setorial e satisfaz (H), entao por Pazy [24] Teorema 5.2, p.61], —A ¢
o gerador de um semigrupo analitico S(t).

Mas se A é apenas um operador setorial, temos ainda os seguintes resultados,
veja Henry [14, Exemplo 3, p.19 e Teorema 1.3.4, p.20]

Proposicao 1.43. Se A é um operador setorial, entdo —A € o gerador infinite-
simal de um semigrupo analitico S(t).

Proposigao 1.44. Se A € um operador setorial em X, B € um operador setorial
em Y, entio A X B, ¢ setorial em X XY, onde (A x B)(z,y) = (Azx, By) para
r € D(A) ey e D(B).
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O seguinte resultado nos dd um importante exemplo de operador setorial, veja
para mais detalhes Pazy [24, Teorema 3.5, p.214].

Proposigao 1.45. Se v € uma constante positiva, entao A = —v/A, com
D(A) = H*(Q) N Hy (%),

¢ um operador setorial em L?(§2).

Em particular, temos que o operador

A — |: _é-QA 01><(2m)

O2mx1)  O@m)x(2m) (2m+1)x (2m+1)

é setorial em (L2(€))@™+D* para todo m > 1 inteiro.

Consideremos agora o seguinte problema de Cauchy abstrato

Owu(t) + Au(t) = f(t,u(t)), t>0
{ ulty) = o, (1.1)
com u(t) € D(A).

Dizemos que u(-) é uma ”mild-solution”do problema de valor inicial ([1.1)) se
ela satisfaz

u(t) = S(#)uo +/0tS(t— O f(s,u(s)ds com 0<t<T, (L2

Neste caso, u(-) é automaticamente continua.

As duas definigoes que se seguem, podem ser encontradas em sua forma mais
geral em Henry [14, p. 53].

Definigao 1.46. Seja U um aberto de RY x HL(Q), dizemos que uma funcao
f U — L*Q) € localmente Holder continua em t e localmente Lipschitz em
x € U se para cada (t;,x,) € U existe uma vizinhanga V- C U de (t1,z1) e
constantes L > 0, 0 < v <1 tais que

1t 2) = f(s, )2 < Lt = s]” + [l = yll g ), (1.3)
para todo (t,z),(s,y) € V.

Defini¢cao 1.47. Uma solug¢ao do problema em (to,t1) € uma fun¢ao
continua u : [to, t1[— L*(Q) tal que u(0) = uy e em (to,t1) temos (t,u(t)) € U,
onde U € um aberto de R x H}(Q), u(t) € D(A), u; existe, t — f(t,u(t)) é
localmente Holder continua e

/0 1t () 2yt < oo,

para algum p > 0 e a equacdo estd definida em (to,t1).
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O seguinte teorema , serd aplicado para obter um resultado de existéncia e
unicidade local (no sentido da Definigao [L.47) para o problema (I))(para mais
detalhes, veja Henry [14, Teorema 3.3.3, p.54]).

Proposigao 1.48. Suponhamos que A é um operador setorial e f: U — L*(Q),
U um subconjunto aberto de R x H}(Q), f(t,u) € localmente Lipschitziana em
u € U e localmente Holder continua em t, com expoente 0 < v < 1, entao para
cada dado inicial (to,up) € U, existe t1 = t1(to, o) > to tal que o problema de
valor inicial tem uma tinica solugao local u em (to,t1), u € C([to, t1]; Hy ().

O préximo resultado da algumas condigoes suficientes para que se possa con-
cluir que a solugao, local no tempo, obtida pela Proposicao ¢é de fato global,
ou seja, que tal solucao existe para todo t > t;. Sua demonstracao pode ser
encontrada em Henry [14, Teorema 3.3.4, p. 55].

Proposigao 1.49. Suponha que A e f sao como na Proposi¢ao e também
que, para cada conjunto limitado e fechado B C U, a imagem f(B) € limitada
em L*(Q2). Se u é uma solugdo de em (to,t1) ety € mazximal, ou seja, nao
existe solucao de em (to,t2) se ty > tq1, entdo ou t; = +00 ou existe uma
sequéncia t, — t; quando n — +oo tal que (t,,u(t,)) — OU. ( Se U € ilimitado,
o ponto no infinito estd incluido em OU ).



Capitulo 2

Resultado Principal e Lema
Auxiliar

Neste capitulo apresentaremos o principal resultado do trabalho e provaremos
um lema auxiliar que vai nos permitir provar a existéncia de solucao para a
primeira equagao do problema —. Os demais resultados deste capitulo,
mesmo quando nao mencionado, também sao validos para N = 1.

2.1 Resultado Principal

Consideremos o problema

oo = EAp = p(p —1)(1 = 2¢) — |Vol(pc+ pb) em Q, (2.1)
0+ Loy — div(k(,0,)V0) = f(z,1) em Q,  (2.2)

¢ — div(Di(,0,)Ve + Do(0,0,)V0) =0 em Q,  (2.3)
$=0,0=0,¢=0 em S, (2.4)

o(x,0) = po(z), 0(z,0) = Og(x) e c(x,0) = co(x) em (2, (2.5)

e suponhamos que:

(H)) 2cRN, N=1,20u3, éum dominio limitado de classe C?;
0<T < 4o00;Q =2 x(0,7T);
(Hy) ke C(RY) é Lipschitziana e 0 < k; < k(.) < ky < 400; (2.6)
(H3) D; € C(RY) é Lipschitziana e 0 < p; < Dy(.) < py < +00;
(H)) Dy € C(RY) ¢ Lipschitziana e |Dy(.)] < p3 < +00.

Agora, enunciaremos o principal teorema do trabalho que provaremos no

17
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capitulo seguinte.

Teorema 2.1. Supondo (H,)—(Hy), [ € L*(Q), (¢o, 60, c0) € Hy(£2) x (L*(2))?,
com0 < g <1eq=222 onde N =2 ou3, denotando Vo(Q) = L>(0,T; L*(£2))N

N+1’

L2(0,T; HY(92)), existe uma solugdo fraca (p,0,c) do problema (2.1)-([2.5) no se-

guinte sentido:
p € L*(0,T; Hy (£2)) N WHQ), (8,¢) € (Vo(Q))?, (2.7)

(0 +€p)e ) € (L*(0,T; HH(£2)))?, (2.8)

(0(0),6(0),¢(0)) = (o, fo, o),

<(9+€@)t,vl)+/ k(go,&,c)VGVvldx:/vald:c, (2.9)

N

(4, 09) —i—/ Dl(gp,G,c)Vchgdx—l—/ Ds(p,0,c)VeVuedr =0, (2.10)
0 0

para todos vy, vy € HY(Q2), g.t.p em (0,T),

— &A= (e — 1)(1 = 20) = [Vl (e + p2b)  gtp. em Q, (211)
=0 gqtp. em S. (2.12)

2.2 Problemas Auxiliares

Inicialmente consideremos o seguinte problema auxiliar:

—EAp=F(p)+g em Q=102x(0,7T) (2.13)
=0 em S, o(z,0) =po(z) em {2, (2.14)

que foi tratado por Morosanu e Montreanu (Ver [23], p. 519) para o caso de
condigao de contorno de Neumann e uma parte geral F'(p) nao-linear, que inclui
a nao linearidade ¢(¢ — 1)(1 — 2¢) que aparece em nosso problema. A mesma
prova apresentada em [23] para a existéncia e unicidade se mantém para o pro-
blema com a condi¢ao de contorno de Dirichlet, nés apenas vamos enunciar o
resultado de existéncia e unicidade correspondente para os problemas e
([2.14)), que ¢ o que trata a préxima proposmao Para ver a definicao e outros de—

talhes relacionados ao espaco fracionario W K (£2) citado na proposigao seguinte,



19 2.2. PROBLEMAS AUXILIARES

consultar A. Fursikov [I3].

Proposicao 2.2. Seja 2 C RY, N = 1,2 ou 3 um dominio aberto e limitado

com fronteira 082 de classe C* e Q = 2 x (0,T), o cilindro espago-tempo com

superficie lateral S = 982 x (0,T). Suponhamos que F(p) = p(p — 1)(1 — 2¢p),
2

22
g € LUQ) para ¢ > 2 e pg € Wy *(£2), com py = 0 em 0f2. Entao, existe
uma unica solucao ¢ € qu’l(Q) para os problemas e , que satisfaz

a estimativa
lellwz1g) < Mllpollwmace) + lglla@))

onde m =2 —2/q e M depende s de 2, T e q.
Demonstragao. Ver Morosanu e Motreanu [23], p. 519. O

Em seguida, vamos considerar outro problema auxiliar mais parecido com a
equacao de campo de fase de nosso problema original:

pr— D0 = p(p = 1)(1 = 2¢) = [Vglh em Q, (2.15)
=0 em S, ¢(x,0) = po(z) em K. (2.16)

Agora, consideremos o seguinte principio de maximo para os problemas (2.15)) e
(2.16]).

Lema 2.3. Seja Q C RY, N = 1,2 ou 3 um dominio aberto e limitado com
fronteira 9 de classe C* e Q = Qx (0,T), o cilindro espago-tempo com superficie
lateral S = 002 x(0,T). Suponha que o dado inicial oo € L®(2) com 0 < ¢g(x) <

1 para todo x q.t.p. em 2 e h € L>*(Q). Entdo, para qualquer T >0 e q = N—j’r?

N+17
qualquer solugdo fraca p € L*(0,T; H}(2)) N WqQ’l(Q) dos problemas e
satisfaz 0 < p(z,t) <1Vt € [0,T] e Vo € Q ¢.t.p.

Demonstracao. Temos que

p=p"—¢"
onde ¢ e = sdo, respectivamente, a parte positiva e negativa de . Multipli-
cando (2.15)) por ¢~ e depois integrando em (2 vem que

/ pup~dr — 52/ Ap o~ dr = / ol —1)(1 —2¢)p dx — / Volhe™dz.
(9] 0 (] (]

E como

+_ ) o se 20
Dy _{O se <0
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onde Dyt e Dy~ indica a derivada em relagao a t € [0, T, respectivamente, da
parte positiva e negativa de ¢. Logo

/wtsodrz/(sot*—sot)wdx = /@?@d:ﬂ—/wmdw
(] 0 0 (]

= —/(pt_go_dx, (2.17)
Q

—52/A<p godx—SZ/VgOVgpdx = —fQ/Vgngoda:
Q Q Q

/ng(gp ~ DU =2p)prde = /Q(—so +3¢% = 20%)p " du
= /Q((%O_)2 +3(¢7)7 +2(p7))dz (2.19)

1 2
e usando a desigualdade de Young com C'(g) = 3] ee= % vem que

/Q Velghde < /Q (IVeH| + [V o |hlda
- / Vo | ¢ [Hlda
0
< /Q Vo | o [lllz=(o)dz

& B i
= 5/Q|V90 |2dx+0(5)||h||%w<cz>/g(so Vdr.  (2.20)

Dai, de (2.17)), (2.18)), (2.19) e (2.20]) obtemos

/QsotsodchrSQ/QIVso\de
< - / ((07)2 +3(0 ) + 207 ) de
(9

¢ - -
+ 5 [ 9o P+ @bl [ (¢
2 2 97

Como — / ()2 +3(p)* +2(¢ ")) dzr <0, resulta que
1%

/g%%(@(t))%lx + (52 - %2) /Q Ve~ [Pdz < C(e)l|hll1=(q) /9(90)2‘“'
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temos que

dat!

() < 20E)bllim@n(®) e 10) = [ (e5)de =0,

e entao, pelo Lema de Gronwall, resulta que

o que implica

n(t) =0 para todo ¢ € (0,77, (2.21)

™ (B)]172(0) = 0.

|~ ()| 22(2) = 0,

para todo t € [0,T].

p(t) = (t) — ™ (t) = " (t) >0,

©(t) > 0 para todo t € [0,T].

Agora, multiplicando ([2.15)) por (¢ — 1)* e depois integrando em (2 e obser-
vando que ¢; = (¢ — 1), Ap = A(p — 1) e Vo = V(p — 1), segue que

/Q (o= il — 1)rde — € / Alp—1)(p — 1)*de

/Qso(so —1)(1—=2p)(p — )" dx — /Q IVolh(o —1)Tda.
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Logo,
[e-tie-vtde = [ (-1 - (o= 00)e - Ve
— [e-Dite-1tdo- [ (- 1ile -1t
(7

]

_ L%%[((gp—l)"‘)jdw, (2.22)

- /Q ol — 1)(p — 1)*da. (2.24)
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Como ja mostramos que p(t) > 0 para todo ¢ € [0,T], entao
—2 /Q(so —1)?*p(p —1)"dx <0,
Dai, de obtemos
| ete=na-200-1"r < = [ ole=1le-1"ds
= — [ e(e-1" = e=10 ) -1

- - /Q (o — 1)")de
0 (2.25)

IN

e usando a desigualdade de Young com C'(e) = = e € = == vem que

[ 1V =Dle =1 hda
< [ (196 =11 +19(e = 1) Dle — Dlhlda
SRR MICER T
< [ V=101 o= 1" [bllimae

< § [ V-1 Pdo+ COIME [ (o= 1" dn. (220

Dai, de (2.22), (2.23)), (2.25) e (2.26]) obtemos

/Q%%[« -7 dx+£2/\V )HPdr < — /QsO((so—l)+)2dx

L€ / V(o — 1)* PPz + C(e )||h||§m(Q)/Q((¢_ )Y 2de

o que implica

[l (=0 Joes (€= 5) [ wto
< OOl /Q (¢ - 1>+>2dx,

e dal

% /Q ((p(t) = 1)F)?dz < C(e)||hl[7~ () /Q ((p(t) — 1)1)2dz.
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Fazendo
b(t) = /Q (p(t) = 12z = [|(o() — 1) [

temos que

o) <2CEAli@vtt) o v0) = [ (= 1)de =0,

2

e entao, pelo Lema de Gronwall,
Y(t) =0 para todo t € [0,T] (2.27)
se, e somente se,
1(2(8) = D) *][Z2() = 0,
e dai
(o) = 1) [lz2() = 0,

o que implica

(e(t) =1)" =0,
para todo t € [0,T].
E assim,
p(t) = 1= (p(t) = )7 = (p(t) = 1) = —(e(t) = 1)7 <0,
e entao,
o(t) —1 <0,

para todo t € [0, 7], ou seja,

©(t) <1 paratodo t € [0,T].

Portanto,

0<p(x,t) <1 paratodo t€[0,T] e = € 2 q.t.p.
L]

Em seguida, vamos considerar a questao da existéncia de solugoes para os
problemas e . Para isso, vamos apresentar e estudar uma sequéncia
de problemas regularizados dependendo de um parametro auxiliar positivo e.
Vamos entao obter uma solugao de e como o limite das solugoes

destes problemas regularizados quando o parametro se aproxima de zero.

Os problemas regularizados sao obtidos como se segue:
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Primeiramente definamos

ho h se (x,t) € Qx(0,T)
ext = { 0 se (z,t) € RN — (Q % (0, 7))

em seguida

Ye = hext *Me
onde 7. denota uma sequéncia de funcoes regularizantes em RY*! e x indica o
produto de convolucao como definido no Teorema [1.23] Os problemas regulari-

zados sao aqueles com h substituido por 7.. Para este tipo de problema, temos
um lema que sera estudado na proxima segao.

2.3 Lema Auxiliar

Lema 2.4. Fizemos ¢ € (0,1] e suponhamos que po € HY (), onde 0 < ¢y < 1.
Entao, existe uma unica solugao ¢, € W;l(Q) do sequinte problema:

Pe,t — §2A§05 = @5(908 - 1)(1 - 2306) - |v905|'76 em @, (2~28)
0. =0 em S, ¢(x,0) = @o(x) em Q. (2.29)

Além disso, ¢. ¢é uniformemente limitada em relagio a € em L*(0,T; H}(2)) N

qu(Q) com q = %—ﬁ

Demonstracao. Para provar o lema usaremos o Teorema m (Ponto fixo de
Leray-Schauder).

Por simplicidade de notacao, omitiremos o subescrito €. Consideramos entao
a aplicacao:
¢ : [0,1] x L*0,T; H}(Q)) — L*(0,T; H}(R2)) onde ®(\,v)) = ¢, onde ¢ ¢é
solucao unica do problema:

oo — & Ap = p(p — 1)(1—20) = A[VYly em Q, (2.30)
=0 em S, o(x,0) = po(z) em €. (2.31)

(a) Para verificar que ®(),.) estd bem definida, observemos que pela Proposigao

com g = —AVi|y € L*(Q) e ¢ = 2 temos que o problema ([2.30)-
(2.31) tem uma tnica solugio ¢ € Wy (Q) — L2*(0,T; H'(£2)), ou seja,
o € L*(0,T; H(£2)) e como ¢(x,t) =0 em S, entao p € L*(0,T; Hy(£2)).

(b) Para verificar a continuidade de ®(A,.), seja (A, ¢,) — (A, ¢) em [0,1] X
L*(0,T; H}(£2)). Denotamos ®(\,1,,) = ¢,, € escrevemos

‘Pn,t - 52A<Pn = ‘;On(gpn - 1)<1 - Q@n) - >\|V¢n|7 em Qv (232)
0, =0 em S, @,(z,0) = @o(x) em (. (2.33)
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Do fato de {\,#,} ser limitada e usando a Proposigao obtemos que
||g0n||W22,1(Q) < M, e entdo {¢,} é uniformemente limitada em relagdo a n

em WH(Q). Além disso, pela Proposicéo , W3 (Q) estd imerso com-
pactamente em L*(Q)) com 2 < pu < 10e N =2 ou 3.
Assim, existe ¢ € W3"'(Q) e uma subsequéncia {@,,} de {@,} tal que
quando n — oo

Pn, = em W3H(Q)

@n, — p em L7(Q).

Desse modo, conseguimos provar via Teorema de Riesz que ®(\,¢) = ¢ é

solugao de ([2.30)-(2.31)).

Notemos que, para qualquer subsequéncia de {®(\,1,,)} podemos usar
0 mesmo argumento anterior para concluir que esta subsequéncia admite

outra subsequéncia que converge para uma solugao de e , e como
Y é fixo e a solugao de e é tnica, entao a sequéncia {®(\, 1,)}
tem a propriedade de que qualquer uma de suas subsequéncias tem por sua
vez uma subsequéncia que converge para o mesmo limite, a saber ®(\, ) =
v que é solucao de e , entdo {®(A,1,)} converge para esse
mesmo limite, ou seja, ®(\,¥,) — ¢ = ®(\, ). Portanto, se (A, ¢,) —
(A, 1) entao, ®(A, 1) — P(A, ), e assim a continuidade de ® é provada.

(c) Sejay € A, com A C L*(0,T; H}(£2)) limitado, ou seja, existe uma constante

K >0 tal que ||¢HL2(O,T;H&(Q)) <K,V e A.
Sejam @1 = P(A1,1) e o = P(Ag, 1), temos entao que

{ (p1)e = EAp1 = @1(o1 = 1)(1 = 2¢1) = M|Vp|y em Q, (2.34)
p1=0 em S, pi(x,0) = po(x) em €. :

{( ©2)t — Ay = a2 — 1)(1 — 202) — Xo| VY|y em Q, (2.35)
w2 =0 em S, po(z,0) = po(x) em €. '

Definamos w = 1 — @9 = ®(A1, 1) — D(A2, ).

Fazendo ({ - - ) temos:

— §Aw = (o1 — p2) (=1 +3(01 + p2) = 2(] + 1002 + 03))—
(A = 22)|Vely em Q (2.36)
w=0 em S, w(z,0)=0 em .
Tomando R(x,t) := —1+ 3(¢1 + p2) — 2(0% + p1p2 + ¢3) em ([2.36]), temos

{ wy — EAw = w R(x,t) — (A — M) |[V|y em Q (2.37)
w=0 em S, w(z,0)=0 em €. '

Note que R(z,t) € LY%(0,T; L*(£2)). De fato, temos que

/(gpf)gﬂdxdt = /((pl)gdxdt < 400,
Q Q
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pois, pelo Lema [1.19, W2 (Q) < L*(Q), com 2 < pi < 10 para N = 2 ou
3, entao, @1 € L(Q), e de forma andloga provamos que

/(gpz)gd;ﬂdt < +o0.
Q

Dai, pela desigualdade de Young, vem que

1 1
/(wgwg)g/zdxdtg —/(gol)gda;dt+—/(<p1)9dxdt < 400.
Q 2Jq 2 Jq

Logo,
Papa € Lg/Q(Q)a

€ como

LY?(Q) = LY(0,T; LP(52)) C LY(0, T; L*(12)),
entdo, ©1, Yy € Py pertencem a LY2(0,T; L?(£2)) e, portanto,
R(z,t) € LY%(0,T; L*(12)).
Pelo Lema [1.21], vem que

M (A = 22lllIVY @)

<
< MM = Al @ ¥l 20,23 (2))
< M KM = X7z~

HwHW;’l(Q)

onde M é uma constante que depende de T e (2.

Assim,

120, ) = @0, ) 210y < M Kl lAe = Aal-

Logo, pela continuidade da imersao Wy (Q) < L?*(0,T; H'(£2)) e usando
o fato de ¢1, o € L*(0,T; Hy(£2)) temos

[D(A1, 1) — P(Ag, )| 20,12 (2)) < C M K|[yllpoo (@)A1 — Xo| V¥ € A

Portanto, ® ¢ lipschitziana em relacao a A\ e entao uniformemente continua
em \.

(d) Pela Proposicio [2.2 temos que ¢ € L?(0,T; H*(02)), p; € L*(0,T; L*(£2)) e

como ¢ € L*(0,T; H}(£2)) entao ¢ € L*(0,T; H*(£2) N H}(£2)), e como
H2(£2) N Hy(2) <= Hy(2) = LA(2),
pelo Lema vem que

W = L*0,T; H*(2)NHL(2))N{p; ¢ € L*(0,T; L*(2))} < L*(0,T; HL(12)).
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Podemos escrever o operador ® da seguinte forma

ou seja, ¢ é a composicao do operador solugao com o operador inclusao,
onde este ultimo é compacto. Portanto, ® é compacto.

(e) Mostraremos agora que se ¢ € L*(0,T; Hi(£2)) tal que ®(\,p) = ¢, com
A € [0, 1], entdo existe uma constante 5 tal que

el 20,1513 (02) < B-

Lembramos que o ponto fixo ¢ € L*(0,T; H}(£2)) é solugao do problema

o1 = E0p = p(p = 1)(1 - 2¢) = AlVeply em Q, (2.38)
=0 em S, o(x,0) =po(zr) em Q. (2.39)

Multiplicando (2.38)) por ¢, depois integrando o resultado em {2, usando

que o ma[é({?)s — 25% — 1} é finito, a identidade de Green e a desigualdade
se

1 2
de Young com C(g) = % ee= %, obtemos

/Q orpd — & /Q (Ap)pdz = /Q o — 1)(1 - 20)dz — A /Q Vlypdr,
e dai,

1d

§%||<p(t)!\i2(m+£2/lew(t)l% < /990(75)2(3<P(t)—2<p(t)2—1)d:c
& [Ivewpa

2 (P
+ OO o / (1),

2

e entao,

1d

£ ~
S ey + (€ = Vel < [ plPds

2

+ OO /Q o(0)%dz,

onde M= maRX{Ss — 2s% — 1}, e consequentemente,
ELS

d £2 ~
SlelEsa) + S IVRO R < (2 3 +2CENN Oy ) e OlEs(a,
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de onde concluimos que
d 2
Sl + SIVeO s
< ML+ [0z @) o) 72(0), (2.40)

onde M = max{2 M, 2C(e)}, e entao,

%Hw(t)!liz(m < M1+ [yl @)e®z20), (2.41)
e aplicando o lema de Gronwall a iltima inequagao, temos
Il z2(@) < Milleoll 2@,
e portanto,
ol oo (0,:22(2)) < Mol z2(0)- (2.42)
Integrando de 0 a T" e usando a desigualdade de Poincaré temos,
lell 20,12 (2)) < MallollL2()- (2.43)
E entao, de e obtemos
||90||L°°(0,T;L2(Q)) + ||90||L2(0,T;H3(Q)) < M3||900||L2(Q)

e tomando 3 > Ms||po||12(2) obtemos o resultado.

(f) Agora, consideremos ®(0, ¢) = ¢, solu¢ao do problema

pr— Do =p(p —1)(1-2p) em Q, (2.44)
=0 em S, ¢(x,0) = po(z) em (. (2.45)

A existéncia de solugao tinica para as equagoes ([2.44)) e (2.45)) é dada pela
Proposigao 2.2

Portanto, usando o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder com A = 1,
existe uma solugio ¢ € L*(0,T; H}(§2)) para os problemas (2.28)) e (2.29).

Para provar que . é uniformemente limitada em relacao a € em L*(0,T; Hy (£2))N

W21(Q) com ¢ = 42, multiplicamos (2.28) por ¢., integramos em (2, usamos a

N+12

identidade de Green, o fato do maﬂg{Bs —252—1} ser finito, o principio de maximo

se

dado pelo Lema [2.3| a identidade de Young e depois integrando todo o resultado
de 0 a T', obtemos

d 2
e Ollzze) + (€ = VeeOllzze) < Millpe (D)) +

M7= (1720 (2.46)



30 2.3. LEMA AUXILIAR

e aplicando o lema de Gronwall, temos
() l72(0) < Ma(ll@ollzze) + I17ellZ2q);
e do Teorema temos ||7:[/z2(q) < ||h]/22(g), € por conseguinte
loe ()| 72(0) < Ma(ll@oll7zim) + 1M1720))-
Integrando a inequagao (2.46)) de 0 a 7', concluimos que
[0l Lo 0.1:22(2)) + l0ell 2o,z ) < Ma(llollze) + [Pl 22q)), (2.47)

onde M, depende de T', {2, £, e independe de €. Em seguida, usamos a Proposicao
com g. = |V |y. no lugar de g e ¢ = 2. Observamos que V. € L*(Q), e
tomando h € L"(Q) com r = 2(N + 2)/N, entdao do Teorema obtemos
7. € L'(Q) tal que ||Vellzr@@) < ||P|lr@)- Consequentemente, g. € L9(Q) com
qg=(N+2)/(N+1), além disso,

9l za@) < IV@ell2@)llbllzr@)-

Assim, usando a Proposigao[2.2]temos que . € W>'(Q), com ¢ = (N+2)/(N +1)
tal que

1@ellwzrq) < Ms(llwollwr2@) + Vel 1l r@))-

Finalmente, de ([2.47)) obtemos

1e=llwz1 ) < Me(llwollwraie) + 17l @), (2.48)
onde Mg depende de T', (2, ||po||r2(0), € ||h]/12(2), mas independe de .
Agora, provaremos a unicidade da solugao de e .
Suponhamos que existam ¢; e py solugoes de e , logo

{ (1) = &A1 = 11 — 1)(1 = 2¢1) — [Vipi]y em Q, (2.49)
p1=0 em S, pi(x,0) = @o(x) em €. :

{ (p2)e = EApa = a2 — 1)(1 = 2p2) — |[Vipa|y em Q, (2.50)
02 =0 em S, pa(z,0) = o(x) em Q. :

Definamos w = @1 — 9. Fazendo (2.49) - (2.50) temos:

w; — EAw = (p1 — 2)(— 1+ 3(p1 + p2) — 2(¢] + w192 + 93))—
(IVei] = [Va|)y em Q, (2.51)
w=0 em S, w(z,0)=0 em €.
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Tomando R(z,t) := =1+ 3(¢1 + p2) — 2(¢5 + w102 + ¢3) em (2.51)), temos

we = EAw = w R(w, t) = (V| = [Vipa|)y em @, (2.52)
w=0 em S, w(z,0)=0 em €. '

Multiplicando a primeira equagao de (2.52) por w(t) € Hj(£2) e integrando em
{2 vem que

[ wowas=¢ [ sw@uie = [ w?e) Rie.is = [ (9ol = Vet

e como pela identidade de Green

/QAw@)dx_—/wa(t)de

e usando o fato de v € L>®(Q) e que

1d
wtwtdx———/w2tdx
| wtotas =35 [ v
temos que

__/ da:+§2/ ]Vw(t)|2da:§/ﬂw2(t) R(x,t)dx

+H’7HL°°<Q>/Q| IVor| = Vo | |w(t)|d. (2.53)

Observemos agora que

R(z,t) = —1+3(p1+¢a) = 27 + prp2 + ¢3)
= —1+3(p1 + p2) — 205 — 20192 — 23
< 1+ 3(p1+p2) — 2901"“:01"'%02_2902
= —1+3(p1+¢2) —

(—143p1 — ¢3) + (3902 ©3)
< M;

onde M7 é constante, j& que Ry(z,t) := —1+4 3p1 — @7 e Ra(x,t) := 3y — 3 sa0
parabolas com concavidade voltada para baixo, logo sao limitadas superiormente.
Entao, de (2.53)) vem que

1d

53 w2(t)d:v+§2/9|Vw(t)|2dx < M7/Q|w|2(t)dx

=@ /Q V(o1 — o) () de, (2.54)
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1 2
usando a desigualdade de Young com C(g) = 2—52 ee= % vem que

2
[ ll@l 9l iz < & [ 1Vubds+ CEIME~ [ lo(Fdezss

Aplicando ([2.55) em ([2.54) obtemos

1d €2
—— wQ(t)dx+—/ (Vw(t)|?dr < <M7+C(5)||7||%00(Q)>/ lw(t)|*dx
e dai
()2 < Mallw(®)]2
i w L2(0R) = 8| |W L2(£2)>

onde Mg = 2(M7+C’(5)ny]|%w(@)>. E como w(0) = ¢1(0) — 2(0) = o — o = 0,
entao, pelo Lema de Gronwall

w=0 em [0,T], ouseja, g1 = pa,
e assim a unicidade é provada. O

Proposicao 2.5. Seja 2 € RY, N = 2 ou 3 um dominio aberto limitado com
fronteira 982 de classe C%, e Q = 2 x (0,T) denota o cilindro espago-tempo
com superficie lateral S = 982 x (0,T). Assumimos que py € H}(2), onde
0<@o<1leheL>0,T;L*2))NL*0,T; Hj(£2)). Entao, existe uma solu¢ao
@ € L*(0,T; Hy(2)) nW2HQ), onde q = %—ﬁ, do problema -. Além

disso,
ng"LQ(O,T;Hé(Q))ﬁWqQ’l(Q) < MQ(H@OHWI’Q(Q) + HhHLT(Q))>

onde My € constante.

Demonstra¢ao. Como definida na Secao [2.2

Ve = hext * e

onde 7. denota a sequéncia de funcoes regularizantes em RV*!, e como na prova
do Lema 1) tomamos h € L"(Q) com r = W > 2, entao heyy € LM(RYTL).
Pelo Teorema [1.36| vem que

Ve = Pext * Ne — Rezt €M LT(RNJrl),
logo, quando € — +00
et = Pllzr@) = 117 = heatllor@n+1) = [lheat * 1 — heat||1r@asy — 0.

Dai, 7. — h em L"(Q). Como h € L>(0,T;L*(2)) N L*(0,T; H}(2)) e o €
H(£2), pelo Lema 2.4] para cada ¢ € (0,1] o problema (2.28)-(2-29) tem uma
solucdo ¢, € W3 (Q) tal que por ([2.48)

Pellwzr gy < Ms(llwollwrz2) + 2]l @)



33 2.3. LEMA AUXILIAR

N+2_1+ 1
N+1 N+1

s . . 2.1 ~ . .
é reflexivo, existe ¢ € W5 (Q)) e uma subsequéncia p., que continuaremos deno-
tando por ¢, tal que

uma vez que L*(£2) C LU(£2), pois, ¢ = < 2. Como W2(Q)

0. — ¢ fracamente em Wf’l(Q)-

De (2.47)) . é limitada em L?(0,T'; H} (£2)), pela reflexividade de L(0, T'; Hy (£2)),
existe p € L*(0,T; H}(£2)) e uma subsequéncia de ¢, que continuaremos deno-
tando por ¢, tal que

¢. — ¢ fracamente em L*(0,T; Hy(12)).
Como a sequéncia . € Wy (Q), logo wer € L0, T L9(2)) e

N+1
L(0.T: W?24((2 =
e € LU0, T;W2(02)) com g = 5~

< 2, e do fato de

LU0, T; W4(£2)) < LU0, T; WH(£2)) < L1(2)

sendo a primeira imersao compacta, pelo Lema [1.20] existe uma subsequéncia de
e, que continuaremos denotando por ¢., tal que

w. — @ fortemente em L7(0,T; Wh(£2)). (2.56)

Agora, ja podemos passar o limite no iltimo termo da equagao (2.28)). De ([2.56))

vem que
Vi = Vi fortemente em (L(Q))™
e dai,

|IVpe| = |Vg| fortemente em L7(Q).

2(N + 2
Na prova do Lema vimos que 7. € L"(Q) com r = % > 2 e de (2.47

N +2 1
V.| € LA(Q), entdo, [V, |y. € LI(Q) onde g = N—L — 1+ <2

Portanto, passando a uma subsequéncia vem que

Y. — h qt.p. em @

Vol = V| qt.p. em @

e, por conseguinte
\Ve|ve = |Velh qt.p. em Q

|V90€|'75 é limitada em LtI(Q)’

logo, pelo Lema [1.37] obtemos que

V|7 — |[Vplh fracamente em L(Q).
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Para passar o limite nos demais termos podemos proceder de maneira classica,
conforme serd visto na prova do Teorema de Existéncia do préximo capitulo.

Em seguida, vamos provar que
||90||L2(0,T;H&(Q))OW(12’1(Q) < MG(H‘POHWL?(Q) + ||h||LT(Q))-
De fato, como W2'(Q) ¢ reflexivo e por
1@ellwz1 ) < Me(lleollwraie) + IhlLr@),

entdo, existe ¢ € W2'(Q) e uma subseqéncia de ., que continuaremos denotando
por ., tal que
pe — ¢ fracamente em Wf’l(Q),

e entao,

IN

. 2)
lim inf || 0./|%

Ms(llpollwrzce) + 2]l @)- (2.57)

||90HW3’1(Q)

IN

E por ([2.47))
H%”L%O,T;H&(Q)) < M4(H900HL2(!2) + ”hHLQ(Q))a

entdo, existe ¢ € L?(0,T; H}(£2)) e uma subsegéncia de ¢., que continuaremos
denotando por ¢, tal que

¢. — ¢ fracamente em L*(0,T; H;(£2)),
e dai,

lellzommy@y < lminf{lec]|r20mm )
My (llgollwrz() + 12l 2@)); (2.58)

e como r > 2, entao, L"(Q) — L*(Q), e dal, ||h||r2) < C||h||r @), onde C é
uma constante. Logo, de (2.57)) e (2.58)) vem que

||90||L2(07T;H3(Q))QW(12’1(Q) < My([[ollwr2c0) + (|2l r@)) (2.59)

IN

onde Mg = maX{M4 + M6> CM4 + M6}

Portanto, segue o resultado. O



Capitulo 3

Demonstracao do Resultado
Principal

Neste capitulo vamos usar o método de Galerkin para provar o Teorema 2.1
do capitulo anterior.

3.1 Existéncia Local

Consideremos a base ortonormal completa do L?(§2), que consiste nas autofun-
¢oes {wy }x>1 do operador —A com condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas
associadas aos autovalores {A;}r>1. Devido a regularidade de 02, temos em
particular que wy, € C1(£2) (Ver L. C. Evans [I1], p4g.334).

A partir dos dois préximos resultados, conclui-se que {wy}r>1 é uma base
ortogonal em H}(£2). E que P, é também a projegao Hj-ortogonal sobre V,,.

Lema 3.1. Sejam {wy}x>1 as autofuncoes correspondentes dos autovalores (Ay).
Assim {wy }r>1 sao tais que:

1 =k |
(wjawk)L2(Q) = (sjk - { 0’ ,] # k , para 1< jak

Além disso, essas autofuncgoes satisfazem

(ijavwk)LQ(Q) =0 pCLTCLj 7£ ka 1 < j? k.

Demonstracao. De fato, sendo n o vetor normal exterior a fronteira 02, pela
identidade de Green,

35
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(ij,Vwk)Lz(Q) = / VwJVwk dx
2

8wk

= — | w;Aw dw+/ w;—— ds
/Q ’ . a0 7 on

8wk
= — | w;\w dx—l—/ w;—— ds
/Q JORTR o0 7 on

8wk

= -\ . d ZFdq
k/ﬂw]wk :E%—/aﬂwJ on s

8wk
= —)\k(wj,wk)L2(Q) +/anw]% ds

0
= / wj% ds, pois {w;}é base ortonormal ej # k,
o0 n

e pela condigao de contorno de Dirichlet homogénea, temos
ow
/ wj—k ds =0,
a0 =~ On

(ij, vwk)L2(_Q) =0.

e entao,

]

Lema 3.2. Seja V,,, o espaco vetorial finito gerado por {wy}1<x<m. No que segue,

vamos fazer uso da projecao L*-ortogonal P, sobre o espaco V,,. Entdo, para todo
p € Hy(Q),
(V(Pre —¢), V)2 =0, Yw € V,,,

isto €, Py, € também uma projecao Hj-ortogonal sobre V,,.

Demonstracdao. De fato, sendo n o vetor normal exterior a fronteira 0f2, pela
identidade de Green, para todo w € V,, temos que

(VP — @), Vi) oy = / V(Prp — ¢)Vuda
Q

= —/(ngo—go)Awd:E+/ (ngo—go)a—wds,
Q o0 on
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como ¢ € H}(£2), entdao P, — ¢ =0 em 942, entao
(V(Pog =) Vodioe) = — [ (Pup = 9) Do
= - /Q(ngp — @) A(cwy + ... + cpwy,) do
_ /Q (P — @) (c1Aw1 + ... + ey, di
_ /Q(pm@ — ) (MW + - + e At d
= /Q[(ngp — ) wy + ...+ (P — ©)emAnwny,] de

= - [/ (P —@)awidr + ...+ /(PmSO — ©)Cm AWy, dx
Q Q

= — (cl)\l(ngp — @, w1)2@Q) + - - F A (Prp — wm)L2(Q))

= — (cl)\l [(ngp,wl)Lz(Q) — (¢, wl)Lz(Q)} + ...+ A [(ngo,wm)m(g)
= (s wm)r2@))

= Mo, wi)rz@) + - F (@, W) r20) — (clAl(me, wy) ) + -
+ A (P — ¢, wm)L2(Q))

m m

= Z Ci/\z‘(% wz’)L2(Q) - Z Ci)\i(Pm% wz‘)L2(Q)-

i=1 =1

Como P, p = Z(gp, w;j)2(0) Wy, pelo item (a) do Teorema |1.13fsegue que
j=1

(Pm%wi)p(ﬂ) = (Z(%%)L%Q)%;M)
L2 (Q)

j=1
— / (Z(g&,wj)[p(g) wj> w; dl’
Q j=1

= / ((%wl)p(g) w1+---+(907wm)L2(Q) wm) w; dx
Q

= /(%UM)B(Q) w1w¢div+~--+/(90,wm)L2(Q) Wy w; dx
Q

Q

= (¢, w1)r2(0) / ww; dr + ...+ (9, W) 12(0) / W w; dx
Q Q

(e, wl)Lz(Q)(wl, wi)L2(Q) + ...+ (o, wm)L2(Q) (Wi, wi)LQ(Q)

= (SD, wi)L2(Q)-

Entao,
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(v(PmSO - @),V’U})[g(g) = Zcz QO,@UZ L2(2 Zcz i m(P?wz L2(2)

= Z ciXi(p, wi) 2 () — Z CiAi(, wi)r2()
=1 i=1

= 0.
O

Sendo V;,, o espago vetorial de dimensao finita gerado por {wy }1<k<m, entdo,
pelo item (c) do Teorema [1.13] resulta que

H'||L2 I7)
UV =120 (3.1)
m>1
€
—H-”Hl(n) 1
U Vi = HY(9). (3.2)
m>1

Para cada m > 1, vamos considerar o problema aproximado:

/(6m+€Pm(<pm))tv1dx+/k(gom,ﬁm,cm)VQvaldx = /fvld:c, (3.3)
Q Q Q

/Cm7tv2dx+/ D1 (©m, Om, cm)VenVugdr = —/Dz(samﬁm,cm) X
(9] (93 (93
Vo Vuade, (3.4)

para todo vy, vy € V,,.

Om(2,0) = P(0p(x)), cm(z,0) = Py(co(x)) em 2. (3.5)

Pm,t — fQAQOm = Spm(%om - 1)(1 - 290771) - |v90m|(:ulcm + MQem) em @), (3'6)
Om =0 em S, gn(r,0) =@o(x) em . (3.7)

Lema 3.3. Para cadam > 1, existe 0 < T,,, < T e uma tinica solug¢ao (@, Cm, Om) €
(C([0,T;,], L2()))? dos problemas aprozimados (3.9)-(3.5). Além disso, se T,, <
T entao ||@m(t)||L2) + llem ()| L2@) + |0m(t)|| L2(0) — +00 quando t — T,
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Demonstracao. Miltiplicando (3.6)) por v; e integrando em {2, temos

/gpmtvldm = —52/Vgovaldx+/gom(gpm—l)(1—2gpm)vlda:
1?) 19 Q

- / Vol (H1em + piaby)vid. (3.8)
Q

Substituindo (3.8)) em (3.3)) vem que
/ Omivndr = ﬁfz/ Vo, Vuide — E/ Om(om — 1)(1 = 2¢,,)v1dx
7 0 7

+ E/ |Vg0m|(,ulcm—|—,u2«9m)v1dx—/k(cpm,é’m,cm)VGmedx
17 17

+ /fU1d.CE.
17}
Considerando
Om(t) =D hi(thwp e cu(t) =Y gulthwy
k=1 k=1

em V,, = [wy, Wy, ..., wy,], tomando v; = w; em (3.8) e vo = w; em (3.4) e usando

a ortonormalidade da base {wy}x>1 em L?(Q), temos

Ri(t) = €§2/0Vg0meidx —K/Qgpm(gom — 1) (1 = 2 w;dx

+ O Vel (D gr(O)wi + 2 Y hi(t)wg)wide

2 k=1 k=1
m

_ /Q k(@ma Z hk<t>wk7 Z gk(t)wk) Z hk(t)Vkawzdx
k=1

k=1 k=1

2
= Hi(t7 me(t)v hi(t)v ) hM(t)a gl(t)’ ) gm(t))7
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e de (3.6) obtemos
Pt = ED0m = Gul(Pm — 1)1 = 20m) — [Veoml(p1 > gelt)wi + 2 Y h(t)wy,)
k=1 k=1
= Fm<t7 (pm(t), hl<t>7 a3 hm(t)v gl<t)7 e gm(t))
Definindo V' = (¢ (t), hi(t), ooy B (t), g1(t) s s g (1)) T
A= _§2A 01><(2m) :| (39)
Omx1) Oem)x(2m) | (omt1)x@2mi1)

Ft,V) = (E,(t, V), Hi(t,V), ... Hp(t,V),G1(t, V), ..., G (t, V)T

temos o sistema abstrato

Vi+ AV = F(t,V)
V(0) = Vo= (o, 11(0), ... hm(0), 91(0), ..., g (0))

= (0, (Pom> W1)£2(2)s -+ (POom» Win) £2(2)5 (Coms W1) £2(2)5 -+, (Com» Win) 12(2))
onde Vy € (HL(£2)) x (L*(Q))*™
Calculemos
|Hi(t, s bty oo hany 91, -y i) — Hi(E, B Bt ooy i, Gt ...,gm){ .

Observemos que
/Vgomei—/ Ve, Vw;
Q Q

Como @ (@n — 1) (1= 2¢m) = Om(@m — 202 — 1+ @m) = om+3¢2, —2¢3 | entao

/ (Voo — V5 )V,
(9]

< lom = Bollze ) [|lwil [ 22 ()

/Q Gl pm — 1)(1 = 2, )wnde — /Q OB — V(1 - 25, )0

— /Q< (0 = B,) +3(02, — P2) — 2(3, — @f’n))wida:

— | [ (214 300m + ) = 268+ P + 52 il — B)do
02
< Cllwillie (1 + llomllzso + 1Bl @) lom = Pullzzo

Escrevendo

/ Vo] (1 gr(L)wy + pio Z hy(t)wi )w;dx

k=1

= ng/ |V o |wpw;dx + ps Z hk/ |V o |wrpw;dz,
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segue que

k=1 k=1
= |m <ng / Vo wiwidz — > g, / Ichmlwszdx)
k=1 k=1
+ ,u2<2 hk/ |Vg0m|wsz-dx—z%k/ |V@m|wkwidx) .
k=1 2 k=1 $2

Notemos que

k=1 0 k=1 ?
m m

H1 (Z gk/ Vo |wpw;dr — Z?k/ |V o |wpw;dx
k=1 « k=1 2

k=1 k=1

Z(gk—ﬁk)/ |V o |wpw;dx
Q

IN

+

7 / (Vem| - VB wnwrde
k=1 )

m
k=1

< Nemllez@llwill22) Y lge — Gulllwil |20

k=1
+ em = Bullz) + D [Falllwill 2ol lwill 2.
k=1

Analogamente

th/ |Vg0m|wkwidx—25k/ |V, |wrw;dx
k=1 2 k=1 2

< emllzz@llwill2ie) Y b = uel||wil | r2(0)
k=1

+  |lem = Bullrz@l|will 2 (o) Z Gk ll|wl|22(0)-
k=1
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Agora,

IA
Sb\

> V||V da

k=1
+ ks ) |hi— hk\/\wkuvmdx
k=1
< /Q(ko(wm—amHZ!h h|wj+2|yj glu;) 3 IVl [V
j=1 k=1

+ kgz]hk—ﬁk\HVwkHHVwiH)d:c

k=1

(ko X IV willim@ eyl 12 ) i = Bonlzca

]:

(ko D Il llwnl 1o )

(ko D Il el 1o )

k=

IN

Ms

[w; ] Loe () [hy — hyl
1

Eod
—

J

Ms

wj| 295 — F;1-

H
T

1

Das estimativas anteriores e da Proposicao [1.17, se (t,V), (t,V) € U C R x
(HL(£2)) x (L*(2))*™ um aberto limitado contendo (0, V5), entao,

HHi(t,V)—Hi(s,V)HLz(Q) < OHV—VHHI(Q)X (L2(Q))2m
< C(lt= s+ 1V = Vil )

para 0 < a < 1.
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Analogamente, para G; e F},. Portanto,
||F(t, V) - F(S,V)||(L2(Q))2m+l S O(|t - S|a + ||V - VHH&(Q)X(LQ(Q))QTV’L)

para todo V' = (¢m, hi, -, Bany g1, - gm) " @
V = (@, P1;s ooy Biny Gy -+, G,y ) Dertencentes a U. Pela Proposicao o sistema

Vi+ AV =F(t V), V(0)=W

tem uma tinica solugao local V' = (@, his ooy By g1 -0, gm) € C([0, Tr], Ha () X
(C([0, T], L*()))?™ para algum 0 < T,, < T. Em particular, da definicao de
O, (t), cm(t) e usando a ortonormalidade da base {wy}r>1 em L*(Q), obtemos a
existéncia de uma solucgao local

(s O m) € (C([0, Tn], Hy (2)))?

para 0 <1, <T. O

A conclusao do Lema [3.3 e uma consequéncia do seguinte lema. Antes, con-
sideremos novamente o problema aproximado:

/ (O + LP, (o) )evnda + / F(oms O ) V0, Vindz = / forda (3.10)
0] 2 (P
/cmvtwdx—l—/ Dy (om, O, cmn) Ve Voodr = —/ Do(om, Oy ) X
(0] N 2

Vo, Vuadz (3.11)

para todo v,v3 € V,, e 0 <t <T,,.

Om(x,0) = Pp(00(2)), cm(z,0) = Pp(co(x)) em S2. (3.12)

Pm,t — ngSOm = Pm(Pm — 1)(1 = 20m) — [Vom|(prcm + p26n)
em (0,7,,) x Q, (3.13)
om =0 em S, on(x,0)=po(zr) em Q. (3.14)

Lema 3.4. Existe uma constante My > 0, que nao depende de m, tal que

[(m (), Om(t), con ()| v(@))3
< M14<||f||L2(Q) + [l@ollz2(2) + [0l | £2(2) + ||Co||L2(rz)>a

para todo t € (0,T,,), onde V(Q) € definido como no Lema[1.23

Demonstra¢ao. Tomando vy = 0,,(t) + (P, (¢m(t)) em (3.10) obtemos
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/Q (O (2) + LP (0 (8))1 (O (1) + LPn (0 (t)))d

/k:((pm Oy € ) VO ()N (0, (t) + (P (o (t)))dx

/f t) + Py (om(t)))dx, (3.15)
dad,
[ 60 (0) + P (o)1 (Ont) + P (®)) s
+ /Qk;(gom,Gm,cm)VGm(t)Vﬁm(t)dx
= /k:(gom Om, Cmn) VO () £ NV Py (@ (t))dx
+ /f t) + (P (om(t)))dz,
e entao

/5%‘9 ()+€Pm<90m(t))’2d$+/Qk(SDm,em,Cm)VQm(t)VHm(t)dx
- _/ ’f@mv@macm)wm(t)fVPm(som(t))dx+/f (O (t) + (P (o (t)))de,
° 0

o que implica

L 110,m(t) + P (o ®)) 2o +/M%ﬁwwW%®Wx

th
- _f/ (@ms Oy ) VO () V Py (o (1)) dz
/f t) + (P (om(t)))dz. (3.16)

Tomando agora vy = ¢,,(t) em (3.11]) obtemos

/Qcm,t(t) cm(t)dm+/QDl(gom,Hm,cm)ch(t)ch(t)dx
_ /Q Do, O )V ipom (£)V o (1) (3.17)

e entao,
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1d
/ 2dt|cm( )| dx+/ D1 (@, Oy ) Ve (6) Ve (t)dz

2

e dai,

1d 2 / \V. 2
Y Cmt 2 + D meaemacm Cm t)|"dx

_ /Q Do(Omy Omy € ) Vo (6)V ey, (t)de. (3.18)

De ([3.16]) vem que

th“@ ()+£Pm(¢m(t))||%2(ﬁ)+/Qk(90m79m7cm)|vem<t)|2dx

Séka/ﬂIWm(t)HV(Pm(wm(t)))\dx+/QIf(t)l |0 (1) + €L (m (1)) |d. (3.19)

Usando a desigualdade de Young temos que

| 90,01V EalonODlde < SIT0, 010, + ST P ) oo

= IV Bagey + C NP
(3.20)
/Q O] 16 (8) + Py (1)) |d
< SIF @ ooy + 3116 (8) + Pl o3y (321)

Pelo Lema [3.2] temos que
(V(Pm((,@) - SO)? vw)LQ(Q) = 07 Vw € Vm7
entao, tomando w = P,,(¢) com w € H}({2), vem que

(V(Pn(9) = Vo, V(Pu(e))z) = (V(Pn(9), V(En(9))r2 ()
— (Vo, V(Pnu(9))) 2
— 0,
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e dai,

IV(Prlo) 2y = (Vo, V(Pul9))) 12
< Ve, V(Pu(e )))LQ(Q\
< [IVellL2) IV (P (@) 22(2)

e consequentemente,
IV (Pr()i2(0) < [IVelli2(0), Vo € Hy(£2),
ou seja,
P ()32 < Nl g (-
Por conseguinte, fazendo ¢ = ¢,,, obtemos
[P (m) 1002 < |[omll3(0)- (3.22)

Substituindo (3.20)), (3.21)) e (3.22) em (3.19) vem que

0 (0) + CPoonD gy + (= Z02) [1900(0)

th
< o Ol )+ 5 (17O + 100 + Pl (Do
Cko
= O g sy + 5 (FO ey + 18ut) + P00 )

lk
0nde€>Oetalquek1—€T2>0 e assim

d
(%H@m@f) + LP(om(O) 7200 + (%1 - gw@) HV@m(t)H%g(Q))
< max{ (&) ks, 1} (190m (0] ooy + 1Ol
+0m(t) + gpm(@m(t)m%z(g)).

Portanto,

d
18 () + P (o) [F2() + (21 = ko) VO ()] ey

< MVt + IOy + 10(t) + Pl a0 Y3.23)
onde M; = max{C’(a)W@, 1}.

Agora, de (3.18) vem que
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1d
i len @y + | Dioms b Ven(®) P
9}

_ /Q DG O ) Vo () Ve (1)
< [ 1Dsn ) [Vim() V(D)
< on [ [Ven®IVen(tlda (3.24)
e como da hipétese (Hz) temos D1 (©m, Om, cm) > p1, entao fica
1d , ,
saillen @+ o1 [ [Ven(t)Ps

< py /Q IV om (B[ V(D)) da, (3.25)

usando a desigualdade de Young com C/(g) = ;—3 ec= 20_1 temos que
P1 P3

/Q Vom(t)[Ven(t)ldz < C() /Q Viom(t)F + 2= /Q Ven(t)Pdr.  (3.26)

Aplicando ([3.26)) em ([3.25) obtemos

1d
——lem (|20 + /cht 2dx
5 illan Ol + 1 [ [Ven(t)
<mC(E) [ IVon®F + %5 [ [Ven(t)Pda
2 n

e entao

d
a!lcm(t)llizmﬁm/ Ich(t)Ideé%sC(&)/ Vem®)l,
2 2

isto é,

d

EHCm(t)H%Q(Q) + 2l IVemO 720 < Ma| [V ()|[720) (3.27)

onde My = 2p5C(¢).
Somando membro a membro ((3.23)) com ([3.27) vem que
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d

= (116(8) + Prm@I 2 + llem D 2(e)) (3.28)
(21— £tk )|V (D) B2y + 2111 Vem (B ey
< (M + M)IVom(®) e + M (I Ol 22y + 110m () + Pr(mO)E2(0)

e, por conseguinte

d
2 (16m(8) + P )] ey
- llem(®)Baey) + (261 = k2 ) IV (0) B2 + o111V em (D) E2(0

< My (IIVm(®)Bagay + £ O Baa) + 18 (E) + Prlpn)] ) )3.29)

onde Mz = max{M1 + Mo, Ml}.

m

Como 6,,(t) = Z hi(t)wy, € ¢, (t) = ng(t)wk onde {wy }1<k<m sS40 autova-
k=1 k=1
lores do operador —A, e wy, € H?(2) N C5(2) (Ver L. C. Evans [I1], p4g.335)
entao p1Cy,(t) + pebn(t) € L>®(£2), e como {wy}i<k<m sdo fungdes suaves po-
demos usar o Lema com h(t) = ey (t) + 20, (t) € L>®(§2) obtemos que
0 < pm(t) <1 paratodo t € (0,7,,) e para todo m.

Multiplicando (3.13)) por ¢,, e integrando em (2 temos que

[ emil0en(tie—¢ [ A0t
< /Q (3m(t) — 2(p(1))? = 1)(pm (1)) da
~ [ ol nl o (8) + ()
< [ o) = 2p(0)? = 1)(on(t) s
+ [ on@Tnlnen(t) + pat (1)ds
< [ @enlt) = 26O = Dipn()de

+ / o ()] [Vl 16 (2) + 1200 (8) (3.30)
(]

Usando a identidade de Green vem que
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2

usando a desigualdade de Young com C(g) = % ee = vem que

/Q Apm(t)om(t)dz = / V() Pz,
1

2
IVomllpaem(t) + pabm(t)] < %\VsomIZ + o g lHcm () + palm (B)[*

1
2¢2

e usando o fato de

|16 () + 120 ()7 < 22(pacan () + |20 (1)),

M, = maﬂg;{?)x — 22 — 1} ser finito e positivo, logo 3¢, — 292, — 1 < M.
TE

Como 0 < ¢,,,(t) < 1 para todo t € (0,7},) e para todo m, entao (3.30) fica

/QSOm,t(t)(Pm(t)dmﬂLﬁz/Q|Vg0m(t)|2dx
<M, /Q (on(t)dr+ & / Vipm(t)|2d

202 202
o / (B + 2 / 10,0(t) 2
N (P4

e dal
s [ len@Pde+ S [ [Vontia
_ — O, €T — m T
2 ), at'” 2 J,'7
202 202
< My|lm (B[220 + Tngcm(t)H%?(Q) + 6—22||9m(t)||%2(9)
e assim

d

%ngm(t)H%Q(Q)dﬂ? + EIVem )20
< M5 (Iom By + 1em @) By + 1m (Ol (3.31)
£ &2 )
Em seguida, multiplicando (3.31]) por 2M; e (3.29) por £2 e somando membro

onde M5 = max{2M,,
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a membro obtemos

d
= (MmOl () + €110 (1) + oo () a0y + Ellem O E2(o))

AN O+ € (21 — 002) 90D sy + 01V Dl
< 2Ms M| om ()|[72(0) + M3E?[|0m (t) + € P (0m (D)2
+2M3M5||9m(t)‘|%2(9) + 2M3M5Hcm(t)‘|%2(9)

FME2(| F ()72 + M|V ()]]72(43-32)

Note que,

|16 (8)]] 22 10 (t) + €Pn (0 (8)) = P (0m()[22(0)

<
< |0m(t) + €Pn(pm ()| 2(2) + [1€Pm (om(0)]22(2)-

Observernos ainda. que, ||Pa(m(®))llz2e) < llom (@l com t € [0,T,) e
T,, < T. De fato, por hipdtese p,,(t) € L*(£2), e pela Observacao [1.14] temos
que a melhor aproximacao de ¢,,(t) em V,, é dada por

m

Z(‘Pm,wi)m(ﬂ)wi,

=1

assim, aplicando o Teorema e lembrando que ||w;||r2(0) = 1,

2

1P (em(E)12(0) = (Om wi) L2 (2)wi

1

<.
|

|M3

L2(2)

[
NE

| (L wi) 2 ()Pl wi 720
1

(2

NE

(s wi) 2 < M|oml L2 (3.33)
1

(2

Logo, [|Pu(@m(®)llz22) < llpm(®)llz2(0). Entao, de (B:33)
16 (®)l|2202) < 116 () + P (om0 12() + 1o (1) |20

e dai
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IN

(16(8) + PO By + Meom ()l 22y )
22 (118 (8) + (om0 B @) + Cllom(B) o))

< M6<||9m(t> + KPm(QOm(t»“%Q(Q) + ||§0m(t)||%2((2)> (3.34)

[10m (D)l 20

IN

onde Mg = 2% max{1, /?}.
Aplicando ([3.34) em (3.32)) temos que

d
= (2Msllm () gy + €10 (8) + Pl oD ey + Ellem (@) )

+(AME” = Mo [V (0) 225y + 6 (2h1 = tha ) VO ()1 220y + €1l [V em (D] e
< 2Ms M@ ()13 2(0) + Ms&2[0m(t) + (P (0 ()72

2005 M ([1800(8) + EPalpun() gy + om0 o)

—|—2M3M5Hcm(t)\|%g(m + M352Hf(t)”%2(9)

e, por conseguinte

d
= (2Msm () g + €10 (8) + P o) oy + Ellem (e )
+8Ma?( Vo (1) 20 + €2 (2h1 = <k ) IV (1) 1220

+&2p1||Ven(t

(

Oz
< 2M3M5(1 + M)||om(t

(

(

1Z2(0)
+M3(§2 + 2M;5Mg)| |0 (t) + éPm(‘:Dm@))H%?(Q) + 2M3 Ms||cpm (¢
+Ms&%| f(t

1Z2(0)
1Z2(0) (3.35)

~— — ~—— —

Integrando (3.35) de 0 a t com ¢ € [0,7},,) temos que
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2Ms||om()[72(0) + E(10m(t) + P (@m(t)l720)
+&lem (0)172()

£ [ Vo) + € (2 — ) [ 190050 s
+n [ 19en(s) s

< VN1 M) [ 5

FA(E + 20) [ 1100(6) + Pnion) s

t t
+2MMs [ llm() s + M [ 176) s
0 0

+2M3|0m(0)[72(0) + E°110m(0) + £Pn(m(0))l1Z2(0)
+6lem(0)l[ 72

e dal
2Ms| | m (t)[72(0) + E2110m () + CPm(2m(t)[72(0) + Elem ()70

+w@8£ﬂw%4@%mﬂw+€@h—d%)AmV%@mﬂmw
+€0 [ 19en(s) s

< 02 { [ (Iem Oy 10m(5) + Pl sy + (5 ) s
[ It + o Oy + 10m(0) + P O o

+www@m}@%>

onde My = max{2MzM5(1 + M), M3(£2 + 2M5Ms), 2MsMs, M3&E%, 2 M3, €2},
e observando que

IN

116:,(0) + KPm(QDm(O))HQL?(Q) 22 (HQm(O)H%?(Q) + €2||Pm<90m(0))||%2((2)>

22 (110m (O)I220) + Cllom(0) By ) (337)

IN

||80m(0)||%2(9) = ||900||%2(_Q)7 (3.38)

e de modo andlogo ao que fizemos em (3.33), obtemos
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1P (00|l 2(2) = [10m(0)][72(2) < [16o[72(0 (3.39)

1P (co)llz2(2) = llem(0)|[Z2(a) < llcollZ2q)- (3.40)

Aplicando (3.37)), (3.38]), (3.39) e (3.40) em ([3.36) temos que

[lomO[22(2) + 10m(t) + LPn(@m)[72(0) + llem )] [Z2e)

t t t
4 / 190 (3) 220 + / 190, (5)][22( s + / V()| 2y ds

IA

t
Mg{ [ (e +1182(5) + Potim(Dl ey + llon (o)
t
+ [ U ayds + lolle
+ 22 (1160l o) + Clvol o)) + \\00!|%2<m} para todo t € [0, ),

M
onde My = ﬁ? e Mg = min{2Ms, €2, 3M3€2, £2(2ky — elky)}, e assim,
8

[lom[22(2) + 10m(t) + Pn(@m)[72(0) + llem )220

t t t
+ /OHV‘Pm(S)H%?(Q)dS‘f‘/O ||V0m(3)||i2(9)d5+/0 ||ch(8)||%2(9)d8
t
< Mg{ [ (@B +1182(5) + Poliom(Dl ey + llon (o) s
t
[ Ul fayds + (1 + 4O leollo
+ 4160l f2(q) + \|cor|%2<m}

e dai
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om0V 1720y + [10m (t) + € P (it 2202y + Nlem (B[220

t t t
/0 190 (3) 220y + / 90,0 (3)] 23 s + / 1V ()| 2y

+

IN

t

+

t
| 1O ards + ol o
+ [160llZ2(0) + ||00H%2(_Q)} para todo ¢ € [0,7,), (3.41)

onde Mg = max{ My, Mg(1 + 4¢%),4My}.

Como ([3.41)) vale para todo t € [0,T},,), com T,, < T, entao
om (B)172(02) + 10m (1) + P (0m ()] |22(0) + llem (B[220

t t t
4 / IV (3)] ol + / 1V0,0(5) g + / 1Ven(5) 220 s
t
< Mm{ / (1m() @) + 18m(5) + EPnlom(NE2(y + llem®Fey ) ds
T
4 / O] ot + 00l oo
+ \|90\|iz(m+HCo|I%zm>}, (3.42)

e dal

lm 1Ly + 10m () + EPm(em ()12 () + llemOIlL2(0)

t
< Mlo{ [ (oo +180(5) + Potim(Dl ey + llon (9o )
T
[ IOt + ool o

+ H00||%2(Q)+||COH%Q(Q)}‘ (3.43)

Aplicando o lema de Gronwall na versao integral em (3.43)) resulta que
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om @720y + 110m(t) + LPu(0m () [22(0) + llem 720
T
< Mn(/o ||f(t)||%2(n)dt + ||900||%2(Q) + ||90||2L2(Q) + ||Co||%2(9)> (3.44)
onde My = Myo(1 + T My eT™10) e como por
10O ey < M (1m0 + Pl ()] By + llom® o)
e de
[10m(t) + LB (@ ()| 72(0) + Nl@m(D)720)

T
< Mll(/o 1F 72yt + @0l T2y + [160l[72(0) + HCOH%2(Q)>>

entao

T
1m (D] 32y < M / 1Syt + ol Bxgay + 1ol ey + ol Eacen )
e, por conseguinte

1om(®) 2y + 116 () B2 + llem () By
< 2Mu (I1f1a(g) + ol + W60l ey + lleolBey). - (3:45)

Segue da ultima desigualdade que T,, = T, pois caso contrario, se T,, < T
entao ||om ()] z2) + l|em ()] 22@) + [|0m ()|l L2(2) — +00 quando ¢t — T, pela

Proposicao o que é uma contradicao. Este argumento conclui a prova do

Lema [3.3]
Continuemos com a prova do Lema . De ([3.44)) vem que

T
/0 (||90m(t)||%2(m + 10 (£) + CPr (0m ()| 202y + ||Cm(t)||%2(n)>dt

< 201 (11132 + llol By + 160l ey + leolFaqep ) (7= 0),

ou seja,

T
| (emsiey + 1800 + P Iy + lln (0 e
< Mia(11f1220) + 6ol + 100l B + lleol o)) (3.46)

onde M12 = 2M11T.
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Aplicando a resulta que
om(D22(2) + 10m(T) + P o)l 220y + llem (D22
T T T
+ / 1V ()] 22y It + / 190, (D[22t + / Ve (D)2 dt
< Mis(I1f120) + 1190l + 180l By + ool Bca)

onde M3 = MygMis + My, e entao,

T T T
| IV en@adt+ [ 190,01+ [ 19Ol ot
< M13<||f||%2(Q) + ol 20y + ||00||%2(Q) + HCO||%2(Q)> (3.47)
para todo t € [0,7), e assim, de e
ess5up ([lem (1) (o) + 16 (1) (o) + lem(®)20)
T T T
+ / 1V ()22t + / 190, (O[3t + / Ve (D)2 dt
< Mis (1112 + liol By + 160l ey + leolEaqen )
isto é,
1(m (), O0m (1), con O[T oo 0,122 (28 + 1V 2m(E), VO (E), Vem(ONTr2 0 2.2 ()3

< Mg (|11 gy + eollFa(e) + 160l ey + lleollZace )

Usando a desigualdade de Poincaré temos que

||v90||%2(0,T;L2(Q)) = ||90||i2(0,T;H§(Q))>
HV9H%2(0,T;L2(Q)) = HQH%%O,T;H(%(Q))
(§
chmH%Q(O,T;LQ(Q)) = HCMH%%O,T;H(%(Q))’

e como a norma em H}(£2) é a norma induzida por H'({2), entao

1m (), (8): em DI w12y + 18, Bun(8), () 2o zoarscapys
< Mis(I1f1q) + IpollEagey + 160l 32 + lleol acan )

ou seja,
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[(pm(2), 0m (1), cm(t))] |?V(Q))3
< M (|1£112g) + 1eollEzqa) + 160l ey + lleollEz(ey )

o que implica

(@ (), 0m (1), con (O[T ()
2
< M13<||f||L2(Q) + [l@ollz2(2) + 6ol | £2(2) + ||Co||L2(Q)>

e, por conseguinte

(P (2), O (1), cm ()| (v (@2

< Mu(IIfllz@ + lpollzzoy + Mol iz + lleollzzy ), (3.48)
onde M4 = /M;is. ]

Lema 3.5. Existe uma constante Mi7 > 0, que independe de m, tal que
lemllwz g < Mz (Ilollmco) + 110,60, )iz +11f1lz2(@ )

Demonstracdo. Pelo Lema observemos que

1(Pm (@), O ()s (O] r 01500 2))2 < Cll(@m (1), Om (1) em(@)lvi@pes  (3-49)

ou seja, V(Q) — L7 (0,T; L(§2)) continuamente, sendo C' uma constante positiva

1
e — + — = —, entao de (3.48) vem que
r 2s 4

(P (2), Om (), em ()l (r 0,102

< Mas (110, o, ol [y + 1 ll2c@) (3.50)
onde M15 = CM14.
2(N + 2
Podemos tomar r = s = % no Lema |1.22| De fato, temos que
2(N + 2 2N
( +)§ & 2(N?—4)<2N? & 2N? —-8<2N? & —8<0.
N N -2
Desse modo, (0,,,¢,) € (L"(Q))* e de (3.47) Vo, € L*(Q), segue dai que
2

9= V| (16 + 120m) € LI(Q), com q = 1~ De fato,

N +1
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1 1 -
Como sovi) T oA 1, entao
N N+2

/ (Ve drdt
Q

- / IV 0| 31 || V1 dpdt

_N
(/ Vi ViR xdt) WU ( / o 225 xdt) o
2(N+1)
— (/ |V90m|2dxdt) (/ |Cm| N+2)dx ) <. (3‘51)

2(N +2)

IN

ja que Vo, € L*Q) e ¢, € L"(Q) com 7 =

Li(Q), o que implica p1|Vpnle, € LY(Q). De modo andlogo concluimos que
2| Vo |0m € L1(Q), ja que b, € L"(Q). Portanto,

, e assim |Vu,|c, €

9= |v@m|(:ulcm + ,u29m) € Lq(Q)'

N +2

Usando a Proposicao , obtemos @, € W>'(Q), com ¢ = N1 ¢ além
disso,
emlhuzrar < M (Iollim ) + 196l + pbulllin))s (352

e como de (3.51]) vem que

11V elncnlltagy < [IVemllLallen %oy

entao
IV emlemlla@) < IVemll2@llemllir@)
N +2 2(N +2) )
com g = N——i—l er = N E analogamente, concluimos que
H’VSOmeHLq(Q) < HVSOme(Q)H@mHLT-(Q)
N +2 2(N +2)
com q = N1 er:T'

Logo, de (3.52) vem que
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IN

lemllwz1q) M(||900||H1(rz) + IVemlenlroq) + |||V90|M29m||m<@>>

IN

M (ligollmoy + IV oml 2@ lnemllzr@ + 2l @)
L"(Q)))

< Mlﬁ(HSOOHHl(Q) FIVemll2@llemllr@) +110ml

onde Mg = M max{1, py, p2}.
De (3.42)) e de (3.50) com s = r vem que

lemllwz10) < M17<H<P0||H1(9) + [|(00, 6o, co)ll(z2(2))2 + HfHL?(Q)) (3.53)

onde Mi; = Mg max{l,M10M15} depende de T, 2, { e H(S00a90760)|‘(142(9))3 é
independente de m. [

Oom e O om sa0
Ox Ox
uniformemente limitadas em L7(Q)), e consequentemente Ay, é uniformemente
limitada em L7({2).
N +2

— 14
N+1 N+1
raciocinio que usamos para concluir (3.123), existem Ay e ¢, em L(Q) e sub-
sequéncias de ¢, € Ap,,, que continuaremos denotando por ¢,,; € Ap,,, tais
que

Dos Lemas anteriores, concluimos que as sequéncias ¢y, ¢,

Como > 1, entdo L(Q) é reflexivo. Logo, com o mesmo

Omt — ¢ fracamente em L7(Q) e (3.54)
A, — Ap fracamente em L7(Q). (3.55)

Em seguida, vamos obter estimativas para as derivadas temporais de 6, +
(P, (¢) € ¢m, é 0 que veremos no préximo lema.

Lema 3.6. As sequintes estimativas sao vdlidas:

16 (8) + £Po(om ()il 2001 102y < Mis (||<<,oo, 61, o)l 2o + ||f||Lz<Q>)

e
||Cm,t||L2(0,T;H*1(.Q)) < Mg (H(‘Po, Oo, CO)||(L2(Q))3 + ||f||L2(Q))a
onde Mg e Mg sao constantes positivas que nao dependem de m.

Demonstragdo. Sejam v,w € Hj({2) arbitrdrios e tomemos v; = P, (v) em ({3.10)

e vg = Py (w) em (3.11)). Substituindo v; = P,,(v) em (3.10]) temos que,
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%;%ﬁw+ﬁ%@mwnghwm$+/

(0 O ) Vs ()Y P (0) e = / FPo(v)da.
k0] 2

Agora, note que

(O ()P (m ()15 Prn (V) 1020, 13 (2) = (O ()P (0 (1)1 V) -1 (), 13 (02)-

De fato, observemos que H(2) = V,, @ VL, ou seja, v € HE(2), v = P, (v) +
P,.(v)*t. Logo,

((Om(t) + €Fn(pm(t))), v) ((Om(t) + P (P (t))), Pra(v) + Pn(v) )
= {(On(t) + LPn(om (1)), P (v))
+ (O (t) + LPu(pm(1))), Pu(v)")
= ((On(t) + €Fn(om(t))), Pm(v)) +0
= {(On(t) + LPn(m (1)), P (v)),

uma vez que 0,,(t) + £P, (0 (t)) € Vi e Pp(v)t € VE e dai,
((Om(t) + CPu(pm(t))), Pu(v)7) =0
é o produto de dualidade H~1(2), H}(£2). Entao,
(O (t)+E (om ()t P (0)) =1 (2,13 (2) = (O (£) 0P (0 ()1, V) 1r-1(2), 13 (52)-
De maneira analoga, provamos que

<Cm,t7pm(v)>H—l(m,Hg(n) = <Cm,t7U>H—1(Q),H(}(Q)- (3.56)

Logo,

(O () + LPn(om(1)))e, V) r-1(02), 12 (2) —(k(m, Oms Cm) VO (), VP (V) 51 (0)

(f, Pm(”))H&(Q)

| = (k(m, Oms ) VO(), VPR (V) 51 (o)
(f, Pm(“)>H§(Q)’

|1k (@m» Om, Cm)vem(t)HLQ(Q) ||vpm(v)||L2(Q)
1 fllz2e2) [[Pn(v)l]z2(0)

k2|0 32y 11Pn (V)] 3 (02)

2@ [P (0)]| 2 (02)- (3.57)

+ IN + IN + N+

Analogamente, trocando v por —v obtemos,

—((On () + LPn(om () V) a1@)ui) < kallOnll i) | Pn ()| 52 ()
+ [ fllz2@) | Pn(0)]| 53 () (3.58)
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Desse modo, de (3.57)), (3.58)) e (3.22)) resulta que

(0 (t) + R0 (0m (), V) @y mz)) < kallOnllmp @) 1P (V)| 5 ()
+ (2@ B (0)[| a3 (2

= (kellOmll gy + 1Nz ) 1P 0) 3
(ol ) + 112 ) 0y

IN

dai,

(0 (t) + P (om(®))illm-12) = sup [((Om(t) + Com(t))s, V) a-1(0),H1 ()]

lloll<1

< Eal0nllaao) + 1222, (3.59)

Elevando ambos os membros de (3.59)) ao quadrado e integrando de 0 a T" temos
que

T

T 2
10+ PO st < [ (Rallnlligior + 11 ll2co)
T
< / 2 (31100 3y ) + 11132 )
T
=2( [ Kl + [ 171
=488 [ 190l + 115 ) (3.0

e de (3.47)) vem que

T
/0 ||V9m(t)||%2(9)dt < M13<||f||%2(cg)+||900||%2(9)+||90||%2(9)+||Co||%2(n)>
= Mis{ 1120, 00, c)lEzcae + 11220 )

entao de (3.60) temos que
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T T
/o (O (£) + Lom(8))e][F-1(dt < 4(@/{) IV O [72( 0yt + ||f||%2(Q)dt)
< M18(”(90079%00)”?L2(Q))3 + HfH%Q(Q))
2
< M18(|’(<P07‘90700)||(L2(9))3 + ||f||L2(Q)) :

onde Mg = 4 max{k3 M3, k3 M3 + 1}, logo,

2
16+ €Pim il oy, < M 11600 llazcans + e )
e portanto,
[(Om + €P(om))el | 20,001 (02)) < MlB(H(SOm 0o, co)ll(z2(2)s + HfHL?(Q)) (3.61)
Agora, tomando vy = P,,(w) em (3.11)) com w € H}(2) arbitrdrio, temos que
/ Cmt P(w)dr  + / D1(@m, Om, ¢m) VeV Py (w)dx
0 I7)

= —/Dg(wm,Gm,cm)VgomVPm(w)dx,
Q

logo,

—(D1(Pm; Oy m) Vem, vpm(w»Hg(Q)
(Da(m, Oms €m)Vom, vpm(w»H&(Q)

| = (D1(@ms Oms ) Ve, vpm(w)>H(%(Q)|
| = (D2(m; Oms Cm) Viom, vpm(w)>H§(Q)|
HDl(SOma O Cm)vcm‘ |L2(Q) vam(w>HL2(9)

[ D2(Lms O, cm )V oml[L2(02) ||V P (w)]]12(02)
P2/ |Veml|L2@)llze @) [P (W) 10

P3|V emll2(0) [|1Pm(w)|| 22 (3.62)

(Comty P (W) 10,13 (02)

+ IN + A

+

Analogamente, trocando w por —w obtemos
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_<Cm,t’w>H*1(Q),H3(Q) < /)2|!ch||L2(Q) ||Pm(w)||H3(n)
+ p3lIVomllrz) [[Pm(w)llm«)- (3.63)

De (3.56) vem que (¢, Pon(W)) r-1(02),11(2) = (Cmts W) m-1(02),H3(2), assim, de
(3.22), (3.62) e (3.63) resulta que

IOZHVCmHLQ(Q) HPm(w)HHOI(Q)
P3| IVomllL22) [|Pn (W)l m20)
p2|[Vemllrz) (1wl o)
3| [Voml|r2) [lwl] g1 o)

[(Cim,ts w>H—1(Q),Hé(Q)‘

+ IN + IA

(p2l1Vemllzze) + ool Fomllzze) ) 1wl ey

dai,

||Cm,tHH*1(Q) = Sup |<Cm,t7w>H*1(Q),H(}(Q)|
[[wl][<1

< pol|Vemll2) + o3l Vo2 o). (3.64)

Elevando ambos os membros de (3.64]) ao quadrado e integrando de 0 a T" temos
que

T T 2
/0 ||cm,t<t>||z1<mdf§/o (22lIVenllzzio + pallFemlla )
T
g/ 22<,02||V0m||%2(9)+P3||V90m||2L2(Q)>dt
0

T T
=2(p2 [ I19enl Byt + o2 | [Vonlliadt). (369
0 0

De (3.47)vem que

T
/0 IVem(t)[12)dt < Mls(H(sOo, 0o, co)ll (2 + I\fI\L2<Q)>

T
/ IVemOllizodt < M13<|I(soo,90700)|l(m(m)3+||f||L2(Q)>7
0

entao de (3.65)) vem que
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T
| emet@lvme < 4<p2+p3>M13(||<soo,eo,co>||<m<m>3+||f||L2<Q>)
0

2
< M19(’|(¢0790>CO)H(L2(Q))3+Hf||L2(Q)) ;

onde Mg = 4(pa + p3) M3, logo,

2
lemel ooy < Mw(r|<soo,eo,co>|r<p<m>s ; |!f|!L2(Q>) ,

e portanto,

emillL2omm-1(0) < M19(||(900,90700)||(L2(9))3 + ||f||L2(Q))- (3.66)

Lema 3.7. As sequintes convergéncias se verificam:

(@ms Om + LP(Pim); cm) = (,C,€) q.t.p. e fortemente em (L*(Q))°,
Vom — Vo fortemente em L4(0,T; LP(12)),
om — @ em L*(0,T; Hy(£2)) N W(IQ’I(Q),
(Oms €m) = (0,¢) em (L*(0, T Hy(£2))*,
(O (t) + P (o) — ¢ em L*0,T; H*(£2)) e
Cmi — ¢ em L*(0,T; H ().
Demonstragao. Observemos que de (3.48) e (3.53) a sequéncia ¢, é uniforme-

mente limitada em relagao a m em
L*(0,T; Hy (£2)) N W (Q),

N +2
onde W = {u € LI0, T;W>4(02)) : uy € LI(Q)} e ¢ = N—::_—l E, do fato desses

espagcos serem reflexivos, entao, existe
p € L*(0, T3 Hy(2)) N WH(Q),

e uma subsequéncia de ¢,,, que continuaremos denotando por ¢,,, tal que,

em — ¢ em L*(0,T; Hy(2)) nW2H(Q). (3.67)

Observemos agora que, como W24(2) — WhP(2) < Li(§2), com a primeira
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imersao compacta, se 2— — > 1 — — e p > ¢q (Ver Lema [1.18). Veja que,
q p
N +2 N
realmente é possivel p > ¢ com ¢ = —+ De fato, 2 — — > 1 — —, dali,
N+1 q D
N> 1+N 1+N(N+1) N2—21 <N(N+2) N+2<
D p N+2  N+2 BOPs"Ne 9 17N
N(N +2) N(N +2)

, e entao, é s6 tomarmos ¢ < p < . Assim, usando o item (i)

N2 —2 N2 -2
do Lema [1.20] resulta que

W = {u € LU0, T; W*9(£2)) : uy € LY(Q)} — LU0, T; W'?(£2))
compactamente. Logo, como a sequéncia ,, ¢ uniformemente limitada em L?(0, T; H}(£2))N
W2H(Q), entao existe ¢ € L(0,T; W'P(£2)) e uma subsequéncia de ¢,,, que con-

tinuaremos denotando por ¢,,, tal que, ¢, — ¢ € LI(0,T;W'P(£2)), o que
implica que

Vo — Ve fortemente em L9(0,7; LP(12)). (3.68)

Também de (3.48]) vemos que, a sequéncia #,, ¢ uniformemente limitada em
relagao a m em L*(0,T; H}(£2)), entao existe

0 c L*(0,T; Hi(92)),

e uma subsequéncia de 0,,, que continuaremos denotando por 6,,, tal que,

0,, — 0 fracamente em L*(0,T; Hy(S2). (3.69)

Analogamente, de ([3.48]), a sequéncia ¢,, é uniformemente limitada em relagao
am em L*(0,T; H}(£2)), entao existe

c € L*(0,T; Hy (12)),

e uma subsequéncia de ¢,,, que continuaremos denotando por ¢,,, tal que,

cm — ¢ fracamente em L*(0,T; Hy(2). (3.70)

De (3.48)), (3.61)) e (3.66|) a sequéncia (6,, + ¢, cn) é uniformemente li-
mitada em relacio a m em X X X, onde X = {u € L*(0,T;H}(2));w €
L*0,T; H'(2))}. E como, H}(2) — L*(2) — H (), com a primeira
imersao compacta, entao, pelo o item (i) do Lema , vem que

X < L*(0,T; L*(2)) = L*(Q) compactamente,
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entao, existe
(C.0) € (LX(Q))

e uma subsequéncia de (0,, + (P, (¢m), ¢m), que continuaremos denotando por
(O + Py (Vm), cm), tal que

(O + LPy(0m), em) — (¢, ¢) fortemente em (L?*(Q))?, (3.71)

assim, existe uma subsequéncia da subsequéncia (6,,+¢P,,(pm), ¢m), que também
vamos denotar por (6, + (P, (¢m), cm), tal que

(O 4+ €P(0m), cm) — (C,¢) q.tp. em (L*(Q))>. (3.72)

Logo, de (3.71)) e (3.72)), resulta que

(O + P (0m), em) — (¢, ¢) q.t.p. e fortemente em (L*(Q))>. (3.73)

Além disso, como ¢ = , entao

1 2

2 N+1 2 N-1

_ = — = — = >
¢ N+2 2 N+2 N+2 N+2 N+2

N +1
1
— 0

quando N =2ou N =3 e

o2 77t N+1 o2 1T N1
P=1y " N+2] T |N+2 Nrz2| T |Nt2]
entao, usando o Teorema |1.16, temos que

N +2
Wf’l(Q) — LP7(Q)) compactamente, com p = N1 eP¢ > 1,
para € suficientemente pequeno. Em particular, se N = 2 ou N = 3, pela

Proposicao [1.19, resulta que
W2 Q) — L*(Q) compactamente,
logo, como a sequéncia @, é uniformemente limitada em L*(0, T Hg (£2))NW2(Q),

entdo, existe ¢ € L?(Q) e uma subsequéncia de ¢,,, que continuaremos denotando
por o, tal que,

Ym — @ fortemente em L*(Q), (3.74)

dai, existe uma subsequéncia da subsequéncia ¢,,, que também vamos denotar
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por o, tal que,

Om — ¢ qtp. em L*(Q). (3.75)

Por conseguinte, de (3.74) e (3.75]), obtemos que

©m — ¢ q.t.p. e fortemente em L*(Q). (3.76)

Portanto, de (3.73)) e (3.76)) resulta que

(O Om + LP (), cm) — (0, ¢) q.t.p. e fortemente em (L*(Q))*. (3.77)

De (3.61)), implica que, a sequéncia (6,,(t) + ¢Py,(¢m(t))): é uniformemente
limitada em relagdo a m em L*(0,7; H'({2)) , entdo existe

o € L2(0,T; H_l(Q)),

e uma subsequéncia de (0,,(t) + (P, (¢m(t))):, que continuaremos denotando por
(O (L) + LPp(m(t))):, tal que,

(O + P (o)) — o fracamente em L*(0,T; H (£2)). (3.78)
Mostraremos que o = (;. Por definicao,

T T
a = (; se, e somente se /0 () C(t)dt = —/0 Y(t)a(t), Yy € C3°(0,T).

Mas, (0, + €P,,(¢m)): — « fracamente em L?(0,T; H'({2)) significa que para
qualquer 8 € L*(0,T; H}(£2))

/0T<(9m(t) +€Pm(90m(t)))t,5(t)>dt — /0T<a(t)’@(t)>dt.

Entao, segue que para todo 8 € C5°(0,T) e w € H}(2)

/0T<(0m(t) + gpm(wm(t)))t,¢(t)w>dt — /0T<a(t), ¢(t)w>dt,
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pais, (tw € L2(0,T; HY(2). Logo,
[ {0t + Baomtn 00
= ([ Ont+ Patent it 0
= ([ 0+ ePatnn a0
= [ {000+ Pl Y .19

Passando a uma subsequéncia se necessario, temos que
O + (P, (0,) — ¢ fracamente em L*(0,T; Hy(12)).
De fato,
2
16 + er(‘:Dm)HL?(O,T;H&(Q))

T
_ 2
PRI O
T T
< 4 1Oyt 4 [ 1P )y
T
= 4By + 40 | 1P )yt

De ([3.22)) temos que

P (o)) < |lomllmao)

o que implica
16 + P ()| ’%Q(O,T;Hol(ﬁ))
9 2
< 4||9m||L2(o,T;H3(Q)) + 4€||<Pm||L2(07T;Hé(Q))‘
De ([3.48) segue que
4| |0m||iQ(O,T;H(}(Q)) + 4€| |90m| ’%Q(O,T;H(}(Q)) < Cl’
onde (' é uma constante estritamente positiva e, por conseguinte
|0 + éPm(QOm)H%Q(O,T;H&(Q)) <,
e dai
O + LE (@) | 220712 (2)) < o,

onde (5 é uma constante estritamente positiva. Passando a uma subsequéncia se
necessario, segue que

O + P, (0,) — ¢ fracamente em L*(0,T; Hy(12)).



69 3.1. EXISTENCIA LOCAL

Para todo ¥ € C5°(0,T) e w € H}(£2) temos que ¢'(t)w € L*(0,T; Hy(£2)) C
L*(0,T; H1(£2)), entao

/OT@’(t)w, O, (1) + epm(som(t)>>dt — /OT@'(t)w, C(t)>dt.

Assim, tomando o limite em ([3.79)), temos que para todo w € H}(2)

T

/OT (a(t), ltyw)dt = — /0 (ctt), v/t .
</0Ta(t>w(t)dt,w> = <—/0T<(t)w(t)dt,w>,

para todo w € H}(£2). Ou seja,

Isto é,

T T
| vtocwie= - [ va, v e cro.7)
0 0
como queriamos provar. Concluimos entao que
(O (t) + P (o (1)) — ¢ fracamente em L*(0,T; H*(£2)). (3.80)

Da mesma forma, de (3.66]), vem que a sequéncia ¢, ¢ uniformemente limi-
tada em relacao a m em L?(0,T; H~1(£2)) , entao existe

§ € L*0,T; H (),

e uma subsequéncia de ¢, ;, que continuaremos denotando por ¢, ;. De maneira
analoga ao raciocinio anterior, a subsequéncia ¢, € tal que,

Cmi — ¢; = 6 fracamente em L*(0,7T; H™'(2)). (3.81)

Em suma, de (3.77), (3.68)), (3.67), (3.69), (3.70), (3.80) e (3.81) respectiva-
mente, obtemos que

(£my Om + LPo(Pm), cm) = (#,¢,¢) q.t.p. e fortemente em (L*(Q))°, (3.82)
Vo, = Vo fortemente em L9(0,T; LP(£2)), (3.83)
¢m — ¢ fracamente em L*(0,T; Hy(£2)) N W2'(Q), (3.84)

Oy ) — (0, ¢) fracamente em (L*(0,T; Hy(£2))?, (3.85)



70 3.1. EXISTENCIA LOCAL

(O + P (0))e — ¢ fracamente em L*(0,T; H *(£2)) e (3.86)
Cmi — ¢; fracamente em L*(0,T; H '(12)). (3.87)
[l

Observemos agora que

||Pm(§0m) - ‘PHLQ(Q) = HPm(SOm) - Pm(@) + Pm(SO) - 90||L2(Q)
[P (om) = P(@)l[22@) + [[Pm() — #llz2(0)
= |[Pn(em — )12 + [1Pale) — @llr2@

IA

e de (3.33)), temos
1 Pn(0m = O)ll2(0) < [lom — @llr2@)s
e dai,
[ Pr(om) — #llz2) < Mlom — @llz2@) + [|1Pm(0) — ¢llz2),
e por (13.82)), vem que
l|om — @llr2(0) = 0 quando m — +o0,

e do item do Lema resulta que
1

1
2
m+1

1P (0(8) = ()] 22() < [l @l]ar1 (2

Elevando ambos os membros dessa tultima desigualdade ao quadrado e depois
integrando de 0 a 7', vem que

|| P () — SOHLQ(Q) < H(PHL2(O,T;H1(Q))7

A1
e por , temos
|l L20.m1 (2)) < 00,
logo, como \,,+1 — oo quando m — oo , entao
|| Pr(p) — g0||L2(Q) — 0 quando m — oo,
ou seja,

Po(p) — ¢ fortemente em L*(Q). (3.88)
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Em particular, de temos que
O + (P, (0n) — ¢ fortemente em L*(Q),
e como 0, = 0., + LP,,(om) — {P(¢m), entao, de , concluimos que
O, — ( — Ly fortemente em L*(Q),
e de (3.85))
0 — 0 em L*(0,T; Hy(2) C L*(0,T; L*(2)) = L*(Q),

e da unicidade do limite segue que

C—lp=0,
e consequentemente,
=0+ Lo
Portanto,
O + €Pr(om) — 0 + Lo fortemente em L*(Q).
Como
10m = Oll2@) = [10m + LP(pm) — B (om) + Lo — Lo = B]|12(q)

< [0 + 0 (om)) = (0 + Lo)l|20) + elllom — ¢lll22@)

entao, de (3.82)) e (3.88)) resulta que

O, — 0 q.t.p. e fortemente em L?*(Q). (3.89)

De (3.82)) e 0 < ¢(z,t) < 1, concluimos que

0<oe(x,t) <1 qtp. em Q. (3.90)

Em seguida, vamos tomar o limite do problema aproximado (3.10))-(3.12)
quando m — +oo. Como os argumentos para os termos lineares sao padroes,
vamos mostrar as convergencias apenas para os nao lineares, como no seguite
lema.

Lema 3.8. As sequintes convergéncias sao vdlidas:
k(@my Om, cm) — k(p,0,¢) fortemente em LP*(Q), V 2 < p; < o0,
Di(0m, Om,cm) = Di(p,0,c) fortemente em LP*(Q), ¥V 2 < p; < o0,
E(@my Oy € ) VO — k(p,0,¢)V0  fracamente em L*(Q).

D1 (@, Oms cm)Vem — Di(p,0,¢)Ve  fracamente em L*(Q),
Do(Prms Omy €n) Vo — Do, 0,¢)V  fracamente em L*(Q).
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Om(pm — D)1 =20,) = (e —1)(1 —¢) fracamente em LQ(Q).
IV o (p1m + 120m) — |Vo|(ic + pof)  fracamente em L'(Q).

Demonstracao. De (3.82)), (3.89)) e usando as hipdteses (Hy) — (Hy), ou seja, o
fato das funcoes k e D;, i = 1,2, serem continuas, resulta que

E(@m, Om, cm) = k(p,0,¢) qt.p. em Q, (3.91)
Di(om, Om,cm) = Di(p,0,¢) qtp. em Q, i=1,2. (3.92)

Agora, para cada m e qualquer 2 < p; < oo fixado, definamos as funcoes g,, =
|k(@ims Oms cm) —k(p, 0, )P € him = |Di(©m, Om, cm) — Di(p, 0, c)|P*, parai = 1,2.
Usando novamente as hipoteses (Hy) — (Hy) e as duas udltimas convergéncias,
temos que, |gm| < (2k2)P', |him| < (2pi41)"", Gm — 0 qtp em Q e hiy —
0 g.t.p em Q. Logo, pelo Teorema (Convergéncia Dominada de Lebesgue),
concluimos que

k(Om, Om, cm) = k(p,0,¢) em LPY(Q), (3.93)
Di(@m, Om,cm) = Di(p,0,¢) em LP(Q), (3.94)

paracada 2 <p; <ococei=1,2.

De (3.84) vem que @,, — ¢ fracamente em L*(0,T; Hy(£2)) N W2H(Q), dai

Om — @ em L*(0,T; H}($2)), entdao, Vi, — Vo em L*(Q), j& que, se o, (t) €
Opm(t

H} (), entao, #m(t) € H°(2) = L*(2). De modo anélogo, temos que V6,, —

VO em L*(Q) e Ve, — Ve em L*(Q), e por conseguinte, concluimos que

(Vo VO, Ven,) — (Vo, V0, Ve) fracamente em (L*(Q))°. (3.95)

Mostraremos agora que k(@ Om, ¢m) VO, — k(p, 0, )V fracamente em L*(Q).
De fato, para todo Vi € L*(Q), temos que
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lim ’ / 5 (G Oy O ) VO Vibdadt — /
m—0o0 Q

k(p,0, c)V@V@dedt‘
Q

~ lim ’ / (k(gpm,Hm,cm)VGmV¢ . k(gp,@,c)Vvaw)dxdt
Q

m—r0o0

+ / (k(#,6,0) V6,0 - k(@,@,c)vevw)dxdt‘
Q

IN

lim /‘k(%,em,cm)w - k(go,e,c)w‘ V0,0 | dadt
Q

m— 00

4+ lim /‘k(gp,e,c)wvem—k(gp,e,c)wve}dxdt
Q

m—r0o0

mh_rgo Hk<90ma emy Cm)V?/J - k(@v 97 C)VwHLQ(Q)HvemHLQ(Q)

IN

+ lim /k(@,@,c)vaGm—k(gp,H,c)ngV@dxdt'
Q

m—r0o0

= lim [|k(@m, Om, )V = k(9, 0, ) V| L2(q) [ VO] 12(q)

m—00

+ lim /(VGm—V@)k(gp,@,c)vwdxdt‘.
Q

m— 00

Observemos agora que, de k(s Om,cm) — k(p,0,¢) em L*(Q), entao
k(s Om, e )V — k(p,0,¢)Vip em L?(Q), para todo Vi € L*(Q). De fato,
de (3-91), k(@m,Om,cm) — k(p,0,c) q.t.p. em Q, logo, para cada Vi) € L2(Q),
k(@ Om, cm )V — k(p,0,c)V1) q.t.p. em Q e por (Hy) temos |k(©m, Om, ¢m) V| <
k2|V1p|, assim, pelo Teorema (Convergéncia Dominada de Lebesgue)

E(@ms Om, )V — k(ip,0, )V fortemente em L*(Q), (3.96)

e de (3.95) e (3.96)), concluimos que

lim /k‘(gpm,em,cm)vemvwdxdt—/k((p,@,c)vevwdxdt
Q

m—r0o0
Q

— i ([, Omns ) VO — K(9,6, )Vl |12 [ VO |12

m—o0

+ lim /(V@m — VO)k(p, H,C)de:rdt’ =0,
Q

m—0o0

e isso implica que

lim k:((pm,@m,cm)Vvawdxdt:/k:(go,@,c)V@Vz/zdxdt,

para todo Vi € L?(Q), ou seja,
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k(s Omy )V — k(p,0,¢)VO fracamente em L*(Q). (3.97)
Analogamente, provamos que
D1 (@, Oms cm)Vem — Di(p,0,¢)Ve fracamente em L*(Q), (3.98)
(3.99)

Dy(my Oy € ) Vo — Do(p,0,¢)Vp fracamente em L*(Q).

Por outro lado, para todo ¢ € L*(Q), temos que

/Q ((&ofn — 203, — om) — (30 — 2¢° — go))zbda:dt - /Q (P — ©)ddt,

onde d,,, = 3(om+¢) —2(0%, +Pmp+e?)—1. Eusando o fato de 0 < ¢, < 1e 0 <
¢ < 1, obtemos que ||d,|| L=(Q) < My, onde My é constante. Consequentemente,

/Qdm(som — @)d}dazdt‘ < N|dm!|z=@)llem — ©ll2) Y| 2),

e de (3.82)) concluimos que

/ Ay (Om — @)dadt =0 quando m — oo,
Q

e portanto,

Om(m — (1 = 2p,,) = @(p —1)(1 — ) fracamente em L*(Q). (3.100)

Além disso, para N = 2 ou 3, existem ¢, p, 7, e s tais que L"(0,T; L*(£2)) —
/ / 1 1 1
L7(0,T; LP (§2)) continuamente, com — + — =1le — + — = 1.
q p_ p
1 1 1 . .
o que implica p <

3.68)) t -> - — =
emos . N

De fato, note que para justificar
p
N(N +2 N +2
—15[2 _+2 ); com ¢ = i 1€ tomando 7 e s no Lema [1.22] temos que

se N =2entaor € (2,4+00] e s € [2,+00) e

se N =3 entdo r € [2,4+00] e s € [2,6].
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+2
N +1

Desse modo, como g = ,entao ¢ = N + 2 e dai

se N =2 entdao ¢ = 4 e basta tomar 4 < r < oo,

se N = 3 entao ¢’ = 5 e basta tomar 5 < r < oo,

/

8
SeN:2entéol<p<§:4,p: plebastatomars>p’e
p_

15
se N=3entao 1 <p< - e basta tomar p = 2 e dai p’ = 2 e basta escolher

2<s<6.

Logo, para N = 2 ou 3, existem ¢, p, 7, e s tal que L7 (0, T'; L*(£2)) < L9 (0, T; L¥ (£2))
1 1

continuamente, com — + — =1le -+ — =1
q p D

De (3.48), a sequéncia (,,,, ¢,,) é uniformemente limitada em (V(Q))?, e pelo
Lema temos V(Q) < L7(0,T; L*(§2)) continuamente, e entao, a sequéncia
(O, ) ¢ uniformemente limitada em (L9 (0,7 L” (£2)))?. Portanto, passando
a uma subsequéncia, (6,,,cn) — (0,¢) fracamente em (L7 (0,T; L (2)))?, e daf
1Cm + 20, € L0, T; LP'(£2)). Note ainda que

[11Cm + 120 — prc + 1120 fracamente em L7 (0, T; LP (12)),
ja que (O, cm) — (0,¢) fracamente em (L7 (0,T; L¥ (£2)))?, e como de (3.83)

Vo, — Vi fortemente em L7(0,7T; LP({2)), entdo, pela desigualdade de Holder
IV (116m + p26m) € L'(Q), e também

/ Vol (p1cm + pobp)|dxdt < ||V¢m||L¢1(07T;LP(Q))||HICm+,u2‘9mHLq/(()7T;Lp’(Q))
Q
< C

onde C é constante. Logo, para todo ¢ € L>®(Q) = (L'(Q))’ temos que
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lim ‘/ IV om|(piem + pobm)vdrdt — / |Vol|(puic + peb)pdadt
= lim ‘/ (IVom| — IVo]) (16m + p2bm)dedt
m—00 Q

- rw(mlcmmem—<u1c+u29>)wdxdt]
Q

IN

i | [ (900l = (9o lpaco + )i
m o Q

+ i |V<P|<(M10m+u29m)—(u10+u29))@/}dwdt‘
m o0 Q

< Ag(l\\vwm! — |Velllrsrie @y llicm + M29m\VLq’(o,T;Lp’m))’W”L“’(Q))

+  lim

m—ro0

/Q (160 + 1126, Vil — mlcmmww)dmt‘.

Observemos que (L2(0,T;LP(£2)) = L9(0,T; L*(£2)), e como ¢ € L¥(Q) e
Vi € L9(0,T; LP(2)), entao |Vl € L9(0,T; LP(£2)), e do fato de
[11Cm + fto0m — p1C + pof fracamente em L7 (0, T; LP'(£2)), obtemos que

i | [ (o + 00) 9t e+ ) Vil )adadt] 0 (3101
Q

m—r0o0

para todo ¢ € L>®(Q). De (3.83)) e (3.101)) vem que

li_r)n ‘/ IV om|(p1em + pobm)drdt — / IVol|(puic+ /Lﬁ)da:dt‘
< 1im (119u] ~ [Vellinorr@yllinen + ubll i o ol
# | [ ((Gaco + pat) 9616 = e + ) Vilo )| = 0-+0 =0,
Q

m—r0o0

logo,

/ IV ou|(p1em + pobm)drdt — / |Vo|(pic + peb)pdadt
Q Q

para todo ¥ € L>*(Q), ou seja,

IV om|(116m + 1120m) — [Vo|(1c + 1120) fracamente em L'(Q). (3.102)

]
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3.2 Demonstracao do Resultado Principal

Agora, ja podemos passar o limite no problema aproximado para obter a
solugao do Teorema [2.1]

Demonstragao do Teorema[2-1. De (3.86) no Lema3.7 vem que (6,, (t)+Cpp (£)) —
G = (0+Lp)y em L*(0, T3 H~'(£2)), e como (LP(0, T; Hy(£2)))" = L¥ (0, T5 H~'(£2)),

1
onde — + — = 1, entdo para todo ¥ € L*(0,T; Hj({2)), temos que
p p

T T
/ ((Om + Lom)es V) -1 ()11 (2 A — / (0 + Lo, V) -1(0), 13 ()AL
0 0

Tomemos agora vy € V,, e ¥(t) € D(0,T) = C§°(0,T) C L*(0,T), logo, v, €
L*(0,T; H}(£2)). Portanto,

T T
/ ((Om + Lopm)e, Y (E)01) 51 (), m2(2)dE — / (0 + Lo, Y(t)v1) g1(2), 12 () At
0 0

T
:/ Y0 + Lo, v1) g-1(2),H3(2)dt-
0
(3.103)

De (3.97) vem que k(©m, O, Cn) VO — k(p,0,c)VO em L?(Q), entao, para todo
Vi € L*(Q) temos
/ k(@m, O, €m) VO, Vibdzdt — / k(p, 0, c)VOVdrdt.
Q Q

Tomemos agora vy € V,, e ¥(t) € D(0,T) = C5°(0,T), entdao Vv, € L*(£2), logo,
Y(t)Vuy € L*(Q). Portanto,

T T
/ / k(Om, Om, Cm) VO (1) Vordedt %/ / k(p,0,c)VO Y(t)Voidzdt.
0o Jo o Ja
(3.104)

Como / fuidz é constante, entdo viy) € L*(0,T; Hi(92)) e,
0

/fvl¢(t)dx:¢(t)/fvldx. (3.105)
Q Q

Assim, fazendo m — oo no problema aproximado, de (3.103]), (3.104) e (3.105))
vem que
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T T
/ ¢(t)<(9+€g0)t,vl)H1(9)7H3(Q)dt+/ / Y(t)k(p, 0, c) VOV dadt
0 0o Jo

—/Oqu(t)dt/valdx:o,

dai,

T
/ w(t) (<<8 + ﬁgp)t, Ul)H—l(Q),Hé(.Q) + / /{Z(QO, 9, C)VGVUldLE — / fU1d$) dt = 0,
0 ) 97

e como V0, Vv, € L*(Q) e k(p,0,c) € L*(Q) entao k(p,0,c)VOVr, € LY(Q).
Logo, como o operador

T
/ w(t) (<<9 + ﬁgp)t, Ul)H—l(Q),Hé(.Q) + / /{Z(QO, 9, C)VGVUldLC — / fUldQZ) dt =0
0 0 2

para todo 1 € D(0,T), entao, pela Proposicao [1.41] (Du Bois Raymond), conclui-
mos que

(0 + o), v1) 1(0),H3(2) T / k(p,0,c)VOVv de — / foidex =0
0 o

no sentido das distribuiges, para todo v; € V,,, q.t.p. em (0,7), e por (3.2)
resulta que

(0 + o), v1) 10y, 13 (02) T / k(p,0,c)VOVuidr — / fuidr =0
0 7

no sentido das distribuigoes, para todo v; € H}(£2), q.t.p. em (0,T).

Analogamente, de (3.87) vem que ¢,,; — ¢ em L*(0,T; H *(£2)), e como
/ / 1 1
(LP(0,T; Hy(£2))) = L7 (0,T; H*(£2)), onde — + — = 1, entdo para todo 1) €
p p
L*(0,T; H}(£2)), temos que

T T
/ <cm,t7 ¢>H—1(Q),H5(Q)dt — / (Ct, w>H—1(Q)7H5(Q)dt'
0 0

Tomemos agora vy € H(£2) e ¥(t) € D(0,T) = C(0,T) C L*(0,T), logo,
Yuy € L*(0,T; Hy(£2)). Portanto,
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T
/ <Cm t,w( ) > Hl dt — / Cm,ts @Z)(t)UQ) -1(02), Hl(Q)dt
0
/ ¢ Ct7 ’UQ Hl(Q)dt (3106)

De (3.98) vem que k(¢ O, cm)Vem — k(p,0,c)Ve em L*(Q), entdo, para todo
Vi € L*(Q) temos

/ Dy (@m, Oy c) Ve, Vibdadt — / D1 (¢, 0,c)VeNVipdrdt.

Q Q

Tomemos agora vy € Hj(£2) e ¥(t) € D(0,T) = C5°(0,T), entao Vuy € L*(2),
logo, ¥(t)Vuy € L*(Q). Portanto,

T T
/ /Dl(gpm,Hm,cm)ch Y (t)Vugdxdt —>/ /Dl(go,Q,c)Vc »(t)Vuodxdt,
0o Jo 0o Jo

(3.107)

e de maneira analoga concluimos que

T T
/ /Dg(gpmﬁm,cm)Vgpm »(t)Voadxdt —>/ /Dg(cp,Q,c)Vgo WY(t)Vuodxdt.
0o Jo 0 Jo

(3.108)

Assim, fazendo m — oo no problema aproximado, de (3.106]), (3.107) e (3.108])
vem que

/ Y(t) (e, v2) g 2),H] Q)dt—l—/ /w (t)D1(p, 0, c)VcNVuadadt

+ / /Q (1) Da(p, 0, )V Vo,

e dai,

T
/ w(t)(<0t7v2>H1(9),H3(Q)+/ Dl(%@ac)vcvvzdl“
0 Q
—1—/ Dg(@,@,C)V@@V@gC&) dt =0, (3.109)
Q

e como Ve, Vg e Di(p,0,¢) € L*(Q) e Vi, Vg e Dy(p,0,c) € L*(Q) entdo



80 3.2. DEMONSTRACAO DO RESULTADO PRINCIPAL

D1(p,0,c)VeVuy € LYQ) e Da(p,0,c)VeVuy € LY(Q). Logo, como (3.109)
vale para todo ¢ € D(0,T), entao, pela Proposicao [L.41] (Du Bois Raymond),
concluimos que

(ct,v2>H_1(Q),H3(Q)+/ Dl(cp,e,c)Vchgdx+/ Ds(p,0,c)VoVuodx
0 0

no sentido das distribuigoes, para todo vy € V,,,, q.t.p. em (0,7, e por resulta
que

(ct,v2>H_1(Q),H5(Q)+/ Dl(w,e,c)Vchgdm+/ Dy (0,8, c)VVuadz(3.110)
0 0

no sentido das distribuigoes, para todo vy € H}(£2), q.t.p. em (0, 7).
Agora, multiplicando a equagao (3.13) por ¢» € L*(Q) e integrando em @

vem que

[ matsdt — ¢ [ Appudsit = [ pulion = 1)1~ 20,)dude
Q Q Q

+ / |V o |(p1em + pobm)dzdt = 0, (3.111)
Q

e de (3.54), (3.59)), (3.100), e (3.102) temos que

/ omatbdadt — / ovpdadt, (3.112)
Q Q
/Agpmwdxdt%/Agm/zdxdt, (3.113)
Q Q
/ Om(Om — 1) (1 = 2¢,,)0dzdt — / olp — 1)(1 — p)dxdt e (3.114)
Q Q

/ IVou|(piem + pebm)dedt — / IVo|(puic + peb)pdadt, (3.115)
Q Q

para todo 1 € L=(Q), com ¢, € LU(Q), Ap € LYQ), p(p — 1)(1 —¢) € L*(Q)
e |Vel(pie+ p2) € LY(Q), onde ¢ =

e entao
N+1’

(0 = €280 — ol = DAL= 0) + [Vl (e + ) ) € L'(Q).
Portanto, quando m — oo, de (3.112), (3.113)), (3.114)) e (3.115) concluimos que

/Q<<Pt —&Ap — (e —1)(1 — @) + |Vl (e + M29)>¢ —0
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para todo ¥ € L*°(Q), o que implica que

pr = E0p = (e — 1)1 = ¢) + |[Vol(uc+ p2f) atp. em Q.  (3.116)

Para as condigoes de fronteira, observemos que de e
(10,0,¢) € (L*(0,T; Hy (12)))°,
dai,
o(t,z) =0 ,0(t,x) =0 e c(t,z) =0, (3.117)
para todo t € (0,7) e x € 012, isto é, para todo (t,x) € S = (0,T) x 912.

Para estudarmos as condicoes iniciais do problema, observemos primeiramente
que de (3.48) e (3.87)) ¢,, ¢ uniformemente limitada em L>(0,T; L*(2)) e
Cmy € L*(0,T; HY(£2)), e como L*(2) — H '(2) — H'(2) com a primeira
imersao compacta, entao, pelo Lema temos

=0, 72 2) : % € 200,717 ()} = (0, 71 7 ()
compactamente, e entao, existe ¢ € C([0,T]; H*(£2)) e uma subsequéncia de ¢,
em C([0,T]; H'(£2)), que continuaremos denotando por ¢,,, tal que

cm — ¢ fortemente em C([0,T]; H1(£2)). (3.118)

Pelo item (i) da Proposi¢io[L.17] com m = 1 e p = 2 vem que H}(£2) < L"(£2)
com imersao continua e densa, e 1 < r < 6, isto é, com N = 3 no item (i) da
Proposigao supracitada. Além disso, Hg(£2) < L7(£2) com imersao continua e
densa, e 1 < r < o0, isto é, com N = 2 no item (i) da Proposicao Logo,
se N =2, r é qualquer, em particular r = N +2 =4, ese N =3, r € [1,6], em
particular r = N +2 = 5. Assim L' (2) = (L"(2)) — (H}(2)) = HY(2) e

4 N+2

se. N = 2 entao em particular r = 4. o que implica ' = - = —— =
) p , 0q p 3 N1 q,
5 N+2
N = 3 enta ticul =5 impli = =——"" =q.
e se, entao em particular r , 0 que implica r 1- N1 q
N +2

Logo, L™ (£2) = LI(£2), ou seja, L(§2) < H~'(£2), com ¢ = N1

+
—

Segue por (3.86]) que

(O 4 €Pp(om))e — (0 + L), fracamente em L*(0,T; H '(£2)). (3.119)
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Do Lema [3.5] temos que a subsequéncia
Pms € LU(0,T; LI(£2)) — LU0, T; H(£2)),

e por (3.119)) a subsequeéncia (6, + (P,,(¢m)): € L*(0,T; H-'(£2)), entdo, (6, +
N +2
(Pu(pn))e € LT HTHD) = L0 T @), pois g = 1—x = 1+

N1 < 2. Note que, (0, +0P,,(0)): ¢ limitada em L(0,T; H1(£2)), j4 que o é

em L*(0,T; H'(£2)), e ainda do Lema [3.5| a subsequéncia lip,, ; ¢ uniformemente
limitada em L%(Q), e portanto, uniformemente limitada em L%(0,T; H (£2)).
Provaremos agora que

O — 0; fracamente em L7(0,T; H *(£2)).
De fato, observemos que
Om,t = (O + €Pn(0m))e — P (Pmit),
logo
lem.tllm-1(2) < |[(Om + €Pn(pm))illm-1(2) + || Pn(Cmi)l | n-1(2)-
De temos que

(O 4 P (0m))el | 20,1311 (2)) < Ko

onde K é uma constante estritamente positiva. Agora para w € H(} (Q) qualquer,
temos

[(Pr(pme)sw)| = [{@mt, Pn(w))] (3.120)
||80m,t||Lq(Q)||Pm(w)||Lq’(9)

ot za(2) Kol P ()| 12 (2)
K2\|90m,tHLQ(Q)HwHH5(Q),

VANRVANRVAN

1
Tt T
N+1
¢ = N+2 <5, aplicamos (3.22)) e o item (a) do Teorema[L.17} Portanto, como de

(3-53) @my ¢ limitada em LU(Q) e [|Pr(@msi(E)|a-12) < Ma||@ms||rae), segue
que

onde K5 é uma constante estritamente positiva, e usamos que 1, com

Pr(pm) é limitada em L9(0,T; H'(£2)),
e dai
Om 6 limitada em L9(0,T; H(£2)).
Passando a uma subsequéncia se necessario, temos que

Omys — w fracamente em L(0,T; H™'(£2)).
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Agora, notemos que

O = Om + LPn(om) + (I = Bn)(m)) = lipm, (3.121)

onde I é o operador identidade em L?*(Q). Provaremos que

(I — P,)(¢m) — 0 em D'(Q).

De fato, segue do Lema ([1.34)) que

I = P (0222 <

Aot ||U||H3(Q),

logo, tomando v = ¢,,,(t), temos que

1
||(] - Pm)(sﬁm)HL?(n) < ||90m||L2(o,T;Hg(Q))-
)\2
m-+1

Por (3.48),
|[oml| L2011 (2)) < K,

onde K3 é uma constante estritamente positiva. Assim, como \,,1; — 0o quando
m — 00, segue que

(I = Pu)(pm) = 0 em L*(Q).
Logo,
(I = Pn)(pm) = 0 em D'(Q),
e consequentemente
(I — Pp)(ome) — 0 em D'(Q). (3.122)
Voltando a , obtemos que
O, = (Om + €Pn(@m))t + (I = Prn)(Pmit)) — Lom-

Passando ao limite esta ultima igualdade e usando as convergeéncias ([3.54)), (3.122))
e (3.86)), concluimos que

w=(0+lp); +0— Ly, em D'(Q),
e dal
W = 9,5.

Portanto,
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O — 0; fracamente em L9(0,T; H '(£2)). (3.123)

Por outro lado, 6,,, € L*(0,T; H~'(£2)) e de (3.48)) temos que 6,, ¢ uniforme-
mente limitada em L*(0,T; L*(§2)), e como L*(2) — H'(Q2) < H'(£2) com
a primeira imersao compacta, entao, pelo Lema [1.20, vem que

(0.7 @) e 92 € 220, H(92) } = (0.7} B ()

compactamente, e entao, existe § € C([0,T]; H'(£2)) e uma subsequéncia da
subsequéncia 6, em C([0,T]; H=1(§2)), que continuaremos denotando por 6,,, tal
que

0, — 0 fortemente em C([0,T); H1(£2)). (3.124)

N+2
~ i T < 2, entao, L*(2) — L) — L1(N),
com a primeira imersao compacta, e de (3.84]) temos que ¢, € L4(0,T; LI({2))
e por (3.48) ¢, é uniformemente limitada em L>°(0,T'; L?(2)), logo, pelo Lema
[1.20 obtemos

Observemos agora que, como ¢ =

i) {5 € 0.7 202} = O, T £2(2)

compactamente, e entdo, existe ¢ € C([0,7]; LY({2)) e uma subsequéncia da
subsequéncia g, em C([0,7T]; L(2)), que continuaremos denotando por ¢,,, tal
que

©m — ¢ fortemente em C([0,77]; L(£2)). (3.125)

Portanto, de (3.118)), (3.124)) e (3.125)), temos ¢ € C([0,T]; H'(£2)),
0 € C([0,T]; H7'(12)) e ¢ € C([0,T]; LU(£2)).

Agora, podemos estudar as condic¢oes iniciais do problema.

De ([3.124]) temos que
0, — 0 fortemente em C([0,T]; H '(£2)),

dai,
lim sup [|0,(t) — 0(t)||-1(0) = 0,

M=00 +¢(0,T]

mas,

16 (0) = 8O -2y < 5UD [ (t) = (1) |10, (3.126)

t€[0,7]



85 3.2. DEMONSTRACAO DO RESULTADO PRINCIPAL

e como L?(§2) — H1({2) continuamente e
0,,(0) — 0y fortemente em L*(2),

logo,
0,,(0) — 0y fortemente em H '(£2).

Passando o limite em (3.126) quando m — oo vem que

16 = 0(0) -+ = T [16,1(0) ~ 6(0) [ -2 < Tim [10,0(t) — 6(2) |10 = 0.

Portanto,
160 — 0(0)||z-1(2) = 0,

o que implica

De modo analogo, usando (3.118)) concluimos que

c(0) = co.

Agora, de (3.125)) temos
©m — @ fortemente em C([0,T7]; LI(£2)),
logo,
lim sup {[om(t) = o(t)||ze2) = 0,

m=00 tc0,1]

mas,

[lp0 = (O)]ze(2) = llem(0) = #(0)[|Lae) < Sup, [lom(t) = @@)l]Lo()- (3.127)
€|0,

Passando o limite em (3.127)) quando m — oo vem que

o = £(O)l ot < lmn_ sup [lgun(t) = ()] o) = 0.
m—>oot€[0’T}

Portanto,
1o — ©(0)|[a() = 0,
o que implica
©(0) = wo.



Comnsideracoes Finais

Com este trabalho conseguimos usar o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
e o método de Galerkin para provar a existéncia de solucao para um modelo de
campo de fase no processo de solidificagao nao isotérmica.

Futuramente, pretendemos continuar estudando modelos de campo de fase e,
quando possivel, implementar simulacoes.
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