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Resumo

SETTE, Roblédo Mak’s Miranda, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro de
2013. O Principio de Ekeland e o Teorema de Nash-Moser. Orientador: Sandro
Vieira Romero.

Neste trabalho estudamos os Espacos de Fréchet e um teorema de funcao implicita para
alguns desses espacos, obtido por Ekeland em 2011, e que inclui como caso particular
o teorema de Nash-Moser. No inicio desse estudo apresentamos o principio de Ekeland,
que serd uma ferramenta essencial na demonstracao do teorema. Estudamos conceitos
elementares de Analise Convexa e caracterizamos o subdiferencial da norma de um espago
de Banach. Essa caracterizacao serda usada vérias vezes na prova do resultado principal.
Além disso, sao usados trés resultados da Teoria da Medida: o Lema de Fatou, o Teorema
da Convergéncia Mono6tona e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Estes

trés resultados sao empregados em suas versoes para séries de niimeros reais.



Abstract

SETTE, Roblédo Mak’s Miranda, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February of
2013. O Principio de Ekeland e o Teorema de Nash-Moser. Advisor: Sandro

Vieira Romero.

In this text we study the Fréchet spaces and an implicit function theorem for some of
these spaces, obtained by Ekeland in 2011, and which includes as a special case the Nash-
Moser theorem. At the beginning of this study we present the Ekeland’s principle, which
will be an essential tool in the proof of the theorem. We study elementary concepts of
Convex Analysis and characterize the subdifferential of the norm of a Banach space. This
characterization will be used repeatedly in the proof of the main result. Also, three results
of the Theory of Measure are used: Fatou’s Lemma, the Monotone Convergence Theorem
and the Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem. These three results are employed

in their versions for series of real numbers.



Introducao

Existem problemas na Fisica-Mateméatica que sao equivalentes a existéncia de fun¢oes
inversas em espacgos de Fréchet. Problemas como esses, também existem na Geometria
Diferencial. Por exemplo, para provar a existéncia de mergulhos isométricos de variedades
riemannianas, Nash [I1] usou uma técnica inovadora que Moser [10] reformulou como um
teorema abstrato de Anélise Funcional Nao Linear. Sergeraert [I8] esclareceu o contexto
do teorema ao formular suas hipoteses em uma categoria de aplicagoess entre espacos de
Fréchet. Utilizando todo o conhecimento acumulado até o inicio da década de oitenta do
século XX, Hamilton [4] escreveu um longo tratado sobre o Calculo em espagos de Fréchet
e o Teorema de Nash-Moser que é utilizado na prova do teorema KAM [2I], na resolugao
de problemas gravitacionais [0], no estudo de problemas de fronteira do eletromagnetismo
[17] e na resolucao de equagoes de evolucao da Fisica-Matematica [13] e [14].

A demonstracao usual do teorema de Nash-Moser é bastante trabalhosa e envolve um
processo iterativo para sua convergéncia, o método de Newton para aproximar raizes. Em
[7], podemos ver o enunciado bem como uma demonstra¢ao do teorema de Nash-Moser.
Um componente essencial da demonstragdo é o uso de operadores de suavizacao [9], que
sao objetos que nem todos os espagos de Fréchet possuem. Em 2011, Ivar Ekeland [1],
demonstrou um teorema de funcao implicita para espacos de Fréchet que inclui como caso
particular o teorema de Nash-Moser. Nesta demonstracao, Ekeland usa um resultado da
Anélise Variacional conhecido como Principio de Ekeland. Sao usados também trés
resultados conhecidos da Teoria da Medida: o lema de Fatou, o teorema da convergéncia
mono6tona e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. Comparada ao texto
classico de Hamilton [5], a abordagem de Ekeland é mais simples, com hipoteses mais
fracas e tese mais forte. Nessa nova demonstracao também sao usados alguns conceitos
relativamente simples de andlise convexa, como por exemplo, o subdiferencial de uma
aplicagao convexa, e algumas nogoes a respeito dos espagos de Fréchet.

O principal objetivo desta dissertacao é o estudo da versao de Ekeland do Teorema de
Nash-Moser, usado para garantir a existéncia de funcoes inversas entre espacos de Fréchet
e com varias aplicacoes na Fisica-Matematica.

Segue uma breve descricao de cada capitulo:

No primeiro capitulo, demonstramos o principio de Ekeland e apresentamos alguns
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resultados classicos que surgem naturalmente como consequéncias de sua validez. Mos-
tramos ainda, que esse principio é uma condicao necessaria e suficiente para a completeza
de um espaco métrico.

No segundo capitulo, introduzimos alguns conceitos de Analise Convexa seguindo es-
sencialmente [12]. O capitulo é essencialmente dedicado a demonstrar um importante
resultado sobre a caracterizacao do subdiferencial da norma de um espaco de Banach.

O terceiro capitulo trata de espacos polinormados. Nesse capitulo, apresentamos vérios
resultados e introduzimos o conceito de espagos de Fréchet. Estudamos os aspectos topo-
logicos dessa estrutura e mostramos critérios que ligam a topologia desse espaco a maneira
mais natural de definir a convergéncia nesses espacos. A exposicao segue basicamente [5].
Apresentamos alguns exemplos interessantes dessas estruturas que as diferenciam dos es-
pacos normados. Caracterizamos os espacos polinormados metrizéveis e definimos a classe
dos espacos de Fréchet.

No quarto capitulo, definimos alguns espacos particulares de Fréchet. De posse dessa
nova estrutura, apresentamos o teorema de funcao implicita que foi descoberto por Eke-
land em 2011. Mostramos também um teorema de funcao implicita para espacos de
Banach com hipo6teses mais fracas do que as versoes classicas desse tipo de teorema. A
demonstracao do resultado em espacos de Banach se assemelha & demonstracao para esse
teorema em espagos de Fréchet. Em ambos, ha tanto o emprego do Principio de Eke-
land quanto o uso da caracterizacao do subdiferencial da norma em espacgos de Banach.
Mostramos alguns corolarios e algumas sintetizacoes do teorema de funcao implicita para
espacos de Fréchet que o tornam mais compreensivel e mais aplicavel. A demonstracao
desse teorema sera divida em trés passos. Mas embora seja um pouco longa, é muito mais
compreensivel que as versoes classicas do teorema de Nash-Moser.

No apéndice se encontra uma maneira de abordar a Teoria da Medida. Introduzimos o
conceito de funcional de Daniell e extendemos esse funcional para um espaco mais amplo,
preservando as propriedades de uma integral. Esta parte segue as linhas gerais de [§] e
[15]. Apresentamos ainda uma formulacao da Teoria da Medida para séries e provamos
os trés resultados da Teoria da Medida que sao usados na demonstracao do teorema de
funcao implicita para espacos de Fréchet.



Capitulo 1

O Principio de Ekeland

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos o Principio de Fkeland, um resultado muito usado
em analise convexa. Mostraremos que de posse desse teorema, podemos provar muitos
outros teoremas conhecidos, como por exemplo o Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Mostraremos ainda que a validez desse principio em um espago métrico é equivalente
a sua completeza [19]. A esséncia da demonstracao deste principio estd no Teorema
da Interseccao de Cantor. Algumas vezes usaremos uma linguagem abusiva que nao
diferencia fungoes de funcionais. Os casos onde de fato esses conceitos nao coincidem
serao destacados pelo contexto. Comecemos entao por alguns resultados e defini¢oes que
nos serao uteis:

Definicao 1.1. Seja X um espaco topologico que é Hausdorff. Um funcional & : X —
R U {oo} ¢ dito ser semicontinuo inferiormente, ou abreviadamente sci se para todo
a € R o conjunto

{r e X|®(z) > a}
é aberto.

Teorema 1.1. Sejam X um espaco Hausdorff compacto e & : X — RU{oo} um funcional
sci. Entao:

i) ® € limitado inferiormente;

ii) O infimo de ®(X) € alcancado em algum ponto xy € X.

Dem.:
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i) Note que para cada n € N o conjunto
A, ={z e X|®(z) > —n}

é aberto. Note ainda que

X:UAn.

neN

Pela compacidade de X, segue que exite ng € N tal que
no
i=1

Logo, ®(x) > —ny, Yz € X.
ii) Seja [ = infy ®. Entao, temos [ > —oo. Se [ nao fosse atingido, teriamos
1
U{zeX|o@)>1+-}=X.
neN n
Pela compacidade de X, segue que existe n; € N tal que

X:G{m€X|<I>(x)>l+%}.

i=1

1
Ou seja, para todo x € X, temos ®(z) > [ + —. Mas isto contraria o fato de [ ser
ny

a maior das cotas inferiores de ®(X). n

Defini¢ao 1.2. Um funcional & : X — R U {oc}, é dito sequencialmente semicon-
tinuo inferiormente se para toda sequéncia (z,)neny com limz, = xg temos ®(zy) <
lim inf ®(z,,).

Teorema 1.2.

i) Todo funcional semicontinuo inferiormente ® : X — R U {oo} € sequencialmente
semicontinuo inferiormente;

ii) Se X satisfaz o Primeiro Azioma da Enumerabilidade, entio todo funcional sequen-
cialmente semicontinuo inferiormente é semicontinuo inferiormente.

Dem.:

i) Sejam zg € X e (Z,)neny C X tais que x, — .
Primeiro, suponhamos que ®(xy) < co. Para cada ¢ > 0, considere o conjunto
aberto A. = {x € X | ®(x) > ®(x9) —e}. Como xy € A. e A. é um conjunto aberto,
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existe ng € N tal que x,, € A, para todo n > ng. Para esses valores de n > ny,
teremos ®(x,) > ®(z9) — €, ou seja

O(z,) — P(x) > —e¢.

Portanto,
liminf ®(x,) > ®(zg) — €.

Pela arbitrariedade de ¢, segue que ®(z() < liminf ®(z,). Tratemos agora do caso
O(zg) = 00. Seja A = {z € X|P(x) > M}, para algum M > 0 arbitrario.
Procedendo de forma similar alcancamos a conclusao desejada.

ii) Queremos provar que o conjunto

F={reX|®(x)<a}

é fechado. Suponha que isto nao ocorresse. Entdo existe zo € F — F, ou seja,
®(x0) > a. Seja O, uma base enumeravel de vizinhangas abertas de xy. Para cada
n € N existe z, € FNO, elogo x, — xg. Como ® é sequencialmente semicontinua
inferiormente

d(z,) < a.

Concluimos que ®(x) < a. [

Corolario 1.1. Se X ¢ um espaco métrico, entao as duas definigoes dadas para um funcio-
nal semicontinuo inferiormente e sequencialmente semicontinuo inferiormente coincidem.

Definicao 1.3. Sejam ® : X — R U {oo} e 20 € X. Dizemos que ¢ ¢ semicontinuo
inferiormente em z( se para todo a € R com a < ®(x) existe uma vizinhanga aberta V
de zg tal que a < ®(z) para todo = € V.

E facil ver que um funcional semicontinuo inferiormente é semicontinuo inferiormente
em todos os pontos. Reciprocamente, um funcional que é semicontinuo inferiormente
em todos os pontos é semicontinuo inferiormente. Definicbes e afirmacoes semelhantes
podem ser feitas para a continuidade inferior sequencial. De modo anélogo se define
semicontinuidade superior (scs) e valem propriedades anélogas.

Observagao: Note que se VT denota todos os funcionais scs e V'~ denota todos os
funcionais sci ambos sobre o mesmo conjunto X, entao tanto V' quanto V'~ sdo espacos
vetoriais com relagdo as operagoes candnicas e ainda o conjunto V = C(X) das funcoes
continuas de X em RU {400} é tal que V=V nNV~.

1.2 Formas Fraca e Forte do Principio de Ekeland

Teorema 1.3 (Principio de Ekeland - Forma Fraca). Sejam (X,d) um espago métrico
completo e & : X — RU {400} um funcional sci, nao identicamente infinito e limitado
inferiormente. Entao existe T € X tal que ®(T) < ®(x) + d(z,T) para todo x € X — {T}.
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Observacao.: A partir da forma fraca, podemos deduzir diversas variantes do Princi-
pio Variacional de Ekeland. A primeira e talvez uma das mais usadas é a seguinte:
Adiciona-se a forma fraca dada anteriormente a seguinte hipotese: Ve > 0, seja o € X
tal que ®(zg) < infy ® + €. Neste caso, é possivel se obter um elemento T € X tal que:
O(7) < P(z9) e ainda &(7) < ®(z) + ed(z,T), para qualquer = € X.

A forma fraca deste teorema é suficiente para demonstrar a forma forte.

Teorema 1.4 (Principio de Ekeland - Forma Forte). Sejam (X, d) um espago métrico
completo e ® : X — RU{+oo} um funcional sci, limitado inferiormente e nao identi-
camente infinito. Dado € > 0, seja T € X tal que ®(T) < infx ® + . Entao, para cada
A >0, existe x\ € X tal que :

i) ®(zy) < ©(T);
i) d(zy,T) < X;

iii) P(zy) < O(x) + ;d(x,m)\) para todo T # x)

Dem.:

O conjunto Y = {y € X | ®(y) + d(xo,y) < P(z0)} é fechado em X, pois d(xg,-) é
continuo e por conseguinte, X —Y = {y € X | ®(y) + d(zo,y) > P(x¢)} é aberto em X.
Logo, com a métrica induzida de X, Y também é um espago métrico completo. Aplicando
a forma fraca para este espago, concluimos que existe T € Y tal que ®(7) < ®(y) +d(y,7)
qualquer que seja y € Y — {xo} e ainda ®(7) + d(T, z0) < $(x). Em particular temos:
|®(T) — P(z0)| < ¢, pois se nao fosse assim, teriamos infx ® + & > P(zg) > ¢ + P(7) e
por conseguinte ®(7) < infy ®. Esta contradicdo nos conduz a nossa tese. Note agora
que |®(xg) — P(T)| = d(xo,T) < e. Aplicando o tltimo resultado para a métrica 7.d, com
~v > 0, obtemos a forma forte com zy tomado como T e T tomado como ). |

Provemos agora a forma fraca do Principio de Ekeland

Como infy & > —o0, existe xp € X tal que ®(zy) < infx ¢ + 1. Construiremos uma
sequéncia (x;);ey C X e uma cadeia decrescente de subconjuntos fechados {S;}ien de X
atraves do seguinte procedimento recursivo: suponha que z; seja conhecido. Defina entao
S;={r € X|®(x;) > () + d(z,z;)} e tome entdo z;.; como sendo o elemento de S;
que satisfaz

. 1
q)(.flfj+1) < 1?}@ + m

Obviamente, para cada j € N, temos S; # 0, pois z; € S;. Como ®(-) + d(-,x;) &
uma aplicagao sci, entao cada S; é fechado. Mostremos agora que para cada j = 0,1,2, ...
temos S;11 C 5;. De fato, fixado j € N, seja € S;4;. Usando a desigualdade triangular,
x € Sj41 e que x4 €5, obtemos

O(z) +d(z,z;) < O(z) +d(@, 541) + d(2), Tj11) < P(2)11) + (@)1, 75) < P(25).
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Isto mostra que = € S;. Portanto, Sj41 C S; como desejdvamos mostrar. Além disso,

2
diam(S;) < =, para j = 1,2,3,.... Com efeito, escolhido j € {1,2,3,4, ...}, seja x € S;.
J
1
Sabemos que z € S;_;. Como ®(z;) < infg;, ® + —, entao
J
) 1
d(z,z;) < O(z;) — ¢(z) < P(x;) — inf & < —.

Sj,1 j

1 1 2
Como d(z,y) < d(z,z;) + d(y, z;) < 7 + — = —, entdo de fato temos diam(S;) <

<L

Aplicando o Teorema de Interseccao de Cantor, concluimos que

S =1{z}

i>1
com T € X. Vamos agora provar que
O(T) < () + d(z,T)
para todo x # 7.

De fato, se isto nao ocorresse teriamos, para algum x € X —{7z}, ®(7)—d(z,7) > O(x).
Assim, para cada j € N, temos:

O(z) +d(z,7) < ®(T) < O(z;) — d(7T, xj)
e portanto,
O(z) < B(x;) — d(z,T) — d(T, z;) < D(x;) — d(z, ;)
para todo j € N. Isto é,

rel s ={z}

120

No entanto, x # T. Esta contradi¢ao conclui nossa afirmacao. [ ]

O principio de Ekeland possui interpretacoes geométricas interessantes. Vale destacar
uma delas:

K
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. . . . . € . .~
O cone superior que tem geratriz de inclinacao " pode ser movido para uma posicao tal

que seu vértice seja o tinico ponto de intersec¢ao com o grafico da fungdo. Este movimento
é feito fazendo-se uma translacao horizontal seguida de uma translacao vertical até fazer
com que o vértice coincida com o ponto formado por z, e sua imagem pela funcao. Isto
nos diz que a regiao interna ao cone é uma regiao que fica “isolada” do gréafico da funcao.

1.3 Consequéncias Imediatas do Principio de Ekeland

Teorema 1.5 (Teorema do Ponto Fixo de Caristi). Seja ¥ uma aplica¢ao de um espago
métrico completo X em si mesmo. Se para todo x € X tem-se d(z,¢¥(x)) < P(z) —
O(Y(x)), para algum funcional ® sci e limitado inferiormente, entdo 1 tem um ponto

fizo.

Dem.:

Pela forma fraca do Principio de Ekeland, existe T € X tal que ®(7) < ®(x)+d(z, ),
para todo z € X — {Z}. Mas pela hipotese do teorema, ®(Z) > ®(1(7))
Portanto, ¥ (T) nao pertence a X — {T}, ou seja, ¥(T) = T. n

Teorema 1.6 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d) um espago métrico com-
pleto, e seja ¢ : X — X wma contracao, isto é, d(v(x),¥(y)) < kd(x,y) para todos
r,y € X e0 <k <1. Entao ) tem um ponto fizo.

Dem.:
1
De fato, definindo ®(z) = nd(m,w(aﬁ)), as condigbes do teorema anterior sdo
satisfeitas e portanto, ¢ tem um ponto fixo. [ ]

Teorema 1.7 (Teorema da Existéncia de Takahashi). Sejam (X, d) um espago métrico
completo e ® : X — R um funcional sci, limitado inferiormente. Suponha que para todo
r € X satisfazendo ®(x) > infx @, evista y € X — {z} tal que ®(y) < ®(z) — d(x,y).
Entao @ possui um minimo.

Dem.:

Vamos supor que a afirmacao seja falsa, ou seja, que para todo x € X, tivéssemos
®(z) > infy ¢. Entdo, para todo z € X, existe y, € X — {z} tal que ®(y,) < ®(x) —
d(x,y,). Pelo Principio Variacional de FEkeland, existe T € X tal que ®(7) < ®(z) +
d(z,T), para todo z € X — {Z}. Como T # yz, entdo fazendo yz = z, temos ¢(T) <
P(yz) + d(yz,T) < @(T) — d(T,yz) + d(yz, T) = ©(T), ou seja, D(T) < D(z). n
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1.4 Caracterizacao de um Espaco Métrico Completo

Mostraremos agora, que a completeza do espago métrico (X, d) é equivalente a validez
do Principio de Ekeland neste espago como mostrado por Sullivan [19].

Teorema 1.8. Seja (X, d) um espago métrico. Entao X € completo se, e somente se
todo funcional continuo F : X — R, nao identicamente infinito, limitado inferiormente
e para todo € > 0, existe um ponto v € X satisfazendo:

i) F(v) <infy F+¢;

i) F(w)+ed(v,w) > F(v), Yw#v.

Dem.:

A direcao “somente se” segue imediatamente do Principio de Ekeland. Para a reciproca,
assuma que (X, d) é um espago métrico arbitrario em que valem as hipoteses i) e ii) do
teorema. Seja (y,) C X uma sequéncia de Cauchy. Devemos mostrar que (y,) tem limite
em X. Considere o funcional F': X — R, dado por

F(z) = lim d(yp, x).

n—oo

Mostremos que F é continuo. De fato, seja (x,) C X tal que z,, - = € X. E
suficiente mostrar que F'(x,,) — F(z). Para cada par, m,n € N, valem:

0 < d(m,yn) < d(xpm, ) + d(yn, ) (1.1)

0 < d(yn,z) < d(Yn,Tm) + d(p, ) (1.2)

Fixando m e tomando o limite com n — oo em (1.1) e (1.2), temos:

|F(z) — F(z)] < d(xy,, ).

Consequentemente, F'(x,,) — F(z), e portanto, F' é continuo.

Note que F' é limitado inferiormente por 0. Mostremos que, com mais efeito, i&f F=0.

De fato, suponha que infx F' = ¢ > 0. Como (y,) é de Cauchy, existe Ny € N tal que

c c
se m,n > Ny, tem-se d(Ym, Yn) < 7 Dai, F(ym) < 3 Mas isto contraria o fato de ¢ ser
uma cota inferior de F'. Logo, tem-se infx F' = 0.
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Para mostrar que X é completo, devemos mostrar que F' tem um minimo em algum
v e X, ou seja F(v) =0.

Fixemos entdo um nimero 0 < € < 1.
De i) e ii), existe v € X com F(v) <ee F(w) +ed(v,w) > F(v), Yw #wv.

Fixando n € N, temos:

d(v,w) < d(yn,v) + d(yn, w). (1.3)

Tomando o limite com n — oo em (1.3), temos:

d(v,w) < F(v) + F(w).

Dado n > 0 qualquer, é possivel se escolher w € X tal que F(w) <.

De fato, como (y,) é de Cauchy, existe N € N de modo que se m,n > N, entdo
A(Yns Ym) < 1.

Seja entao, w = yn41. Entao

F(w) = F(yns1) <.

Portanto, tomando-se o limite com n — oo em (1.3) temos:

div,w) < F(v) + F(w) <e+n.

Da condigao i), para w = yy41, temos:

F(v) < F(w) +ed(w,v) <n+ele+n) =n+e*+en.

Pela arbitrariedade de 1 > 0, segue que F(v) < &2
Repetindo-se esse mesmo argumento com outro elemento w’ conveniente, conclui-se
que F(v) <&

Como o processo pode ser repetido indefinidamente, concluimos que ao final de k&
repeticoes temos F(v) < eF e consequentemente, F(v) = 0, como queriamos. Tem-se
deste modo que y, — v e portanto, X é completo. [ ]



Capitulo 2

Elementos de Analise Convexa

2.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos conceitos e apresentaremos resultados que nos serao
muito uteis. Faremos um tratamento sobre subdiferenciais de fun¢oes convexas e estare-
mos em condigoes de descrever os subgradientes de algumas dessas funcoes. Este capitulo
segue basicamente [12].

2.2 A Derivada de Gateaux

Definicao 2.1. Sejam X um espago vetorial normado, X* o seu espaco dual topoldgico,
®: X - Repe X* Dizemos que p é a derivada de Gateaux de ® em z se:

lim O(x + hv) — &(x) — (p, hv)

h—0 h =0,

qualquer que seja v € X. Onde (-,-) : X x X* — R definida por (v, p) = p(v).

A derivada p também é chamada de gradiente de ® e é indicada por ® ou V®. Se
® for diferenciavel segundo Fréchet ela também sera diferenciavel segundo Gateaur e as
derivadas das duas defini¢oes coincidirao. Contudo, a existéncia da derivada de Gateaux
nao garante sequer a continuidade de ®.

15
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2.3 Conjuntos Convexos

Definicao 2.2. Um subconjunto C' de um espaco vetorial ¢ dito convexo se, para quais-
quer z,y € X o segmento de reta

[z,y] ={(1 —t)z +ty |t € [0,1]}

esta contido em C.

Exemplo de Conjunto Convexo:

Exemplo de Conjunto Nao Convexo:

2.4 Funcionais Convexos

Definigao 2.3. Seja X um espaco vetorial. Um funcional ® : X — R U {+oo} é dito
convexo se

P((1—t)x+ty) < (1 —1)P(x) + tP(y)
para cada t € [0, 1].

O conjunto Dom(®) = {z € X |®(xz) € R} ¢ chamado de Dominio Efetivo de
®. O funcional é dito estritamente convero se a desigualdade da defini¢ao é estrita com
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z,y € Dom(®), v # y e ainda t € (0,1). E ébvio que as desigualdades acima s6 precisam
ser verificadas quando ®(z) e ®(y) sdo finitos. Também é 6bvio que Dom(P) é um
subconjunto convexo de X sempre que ® for convexo.

Assim, dizemos que ® : Dom(®) — R é convexo (ou estritamente convexo) se as
desigualdades relevantes sio satisfeitas para x,y € Dom/(®).

O Epigrafo do funcional ® é o subconjunto de X x R definido por

Epi(®) ={(r,a) € X xR|P(z) < a}.
Teorema 2.1. Seja, X um espago vetorial e ® : X — R U {4+00}. O funcional ® é

convero se e somente se, Epi(®) é um conjunto convero.

Dem.:

Seja ® : X — R U {400} um funcional convexo. Dados (z1,a1), (x2,as) € Epi(®) e
t €0, 1], temos:

O(x1) < ay e D(xz) < ay. Como P é convexo,
(1 —t)xy +twg) < (1 —)P(x1) + tP(22) < (1 —t)ay + tas.

Logo,

(1 = t)zy + tag, (1 — t)ay + tag) = (1 — t)(x1,a1) + t(x2,a2) € Epi(P).

Portanto, Epi(®) é convexo.

Reciprocamente, seja Epi(®) um conjunto convexo. Dados z1,20 € X e 0 <t < 1,
temos: (1, ®(z1)), (x2, P(x2)) € Epi(P). Desse modo,

(1 — t)($1, q)(l‘l)) + t(fEQ, (I)($2)) = ((1 — t)l’l + t$2, (1 — t)@(lj) + tq)(l‘g)) € Epl(q)),
ou seja,

e portanto,  é convexo. [ ]
Exemplo de Funcional Convexo:

Exemplo de Funcional Nao Convexo:
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<
v

<(

Proposigao 2.1. Seja @ : X — RU {400} convezo. Se & ¢é continuo em xy € Dom(®P)
entao existem M >0 e d > 0 tais que

|®(x) — P(y)| < M. ||z —y | para todo x,y € B(xg;0).

Dem.:

Como ® é continuo em g, entao ele é localmente limitado neste ponto; ou seja, existem
M; > 0ed > 0tais que |®| < M; em B(xg,26). Dados x,y € B(xo,6), sejam A =|| v —y ||
ez=y+3(y—z). Como

J J
lz=zolI=lly —2o+ S —2) sy —ao |l +5 y -2z [<o+5 =25

Entao z € B(xg;20). Ja que
A )

15 Toags”

Y
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é uma combinagao convexa de z e x (contida em B(z;20))
entao, pela convexidade de &,

A )

Oy) < ——@ —d
(1) £ 15500) + +500)
e portanto
O(y) — d(z) < L<I>(z)—i— L —1|P(x)
Y = A+o A+0
A A |z—y|l
= — - < Zom =121
5 2(2) — 2(2) < 5.2M, 20,
Trocando x e y obtemos o resultado desejado, com M = 2%41. [ ]

2.5 O Subdiferencial de um Funcional Convexo

Defini¢ao 2.4. Sejam X um espaco de Banach e & : X — R U {400} um funcional
convexo. O subdiferencial de ¢ é a aplicacao

0% : X — 2% dada por

0P(a) ={l e X" |P(y) > P(a) + (¢,y — a), para todo y € X}.

Os elementos de 0®(a) sao chamados de subgradientes de ® em X. Nada impede que,
para algum a € X, 0®(a) seja vazio. Este caso se a ¢ Dom(®) ou ® ndo é propria.

®(a) + (br,y —a)
®(a) + (b2, — @)

(1 e U5 sao subgradientes de ® em a. Geometricamente, o subgradiente sao os funcionais
que dividem o plano em duas partes de modo que eles coincidem com a funcdo em um
unico ponto e de um lado do plano determinado por este funcional esta todo o grafico da
funcao e do outro, nenhuma parte deste.
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2.6 A Derivada Direcional Lateral de um Funcional Con-
vexo

Seja ® um funcional convexo e zo € Dom(®). Para cada y € X, a derivada direcional
a direita de ® em x é:

B (an:g) — lim 20 19) = Bl
+\L0,¥) = :

t—0+ t

Seja p(t) := ®(zo + ty). E obvio que

S0/+(O) = (I):r(%; Y).

Logo para provar que existe a derivada direcional a direita de ® em xy basta mostrar que
existe

¢ (0).
E possivel mostrar que ¢ é convexa, com 0 € Dom(p). Sejam t; > t, > 0. Logo, existe
A € (0, 1],tal que to = Aty = (1 — \)0 + Aty. Pela convexidade de ¢,

p(t2) < (1= A)p(0) + Ap(t)

e portanto,
p(t2) = 9(0) _ (1= Ne(0) + Ap(t) — #(0)
to - to
_ Alp(t) —9(0)) _ Ale(t) —9(0)) _ ¢(tr) — »(0)
tg /\tl tl ’

Assim a funcao ‘p(t);‘p(o) ¢ monotona quando t — 07. Logo, se ela é limitada o resultado

é um namero real. Caso contrario é +oo.
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Observacgao.: O argumento acima também mostra que

o Pz + ty) — P(0)
/ . _
(w03 y) = inf /

Proposicao 2.2. Se xg € Int(Dom®) entdo para cada y € X a derivada direcional a
direita @', (xo;y) € um nimero real e

' (z0)(y) = @, (203 y)

define um funcional sublinear de X.

Dem.:
Seja (t) = ®(zg — ty). Se t; >ty > 0 entdo

Wltz) = $(0) _ ¥(t) = (0)
ts - t ’

ou seja,

Y(ta2) —1(0) > Y(ty) — ¢(0).

tg - tl
Logo,

t

B [w@) - w@}

¢ nao crescente conforme ¢t — 07, enquanto que

p(t) — (0)
t

é nao decrescente.

Devido a convexidade de ®, temos:

—_

1
xo = =(xg — 2ty) + 5(% + 2ty)

\)

1 1
() < 5@(9:0 — 2ty) + 5@(% + 2ty).

Dali,
20 () < P(zg — 2ty) + P(xo + 2ty) — P(xo — 2ty) + P(20)

W) —vO0)] _ [p(2t) — 2(O)]

Como zg € Int(Dom®) entdo para todo 0 # t €] — ¢,¢[ os valores envolvidos na
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desigualdade acima sao ntimeros reais. Assim, se t; > to > 0, entao

_[B(2t) = ¢(0)] [Y(2t2) = $(0)] _ ©(2t2) = ¢(0) _ $(2t) — ¥(0)

< — < <
2t - 2ty - 2ty - 2t
Logo o limite de
() — ¥(0)]
t )
para t — 0, é um ntmero real, o mesmo ocorrendo com o limite de
¥(t) —(0)

t

para t — 0F.

Como o primeiro limite é —®’, (zy; —y) entao:

—P’ (205 —y) < ' (w03 v).

P’ (x0)(y) ¢ positivamente homogéneo pois; para s > 0:

O(xo + (ts)y) — (x0)

! _ . _ .
Dleo)lsy) = I : = 05 st
P —®
— s lim 2T =) _ gy ()
r—0t r

onde r = st.

Para mostrar a subaditividade usamos novamente que ¢ é convexo como segue:

1 1 1 1
Q(zog+ty+2) =9 (5(;50 + 2ty) + 5(1’0 - Qtz)) < 5(13(1’0 + 2ty) + §<I>(xo + 2tz),

ou seja,
O(zo+t(y+ 2)) — P(xo) < % [Q)(:co + 2ty) — @(xo)l + % [@(mo +2tz) — @(xo)} :

Set>0:

O(wo 1y +2) = Pzo) _ {‘b(% + 2ty) — <P(fro)] N [(D(mo +2tz) — <I>(~’vo)] ‘
t = 21 2

Tomando o limite para t — 07, temos:

¥ (20)(y + 2) < P (w0)(y) + Py (w0)(2)-
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E 6bvio que @ é diferenciavel no sentido de Gateaux em zq se, e somente se,

' (z0;y) = =¥, (zo; —y) = D, (z0;y)

para cada y € X. Como um funcional sublinear p é linear se, e somente se,

para todo x € X, entao ¢ é diferenciavel no sentido de Gateaux em xg, se, e somente se

y = @ (x0)(y)
é linear em y. |
Proposicao 2.3. Se & é um funcional convero e continuo em xy € Dom(®), entdio
0P (xg) € um fraco-x compacto.
Dem.:

Sabemos que 0P (xg) é fraco-* fechado. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu, basta provar
que ele é limitado para obter a conclusao desejada. Como ® é continua em zq, ela é
localmente lipschitziana em xy, ou seja, existem M > 0 e U vizinhanca de xy, de modo
que

|®(z) = @(y)| <M ||z —y |;Vz,y € U.

Sex € U el € 0P(x), entdo para todo y € U, temos:

(ly—x) <O(y) —P(z) <M [y — x|,

<€,&>§M
ly—a |

e por conseguinte, || ¢ ||< M. [

o que implica que

Proposicao 2.4. Seja ® : X — R U {+oc} um funcional convexo. Se ® é continuo
em xo € Int(Dom(®) entiao @' (xo) € um funcional sublinear continuo em X, e portanto
' (z0) (quando existe) é um funcional linear continuo.

Dem.:

Dado zy € Int(Dom®), como ® é continuo em xg, existem uma vizinhanga B de xg e
M > 0 de modo que
O(xg +tx) — P(xg) < Mt | z |,

desde que t > 0 seja pequeno o bastante para que zy + tx € B. Logo, para todo = € X,

P’ (z0)(x) <M ||z |,
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0 que mostra que
‘M(fﬁo)

¢ continuo. Note que dados z* € X* e ® : X — R U {+00} convexo e zy € Dom®, a
condicao:

(i) (%, —x9) < P(z) — P(x0),x € X é equivalente a
(i) (z*,y) < ¥ (z0;v),y € X, pois dado (i) temos:
(", (o + ty) — o) = tz",y) < P(xo + ty) — P(20),

para t > 0, o que implica (ii).

Por outro lado, assumindo que x* satisfaca (i7), definimos y = x — xy de modo que
(1) (%, — o) < P, (@032 — x0)

< P (zo + Uz —tﬂfo)) — @(z0)

,para todo t > 0.

Para t = 1, temos (7). n
Proposigao 2.5. Seja @ : X — R U {oo} continuo em zg € Int(Dom®). Entio ® é

derivdvel no sentido de Gdteauzr se e somente se 0P(xg) € um conjunto unitdrio.

Dem.:

(=) Seja ¢ diferenciavel no sentido de Gateaux. Como ®'(xg;y) = ', (zo; y),entdo pela
inequacao (1) da observacao anterior, temos para t = 1.

Q' (x0)(x — 20) < P(2) — P(20),

ou seja,

' (xq) € OP(x0).

Além disso, se
(%, — x9) < P(x) — P(20),2 € X,

entao
(", y) < (x0)(y)
', (20)(y) = @' (o) (y),Vy € X,
Logo:

(27 = ®'(m0),y) <Oy € X.
Mas a desigualdade estrita acima ¢ impossivel pois teriamos para algum y:

(x* — @' (x0),y) <0
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e portanto:
—(x* — ®'(29),y) >0

ou ainda
(2" — @ (o), ~y) > 0.

Logo,pela condicao de dualidade,

= d'(xg).

(<) Seja agora x* o tinico elemento de dP(zy), ou seja, z* é o tnico elemento de X* que
satisfaz
(x*,x — ) < P(x) — P(x)

o que equivale a dizer que z* é o tnico elemento de X* tal que

(x*,y) < @ (20)(y); Yy € X.

Basta usar o seguinte lema:

Lema 2.1. Sejam X um espaco normado e ® : X — R um funcional sublinear continuo

de modo que ® domina um unico funcional linear f. Nessas condigoes, ® € linear e ainda,
d=f.

Dem.: Sejam ® e f nas condi¢oes do enunciado. Suponha que f nao coincida com ®, ou
seja, existe a € X tal que f(a) < ®(a). Nestas condic¢oes, a # 0 pois em 0 f coincide com

2(@) £ 7@ Note que fla) <b < &(a).

®. Assim, seja M = (a). Seja ainda b = 5

Defina agora o funcional linear g sobre M dado por g(Aa) = Ab. Como ®(a) > g(a) >
f(a), segue que g # far.

Observe agora que se A > 0 entdo ®(Aa) > g(Aa) > f(Aa). Ou seja, se A > 0 entdo
g ¢ dominado por ®. Se A\ < 0, como g(a) > f(a), temos Ag(a) < Af(a) o que equivale
a g(Aa) < f(Aa). No entanto, f é dominada por ® em X. Entdo, podemos escrever
g(Aa) < ®(Aa). Isto mostra que o funcional linear g sobre M é dominado pela restrigao
de ® ao subespaco M. Pelo teorema de Hahn-Banach, podemos estender g a um funcional
G, de modo que || G ||=|| g || e que ainda é dominado por ® em X. Ja que g(a) > f(a),
segue que G # f. Portanto, conseguimos obter um funcional linear G, distinto de f, que
ainda é dominado por ®. Mas isto contradiz a propriedade de ® de dominar apenas f.
Logo, temos ® = f. [ ]



26 2.7. O SUBDIFERENCIAL DA NORMA DE UM ESPACO DE BANACH

2.7 O Subdiferencial da Norma de um Espaco de Ba-
nach

Proposicao 2.6. Seja X um espago de Banach. O subdiferencial da norma deste espaco
na origem coincide com a bola unitdria fechada de X*.

Se x # 0 entao

-1l (@) =0 zl={z" e X7[ [| 2" |

x-=1 (%) =[ = |}

Dem.:

Temos que || 0 ||= 0, de modo que
Fy =10 [ +{z" y = 0)

é equivalente a

2" x-<1,
pois
(%,y) = 2" (y) < |o" W) <l 2" Ix-N w || e sup, 2" ()| = 2" [|x-
y =
Seja agora x # 0. Se || 2* || x-= 1 e (z*,2) =| « ||, entdo para qualquer y € X:
Iy 1= (=%, )
e portanto
ly—zlZlyll =[]z ="y —z);
ou seja,
zred| - (z).
Por outro lado, se z* € 9 || - || (z) entdo
{ — [z fl=lol =Nzl = (0-z)=—(z" )
[z [l=2z] = [lz] = (2" 2 —z) = (2", 2)
Assim, || z [|= (2%, x).
Além disso, para todoy € X e A >0
Ay + 2|l === " Ay),
ou seja,
1
Hy+ | - ” f\ I> (@),
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Para A — oo, obteremos

Iy = (=" y)
e portanto
| 2% || x-< 1.
Como
(%, 2) =[| = | e
. x
(1) -
entao
| 2* || xxase= 1.
[

Proposicao 2.7. & : X — R € convexo e continuo em xy entao, para todo y € X,

', (zo;y) = sup{(a”,y) |2" € 0P(x0)}

e o supremo € atingido em algum ponto x* € 0P (xy).

Dem.:

Sabemos que, se z* € 0P(zy), entao

para todo y € X.

Também vimos que
®’, (20)(y) = @, (z0; y)

¢ um funcional sublinear continuo, de modo que, para qualquer y # 0 podemos usar o
teorema de Hahn-Banach para encontrar 2* € X* tal que (z*, 2) < @' (x0)(2) para todo
z € X (de maneira que z* € 0P(z()) e

(", y) = ¥ (w0)(y),

o que conclui a demonstracao. ]



Capitulo 3

Espacos Polinormados

3.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de uma classe especial de espagos vetoriais topologicos cha-
mados de Espacos Polinormados, que sao uma generalizagao natural dos espagos norma-
dos. Os exemplos mais importantes de espacos polinormados sao os espacos de Fréchet.
Estes espacos tém intimeras aplicacoes e generalizam de maneira natural, os espacos de
Banach. Por exemplo, na anélise, eles sao usados para provar a existéncia e unicidade de
equagoes diferenciais parciais [13]. Na geometria, sdo usados na demonstragao do Teorema
do Mergulho Isométrico de Nash [11]. Este capitulo segue basicamente as linhas gerais de

I5].

3.2 Seminormas e Espacos Polinormados

A topologia dos espacos polinormados depende da nogao de seminorma.

Definigao 3.1. Uma seminorma em um K-Espacgo Vetorial X é uma funcdo || - [|: X —- R
tal que:

i) || = ||> 0, para todo = € X;
i) [[z+yll<lz|+ ]yl VeyeX;
iii) || kx ||=|k|. || = ||, Vk € K e Vz € X.
Um espago vetorial X equipado com uma familia de seminormas || - ||\, A € A, é

chamado de Espaco Polinormado. Existem espacos que sao polinormados e que nao
admitem uma norma compativel com seu critério de convergéncia.

28
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Exemplo 3.1. O espago das sequéncias de nimeros reais a = (a”), n € N, denotado por
R, com a convergéncia simples (ay tende para a se para cada k € N, a sequéncia a} tende
a ay,) é polinormado com a familia de seminormas || - ||,,, n € N, dadas por || a |[,= |a.|.
Além disso, nao existe uma norma que preserve a convergéncia neste espaco.

De fato, suponha que exista uma norma || - || sobre R que definisse sua convergéncia.
Considere para cada n € N a sequéncia e, = (0,...,0,1,0,...) que tem o ntimero 1 na
n-ésima coordenada e 0 nas demais. Note que (e,) converge para a sequéncia nula em
R>°. Mais ainda, qualquer sequéncia de niimeros reais que tomarmos, digamos (\,), tem
a seguinte propriedade:

lim A\,e, = (0,0,...).

n—oo
1
Em particular, se tomarmos A\, = m, temos pela norma que
€n
lim || Aue, [|= 1.
n—oo

Mas isto contradiz a convergéncia de R>. Portanto, nao existe uma norma sobre R* que
seja compativel com sua convergéncia usual.

Exemplo 3.2. O espago das fungdes infinitamente diferenciaveis num intervalo [a, b],
C*([a,b]) com a convergéncia classica (uma sequéncia (z,), n € N, tende a z se para
todo k= 0,1, .. a sequéncia das derivadas de ordem £k, a:ﬁf), converge uniformemente para
z*) em [a, b]) ndo admite uma norma que preserve tal convergéncia. Contudo, C*([a, b))

¢ polinormado quando equipado com a familia de seminormas || - ||,,, » € N, dadas por:

| z ||n=maz{|z® )| |k =0,...n e t € [a,b]}.

O conjunto C* := C*([a,b],R) ndo admite nenhuma norma compativel com sua
convergéncia. Mostraremos que se existe uma norma || - || sobre C*°, entdo existe uma
sequéncia (x,) que converge a 0 no critério de convergéncia original de C*° mas que nao
converge a zero no critério da norma. De fato, suponha que || - || seja uma norma sobre
C*°. Considere a sequéncia: {f,} tal que

nt

e
t) = ———.
RO e
ent
Note que como f, é de classe C™ entao f) também o é. No entanto, f/(t) = W, pois
e
| fn || ndo varia com t. Temos ainda que f/ ndo converge a zero na norma || - ||. Isto

contradiz a condicao de convergéncia dada pelas seminormas deste espaco. Portanto, C*°
nao admite uma norma que gere sua convergéncia usual.

Exemplo 3.3. O espago das fungbes continuas no intervalo [a, b], C([a, b]), com a conver-
géncia pontual, nao é metrizavel e portanto nao é normado. Mas este tipo de convergéncia



30 3.3. TOPOLOGIA DE UM ESPACO POLINORMADO

pode ser descrita em termos de uma familia de seminormas: || - ||;, ¢ € [a,b], com

I [le= |=(2)]

3.3 Topologia de um Espaco Polinormado

Se (X,| - |]x; A € A) & um espago polinormado, entao qualquer seminorma de X da
forma mazx{|| - ||, || - |5, }, onde Aq,...; A, € um conjunto finito de elementos de A,
serd chamada de Seminorma Companheira. Cada espaco (X, || - [|), onde || - || é uma

seminorma companheira é chamado de Espaco Seminormado Companheiro. Se X possui
uma familia de seminormas, entao a restri¢cao dessas seminormas para um subespaco Y de
X dota Y de uma estrutura de espaco polinormado. Neste caso, Y é chamado Subespaco
Polinormado de X.

O método usado para tornar um espaco polinormado em um espaco topologico é
semelhante ao usado para definir a topologia de um espaco métrico a partir de suas bolas
abertas: seja (X, || - ||x, A € A) um espago polinormado. Dados r > 0 e z € X, escolhemos
um numero finito de indices Ay, ..., A, e construirmos o conjunto:

Usnioomr =W eX| |z—y|\,<ri=1,..,n}

Chamado de Bola Aberta Padrao de X. Ela é a bola aberta de raio r > 0 centrada em
x € X no espaco seminormado companheiro.

(X max{[] - a3 3)-

n

Note que Uy z,,. ror = ﬂ Uz, r- e Y & um subconjunto de X chamamos um ponto

=1
x € Y de ponto interior de Y se U, », ., C Y para algum conjunto de indices Ay, ..., A,
e para algum r > 0. Finalmente, um conjunto U de X é aberto se todos os seus pontos
sao interiores.

Proposicao 3.1. A classe dos subconjuntos abertos de X define uma topologia sobre X.

Dem.:
Temos:

i) 0 é aberto por vacuidade. X é aberto pois, para qualquer z € X temos U, », C X,
para qualquer A € Aer > 0.

ii) A partir da inclusdo (Ux,/\l,...,)\n,r) ﬂ(UL%_.,,un,s) D Ui, dnpinseosinst> ODAeE

t = min{r, s} vemos que a intersecgao de dois (e portanto de um namero finito) de
subconjuntos abertos é aberta.
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iii) Seja V = U V., com a € A e cada U, aberto.

Para cada x € V existe a € A tal que x € V.

Logo existe Uy x, .. x,»r C Vo C U Vo=1V. ]
acA
Observagao: A topologia descrita é a mais fraca tal que todas as seminormas || - ||\, A € A

sao aplicagcoes continuas.
Proposicao 3.2. Em um espaco polinormado X, temos:

i) a adic@o
XxX—X

(,y) —z+y
€ uma aplicacao continua;
i) a multiplicacao por escalar
KxX — X, (K=R ou C)
(k,x) —> kx
€ uma aplicacao continua;,

iii) se U € um conjunto aberto de X, entdao para todo M C X a soma algébrica U + M
€ um conjunto aberto de X. Em particular para todo x € X, o deslocamento U + x
€ aberto em X;

i) se U é um aberto de X entdo para cada k € K —{0} a dilatagiao kU ¢é um aberto de
X.

Dem.:

Seja X um espaco polinormado. Temos:

i) A adicdo é continua em (0,0): Dada uma vizinhanga V' de 0 em X, entdo existem
Ay Ay € A e algum r > 0 tais que Up y, .z, C V. Como, para cada A € A temos:

Iz +y <l llx+ 1yl com 2,y eX,

entao Uo .. a2 + Uonr,od,z C© Uong,n,re Como Uy, oa,,r €V, segue a conclu-
sao desejada. A continuidade em (xg,yo) segue de

I (@ +y) = (xo,50) Z<ll & =0 Ix + [y = wo [lx,

para quaisquer A € A, z,y € X.
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ii) A multiplicagdo por escalar é continua em (0,0) € R x X: para cada vizinhanga V'
de 0 € X existem Aq,..., A\, € A er >0 tais que Upr,...r.r C V.

Como, para A € A
|k [[x= [E[||z]lx,

com z € X, entdo para todo |k| < 1, kUpx,..xnr C Uonyngr Como Ugn, . n,r CV,
segue a conclusdo. A continuidade em (zy,yo) é provada usando: seja V' uma vizinhanca
de kozo, ou seja, existem Ay, ..., A\, € A er > 0 tais que Upyzor,,.. e C V. Queremos
encontrar vizinhancas [ e W de kg e x( respectivamente, tais que kx € V, sempre que
kel exeW. Escolhendo

I =r"—ko,r" + ko[ €

W =Uzyr.ans, entao se k € I e x € W, temos:

-----

| bz — koo xS bz — kxo ||x, +1k — kol || o [[5,< [klr" + L' < (|ko| + r')r" + Lr”,

onde L = max{|| zo |[x,s-- |l ®o [In,} €7 € {1,...,n}. Tomando 7" < 1e
(Jkol + 1+ L)y <r
obtemos o resultado desejado.
(7i1) e (iv) seguem de (i) e (i1). u

Observacao: Um espago vetorial equipado com uma estrutura topologica que satisfaz as
condigbes (i) e (i) acima é chamado de Espago Vetorial Topoldgico.

Definicao 3.2. Um subconjunto F de um espaco vetorial X é equilibrado se para
quaisquer x € F e |k| <1 tem-se kx € E.

Definicao 3.3. Um subconjunto A de um espaco vetorial X é absorvente se dado

qualquer = # 0, existe 6 > 0 tal que tz € A para todo [t| < 0.

A interseccao de dois conjuntos equilibrados ainda é um conjunto equilibrado e a
intersecao de dois conjuntos absorventes ainda ¢ um conjunto absorvente.

3.4 Espacos Localmente Convexos

Proposicao 3.3. Uma topologia definida num espaco vetorial X é gerada por uma familia
de seminormas se, e somente se, existe uma familia de subconjuntos de X satisfazendo
as sequintes condicoes:

i) Todo conjunto U desta familia é convexo, equilibrado e contém um vetor nao nulo
de cada subespaco unidimensional de X ;
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i) O sistema Uy ={x+ty|ly €U} (comx € X, t >0 eU na familia citada) € uma
base para a nossa topologia.

Dem.:

(=) Sejam {|| - |[» |\ € A} a familia de seminormas sobre X que define sua topologia
e r > 0. Entao, para cada A € A seja

Uy={zeX| |z <}

Mostremos que U, satisfaz i) e ii): Mostremos primeiramente a sua convexidade: sejam
r,y€Uyez=(1—t)x+tycomt e [0,1]. Devemos mostrar que z € U,. Temos:

2 =l M=tz +ty [h< (T=t) [[2 [y +t [y x<r.
Logo, z € Uy. Agora mostremos que U, é equilibrado:

De fato, sejam |k| < 1 e x € Uy. Devemos mostrar que kz € Uy. Temos que:
|k [[a= [k[. [| = [x<[] 2 [h<

Logo, kU, C U,. E por ultimo, mostremos que dado qualquer vetor 0 # x € X, existe
¢ > 0 tal que cx € Uy. De fato, seja 0 # x € X um vetor qualquer. Escolhendo qualquer

O<c< ;, temos:
[z lx+1
ez [h=cllzlx<cllz|x+e<r

Consequentemente, cx € Uy. Mostremos agora que {Uy:}rea ¢ uma base de vizinhancas
para o 0. Isto serd suficiente uma vez que a translacao e a homotetia sao homeomorfismos
num espaco vetorial topologico. Seja V uma vizinhanca qualquer da origem. Devemos
mostrar que existe ¢ > 0 tal que Uy; C V. Note que para cada t # 0 o conjunto
Ux: ¢ aberto em X porque é uma homotetia de um aberto Uy. Pela continuidade da
multiplicacao por escalar, temos:

li = :
A Une =103

Dai, existe 0 > 0 tal que para o aberto V' da origem, tem-se: {0} C U,; C V sempre que
0 <t < ¢. Portanto, a classe {Uy;} ¢ uma base de vizinhangas de 0 e como ja observado,
uma base para a topologia de X.

(<)

Reciprocamente, seja {Uy}rea a familia de subconjuntos de X que satisfazem i) e ii).
Entao, para cada A € A seja

pa(x) = inf{t > 0|z € tU,}.
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Este funcional é chamado de Funcional de Minkowski e para U, nas condicoes i) e
i1), px € uma seminorma sobre X (ver [16]). Logo, {px}rea € uma familia de seminormas
definidas sobre X. Sabemos ainda que U, = {x € X | pA(z) < 1}, pois U, ¢ aberto em X.
Portanto, essas seminormas definem a topologia de X. [ ]

Observacao: Um espaco vetorial equipado com uma topologia que satisfaz a estas duas
condicoes é chamado de Localmente Convexo.

Proposigao 3.4. Uma rede (x4)acr tende a x num espago polinormado (X, || - ||x; A € A)
se, e SO se,
| 2 — x4 [[x— 0

qualquer que seja A € A.

Dem.:

Seja (To)aer uma rede em X que tende para x. Para quaisquer A € A e € > 0 temos
que existe § € I' tal que xz, € U, . sempre que o > 3. Pela arbitrariedade de A € A,
| o — x ||x< € quais que sejam A € A e € > 0.

Seja ¢ > 0. Suponha agora que || z, — = [[x< € qualquer que seja A € A. Seja
Uz ar,...ane uma vizinhanca de x em X. Entao, para cada i = 1,...,n existem §; € I’
tais que || z, — 2 ||, < € sempre que a > f;. Como I' & um conjunto direcionado, existe
B> max{f;|i=1,...n}. Assim, se a > [, temos z, € Uy, e ]

Corolario 3.1. Uma sequéncia (x,)nen converge para um ponto T se, e somente se ||
Tn, — & ||a— 0 para todo X € A.

Definic¢ao 3.4. Uma sequéncia (x,,)nen € de Cauchy num espaco polinormado (X, || - ||xea
) se dada qualquer vizinhanga da origem, existe um nimero natural N tal que se m,n > N
entdo x, — x,, € U.

Proposicao 3.5. Um espago polinormado (X, || - |[x; A € A) € Hausdorff se, e somente
se, para todo x € X, x # 0, existe A € A tal que || x |[x> 0.

Dem.:

Seja X Hausdorff. Tomando = # 0 sabemos que existe uma vizinhanga de 0 que nao
contém z. Logo x nao estd contido em alguma bola aberta padrao, digamos, Up ;.. A,.r-
Mas entdo para algum i € {1,...,n}, teremos

| z [[x,> 7 >0.
Vamos supor agora que X é um espaco polinormado tal que, se = # 0, entao
|z x>0

para algum A € A. Se y e 2z sao elementos distintos em X, entao x = y— 2z # 0 e portanto,
existe A € A com a propriedade referida. Entao as vizinhancas Uy, e U, », de y e z,
[N

2

respectivamente, sao disjuntas sempre que r <



35 3.5. CONTINUIDADE DE TRANSFORMACOES LINEARES

3.5 Continuidade de Transformacoes Lineares

Teorema 3.1. As sequintes propriedades de um operador T entre os espacos polinormados
(X, - AeA) e (Y- ||y € M) sao equivalentes:

i) Para cada p € M ezistem uma seminorma companheira || - || em X e uma constante
c > 0 tais que para todo v € X

1T () ln< el

ii) Para cada seminorma companheira || - || de Y existem uma seminorma companheira
| - I' em X e uma constante ¢ > 0 tais que para todo x € X,

I T() 1< el =l

iii) T € continuo em 0;

iv) T é continuo.

Dem.:
i) = ii) Em Y, considere
I = maz{][ - [l [k =1,...n}.

Entdo para cada k, existem Cj > 0 uma seminorma companheira || - ||z em X, tais que,
para todo z € X,
I T(@) [l < Cr Il I3 -

Em X, a seminorma companheira || - ||'= max{|| - ||} |k =1,...,n} satisfaz
| T@) 1< C |z |
onde C = max{Cy |k =1,...,n}.
ii) = iv)

Seja X 3 x. Vamos provar que T é continuo em X. Considere U uma vizinhanca de
T'(x). Ela contém uma bola aberta padrao Ur,, ={y € Y| || y — T} ||< r} para alguma
seminorma companheira || - || em Y e algum r > 0. Por hipotese, existe uma seminorma
companheira || - || em X, tal que T é limitado como operador entre (X, || - ||') e (Y, - [|')-
Logo T é continuo. Assim, existe uma vizinhanca V de X no espaco (X, | - ||’) tal que
T(V) esta contido em Ur,, e portanto em U. Como V também é uma vizinhanca de z
no espacgo (X, || - |lx | A € A) segue a conclusao.

iv) = 4ii) Obvio.
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i1i) = 1) Considere u € M e Uy, 1 uma vizinhanga do zero em Y. Por hipotese, ha
W, vizinhanca de zero em X tal que T'(W) C Uy ,1. Sabemos que W contém uma bola
aberta padrao

Wos={zreX]| | x]'<d}

onde || - ||" € uma seminorma companheira em X.

Logo T, considerado como operador entre os espagos seminormados (X,| - ||') e
(Y, |l - |l.), leva a uma dilatacao da bola aberta unitaria num conjunto limitado. Conse-
quentemente, T é limitado. [ ]

3.6 Familias de Seminormas Equivalentes

Defini¢ao 3.5. Uma familia de seminormas || - [|x; A € A num espago vetorial X majora
a seminorma || - || de X se existe um ntumeros finito de indices Ay, ..., \, € A tal que a
seminorma companheira max{|| - |[x;, .-, || - [|x,} majora || - ||, isto é, para cada x € X,

>\’7L }’

com ¢ = ¢(n) > 0. Dizemos que uma familia de seminormas majora outra familia de
seminormas quando a primeira familia majora toda seminorma da segunda familia. Fi-
nalmente, dizemos que duas familias de seminormas sao equivalentes quando uma majora
a outra e vice - versa.

| |< emax{|| @ [[n, ... [| # |

Proposicao 3.6. Suponha que existam duas familias de seminormas num espacgo vetorial.
Entao a topologia gerada pela primeira familia nao é mais fraca do que a topologia gerada
pela sequnda familia se, e somente se, a primeira familia majora a segunda. Em particular,
duas familias de seminormas geram a mesma topologia se, e so se, elas sao equivalentes.

Dem.:

Sejam (X, || - [[x;A € A) e (X, - || e € M) as duas estruturas de espagos polinor-
mados em X. Como a aplicacao identidade

(X - I a e A) — (X - lw € M)

é linear, ela sera continua se, e s6 se, a primeira familia majora a segunda. [ ]

Teorema 3.2. Seja (X, || - ||.;n € N) um espago polinormado. Entao, existe uma familia
crescente de seminormas que € equivalente a primeira familia.

Dem.:

FEzxisténcia: defina, para cada n € N, a seminorma:

n
1= 0 I
i=1
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Seja x € X.
Iz =zl +.t 2wzl 2 [+t 2 o=l 2 ]l

Portanto, a familia gerada é crescente.

Fquivaléncia: Sejam X; = (X, F) e Xo = (X, F,), onde F; é a familia original de
seminormas em X e Fj é a familia crescente de seminormas cuja existéncia jé foi garantida
acima.

F1 majora Fo: Seja || - ||l,€ Fa, para algum natural n. Entdo pela definigao de || - ||/,
temos:

A= Tl At e < momas{l -l ] -

Fy majora Fy: Seja || - ||,€ F1. Entdo, pela definicao de || - ||, temos:

I lla< 1omax{]] - 7.}

O resultado segue do teorema 3.6. [ ]

3.7 Pseudométricas e Métricas

Definicao 3.6. Uma pseudométrica é uma aplicacao d : X x X — R, tal que; para
quaisquer x,y,z € X:

ii) d(z,y) = d(y,z);
iii) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).
Note que adicionando-se a condigdo d(z,y) = 0 se, e somente z = y, entdo a pseudo-

métrica se torna uma métrica. Dizemos que uma topologia em X é definida pela métrica
d quando, para todo x € X os conjuntos

B,,={ye X|d(z,y) <r},r>0
formam uma base de vizinhancas de . A métrica d é dita invariante por translacao se

(*) d(z,y) =d(z + 2,y + 2),
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para todos x,y,z € X. A propriedade (%) é equivalente a
Bm,r = BO,T +
para todo z € X e r > 0, ou também a

para quaisquer x,y € X.

Lema 3.1. Se A\, u,v € R, entao

min{\ + g, v} < min{\, v} + min{u, v}.

Dem.:

Sev>\Xev>p,entdo min{\, v} + min{y, v} = A+ p > min{\ + p, v}.
Se v < A, entdo min{\, v} + min{p, v} > min{\, v} = v = min{\ + p, v}.
Se v < u a demonstracao é analoga. ]

Teorema 3.3. Um espaco polinormado X € pseudometrizavel se, e so se, a familia A
formada pelas suas seminormas € equivalente a uma familia enumerdvel.

Dem.:

Seja (X, d) o espago pseudometrizavel mencionado. Como X é pseudometrizével, entao
a topologia gerada pela pseudométrica d é equivalente a topologia original gerada pelas
seminormas.

E suficiente mostrar entao que a topologia pseudométrica é equivalente a topologia
gerada por alguma familia enumeravel de seminormas.

1
A familia F :{Bn = {z € X|d(z,0) < —}} ¢ uma base de vizinhancas da
n neN
origem em X. Para cada nimero natural n, seja U, a bola aberta padrao contida em B,,.

Considere a subfamilia A que é formada por todas as seminormas que compoem cada U,.
Assim, A é enumerével.

Sejam X; = (X,A) e X» = (X,d). E suficiente mostrar agora que Id : X; — X, é
um homeomorfismo. Como Id é linear, sua continuidade, bem como a de sua inversa, se
resumem a continuidade na origem de X.

Continuidade de Id: Seja V' C X, uma vizinhanca aberta da origem. Entao existem
k € N tal que By C V e U tal que U, C By C V. Logo, Id é continua.

Continuidade de Id™': Seja W C X; uma vizinhanca da origem. Entdo existem
AL A2, A € Aee > 0taisque 0 € U = Uy, g, ne C W. U é um conjunto
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convexo e 0 pertence ao interior de U, int(U). Como int(U) é aberto e contem 0, temos
0 cint(U) c U C W. Logo, id"' é continua.

Portanto, se um espago polinormado é metrizavel, entao a topologia gerada pelas
suas seminormas, ¢ equivalente & topologia gerada por alguma familia enumeravel de
seminormas.

Reciprocamente, seja (X, || « ||.,» € N) um espago polinormado com uma familia
enumeravel de seminormas. Sem perda de generalidade, podemos tomar essa familia

o
como crescente. Seja (a,)n,eny uma sequéncia de termos positivos tal que E a, < 00.

n=1

Definimos -
p(z) = aymin{|z||,, 1}

n=1

de modo que
p( +y) < p(x) +py);

p(—z) = p(z)

para todos x,y € X. A partir de p, definimos uma pseudométrica em X:
d(z,y) = p(z —y).

De fato:

i) d(z,y) =p(r —y) =p(—(z —y)) =ply —z) =d(y,z).

ii) d(z,2) =plx—2) =plr —y+y—2) <plx—y) +ply—2) =d(x,y) +d(y, 2), para
quaiquer z,y, z € X.

Obviamente d é invariante por translacoes. Resta verificar que a topologia induzida
pela pseudométrica é idéntica a topologia determinada pelas seminormas. B,.(z) = {y €
X |d(x,y) < r} sdo os abertos basicos da topologia pseudométrica. Como d é invariante
por translagoes, podemos assumir que x = 0.

oo
Uma vez que a série de nimeros positivos Z a, converge, dado r > 0 existe n(r) € N
n=1
tal que
= r
doan<s (1)
2
n=n(r)
Como a sequéncia || - |1, || - [|2, ... & crescente, temos, para todo = € X:

n(r) o)
> avminfl a1} <(Yon) ey 2

n=1 n=1
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o0
Seja A .= Z a,. Se o ponto x pertence ao conjunto
n=1

r

U={z e X[ 2 lhn=< 57} =Voazeni.

n(r) 00
entao d(z,0) = Zanmin{H x ||n, 1} + Z a, min{|| z ||n, 1} < r, por (1) e (2).
n=1 n=n(r)+1
Isto mostra que U C B,(0).

Seja agora © € Uyi9, n,. Podemos supor, sem perda de generalidade, que r < 1.
Como || z ||.< a,'d(z,0), entdo se d(x,0) < ra,, temos || z ||,< r. Logo, By, (0) C
Uo.2,..nr Portanto, as topologias sao idénticas. [

Corolario 3.2. Um espaco polinormado X que é Hausdorff, é metrizdvel se, e somente
se sua familia de seminormas € equivalente a uma familia enumerdvel.

Dem.:

O resultado segue do fato que a pseudométrica definida no teorema anterior se torna
uma métrica se, e somente se o espaco X é Hausdorff. [ ]

Proposicao 3.7. Sejam X um espaco polinormado metrizavel e (x,) uma sequéncia em
X. Se d é a métrica invariante por traslacoes definida como na proposicao anterior,
entao (x,) € de Cauchy com respeito a estrutura topoldgica gerada pelas seminormas se,
e somente se (x,) € uma sequéncia de Cauchy com respeito & métrica d.

Dem.:

De fato, para cada € > 0, os conjuntos V. = {z € X |d(z,0) < £} formam uma base
de vizinhangas de 0 em X e a condicao x, — z,, € V. é equivalente a d(z, — x,,,0) =
d(xp, ) < €. n

Vamos definir agora uma famfilia de espacgos polinormados que sao completos e gene-
ralizam a nocao de espaco de Banach.

Definicao 3.7. Um Espacgo de Fréchet ¢ um espaco polinormado, Hausdorff, metrizavel

e completo.

Neste caso, a convergéncia por redes pode ser substituida pela convergéncia por sequén-
cias.



Capitulo 4

O Teorema de Nash-Moser

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos um resultado provado pelo matemaético Ivar Ekeland [1]
em 2011, que tem como caso particular o famoso Teorema de Nash-Moser. Diferentemente
das demonstracoes classicas desse teorema, a prova depende de trés resultados classicos
da Teoria da Medida: Lema de Fatou, Teorema da Convergéncia Mono6tona e Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue. Estes teoremas sao usados nas suas versoes para
séries. As demonstragoes destes teoremas se encontram no Apéndice. Outro resultado
empregado é a caracterizacao do subgradiente da norma de um espaco de Banach. Por
fim, vale destacar o uso essencial do Principio de Ekeland [2].

4.2 Consideracoes Iniciais

Seja X um espaco de Fréchet cuja topologia é gerada por uma sequéncia crescente
de normas || - [|,. Tal sequéncia é chamada de grada¢do e o espago (X, {|| - ||n}nen) €
chamado de espaco de Fréchet graduado. Para cada n € N, seja X,, o espaco de Banach
que é o completamento de X pela norma || - [|,,. Se o espago de Fréchet graduado satisfaz
a condicao de que para todo n € N, a aplicacao identidade i,, : X,,11 — X,, é injetora,
entao X é chamado de espaco de Fréchet enumeravelmente normado.

o0

Pode-se mostrar que, nessas condigoes, X = ﬂ X,.

n=1

E possivel ainda mostrar, como feito por Moscatelli e Simoes [9], que um espago de
Fréchet que admite uma familia de operadores de suavizacao é enumeravelmente normado.

Definicao 4.1. Seja X um espaco de Fréchet enumeravelmente normado. Um ponto

41
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x € X é dito controlado se existe um nimero co(x) > 0 tal que:

I [le< [co(2)]"-

Esta definicao separa os pontos do espago que tém um crescimento sobre cada norma,
limitado por uma funcao exponencial.

Definicao 4.2. Um Espaco de Fréchet Enumeravelmente Normado X ¢é chamado de
FEspaco de Fréchet Padrdo se, para cada x € X, existem uma constante c3(z) > 0 e uma
sequéncia (x,) de pontos controlados, tais que:

lim ||z, —z |[z=0, V&,
n—oo

Iz k< ca(@) | @ e, n.

Proposicao 4.1. Sejam Y um espaco de Banach e sejam y,z € Y. Entao existe algum
y* € 0|y | (possivelmente dependendo de z) tal que:

ly+tzl =y
1 = (y*, 2).
Jim T ('>2)
Dem.:
A demonstragao segue diretamente das proposigoes 2.6 e 2.7. [ ]

Lema 4.1. Sejam X um espago normado, Y um espaco de Banach e F : X — Y uma
funcao Gateaux-diferencidvel. Tome x,y € X e defina uma fungao f:[0,1] = R por

f@) = Flz+ty) | .
Entao, f tem uma derivada a direita em qualquer ponto, e existe algum

y e d| Flr+ty) |

tal que:
h) —
Him flo+ ,i ) _ (v, DF(z + ty)y).
Dem.:
Temos:
fG+h)—f@) N Fla+E+hy) || - Fle+ty) |

h h
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_ [ F@+ty) +hzh) || — || Flz +ty) |
. ,

(4.1)

2(h) = F(x+ (t—i—h)}yl) —F(:E—Fty)_

Como F' é Gateaux-diferenciavel, temos:

]lgr(l) z(h) = DF (z + ty)y := 2(0).

Pela desigualdade triangular:
|| F(z + ty) + ha(h) || — || F(z + ty) + hz(0) | | < b | 2(h) — 2(0) || -

Substituindo esta desigualdade em (4.1) e usando a proposigao 4.1, temos:

S+ = f@) [ Frtty) +h2(0) || - || Fle+ty) |l
1 =1 = (y*,DF t
Jim i A (y", DF(x + ty)y),
para algum y* € 0 || F(z +ty) || . Este é o resultado desejado. u

Lema 4.2. Seja f: X = R, com X CR. Se0 € X', entdo lim+ f(z) = L se, e somente
—0

x
se para toda sequéncia decrescente (x,) C X — {0} com z,, — 0, tem-se f(x,) — L.

Dem.:

(=) Seja (z,) uma sequéncia nas condi¢oes do enunciado. Como lim f(z) = L,
z—0

dado qualquer £ > 0, existe 6 > 0 de modo que se 0 < = < §, entdo |f(z) — L| < e.
Como x,, — 0, existe Ny € N tal que se n > Ny tem-se 0 < z,, < 0 e consequentemente,

|f(x,) — L| < e. Sendo assim, f(x,) — L.

(«<=) Suponha que nao se tenha lim+ f(z) = L. Entao, existe g > 0 tal que para
z—0

todo & > 0, exista 0 < x5 < & com |f(zs) — L| > &o. Seja entdo, 0 < x; < 1 tal que

|f(x1) — L| > &¢. Agora, para cada n > 2, escolha z,, € X — {0} tal que 0 < z, <

min{—,z,_1} e |f(z,) — L| > &¢. Entao temos z,, — 0 e (x,) C X — {0} & decrescente.
n

No entanto, nao se tem f(z,) — L como esperado. Esta contradigao mostra que de fato,
lim f(z) = L. [

r—0t
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4.3 Um Teorema de Funcao Inversa para Espacos de
Banach

Apresentaremos uma demonstracdo para o teorema da funcao inversa em espacos de
Banach que requer hipoteses sensivelmente mais fracas que as das versoes mais conhecidas.
Nesta demonstracao, nao requeremos que a fungao seja diferenciavel segundo Fréchet. O
que precisamos para concluir a tese é que a funcao seja diferencidvel segundo Gateaux e
que seja continua. Alem disso, pedimos apenas que ela possua uma inversa a direita que
¢ mais simples de se obter do que um isomorfismo. Esta demonstracao serd importante,
pois ela nos dard um roteiro para a demonstracao do mesmo resultado para espacos de
Fréchet, bastando que adequemos as respectivas hipoteses ao espago em questao.

Teorema 4.1. Sejam X e Y espacos de Banach e F' : X — Y wuma funcao continua,
Gateauz-Diferencidvel e com F(0) = 0.

Suponha que a derivada DF () possua uma inversa a direita L(z), uniformemente limi-
tada em alguma vizinhanca de 0, isto é:

YoeVY, DF(z)L(x)v=uv,

[z [< BR=[ Lo |<m|v], R>0.

Entao, para cada y € Y tal que:

_ R
17 1<—
m
e para todo > m, existe T € X tal que:
17 < R,
Iz [I<pll7ll
e ainda,
F(z)=7.
Dem.:

Considere o funcional f : X — R dado por f(z) =|| F(z) — 7 || . Como a norma e
F' sao continuas, segue que f ¢ continuo. Obviamente f é limitado inferiormente por 0.
Podemos supor ¥ # 0, pois ja que F(0) = 0, este caso é trivial. Assim, f(0) =|| 7 ||> 0.
Vamos entao aplicar o Principio de Fkeland, na sua forma forte, com ¢ = f(0) > 0 e
A =1 > 0 qualquer. Note que infx f > 0, dai:
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i%ff < f(0) < i&ff + £(0).

Isto nos diz que o elemento x. requerido pelo Principio de Ekeland pode ser tomado
x. = 0. Entao, tal Principio nos fornece um elemento x, = 7 tal que:

e ainda,

ﬂ@ﬁf@+§Hx—ﬂL\MEX

Escolhendo entao r =y || 7 ||, onde p > m, temos:

f(@) < £(0);
Iz < pll7l;
_ 1 _
f(fff)éf(fﬁ)erHfr—xH, Vo € X. (4.2)
_ R R
Como || 7 ||< —, segue que m < —.
e 17|
Escolhendo p € (m, H , temos:
Y

Izl<pllyll<B.

Resta entao mostrar que se tem F'(Z) = 7. De fato, suponha que fosse F/(Z) # 5. Dado
qualquer x € X, existem ¢t > 0 e u € X tais que x = T + tu. Esta relagao é biunivoca.
Assim, podemos escrever (4.2) como:

Flz+tu) —vy||—|| F(z)—1 1
(RACARD yﬂ"“)QHZ—wmw V>0, YueX.  (4.3)
W

Pelo lema 4.1, a funcdo t —|| F(Z + tu) — ¥ || tem uma derivada a direita em todo

t > 0, dada por:

I F@ ) gl - | F@ -7

t—0t t

(y*, DF(T)u),
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para algum y* € Y* com || y* |
em (4.3), temos:

v+=1e (y*",F(T)—7y) =|| F(T) — 7 || . Fazendo t — 0T

1
W DF@u) >~ ull. YueX,

Escolhendo-se entao u = —L(Z)(F(T) — y) na desigualdade acima temos:

1 m
F@) -glI<=|ull<=|F@ -7 .
| F'(z) -7 |l u” | . | F(z) =7 |l

Mas esta desigualdade acarreta em m > p, pois | F(Z) — 7 ||> 0. Esta contradi¢ao
mostra que de fato, deve-se ter F\(T) = 7. [ |

4.4 Uma Generalizacao do Teorema de Nash-Moser

O proximo teorema generaliza o teorema de Nash-Moser. Sua demonstragao sera
dividida em trés passos e seguird a mesma ordem logica de idéias do que o teorema
anterior. O que faremos aqui é determinar quais sao as condicoes que devemos impor &
funcao para que ela admita uma inversa local levando em conta que os espacos ambiente
agora sao os espacos de Fréchet.

Teorema 4.2. Suponha que X eY sejam espacos de Fréchet enumeravelmente normados,
com Y padrao. Sejam di,dy € N e (my) e (m},) duas sequéncias de nimeros positivos
ndao-decrescentes. Admita ainda que em Bx(ko, R), a aplicagdo F satisfa¢a as seguintes
condicoes:

1. F(0)=0;
2. F ¢ continua e Gateauz-Diferencidvel;

3. Para cada u € X, existe um numero c1(u) > 0 para o qual vale:

VEkeN, [ DF(x)u[[p< ci(w)(mp || wllksa + || F(x) [|r)-
4. Existe uma aplicacao linear L(x) : Y — X tal que DF(z)L(z)v =v, YveY;

5. Para cadav e Y:

VEEN, || L@ [[x<mp | v lleta, -

Seja (Br) uma sequéncia de termos ndao negativos com suporte ilimitado que satisfaz:
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Vn € N, Zﬁkmkmhdlnk < +o00. (4.4)
k>0

Entao, para cada y € Y tal que:

S B 117 < Rortep (4.5)
m

k>0 ko

existe um ponto T de modo que:

F(T) =7; (4.6)

17 ko< B. (4.7)

Dem.:

A demonstracao sera feita em trés passos.

Passo 1:
Para (6;) e (m},) como no enunciado, seja (ay = M) Seja R € (0,00) dado na
my,
hipotese. Considere sobre X a métrica
d(a,y) =Y apmin{R, || = -y [x}. (4.8)

k>0

Ja sabemos que (X, d) é um espaco métrico completo. Seja y € Y nas condi¢oes do
enunciado. Sem perda de generalidade, podemos supor 7 # 0 pois, para y = 0 ja temos
F(0)=0.

Considere agora f : X — R, dada por

F@)=> Bl Fx) =7 Ik - (4.9)

k>0

e Obviamente f(z) > 0 qualquer que seja x € X. Consequentemente, f é limitada
inferiormente;

e Temos:

F0) = 32 B 17 e 22 < oo

k>0 ko
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Por hipétese sobre 3. Isto garante que f nao é identicamente infinita;

e Agora mostraremos que f é semi-continua inferiormente.

De fato, seja (z,) C X tal que z,, = = € X. Devemos mostrar que

lim inf f(x,) > f(z).

n—-+00

Considere a sequéncia dupla:

(an = Be | F(an) =7 [le)-

Como || F(.) — 7 ||x € continua qualquer que seja k € N, segue que

lim o = lim By || F(x,) ~ 7 =5 || F(x) 7 = by

n—oo

Sendo assim, temos:

i) (a*) uma sequéncia dupla de termos nao-negativos;

i) lim a® =b,, VkeN.

n—oo

Pelo Lema de Fatou para séries de ntimeros reais, temos:
Z by, = ZT}l_)rgomfan < nh_)lgo mfz a,,
k>0 k>0 k>0
ou seja,
> Bl Fla) =7 k< 7}1_>I£101Hf25k | F(zn) =7 & -
k>0 k>0

Ou ainda,
f(z) < lim inf f(z,).

n—oo

Portanto, f ¢é de fato sci.

Por hipotese,

0< f(0)= Y B[ < Pt

k>0 ko
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ou seja,
0< f(0) < Pty
M,

com (6k0+d2 7é O)

Nessas condigoes, tome

» e(J”(U)m%o 7 R)_

6k0+d2
Note que f(0) > 0 pois,
FO)Y=Y "B 7 1x= 8 1| 7 ll;> 0.
k>0

Onde B; > 0 que tem existéncia garantida pelo fato de (f8;) ter suporte ilimitado e
17 [1;> 0 pois 7 # 0.

Sendo assim, f e X satisfazem as condi¢oes do Principio de Ekeland (Forma Forte),
com e = f(0) > 0 e A = R'ay, (que pode ser tomado ja que fy,ta, 7 0).

Como igl(ff > 0, segue que
0 <inf f < £(0) < inf f + £(0),
ou seja,

inf f < (o) <inf f+e.

Isto mostra que z. = 0 satisfaz as condicoes requeridas para o elemento que determina
T = x) € X. Assim, pelo Principio de Ekeland, existe T € X que satisfaz:

0< /(@) < f(a. = 0); (4.10)
d(T,z.) = d(T,0) <\ = Ray,; (4.11)
F(@) < fz) + ;d(x,TL Vi e X. (4.12)

Note que podemos reescrever (4.10) como segue:
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0< S BN F@ — 7l 35 17 e 2R < oo (1.13)

k>0 k>0 ko
Vamos agora mostrar que || T ||z, < R’ < R. De fato, suponha || T ||z,> R'. Entéo,
d<T7 0) = Zak min{Rv || T ||k} > Qg min{R? || z Hko} > O‘k’oRlv
k>0

e portanto, d(Z,0) > ay, R’ que contradiz (4.11). Logo, || T ||x, < R' < R, 0 que prova
(4.7).

Seja

€ 1
Ai=—= I 4.14
S e Tl (114

em (4.12).

Para cada x € X, sejam t > 0 e u € X tais que x = T + tu. Esta é uma permutacao
de X para cada t > 0 fixado. Substituindo x =7 + tu e(4.14) em (4.12), temos:

f(@) < f(@+tu) + Ad(T + tu,T), Yue X, Vt>O0.

Podemos reescrever acima usando a definicdo de f e de d(T + tu,T) e encontramos,
dividindo ambos os membros por £ > 0 a seguinte expressao:

= [Zﬂ( 7= Pt |~ 17— 7@ )| < éza min{R,¢ | u [}, (4.15)

Passo 2:

Se ¥ = F(Z) nada ha a fazer. Suponhamos entao que y # F(T). Sejam v = F(Z) — ¥y
e u = —L(Z)v. Entdo, DF(Z)u = DF(Z)(—L(ZT)v) = —v = —(F(T) —y). Como Y ¢
padrao, existe uma sequéncia (v,) de modo que:

| vn —v ||[x— 0, VEkeN; (4.16)

| vn k< cs(vn) || v ||k, VE €N; (4.17)
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Il vn [4< [colwa)]®, VE € N. (4.18)

Para cada n € N, seja u,, = —L(T)v,. Dai, temos:

0 <[l up —u lx=Il LE@)(vn —v) [s< M || v = v [[54a
Como
lim ||v, —v|xy—0, k€N,

n—oo

segue que

lim || w, —u|p—0, VkeN.
n—oo

Temos ainda,

It =1l =L@)vn 6= mi || v [lkae < mileo(vn)] (4.19)

(foi usada a condicao (5)).

Como (4.15) vale para todo u € X, para cada n € N, substituimos u por u,, em (4.15)
e fazemos t tender a zero pela direita. Dai:

t—0t ¢ t—0+
k>0 k>0

1
~Jim S0 B 7=t e = 304 | 7-F(@) 1] < A Jim S mind Rt | [
> (4.20)

Fixando n € N, analisemos o segundo membro de (4.20): seja vy (t) = o min{ R, ||
un ||} parat > 0 e k € N. Seja ,(0) := lin1+fyk(t) = ag || upn ||k - Assim, para todo
t—0

k € N, v, é continuo em ¢t = 0. Mostremos agora que 7, decresce com ¢t > 0: de fato,
sejam 0 < t1 < ta.

R R
o Suponha 7,(t1) = aymin{ 2. | u, [} = 45,
1 1
. arR  opR R
Entao vx(t1) = —; > —f > mm{t—, | wn [k} = e (t2).
1 2 2

Dali,

Yr(t1) > Ye(ta).

e Suponha agora Y (t1) = ag || un ||k -
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Entao, v (t1) = oy || un |[x> ax rnm{ N un |k} = Y(te).

Em qualquer caso, tem-se v (t;) > 7k(t2).

Assim, para qualquer k € N, 7, é decrescente com ¢ > 0.

Seja entao (es) C R uma sequéncia decrescente de termos positivos tal que liin es = 0.
S—r+00

Considere agora d;(s) := y(es).

Assim, para (dx(s)), temos:

e Jp(s) >0, Vs keN;
e Fixado k € N, temos lim 0x(s) = v£(0);

s——+00

e Se s> r, entdo 0x(s) < 0x(r) para todo k € N.

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona para séries de ntimeros reais, temos:

2 (0= im 8u(s) = lim D ouls)

k>0

Pelo Lema 4.2, temos:

D k(0 = Jim 3 20(5) = fim 3 ult)

k>0 k>0 k>0

Mas podemos ainda reescrever, usando a defini¢do de vx(t), o que segue:

1
> o | k= lim > g min{R, ¢ | un [} (4.21)
k>0 >0 !
Voltemos agora a nossa atengdo ao primeiro membro de (4.20). Seja gx(t) :=|| ¥ —

F(T + tuy,) ||k - Entdo o primeiro membro pode ser reescrito como:

9k(t) — g(0)
> B (4.22)

k>0

Notemos que qualquer que seja k € N, temos:

17+ g ([ <[| 7 [ls +2 || wn |k -
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Como || T ||y, < R, segue que existe 0 < ¢ tal que

| T + tuy, o< R, Yt €0,

Sem perda de generalidade, consideraremos 0 < ¢ < 1.

Como F ¢é Gaiteaux-Diferencidvel, pelo Lema 4.1, para cada k € N, g, tem uma
derivada a direita em qualquer 0 <t <1 e vale:

= [yi, DF (T + tuy)uy,)| <|| DF(T + tuy,)u, ||k, (4.23)

onde y; € 0 || F(T +tuy) |k e || v [I7=1.

Consideremos agora, para cada k € N,

k(@) =|| F(T +tu, ||, te]0,1].

fr tem uma derivada & direita em qualquer ponto t € [0,1], e fi, (t) < [fi, (t)] <[
DF (T + tu,)uy ||k, ainda pelo Lema 4.1. A partir daqui, escreveremos apenas f(t) no
lugar de f; (t) e g;(t) no lugar de g; (), j& que essas derivadas existem.

Pela condicao 3, temos:

Ji@) S| DF(T + tun Jun < c1(un)[mn || tn [lrar + | F(T + tun) [|x].
Dai, pela definigao de fx(t), temos:

Jr(t) = ci(un) fi(t) < ex(un)mp || un [|rva, -

Integrando de 0 até t esta expressao:

F®) || iran < €@ I || i leas + 1| F@) 1e]-

Substituindo esta inequacdo na condi¢ao 3 e usando (4.19), temos:

| DG + tun )it 4= Crltn )y gy feo(wn)]H 44 + Co ) || F (@) = b,

onde C4(u,) = e1(n) provem do fato da funcdo exponencial et ser crescente.
Vale notar que ¢; nao depende de t para todo k.

Desse modo, g, € lipschitziana com constante de Lipschitz £, j& que g}€+ é limitada
por /. Entao, por (4.23),
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ﬁkw‘gmk Vk €N, Vtelo,i.

t—20
Note que
0< 3 Bt = 3 O un) B, feo (o) 37 Cu(wa) By || @) e
k>0 k>0 k>0

)]k+d1 +da

Pela escolha de (fi), segue que ZC’l(un)ﬂkmkm;erl [co(vy, converge, bas-

k>0
tando tomar como o natural mencionado nas hipo6teses, o menor natural maior do que

[eo ()] ¥

Agora, usando que 0 < f(7) < f(0) e a definicdo de f, temos:

0<Y Bl F@ =7 k< D B 17 lIn< +oo.

k>0 k>0

Dai, pela desigualdade triangular aplicada em cada parcela || F'(T) — 7 ||x, temos:

0<) Bl F@) k< 2) B |7 < +oo.

k>0 k>0

Mostramos assim que
0< Z Bty < 4oc.

k>0

~—~—

1
1y — gx(0
Para cada k € N, seja ¢y (r) := B gk(’"—gk<) , com 1 € N.

S =

Temos entao:

o 0 < |p(r)| < Brlk, qualquer que seja r € N;

o lim ¥y(r) = Fgi(0) < Bl e portanto, 0 <Y Bilgi(0)] < +oc.
k>0

Note que (¢x(r)) satisfaz as condigdes do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue para séries de ntimeros reais. Tal teorema nos fornece:

1
T

TETMZ@(Q'“G;%@) = Zrﬂaﬂwﬁk<gk(—:ﬁm) - gﬁkguo»

il L N
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Novamente, pelo Lema 4.2,
: 9i(t) — g
t1_1>f(1)f1+ Z B (T) Z Brgr, (0 (4.24)
k>0 k>0

Agora, substituindo (4.21) e (4.24) em (4.15), temos:

> =Brgr(0) < AN oy || un i - (4.25)

k>0 k>0

Agora, pelo Lema 4.1, denote por N, = 0 || . ||z sobre Y}.

Entao, dado y # 0, temos:

v e N(y)=lvli=1 e Wve=lvlk.

Sendo assim, seja y;(n) = Ni(F(Z) —7) tal que

9k(0) = (yk(n), DF (Z)un)x = (yi(n), DF(T + Otn Jtin ) (4.26)

Substituindo (4.26) em (4.25), temos:

> =Brgr(0) =D =Blyi(n), DF (T + Oun)un)e < A o || tn 1 - (4.27)

k>0 k>0 k>0

Como por hipotese, F'(T) — 7y # 0, a caracterizacao de Ni(F(T) —y) nos da:

(Yi(n), F(T) = 7). =l F(@) =7 |Ix (4.28)
e também,
I yi(n) [[x= 1. (4.29)
Passo 3:
Como u,, = —L(T)v, e DF(T)u, = —v,, a equagao (4.27) se torna:
> Bilyi(n)vahe < AY - || L@)va |1 - (4.30)

k>0 k>0
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Consideremos agora, para cada k € N:

or(n) == Br(yp(n), va)k € T(n) = ay || L(@)v, || -
Temos entao:

ok (n)] = Bil (Wi (n), vn)il < Bi | y(n) [l - 1 vn le= B [l on Ik -

Como || v, [[x< ¢3 || v ||k (por (4.17)), temos:

|ox(n)] < Bres(v) [ ok - (4.31)

Temos ainda:

_ Bred _
()| = e || L(@)vn (k= 7;, = I L(@)vn [lx -

k

Pela condicao 5 do enunciado,

614: d
2 | Vn ierds= Brrda | Vn ks -
k

|7(n)| <
Dai, pela desigualdade (4.17), temos:

17k (n)| < 3(0) Brray || 0 [5+d:= €3(V) Brras || F(Z) =T |lktas - (4.32)

Agora, por (4.10), como 0 < f(7) < f(0) < 400, entao

0<> Bl F@ =5 Ih< D B 17 lle< +oo.

k>0 k>0

Mostramos com isso que o segundo membro de (4.32) forma uma série convergente.
Note agora, que como

I L(Z) (vn = 0) [lx< mg | vn = v llitas

segue que

Tim | L@ =l L@ e

Dai,
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Jim 7i(n) = a || L@)o -

Ja que v = F(T) — 7, por (4.28) e (4.29) temos:

[{yi(n), vn)e— Nl v [k | = [y (n), vndi = (yi(n), )kl = [(yi(n), oo = V)il <[l vn = o [li -

Consequentemente, de (4.16):

lim ¢g(n) = nglfooﬂﬂy/?(n),vnﬂ =Bl v k-

n——+o00

Recapitulando,

e Para (¢r(n)), mostramos que:
L fer(n)] < cs(0)Be | F(Z) =5 e, VneN;

2. lim @r(n) =B || v lk;
n—-+o0o

3.3 Bl v k< +oo.

k>0

e Para (7(n)), mostramos que:

L |m(n)| < e3(v)Brtay | F(T) =T k4, Yn EN;

2. lim 74(n) =y || L(T)v ||x;
n—-+o0o

.Y ar | L@ k<) awmiy |0 levas= D Brtas 1| 0 llntas -

k>0 k>0 k>0

Mostramos entao, que ambas as sequéncias acima, satisfazem as condicoes do Teo-
rema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para séries de niimeros reais.

Sendo assim, temos como resultados deste teorema:

k>0 k>0

lim > ay || L@)vn k=Y ax || L@)v |1 -
k>0

n——+oo
k>0
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Aplicando o limite n — 400 em (4.30), temos:

DY Gillvllhs AY | L@ =AY ﬁkﬁZQ I L(@)v Ik -

m
k>0 k>0 k>0

Como || L(ZT)v [[x< m), || v ||g+dq» SEQUE que

Y Billvlle< A Brva | 0 llitas -

k>0 k>0

No entanto, como ambas sao séries de termos nao negativos, o resultado da esquerda
deve ser maior do que o resultado do somatoério da direita. Isto acarreta em A > 1.
Mas

2 1 _ Bro+a B 1
A=<= Bl 7 e —— = 1.
A R’ako ; || || M, R/Oéko

Esta contradicdo mostra que F(T) = 7. u

Corolario 4.1. (Sobrejetividade Local) Sejam X = m XpeY = ﬂ Y} dois Espacos de
k>1 k>1
Fréchet Graduados, com Y padrdo. Seja ainda F : X — Y satisfazendo as condigoes de

(1) até (5) do Teorema 3. Suponha que:

R
< —.
|| Yy Hko-l-dQ m;go

Entao, para cada p > mj, , existe algum x € Bx(ko, R) tal que:

Il ko< 2 1y llkotas

e ainda:

Dem.:

Seja p > mj, .

R
Como ||y [lkg+ae < —7= segue que mi, ||y lig+ao < B-
0
Como pi > mj,, segue que my || Y [lkgraz< 1t | Y lio+dz -

Seja agora R’ tal que
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R > m;co ” Yy Hk0+d2

R < min{R,p H ) ||/€o+d2}'

Dali, temos:
m;co H Yy |‘ko+d2< R < min{R7M H Y Hkoerz}'
Sejam
' 1
O<c:= ﬁ
k>0
e
2y iyt
O0<h<—2
c
1 R
Desse modo, || ¥ ||ky+ds —l—hz o < o
k>0 0
Para cada k € N com k > 0, seja
0 se k< ko+d
1 se k=ky+dy

By = )

se k> ky+ds
kEmax{(| y [[x,  muemi g}

Vamos mostrar que qualquer que seja n € N, tem-se:

/ k
g Brmpmy g, n” < +00.
k>0

De fato,
pr = max{||y||x, mpmi g} k> ko +da, é tal que pp > mpmi_, .

Logo,

1 1

— < ———, Vk>ky+ds.
Dr MMy g,

E dai,
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h h

k = Lk /
prk Krmymy g

R Vk>k0+d2

h
Como Ty Bk, se k > ko + da, entao seja n € N qualquer.
Pk

Se k > N = max{2n, ko + dy}, temos:

Nk Lk
Ve« (Z
(< (5)
e
h
Consequentemente,
h h
VEk > ko + ds.
h
Como —— = [, segue que
ek
h
Bké P R Vk > ko + ds.
kkmkkardl

Logo, se k > N, entao

k Nk 1
Brempmy, g n” < h(%) < hz—k.

Consequentemente,
/ k 1
Z Brmpmy g, n" < Z h? < +o00.
k>N k>N

Por outro lado, temos que se k > kg + ds, entao:

h hllylle _ B

Bl y == v k< 1 = 7
Fo o= g 1 s e =

Portanto, temos, somando membro a membro e pela definicao de [F:
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/

h R
> Bellylle = 1llegra + > Bellylle < Wyllhpsar + Y o < o < too.

k>0 k>ko+do k>ko+do ko

Para mostrar a existéncia do elemento x € Bx/(ko, R) basta aplicar o Teorema 4.2
com R = R' como encontrado neste corolario. [

Lema 4.3. Seja A > 0. Entao a condig¢io (3) do teorema 4.2 é equivalente a:
Vi, || DF(z)u [lx< ¢y (w)(mp | w llkra, + | F'(@) Ik +2), (4.33)
para algum i (u) > 0.

Dem.:

(3) = (4.33) :
Imediato, para ¢;(u) = ¢} (u).
(4.33) = (3) :
Se u = 0 o resultado é trivialmente verificado. Sejam entao, u # 0 e

e (w) = ¢, (u) (1 + #)

Entao,
cr(w)(ma || wllpsa, + 11 F(2) [I) 2 i (w)(mp | v llera + | F(2) e +A).
Logo, vale (3). n

R

Corolario 4.2 (Inversa Lipschitziana). Para cada yo,y1 € By (ko + d2, ——), todo xy €
my,

F~(yo), e todo pu > mj, temos:

inf{|| 2o — 21 e |21 € F7 (1)} = mf{]| @0 — 21 [lny [F(21) =91} < 1ol 90— w1 lkovas -

Dem.:
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R
Como yo,y1 € By (ko + da, ——), entdo
mko

m;co ” Yo ||/€o+d2< R

m;co H n ||/€0+d2< R.

Seja entao,
p= max{m;ﬂ) ” Yo ||k0+d27m;eo H Y1 ||k0+d2}'

Escolha R € (p, R).

N R
Entao, R’ < R e max{|| 4o |[xo+dos | Y1 llkotds} <

;-

ko
Considere o segmento de reta y; := yo + t(y1 — o), com t € [0, 1].

Note que
R
|| Yt Hk0+d2:H Yo +t(y1 - yO) ||/€0-i-d2S (1 - t) H Yo Hko-l-dQ +t || W ||k0+d2< m_/7
ko

para todo t € [0,1].
Entédo, pelo corolario anterior, existe algum z, € F~'(y;), com || z; ||, < R'. A fungdo

Fi(z) = F(z + ) — y

satisfaz as condigoes de (1) a (5) do teorema 4.2, com R substituido por r := R—R'.
De fato, primeiro, mostremos que o vetor = + x; esta na bola By (kg, R):
x € Bx(ko,7) =>|| x ||)o<T7=R— R =z ||y, +R < R.

Dai, || x + z¢ |k <||  ||ko + || %t ||k <|| ® ||, +R < R. Portanto, x + z; € Bx(ko, R).

Agora, note que:

(1) FFO)=F(zy) —ye =y —y =0, Vte|0,1];

(2) Como F e as translacoes sdo continuas e Gateaux-Diferenciaveis, segue que F; tam-
bém é continua e Gateaux-Diferenciavel, qualquer que seja t € [0, 1];

(3) Use o lema 4.3 para = substituido por x 4+ x; e use a desigualdade triangular;
(4) Imediato para x + x;

(5) Imediato para = + z;.
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Tome entao, rg € F'~(yy). Pelo corolario anterior aplicado a F,, vemos que para cada
y tal que

r
— < —
H Y—Y ||ko+d2_ mz()’

temos algum z € F~!(y) com:

2o =2 Ik 1t |l w0 =Y llo -

Vamos agora ligar y a y; por uma cadeia de pontos alinhados, yo = v, ¥}, .-, Yn = V1,
r

tais que a distancia entre y,, e ¥y, seja sempre inferior a ——, e para cada y, escolha

/
ko

r, € F~(y,) tal que:

| 2n — Tog1 ko< 11| Uh, — Yoir Nlkosds -

Somando membro a membro acima em n, temos:

N N

|| To — 21 ||koS Z || Tp — Tntl ||l€0S HJZ H y’:z - y7/1+1 ||/<?0+d2: 2 || Y1 — Y% ||k’o+d2 .
n=0 n=0

A dltima igualdade vem do fato de os pontos y; estarem alinhados. ]

Corolario 4.3 (Regularidade Finita da Inversa). Suponha que F se extenda a uma apli-

— R .
cacdo continua F' : Xyy — Yig_a,. Escolha algumy € Yy 1a, com || Y ||ky+da < ——- Entao,
— ko
eziste algum x € Xy, tal que || = ||, < R e F(x) =y.

Dem.:

1 . .
Escolha uma sequéncia (y,,) C Y tal que || ¥ — ¥ ||kytdo < o Pelo corolario anterior,

podemos obter uma sequéncia (z,) C X tal que

1

|| Tp — Tntl ||1€0S 1% || Yn — Yn+1 ||/<30+d2§ :u2_n

Isto mostra que (z,) ¢ de Cauchy em Xj,. Como Xy, é completo, existe z € Xy, tal
que z, = x e || z ||g, < R. Entdo, pela continuidade de F, temos F(z) = y. n

Vamos resumir todos os resultados vistos até aqui em um s6 teorema:

Teorema 4.3 (Teorema da Fungdo Inversa). Sejam X = ﬂ XpeY = ﬂ Y. espacos
k>0 k>0
graduados de Fréchet, com Y padrao, e seja F' uma aplicacao de X em Y. Admita que
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existam algum inteiro positivo ko, algum R > 0(possivelmente igual a +00), inteiros
positivos dy e dy e duas sequéncias positivas nao decrescentes (my) e (mj},) tais que, para
| z ||, < R, temos:

(1) F(0) =0;
(2) F € continua e diferencidvel sequndo Gateaur com derivada DF(x);

(3) Para cada w € X existe um nimero positivo c1(u) tal que:

vk, || DF(@)u [[p< ex(w)(m | wllkea, + | F (@) |le);
(4) Existe uma aplicac¢ao linear L(x) : Y — X tal que DF (z)L(x) = Iy;

(5) Para cada v €Y, temos:

vk, L(z)o < my, |0 [lkva, -

R
Entao F aplica a bola {||  |[x,< R} C X na bola {|| y ||ky+d< ——} C Y, € para todo
My,
p>my ainversa F~1 € lipschitiziana:

Vo € F N y1), inf{|| @1 — 22 [ |22 € F7'(y2)} < wll 1 — w2 Ilkods -

Se F se estende a uma aplica¢do continua F : Xy, — Yy, _a,, entio F aplica a bola

R , —

{II = [[k< R} C Xk, na bola {|| ¥ |lko+ds< ——} C Yigtds, € @ inversa F " também é
M

lispschitiziana. ’

Teorema 4.4. Sejam X = ﬂ X eY = ﬂ Y, espacos graduados de Fréchet, com Y
k>0 k>0

padrao, e seja F(e,x) = Fy(z) + eFi(x) uma aplicagao de X x R em Y. Admita que

ezxistam algum inteiro positivo ko, algum R > 0,algum €y > 0, inteiros positivos dy e dy e

duas sequéncias positivas nao decrescentes (myg) e (m},) de modo, para cada par (z, <) tal

que || x ||k, < R e |e] < o, temos:

(1) Fo(0) =0 e F1(0) # 0;
(2) Fy e Fy sao continuas e diferencidveis sequndo Gdteaus ;

(3) Para cada w € X existe um nidmero positivo c1(u) tal que:

vk, DF(e, x)u [le< ex(w)(ma || v llera + | Fe2) fle);
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(4) Existe uma aplicacio linear L(e,x) : Y — X tal que DF (e,x2)L(e, x) = Iy;

(5) Para cada v €Y, temos:

Vk, I L(g 2 [le< my | v {lktas -

Entao, para cada € tal que:

. [ R -
le] < mln{m, | £1(0) ||k01+d2’€0}

ko

e todo ju > my, , eriste um x. tal que:

F(e,z.) =0

I e [lno < palel 1] F1(0) [lkoras -

Dem.:

Fixemos |e| < &.
Considere a fungao
Ge(x) = Fy(x) + e(Fi(z) — F1(0)).

G. satisfaz as condiges de (1) a (5) do teorema anterior. A equacdo F(e,z.) = 0
pode ser reescrita como G.(v) = —¢F1(0) := y. Pelo teorema anterior, somos capazes de
resolvé-lo, contanto que

R
1y lkoraa= el | £10) lioar< —
ko

e a solucao x, satisfaz:

I e Nl < 1 1l 9 ko tar= palel | F1(0) [lkotas - m



Apéndice

4.5 Introducao

Este apéndice é uma aplicagao de [8] e, como nesse texto, X denotard um conjunto nao
vazio qualquer; R representa o conjunto dos ntimeros reais incluindo os elementos +oo e
—o0; se f e g sdo fungbes de X em R, entdo escreveremos f < g para indicar que f(z) <

g(z) para todo x € X e por ultimo, fV g = max{f(z),g9(x)}, fAg=min{f(z),g(x)},
|fl = |f(x)| para v € X.

4.6 A Integral de Daniell

Definicao 4.3. Sejam X um conjunto nao vazio, £ o espago vetorial das funcoes de X
em R e [ uma funcional de Daniell em &, isto é, uma aplicagao [ : £ — R que satisfaz:

(1) f=g=1(f)=1(9)  (Isotonia)
(2) I(af + Bg) = al(f) + BI(g) (Linearidade)

(3) fe&, fnelt, if” > f= i[(fn) > I(f). (Continuidade Inferior)
n=0 n=0

Onde £ representa as funcoes de £ que assumem apenas valores nao negativos.

Nosso objetivo, é partir do espaco (X, &, ) e construir uma integral / que generaliza

a integral I e consequentemente, descrever o conjunto das funcoes que sao integraveis
segundo esta nova integral. Tal conjunto ser4 chamado £' = L}(X, €, I).

Seja f: X — [0, 00] qualquer. Defina:

-t Y1 feen Yz}
n=0 n=0

66
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Note que I(f) pode assumir o valor +o0o. No conjunto P de todas as fungoes f : X —
[0, 0] o funcional é isotonico e portanto, positivo. Isto segue da positividade de . Temos
ainda:

(4) I(af) =al(f), a>0 (Homogeneidade Positiva)

(5) T(Z fn) < Zj(fn) (Subaditividade Enumeravel)
n=0 n=0

Pela isotonia de I, obtemos de (5) que I é continuo inferiormente em P, isto ¢, (3) vale
se trocarmos I por I e € e ET sao trocados por P. Claramente I < I em ET. Para um
g:X = Rseja | g = I(lgl). Sejam & = {f € €| | fl< oo} e F={g: X >R |
g |l < oo}

Observagao: Se f = g — h, com g,h € ET  entdo |f| < g+h € ET edai || [ <
I(g) + I(h) < oo. Portanto, se £ =ET — ET, entao &' = €.

Definig¢do 4.4. Uma funcdo g : X — R ¢ chamada de fungdo nula se || g ||= 0. Um
conjunto A C X é chamado conjunto nulo se x4 é uma fungdo nula. Uma propriedade @)
é dita valer quase sempre (q.s.) se @ vale fora de um conjunto nulo.

Proposicao 4.2. (i) || g||=0< g=0 (¢s.);
(i1) A unido enumerdvel de conjuntos nulos € ainda um conjunto nulo;
(i) 9= [ (¢5.) = | gll=Ilf I

(iv) ge F = {z € X||g(x)| = 0o} € um conjunto nulo.
Dem.:

Q

(=) Sejam || g =0 e A= {z € X|g(x) # 0}. Como x4 <> _ |gl, temos que || x4 =0
n=0
por isotonia e subaditividade de I. Entdo A é um conjunto nulo, e g = 0 fora de A.

(<) Seja B C X um conjunto nulo tal que g = 0 fora de B. Como |g| < Z XB, obtemos

n=0
| gl=0.

(i)
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Sejam {A;} uma sequéncia de conjuntos nulos e A = U A;. Entao y4 < ZXAi- Dai,

n=0 n=0
I'xa = 0.
D)
E suficiente mostrar que: Se N é um conjuntonuloe M = X —N, entdo || gxu 1= g ||.

Esta ultima assercao vem de |gxan| < |g] < |lgxam]| + ZXN.

n=0

(iv)

Seja A = {z € X ||g(x)| = co}. Temos nxa < |g|, entdo n || xa ||<]| ¢ ||[< oo para
todo n € N. Portanto, || x4 ||= 0. ]

Por conveniéncia, vamos identificar as fun¢oes que coincidem fora de um conjunto nulo.
Segue disso e da proposi¢ao acima que F pontualmente com as operagOes usuais (onde
definimos (f + g)(x) = 0, se f(x) + g(x) ndo existe) é um espago vetorial normado com
a norma definida como acima. Podemos e iremos admitir que os elementos de F estao
definidos apenas quase sempre, ja que isso nao muda o carater de F ser um espago vetorial
normado. Nesse contexto, || - || € enumeravelmente subaditiva no seguinte sentido:

oo o
Se Z fn converge pontualmente quase sempre (portanto, || Z fn || faz sentido),

» n=0 n=0
entao

DA A
n=0 n=0

Isto segue da isotonia e da subaditividade enumeravel de 1.

Teorema 4.5 (Teorema Generalizado de Beppo-Levi). Se f,, € F e Z | fn ||< oo, entdo

n=0

) [e's) k [e'e)
Z fn converge pontualmente (q.s.) e || Z fn— an |— 0. Em particular, Z fn € F.
n=0 n=0

n=0 n=0
Dem.:

Como fn ||< o0 segue que para todo n € N,
g

n=0
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| fu 1= (1)) = inf{ S L) g € €%, o > Ifnl}-
k=0 k=0

Logo, para cada n € N ¢ possivel se obter uma sequéncia h,; € £ que satisfaz

- 1

k=0

S i > 1 (4.35)
k=0

Somando em n, cada lado da desigualdade (4.35), temos:

YD hak = |fl (4.36)
n=0 k=0 n=0

Agora, notemos que

i

Dai,

S EDSIAIEEEH AP SPES pifal
n=0 n=0 5=0 5=0 n=0

DINE I(ZZhn,k) =3 I (437)

n=0 k=0

onde (4.37) é obtido de (4.36) e da subaditividade enumeravel de I.

Combinando (4.37) com (5.34), temos:

ID 1l 1< DN fa ll +1 < 0.
n=0 n=0

Por (iv) do teorema anterior,

oo
Z |fn] < 00 quase sempre.

n=0



70 4.6. A INTEGRAL DE DANIELL

00 'S k
Em particular, Z fn converge quase sempre, e satisfaz || Z fn — Z fn [|[— 0 pela
n=0 n=0 n=0
subaditividade enumeravel de || - |. ]
Corolario 4.4. Se (gx) € uma sequéncia de Cauchy em F, entdo existe g € F com
|l g— gk ||= 0 e g, — g, quase sempre, para alguma subsequéncia conveniente (g, )-

Dem.:

Como (gi) é de Cauchy, para cada n € N, existem gy, e g, , tais que

1

Seja fr = Gk, — Ghpis -

1
Note que || fu =[] gb, = Grosa 1< 55
Dai,

S fle Y g =1<0c
n=0

n=0

Entao, pelo teorema anterior aplicado em f,,:

n—1 n—1
Ik, = Gk, — Z fm converge quase sempre e se g = lim gx, — Z fm, entao, gr, — g.
m=0 e m=0
oo
Note que g € F pois, gkl,an e F. [ |
n=0

Corolario 4.5. F ¢é completo.
Defini¢do 4.5. Uma funcio ¢ : X — R é dita integravel se para cada ¢ > 0 existe

fe& com | g—f|<e. O espago de todas as fungoes integréaveis é denotado por L.

Observacao: L! é o fecho de & em F. Como em um espaco métrico, o fecho de um
conjunto é fechado, segue que £! é fechado em F. Como F é completo, segue que L' é
completo.

A partir de agora, nés usaremos a condicio (3) de I. Entdo I > I em £ e, como nos
ja tinhamos a desigualdade contraria, entdo [ = [ em £7.

Proposicao 4.3. |I(f)| <|| f || para f € £'.

Dem.:
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Seja g, € T tal que f < |f| < Zgn. Pela continuidade inferior de I, temos

n=0
I(f) < Zgn. Consequentemente, I(f) <|| f||. Ainda como, —I(f)=I1(—=f) <|| f |, a
n=0
assercao esta provada. [ |

O corolario acima implica que o funcional I é continuo sobre &£'. Pelo teorema de
Hahn-Banach, podemos extender continuamente esse funcional ao espaco £'. Isto induz
entao, a seguinte

Definigao 4.6. A extensao de I|er a um funcional linear continuo na norma de L' ¢
chamada de I-integral. Seu valor em f é denotado por /fd] ou simplesmente /f e

chamada a integral de f com respeito a [.

4.7 O Teorema de Beppo-Levi

Teorema 4.6 (Teorema de Beppo-Levi). Seja f, € L, Z | fn ||< oo. Entao an

n=0 n=0
9] k 9] 0
converge, quase sempre, ¢ || Z fn —Z fn ll— 0, em particular Z fn€ L' e /Z fn=
n=0 n=0 n=0 n=0

oo
Z/f” pela continuidade da norma na integral.
n=0

Dem.:

A afirmacdo segue do teorema generalizado de Beppo-Levi e do fato de que £! é um
subespaco fechado de F. [ ]

Considere validas as seguintes condigoes:
(a) Cada f € (L')" pode ser aproximado em || - || por elementos de E¥;

(b) £! & um reticulado, isto é&: f,g € L' = fVyg, fAge L.
(E sufiente que f € L' = fT e L)

Se & é reticulado, entdao (a) e (b) sdo satisfeitos pois |fT — h™| < |f — h|. Como
|.[[=1=1= | em " e como a integral | é continua na norma | - ||, a condicio (a)

implica em :
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(¢) / £ =1 £ |l para f € (€1)*.

A condigao (c¢) implica, em especial, que / é um funcional positivo em L.

4.8 O Teorema da Convergéncia Mondtona

Se (c) vale, entao:
Teorema 4.7 (Teorema da Convergéncia Monotona). Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes

ndo negativas e integraveis tal que f,  f, | fn < const < co. Entao || f, — f ||— 0.

Em particular f € L' e /f = lim /fn :/ lim f,.
n—oo n—oo

Dem.:
o)
Considere Zgn, onde g, = fur1 — fn = 0. Como, por (c), / e || - || coincidem em
n=0
(LYH7T, o resultado segue do teorema de Beppo-Levi. [ |

4.9 O Lema de Fatou

Seja agora £! um reticulado. O que é o caso, em particular, se £ é um reticulado. Ent3o:

Teorema 4.8 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes integrdveis e nao
negatiwas tais que liminf f, = f. Entao,

/f: /liminffn < liminf/fn.

Sejam g = liminf f,, e g = 122 fosparak > 0. Entao 0< go < g1 < g < ... e

Dem.:

lim gi.(x) = g(x),

k—o0

para todo z € X. Pelo Teorema da Convergéncia Mondétona, /g = lim g;. Como

gk < Ji, segue que

lim/gk < liminf/fk. [ ]
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4.10 O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue

Assumindo ainda £! é um reticulado, obtemos:

Teorema 4.9 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja f,, n € N, uma
sequéncia de funcoes integraveis em X tais que f(x) = lim f,(z), para todo ©r € X.
Suponha que exista g € L' tal que |f,(z)] < g(z), para todos x € X en € N. Entao,
ferlte

i [ 1, - 1 =0,

Dem.:

Como |f| < g, temos f € L. Seja g, = 29 — |fn — f], n > 0. Pelo Lema de Fatou,

/2g:/liminfgngliminf/gn:/2g—limsup/|fn—f|.

Como g € £, concluimos que lim sup/ |fu—f] <0. Logo, lim/ |fn—f]=0. |

Observagao: Os conjuntos integraveis (isto é, os conjuntos em que a fungao caracteristica
pertence a £') formam um anel ja que xaup = xa VX5 € Xa\B = Xaup—X5- Os conjuntos
mensuraveis (isto €, os conjuntos cuja intersecgdo com conjuntos integraveis é integravel)
entao formam uma o—4élgebra M, e obtemos uma medida p em M definida por:

se A ¢é integravel
H(A) = / M i

+00  caso contrario

Se a condicao de Stone

d) fell=fAarlel!
¢ satisfeita, segue do Teorema da Convergéncia Mon6tona que £! é um reticulado: para

1 1 1
f € LY, temos f/\ﬁ = E(nf/\l) cLlte f/\ﬁ N\ f A 0. Do Teorema de Stone [15] e de

(d) segue que L' = L£1(u) é valido, tal como usualmente se faz.
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4.11 A Integral de Daniell para Séries de Numeros Re-

als

Vamos agora mostrar que é possivel obter importantes resultados sobre as séries de
numeros reais partindo da teoria da medida que foi estudada pela abordagem de Daniell
acima.

Sejam X = N e £ o conjunto das sequéncias de suporte limitado. Note que nessas
condigoes, £ é um reticulado. Definamos entao sobre £ o seguinte funcional:

I:€&€—R

dado por I(f) = f: f(n). Temos que:

1.
2.
3.

n=0
I ¢ linear;

f=g9=1(f) = 1(9);

Mostremos a continuidade inferior:

De fato, sejam f € &, f, é uma sequéncia tal que f, > 0 e an > f. Para cada

n=0
k € N, temos:

S fulk) = f(k).

Somando ambos os lados em k e logo em seguida fazendo £ — oo, temos:

DD Rk =D k)
k=0 n=0 k=0

Pelo teorema de Tonelli para séries [20], podemos trocar a ordem dos somatorios.
Dali,

k=0 k=0
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Desse modo, I como definido acima, é um funcional de Daniell.

Naturalmente, P ¢ o conjunto das sequéncias de nimeros reais nao negativos. Note que
neste caso, £ = £’ pois todo elemento de £ tem soma finita. Temos entdo pela defini¢ao
que F ¢é o conjunto da sequéncias associadas a séries absolutamente convergentes.

Pelas observacgoes anteriores, nao é dificil perceber que a integral neste caso é o so-
matorio infinito dos termos das sequéncias, que a funcao nula é a sequéncia nula e que o
tinico subconjunto nulo sobre os naturais é o conjunto vazio. Ainda por defini¢ao, £! é o
proprio F ja que como o vazio é o inico conjunto de medida nula sobre os naturais, segue
que duas funcoes sao iguais quase sempre se, e somente se sao iguais em todo o conjunto
dos naturais. E conveniente denotar, no caso de séries de ntimeros reais, £ por ¢' que
é o espaco das sequéncias associadas as séries absolutamente convergentes. Vamos agora
dar uma interpretacao dos teoremas anteriores para séries:

4.12 Alguns Resultados para Séries

Teorema 4.10 (Teorema de Beppo-Levi). Seja (a¥),en C €1 uma sequéncia dupla de
termos nao negativos tal que para cada k € N, se tenha

Entao,
7 0o k
lim — e
o S Sk >
k=0' n=0 n=0
(o]
Em particular, (Zaﬁ) clle
n=0 keN

Teorema 4.11 (Teorema da Convergéncia Mono6tona). Seja (a¥),en C €1 uma sequéncia

dupla de termos nao negativos tal que para cada k € N, lim aﬁ Sak e g an < const <
n—oo
k=0
oo, para todo n € N. Entdo, (a*) € (* e

o0 o0 o0
E a® = lim E at = E lim aF.
n—o0 n—oo
k=0 k=0

k=0
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Teorema 4.12 (Lema de Fatou) Seja (ak)nen C 01 uma sequéncia dupla de termos nao
negativos tal que lim inf a® = o*. Entao,

n—oo
o0 o0 o0
k_ S k
a 1m infa® < lim inf Y aF.
n—oo
k=0 k:o k=0

Teorema 4.13 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja ( )neN c

uma sequéncia de termos nao negativos tal que para todo k € N, lim aﬁ =

n—o0
ainda que exista (D¥)peny € € tal que |af| < b* quaisquer que sejam n,k € N. Entao,
(a)penw € 11 e

. Suponha

k_ k| _
a, —a’| =

[ee]
lim g
n—o0
k=0
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