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O mundo gira em torno de
simetria, desde o spin de
particulas subatémicas até a
beleza estonteante de um
arabesco.

Marcus du Sautoy
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RESUMO

GUEDES, Renno Santos, M,Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro 2014.
Conjuntos de Simetrias de Curvas Planas Invariantes por Transforma-
¢oes Afins. Orientador: Simone Maria de Moraes.

No final dos anos 1990, os matematicos Peter Giblin e Guillermo Sapiro intro-
duziram a teoria sobre conjuntos de simetria de curvas planas invariantes por
transformacoes afins. Esta dissertacao ¢ dedicada ao estudo de alguns destes
conjuntos: o conjunto de simetria central (CSS), o conjunto de simetria da dis-
tancia afim (ADSS) e o conjunto de simetria da envolvente afim (AESS) de

uma curva plana diferenciavel fechada e convexa.

Estudamos os conjuntos de simetria através do local geométrico dos centros de
conicas e como envolvente de curvas. Analisamos as condicoes de singularidades
de cada um, estudando algumas em particular. Também estudamos condi¢oes de

contato da curva e das conicas que definem conjuntos de simetria.

O estudo estd baseado principalmente nos artigos [16] e [14].
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ABSTRACT

GUEDES, Renno Santos, M.sc, Universidade Federal de Vicosa, February of 2014.
Symmetry sets of plane curves invariants under affine transformations.
Adiviser: Simone Maria de Moraes.

In the 1990s, mathematicians Peter Giblin and Guillermo Sapiro have introduced
the theory of affine invariant symmetry sets of plane curves. This dissertation
is devoted to the study of some of these symmetry sets: centre symmetry sets
(CSS), affine distance symmetry set (ADSS) and affine envelope symmetry set

(AESS) of a a simple closed convex smooth curve.

We study these symmetry sets of through the locus of centers of conics and as
an envelope of curves. We analyze the conditions of singularities, studying some
in particular. We also study conditions of contact of the curve and of the conics

that defined this symmetry sets.



INTRODUCAO

No estudo de formas (shapes) planas um conjunto especial é o conjunto
de simetria, este tem sido tratado na Matematica ao se estudar curvas planas
fechadas, ou contornos de superficies planas. Este conjunto também desempenha
um papel importante na area de Reconstrucao de Imagens da Computagao Grafica
e passou a ser objeto de estudo das Ciéncias Biologicas apos a publicagao, em
1973, do trabalho Biological Shape and Visual Science de H. Blum ([4]).

O conjunto de simetria de uma curva plana é definido como o local geométrico
de pontos equidistantes de, pelo menos, dois pontos diferentes sobre a curva,
portanto sao extremos locais das funcoes distancia definidas sobre a curva. O fato
das funcoes distancias terem extremos locais significa que o conjunto dos pontos
de simetria é obtido pela intersec¢ao das normais (euclidiana) dos correspondentes
pontos da curva. Isto leva a uma definicao equivalente deste conjunto, como sendo
o lugar geométrico dos centros de circulos bitangentes a curva.

Ha subconjuntos importantes dos conjuntos de simetria, por exemplo o eixo
medial ou esqueleto, é obtido pelos pontos correspondentes aos centros dos
discos bitangentes completamente contidos na forma definida pela curva. O eixo
medial ¢ uma representacao muito interessante da forma definida pela curva, por
ser muito importante para representacoes invariantes de escala.

Os conjuntos de simetria e os eixos mediais aparecem em Reconstrucao de
Imagens na Computacao Gréfica, em Visao Computacional e em outras areas.

Na Biologia os conjuntos de simetria aparecem em sistemas visuais. Pelo fato
de que, em geral, a simetria é uma caracteristica atraente a visao humana, os
sistemas visuais bioldgicos podem ter melhor desempenho quando se observa os
pontos em determinadas posicoes no eixo medial, estas experiéncias baseiam-se,
por exemplo, na medicao da sensibilidade de deteccao humana, o aumento de
sensibilidade é encontrado em certos pontos no eixo medial da forma definida por
uma dada curva fechada.
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A determinacao dos conjuntos de simetria, em geral, nao é uma tarefa fécil,
especialmente para formas complexas obtidas a partir de imagens reais, e tém
sido o tema de extensas pesquisas, tais como [9], [I1] e [I7]. Nestas aborda-
gens o conjunto de simetria pode ser originado na determinacao de diagramas de
Voronoi, na redefinicao do eixo medial de formas distintas e em simulagoes de
transformacoes.

Na pesquisa Matematica, o conjunto de simetria tém tido um papel de des-
taque, construcoes de diferentes simetrias foram introduzidas na literatura e a
criacao de novos tipos e variacoes sobre os modelos existentes fazem parte de
uma area de pesquisa bastante ativa. Muitos trabalhos recentes referente ao
conjunto de simetria tem sido realizados, tais como:

1. Representacdo formal do conjunto de simetria [9] e [31].
2. Estrutura diferencial do conjunto de simetria [6], [7], [9] e [5].
3. Estrutura topologica do conjunto de simetria [31].

4. Relagao do conjunto de simetria com sua curvatura [2], [22], [25] e [31], e
muitas outras propriedades matemaéticas.

5. As relagoes entre a singularidade e a teoria da bifurcagao de conjuntos de
simetria (descritos, por exemplo, em [6]).

No final dos anos 1990, os matematicos Peter Giblin e Guillermo Sapiro in-
troduziram a teoria sobre conjuntos de simetria de curvas planas invariantes por
transformagoes afins e produziram os primeiros trabalhos sobre essa teoria ([13],
[16], [17] e [18]).

Em principio, a determinacao de conjuntos de simetria invariante afim para
curvas planas afins foi feita partindo das construcoes de conjuntos de simetria
euclidiano. Neste caso, diferentes construgoes dos conjuntos de simetrias resultam
em conjuntos idénticos, mas os invariantes afins analogos a estas construc¢oes dao
origem a distintos conjuntos de simetria. Este ¢ o motivo da riqueza deste tema,
pois nao ha um tnico conjunto de simetria invariante afim.

Nesta dissertacao, estudamos trés conjuntos de simetria, a saber: o conjunto
de simetria central (CSS), o conjunto de simetria da distincia afim (ADSS) e o
conjunto de simetria da envolvente afim (AESS) de uma curva plana. O estudo
esta baseado nos dos artigos [13], [14], [16] e [18].

O texto esta divido em quatro capitulos distribuidos como segue:

Iniciamos com um capitulo de conceitos e resultados preliminares da Geome-
tria Diferencial e da Geometria Diferencial Afim para curvas planas, tais como:
comprimento de arco, vetores tangentes e normais, curvaturas, evolutas, envolven-
tes de curvas, funcao distancia afim e transformacoes afins planas. Finalizamos o
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capitulo introduzindo a noc¢ao de contato entre curvas planas que serd utilizada
nos capitulos subsequentes.

No capitulo 2 iniciamos apresentando o conjunto de simetria central-CSS para
curvas planas. Dada C uma curva plana diferenciavel, fechada e simples, para
cada par de pontos distintos de C que tém tangentes paralelas tragamos uma reta
passando por estes pontos, 0 CSS de C é a envolvente destas retas. Abordamos
também a Evoluta de Area-AE. Em [23] encontramos uma outra definicdo para
0 CSS de uma curva de Jordan convexa, este é definido como sendo o conjunto
de bifurcacao da familia de funcoes razao-da-distancia.

Neste capitulo definimos o CSS, parametrizamos as retas que o define. Deter-
minamos sob quais condi¢oes o CSS tem singularidades, para estuda-las fazemos
primeiro uma andlise da estrutura local do C§S. Na segunda parte do capitulo
estudamos as inflexoes e tangentes duplas do CSS e suas singularidades do tipo
cuspide e rabo de andorinha.

No Capitulo 3 introduzimos o conjunto de simetria da distincia afim-ADSS
para curvas planas fechadas convexas. O ADSS de uma curva C diferenciavel,
fechada e convexa é definido através da distancia afim, dada em [22], que é um
invariante afim. O ADSS é o fecho do conjunto dos pontos de R? que estdo em
pelo menos dois normais afins e equidistantes afim dos pontos correspondentes
da curva.

Assim, neste capitulo definimos o ADSS, apresentamos suas propriedades,
estudamos o caso em que 0 ADSS contém uma reta. Concluimos o capitulo com
o estudo das singularidades do ADSS, mostrando que este conjunto também
pode ser obtido como o lugar geométrico dos centros de conicas que tém contato
de ordem 4 com pelo menos dois pontos distintos da curva.

No capitulo 4, estudamos o conjunto de simetria da envolvente afim-AESS
de uma curva C diferencidvel, fechada e convexa. Apresentamos duas maneiras de
definir o0 AESS, uma semelhante & primeira definicdo do CSS e outra andloga a
segunda definicdo do ADSS. Especificamente introduzimos o AESS como o lugar
geométrico dos centros de conicas que tém contato de ordem > 3 com pelo menos
dois pontos distintos da curva; e como a envolvente das retas que, em cada par de
pontos da curva que nao tém tangentes paralelas, passa pelo ponto de interseccao
das tangentes correspondentes a curva e pelo ponto médio da corda que une os
dois pontos da curva. Definimos um outro conjunto de simetria invariante afim

o MPTL, a fim de compreender a estrutura do AESS.

Finalizamos o capitulo com a definicao do AESS, de uma curva C, através
de conica, apresentamos algumas propriedades do conjunto e estudamos as con-
di¢oes de contato entre curva e as conicas que definem o AESS. Finalizamos
relacionando o ADSS e AESS, mostrando que no caso em que estes conjuntos
contém retas os arcos de curva que os definem nao tem propriedades similares,
para o0 AESS podemos garantir que ha uma transformagao afim que leva um arco
da curva no outro, porém nao podemos garantir essa propriedade para o ADSS.



CAPITULO 1

INTRODUCAO A GEOMETRIA
DIFERENCIAL: EUCLIDIANA E AFIM

O objetivo deste capitulo é introduzir algumas defini¢des e resultados de Ge-
ometria Diferencial e Geometria Diferencial Afim para curvas planas que serao
usados ao longo deste trabalho. Neste sentido, abordaremos alguns conceitos |,
como por exemplo, o conceito de curvatura afim, distancia afim e envolvente de
retas.

As principais referéncias para este capitulo sao [8|, [12], [1], [21], [24], [25],
[27], [28] e [30].

As figuras deste capitulo foram produzidas com os aplicativos LatexDraw e
Maple, exceto as figuras [2.1]e[L.3|que foram retiradas de [I] e [21], respectivamente.

1.1 Geometria Diferencial de Curvas Planas

Nesta secao, vamos introduzir os conceitos basicos de Geometria Diferencial.
As referéncias para esta secao e os resultados nela contidos sao [I], [27] e [30].

Definicao 1.1. Uma curva plana parametrizada diferencidvel é uma apli-
cacao
v : I — R2
t — (1),
de classe C'™ definida num intervalo aberto 1 da reta. A varidvel t € 1 ¢ dita

pardmetro da curva e (1), o subconjunto de R? dos pontos y(t) parat €1, é
chamado tragco da curva.
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Definicao 1.2. Seja

vy: 1 —
t o (1) = (x(t),y(t)),

uma curva parametrizada diferencidvel. O vetor tangente a v emt €1 ¢ dado

por:
V() = (2'(t),y'(t)).
E a reta tangente a v em ty € 1, que passa por y(to) na direcao +'(to), é dada
por:
r4(A) = v(to) + M (o), A € R.

Para o desenvolvimento da teoria local das curvas é preciso que exista uma
reta tangente a uma curva vy para cada valor do parametro ¢; para isso, é
suficiente que o vetor tangente a 7 seja nao nulo para todo t. Portanto
restringimos o estudo as curvas que satisfazem esta condicao.

Definicao 1.3. Uma curva parametrizada diferencidvel v: 1 — R? € dita re-
t—(t)
gular se¥ t €1, v/(t) # 0.

Definicao 1.4. A funcao comprimento de arco de ~ a partir de um ponto
to € I, denotada por 4y, € definida por

Eto I — R
t
s () = / I (),
to

esta fungcao mede, a menos de sinal, o comprimento do arco de v de y(to) a y(t).

Definigao 1.5. Uma curva reqularv: I — R?  estd parametrizada pelo com-
s — 7(s)
primento de arco, se e somente se, || (s)]| = 1.

Notacoes 1.1. Em geral indicaremos um pardmetro comprimento de arco por s.

O nome da parametrizacao acima se justifica uma vez que o comprimento de
arco a partir de sg para tal parametrizacao é dada por:

52/ I () ld = 5 — so.
0

Portanto, o comprimento de arco coincide, a menos de sinal e de uma constante,
com o parametro da curva.
Exemplo 1.6. A aplicacao
s . s
v(s) = (acos—,asm —> , s EeR,
a a

com a # 0, € uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de arco, pois

el = (=sin )+ (cos2) <1, ¥sem
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Proposicao 1.7. Toda curva reqular admite uma reparametrizacao pelo compri-
mento de arco.

Demonstracao. Seja v: I — R? uma curva regular parametrizada por uma
t— (1)
parametro arbitrario. Dado ty € I, consideremos

s: I — R

- xw—iguv@muw

comprimento de arco de v a partir de .

ds
Como ~y é regular, entao pri = ||¥/(t)|| > 0 e portanto 7 é injetiva. Assim,
s: I — J = s(I) é uma bijegao, sejat: J — I  a inversa de s.
t— s(t) s +— t(s)
Afirmacao : f:J — R? ¢ uma reparametrizacao de v pelo compri-

s> f(s) = 7(4(s))

mento de arco.

De fato, f'(s) = ~/(t(s))- % = [|B/(s)ll = [/ ()] - ‘_ = [t dls -
he
/ . 1 =
IOl o

Portanto, 8 é reparametrizacao de v pelo comprimento de arco.

Proposigao 1.8 ([30]). Sejam v: I — R* wuma curva reqular e £: 1 — J C R
t— () t— ((t)
a fungao comprimento de arco de v a partir de ty. Entdo existe a func¢do inversa
h:J—1 del comJ=1{]1) tal que
s +— h(s)

B:J — R?
s — B(s) =7oh(s)

€ uma parametrizacao de v pelo comprimento de arco.

Obsevacao 1.9.

Uma parametrizacao 5 de v pelo comprimento de arco nao € unica, pois de-
pende da fun¢ao comprimento de arco, que por sua vez depende do ponto ty fizado.

Seja
vy i I —
to— (1) = (2(t),y(1)),
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uma curva plana diferenciavel regular, dado ¢ € I vamos considerar o vetor tan-
gente unitario
- (2'(t),y'(1))

=0

O vetor normal unitario que consideramos é aquele que completa com t uma base
orientada positivamente de R?, ou seja,

(0, )
0=

A base ordenada {E(t), ﬁ(t)} ¢ chamada referencial de Frenet da curva
tel

.
No caso em que vy estd parametrizada pelo comprimento de arco temos:

{E(S) = 7'(s),
n(s) = (=¢'(s),2'(s))-

Como t(s) é unitario podemos escreve-lo:
t(s) = (cos0(s),sinf(s)),
com A(s) o angulo entre o vetor t e o eizo & positivo. Logo
fi(s) = (—sinf(s),cos0(s)) e t/(s) =0 (s)(—sinb(s),cosb(s)) = 0'(s)i(s,.

sendo #'(s) a variacdo do angulo 6 e portanto do vetor t, este nimero é chamado
de curvatura de y em s, e indicado por k. (s).

Logo, k,(s) = ¢'(s), e portanto
t/(s) = k- (s)H(s). (1.1)

Como t é C* podemos considerar a funcao

ky o I — R
s > Ky(s) =6(s).

Observemos que:

dai que

w(s) = (W(s) - E(s)) Es) =~ (5)E(5) (12)

As equagoes (1.1) e(1.2):
{ f(s) = (o)ils)

W(s) = —(9)E(s)

sao chamadas Féormulas de Frenet da curva plana.

No caso em que v nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, estas

equacoes sao:
t'(t) =m0 1it)
n’ t

(1) = —m@IY @ t(s)
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Definicao 1.10. Seja v uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco tal que k(so) # 0, so €1, o nimero

1
p(so) = PN é chamdado o raio de curvatura de ~y em so,
R{So
1 — -
e o ponto C(so) = v(so) + ( )n(so) é chamado o centro de curvatura de vy
R\ So

em So.
O circulo osculador de v em sy € o circulo de centro C(sg) e raio p(so).

Definigao 1.11. Seja v : I — R? uma curva regular tal que k(t) # 0 para todo
t € I. A medida que varia o pardmetro t, o centro de curvatura descreve uma
curva £: 1 — R? |, chamada a evoluta de vy, dada por

t— E(t)

L
E(t)=~()+ @n(t).

Obsevacao 1.12.

A evoluta é uma curva que dd informacoes importantes quanto a geometria
da curva. Por exemplo, os pontos singulares da evoluta sao os vértices da curva
que sdo os pontos em que K'(t) = 0.

O teorema a seguir garante que a curvatura determina uma curva plana a
menos de sua posicao no plano.

Teorema 1.13. [30] ( Teorema fundamental das curvas planas )

Seja h: I — R uma funcao diferencidvel de classe C*°, entao:
s — h(s)

(i) Eziste uma curva reqular v: 1 — R?*  parametrizada pelo comprimento de
s > (s)
arco tal que, a funcao curvatura k., de vy satisfaz: K, = h.

(ii) Se exigirmos que em sg a curva 7y passe por py com vetor velocidade vy, ou

seja, { 7,(80) B }10 , com Uy vetor unitdrio de R?, entdo a curva v do
V(s0) = 7o
item € unica.
(iit) Se v e B sao curvas que satisfazem o item ou seja, Ky = h e kg = h,
existe um movimento rigido do plano que leva v em [, ou seja, existem
Ry : R? — R? uma rotacdo e Ty : R2 — R? um translacao tais que

B=TsoR(7)
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1.1.1 Contato entre Curvas Planas

Uma curva também pode ser dada de maneira implicita como imagem inversa
de um valor regular de uma funcio F: R? — R . O teorema a seguir da
(z,y) — F(z,y).
essa garantia e serd usado na secao quando definimos envolventes.

Teorema 1.14 ([27]). Sejam V um aberto de R? e

F: V —R
(z,y) — F(z,y),’

uma funcao diferencidvel.

Dado (xo,y0) € V, com F(xo,y0) = p, se VF(xo,10) # 0, entio existe U uma
vizinhanca de (xo,y0) em V, e y: (tg — d,tg +9) — R?* | com & > 0, tais que:
t — ()

1) v((to —d,to+9)) C U, y(to) = (x0,y0) e F(y(t)) = p para todo t € (to —
d,to +0).

it) Se (rv,y) €U e F(x,y) = p, entao existe t € (to — d,to + ) tal que y(t) =
(z,9).
Nos livros de Geometria Diferencial encontramos a seguinte definicao de con-
tato entre curvas.

Definicao 1.15. Sejam v e 8 curvas regulares dadas por

v : 1 — R? B J — R?
s — ~(s) € t —s Bt).

Dizemos que v e B tem contato de ordem k em P = ~(ty) = [(to) se, e
somente se

Y (s0) = B'(to)
7//(80) — /B//(to)

‘ e 7" (s0) # B4 (1)
Y F)(s9) = BE(t)
No entanto, neste trabalho vamos considerar a definicao que deriva da defi-

ni¢ao de contato entre duas variedades, uma dada como imagem inversa de uma
submersao e outra como a imagem de uma imersao.

Definicao 1.16. Sejam

F: R — R . I —
(z,y) — F(z,y) t — (1),
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uma funcao diferencidvel com 0 como wvalor reqular e uma curva diferencidvel
reqular, respectivamente. As curvas diferencidveis F~1({0}) e v(I) tém contato
de ordem k em p = () se, e somente se, a fungdo ¢ definida por

p: I — R
t — p(t) = Fon(t),

satisfaz
p(to) = ¢'(to) = --- = " V(to) =0, " (to) # 0. (1.3)

Se em (1.3) ndo garantirmos a condi¢io o™ (ty) # 0, dizemos que as curvas
acima tém contato de ordem > k em p.

Proposicao 1.17. Seja v: I — R?  wuma curva regqular parametrizada, entdo:
s —>(s)

(i) v tem contato de ordem > 1 com uma reta no ponto v(sg) se, e somente
se, esta reta € a reta tangente a 7y em y(So).

(1) ~ tem contato de ordem > 2 com um circulo em dado ponto se, e somente
se, este € o circulo osculador a v no referido ponto.

Demonstracao.

1) (<) Suponhamos que a curva v é uma parametrizagdo pelo comprimento
de arco, e tomemos
re, : R — R?
t o 1y (t) = 7(s0) + 17'(s0)
uma parametrizacao da reta tangente a v em sg.
Observemos que y(sg) = rs,(0) é o ponto de contato, e é claro que +/(sg) =
'(0). Logo, 7 e rs, tem contado de ordem > 1 em 7(so).
(=) Sejam =, 8 dadas por
2

v : I — R? o g:J — R
t — B(t) =(s0) + tu,

s — (s)
com 4 é unitario. Como 7 e [ tem contato de ordem > 1 em ~(sg), entdo
v (s0) = B(so) = u. Logo

g :J — R?
t— B(t) = (s0) +t7'(s0),

¢ a parametrizacao da reta tangente a v em y(so).

1) Seja v: I — R? curva regular parametrizada pelo comprimento de arco.
s — 7(s)
Suponhamos que 7 tem contato de ordem > 2 com o circulo C(C,r) em
p = (s0), entao

v(s9) € C(C,r) e portanto |y(so) — C||* = r*.
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Consideremos a funcao diferenciavel

F: R — R

X — F(X)=|X-C|?*-r?
entao C(C,r) = F1({0}) e VF = 2(X — ¢) # 0 para todo X € F~1({0}),
pois F(C) =0 # r2.
A funcao de contato entre v e C é dada por:
p: 1 — R

s > @(s) = Foy(s) = v(s) = CI* = r*

Como v e C tem contato de ordem > 2 em p = 7(sq) devemos ter:
{ #ls0) = 0 { 7 (50) - (v(s0) = C) =0
¢"(s0) = 0 7"(s0) - (7(s0) = C) +7'(s0) - 7' (s0) = 0

Y(s0) — C // 1i(s0)
- { K(s0)0(s0) - (7(s0) — C) = —1

C' = ~(sp) — Ari(sp)
N

K(so0)
Logo,
I
C = ~(s0) + ——1i(s0)

k(s0)
é o centro de curvatura de v em sg e [|v(s0) — C||* = p(so)
p(so). Portanto, C é o circulo osculador a v em s.

== r=

(<) Seja v uma curva regular e so € I o circulo osculador a v em s,
denotado por C(C,r) é o seguinte subconjunto de R?
C(Cr)={X eR*; |X - C|* =7},
1 1
n(sg) er = .
o )

com C' = ~(sg) +

Counsideremos
F: R — R
X — F(X) =X -CP-r

com VF(X) = 2(X — C) # 0. Definimos a funcdo de contato

1 — R
s > p(s) = Foy(s) = lv(s) = C|I* —r*.

temos:

©(sp) = 0, pois v(sg) € C(C,r)
¢'(s0) = 27'(s0)(v(s0) = C) =0, pois (y(s0) —C) // 1i(s0)
¢"(s0) = 2[k(s0)h(s0)(7(s0) = C) + 1]

Portanto, o circulo osculador a v em sy tem contato de ordem > 2.
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1.1.2 Conicas

Definicao 1.18. Uma cénica C é um subconjunto de R? definido por:
C = {(z,y) € R*az® + 2hay + by* + 292 + 2fy +c =0} (1.4)
onde a,b,c,h,f g € R e a,b sdo ambos nao nulos, ou seja,
C=p1({0}), com o(x,y) = ax®+ 2hxy + by* + 297 + 2fy + c.
As conicas sao classificadas em:
Conicas degeneradas: um ponto, uma reta, duas retas concorrentes e duas
retas paralelas;
Conicas nao degeneradas: parabola, elipse e hipérbole.
As conicas podem ser classificadas através do discriminante A = ab—h?, como
segue:
i) Se A > 0, entao C uma elipse ou um ponto;

ii) Se A =0, entdo C é uma parabola ou uma reta ou um par de retas paralelas;

iii) Se A <0, entdao C é uma hipérbole ou um par de retas concorrentes.

O centro de uma conica da defini¢ao ¢ uma solucdo (z,y) do sistema

ar+hy+g = 0
he+by+f = 0

1.1.3 Curvas Planas Fechadas e Convexas e Curvas Fecha-
das com Largura Constante

Dada uma curva y: I — R? dizemos que (o) ¢ um ponto simples de 7 se,
t— (1)
e somente se, para todo t € I, com t # ¢, tivermos y(t) # 7(to). Caso contrério,
dizemos que 7(t) é ponto multiplo.

Definicao 1.19. Uma curva v: I — R? ¢ simples se, e somente se, v é um
t— (1)
aplicacao ingetora.

Defini¢ao 1.20. Uma curva parametrizada por 7: [a,b] — R? € fechada se,
t— (1)
e somente se, v(a) = y(b).
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Definigao 1.21. Uma curva plana v: [a,b] — R?* ¢ curva de Jordan se, e
t—(t)

somente se, v € fechada e vy € simples.

[a,b)
Definigdo 1.22. Uma curva reqular v : [a,b] — R? é conveza, se para cada
to € [a,b], o traco de 7 estd inteiramente contido em um dos semi-planos
determinados pela reta tangente a v em ty. A curva v € dita estritamente
convexa em ty, se o trago de vy, exceto pelo ponto (ty), estd inteiramente contido
no semi-plano aberto determinado pela reta tangente a curva v em y(to).

T

Figura 1.1: Curva convexa a esquerda e curva nao-convexa a direita

Teorema 1.23 ([I]). Uma curva reqular de Jordan 7y : [a,b] — R? é conveza se,
e somente se, sua curvatura nao muda de sinal.

Definigao 1.24. Dizemos que uma curva plana fechada conveza vy : [a,b] — R?
€ de largura constante, quando a distdncia entre os pontos de contatos das
tangentes paralelas com a curva v possui distancias iguais.

Obsevacao 1.25.

A curva mais conhecida de larqura constante € o circulo, neste caso as dis-
tancias de larguras constantes sao os didmetros.

Ezxistem curvas nao circulares que possuem largura constante, por exemplos,
curvas que possuem as formas de moedas de 20 pences e 50 pences mostradas na

figura[1.3

Figura 1.2: Formas com largura constante

[lustramos no exemplo abaixo uma curva que possui largura constante. Em
[21] estas curvas sao estudadas de maneira detalhada e ha outros exemplos de
tais curvas.
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Exemplo 1.26. Considere a curva plana v com a sequinte parametriza¢ao:

3
<2C083t—|— g —l—b) cost + EasiHBtsint

=3

a a . 3a
y = (5 cos 3t + 5 —|—b) sint — ?sm?)tcost

Para valores de a =2 e b= 8, temos o grdfico

Figura 1.3: Curva com largura constante

1.1.4 Envolvente de uma familia de curvas

Dada um curva plana em que a curvatura nao se anula, sua evoluta tem a
propriedade de que a reta tangente a evoluta em um determinado ponto ¢é a reta
normal & curva no respectivo ponto. De fato, seja r, a reta normal a v em s

definida por
Tni=1(A) = 7(s0) + Afi(sp), A€ R

1
b E . pois E(sy) = .
Observe que E(sg) € 7y, pois E(so) =7 (/{(30)>

—

= tp(s) = £1(s), entdo a reta tangente a evoluta em sq é
spi=s(a) = E(sy)) +atg(sy), acR.
= E(so) + amni(sp),
Portanto, as retas r,, € sg possuem a mesma direcao.

Podemos pensar que as retas normais a curva original formam uma familia de
curvas, deste modo vamos encontrar uma curva que ¢é tangente a uma familia de

curvas.
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A familia de curvas pode ser encontrada da seguinte maneira: A cada curva
da familia associamos ao nimero real a seu parametro e consideremos

F: VCcR — R
(z,y,B8) — F(z,y,0),’

uma funcao real diferenciavel, tal que:
OF\? OF\?

Esta funcao obtida fixando o parametro [, satisfaz as condi¢oes do teorema
logo existe uma curva Dg no plano cujos pontos p satisfazem F(p, 8) = 0.
Assim, as curvas Dg obtidas desta maneira formam uma familia de curvas.

Definicao 1.27. Dizemos que uma curva v é uma envolvente de uma familia
de curvas Dg, se para cada t existe um pardmetro 5(t) tal que a curva v seja
tangente a curva a Dg(t) no ponto y(t), onde B(t) € diferencidvel e 5'(t) #
0,vt e L.

Exemplo 1.28. Seja F : R? — R definida como
F(xvyvﬂ) = ($_6)2 +y2 - RQa

onde R ¢ uma constante. As curvas Cg, da familia gerada por F', sao circulos de
raio R e centro (,0) no plano. Esta familia tem duas envolventes, as retas

y=R e y=—R.

A reta y(t) = (t, R) € tangente a curva Cy, no ponto y(t1) = (t1, R). Logo, neste
caso, B(t) =t e f'(t) =1 #0.

=]

R
AYAVAL

Figura 1.4: Envolventes da familia de circulos
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Observe que, podemos reparametrizar a curva -, usando o parametro 3, pois
B" # 0, ou seja definimos a reparametrizacao 4 pela equacao 5(5(t)) = y(t).

O teorema abaixo nos da condicoes para saber se um ponto pertence a envol-
vente da familia de curvas.

Teorema 1.29 (|27]). Um ponto da envolvente 5(55) satisfaz as equagoes

F&(6),6) = 0
oF
%(v(ﬁ),ﬂ) = 0

Inversamente, se uma curva () satisfaz as equagdes acima, entio v é a envol-
vente da familia de curvas gerada por F.

Definicao 1.30. Seja

F R3 — R
(z,y,t) — F(z,y,t),”’

uma fungao diferencidvel. Dizemos que um ponto (z,y) e um ponto de regres-
sao se satisfaz

F(z,y,t) = 0
oF
E(m,y,t} =0
0’F
W(xvyvt) = 0

Exemplo 1.31. Considere a familia de curvas geradas por

042

F(:B,y,a) =ar —py — 77
sendo p uma constante nao nula. As curvas D, sdo linhas retas. Para encon-
trarmos a envolvente de D,,, precisamos resolver o sistema de equacoes dado pelo
teorema (1.29)), ou seja

ar—py— o = 0
T — = 0
2
Substituindo x = o na equagao ax — py — — = 0,0btemos
Y= %’

Assim, a envolvente da familia de curvas F' como mostra a figura € uma
pardbola de R?.
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\ /

S
5% '~

Figura 1.5: Parabola como envolvente da familia de curvas F'.

1.2 Transformacoes Afins do Plano no Plano

Nesta secao vamos introduzir as transformacoes afins do plano no plano, suas
propriedades, o teorema fundamental da Geometria Afim e os grupos de trans-
formagoes.

As referéncias para esta secao sao: [12], [24], [25] e [28§].

1.2.1 Transformacoes Afim do Plano

Definicao 1.32. Uma aplicacio T : R? — R? é uma colinearizacdo se, e
somente se,
(i) T é uma bijegao.

(i1) Dados P,Q e R pontos distintos em R?, entao P,Q e R sdo colineares se,
e somente se, T(P), T(Q) e T(R) sdo colineares

Definicao 1.33. Uma transformacio T : R?> — R? ¢ uma isometria se, e
somente se, d(X,Y) = d(T(X), T(Y)) para quaisquer X eY em R2
E facil ver que toda isometria plana é uma bijecdo (vide [28]). Sabemos da
desigualdade triangular que dados X,Y e Z em R2
d(X,Z)+d(Z,)Y)=d(X,Y) se, e somente se, X,Y e Z sdo colineares.
Consequentemente temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.34. Toda isometria é uma colinearizacao.
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A reciproca deste resultado nao é verdadeira.
Exemplo 1.35. Seja

T : R — R
X s T(X) = Au(X),

com Ay, = kly, k #0, T é chamada uma dilatacao de amplitude k.
Se k=1, entido T € a identidade. E fdcil ver que:
d(T(X), T(Y)) = [k[]d(X,Y),
logo se k = £1, entao T nao € uma isometria.

Definicao 1.36. Uma aplicacio T : R? — R? é uma transformacdo afim se
existem A € GLy(R) e b um vetor de R? tais que

T(X)=A(X)+b, VX € R?

Teorema 1.37. Toda transformacao afim é uma colinearizacao.

Demonstragao.

(i) T é sobrejetiva, dado Y € R2, consideremos X = A~1(Y — b), entdo:

T(X) = A(X)+D0,

(ii) T é injetiva, pois dado X e Y em R?, entdo

—

T(X)=T(Y) & AX)+b=AY)+b
& AX) = A®Y)
= A(X - Y) = Oge.

Como A ¢é invertivel, entao devemos ter X —Y =0<= X =Y. Logo, T
é invertivel e a inversa de T é dada por

T(X) = A(X) + by, com by = —A~(D).
De fato:

T (T(X)) =
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Observemos que P e () sao pontos distintos e a reta que passa por estes pontos
pode ser parametrizada por:

r(t)=(1—-t)P+tQ, comteR.

E a reta a imagem de r(t) por T é dada por:

s(t) = T((1—1t)P+1tQ)
= A(1-H)P+1tQ)+b
= AP —tAP+tAQ +1b

= (=1 (AP)+8) +1 (AQ) +D)
= (1-t)T(P)+tT(Q)
ou seja s(t) = T(r(t)) é a reta que passa por T(P) e T(Q).

Como T & invertivel segue que T~ (s(t) = r(t)). Portanto, P,Q e R sdo
colineares se, e somente se T(P), T(Q) e T(R) também o sdo. |

Obsevacao 1.38. A reciproca deste teorema também € vdlida, ou seja, toda co-

linearizacao € uma transformacao afim. A demonstracao pode ser encontrada no
Apéndice E de [28].

Corolario 1.39. Seja T : R? — R? uma transformacao afim, entio temos:

(i) 0 é uma reta se, e somente se, T({) é uma reta.
(i1) ¢ e m sao retas paralelas se, e somente se, T({) e T(m) sao retas paralelas.

(iit) { e m sao retas concorrentes se, e somente se, T({) e T(m) sao retas
concorrentes.

(iv) Dados P e Q pontos distintos, M é ponto médio do segmento PQ se, e
somente se T(M) € ponto médio do segmento T(P)T(Q).

Demonstracgao.

(i) Sejam ¢ = P + [U] uma reta e

T : R — R?
X — T(X)’

uma transformagao afim. Dado x € ¢, x = P + tv, temos
T(z) = AP+t0)+0b
A(P) + tA(®) + b

= A(P)+b+tA(®®)
= T(P)+ tA®®).
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(ii)

(iii)
(iv)

Logo T(x) esta na reta ¢’ que passa por T(P) e tem direcao de A(?¢). Como
x € [ & arbitrario, segue que T(¢) C /.

Dado y € ¢, sabemos que y = T(P) + MA(?), tomando z = P + A\ e
desenvolvendo como acima, concluimos que T(z) = y. Dai que , ¢/ C T(l).

Portanto T(¢) é uma reta que passa por T(P) com dire¢ao A(¢).

Suponhamos que ¢ = P + [v] e m = @ + [4]. As retas ¢ e m sdo paralelas
se, e somente se, U e u sao paralelos, ou seja, existe A € R tal que v =
AMi. Mas pelo teorema acima, T(¢) e T(m) tem as dire¢oes A(7) e A(1)
respectivamente. Como U = A, entao

A(0) = A(Mi) = M(u) = A(0) | A(d) <= T() | T(m).

Verifica-se de maneira analoga.

Sejam P, (Q pontos distintos e T: R? — R?  uma transformacao afim.

X s T(X)
Dado M = P ponto médio do segmento P(), temos:
T(M) = A(M)+b
— A (P - Q) +5
2
_ AP L AQ b b
2 > 373
_ T(P)  T@Q
2 * 2
Logo T(M) é ponto médio do segmento T(P)T(Q).
Como T(M) = w, temos:
T(M) = A(P) +b;A(Q) +b
AP+ Q) +2b

2
= A(P;Q)JFE.

P
Portanto, M =

¢ ponto médio do segmento PQ).

A principal caracteristica de geometria afim plana é que ela depende ape-
nas das propriedades de incidéncia e nao depende de perpendicularismo nem de
distancias.

O teorema fundamental fornece um critério simples para a existéncia e unici-
dade de uma transformacao afim.
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Teorema 1.40 (Teorema Fundamental da Geometria Afim). Dados {P,Q, R}
e {P,Q',R'} ternas de pontos nao colineares eziste uma tnica transformagao
afim T : R? — R? tal que

T(P)=P, T(Q =Q, ¢ T(R) =R

A demonstracao deste teorema nao sera feita, pode ser encontrada em [28].

As isometrias planas, que sao reflexoes, translacoes, rotagoes e reflexdes com
deslizamentos, forma um grupo de transformacoes geométricas que dao ao plano
a estrutura de geometria euclidiana, pois preservam distancias entre dois pontos.

Dentre as transformacoes afins que nao sao isometrias ha as reflexoes afins,
os cisalhamentos, as dilatacoes e as similaridades, estas transformacoes sao estu-
dadas detalhadamente em [28].

1.2.2 Grupo de Transformacoes Afins

Vimos na demonstragao do teorema que se T é uma transformacao afim,
entao T~! também o é.

E claro que a aplicacdo identidade I;: R? — R? é uma transforma-
X— Li(X)=X
¢ao afim.

Além disso, se T e T sdo transformacoes afins, entao T o T também o sdo.
_ De fato: Suponhamos que T(X) = A(X)+be T(X)=A(X)+ by, com Ae
A em GL2(R), b e by vetores em R?, entao
ToT(X) = T (A(X) + 61)
- A (fl(X) +51> +b
= A (A(X)) +AB) 4D
— Ao A(X)+ A(by) +b.

Como Ao A € GLy(R) e A(by)+b é vetor de R?, entdo ToT ¢ uma transformacio
afim.

Assim, denotando por AF(2) o conjunto de todas as transformacoes afins do
plano no plano temos o seguinte resultado.

Teorema 1.41. (AF(2), o ) é um grupo, chamado grupo das transformacoes

afins do plano no plano.

Cada elemento de AF(2) pode ser identificado com uma matriz de GL3(R),
de fato:
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Dado T € AF(2), entao T esta totalmente determinada por A € GLy(R) e
b vetor de R?, tomando

1 _ f42x2 b2x1
A‘[om 1 }

temos det A = det A # 0, portanto A € GL3(R). Logo,

AF(2) = H Az bzfl 1 , A€ GLz(R)}.

01x2
Assim, dada T transformagao afim podemos escrever T = (A, b).

Proposicao 1.42. AF(2) ¢ um subgrupo de GL3(R).

Demonstracgao.
Segue do fato que AF(2) é um grupo e pela identificagdo acima. |
Neste trabalho vamos utilizar um subgrupo especial de AF(2), primeiro con-

sideremos:

SLy(R) = {4 € GLy(R) ; det A =1}

o grupo linear especial de ordem 2.

O grupo linear afim especial de ordem 2, denotado por ASLy(R), é o
seguinte subgrupo de AF(2):

ASL,(R) = {(“5‘ ’1)) ;AGSLQ(R)}

¢42x2 b2x1
= s detA=1,.
{( O1x2 1
Defini¢ao 1.43. Uma transformacdo afim T = (A,b) : R? —>~]R2 ¢ chamada
transformacdo equi-afim ou unimodular se, e somente se, A € ASLy(R).
Vamos entender o porque da denominacao dada na definicao [1.43]

No que segue, dados vetores 4 = (uy,us) e ¥ = (vq1,v2), vamos denotar por
Uy Uz

[u, U] o determinante da matriz ( o
1 U2

Se 4 e U nao sao paralelos, entao a area do paralelogramo P determinado por
estes vetores é dada por:

areap = ||l - h = [Jal|[|o — '], (1.6)
com ¥ a projecao ortogonal de ¥ na direcao de u.
Do teorema de Pitagoras temos:

17— &1* = 9" = lv]|>.
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Y

Figura 1.6: Paralelogramo gerado pelos vetores 4 e ¢/

Logo,
(ireap)? = [l 5 — )
= al? - el e - e
— P ol — e S e

= fal*- [|v)* - (@ v)*
= (uf +ud)(v]+v3) — (uv? + 2uiugvivy + usv;)
= wlvd — 2uiusvivg + usv? = [it, v)%.

Assim, se T ¢ uma transformacao equi-afim, entao:

[T(X), T(Y)] = [AX), A(Y)]
= det A[X,Y] = [X,Y].

Portanto, as transformacoes equi-afins sao invariantes por area.

1.3 Geometria Diferencial Afim de Curvas planas

Nesta secao, apresentamos os conceitos bésicos da geometria diferencial afim
de curvas planas, que sao analogas aos estabelecidos na secao (1.1}

As referéncias para este estudo sao:[12], [24] e [25].

1.3.1 Comprimento de Arco Afim

A ideia basica aqui ¢ ao considerarmos v: I — R? uma curva diferencidvel
t— (1)
encontrar uma nova reparametrizacao, por uma parametro s, que seja invariante
afim.
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Vimos na subsecao que a area do paralelogramo determinado por 4 e
U, vetores do plano, é dada, a menos de sinal, por [u, 7] e que as transformacoes
equi-afins preservam esta area. Dai temos as seguintes definigoes:

Definicao 1.44. Uma curva v: I — R?  estd parametrizada pelo compri-
s — 7(s)
mento de arco afim (p.p.c.a.a) se, e somente se,

[V (s),7"(s)] = 1, para todo s € 1.

Neste caso, o vetor v'(s) é chamado vetor tangente afim a v em s e o vetor
v"(s) € chamado vetor normal afim a y em s.

Obsevacgao 1.45.

1) Reservaremos o pardmetro s para o pardmetro pelo comprimento de arco

afim.

2) Indicaremos as derivadas de 7 parametrizada pelo comprimento de arco
afim por v, ~",~v", etc. Enquanto que as derivadas de vy por um pardmetro
arbitrdrio indicaremos por: 4,%,7 , etc.

3) A definicao s0 faz sentido se v'(s) e ~v"(s) sao linearmente indepen-
dentes.

Definicao 1.46. Seja v: I — R?  uma curva diferencidvel, dizemos que ~y tem
t—(t)
uma wnflexdo em ty ou que y(ty) € um ponto de inflexio se, e somente se

Obsevacao 1.47. A definicao de inflexdo nao depende da parametrizacao.

De fato, set: J — 1 € uma funcao mudanca de pardmetro para v, ou seja

£ t(¢)

voiJ —
§ — (&) =)

€ uma reparamelrizacao, entao:

O =T ¢ () = e (j—z) +w<t<§>>j—§§.

Logo,
s dt\® .
3.1 = () BeoLite
3
- (&%) Bl
Como t € fung¢ao mudanga de parametro, entao 3—; nao se anula, portanto

(€, 4] =0 <= [¥(),7(#)] =0
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Assim, como toda curva plana admite uma parametrizacao pelo comprimento
de arco (proposi¢ao [1.7) também admite uma parametriza¢ao pelo comprimento
de arco afim.

A definicdo de funcdo comprimento de arco afim é feita de maneira que sua
inversa seja a mudanca de parametro pelo comprimento de arco afim.

Definicao 1.48. Sejav: I — R? curva diferencidvel, com o conjunto de pontos
t— (1)

de inflexao de medida nula, o fungdo comprimento de arco afim de vy a partir

de to, denotada por ly,(t) € dada por

EtOZI—>R

s () = / i), 5(w)]} du.

to
Obsevacao 1.49.

Se v: 1 —+R? estd parametrizada pelo comprimento de arco afim, entdo a
t— (1)
menos de uma constante e de sinal o pardmetro s mede o comprimento de arco

afim.

Proposicao 1.50. Toda curva diferencidvel sem pontos de inflexao admite uma
reparametrizacao pelo comprimento de arco afim.

Demonstragao.

Seja v: I — R? curva diferencidvel sem pontos de inflexdo por um parame-
t—(t)
tro qualquer.

Dado ¢ty € I consideremos

s: I — R

Eos s(t) = / ), 5(w)? du.

to
~ . . _ ds . DS S
fungao comprimento de arco afim a partir de t(, entao - = [¥(t),5(t)]® nao se
anula, pois v nao tem inflexoes.

Logo s é injetiva e s: I — J = s(I) é uma bijec¢ao.
t— s(t)

Sejat: J — 1 ainversa de s.
s — t(s)

Afirmacao 1.

A curva B:J — R? € reparametrizacao de v pelo comprimento

s —> B(s) = 7(i(s))

de arco afim.
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De fato:
, dydt . dPy A\ dydt
Como ['(s) = T e "(s) = ) (E) t e entao:
o |dydt &y (dt\? dyd?
Pl 5 = [ad—ﬁ(d—) e
() [
 \ds/) [dt’ dt?
1 1 N
= [1(®),4(1)] = [ (0), (1)) =1

Wl

(%) (15, 50)%)

Portanto, B € reparametrizacao de v pelo comprimento de arco afim.

Exemplo 1.51. Consideremos a curva y(t) = (acost,bsint), onde t € R e
a? +b* # 0, cujo traco € a elipse centrada na origem, entdao:

A(t) = (—asint,bcost) e #(t) = (—acost,—bsint),

e portanto [(t),%5(s)] = ab. Logo a fun¢ao comprimento de arco afim a partir de
to =0 ¢ dada por:

u):/otﬁ/% d¢ = Vabt.

Assim, (R) =R eh=¢"1R—R
s +— h(s) =

Portando, v(s) = y(h(s)) : R - R,

() = (acos 2 bsin o )

€ uma parametrizacao de v pelo comprimento de arco afim.

Obsevacao 1.52. A curvatura euclidiana de uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco afim € sempre positiva. Basta notar que, a curvatura eucli-
diana de uma curvae plana é:

(s) = [V'(s) 7”‘(;)]

[17'(s)]
Como ['(s),7"(s)] = 1 para todo s, entao

k(s) =V >0, V s
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1.3.2 Tangente Afim e Normal Afim

Definigao 1.53. Seja v : I — R? uma curva plana diferencidvel sem pontos de
inflexao parametrizada pelo comprimento de arco afim. O vetor v'(sg) € chamado
vetor tangente afim ay em y(sg). O vetor"(so) é chamado de vetor normal

afim a vy em y(so).

E interessante termos a expressao dos vetores tangente e normal afim quando
a curva esta parametrizada por um parametro arbitrario.

Proposigao 1.54. [12] Seja~y : 1 — R? uma curva plana diferencidvel sem pontos
de inflexao parametrizada por pardmetro arbitrdrio. Entao o vetor tangente afim
e o vetor normal afim sao dados, respectivamente:

1

VY =v e o =v - g e, (1.7)

onde v=1[Y,%] ev = [, 7]

Obsevacao 1.55. Se a curva v estwer parametrizada pelo comprimento de arco
(Euclidiano), os vetores tangente afim e normal afim, sio dados por:

]. 5.,

= k3N — —K 3kt,

1o
Y =KT3t e vy
onde k € curvatura euclidiana.

Definigao 1.56. Seja v : I — R? uma curva plana sem pontos de inflexio para-
metrizada pelo comprimento de arco afim.

(1) A reta tangente afim ay em y(ty) € a reta paralela ao vetor v'(s(to)) que
passa por y(ty). Isto é:

{x e R?: [x —(to),*(to)] = 0} .

(ii) A reta normal afim a -y em y(to) € a reta paralela ao vetor v"(s(ty)) que
passa por y(ty),onde tg = £(so). Isto é:

{x e R*: [x — y(to),¥(to)] = 0} . (1.8)

Proposicao 1.57. Dada uma curva plana v = (X,Y) parametrizada por um
pardmetro arbitrdrio t. A equacdo da reta normal afim de v € dada pela sequinte
EqUACGo:

(y—Y) (kX — 3@2) t(z—X) (3@"/ _ kY) —0.

Demonstragao.

O vetor normal a v = (X,Y") é dado por:
.. .. 1 5 . .
Y'(s) = K3 (X,Y) - 3/{_5/{ (X,Y)

1 5 . L. .
= on (3/<;X ~iX,3KY — /%;Y) .
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Pela equacao (1.8) da reta normal, temos:
0 = [(*/Ev y) - (Xv Y) ’7,/(‘9)]
3:X — kX 3KY —RY
x—X y—Y ’

o que demonstra o resultado. [ |

1.3.3 Curvatura Afim

Seja v : I — R? uma curva plana diferenciavel parametrizada pelo compri-
mento de arco afim, ou seja, [/(s),7”(s)] = 1. Derivando esta equacdo em termos
do comprimento de arco afim, obtemos:

Assim, os vetores 7/(s) e v"”'(s) sdo paralelos, isto é, existe uma funcao p: I — R
tal que:
Y"(s) + p(s)y'(s) =0, Vsel (1.9)

Temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.58. A curvatura afim de uma curva plana v sem pontos de in-
flexao parametrizada pelo comprimento de arco afim € a funcao real p: 1 — R

definida por
u(s) =["(s),7"(s)]-

E interessante obter a curvatura afim de curvas planas que nao estejam para-
metrizadas pelo comprimento de arco afim. Como segue:

Proposicao 1.59. [12] Seja v uma curva plana diferencidvel sem pontos de in-
flexao parametrizada por um pardimetro arbitrdrio t. Entao a curvatura afim é
dada por:

wloo

1
o= 5(3uu — 5% + 9y, V])v s,
com v = [¥,%].

Corolario 1.60. [12] A curvatura afim de uma curva plana em termos da cur-
vatura Buclidiana é:

wloo

1
= 5(3%/’% — 5i% + 9kt K3,

Exemplo 1.61. Considere a elipse dada pelo Exemplo |[1.51]

0= oo ()4 )
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A curva v estd parametrizada pelo comprimento de arco afim, pois:

1 | ) e

vV ab vV ab

—~~
S
o

()

v/ (ab)

= sinz( i )+cos2( 5 )
\3/% vV ab

—_

Entao, a curvatura afim de v é:

~—

po= 0"s),7"(s

No exemplo acima, vimos que a elipse possui curvatura afim p constante
positiva. O teorema abaixo, mostra que as cOnicas sao as Unicas curvas que
possuem curvatura afim constante.

Teorema 1.62. Seja v : I — R? uma curva plana diferencidvel sem pontos de
inflexao. A curvatura afim p € constante se, e somente se v é uma conica. Mais
precisamente, temos:

uma elipse
uma pardbola
uma  hipérbole

SN

w>0 se e somente se, vy
uw=0 se e somente se, -~y
w<0 se, esomentese,

[S NN

Demonstragao.

Suponha que a curva 7y esteja parametrizada pelo comprimento de arco afim
e que a curvatura p seja constante. Sabemos pela equacao (1.9) que

7"(5) + pu(s)Y'(s) =0, Vs €1

Como 7 é uma curva plana em coordenadas (x(s), y(s)), entdo vamos resolver
o sistema de equacoes diferenciais:

2(s)+px'(s) = 0
L =0 10
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Fazendo
X — I,/, X/ — x//7 X// — m///) Y — y/7 Y/ — y”, Y// — y///’

transformamos o sistema de equacoes de 3*orderm (|1.10)) em um sistema de equa-
coes de 2%ordem com coeficientes constantes:

{ X"(s) + p X'(s)
Y'(s)+uY'(s) = 0.

I
o

(1.11)

Para esse sistema, existem valores constantes de r tais que €™ é uma solugao
de ambas as equagoes do sistema. Substituindo

X(s) = =Y (s), X'(s) = re" =Y'(s), X"(s) =r’e" =Y"(s)

nas equacoes correspondentes, obtemos a equacao caracteristica, dada por 7% +
1 =0, a qual possui as seguintes solucoes

r=v—pu e r=—/—pu (1.12)

Assim X e Y sdo soluges do sistema ([1.11)) se, e somente se, r é solucao da
equacao r2 + u = 0, estas solucoes podem ser obtidas de acordo com os seguintes
Casos:

1°caso: Curvatura afim positiva

A equagao caracteristica possui duas raizes complexas r = 1,/ e r = —u,/Ji.
Logo, a solugao geral das equagoes do sistema (1.11]), é

X(s) = acos/us + bsin \/pis
Y (s) = ccos\/us + dsin \/us.

Assim, a solugao geral das equagoes do sistema (1.10)) para valores arbitra-
rios a,b,c,d, e, f € R é dada por

b
x(s) = %sin\/ﬁs—ﬁcos\/ﬁs%—e

y(s) = ésin\/ﬁs—%cos\/ﬁs—l—f

v(s) = (%Sin\/ﬁs—%cosﬁs%—e,ﬁsin\/ﬁs—%cosﬁs#—f),

é uma parametrizacao de uma elipse.

2°caso: Curvatura afim nula
O sistema de equagoes (1.10)) se torna:

{ e

Il
o
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Assim 7"(s) = 0, a partir do qual obtemos:

1
v(s) = §s2b + sa + ¢,
onde a,b e ¢ sdo vetores constantes tais [a,b] = 1. Tomando como coorde-
nadas (x,y) tais que a = (a,0), b= (0,b1) e ¢ = (c1, c2) vemos que a curva
descreve uma parabola

1
V(s) = (CHS + C1, 55251 + 02) :

3°caso: Curvatura afim negativa

A equacao caracteristica possui duas raizes reais r = \/—pu e r = —\/—p.
Logo, a solugao geral das equagoes do sistema (1.11]), é

X(s) = aeVTH 4 pem VRS
Y (s) = ceV T 4 de VT,

Assim, a solugao geral das equagoes do sistema (1.10)) para valores arbitra-
rios a,b,c,d, e, f € R é dada por

a a —
x(s) = eVTH — ——e VT e
VTH Vi

— d
y(s) = € evans e VT4 f

vV H V—H
Utilizando as desigualdades:

eV = cosh /—pus + sinh \/— s
e"V7THS = cosh /— s — sinh /— s,

obtemos a parametrizacao da hipérbole dada por

v(s) = (p1 cosh /=ps + py sinh /—pus + ¢, ¢ cosh /—ps + gosinh /—ps + f)

a+b a—>b c+d c—d
, P2 = , 41 = y 2 = .
N TR e T T

onde p; =

Reciprocamente, suponhamos que v ¢ uma cdnica nao degenerada, entao te-

mos 0s seguintes casos:

1°caso: 7 é uma elipse

@=a) , y=a)

5 B = 1, a qual pode ser
a

A equacao da elipse é da forma:

reparametrizar por:

v i [0,27] — R?
t  +— (t) = (acost+ ¢y, bsint + co)
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Esta nao é uma parametrizacao pelo comprimento de arco afim, pois [¥(t), 5(t)] #
1. Pelo exemplo (1.51), temos uma parametriza¢ao pelo comprimento de
arco afim, dada por:

1(s) = (acos (%) + e, bsin (%) + CQ> .
1

Logo, a curvatura afim da elipse é p = constante positiva.

2°caso: v é uma hipérbole

(5’7 - 01>2 (ZJ - 02)2
a? B b2

A equacao da hipérbole é da forma: =1, a qual pode

ser reparametrizada por:

v : R — R?
t — 7(t) = (acosht+ cq,bsinht + c3)

Entao:
4(t) = (asinht,bsinht)
() = (acosht,bcosht).
Temos que: [¥(t),7(s)] = —ab. Logo a fun¢ao comprimento de arco afim a

partir de to = 0 é dada por:
t
s(t) = / V—ab d¢ = —Vabt.
0

Logo, uma reparametrizacao pelo comprimento de arco afim da hipérbole é

y(s) = (a cosh (\/%) ,—bsinh (J%)) .

Portanto a curvatura afim é

no= [(s),7"(s))
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3°caso: v ¢ uma parabola

A equagdo cartesiana da parabola ¢ (x — a)? = c¢(y — b), a qual pode ser
reparametrizada por:

v : R — R?
1
to—s 'y(t):(t—l-a,—t2+b>
c

0= (12) ¢ 50 - (0.2)

Temos que: [§(t),7(s)] = 2/c. Assim a fun¢do comprimento de arco afim a
partir de to = 0 é dada por:

s(t):/oti/g de = V2c 1t

Portanto, uma reparametrizacao pelo comprimento de arco afim da parabola
pode ser dada por:

v(s) = (i/§s+a,%§/@s2+b> .

Logo a curvatura afim é :

Entao:

po= [(s),7"(s)]
0

Definigao 1.63. Seja v : I — R? curva plana diferencidvel parametrizada pelo
comprimento de arco afim. A curva vy possui

(1) inflexao afim ou ponto parabdlico em (ty) se u(so) = 0. A inflexdo ou
ponto parabdlico é chamada de ordindria se i/'(sg) # 0, e de degenerada
se 1'(sg) = 0.

(1) vértice afim ou ponto sextdtico em y(sg) se pu(so) # 0 e /(sp) =0. O
vértice ou o ponto sextdtico é chamado de ordindrio se 1"(so) # 0 e de
degenerado se 1/"(sp) = 0.
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1.3.4 Evoluta Afim

Podemos definir uma curva que possui as mesmas caracteristicas da evoluta
(euclidiana), mas ao invés de usarmos a curvatura e o vetor normal iremos usar
a curvatura afim e o normal afim.

Definicao 1.64. Seja v uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco afim tal que p(so) # 0, so €1, o nimero

= Talso)] ¢ chamdado o rato de curvatura afim de ~v em sy,
H(So

1
e o ponto C(sg) = v(so) + ﬁv”(so) ¢ chamado o centro de curvatura afim
HASo

de v em so. A cOnica osculatriz de v em sg € a conica com centro de curvatura
afim C(so) e raio p(so).

Obsevacao 1.65. A conica osculatriz em um ponto da curva € uma hipérbole se
1w <0 ou uma elipse se p > 0.

Definicao 1.66. Seja v : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco afim tal que p(s) # 0 para todo s € 1. A medida que varia o parémetro s, o
centro de curvatura afim da curva v descreve uma curva € : 1 — R?, chamada a
evoluta afim de v, dada por

1.3.5 Funcao Distancia Afim

Nesta subsecao iremos definir e estudar as propriedades de uma familia de
funcoes sobre uma curva plana. Esta funcao serd de suma importancia em nosso
trabalho.

Vamos usar a nota¢ao de singularidade Ay dada por Arnold (veja [§]), para
expressar o tipo de singularidade de uma determinada funcao.

Definicao 1.67. Seja f: R*?x I — R uma funcao diferencidvel. Dizemos
(2,t) — f(x,1)

que a fungao [ tem singularidade do tipo Ay, em ty quando k primeiras

deriwvadas de f em relacio a t sao nulas e k + 1 derivadas da funcao f ¢é

diferente de zero, isto é ) (x,ty) =0 para 1 < s < k.

Notacoes 1.2. No nosso contexto, iremos utilizar a derivada da funcao acima
como:

f(l)(l’,t) = ft(l’,t)
fO>z,t) = fulz,t)

f(k)(:at). : .ftk(x’t)
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Definicao 1.68. Seja v : I — R? wma curva plana diferencidvel parametrizada
pelo comprimento de arco afim. A familia de funcoes

d: R®°xI — R
(X,8) — d(X,s) = [X=7(s),7'(s)]

¢ chamada de familia de funcgoes distancia afim da curva 7.

-

Obsevacao 1.69. A familia de funcoes da distincia afim € claramente inva-
riante sobre transformacgoes afins, uma vez que a funcao € dada como um
determinante.

Proposicao 1.70. Seja v : I — R? curva parametrizada por um pardmetro arbi-
trario t. Entdo a familia de funcoes distdncia afim é dada por

d: R2xI — R
(X7t) — d(va) = [X_’ny]h/aﬁ)/]i

W=

Demonstragao.

Como a curva 7 estd parametrizada por um pardmetro arbitrario, entdo o
1. . ~ . .
vetor 7/(t) = Kk~ 37. Segue que a a familia da fun¢ao distancia afim é dada por:

d(X,t) = [X—=7(t),7(t)
=[x, 53]
= [X—7.4]x73,
com k = [, 7] |
Definicao 1.71. Sejam v : I — R? uma curva plana parametrizada pelo compri-

mento de arco afim e d: R x 1 — R a familia de funcoes distdncia afim.

(i) Se existir s; € 1 tal que
ds (X, 31) = dss (X7 31) = 07

entdo a funcao correspondente d (X, s) tem uma singularidade degenerada
em si.

(i2) O conjunto
Bd = {X € RQ; ds (X7 51) = dss (X’ 81) - 0}

¢ chamado conjunto de bifurcacao da familia de funcoes distincias afim.

A proposicao a seguir mostra propriedades da funcao distancia afim e que
serao tteis ao longo do trabalho.

Proposicao 1.72. Seja v : I — R? curva sem pontos de inflexio parametrizada
pelo comprimento de arco afim. A funcao distancia afim d da curva vy satisfaz as
sequintes singularidades:d
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(i) As1 se, e somente se, X —(s) é paralelo ao vetor normal afim ~v"(s), e X
pertence a reta normal afim a vy em y(s).

(i) Aso se, e somente se, p # 0 e X = y(s) + (1/u(s))7"(s), e X € entao o
centro de curvatura afim de vy em (s), isto é, pertence a evoluta afim de 7.

(iit) A3 se, e somente se, pu(s) #0, X =~(s) + (1/u(s))v"(s) e p/(s) =0: X
€ o vértice afim da evoluta afim de ~.

(tv) v € uma conica e X € o centro se, e somente se, d(X,s) € constante.

(v) X —7(s) =av/(s) — d(X,s)v"(s), para algum nimero real .
Demonstracao.

(i) Para a singularidade do tipo A1, temos que:

0
do(X,8) =0 & [ALf7 T + [X — 7(s),7(s)] = 0.

Logo o vetor X — ~y(s) é paralelo ao vetor v”(s), isto é, existe um \(s) tal
que

X =7(s) + Als)7"(s)

(ii) Para As,, temos:

{ ds(X,s) = 0 { X —~(s),v"(s)] = 0
<
dss (X,s) = 0 X —~(s),7"(s)] = 1.

Substituindo X — (s) = A(s)7”(s) na segunda equagao, obtemos:

1=[A)Y"(5),7"(s)] = ——= =A(s), p(s) #0

1
Logo, o ponto X = 7(s) + ——~"(s) pertence a evoluta.

()

(ii1) A singularidade do tipo Asj3, vemos que

0, (X,5) = 0 X —5(s),7"(s)] = 0
dss (X,5) = 0 <= (X =7(s),7"(s)] = 1
dyss (X,8) = 0 (X —(s),79(s)] = 0.

Da duas primeira equagoes, obtemos X — y(s) = (1/u(s))7"(s). Substi-
tuindo este valor na terceira equagao, vemos que:

['(s), 7P (s)] = p'(s)=0.

Portanto;

X=7(s)+—=7"(s), n#0 e p(s)=0. (1.13)
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(iv) Suponha que a conica seja uma elipse da forma (t) = (acost,bsint) cen-
trada na origem. Pela Proposicao vemos que:

) i ol
d(0,t) = [0—~(),¥@][v(t), 7)) ®
1
_ —acost —asint —asint —acost | 3
- —bsint bcost bcost —bsint

= —(ab)% é constante.
Supondo d (X, s) = ¢, temos ds (X, s) = [X — v(s),7"(s)] = 0, ou seja

X =9(s) + 2"(3)

corresponde ao centro de uma conica .

Considere agora a conica sendo uma hipérbole da forma v(¢) = (a cosh ¢, bsinht)
centrada na origem. Utilizando novamente a proposigao [1.70, vemos que

_1
d(0,t) = [0—~(t),¥®)][¥(t), ¥()] ®
_1
B —acosht asinht asinht¢ acosht 3
o —bsinht bcosht bcosht bsinht
%

= (ab) (sinh?® ¢ — cosh® )

= —(ab)ﬁ é constante.

A reciproca é anédloga ao da elipse.

(v) Como 7 é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco afim, en-
tao [7'(s),7”(s)] = 1 para todo s € I. Logo os vetores v'(s), 7"(s) sdo
linearmente independentes, e assim existem uma familia de funcoes «, [ :
R? x I — R tal que:

X —7(s) = ay'(s) + 87" (s).

Substituindo esta equacgao na funcao distancia afim d (X, s) da curva -,
obtemos d (X, s) = [av/(s) + 87" (s)] = —B. Portanto

X —(s) = a7/ (s) = d (X, 5)7"(s).

Obsevacao 1.73. Pelo item da proposicao acima, o conjunto de bifurcacao
da familia de fungoes distincia afim By € precisamente a evoluta afim da curva

y.



CAPITULO 2

CONJUNTO DE SIMETRIA
CENTRAL-CSS

Neste capitulo apresentaremos o Conjunto de Simetria Central-CSS de curvas
planas, o qual mede a extensao em que uma curva plana é centralmente simétrica.

Vamos estudar a estrutura local do CSS para curvas planas genéricas, isto é,
curvas que apresentam inflexoes ao longo de segmentos de curvas.

As principais referéncias para este capitulo sao: [14] e [21].

As figuras deste capitulo foram produzidas com o aplicativo LatexDraw, exceto
a figura 2.5 que foi retirada de [21].

2.1 Construcao do CSS

Definicao 2.1. Seja v : I — R? uma curva plana diferencidvel fechada. A
curva plana v possui um centro de simetria C, se para todo ponto P em v, o
ponto 2C-P ¢ também ponto de .

A nocao de centro de simetria para estas curvas é muito restritiva, pois existem
curvas planas fechadas que nao possuem um centro de simetria, uma ideia de
generalizacao desse conceito classico de simetria plana comecgou com o estudo do
conjunto de simetria, observando que:

Dada uma curva plana v centralmente simétrica sobre C, as tangentes em cada
ponto P e 2C' — P sao paralelas. Se fossemos construir a corda que unem cada
um dos pares das tangentes paralelas, notamos que a envolvente destas cordas
corresponde ao centro C. Mais precisamente:

38
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2C-p
Figura 2.1: Curva centralmente simétrica

Definicao 2.2. O congunto de simetria central denotado por CSS, do inglés
Centre Symmetry Set, de uma curva plana estritamente convera € a envolvente
de segmentos que unem os pontos de contatos dos pares das tangentes paralelas.

Podemos fazer uma construcao simples do CSS para uma curva fechada es-
tritamente convexa, da seguinte maneira:

1° passo: Encontramos os pares de tangentes paralelas as quais sao tangentes a
curva considerada;

2° passo: Unimos os pontos de contatos das tangentes paralelas da curva consi-
derada;

3° passo: Encontramos a envolvente destes segmentos.

Em vez de um tnico ponto como sendo o centro da curva plana, teremos um
conjunto de pontos, o que nos leva a Definigao[2.2]do conjunto de simetria central.
Abaixo, a figura mostra o CSS de uma oval.

Figura 2.2: Conjunto de simetria central de uma curva oval

Obsevacao 2.3. A defini¢ao do CSS, depende apenas de conceitos que sao in-
variantes por transformagoes afim, e assim podemos dizer que o CSS € um inva-
riante afim.

A primeira tentativa de criar uma generalizacao de simetria central foi dada
por S. Janeczko [23] conjunto de simetria central de uma oval ¢ definido conjunto
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de bifurcacao da familia de fun¢oes razao-da-distancias na curva parametrizada
por pontos no plano.

Neste trabalho vamos usar a definicao de envolvente de retas para estudar a
estrutura do CSS.

2.1.1 Evoluta de Area-AE

Na secao anterior, vimos que o CSS de uma curva plana convexa é a envolvente
dos segmentos que unem os pontos de contatos das tangentes paralelas. Vamos
definir um outro conjunto através dos pontos médios destes segmentos.

O leitor interessado em evoluta de area pode encontrar mais detalhes em: [10]

Considere a figura [2.3] com v uma curva plana diferenciavel convexa e para-
metrizada por uma parametro t € [0, 27|, £(t) a reta que passa pelos pontos 7(t)

1
e v(t+m) e areta r(t) que passa pelo ponto 3 (v(t) +v(t + 7)) com vetor diretor
().

Figura 2.3: A reta £(t) em vermelho e reta r(t) em azul

Definicio 2.4. A Evoluta de Area-AE ¢ a envolvente da reta paralela ao vetor
v (t) que passa pelos pontos médios dos segmentos que unem o0s pontos de contatos
das tangente paralelas.

Definicao 2.5. Sejam v : 1 — R?, B:1:— R? curvas planas diferencidveis con-
veras. A curva € equidistante a v quando a reta ((t) e a reta r(t) coincidem.

Obsevacao 2.6. A propria evoluta de drea € equidistante a curva 7.
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2.2 CSS como Envolvente de Retas

Nesta secao, vamos encontrar a parametrizacao da familia de retas que unem
os pares de pontos de contatos das tangentes paralelas.

Consideremos o sistema de coordenadas locais ilustrado na figura [2.4], com
as seguintes parametrizacoes dos segmentos de uma curva plana diferencidvel
fechada e convexa

v oI — R? ew:J—>]R2

t — n(t) = (t (1)) u > (u) = (c—u,d+g(u)),

sendo f e g funcoes diferencidveis tais que:

¥1(0)=(0,0) X

Figura 2.4: Coordenadas locais

Através da construcao do conjunto de simetria central, podemos observar que
uma condicao para que os pares de contatos de tangentes sejam paralelas é que:

F'(t) = =4'(u), (2.1)

sendo ’ a derivada com respeito aos parametros correspondentes. Assumimos que
nao temos inflexdes nos segmentos da curva. E vamos resolver a condicao das
tangentes paralelas para u = U(t).

Observemos que a reta que passa pelos segmentos v, e s, é paralela ao vetor

T = (t—c+UR), f(t) —d—g(U(1))),

e ortogonal a
N =(d+gU(t)) — f(t),t —c+ U(1)).

Logo, um ponto p = (x,y) do plano pertence a reta que passa pelos pontos 71 (%)
e ¥2(U(t)) se, e somente se,

((z,y) =7 () - N(t) =0
= (v —t)(d+g(U(t) = f(t) = (y— f®)(c=U(t) —t) =0.
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Assim, podemos definir uma familia de retas

F: R — R
(z,y,t) — F(z,y,t),

definida por:

Ftzy) = (@—=0)d+gUQR) = f1) == fO)(c-Ul)—1t) (22)

Para encontrarmos o CSS, devemos encontrar a envolvente da familia de retas
acima. Segue pelo (1.29) que: a envolvente desta familia de retas satisfaz as
equacoes:

Flx,y,t) = 0
{ %1—"(%%@ _ o (2.3)
sendo
aF ! ! !
5 (@Y t) == (d+g(UF) = f(t) + (@ =) (¢ U®)U'(t) = f(t) +

+f1(8) (e = Ut) =) + (y = f(1) (U'(t) + 1)

Para encontrarmos a solucao do sistema, utilizamos o aplicativo computa-
cional Maple, devido hé& expressoes grandes envolvidas. Assim, encontramos a
parametrizacao da envolvente da familia de retas F, dada por

w0 = (550 ) 24

Aty = cof —fU+ '+ f'U* —g(U)(U)c+ g(U) (U)U — de + dU—
—2f'cU — cf't + fUt + fU't + t2g'(U) (U) U’ — tU'g(U) (U)
~U'td —tg'(U) (U)U'c+tg'(U) (U) U'U.

B(t) = —¢d ) U'c+g¢g OU)UU+tgd (U)U + fle— f'U— f't—
= -Ud-UgU)+ fU —d—g(U)+f.

Ct) = cfd (U)U —cg(U) f —cdf — ftg (U)U — f2U" + g (U) f't—
= fUg (U)U' +d®+df't+2dg (U) + (g (U))* —g(U) f +g(U) fU+
= fU'd—df +df'U + fU'g(U).

D) = =g (U)U'c+g (U)UU+tg U)U' + fle— f'U— f't =U'd=
= UgU)+ fU —d—g(U)+ f.
Calculando em ¢ = U(0) = 0 em (2.3), obtemos o sistema:

xd—yc = 0

{—d+y(U/(O)+1) -0 (2:5)
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Substituindo u = U(t) na equagao (2.1)), e calculando a derivada, obtemos

F1(t) = —g" (U@ (t) TEE £1(0) = —g"(0)U'(0).

Calculando os vetores tangentes e normais de ambos os segmentos em t = u =0
obtemos

£1(0) =1(0), 7 (0) = (=f(0),1) e (0) =5(0), 7(0) = (—g'(0), -1).
Segue que as curvaturas de y; em 7(0) e 75 em (0) sdo respectivamente
k1(0) = f(0) e £a(0) = —¢"(0)
Assim, f”(0) = —¢"(0)U’(0) é
K1 (O)

U'(0) = 2 (0)

Portanto, resolvendo o sistema (22.5]), encontramos um ponto do CSS ao longo
da reta F que passa pelos pontos (0,0), (¢,d) dado por:

cri2(0) dr2(0) )

T,y) = , ) 2.6
)= (T ey 0 2 20

com o pressuposto de que x1(0) + £2(0) # 0

Obsevagao 2.7. Se d = 0, entdo todo o eixo x € solugao do sistema (2.5)),

assim no caso de uma tangente dupla, a propria tangente € parte do CSS. Caso
k1(0) + k2(0) — 0, entao o ponto CSS estd no infinito.

Uma solugao das equagoes (2.3) para pontos (z1,y1) € 7 e (x2,y2) € T2
quaisquer, é dado por resolver o sistema
{ (x—=2)(y2 =) —(W—wy)(w2—21) = 0
—(e—y) +y—y)(U'(0)+1) = 0’
ou seja, o ponto do CSS dado por:
(z,y) = (131/%1(0) + 22k2(0) y1£1(0) + y2H2(0)>
’ K1 (0) + RQ(O) ’ K1 (0) + /€2(0)
Obsevacao 2.8. Se as orientacoes dos segmentos de curva sGo 0S mMesmos, o
sinal da curvatura k; € invertido.

Exemplo 2.9. Considere a curva y(t) = (x(t),y(t)), onde:

z(t) = (2 cos(bt) + ; + b) cos(t) + 52_a sin(5t) sin(t)

a a oa .
y(t) = (2 cos(5t) + = 5 + b) sin(t) — 5 sin(5t) cos(t)
A parametrizacao do CSS é
2
X(t) = g sin(5t) sin(t) + ?5 cos(5t) cos(t),

Y(t) = —g sin(5t) cos(t) + 2?5 cos(5t) sin(t)

A figura [2.9 representa o CSS da curva oval.
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Figura 2.5: O CSS da oval

Teorema 2.10. O ponto (x,y) do CSS, divide o segmento que une os pontos de
contatos dos pares da tangentes paralelas na razao

(%1 R2

b
(% R1

onde v; € a distancia a partir do ponto de orientacao da envolvente para o seg-
mento de curva.

Demonstragao.

Seja r = v : v9 a razdo, como os trés pontos sao conhecidos, entao a razao
dos trés pontos é:

Pelas projecoes no eixo x:

CR9
K1 + Ko CR2 K9
r'=—""%¢ry, — T
c— 2 CK1 K1
K1+ Ko
Pelas projecoes no eixo y
dlig 0
K1+ Ka dky K2
r=-—-- = ———— = —,
dkp dk1 K1
K1+ Ko
Portanto, o ponto (z,y) divide o segmento na razio ks : K. [ |

Obsevacao 2.11. A definicao do CSS por meio da envolvente de retas e por
meto da razao-de-distancias sao idénticas no caso de curvas planas estritamente
convezas. (ver [23]).

Corolario 2.12. Sejam l; uma reta que passa pelos pontos (0,0) ,(c,d) e ls uma
reta que passa pelos centros de curvaturas ey e eg. A intersecao das retas ly e lo,
é o ponto correspondente P = (z,y) do CSS.
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XN

Yy 1 (cd

Figura 2.6: Ponto (x,y) do CSS

O exemplo abaixo, mostra que o CSS de uma curva plana ~ diferenciavel
fechada com largura constante é a evoluta da curva 7.

Exemplo 2.13. Seja v : I — R? uma curva plana diferencidvel fechada com
largura constante.

Suponhamos que a curva vy estd parametrizada pelo comprimento de arco, com
parametro t. A reta normal a v em ty € dada por F~1(0), onde F : R* — R,
definida por:

Fla,y) = ((z,y) = 7(s0)) - t(to)

Variando o pardmetro t no intervalo, obtemos o conjunto de retas normais a
v, dada por F~1(0), onde

F: R2xI — R
<x7y7t) — f(l’,y,t): (($7y)_’7(t))€(t)

Seja f(t) = (x(t),y(t)) uma curva plana diferencidvel parametrizada pelo com-
primento de arco. Pelo Teorema[1.29, € a envolvente da familia de retas nor-
mais a y se, e somente se B(t) satisfaz a equagoes:

OF

Faw.1) = S

B(t)7t) =0

ou seja

(B(t) = (1) - £(t) = (B'(1) =7/ (1)) - (1) + (B(t) —~(2)) - (1) = 0

O primeiro termo da equagao acima, 5(t) —y(t) € paralelo f(t) Assim, existe
AT —= R tal que
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Substituindo o vetor B(t) — y(t) no segundo termos obtemos

—,

0 = (B -"(t)- £(t) + A()(t) - E'(t)
= BOt) — 1+ At)ry(2),

Como a curva B € a envolvente, ou seja, [ € tangente a essa familia de retas
normais, entao o vetor B'(t) € paralelo ao vetor normal a curva~y. Assim, obtemos
que

Logo, a evoluta

1
pt) =~(t) + %n(t)

€ a envolvente das retas normais a 7.

Portanto, o CSS € a evoluta da curva plana v. Mais precisamente, a evoluta
¢ uma cobertura dupla do CSS.

Obsevacao 2.14. Vimos na se¢ao que a definicio do CSS para um curva
plana estritamente convexa € a envolvente dos segmentos que unem o0s pontos de
contatos das tangentes paralelas.

Qual a definigao do CSS para uma curva genérica? A defini¢ao € exatamente
a mesma: envolvente dos segmentos que unem os pontos de contatos das tangentes
paralelas.

A forma mais geral de pensar nisso € como uma familia de dois parametros de
retas que unem o0s pontos y1(t) e yo(u) de uma curva parametrizada . Dizemos
que F(t,u,z,y) = 0 é uma equacdo geral desta familia. Assim, para o CSS
impomos duas condi¢oes:

e G(u,t) =0 € a condicio da tangente paralela,

OF0G O0FO0G dicio d Ivent
e — — = —— ¢ a condicdo da envolvente.

ou 0t Ot ou d

Quando G(u,t) = 0 pode ser resolvido por t como func¢ao de u (no caso con-
vexo, excluimos a solugdo trivial w = s), entao este se reduz a familia a 1-
pardmetro e a condicao da envolvente.

Na verdade localmente sempre podemos fazer isso: ou u € uma funcgao dife-
rencidvel de t ou t é uma funcao diferencidvel de w, prozimo de (ug,ty), exceto
quando a curva tem inflexoes em ambas uy e ty. Mesmo, se em uma vizinhanga
de um ponto de inflexao onde uy = ty € ug € uma inflexao, excluindo a solucao
u =t podemos resolver localmente t em funcao de u.

Entao, em uma vizinhanca de qualquer par de tangentes paralelas de uma
curva plana genérica, podemos usar a definicdo local da envolvente, onde temos
uma familia a 1 pardmetro de retas F(u,z,y) = 0 e a envolvente € daqueles x,y
para o qual F = F, = 0.
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2.3 Singularidades do CSS

Nesta secao, iremos estudar estrutura local do conjunto de simetria central
de uma curva plana genérica, nao assumiremos que a curva seja convexa, pois
estamos preocupados com propriedades locais do conjunto.

Vamos pensar na equacao J como funcao de ¢t em parametros x e y, e neste
contexto o CSS é o diagrama de bifurcacao dos zeros da equacao JF, ou seja,
pontos (z,y) para os quais:

oF
F(xvyat) = E(%?J,t) = 07

para algum ¢?.

Vamos encontrar condicoes sob quais F tem singularidade do tipo A>j com
k > 2, ou seja: Asy em t = U(0) = 0, obtemos:
0?F

oF
F(Zlf,y,O) = E(xvya O) = W(xayao) =0

0 que ¢ equivalente:

xd—yc = 0
—d+yU'(0)+1)
 (g"(0)U"(0)* = f7(0)) + ¢f"(0) +y.U"(0) = 0

|
o

(2.7)

As duas primeiras equagoes do sistema acima, nos fornece o ponto (x,y) do
CSS, como definido em (2.6). Substituindo este ponto na terceira equagao, e
lembrando que f”(0) = x1(0), ¢"(0) = —k2(0) , temos

2
d
0 = Ch —K9 (ﬂ) — K| +cr1 + e U”(O)
K1+ Ko K9 K1+ Ko
—CK? — CRok 0 dk
_ 7% LB g
1+ Ko K1+ Ka
= R ) S U7 (0) = 0
K1+ Ko

Assumindo que o segmento superior 7, nao possua inflexao, obtemos que: d = 0
ou U”(0) = 0. Como

f(t) = =g"(UE)U'(t)* = g" (U W)U (1).

entao, em t = U(0) = 0 o valor de U"(0) ¢

w1 (0)r3(0) — r5(0)R(0)

v = <300)

(2.8)

Assim, temos o teorema:
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Teorema 2.15. O CSS ¢€ singular se, e somente se, a reta tangente é a mesma
em ambos os pontos (d=0), ou

KiKk3 — KKy =0 (2.9)

Obsevacao 2.16. Podemos também verificar se o CSS € singular da seguinte
maneira: Derivando a parametrizagao (2.4) do CSS calculados em t = U(0) =0
(usando o MaPle), temos

, , B d( _g//U/QC_ U'd — f”U/C) = 0
(I (O>7y (0>> =0 { d2 [_CU/f// _ g//U/2 o U//d] = 0

Assim, as equacoes acima sao nulas se, e somente se

d=0 ou —¢'U%c—-U"d— f"Uc=0

K
Supondo d # 0 e substituindo U' = = f" =K1 e ¢" = —ky e usando o valor
Rg
de U" obtemos

2 2

K1 K
—q"U%c—U"d— f"U'c = ky <—) c—U'd—2Lc=0 & Kk:— K2 =0.
K

2 Ra

Portanto o CSS ¢é singular se, e somente se d =0 ou K} k3 — khr3 = 0.

2.3.1 Condicao da Cuspide do CSS

o ol 22

Concentraremos na segunda condigao do Teorema [2.15], ou seja, K} K3 — KkiKy =

0, que veremos tratar da condicao de ctspide e posteriormente vamos considerar
inflexdes e tangentes duplas (d = 0).

Considere p; = 1/k; o raio de curvatura do segmento da curva v;(i = 1,2), a
condi¢ao (2.9) para que o CSS seja nao diferenciavel (longe de d = 0) pode ser
escrita como

P1 = P2
Observemos que estamos considerando k1 com parametro ¢ e ko com parametro
u, parametrizando u = U(t) e usando o fato de que dU/dt = k1 /K2, obtemos

2

71 /
Kh— — Kok
2 2] /.2 2.
d (F2) _ “ky _ felt 7 Ref 12 2
= D) = B = = HRiRy — Rijky =
dt K1 KoK

R1

Pelo Teorema [2.10] o ponto ponto (x,y) da envolvente, divide a reta que une
os pontos de contatos dos pares das tangentes paralelas na proporgao

U1 R9

V2 R1 .
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Assim a cuspide aparece no CSS, se a funcao razao de distancia vy /vs tem um
ponto critico. Isso nos leva de volta mais uma vez a defini¢do original do CSS,
como conjunto de bifurcacdo da familia da funcao razdo de distancia (ver [23]),
e verifica-se que estas duas definicoes sao idénticas para curvas estritamente con-
vexas.

Obsevagao 2.17. Podemos escrever a condi¢io kK3 — k3kh, = 0 de uma forma
mvariante afim.

Vamos utilizar a sequnda equacao da proposicao (1.54), denotando por ! como
sendo a derivada com respeito ao parametro arbitrdrio , e - como sendo a derivada
ao pardmetro comprimento de arco afim.

Supondo que o pardmetro t seja o pardmetro comprimento de arco, o vetor
normal pode ser exrpresso por

1
o /f_%v” — glilli(t)_%’)/,,

onde k =, 7' =v, K =[y,7"] = V. Seque que vetor normal afim de v, e vy,

calculados em t = u = 0, sao respectivamente:

1 5

500 = F10)7F 0, £10) - 30)f0)7F (1,0
= 1707 (~7(0),34"(0))
$(0) = g0 0.60)) + 59"(0) ~ ¢(0)H(~1,0)
= 20075 (4"(0).36"0)?)

O que mostra que normal afim ao segmento ~; tem diregao (—f"(0),3(f"(0))?)
e 0 normal afim ao segmento vo tem direcio (¢"(0),3(g”(0))?). Logo pela condigdo
da cuspide, vemos que:

0 = kK3 — KIK,
_ " 14 ! " f///<0) . g”/(o)
= -9 (O)f (0)2 -9 (O)2f (O) — f//<0)2 - g//<0>2'

Isso mostra que os normais afim em (0,0) e (¢,d) sdo paralelos.

Comparando a razao dois normais afim, vemos que a condi¢ao afim necessdria
e suficiente para CSS apresentar uma cuspide € que:

50+ (%) C0) =0,

R2
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2.3.2 Inflexoes e Tangentes Duplas
Inflexoes em um segmento de curva

Suponha que exista uma inflexdo no seguimento v; da figura (2.4), ou seja
k1(0) = 0, e que ndo tenhamos tangente dupla (d # 0). Pelo Teorema [2.10} o
ponto (z,y) do CSS intersecta o segmento da curva 7, no ponto em que temos
a tangente paralela e a tangente inflexional do segmento 71, que corresponde ao

ponto
_ [cra(0) dro(0)Y
(xvy) - ( liQ(O) ) ,i2<0) ) - (Cv d)

Além disso, pelo Teorema o CSS é diferenciavel no ponto (¢, d) se, somente
se,

/ 2
k1(0)52(0)” # 0,
ou seja: se, e somente se, o segmento inferior vy, tem uma inflexdo ordinaria e o

segmento ¥, superior nao possui inflexao. Isso nos da o seguinte teorema:

Teorema 2.18. Sejam v, e 7o segmentos de uma curva plana diferencidvel v e
Y (t), 72(U(t)) pontos sobre os segmentos correspondentes. Suponhamos que

(i) existe uma inflexao ordindria em um ponto v, (t),

(1) nao existe inflexdo correspondente ao ponto v2(U(t)) para qual existe uma
tangent paralela,

(1it) 12 (U(t)) nao se encontra na tangente inflexional em ~,(t) (isto é d # 0).
Entdao o CSS € diferencidvel e passa por v2(U(t)).

Podemos perceber que proximo de v, (U(t)), o CSS encontra-se inteiramente
em um dos semi planos determinado pela reta que une v, (¢) a % (U(t)), uma vez
que: o CSS ¢é a envolvente da familia de retas F, ou seja o CSS tangencia a
familia de retas.

Vamos determinar em qual o semi-plano o CSS se encontra. Para isso, consi-
dere sistema de coordenada da figura (2.4), mas com o segmento 7, possui inflexao
em t = 0, e 0 segmento 7, sem inflexao em u = 0.

Utilizando a expansao de f(t) e g(u) em séries de Taylor, em torno de ty = 0
e ug = 0 respectivamente, temos:

t2 t3 t
F&) = FO)+ FO0)#) + 5 f(0) + 5 7(0) + 5 £ 0) + -+
= ast® +ast*+ -, comag #0

3

o) = 9(0)+gO)w) + £g"(0) + " (O) + -

= bou® 4+ bsu® +---, com by #0
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Considere a curva a(s) = (z(s),y(s)) uma parametrizagdo do CSS, que su-
ponhamos parametrizada pelo comprimento de arco. A equacao da reta que
tangencia o CSS no ponto (¢, d) é o subconjunto

{X e R*: (X — a(0), No(0)) = 0},

com N, (0) = (d, —c) é o vetor ortogonal a reta que passa pelos pontos (0, 0), (c,d).
Esta reta divide o espago R? em dois semi-planos abertos:

{XeR*: (X —a0)- No(0) >0} e {X €R*: (X —a(0))  Na(0) <0}

Usando o desenvolvimento de Taylor localmente em sy na curva « temos:

a(s) = a(sg) +a'(sg)(s — sp) + a"(so)@ + R(s),
onde Sli_rg R(s)/(s — s9)* = 0. Portanto localmente em sg, temos
(a(s) — als0) - Nalso) = |a/(s0)(s = s0) + 0"(50) E=20| Ny (s0)
_ O/,(SO)Na(SO)w _ Kua(So) (3 _230>

Utilizando as coordenadas da envolvente e calculando a curvatura do CSS,
encontramos que k, = 2a3/by. Portanto, o CSS se encontra no semi-plano po-
sitivo se a3/by > 0 e no semi-plano negativo se az/by < 0. A figura da uma
ilustracao esquematica dos resultados, o qual o CSS ¢ a linha pontilhada.

Tangentes Duplas

Agora vamos considerar a existéncia de uma tangente dupla na curva plana
7, como mostra a figura [2.8) Considere os seguimentos de curvas dados por

n(t) = (—c+t agt* +ast’ +---)
72(“) = (c+u,b2u2—|—b3u3+...).

Assumimos que pelo menos um as, by # 0 e que ¢ # 0.

Pelo Teorema [2.15] sabemos que o CSS é nao regular em uma tangente dupla,
e podemos observar que o CSS sempre inflexiona na tangente dupla, uma vez que
a curvatura do CSS é zero quando t = 0 como é mostrado abaixo.

Como CSS ¢é a envolvente da familia de retas F, o vetor tangente ao CSS
¢ paralelo ao vetor v1(0)72(0), e o vetor ortogonal a reta F é paralelo ao vetor
normal a CSS em t = 0, isto é

Tess(0) = H(0)v1(0)72(0) = H(0)(—2c,0)

Ness(0) = J(O)N,, = J(0)(0, ~2¢)
Tiss(0) = H'(0)(~2c,0) + H(0)(1 - U'(0),0),
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Figura 2.7: Posicao do CSS

b

y 4

Figura 2.8: Tangente dupla

com Tess, Ness, 0 vetor tangente e o vetor normal do CSS. Logo, a curvatura
doCSSemt=0¢é

Kess(0) = Téss(o) * Noyy,(0)
= H(0)J(0)(1—U'(0),0) - (0, —2¢)
= 0

Podemos determinar a posicao em que correm as inflexoes ao longo da tangente
dupla, utilizando o corolario . A equacao da reta [; que passa pelos pontos
(—¢,0), (c,0), é dada por:

y = 0.
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O centro de curvatura de ambos os segmentos sao respectivamente:

a0) = O+ M0 = (~e ).

+I€1 0)
+

0"
250 = (55w

Assim, a equacao da reta [, e dada por:

e2(0) = 72(0)

1 1

r1(0)  #2(0)

(x+c)( )—l—2cy=0

Fazendo a intersecao das retas [, e [, obtemos:

~ k1(0) + K2(0)
= 052(0) — 1 (0)) (2.10)

Portanto, pela equagao (2.10)), se

(i) k1(0) = —k2(0), entao o ponto de inflexdo do CSS esta na origem.
(i) k1(0)k2(0) > 0, temos duas situagoes:

e 0 < k1(0) < Ka(0) ou k1(0) < Ky(0) < 0, o ponto de inflexdo do CSS
se encontra na tangente dupla em x > c.

o 0 < k2(0) < K1(0) ou kK1(0) < K2(0) < 0, o ponto de inflexdo do CSS
se encontra na tangente dupla em x < —c.

(iii) #1(0)k2(0) <O

o x1(0) <0 < ky(0) ou ka(0) < 0 < k1(0), com |k1(0)| < |k2(0)], 0 ponto
de inflexdo do CSS se encontra em 0 < x < ¢. Mas se |k2(0)] < |k1(0)]
o ponto do conjunto inflexiona em —c < x < 0.

A figura [2.9] ilustra o resultado acima, sendo que k; denota a curvatura cor-
respondente ao segmento de curvay; calculados em t = u = 0.

Obsevacao 2.19. Se k1 = ko 0 ponto de inflexao do CSS estd no infinito ao
longo da tangente dupla.

O proximo teorema afirma um resultado global relativo sobre a estrutura do
conjunto de simetria central para uma curva plana. Ele nos diz que o niimero de
inflexao no CSS de uma curva plana v ¢ igual ao ntmero de tangentes duplas de
curva 7.

Teorema 2.20. O conjunto de simetria central tem apenas uma inflexao em uma
tangente dupla da curva.
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y-gixo
|
|
- _I -
w5y = 0 1 _: —h2 Ky = l{}]
X K
%1 7 U I 27 (tangente
—€ ' = dupla)
- i o i - = = T-C1LT0
Kiky >0 Kikg <0 : Kpfig<< 0 sping 2= U
k1> Ky | K1 > |Ke| 1 k1| < k2| 1K1 < K2
| I I
I I I
|
|
1

Figura 2.9: Posicao do CSS ao longo da tangente dupla.

Demonstracgao.

Considere o dual do CSS sendo o conjunto das tangentes ao CSS que é definido
como o conjunto original das cordas que unem os pontos de contatos das tangentes
paralelas. Vamos considerar cada corda como um ponto no plano dual, e o lugar
geométrico desses pontos é entao o dual-CSS.

Agora sabemos que as inflexoes no CSS correspondem as cuspides no dual-
CSS, e portanto podemos usar o dual para encontrar inflexdes no CSS encon-
trando as condicoes sob as quais o dual tem uma cuspide.

O dual-CSS ¢é nao diferenciavel se, e somente, se d = 0, que corresponde no
caso da reta bitangente. Assim as inflexoes ocorrem no CSS apenas na tangente
dupla, caso em que sabemos que ha sempre uma e somente uma inflexao. [ |

Inflexao na curva plana

Consideremos agora, a estrutura local do CSS em uma outra situacao que po-
demos encontrar numa curva plana, ou se um inflexao na curva como é mostrado
na figura [2.10} onde temos uma inflexao ordinaria na origem e iremos considerar
a seguinte parametrizacao da curva por

y=f@)=asz®+az’ +-+, az#0

Os pares de pontos de contatos da tangentes paralelas, estao em lados opostos
do ponto de inflexdo, e por conseguinte contribui para a inflexdo do CSS.

O ponto limitante do CSS como os pares de pontos das tangentes paralelas
que aproximam da inflexao é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.21. ([1]]) Em um segmento de curva tendo inflexdo ordindria o
ponto limite do CSS estd na inflexao, e o CSS € tangente a curva.



55 2.3. SINGULARIDADES DO CSS

y=1(x)

Figura 2.10: Inflexdo em uma curva plana

A figura ilustra a direcao em que o CSS aproxima da inflexao.

I
i

e i i
‘ '
> \
7 \
5 \
P iy
12 R
p 5
\
|

Figura 2.11: Inflexao da curva plana

Obsevagao 2.22. FEziste uma bifurcacio do CSS quando ay = 0 (mesmo quando
temos az # 0) :neste caso o CSS € ainda uma pardbola semi-cibica, com ponto da
extremidade na inflexao e tangente a curva. Porém a dire¢cao do CSS a medida
que se aprozima da inflexao depende agora dos sinais de as e ag. Os diagramas
locais sao os mesmos apresentados na figura , substituindo ay por ag.

O seguinte resultado é outro exemplo da utilizacao da definicdo da envolvente
para deduzir o resultado global a respeito da estrutura do CSS de uma oval:

Teorema 2.23. O numero de ciuspides do CSS de uma curva oval € impar e > 3

Demonstracgao.

Seja I' uma curva plana oval. Como a oval nao possui tangentes duplas, o
CSS de T' é uma curva fechada continua. Assim, pelo teorema (2.20)), o CSS de
I' nao possui inflexdes.

Consideremos as cordas que unem os pares de pontos de I' que tem tangentes
paralelas, que por definicao, estas cordas sao tangentes ao CSS.
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O CSS de uma oval tem sempre nimero de rotacdo 1/2: assim hé um nimero
impar de cispides no CSS de uma oval. Como nao existe uma curva fechada con-
tinua de numero de rota¢do 1/2 contendo apenas uma tnica ctispide e nenhuma
inflexao, entdao o nimero impar de cispides no CSS de uma oval deve ser pelo
menos 3. |

A figura (2.12]) mostra um exemplo que resume todos os fenémenos que ocor-
rem no CSS até o momento.

Iniciemos com o circulo, com centro ¢; em seguida deformamos este circulo
numa curva nao centralmente simétrica com curvatura nao nula, e oval; deforma-
mos mais até que esta curva apresente curvatura zero, e que o CSS toca a curva
no ponto correspondente a tangente paralela; procedendo com mais deformagoes
chegamos ao resultado da curva final, tendo duas inflexoes e uma tangente dupla:
note que o CSS flexiona a tangente dupla, com pontos finais na inflexdo da curva,
e tende para o infinto ao londo da assintotica (mostrado pontilhado).

Figura 2.12: Deformacgoes da curva
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2.4 Transicoes no CSS

Vamos analisar as possiveis transicoes que podem ocorrer no CSS de curvas
planas, em que é deformado por meio de uma familia a 1-parametro.

Utilizando o mesmo sistema de coordenadas ilustrado na figura [2.4] e com
referéncia a Secao estamos procurando condigoes para F (ver (2.2) ter sin-
gularidade A>3 no seu nivel nulo. Assim obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.24. Seja

F R3 — R
(z,y,t) — F(z,y,t),

definida por:

Fltzy) = (@—=t)d+gUQR) - f(1) = (y—f)(c-Ut)—1),

com f,q funcoes diferencidveis, tais que: f(0) = f'(0) =0 e g(0) =¢'(0)=0. A
aplicagao F possui um pontoAss no seu nivel zero nas sequintes situagoes:

(1) e (c,d)=(0,0): ambos os segmentos de curvas passam pela origem e $ao
tangentes neste ponto.

/2 2.0 _ 1 _q. o femide & eaticter
o K\K; — Kiky = d = 0: a condi¢ao da cuspide € satisfeita ao longo da

tangente dupla.

o k1 =d = 0: temos uma tangente dupla onde existe uma inflexao sobre
um dos segmentos de curva.

(it) d # 0 e ambos
a2 20
3 3.0

® KiKy = KjkY

ocorrem simultaneamente.

Demonstragao.

Das condicoes A>3, temos:

oOF O*F PF
‘F(xvyao) - E(xvya O) = W(xaya(n = WCE,y’O) = 07 (211)
que é equivalente a
xd — yc
—d+yU' +1) =

I~ (g"(U’)2 _ f//) + f”c+ yU// _
T (g///(U/)S + 39//U/U// i f///) . y.U”’ + f”/C — 3’ (g".U’ + f//) _

o O O O
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) ora suponhamos a existéncia de tangente dupla, ou seja d = 0. Assim,
Ag h t de tangente dupl jad=0. A
y = 0 e as equacoes (2.11)) se tornam

0 =
0 =
T (g/I(UI)2 _ f”) + fl/c
T (g///(U/)3 + SgllU/U// _ f///) _ +fl//c _ 3U/ (g”.U/ + f//)

o O O O

Substituindo os valores de x e as derivas das funcgoes f e g, obtemos:

/.3
KoK
0 = — 21 — 3¢

Kok U KoK ,
— C
(Fél + /ﬂ?g)l’i% K1+ Ko K1+ Ko

/2 2,/ ’ .2 ’ 2
ckr (—RyRT + KKRY — 3(KiK3 — KoKT))

= k1 (KIK] — KHKT)

Portanto:
c=0 ou k=0 ou kx| —rKhr? =0

(i) Primeiro suponhamos que nao temos tangente dupla, ou seja d # 0. Pelas
trés primeiras equagoes (2.11)), encontramos

r1(0)r5(0) — K5(0)~1(0)

U’ (0) = = 0.
k3(0)
Assim a quarta equacao se torna:
€T (g/l/(U/)3 _ fl//) _ yU”/ _|_ f/”C _ 3Ul (gl/U/ ‘l’ f//> — 0 (212)
Substituindo
KQ(O) K1 (0)
=c—————— U'(0) = , "(0) = —ko(0
K1(0)+,€2<0) ( ) 1‘432(0) g ( ) 2( )

f"(0) = #1(0),  g"(0) = =r5(0) e f(0) = K1(0),
na equagao (2.12), obtemos

2./ /.2
Kokl — KoK7

—yU"(0) =0

CR1
K1K3 + K3

Pelo Teorema [2.15 r3k) — khr? = 0, e portanto:
yU"(0) = 0.
Como y # 0, temos U” = 0. Assim
3 3

1 1
KiKg — Rokq " 3 " 3

Ky
Portanto:
d#0 e r\k2=rHK2, KK = KK}

ocorrem simultaneamente.
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Os trés primeiros casos sao situagoes simples em que nos encontramos algum
grau maior de degeneragao de F. A ultima situacao é o que nos interessa mais:
esta é a condicao para o ponto da rabo de andorinha aparecer no nosso conjunto

de simetria. Esperamos observar a rabo da andorinha na transicao na familia a
1-parametro do CSS.

Obsevacao 2.25. Podemos reescrever a condicao do rabo da andorinha em ter-
mos do raio de curvatura dos segmentos da curva, da sequinte forma

pL=1ry  p1p] = papl,
onde p; = 1/k;€ o raio de curvatura do segmentos de curvay;.

Parametrizando ambas as curvas pelo mesmo parametro t, obtemos

d )
herh = R =0e () =0

3 3 d2 K9
PIPT = papy = KRy — Rk =06 o (= ) =

Logo um ponto do rabo de andorinha no CSS quando se tem um ponto critico

degenerado da fun¢ao raio de curvatura ks /k;.

A figura [2.13] apresenta as transi¢oes do rabo de andorinha que ocorrem no
CSS.
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Figura 2.13: Representacao esquematica da transicao do rabo de andorinha



CAPITULO 3

CONJUNTOS DE SIMETRIA DA
DISTANCIA AFIM-ADSS

Neste capitulo iremos apresentar um conjunto de simetria invariante afim
chamado de Conjunto de Simetria da Distancia Afim-ADSS para curvas pla-
nas fechadas convexas sobre duas abordagens diferentes, a primeira baseia-se em
distancias invariantes afim e a segunda em conicas bitangentes afim. Veremos
também que se 0 ADSS é uma reta, ndo implicara diretamente que a curva que
gera o ADSS seja simétrica afim.

As principais referéncias para este capitulo sdo [13] e [16].

As figuras deste capitulo foram gentilmente cedidas por Peter Giblin.

3.1 Conjunto de Simetria da Distancia Afim

Para obtermos uma definicao anéloga ao conjunto de simetria euclidiano, ire-
mos considerar a familia de fungdes distancia afim (que foi definida em [1.3.5] ).
Esta familia de fungoes nos permitird obter um conjunto de simetria que seja um
invariante afim.

Definicao 3.1. Seja v : I — R? wma curva plana convexa, o conjunto de
simetria da distdncia afim indicado por ADSS, do inglés affine distance
symmetry set, de ~(s) € o fecho do conjunto dos pontos de R* que estio em
pelo menos dois normais afins e equidistantes afim dos pontos correspondentes da
curva.

A defini¢ao acima, diz que: X pertence ao ADSS se, e somente se, existem
dois pontos diferentes s, so tais que

d(X,s1) =d(X,s2) e dy(X,s1)=ds(X,s2) =0, (3.1)

61
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ou X € R? é um limite de tais pontos.

Obsevacao 3.2.

A equagao (3.1)), nos diz que a funcao distincia afim, tem extremos locais
em dois pontos de 7.

efinicao |3. 1| € andloga ao caso euclidiano, em que funcao distdncia-ao-
Ad 3.1 ) lid , dist
quadrado deve ter extremos locais em dois pontos de v, ou seja X encontra-se em
dois normais euclidianos, e que as distdncias euclidianas de X destes dois
pontos da curva sao tguais. Isto significa, que existe um circulo tangente a
v nos dots pontos.

3.1.1 Propriedades do ADSS

Proposigao 3.3. Seja X(v) : R — R? um segmento do ADSS e s1(v), s9(v)
pontos correspondentes em uma curva plana v diferencidvel, sendo s o pardmetro
comprimento de arco afim em . Temos
(1) O tangente ao segmento X(v) € paralelo a v'(s1(v)) —+'(s2(v)).
(2) O ADSS tem um ponto de inflexio se
(1= [r2(s2), 7" (s))*(1 = md(X)) = (1 = [r2(s1),7"(s2)])*(1 = p2d(X)),
onde d(X) € a distdncia afim e py, po sao curvaturas afim.
(3) O tangente ao ADSS e dois tangentes a v em pontos correspondentes s; e
So, tntersectam em um ponto.

Demonstracao.

(1) Sejam sy e sy pontos correspondentes em 7 para X(v) € ADSS, e v o
comprimento de arco euclidiano. Por definicao do conjunto de simetria,

temos
[X(v) = 7(s1),7'(s1)] = [X(v) —7(s2),7(s2)] e (3.2)
[X(v) =(s1),7"(s1)] = [X(v) =(s1),7"(51)] =0 (3.3)
Definindo h(s) := ds/dv e derivando a com respeito ao parametro v,
obtemos:

e
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[Xo(v) = h(s1)y'(s1), 7 (s1)] + [X(
[Xo(v) = h(s2)7'(s2), 7 (s2)] + [X(

Pela equagao (3.3), a igualdade acima se torna:
[Xo(0),7(s1)] = [Xo(0),7(s2)] = [Xo(v),7'(s1) =7 (s2)] =0
Portanto, existe uma fungao real f(v): R — R? tal que:

Xo(v) = f(v) (7 (s1) =7 (52)) -
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(2)

(3)

Uma condicdo para um ponto de inflexdo no ADSS é que a curvatura
euclidiana kx (v) = [X,(v), X (v)] = 0.

Derivando o vetor X, (v), obtemos:
Xoo(v) = fu(v) (7 (s1) =7 (s2)) + f(v) (h(s1)7"(s1) — h(s2)7"(s2)) -
Segue que:
0 = [Xu(v), Xpu(v)] (3.4)
= h(s1) = h(s2) [v'(s1),7"(s2)] = h(s1) [ (52), 7" (s1)] + h(s2) (3.5)

Vamos calcular a funcao de h, como X(v) € ADSS, entao ds (X, s1) =
ds (X, s2) = 0, ou seja

(X(©) =7(s1(v)),7"(s1)] = 0
(X(v) =7(s1(v)),7"(s1)] =

Derivando ambas as equacoes acima, obtemos:

h(s1) = [Xu(v),7"(s1)] + h(s1) [v(s1) = X(v), 7" (s1)] = 0
h(s2) = [Xu(v), 7" (s2)] + h(s2) [7(s2) — X(v), 7" (s2)] = 0.

Como v(s;) — X(v) / 7"(s;), para i = 1,2, temos:

B ) = (K000
(3.6)
2 (1 ) = K070,

onde d = [y(s;) — X,7/(s_)] é a distancia afim e y; curvatura afim de 7(s;),
parai = 1,2. Substituindo ambas equacoes (3.6|) na equagao (3.4]), obtemos:

(1= [a(s2),7"(s1)])*(1 = d(X)) = (1 = [r2(s1),7"(52)])*(1 — p2d(X)),

Vamos, mostrar que o vetor X,(v) e dois vetores tangentes a curva v em
pontos correspondentes se intersectam em um ponto. Para isso, assumimos
que X, (v) seja o eixo x. Vamos denotar o vetor X, (v) pelo par

(7(81),7(s2)) € 7(s)-
Pelo item X, (v) é paralelo ao vetor 7/(s1) — v/(s2), assim:

(v(51),7(s2) = (1,0)" = f(0) (' (s1) = 7'(s2)).
Logo;

i =60~ (7255:0) .7)

Escrevendo a igualdade acima, em coordenadas explicitas do ponto em
V(s) = (X(s),Y(s)), ou seja

(X(32), Y'(52)) = (X'(s0), Y'(s)) — (%o) ,
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obtemos:

LX) = X -5
Yi(s2) = Y(s)

As intersecoes do eizo x com 7/(s1) e 7/(s2) sdo dados por:

X(s)Y'(s51) = V()X (s1) _ [v(s1),7(51)]
Y'(s1) Yi(s1)
X(52)Y"(s2) = Y(s2)X"(s2) _ [7(s2),7'(52)]
Y'(s2) Yi(s2)

Vamos provar que ambas as intersecoes acima sao as mesmas:

[v(s1), 7' (s1)] _ [7(52),7(s2)]
Y7(s1) Y'(sy)

Como 7 (s2) = 7'(s1) — (1/f(v),0)" e Y/(s5) = Y'(s1), temos:

[v(s1),7'(s1)] _ [v(s2),7/(s1) = (1/ f(v),0)"]
Y'(s1) Y7(s1) ’

que é equivalente a provarmos que:

[Y(s1),7 (s1)] = [v(s2), 7 (s1)] = [v(s2), (1/ f(v),0)"] .

Temos que 7y(s1) estd em funcdo de y(s2). Com isso, usamos o fato que estes
pontos definem certamente um ponto no ADSS. Observe que, o ponto no
conjunto de simetria, tem coordenadas X = (p,0)’. Assim, a condigdo na
definicao do ADSS, que corresponde a distancia afim iguais, e usando a

equacao (3.7), obtemos:
(X = 7(s1),7(s1)] = [X = 7(s52), 7' (1) = (1/f(v),0)7] .

Simplificando esta igualdade, sabendo que

X = (p,0) e [(p, 0, (f(lv)’())} ~0 (3.9)
obtemos:
Y(51), 7' (51)] = [(52), 7 (s1)] = [7(52), (1/f(v),0)7]

Portanto, o tangente ao ADSS e os dois tangentes a curva oval se intersec-
tam em um ponto.

Proposicao 3.4. Seja v : I — R? wma curva oval parametrizada pelo com-
primento de arco afim. Uma condicao necessdria e suficiente para valores de
pardmetros si, ss distintos da um ponto no ADSS é

[v(51) = v(52),7"(s1) —7"(52)] = 0. (3.9)
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Demonstragao.
Se os parametros s; e sy contribuem para um ponto X € ADSS, entao
d(X,s1)=d(X,s2) e ds(X,81)=ds(X,s2)=0.
Da segunda igualdade acima, obtemos:

X —q(s1) = A"(s1) e X —(s2) = Aay"(s2), (3.10)

para numeros reais A\; e \o. Das distancias iguais, temos

(X = (1), 7 (s1)] = [X = 7(s2), 7 (s2)]

Substituindo ambas as equagoes (3.10]), vemos

(AY"(51),7 (s1)] = MY (52), 7 (52)] = A1 = Ao

Portanto, a partir das equagoes (3.10]), vemos que:

X —(s1) + A" (s1) = X = y(s2) + My (s52)
= (s1) = y(s2) = A (V' ( ( 1) —7"(s1))
= [y(s1) —7(52),7"(51) —7"(s2)] = 0.

A proposicao acima, nos proporciona desenhar um subconjunto do ADSS,
chamado de pre — ADSS, que é o conjuntos de pontos no parametro (s, ss)-
espaco. O resultado da proposicao também nos proporciona extrair um invariante
afim equivalente do lugar geométrico dos pontos médios, o leitor interessado pode
encontrar mais detalhes em [19)], onde o ponto médio da corda unindo y(s1) a y(s2)
é tomado preferencialmente no ponto X.

Obsevagao 3.5. Podemos reescrever a equagao (3.9) em termos da parametri-
zacao da curva vy, como seque.

Seja y(t) = (X (t),Y () uma parametrizacao arbitrdria de v. Pela sequnda
equacdo da Proposicdo temos

5 éwiy, V() = XV () — X0V (1),

7 —

T =V

Wi

A condicao do AESS se torna:

2

_2 . 1. -3, _2
M= Ve vy P — P! = vy P +

5
y “ 34 _
SV2lVy "2 _07

3

onde os indice denotam os pardmetros correspondentes a s1 e a Sa.

As Figuras e mostram exemplos do ADSS e outras caracteristicas
invariantes afim da curva.



66 3.1. CONJUNTO DE SIMETRIA DA DISTANCIA AFIM

Figura 3.1: A primeira linha a esquerda mostra o pre-ADSS e a direita mostra a
oval juntamenteo com o ADSS. A segunda linha mostra a curvatura euclidiana
(esquerda) e a curvatura afim (direita)

Figura 3.2: A evoluta afim (cinza) e o conjunto de simetria da distancia afim.

Teorema 3.6. Seja v(s) uma curva plana fechada estritamente convezra. Para
cada ponto nao-sextdtico y(sy), existe um ponto X € R? e pelo menos um sequndo
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ponto v(s1) tal que X pertence ao ADSS. FEzcepcionalmente o ponto X estd no
infinito, quando os normais afim que passam por Y(sg) e y(s1) sao paralelos.

Demonstracgao.

Dado o sistema de coordenadas (z,y), podemos assumir que

7(s0) = (0,0), ¥'(s0) = (2, 0) e 7"(s0) = (0, 5),

sendo o e  nimeros reais. A orientacao dos vetores tangente afim e normal
afim em sy pode ser escolhida, uma vez que é sempre possivel encontrar uma
transformacao afim que transforma vetores linearmente independentes em veto-
res ortogonais e uma isometria que leve o ponto da origem com vetor tangente
paralelo ao eizo .

Pela Observagao [1.55] vemos que
V(s0) = (0,0) = (+7%,0),
sendo k ¢ a curvatura euclidiana em 7(sp).

Desde que a distancia afim d(X,sp) ¢ minima e o ponto X estd no vetor
normal afim v”(sq), entdo

X = (0,)), A €R, (3.11)

Para encontrarmos um segundo ponto 7y(s1), que tenha a mesma distancia afim
de X para v(sp), temos que mostrar que existe um s; tal que

d(X,s0) = d(X,s1)
{dé‘((Xaso) = ds((x,sl)zo, (3.12)

A primeira condicao é proveniente da distancia afim ser igual enquanto o segundo
vem do facto que X pertence aos vetores normais afim correspondentes em sg e
S1.

Substituindo os valores de X, v(so), v(s1), ¥ (s0), v"(s0), Y(s1), ¥ (s1) e
v"(s1) nas equagoes [3.12 temos

{[(o,m,(vé,o)} = 10, 0) = ((s1), y(s0), (@' (s), 9/ (51))].
[(0, ), (z"(s0), 4" (s0))] = [(0,A) = (2(s1),y(s1)), (2" (1), 4" (s1))]
Calculando o determinante acima, obtemos:
{ A(=r(so) T +2(s1) = —als)y(s) + 2/ (sa)y(s1)
2(s1)y"(s1) + 2" (s)y(s1) = 2"(s1)A

Resolvendo o sistema,
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Portanto, uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia do segundo ponto
S1 é

h(s) = x(s)y"(s) — 2" ()y(s) — w(s)k5,

tendo um zero quando s; # sg. Isto nos d4 um ponto finito para X, desde
que os normais afim em (sg) e v(s1) ndo sejam paralelos, ou seja devemos ter
2”(s1) # 0. Caso os vetores normais afim sejam paralelos, o nosso conjunto de
simetria da distancia afim "vai para o infinito".

Escrevendo h, como

onde 7 = (0, k?(sg)), vemos que se (sp) ndo é um ponto sextatico, entdo a fungao
h tem um 0 de ordem 2 em (0, 0), pois

W (so) = [V (s0),7"(s0)] + [7(s0),7"(s0)] — [ (s0), 9] =0
W'(s0) = 2[7(50),7"(s0)] + [(50), 7] = [v"(50), 7] = 0,
e desde que h é diferenciavel e periddica, ela deve ter outro zero. [ |

O resultado acima significa que (praticamente) todos os pontos da curva 7y
possuem um segundo ponto associado, de tal maneira que o par define um ponto
no ADSS. Os pontos sextaticos, vao definir as extremidades do ADSS, que
consequentemente se torna igual a s1, no limite como veremos na segao seguinte.

Obsevacao 3.7. Pode se reforcar o resultado do teorema para mostrar que:
se o ponto y(sg) ndao é sextdtico, entdo exristem pelo menos dois outros pontos
v(s1),7(s2) que geram pontos no ADSS. FEsse assunto ndo serd abordado neste
trabalho, o leitor interessado pode encontrar uma abordagem detalhada em [29).

3.1.2 ADSS contendo uma reta

Definicao 3.8.
(i) Uma reflexdao afim com eixo z é uma transformacgao afim de ordem 2, que

deiza o eixo z fixo.

(ii) Uma forma planar é simétrica afim sobre o eixo z, se existe uma reflexdo
afim com eixo z que aplica a forma planar em si mesma.

Obsevacao 3.9. Uma curva vy simétrica afim, é composta por dois arcos
ligados por uma transformacao afim, tal que

’Nl’ = ‘N2‘7

com p; € curvatura afim correspondentes aos arcos v;, para i = 1,2.
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No caso euclidiano, temos:

Se o conjunto de simetria contém uma reta, entdo a curva vy consiste em dois
segmentos que sao simétricos por uma reflexao por uma reta.

Se o ADSS contém uma reta, entao a curva é simétrica afim?. Veremos
que ADSS nao possui esta caracteristica equivalente ao conjunto de simetria
(euclidiano). Considere a seguinte construgao:

Sejam ~y : I — R? uma curva plana diferencidvel sem pontos de inflexdo e

n(s) = (X(s),Y(s)) e na(s) = (U(s),V(s))

parametrizacoes dos segmentos da curva v que definem o0 ADSS como uma linha
reta, que iremos considerar ser o eixo x.

Seja a reta normal de 7, intersectar o eizo z em (a(s),0) e a reta tangente
intersectar o eizo x em (b(s),0). Vamos assumir que o segmento 7; estd pa-
rametrizado pelo comprimento de arco afim, mas nao podemos assumir que 7,
também esteja parametrizado pelo comprimento de arco afim, pois nao podemos
garantir que o comprimento de arco afim é transferido de uma segmento para
outro. Temos o seguinte:

(1) Os tangentes dos segmentos 71 (s) e Y2(s) se encontram no eizxo z , uma vez
que este é tangente ao ADSS em cada ponto. Seja o ponto do z-eizro, onde
eles se encontram em (b(s),0), tal que

X(s)Y'(s) = X'(s)Y(s) _ U(s)V'(s) = U'(s)V(s)

b(s) = a0 - 0 (3.13)

(i1) Pela Proposicao vemos que

X, = £(0) (X'(8),Y'()) = 63 (U'(),V(5)))

onde k(s) = U'(s)V"(s) — U"(s)V'(s), lembrando que s é o comprimento
de arco afim em ; mas ndo necessariamente em s.

Esperamos que, ao variarmos o parametro s, induzindo uma orientagao
no sentido anti-horério de ~;, entao a transformacao afim ird induzir a
orientagao no sentido horario em s, isto é, que k vai ser negativa).

(i71) Os normais afim dos segmentos v; e 7y, se encontram no eizo x em digamos

(a(s),0);

(iv) A distancia afim de (a(s),0) aos dois segmentos 7, € 7, sdo iguais.

Vamos utilizar os dois primeiros itens para deduzir as relagoes entre os seg-
mentos 71 (s) e y2(s). Desde que 77 esta parametrizado pelo comprimento de arco

afim, temos
X'(s)Y"(s) — X"(s)Y'(s) =1 Vs.
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Os itens acima mencionados podem ser reescritos na forma

V/(5)3 _ (U'(S)V”(S) _ V/(S)U"(S)) f(S)
{V’(S)g(s) = U(s)V'(s) = U'(s)V(s), (3.14)

sendo

f(s)=Y'(s)® e g(s)=X(S)Y/(SS)/,_(S;(,(S)Y(S). (3.15)

Pela primeira equagao de (3.14]) obtemos

i) =

= U'(s) = —V'(s) / f/((jds—l—cl\/’(s),

com c;=constante. Por outro lado a partir da segunda equagao de (3.14), dedu-

s 4 (UEY V()
=) =
= U(s) = —V(S)/V((lg)gs>ds+021/(s),

para uma constante c,.
Diferenciando a tltima equagdo acima e igualando com a expressao U'(s),
obtemos
V'(s) V'(s)g(s) g(s)
—=d — = — ds —
Frsta—e) = - [ 8- 75
= VI(s)V'(s) = [(s)g'(s).

De (3.15]), vemos que V(s)V'(s) = f(s)g'(s) = Y(s)Y'(s), e portanto podemos

deduzir que

Y(s)? = V(s)>+c¢, c=constante (3.16)

Primeiro, vamos supor que a constante ¢ seja nula, substituindo Y (s)? = V(s)?
e V'(s) =Y'(s)Y(s)/V(s) na equagio (3.13]), obtemos:

X(s)Y'(s) — X'(s)Y (s) _ U(s)Y'(s)Y (s) = U'(s)V(s)?

Y'(s) Y'(s)Y (s)
= (X(s) =U(s)Y'(s) = (X'(s) =U'(s)) Y(s)

) -

=

Segue da equagao acima e de Y (s)? = V(s)? que:

{U(s) = X(s)+pY(s), com p constante
V(s) = £Y(s)
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Assim, os dois segmentos da curva estao relacionados por uma transformacao
afim. Temos também que k = 41, ou seja, o parametro s é o comprimento de
arco afim em 5. Quando k < 0 os dois segmentos estao em lados oposto do eixo
x .

O exemplo abaixo mostra dois segmentos que estao relacionados por uma
transformacao afim.

Figura 3.3: Os segmentos v1(s) = (—%, 1— 5% (azul ) e 3o = (—g +2(1 —

s?),—1 + s?) (vermelho) estao relacionados por uma transformagao afim e junto
definem o ADSS sendo o eizo x

Podemos construir exemplos em que os dois segmentos da curva nao estao
relacionados por uma transformacao afim. Para isso, considere ¢ # 0 na equacao

(3.16), obtém-se:
(X-U)YY = Y*(X' -U)+ U

Para um exemplo ilustrativo, consideremos a constante ¢ = 1 e o segmento
Y2(s) = <_§’ 1— 52>, ou seja
s? 2 _ 5.4 6_ 1.8 _ o5 1.7
/
U(S)+U(S)<m) = 8—58 +28—§S — S +§8
V(s) = /(1 —-8%?)—c

Resolvendo a EDO, obtemos

\/iarctan (S;/i) \/iarctan (S;/i)

1 _
U(s) = / -3¢ 2 s2(—24sH)(1—282+s1—s%) | ds|e 2
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Exemplo 3.10. Os segmentos
n(s) = (=s/2,1=5%) e m(s) = (U(s),V(s))

definem o ADSS como sendo o eixo x, mas vy, e Yy nao estao relacionados por
uma transformacao afim.

10t

10+

20

Figura 3.4: ADSS gerado por dois segmentos que nao estao relacionados por
uma transformacao afim

Obsevacgao 3.11.

Pela Proposicao se a curva vy € simétrica afim (py = ua), vemos que a
condicao de inflexao do ADSS se torna:

[V (s2),7"(s))]) = [V (51),7"(s2)]-

e portanto ainda se mantém. FEsta sequnda condicao é o mesmo que requerer
que o tangente ao ADSS passe através do ponto médio da corda que une y(s1) a

v(s2).

Se considerarmos a constante ¢ # 0, entdo o tangente ao ADSS (eixo x) nao
passa através do ponto médio da corda que une y(s1) a y(s2). Entdo

(1 - [75(52)7735(31”)2 7é (1 - [75(31>7788(52)]>27

e desde que a igualdade é valida (0 ADSS € uma reta), py # po € a forma ndo
€ simétrica afim.

Assim, para que a forma seja simétrica afim, supondo que ADSS contém uma
reta, o ponto médio da corda que une 0s dois pontos correspondentes da curva vy
tem que estar sobre o ADSS.

3.2 Teoria de Singularidade e ADSS

Apresentamos aqui as singularidades da estrutura local do ADSS para curvas
planas convexas e uma defini¢do equivalente a Defini¢ao [3.1, que se baseia em
conicas bitangentes.
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Usaremos a Definicao descrita no capitulo 1, para expressar os tipos de
singularidades de cada estrutura local do ADSS, denotando o tipo de singulari-
dade que & apresentado na funcao distancia afim d: R2 x I — R .

(X, s) — d(X,s)

Por exemplo, a func¢ao distancia afim tem singularidade do tipo:

1) A2, quando existem dois tipos de singularidade do tipo A; em s; e s, isto
é

ds (X> 51) ==
ds (X, 82) = 0.

1) A;As, quando d possui uma singularidade do tipo A; em um ponto e outra
do tipo A em outro ponto, isto é

ds (X, 51) = O
ds (X,s9) = 0
dss (X7 32) =

A figura abaixo ilustra os tipos de singularidade do AJ.

(1) A2 (i) A Ay (i) Ay (iv) A3

Figura 3.5: Ilustracao das singularidade do tipo A}

Pela proposicao [1.72] o conjunto de bifurcagao da familia de funcoes distan-
cia afim é precisamente a evoluta afim. Isto faz com que a funcao d seja com-
pletamente andloga a funcao distancia-quadrado da geometria diferencial, cujo
conjunto de bifurcacao ¢ a evoluta de ~.

Vamos incluir o ADSS no conjunto de bifurcacao da familia de fungoes dis-
tancia afim, para obtermos o conjunto completo de bifurcacao ou conjunto de
bifurcacao de niveis que inclui todas as fungoes que tem singularidade degene-
rada ou tem duas singularidades em que a fungao tem o mesmo valor.

Pela Definicao temos que um ponto X pertence ao ADSS se, e somente
se, existirem parametros si, sy tais que

d(X,s1) =d(X,s2) e dy(X,s1)=ds(X,s2) =0.

A ultima igualdade, nos diz que existem duas conicas centradas em X com contato
de ordem 4 com a curva v em 7(s1) e y(s2). Em contraste com o conjunto de
simetria que existe um tunico circulo tendo contato de ordem 4 com a curva.
Assim, geometricamente a Definicao do ADSS é equivalente a:
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Definigao 3.12. Seja v : I — R? uma curva plana conveza, o ADSS € o lugar
geométrico dos centros de conicas tendo contato de ordem 4 com dois ou mais
pontos distintos na curva.

A definicao acima é equivalente dizer que a conica e a curva, possuem nos
pontos de contato, o mesmo tangente afim ou o mesmo tangente euclidiano e a
curvatura.

Observemos que no conjunto de simetria o circulo bitangente pode ser obri-
gado a ser totalmente dentro de uma curva, enquanto que no ADSS uma codnica
que tem contato de ordem 4 em 7(s1) e Y(s2), ndo ha, nenhum conceito de ser
conica dentro ou fora da curva.

Em termos da Definicao [3.12] e usando a estrutura do conjunto de bifurcagao
como em [7], encontramos a estrutura local do conjunto de simetria da distancia
afim.

Teorema 3.13. Seja v : I — R? uma curva oval, localmente, o conjunto de

stmetria da distincia afim é

t) diferencidvel quando ambas as conicas tem exatamente contato de ordem j
com 7. (A?)

it) uma cuspide ordindria quando uma conica tem contato de ordem 5 com v,
isto € X estd em um ponto diferencidvel da evoluta afim. (A1A3)

11t) um ponto final quando X € o centro da conica com contato de ordem 6 com
a curva v, isto € a conica tangencia a curva vy em wm ponto sextdtico: o
ponto X estd na cuspide da evoluta afim. (As)

w) um cruzamento triplo quando hd trés conicas centradas em X com distincia
afim igual e com contato de ordem 4 com 7. (A3)

Esboco da demonstracao do teorema (3.13

A singularidade do tipo A? da fungao distancia afim temos que o ponto X é
o centro de duas conicas tendo contato de ordem 4 com a curva, pois

ds (X,s1) =0, ds(X,s0)=0 e d(X,s1)=d(X,s2),
é equivalente
X =9(s1) + MY"(s1) X =7(s2) + A0"(s2) e d(X,s1) =d(X,s2)
O segundo tipo de singularidade A; A, a funcao distancia afim, vemos que o

ponto X pertence a evoluta afim e é o centro de um conica com contato de ordem
D com a curva vy, pois

ds (X, 1) =0, ds (X, 82) =dss(X,52) =0 e d(X,s1) =d(X,s2),
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é equivalente

X =7(s1) +M7"(s1) e X =r(s) + M(Sl)WI/(52), p(s1) # 0.

A singularidade do tipo A3 da funcao distancia afim obtemos que o ponto X
pertence a evoluta afim, mas X estd na cuspide da evoluta afim e é o centro de
um conica com contato de ordem 6 com a curva -, pois

ds (X7 52) = dss (X7 82) = dsss (X, 32) =0

1
o que ¢ equivalente a X = (s2) + —)7”(32) 1 (s2) =0,

(1

E por tltimo a singularidade tipo A%, o ponto X corresponde ao centro de
trés conicas tendo contato de ordem 4 com a curva -y, pois

ds (X, s1) =ds (X, 82) =ds (X,83) =0 e d(X,s1) =d(X,s2) =d(X,s3)

0 que é equivalente a

X = () + o5 (sn). ) # 0
X =7(s2) + M(182)7”(82)> p(s1) # 0
X = (s5) + ——"(s3),  pu(s1) £0.



CAPITULO 4

CONJUNTO DE SIMETRIA DA
ENVOLVENTE AFIM-AESS

Neste capitulo estudaremos o Conjunto de Simetria da Envolvente Afim
indicado por AESS, do inglés affine envelope summetry set, para curvas planas
por meio de uma definicdo que se baseia em codnicas tendo contado de ordem 3
com a curva em pelo menos dois pontos e outra que se baseia em envolvente retas.
Estas definicoes no contexto afim nao parecem ser duas construgoes alternativas,
como ocorre no conjunto de simetria que ambas as definicoes baseadas em dis-
tancias e envolvente de retas se reduzem a mesma definicao, de tal forma que s6
existe uma definicao razoavel com base em circulos bitangentes.

Abordaremos um outro conjunto de simetria invariante afim, o Lugar Ge-
ométrico das Tangentes Paralelas Médias indicado por MPTL, do inglés
Mid-Parallel Tangents Locus, a fim de compreender a estrutura do AESS.

As curvas aqui consideradas serao curvas fechadas convexas.

Veremos que as propriedades do AESS podem ser obtidas considerando am-
bas as definicbes, e ambas nos darao diferentes percepcoes sobre o AESS. A
abordagem por meio da envolvente de retas serd adotado como em [19] para o
caso euclidiano.

Iremos mostrar que se 0 AESS é uma reta, entao um arco da curva pode ser
obtido através do outro por uma transformacao afim de determinante igual a -1,
em contraste com o ADSS que nao podemos garantir que um arco é levado ao
outro por uma transformacao afim.

As principais referéncias sao: [13] e [16].

As figuras deste capitulo foram retiradas de [16], exceto a figura que foi
produzida no LatexDraw.

76
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4.1 AESS por Centros de Conicas

Definicao 4.1. Dada v : I — R? uma curva simples fechada diferencidvel, o
conjunto de simetria da envolvente afim-AESS € o lugar geométrico dos
centros das conicas com pelo menos contato de ordem 3 com a curva em dois ou
mais pontos diferentes.

A definicao acima, é equivalente a dizer que a curva e a conica tem o mesmo
tangente afim em pelo menos dois pontos.

Pelo Capitulo [3] vimos que na definigdo do ADSS duas distintas conicas
tendo contato de ordem 4 sao envolvidas na construcao, enquanto que no AESS
veremos que apenas uma conica com pelo menos contato duplo de ordem 3 ¢é
necessaria. O centro da conica pela proposicao |1.72| serd igual para ambos os
pontos da curva envolvidos no AESS.

Obsevagao 4.2. Em contraste com 0 ADSS, a distincia afim nao precisa ser um
extremo local, ¢ o centro X da conica nao tem que corresponder aos normats
afim. Mais adiante, mostraremos o que acontece com o AESS, quando o centro
esta em pelos menos um dos normais afim.

Vamos mostrar que o AESS pode ser descrito como o conjunto de pontos de
regressao sobre envolvente de conicas. Seja v: [a,b] — R?* uma curva parame-
t—(t)
trizada pelo parametro ¢, e suponhamos que v seja tangente ao eiro x na origem.
Queremos encontrar uma conica tendo contato de ordem 3 com 7 na origem e
que passe por um segundo ponto.

Inicialmente, consideremos conicas tendo contato de ordem 3 com ~ na origem
e que passa através de um segundo ponto, digamos (X (¢),Y(¢)) # (0,0). Pela
defini¢ao (1.18)) a equagao de uma conica C é

az’® + by* + 2hay + 2g9x + 2fy + ¢ = 0. (4.1)
Substituindo z = X +p e y =Y + ¢ na equagao acima, vemos

0 = a(X+p)*+bY 4+q)*+20(X +p)(Y +q) +29(X +p) +2f(Y +q) + ¢
= aX?+bY?2hXY +2(ap + hg + 9)X +2(hp +bq + f)Y + 2hpq + 29q +
+p° + ¢°.
Para anular os coeficientes dos termos lineares, as coordenadas (p,q) do centro
satisfazem

ap+hqg+g = 0
4.2
{hp+bq+f = 0. (4.2)

Se g = f = 0, significa que a origem é o centro da conica C. Suponhamos que a
curva - possui uma parametrizacao local na forma

Y(t) = (t,at® + Bt> +---)
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proxima da origem, e podemos supor que o coeficiente a é positivo. Como
V()= (1,20t + 368 +---) e (1) = (0,200 + 65t + - - -),
entao a curvatura euclidiana calculada na origem é

k(0) = —2"(0)y'(0) +2(0)y"(0)
= 2.

Vamos utilizar a Defini¢ao [1.16] para encontrar a conica que tem contato de
ordem 3 com a curva 7 no ponto (0,0) e (X(¢),Y(t)). Considere a fun¢ao de

contato
R

QO . —
— (t) =Con(t),

Sl

dada por
o(t) = por(t) = ax(t)® + by(t)? + 2hx(t)y(t) + 2gx(t) + 2fy(t) + c.
Assim, C e v tem contato de ordem 3 na origem se, e somente se,

o(to) = ¢'(to) = ¢"(te) =0 e ¢"(to) #0,
é equivalente a

c = 0
g =
a+2fa =

Se a = 0, entao pela equacao acima f = 0, e portanto C é uma conica degenerada
consistindo do tangente em ~ na origem juntamente com a corda que une a origem
ao ponto y(t). Se a # 0, entdo podemos tomar a = 1, e assim f é determinada
pela condicao de contato de ordem 3:

1 1

1= "5 = Thoy

Note que f < 0, quando assumimos o a > 0.

Estamos interessado no processo inverso, ou seja, na obtencao dos coeficientes
de C em termos de p, ¢, para encontrar a conica que tem contato de ordem 3 com
7. Resolvendo o sistema de equagoes (4.2)), obtemos

fh  af
P="0 " 1T

Supondo a = 1, entao
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Logo a conica que tem contato de ordem 3 com a curva 7 na origem tem a seguinte
forma:

q2
= ¢+ (p° — fq)y® — 2pqry + 2y fq*.

2 _
0 = 22+ (p fq) y2—§$y+2fy

Substituindo x, y pelas coordenadas do segundo ponto, obtemos:

X))+ (0P = fQ)Y (1)* — 2pgX ()Y (t) +2Y () f¢* =0, (4.3)

corresponde a conica C que passa através do ponto (X (¢),Y (t)). Assim, obtemos
algumas informacoes importantes:

Obsevacao 4.3.

i)

iii)

Fizando o pardmetro t na equacao obtemos uma equacao de grau 2
nas varidveis p, q, e portanto o lugar geométrico dos centros (p,q) das
conicas C tendo contato de ordem 3 com a curva v em (0,0) e (X(¢),Y (¢))
é exatamente uma conica. Vamos denotar a conica [f.3 para um t fixo por
D(t), e o valor de parametro ty que corresponde a origem em 7.

A conica corresponde a conica degenerada C consistindo pela tangente
em v na origem, juntamente com a corda que une a origem ao ponto y(t):
o "centro"desta conica estd na origemp = q =0 (para a =0, temos f =0).

Calculando o discriminante da conica, obtemos
A=Y?(X?+2Yf) — (—XY)* =27

Com f <0 e a curva v estd contida na regigo y > 0, temos que a conica
D(t) € uma hipérbole.

Podemos reescrever a equagdo (4.3)) da sequinte forma
(pY — ¢X)* = fq¥ (Y —2q).
Em coordenadas p,q, temos:

e pY — gX = 0 € a equacao da reta L que une a origem ao ponto

(X(8),Y(t);
e ¢ =0 € a equacao da tangente T na origem;

e 2q =Y (t) € equacao da reta M paralela a T passando através do ponto
médio do segmento que une a origem ao ponto (X (t),Y (t)).

Assim, com uma escolha das equagées para estas retas (multiplicando por
constantes), a conica D(t) pode ser escrita da sequinte forma

(pY — ¢X)* = fqV (Y — 2q),

que vamos indicar por: L?* = MT.
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tw) Substituindo p = X/2 e ¢ =Y /2 na equagao (4.3)), obtemos
0

x2y?  xryrrt gy
_ -0
—7 5 2 ’

ou seja, a conica D(t) passa através do ponto médio do segmento que une a
origem ao ponto (X (t),Y (t)). Substituindo a equagao da reta M em (4.3)),
vemos que a conica D(t) € tangente a reta M neste ponto. Logo um ramo
da hipérbole lem contato de ordem 8 com a curva v na origem, e o outro
ramo € tangente a reta M no ponto LN M.

A equacao ¢ uma familia a 1-parametro de conicas, em coordenadas
(p,q), parametrizada pelo parametro ¢, assim podemos encontrar a envolvente
desta familia de conicas, utilizando o Teorema [1.29, que nos diz que a envolvente
desta familia de conicas é obtida por resolver o sistema

X+ (PP = fQY? = 2pgXY +2Y f¢* = (1.4
PXX'+ (PP~ fQ)YY = pg(XY' + X'Y) + f¢?Y' = '

Multiplicando Y’ pela primeira equacdo do sistema (4.4)) e subtraindo por Y
vezes a segunda equagao do sistema (4.4)), obtém-se

—pY (XY = X'Y)+q(fYY' + X (XY' = X'Y)) =0. (4.5)

Quando assumimos t # ty, de modo que Y # 0, podemos recuperar a segunda
equacao do sistema a partir das equacoes e ([£.5). Segue-se que o ponto
da envolvente da familia das conicas ) ¢ a interseccao tnica de (4.3) para um
t particular com a equacao da reta , desconsiderando a intersegao na origem

v(to).

Obsevacao 4.4. A sequnda equacao do sistema , € a mesmo que a condicao
adicional necessdria para que a conica C seja tangente em v no ponto (X,Y).
Assim, a envolvente da familia de conicas (4.3)) € o lugar geométrico dos centros
das conicas C com contato de ordem 3 com v na origem e tangente a curva y em
outro ponto.

4.1.1 Contato duplo de ordem 3

Vamos derivar a condi¢ao para a conica C ter contato de ordem 3 com v em
~(t) e em ~y(tp). Isto é equivalente a diferenciarmos a segunda equagao do sistema
(4.4) novamente, que corresponde a pontos de regressao sobre a envolventes da
familia de conicas (4.3)), temos:

PXP4+ (P — fQY?2=2pgXY +2Y fi* = 0O

CXX' +(? = fQYY —pqg(XY'+ X'Y)+ f¢?Y' = 0.
q2 (XIQ + XX”) + <p2 _ fQ) (Y/2 + YY”) + quY/l_

—pg 2X'Y' + X"Y + XY") = 0
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Existem outras formas de calcular a condi¢do em t (e t;). Uma maneira ¢é
diferenciarmos a equacao (4.3) novamente, e para obter uma segunda reta que
passa através da origem e que satisfaz D(t) na intersegao de D(t) com esta segunda
derivada. Segue que:

p(—2XYY"” - XY?2Y" +2X'Y?Y' + X"Y3)
+ q(XQYVQ —|—X2YYN + 2fYY/2 + fYQY” _ XX//y2 _ X/2Y2) =0.
Vamos calcular a condicao para que a equacgao acima coincida com a equagao
(4.5). Pela equacgao (4.5)), temos:

q(fYY + X (XY - X'Y))
B Y (XY — X'Y)

Substituindo este valor na expressao acima, obtemos

0 = q(fYY +X (XY = X'Y)) (—2XYY” - XYY" 4+ 2X'Y?Y' + X"Y?) +
+qY (XY = X'Y) (X?Y?+ XYY" +2fYY” + fY?Y" — XX"Y?) +
+qY (XY = X'Y) (-X"7Y?).

Efetuando as multiplicacoes acima, temos

YRXTY —X'Y") = (XY' —X'Y)?. (4.6)

Obsevacao 4.5. O coeficiente f nao ird ser igual a zero, desde que t # ty,
temos que Y # 0 a curva estd em um dos semi-plano determinado pela reta que é
tangente na origem. A expressio X"Y' — X'Y" £ 0 € a curvatura que é diferente
de zero.

4.1.2 Consequéncias da condicao de contato duplo de or-
dem 3

Vamos apresentar algumas consequéncias interessantes da condicao (4.6]), que
corresponde a conica C ter contato de ordem 3 com (o) e (¢).

Teorema 4.6. A condi¢ao (euclidiana) para a conica ter contato de ordem 3 com
a curva vy em ambos os pontos y(ty) e y(t) €

( k(t) >§ _ distdncia de y(lo) ao tangente em (1)

k(ty) ) distancia de y(t) ao tangente em (to)

Demonstracao.

Suponha que o parametro ¢ da curva 7 seja o parametro comprimento de arco.
A distancia perpendicular do ponto v(t) ao tangente a y(ty) que corresponde ao
eizo x € Y, e a distancia perpendicular do ponto v(fy) para o tangente a v em
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v(t) ¢ XY’ — X'Y. Logo, substituindo esses valores na equacao (4.6) e sabendo
que k(t) = X7Y' — X'Y” | vemos que:

fY3(X"Y' —X'Y") = (XY' = X'Y)*.

1/3 e A
1 13 _ distancia de 4(t) ao tangente em ~(¢)

= —_— k(t) = S
K(to) distancia de ~(¢) a0 tangente em ~(t)

1

K(t) \? _distancia de ~(t)) ao tangente em ~(¢)
= = — = .
K(to) distancia de ~(¢) a0 tangente em ~(t)

Teorema 4.7. Se é v uma conica, entdo [y(s) — v(s0),7 (s) +7'(s0)] = 0 € sa-
tisfeita para dois pontos na curva 7.

Demonstragao.

Vamos assumir que a curva 7 esteja parametrizada pelo comprimento de arco
afim s. Seja y(so) e y(s1) pontos sobre a curva considerada. Quando

1°caso: ~ é uma elipse
Desde que as transformacoes afim preservam paralelismo, serd suficientes

mostrarmos a prova para um circulo. Devemos provar que a equacao (4.7))
é valida para quaisquer dois pontos em um circulo.

Podemos seguir duas abordagens diferentes para a prova, como segue: A
primeira é mais geométrica: Desenhe dois vetores tangentes em dois pontos
arbitrarios do circulo. Observe que o segmento y(sg) — v(s1) ¢ paralelo
7' (s0) +7/(s1).

A segunda alternativa é considerar a parametrizagdo v(s) = (coss,sin s)
com o parametro s € [0, 2r]. Temos

cos sg — coss;  —(sin s; + sin sg)

/ / o
[7(81) 7(50% Y (Sl) + (SO)] - sin sg — sin s; oS $1 + €OS 8o
= cos? sy — cos? sy +sin? sg — sin® sy = 0.

Portanto a equagao (4.7) é satisfeita para dois pontos quaisquer no circulo
e consequentemente para a elipse.
2°caso: v ¢ uma pardbola

Pelo Teorema [1.62] temos que a curvatura afim da parabola é constante
igual a zero. Assim, consideremos a parametrizacao da parabola da seguinte

forma
v(s) = (a13 + c1, %Sle + 02) )
Logo:
[¥(s1) = ¥(50), 7 (51) + 7' (s0)] = [ plozs) 2o
5 (55 =s1) bilsi+s0)

Portanto, a equagao (4.7) é satisfeita para dois pontos quaisquer na para-
bola.
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3°caso: v ¢ uma hipérbole

Considere a seguinte parametrizacao da hipérbole

+(5) = (a cosh (\/%)  —bsinh (\%)) ,

Calculando o determinante da equagao (4.7), vemos que:

S0 S1 a . S0 . S1
a | cosh — — cosh , sinh —— + sinh - >
( Vab Y ab) v ab ( Vab vab
. So ) $1 b So $1
—b | sinh — — sinh — | ——={ cosh —= + cosh —)
( Vab Y ab) v ab ( Vv ab Vab
Portanto, a equacao (4.7) é satisfeita para dois pontos quaisquer na hipér-
bole.

Teorema 4.8 (Condigao do AESS). Seja v uma curva oval parametrizada pelo
comprimento de arco afim. A condicao afim para a conica ter contato de ordem
3 com ~y em pontos distintos y(so) € y(s) €

[v(s) = v(s0), 7' (5) +7'(s0)] =0 (4.7)

Demonstracgao.

Vamos mostrar a condicao afim para a conica ter contato de ordem 3 com
v em 7(s) e y(so) = (0,0). Suponha que a curva v esteja parametrizada pelo
comprimento de arco afim. Usaremos o parametro comprimento de arco afim ds
em vez de um parametro t arbitrario.

Sabemos que a condi¢ao para uma conica ter contato de ordem 3 com 7 em
v(so) e v(s) é dada pela equagao (4.6). Temos também que a condigao para

a conica ter contato de ordem 3 com ~y(sg) é f = —1/k(sg). Logo , usando a
Observagao vemos que
1 1 ! 3 ! 3
— T = (o)l = ~X'(s0)
17 (s0) II?

Substituindo o valor de f na equagao (4.6]), vemos que:

—X'(8)Y(s) = X(s)Y'(s) — X'(s0)Y (5)
= X'(s0)Y(s) = X(s)Y'(s) — X'(s)Y(s),
X(s) X'(s)+ X'(so
Y (

)
= (s) Y'(s)+Y'(so

)| _
) ="

desde que Y'(sg) = 0, obtemos o resultado. [ |
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Ao se analisar a estrutura local do AESS, comecamos por analisar pares de
pontos de uma dada curva v que contribuem para AESS, os pares de valores de
parametros para estes pontos é chamado de pre-AESS. A relagao define
o pre-AESS, ou seja, o conjunto de pontos no espago de pares de parametros
(s0, ) para os quais existe uma conica tendo contato de ordem 3 com 7 em (sg)

e y(s).

As figuras abaixo, ilustram exemplos do AESS para uma curva oval.

N

NN N

[ L
N

\

Figura 4.1: Superior pre-AESS. Inferior: AESS

Figura 4.2: AESS junto com a evoluta afim, que é mostrada em cinza. Os trés
ramos quase reta do AESS indicam trés eixos de simetria afim.

Obsevagao 4.9. A condicio do AESS € exatamente andloga ao caso euclidiano,
onde a condi¢ao para um circulo bitangente pode ser escrito como a equagdo (4.7)
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usando o comprimento de arco, tal que '(s) + +'(so) € ao longo da bissetriz do
angulo formado pelas duas tangentes orientadas da curva v em v(s) e y(so)-

Uma importante consequéncia da equacao (4.6) é que sempre iremos encontrar
uma conica tendo contato de ordem 3 com 7 em 7(ty) e em outro ponto. De fato:
escrevendo a curva 7 localmente com

Y(t) = (t,at® + Bt> + -+ +)
e substituindo na equagao (4.6]), obtemos:

—flat* + B3+ )2+ 66t + ) = (at? + 2813 )3
= fla+Bt+---)PRa+28t+ )= (a+28t+---)

Calculando o limite para t — t(, encontramos

=5

«

Observe que temos realmente escolhido o coeficiente f de tal modo que este
mantém, a fim de fazer com que a conica C tenha contato de ordem 3 com 7 na
origem. Assim a equagao pode ser considerada como uma equacgao de t,
tendo uma solucao em t = ty5. Na verdade, ha pelo menos, uma tripla nula em #.
Para vermos isso, tomemos ty = 0 e usamos

X=t Y=at> +pB24+5t"+...,

na equacao (4.6), ou seja

—flat? + B3+ 5t* + - ) (2a + 66t + 1262 4+ ) = (at® + 26813 + 35t +---)?
= fla+t(B+cdt+---))2a+t68+ 126t --) = (a + (28 + 36t +---)*

Expandindo as poténcias, obtemos que os coeficientes de ¢ em ambos os lados sao
6023, de t? sao 12032 4+ 9023, mas que os coeficientes de t3 sejam os mesmo em
ambos lados, devemos ter a?d — 3afBdeg +23% =0 =0

Se partirmos do principio de que v ndo tem um ponto sextéatico em (o),
entao (4.6) nos fornece uma fungao de ¢t numa oval que tem exatamente um 0 de
ordem 3 em t = ty3. Por conseguinte, deve ter outro zero em outro lugar. Assim
temos o seguinte resultado:

Teorema 4.10. Desde que a curva v ndo tem um ponto sextdtico em (ty), hd
sempre uma conica com contato de ordem 3 em y(ty) e em algum outro ponto
v(t),t # to. Se existe um ponto sextdtico em ~y(ty), entdo existe uma conica com
contato de ordem 6 em 7y(ty), o qual pode ser considerado como um caso limite
do contato duplo de ordem 3.

Demonstracgao.
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Suponhamos que a curva 7 esteja parametrizada pelo comprimento de arco
afim. Consideremos a seguinte fungao

h:1 — R
t — h(t) =[v(t) = (o), 7' (s) + 7' (t)].-

Vamos mostrar que h apresenta valor 0 de ordem 4 em t = t5. Com efeito,
derivado h até a quarta ordem, vemos que

(to) —v(to), ¥ (t) ++'(t0)] =
(to), 7 (to)] +
+

(to) [y

W(t) = [ [v(to) — (o), 7" (t0)] = 0
h'(to) = [v"(to), 7 (to)] + [V (t0), 7" (to)] + [7(to) — ¥(to), 7" (t0)] = 0
W"(to) = [v"(to),7'(to)] + 2[7 (o), " (t)] + [7(to) — ¥(t0), 7™M (t0)] =0
h (t) [7(4)(?50)’7,( 0)] + 20" (to), v (to)] + 3 [/ (t0), 7] +

+ [Y(to) = 7(t0), ¥ (t0)] = 0.

Observemos que a derivada de quinta ordem sera nula se, e somente se, 1/(tg) = 0
(i curvatura afim). De fato, derivando h(®, e substituindo

Pt =01, e [Y ),V )] = —24(t) (4.8)
na derivada, obtemos
hO(t) = [y (8,7 (t0))] = 34/ (t) + [7(s) = 1(to)y""]
Logo,
WO (k) =0 <= 1/(to) =0,

isto é se, e somente se, (o) € um ponto sextatico da curva 7. Desde que h é
periodica, isto mostra que hé pelo menos um outro zero quando y’ # 0. [ |

Centro da cénica C de contato duplo de ordem 3

Queremos encontrar o centro da conica C que tem contato de ordem 3 com
a curva v em 7y(ty) e y(t). Para isso, suponhamos que dois pontos da curva -y

satisfazem a equacao (4.7).

Pela Observacao , o centro da conica se encontra ao longo da reta(4.5) e
vetor ao longo desta reta é

(fYY' + X (XY — XY'),Y (XY — XY)).

Vamos usar aqui o comprimento de arco afim. Pela equacao (4.7, temos
f==X'(t)’ e X'(to)Y(t) = X(1)Y'(t) — X' ()Y (1),
de modo que o vetor acima ¢é paralelo ao vetor

(v() = ~(t0)) — [V (t0), 7' (1)] ' (to),
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onde [Y(to),v(t)] = X'(to)Y'(t) desde Y'(ty) = 0. Este vetor é ao longo da reta
que une o ponto y(tg) ao centro da conica, e o centro da conica pode ser expresso
por

(1) = (to) = [v'(f0), 7' (D)] 7' (f0)) (4.9)
V(o) — () — [V (), 7' (t0)] 7' (1)) '

para numeros reais A, Ay. Igualando as duas expressoes, temos

(MY (to) + A2y (1)) [V (t0, ¥ ()] = (M1 + Aa — 1) (v(t) — (to)) - (4.10)

{C = ’y(to)-f-)\l
c = )+ A

o~~~

Pela equacao (4.7)), existe v tal que:

Y(t) —(to) = v (to) +7'(t).

Calculando o determinante por 7/(fg) + 7/(t) em ambos os lados da equagao

(4.10), obtemos:

0 = [(M7/(to) + X7 (1)) [V (to, ¥/ ()], 7/ (t) + ' (t0)]
ALY (t0), Y ()] + A2 [7'(1), 7 (to)]
M=D = A=)

Assim, pela equagio do centro ([E9) o valor de A; = Ay ¢ dado por
(M7 (f) + A2y (1) [/ (fo, v/ (D)] = (M + A2 = 1) (7(t) — (o))
= (Y (o) +9'(1) [V (t), Y ()] = (A1 — 1) (3() — (to))
() —(to)

2(7v(t) = (to)) — (7’(?) +'(t)) [v' (to), 7' (t)]

T2 vy (t), Y ()]

= A=

= )\1

Portanto, o centro da conica C com contato de ordem 3 com v em 7(to) e (¢)
é dado por:
(v(#) — (o) — [v'(t0), 7' ()] 7' (t0))
2—v[y(to),7(t)]
Obsevacao 4.11. Se o denominador da expressio acima € nulo, entdo a conica

C € uma pardbola, com centro no infinito. A duas retas que passam através de
v(to) e y(t) devem também ser paralelas.

v(to) +

4.2 AESS como Envolventes de Retas

Nesta secao, vamos descrever o AESS em termos de envolventes de retas
em vez de envolventes de conicas como mostrado anteriormente. Veremos que



88 4.2. AESS COMO ENVOLVENTES DE RETAS

o AESS é a partir do ponto de vista da teoria de singularidades do dual do
discriminante ao contrario do ADSS que é conjunto completo de bifurcagao.

Sejam 7: [a,b] — R? uma curva simples fechada convexa, pontos ~y(t1),v(t2)
t = ()
e a conica C dada pela Definigao [1.18

Consideremos inicialmente, conicas C que sao tangentes em v nestes dois pon-
tos, estas formam um feixe de conicas. De fato, se T; e Ty sdo as retas tangentes
ayem y(t1) e y(t2) e L é a reta que une esses dois pontos, entdo cada conica do
feixe é dada por:

T+ M2=0, AeR.

O lugar geométrico dos centros destas conicas é a reta M passando através da
intersecao de 77 e T3 e do ponto médio da corda que une y(t1) a y(t3). A figura
d& uma ilustragao destas retas.

Obsevacao 4.12. Eziste uma outro componente degenerado do lugar geométrico
dos centros, ou seja, a reta L, que corresponde ao par de retas L* do feixe, cujo
centro € indeterminado em L.

Figura 4.3: Exemplo das retas usadas para a construcao do AESS como envol-
vente de retas

Para medirmos o contato entre C e v em ~(t1) = (X (t1),Y(t1)) e y(t2) =
(X (t2),Y (t2)), vamos substituir as coordenadas destes pontos na equacao da co-
nica, ou seja

C(ty) :==aX(t1)*> +bY (t1)* + 2 X (t)Y (t1) + 29X (t1) + 2fY (1) +c =0

Clty) := aX (t2)* 4+ bY (ta)* + 2hX (t2)Y (L) + 29X (t2) + 2fY (t3) +¢c =0

A fim de denotarmos a condicao determinante resultante, introduzimos algu-
mas abreviacoes, para escrever os resultados mais tarde de forma sucinta. Por
C(t1) escrevemos o vetor

(X?,Y?2XY,2X,2Y,1),
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avaliada em t = ¢;, sendo um vetor em R® tal que
C(tl) ' (a/7 b? h? g7 f7 C>T = 07

que nos da condigdo para que a conica C passe através do ponto (X (1), Y (t1)).
Da mesma forma, o vetor C(ty) é similarmente definido. Por C;(t) escrevemos

XX 2YY' 2(X'Y + XY'),2X',2Y".0),
avaliado em ¢ = t;. Assim
Ct(tl) : (Cl,b, hvgv f7 C)T =0

¢ uma condi¢do adicional para C ser tangente a curva vy em (X (¢1),Y(¢1)). Simi-
larmente, as equacoes

C<t2) : (a7b7 h‘vgv f7 C)T =0

Ct(tQ) . (CL, ba hv g, f7 C)T = 0
nos dé a condigdo para que C seja tangente a v em 7(t2). Também introduzimos
C.(p,q) e Cy(p, q) para denotar os vetores obtidos por diferenciar a equagao da

cOnica com respeito a x e y respectivamente, substituindo os valor de x,y por
P, q, ou seja:

C.(p,q) = (2p,0,2¢,2,0,0) e Cyu(p,q) = (0,2q,2p,0,2,0,).

As seis equagoes acima mencionas nos assegura que a conica C terd contato de
ordem 2 com ~y em y(¢1) e y(t2) e a condigao determinante de que deve existir uma
conica como na Defini¢do [1.1§| (coeficientes ndo todos nulos) tangente a curva
em 7y(t1) e ¥(t2) e com o centro (p,q) é

G(t1t2, p, q) = = 0. (4.11)

Cy(pq)

Esta expressdo é uma equagdo em coordenadas (p,q), do lugar geométrico dos
centros de conicas C. Escrevendo

M(tlat%p: q) =0 e ‘Ca <t17t27p7 Q) =0 (412)

sendo primeira uma equacao da reta M (usando novamente (p,q) como coorde-
nadas atuais) e £ a equagao da corda que unem os pontos y(t1) e y(t2), devemos
ter que o lugar geométrico dos centros é

G =ML (4.13)

Seja G(t1,t2,p,q) = 0, tal que, (p,q) é o centro da conica tangente a v em
v(t1) e v(t2). Contanto que (p,q) nao é o centro da corda, onde M satisfaz L,
isto é, M N L , podemos deduzir que

ﬁ(t17t27p7 Q) 7é 0
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Obsevacao 4.13. O dunico caso que nos dard um problema é o lugar onde as
tangentes a v em y(t1) e y(t2) sdo paralelas, desde que os tangentes a uma conica
em extremidades opostas do didmetro sao paralelas

Temos também que os zeros de G coincidem com aqueles de M e 0 mesmo
vale para as derivadas: por exemplo, calculando a derivada de G em funcao do
parametro ¢, vemos que

gt - Mtﬁ ‘I‘ Mﬁt,
tal que G = G; = 0 é equivalente (longe de L =0) a M = M, = 0.

A funcdo M define uma familia a 2-parametro de retas no plano, parame-
trizada por pares de pontos distintos de . Podemos perguntar se: M pode ser
estendida diferenciavelmente para todos os pares de pontos de v 7.

A resposta é sim, desde que se define M(¢,¢,p,q) é uma equacao do normal
afim a v em ~y(t). A razdo geométrica para isso é o seguinte:

Para t1,t, fixo, a reta M é o lugar geométrico de centros de conicas tendo
(pelo menos) contato de ordem 2 com 7 em (t;) e Y(t2). Quando to —
iremos obter o lugar geométrico de centros de conicas tendo pelo menos contato
de ordem 4 com v em ~y(¢1), que é o normal afim neste ponto. Na verdade M da
origem a seguinte aplicagao

B : yx~y — DL,

, onde B é uma reta cuja equacao em coordenadas atuais (p, q) € M(ty,t2,p,q) =0
e DL o plano dual ou o conjunto de retas no plano ordinario R2.

Vamos considerar B ou M como a definicao de duas envolventes de retas,
um por fixando #; e a outra por fixando ¢5. Vamos usar a funcao G para medir
o contato entre a conica C e v e usar a relacdo G = ML, para comparar este
contato com propriedades de duas envolventes.

Apresentamos os principais resultados abaixo, e logo ap6s, esbocamos o mé-
todo da demonstracao, o que equivale apenas por diferenciar as funcées G e M
sucessivamente.

Definimos 0 AESS da curva v como o lugar geométrico de centros de conicas
que tem contato de ordem 3 com v em dois diferentes lugares (ou no limite,
os centros de conicas sextaticos). A conica C considerada aqui serd uma conica
tangente v em (1) e y(t2), € com centro (p, q).

Vamos encontrar entao o conjunto de simetria da envolvente afim por meio
de envolvente de retas.

Teorema 4.14. Sejam M, G e B como definidos em na se¢ao temos:

(1) Considere a familia a 1-parémetro de retas M(t1,ta2,p,q) = 0 onde ty € fizo.
Um ponto (p,q) pertence a envolvente desta familia de retas se, e somente
se, a conica C tem (pelo menos) contato de ordem 3 com a curva v em

Y(t1).
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(2) Fizando ty,p,q, a fungio G € nula e tem singularidade do tipo Ay, em t; se,
e somente se, a conica C tem contato de ordem k + 2 com v em ~(t1). O
resultado anterior € o caso em que k = 1 neste. As fungoes G e M possuem
o mesmo tipo de singularidade desde que (p,q) nao estd na reta L.

(3) O ponto (t1,t3) é um ponto critico de B se, e somente se, houver uma conica
com contato de ordem 3 em ambos y(t1) e y(t2).

oM M M
E = n " o
(4) Em pontos onde M ot oty 0, temos Ot10t5

para nos, o que esta condi¢ao significa geometricamente).

= 0. (Nao € obvio

(5) A reta M ¢ tangente ao AESS, quando existe uma conica C tendo contato
de ordem 3 com y em y(t1) e y(ta). Isso diz que o tangente ao AESS passa
através do ponto médio do segmento que une dois pontos de v e através da
intersecao dos tangentes a vy neste dois pontos.

De uma maneira mais formal: A imagem do conjunto critico de B é o
conjunto das retas tangentes ao AESS de vy, que € o dual ao AESS de 7.
FEste é completamente andlogo a situacdo estudada em [19].

(6) Se a conica C tem contato de ordem k (k > 4) com vy em y(t1), entao o dual
do AESS de v tem uma inflexao de ordem k —3. Uma inflexdo de ordem 1
é uma inflexao ordindria-corresponde ao uma cuspide ordindria no AESS,
e surge quando a conica C tem contato de ordem /.

Preliminares a Demonstracao:

Sem perda de generalidade, fixemos o ponto y(t3) na origem e consideremos
o tangente ser o eixo x, e 0 outro ponto y(t1) ser o ponto y(¢) (renomeando t;
por t). Segue que a conica C te a seguinte forma:

az® + by? + 2hay + 2fy =0,
com quatro coeficientes(homogéneos).

Sabemos que a reta M passa através do ponto médio da corda que une ~y(2)
a y(t) e do ponto de intersecdo do eizo x com a reta tangente no ponto y(t) e
que G serd dada agora pelo determinante 4 x 4

G(t,p,q) == . (4.14)

tal que, em coordenadas (p, q), G = 0 é a equagao do lugar geométrico de centros
de conicas tangente a v em ~y(t) e tangente ao eizo x na origem. Escrevendo
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~v(t) = (X (t),Y(t)), a equacao da reta £ ¢ dada por X¢—Yp e portanto devemos
ter que o lugar geométrico dos centro é

G = ML
= M(X(t)g-Y(t)p) (4.15)

para uma equacao adequada M = 0 da reta M. Como anteriormente, iremos
usar as seguintes notacgoes:

Ct) = (X*Y?2XY,2Y)

C,(t) (2X X', 2YY' 2X'Y +2XY",2Y")
C:(p.q) = (2p,0,2q,0)
Cy(p,q) (0,2q,2p,2)

Obsevacao 4.15. Vamos assumir que o sequndo fator da equacao acima € nao
nulo, isto é que o ponto (p,q) ndo € o ponto médio do segmento, o que € equivalente
a dizer que o tangente a v em y(t) nao € paralelo ao eixo x. Entdo G e a primeira
k derivadas com respeito ao pardmetro t se anula em (t,p,q) se, e somente se, o
mesmo se aplica a M, ou seja

G=0 & /\/l(Xq—Yp)—O &

Esquema da Demonstracao do Teorema [4.14

(1) Pela observagao acima, vamos conectar o nimero de derivadas de G que se
anulam com a ordem de contato da conica C com 7 em () e assim ,iremos
concluir que se aplica a M

A envolvente da familia de retas M(tq,t2,p,q) = 0 é dada por resolver o

sistema
{ aj\/(l/l(t’tsz’Q) :O (4 )
.16
at (t t27p7 Q) =0
Derivando a equagao (4.14), obtemos
Ci(1) C(t) C(t)
g Ci(1) Cue(t) Cu(t)
o (Lpa) = - = . (4.17)
t Ca(p, q) C2(p, q) Ca(p, q)
Cy(p,q) Cy(p, q) Cy(p, q)

Suponhamos que G(t,p,q) = %—f(i,p, q) = 0, entao:

e G =0 — C(t) é¢ uma combinacao linear de vetores linearmente

independentes C(t),C.(p, q) e Cy(p,q) (equagao (4.14))).
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(2)
(3)

(4)

e G =0 — Cy éuma combinacdo linear de C(t),C.(p,q) e Cy(p,q)
(equagao (4.17)).

Assim a condigao para C ter contato de ordem 3 com 7 em ~(t) é que

C=C=Cy=0,
ou seja, a matriz
C(t) X2 & 2XY 2y
Ce(t) 2X X' 2YY’ 2(X'Y + XY) 2y’
Cie(t) = 2(X?2+2XX") 2(Y24+YY") 2(X"Y +2X'Y' + XY") 2v"
Ce(p, q) P 0 q 0
Cy(p,a) 0 q p 2

tem posto < 4. Observemos que as trés linhas da matriz acima sao linear-
mente independentes, a menos que uma das seguintes situacoes ocorram:

i) p=q = 0: o centro da conica C estd em um ponto fixo de . Este é
excluido, porque assumimos que o centro estd em M.

1) Y = g = 0: este é certamente excluido por 7 por ser uma oval, uma
vez que o Unico ponto de v no eizo x serd a origem.

1) X =Y = 0: esse ponto é excluido, porque () ndo é a origem.
] XY ) .
w) (p,q) = (5, 5) o centro da conica C estd no ponto médio do seg-

mento, o que implica que o tangente de v em ~y(t) é paralelo ao tangente
na origem. Excluimos este caso acima.

Portanto a matriz tem posto 3, o que significa que a conica tem contato de
ordem 3 com v em (t) quando

_ 99 _

—E—O.

g

. oM
o que é equivalente a M(t,t2,p,q) = W(t,tg,p, q) =0,

Segue repetindo o mesmo argumento do item com mais derivadas de G.

Dizer que (t1,t3) é um ponto critico de B é equivalente dizer que (p, ¢) é um
ponto da envolvente de ambas as familias de retas dada por M, mantendo
t1 constante assim como %, ou seja

OM M

£1.1)) tal _ 9V _ 9
(b1 t2) tal que M ot ot

= (0 para algum p,q.

Portanto, pelo item a conica C tem contato de ordem 3 com 7 em (t)
e também em ~y(t2).

Segue imediatamente dos item [(Z)[(2)[(3)} mas utilizando a forma geral
de G em (4.11).
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(5) Decorre do fato de que, o conjunto critico de B é o conjunto

(t1,t2) tal que M = aa—tj\jl = %—tMQ =0 para algum p, q.
Considere o fato do conjunto S consistindo de pontos
oM OM

(t17t27p7 q) tal que M = = 0.

Ot Oty

O AESS é a projecao desse conjunto ao (p,q)-plano. A reta tangente a
S projeta a reta M para si mesma, que é por conseguinte tangente ao
AESS. (Isto é anélogo, ao fato de que, o tangente ao envolvente da familia
a l-parametro de retas é sempre a reta atual da familia; ver por exemplo

[8])-
(6) Este resultado ¢ obtido do item usando a interpretagao do item [(5)]

Obsevacgao 4.16. No Teorema para o caso euclidiano, M é substituido
M

=0
Ot10t4

mantém idéntica, uma vez que M € a soma das funcoes de ti e ty. Mas no pre-

oM oM
oty Oty

pela mediatriz do segmento que une os pontos y(t1) e y(t2), a formula

sente caso, nao € assim: precisamos M = = 0. O lestor interessado

pode ver mais detalhes em [19].

4.2.1 Lugar Geométrico das Tangentes Paralelas Médias-

MPTL

Definicao 4.17. Seja v : I — R? uma curva plana diferencidvel convexa. O
lugar geométrico das tangentes paralelas médias da curva v é o lugar
geométrico dos pontos médios das cordas que unem os pontos de contalos das
tangentes paralelas.

Considere o seguinte conjunto

A

oM oM
S—{(t17t27p7Q) tal que/\/l_a_tl_ o }

Na projecao do conjunto S aparece um outro conjunto de simetria invariante
afim, o MPTL. Isso deve-se ao fato de que, embora as trés condicoes que
definem o conjunto S sao geralmente suficientes para garantir que ha uma conica
tendo contato de ordem 3 em dois pontos distintos y(t1) e v(t2), descobrimos que
quando as tangentes sao paralelas, entao as trés condi¢oes sao automaticamente
satisfeitas pelo ponto médio do segmento que unem os pontos de contatos das
tangentes paralelas.

Obsevacao 4.18. Pode existir uma conica tendo contato de ordem 3 em pontos
onde as tangentes sao paralelas, e neste caso, o ponto médio da corda é o centro
de tal comica.
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O MPTL é um conjunto interessante, o seu verdadeiro valor aqui estd na
relacao com AESS, ao estudar 0 AESS e 0o MPT L, pode se deduzir ou explicar
fatos sobre o AESS com referéncia ao MPT L.

A figura [4.4] ilustra o AESS junto com o MPTL de uma curva oval.

Figura 4.4: O AESS representado por vermelho e o MPT L pelo preto.

4.3 AESS contendo uma reta

Vimos que, 0 ADSS sendo uma reta nao significa necessariamente que a curva
dada é simétrica afim. Para o AESS a situacao é diferente como segue.

Teorema 4.19. Seja v : I — R? uma curva oval, e suponhamos que o AESS
gerado por dois arcos de 7y seja uma reta. FEntao, qualquer um desses arcos é
obtido a partir do outro por uma transformacao afim de determinante igual a -1.

Demonstracao. Tomemos o AESS como sendo o eizo x, e considere os arcos
da oval v, com as seguintes parametrizacoes

n(t) = (X@),Y (@) e ) =(UQR),V(Q?),
com 7, parametrizada pelo comprimento de arco.

Pelo item do Teorema [£.14] o tangente ao AESS num ponto que corres-
ponde a dois valores de parametros (t1,ts), sempre passa por dois pontos:

a) do ponto médio do segmento da unido desses dois pontos da curva;

b) da intersecao de dois tangentes destes dois pontos da curva.



96 4.3. AESS CONTENDO UMA RETA

Segue-se para este caso, todos estes pontos médios e todas as intersecoes dos
tangentes correspondentes estao sobre o eiro x.

O tangente ao arco 7; que se encontra no eizo r no ponto com coordenada x
XY - XY
—
O outro tangent & forma oval por este ponto encontra a oval, em digamos s, e
portanto temos

XY - X'Y UV —-UV
v/ - Yy

(4.18)

para todos valores de t.

O ponto médio do segmento também reside no eizo =, de modo que
Y+V =0 Vt = Y +V' =0, Vt.

Substituindo as igualdades acima na equagao (4.18)), e assumindo que Y e Y’ seja
nao nulos, obtemos

d (X\ d (U
XY -Xy=U0y'-UYy —= —(=)==(<
cﬁ(Y) (ﬁ(Y)’

que da
X =U + )Y, para uma constante \.

(Com pressuposto de que Y # 0 ¢é inofensivo, uma vez que a oval s6 ird encontrar
o eizo x em dois pontos, e a condicao Y’ # 0 apenas evita que tangentes sejam
paralelas ao eizo z. Claramente estes nao prejudicam os resultado).

Assim o arco 1(t) = (U(t), V(t)) é obtido a partir do arco v, (t) = (X (¢), Y (¢))
por uma transformagao afim com matriz

(6 2)

com determinante igual a -1. [



CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos e estudamos detalhadamente o conjunto de sime-
tria central (CSS), o conjunto de simetria da distancia afim (ADSS) e o conjunto
de simetria da envolvente afim (AESS) de uma curva plana diferenciavel, fechada
e convexa, assim como suas propriedades.

No desenvolvimento e na conducao do trabalho foram abordados temas de
Geometria Diferencial, Geometria Diferencial Afim e Teoria de Singularidades
e estudados varios artigos cientificos recentes sobre conjuntos de simetria como
invariantes afins, dos quais destacamos [14] e [16].

Esta dissertagao fornece um material para quem deseja ter um primeiro con-
tato com os conjuntos de simetria de curvas planas invariantes por transformacoes
afins.

Além disso, aborda um tema de vanguarda da interface da Geometria Dife-
rencial Afim com a Teoria de Singularidades. De fato, no tltimos 20 anos varios
artigos foram escritos sobre conjuntos de simetrias afins, alguns originéarios de
teses desenvolvidas nessa area, das quais destacamos:

a) Paul Andrew Holtom apresenta em [20] o estudo dos conjuntos de simetria
invariante afim, onde introduz a estrutura local dos conjuntos de simetria
invariante afim para curvas nao-ovais e curvas nao simples, estudando tam-
bém as transicoes dos conjuntos por uma familia a 1-parametro de curvas.

b) Em [26], Anthony James Pollit apresenta conjuntos de simetria invariante
afim e Eixo medial, onde estuda dois tipos diferentes de conjunto de simetria
e eixo medial, no plano e no espaco tridimensional.

Uma perspectiva futura nessa vertente seria estudar conjuntos de simetria
afim de superficies ou variedades, na tese |26] sdo apresentados alguns problemas
em aberto sobre essa tema.
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