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Resumo

SILVA, Rafael Cazal, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, Fevereiro de 2016.
Discussao sobre Morfismos Irredutiveis nas Categorias dos Complexos
e de Homotopia. Orientadora: Sonia Maria Fernandes.

Neste trabalho, caracterizamos e apresentamos algumas propriedades dos
morfismos irredutiveis na categoria de complexos Cz(P) e na categoria homotopica
K~(P), onde P é a categoria dos modulos projetivos finitamente gerados sobre
uma algebra de Artin A e Z é o ideal de P formado pelos morfismos radicais, de
acordo com o artigo [9]. Com base no artigo [I], caracterizamos um certo tipo de
triangulo distinguido em K~ (P) com os dois primeiros morfismos irredutiveis na
categoria triangulada K~ (P). Estudamos também alguns resultados apresentados
em [14] sobre morfismos irredutiveis na categoria homotépica K°(A), sendo A uma

algebra de dimensao global finita.
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Abstract

SILVA, Rafael Cazal, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, February, 2016.
Discussion about Irreducible Morphisms in Categories of Complexes
and of Homotopy. Adiviser: Sénia Maria Fernandes.

In this work, we characterize and present some properties of morphisms
irreducible in complexes category Cz(P) and in homotopic category K~ (P), where
P is the category of finitely generated projective modules over an Artin algebra
A and 7 is the ideal of P formed by radical morphisms, according with article
[9]. Based on article [1], we characterize a certain type of distinguished triangle
in K~ (P) with the two first irreducible morphisms in the triangulated category
K~ (P). We also study some results presented in [14] about irreducible morphisms

in homotopic category K°(A), being A an algebra of finite global dimension.
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Introducao

Seja A uma K-dlgebra de Artin, o estudo das classes de isomorfismos
dos A-moédulos indecomponiveis é um dos principais objetivos na Teoria de
Representacoes. Neste sentido, na década de 70, os matematicos Maurice
Auslander e Idun Reiten introduziram em [3] (veja também [4]) a nogdo de
morfismos irredutiveis e as sequéncias quase cindidas, mais conhecidas como
sequéncias de Auslander-Reiten, na categoria mod A dos A-moédulos finitamente
gerados, as quais sao fundamentais nessa categoria, uma vez que permitem
descrever os modulos indecomponiveis e os morfismos irredutiveis entre os
mesmos.

Mais tarde, as sequéncias de Auslander-Reiten foram estendidas para a
categoria derivada limitada D°(A) de mod A, no caso em que A é uma algebra
de dimensao global finita, dando origem aos tridngulos de Auslander-Reiten, cuja
existéncia em tal categoria foi provada por Happel, o qual ainda descreveu os
tridngulos de Auslander-Reiten no caso de uma é&lgebra hereditéaria [13]. Mais
geral, Krause provou a existéncia destes triangulos em categorias trianguladas
compactamente geradas [18].

Recentemente, os triangulos de Auslander-Reiten e os morfismos irredutiveis
na categoria derivada, e equivalentemente na categoria de homotopia (veja
Teorema e Observagao , tém sido estudados. Em [14], Happel, Keller
e Reiten mostraram a existéncia de morfismos irredutiveis, além de descreverem
os triangulos de Auslander-Reiten, na categoria derivada limitada de moédulos
finitamente gerados sobre Anéis Gorenstein. Além disso, no caso de modulos
sobre uma algebra de dimensao finita, eles forneceram condig¢oes para a existéncia
de morfismos irredutiveis na categoria derivada limitada D°(A). Scherotzke em
[?] analisou os triangulos de Auslander-Reiten nesta categoria, além de provar
que existem morfismos irredutiveis cujo dominio ou contradominio é nulo, no
caso que A é uma &lgebra simples. Mais ainda, ela mostrou que no quiver de
Auslander-Reiten de D°(A) nao estdo todos morfismos irredutiveis de D°(A).
Bautista, Souto e Zuazua em [5] estudaram os morfismos irredutiveis terminando
em um complexo perfeito e morfismos irredutiveis entre complexos nao-perfeitos
na categoria derivada limitada D’(A).

Neste trabalho, destacamos os estudos de Giraldo e Merklen (veja [9]) sobre
os morfismos irredutiveis nas categorias de complexos C(P) e de homotopia
K~(P), onde P é uma subcategoria plena Krull-Schmidt P fechada para somas
e somandos diretos de uma categoria aditiva A.

Com base em [9], caracterizamos e apresentamos algumas propriedades dos
morfismos irredutiveis na categoria Cz(P) formada pelos complexos radicais de
C(P), onde P é a categoria dos A-mo6dulos projetivos finitamente gerados e Z é
o ideal de P formado pelos morfismos radicais. Mostramos que os morfismos



irredutiveis de Cz(P) sao divididos em trés formas (Proposigao [3.8). Por
ultimo vemos que a caracterizagdo dos morfismos irredutiveis de K~ (P) segue
o mesmo padrao de Cz(P) e que sdo divididos de acordo com (Proposi¢ao
também. Conforme o préprint [1], utilizamos tais resultados para caracterizar os
triangulos distinguidos com os dois primeiros morfismos irredutiveis na categoria
triangulada K~ (P) e estudar alguns resultados apresentados em [I4] sobre
morfismos irredutiveis em D?(A).

O texto é estruturado da seguinte forma:

No capitulo 1, damos algumas definigoes e resultados preliminares sobre Teoria
de Categorias, Algebra Homologica e Teoria de Representacoes utilizados ao longo
do trabalho.

No capitulo 2, apresentamos os principais conceitos sobre Categorias
Trianguladas e exibimos dois exemplos de tais categorias, a Categoria Homotépica
de uma categoria aditiva e a Categoria Derivada de uma categoria abeliana.

Os conceitos dos capitulos anteriores sao importantes para a compreensao dos
capitulos seguintes. Alguns resultados sdo expostos rapidamente. Assumimos
que o leitor tenha alguma familiaridade com esses assuntos.

No capitulo 3, conforme o artigo [9], caracterizamos e apresentamos
algumas propriedades dos morfismos irredutiveis nas categorias de complexos
Cz(P) e de homotopia K~ (P). Utilizando alguns resultados sobre complexos
homotopicamente minimais foi possivel mostrar que "as mesmas caracterizacao
e propriedades" dos morfismos irredutiveis em Cz(P) podem ser utilizadas em

K- (P).

No capitulo 4, estudamos os tridngulos distinguidos X !

by

Y 50 2 X1
na Categoria Triangulada Homoto6pica K~ (P), onde C é o cone de f, para o caso
que f é um morfismo irredutivel. Usamos as Formas Standard (Proposigao ,

oy Sow X|[1] de f, onde o
complexo W possui uma expressao mais simples com relagao ao Cy em K~ (P).
Por fim, utilizamos a Proposi¢ao e o Teorema [3.18| para caracterizarmos tais
triangulos para o caso em que g é um morfismo irredutivel.

Ainda neste capitulo, estudamos alguns resultados de [I5], dentre os quais
discutimos sobre a indecomponibilidade do cone de um morfismo irredutivel e a
existéncia de morfismos irredutiveis em D°(A). Para o primeiro, consideramos que
A é uma algebra de dimensao global finita e usamos a estrutura triangulada da
categoria derivada D?(A). Para o segundo, mostramos que algumas proposigoes
apresentadas em [15] sdo consequéncias de alguns resultados que exibimos. Por
ultimo, usando alguns lemas de [24], vemos uma outra condi¢do suficiente para
que o C} seja indecomponivel em uma categoria triangulada Krull-Schmidt
qualquer.

Nos capitulos 3 e 4, denotamos por A uma algebra de Artin associativa com
unidade e de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado K. Todos
os conceitos e resultados apresentados nesse texto levarao em consideragao essa
estrutura de A, mesmo sabendo que em alguns casos, valem em um contexto mais
geral.

para obter triangulos distinguidos X



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos todas as definicoes e resultados necessérios
para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. As demonstragoes de muitos
resultados serao omitidas, mas indicaremos referéncias de textos para maiores

detalhes.

1.1 Categorias

Nesta se¢ao, introduzimos as principais defini¢oes e resultados sobre a Teoria
de Categorias. Mais detalhes podem ser encontrados em [17], [25] e [26] .

Definicao 1.1. Uma categoria C é composta por:
1. Uma classe obj(C) de objetos;

2. Um conjunto de morfismos Home(X,Y) para quaisquer objetos X e Y,

cujos elementos sao denotados por f : X — Y ou X sy, Alem disso,
Home(X,Y)N Home(Z, W) =0 sempre que (X,Y) # (Z,W) em C.

3. Uma composi¢ao associativa

o: Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)
(f,9) —  gof

para quaisquer objetos X, Y e Z. Mais ainda, para cada objeto X de C,
existe um morfismo identidade 1x em Home(X, X) tal que

folx=felxog=yg
para todos f € Home(X,Y) e g € Home(Z, X).

Por simplicidade, ao longo deste texto demotaremos a composicio g o f de
morfismos em C por gf.

Exemplo 1.2. 1. A categoria Sets. Os objetos de Sets sao conjuntos e os
morfismos sao funcaoes.

2. A categoria Groups tem como objetos os grupos e 0s morfismos sao 0s
homomorfismos de grupos.
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3. A categoria Vectx, onde K € um corpo, cujos objetos sao K-espacos
vetoriais e os morfismos sao transformacoes lineares.
As composicoes de morfismos nestas categorias $ao as usuais.

Um diagrama numa categoria C é um grafo cujos vértices e as flechas sao
objetos e morfismos em C, respectivamente. Dizemos que um diagrama em C é
comutativo sempre que a composi¢ao de morfismos ao longo de caminhos com
o mesmo inicio e fim sao iguais. Por exemplo, se o diagrama

x—1.y

g

w-roz

N

é comutativo, temos ¢gf = hk. Nos proximos capitulos, muitas vezes
representaremos o morfismo identidade 1y em C como o diagrama X —= X .

Definicao 1.3. Sejam C e D categorias. Dizemos que D é uma subcategoria
de C se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. 0obj(D) € uma subclasse de obj(C);
2. Homp(X,Y) C Home(X,Y) para todos X,Y € obj(D);
3. A composicao de morfismos em D é a mesma de C;

4. Para cada objeto X em D, os morfismos identidade em Homp(X, X) e em
Home(X, X) coincidem.

A subcategoria D de C € dita plena se Homp(X,Y) = Home(X,Y) para todos
objetos X,Y de D.

Exemplo 1.4. A categoria vecty, cujos objetos sao K-espagos vetoriais de
dimensao finita, € uma subcategoria plena de Vectx. A categoria Ab, a qual
possut como objetos os grupos abelianos, é uma subcategoria plena de Groups.

Seja f : X — Y um morfismo em uma categoria C. Se Y = X, f é dito um
endomorfismo de X. Denotaremos Endc(X) = Home(X, X).

Dizemos que f é um monomorfismo (resp. epimorfismo) se f pode ser
cancelado a esquerda (resp., a direita), isto é, para cada par de morfismos
91,92 € Home(W, X) (resp., hi,ha € Home(Y, Z)) tais que fg1 = fga (resp.,
hif = hof) implica que g; = gy (resp., hy = hs).

O morfismo f é um isomorfismo se existe um morfismo A : ¥ — X
em C, chamado inverso de f, tal que hf = 1x e fh = 1y. Neste caso, h é
tinico e denotado por f~!. Se além disso f ¢ um endomorfismo, chamamos f de
automorfismo de X. Se existe um isomorfismo entre objetos X e Y, dizemos
que X e Y sao isomorfos e denotamos X =Y.

Um objeto de uma categoria C é dito objeto zero e denotado por 0 se existem
tinicos morfismos g : 0 - X e h : X — 0 em C para todo objeto X de C. O
objeto zero é tinico a menos de isomorfismos. Dizemos que f : X — Y em C é um
morfismo zero se f fatora através do objeto zero. Tal morfismo seré denotado
por 0 também.
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O produto de objetos Xi,...,X,, de uma categoria C é o conjunto
{12 Xjope; 1 < k < n}, onde [[_; X; = X; x ... x X,, é um objeto de C
e pr € Homc(H?:1 X;, X), tal que para cada objeto Z de C e cada conjunto
{fr € Home(Z, X}), com k= 1,...,n}, existe um tnico f € Home(Z, H?:l X;)

tal que, para todo k = 1,...,n, o seguinte diagrama é comutativo:
Z
|
il Tk
v
n
Xi = A
j=1
Dualmente, o coproduto (ou soma direta) de objetos X7,..., X, de uma

categoria C é o conjunto {EB;L:l X, i1 <k <n}, onde @?:1 X, =X19..0X,
¢ um objeto de C e i, € Homc(Xk,@?zl X;), tal que para cada Z € obj(C)
e cada conjunto {f, € Home(Xy,Z), com k = 1,...,n}, existe um tunico
f € Home(@)_, X, Z) tal que o diagrama

Xj — @ Xj
=1
|
fr I f
Y
Z
é comutativo, para todo kK = 1,...,n. Geralmente, @;‘:1 X € chamado a soma
direta de Xy,..., X, e cada i, é dito uma inclusao canénica.

Definigao 1.5. Uma categoria C € dita aditiva se satisfaz as sequintes condigoes:
1. Para quaisquer objetos X1 e Xy de C existe a soma direta X1 ® Xy em C.

2. Para cada par de objetos (X,Y), uma operagao bindria + € definida sobre
o conjunto Home(X,Y) tal que (Home(X,Y),+) € um grupo abeliano;

3. A composicio o de morfismos € bilinear, isto €,

fa+d)=Ffg+fg e(f+[g=Ffg+ [y
para todos f, f' € Home(Y,Z) e g,9" € Home(X,Y);
4. C tem um objeto zero.
Exemplo 1.6. As categorias Groups e Vectyg sao aditivas.
Observagao 1.7. A condicao 1 da defini¢ao € equivalente a dizer que, para

quaisquer X1, Xo € 0bj(C) existe X1 ® X5 € 0bj(C) e morfismos

i1 D2
X1 T )(169)(2<'—E X2
io
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tais que

) ) ) 1, sej =k )
11p1 + 2p2 = 1x,0x, eijkZ{ 0 sej#k , com j, k € {1,2}.

De fato, se o conjunto {X1® Xo,i1: X1 — X1 ® Xo,i9: Xo — X1 P Xo} €
a soma direta de X1 e Xo, entdao existem unicos morfismos p1 : X1 ® Xo — X3
e py: Xo® Xy — Xy tais que os diagramas

X1—>i1 X1@X2<—i2 Xs X1—>ZA1 X1@X2<—i2 Xo
| |
| P1 | P2
X X

1, sej=k
0, se j#k

um dos morfismos 1x,ax, € 11p1 + a2, 0 sequinte diagrama comuta:

sa0 comutativos, isto €, pjiy = { , com j, k€ {1,2}. Assim, se f €

X1L>X1 EBX2<LX2

|
\ If/
71 % 2

X1 ® Xs

Pela unicidade de f, seque que i1p1 + 19p2 = 1x,0x,-
Reciprocamente, considere os diagramas em C,

1—>X169X2<—X2 1—>X1@X2<—X2
\If/ \If/

Definindo o morfismo f = fip1 + fope em C, mostra-se que primeiro diagrama
é comutativo. Agora, suponha que o morfismo ' em C faz o seqgundo diagrama
comutar, isto €, f'iy = f1 e flig = fo. Assim, temos fliyp1 = fip1 e fliaps = fopa.
Somando membro a membro tais igualdades, obtemos f'(i1p1+ispe) = fip1+ fape,
isto €, f' = fip1 + fopa = f. Isto mostra a unicidade de f.

Logo, o conjunto {X1 & Xa,i1 : X1 — X1 & Xo,in: Xo — X1 Xo} € a
soma direta de X; e Xy em C.

Este resultado pode ser estendido para uma soma direta de uma familia finita
de objetos em C. Neste caso, chamamos os morfismos py, : @?:1 X; = Xj, com
1 <k <n, de projecoes candénicas.

Sejam X' e X objetos de uma categoria aditiva C. Dizemos que X' é um
sub-objeto de X, se existe um monomorfismo u : X’ — X em C, chamado
inclusao de X’ em X. Se além disso existe um morfismo p : X — X’ em
C tal que pu = 1x/, X’ é dito um somando direto de X. Por exemplo, pela
Observagao[L.7] X; e X, sdo somandos diretos de X; @ X5, para quaisquer objetos
X7 e X5 em uma categoria aditiva C.
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Definigao 1.8. Seja C uma categoria aditiva. Uma familia Z de morfismos em
C € um ideal a direita (resp. a esquerda) se satisfaz as sequintes condigoes:

1. Z(X,Y)=ZN Home(X,Y) € um subgrupo aditivo de Home(X,Y);
2. T(Z,Y)Home(X, Z) C T(X,Y) (resp. Home(Z,Y)I(X,Z) C I(X,Y))

para todos objetos X, Y e Z em C.
Se L é ideal a direita e a esquerda de C, dizemos que I é um ideal bilateral,
ou simplesmente ideal, de C.

Pela defini¢ao [I.5] em uma categoria aditiva C, cada conjunto de morfismos
Home(X,Y) é um grupo abeliano aditivo. A seguir, definiremos uma categoria
onde tais conjuntos sao espacos vetoriais.

Definicao 1.9. Seja K um corpo. Uma categoria C é uma K-categoria se,
para quaisquer objetos X eY de C, o par (Home(X,Y),0) € equipado com uma
estrutura de K-espaco vetorial e o € uma aplicacao K-bilinear. Se além disso a
dimensao dimg Hom(X,Y') € finita para quaisquer objetos X e Y, C € dita uma
K -categoria Hom-finita.

Exemplo 1.10. A categoria Vecty (resp., vecty ) de todos os K -espagos vetoriais
(resp., de todos os K-espagos vetoriais de dimensao finita) é uma K-categoria
(resp., K-categoria Hom-finita).

Sejam C uma categoria aditiva e f : X — Y um morfismo em C. O ntcleo
de f é o par (Ker f,u), onde Ker f é um objeto de C e u € Home(Ker f, X),
satisfazendo as seguintes condigoes:

1. fou=0;e

2. para quaisquer objeto Z e morfismo h : Z — X em C tal que foh =0,
existe um dnico morfismo h' : 7 — Ker f em C tal que h = u o I/, isto é,
fazendo o seguinte diagrama comutar:

/\ch

Ker f——=X
A\

7

Y

Por simplicidade, as vezes chamaremos o nicleo de f o objeto Ker f, enquanto
u seréd denominado morfismo nicleo de f.

Observemos que o morfismo ntcleo v é um monomorfismo. De fato, sejam
91,92 € Home(Z, Ker f) tais que ug; = ugs. Fazendo h = ug; = ugs e usando a
unicidade de A’ no diagrama anterior segue que g; = g.

Similarmente, o conticleo de f é o par (Coker f,p), onde Coker f é um objeto
de C e p € Home(Y, Coker f), satisfazendo as seguintes condigoes:

1. pof=0;e
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2. para quaisquer objeto Z e morfismo g : Y — Z em C tal que go f = 0,
existe um tnico morfismo ¢’ : Coker f — Z em C tal que g = ¢’ o p, isto
é, fazendo o seguinte diagrama comutar:

0

T L s

X Y Coker f

Z

Novamente, por simplicidade, as vezes chamaremos o conicleo de f o objeto
Coker f e p o morfismo conicleo de f. Analogamente, podemos mostrar que o
morfismo conticleo p é um epimorfismo.

Lema 1.11. Seja f : X — Y um morfismo em uma categoria aditiva C com
nicleo (Ker f,u) e conicleo (Coker f,p). Entdao, f é um monomorfismo (resp.,
epimorfismo) se, e somente se, Ker f =0 (resp, Coker f =0).

Demonstracao. Provaremos apenas uma das afirmacoes pois sao analogas.
Suponha que f é um monomorfismo. Mostraremos que o par (0,u:0 — X) éo
nucleo de f, onde 0 é objeto zero de C.

Claramente fu = 0, ou seja, fu é um morfismo zero, pois fu = fuly. Agora,
seja um morfismo h : Z — X em C tal que fh = 0. Como f é um monomorfismo,
h =0, isto é, h é um morfismo zero. Assim, existe um morfismo h’' : Z — 0 em
C tal que h = uh/, isto &, fazendo o seguinte diagrama comutar:

Sabendo que 0 é objeto zero de C, o morfismo h’' é tinico. Logo, Ker f = 0.

Reciprocamente, sejam ¢;, g2 : W — X morfismos em C tais que fg; = fgo.
Assim, f(g1 — g2) = 0. Como Ker f = 0, existe um tnico morfismo ' : Z — 0
em C tal que g1 — go = uh/, isto é, fazendo o seguinte diagrama comutar:

Desta forma, g; — g ¢ um morfismo zero, isto ¢, g — go = 0. Logo, g1 = ¢».
Portanto, f é um monomorfismo. O]

Definicao 1.12. Uma categoria aditiva C € dita abeliana se, para cada morfismo
f: X —Y emC:

1. existem o nicleo (Ker f,u) e o conicleo (Coker f,p) de f;
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2. o 1nico morfismo f': Cokeru — Kerp em C que faz o diagrama

Ker f = X ! Y i Coker f

1

Cokeru - e > Ker p

comutar é um isomorfismo, onde (Coker u,u’) é conicleo de u e (Ker p,p’)
€ o nicleo de p.

O objeto Kerp é chamado a tmagem de f e denotado por Im f.

Exemplo 1.13. Seja a categoria aditiva C = Groups. Para qualquer morfismo
f:X — Y emC, o nucleo de f é o par (Ker f,u : Ker f — X), onde
Ker f ={z € X; f(z) = 0} e u é homomorfismo inclusio, e o conicleo de f é

o par (Coker f,p:Y — Coker f), onde Coker f =

e p € homomorfismo

Im f
projecao. Além disso, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismos de Grupos,
X X
Cok = = =] =K
okeru = ——— = —— 7 m f erp

via o isomorfismo dado por f'(x + Ker f) = f(x). Como f' faz o diagrama no
item 2 da defini¢cao anterior comutar, C € uma categoria abeliana.

Definig¢ao 1.14. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante (resp., funtor
contravariante) F' : C — D ¢ uma fungao tal que:

1. se X € obj(C), entdao F(X) € obj(D);

2. se f € Home(X,Y), entao F(f) € Homp(F(X), F(Y)) (respectivamente,
F(f) S HomD(F(Y)7F<X)));

3 se X L5V % 7 sio morfismos em C, entao
Flgo f) = Flg) o F(f) (respectivamente, F(go f) = F(f) o F(g));

4. para todo X € 0bj(C), F(1x) = 1px).

Exemplo 1.15. Seja C uma categoria. O funtor identidade 10 : C — C ¢é
definido por 1¢(X) = X e 1c(f) = f, para todo objeto X e todo morfismo f em
C.

Exemplo 1.16. Sejam C uma categoria e A um objeto em C. O funtor covariante
Home(A,—) : C — Sets € definido por

Home(A,—)(X) = Home(A, X) para todo X € obj(C)
e para cada f € Home(X,Y),

Home(A, f): Home(A,X) — Home(AY)
h > fh '

Analogamente, definimos o funtor contravariante Home(—, A).
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Seja F': C — D um funtor covariante. Pelo item 2 da definigao [1.14] para
todos objetos X e Y de C, temos a seguinte aplicagao:

Fxy: Home(X,Y) — Home(F(X),F(Y))
f = E(f)

Se, para todos X,Y em obj(C), Fxy ¢é injetora (resp., sobrejetora), entdo I
¢ dito fiel (resp. pleno). No caso em que C e D sdo categorias aditivas, o funtor
F' ¢ dito aditivo, se preserva somas diretas de objetos e F'x y preserva soma de
morfismos, isto ¢, FI(X;® X,) = F(X,)® F(Xy) e F(f+g) = F(f)+ F(g), para
todos X1, Xo € Obj(C) e f,g € Home(X,Y).

Um funtor F' : C — D é um isomorfismo de categorias, se existe um
funtor G : D — C tal que GF = 1¢ e FG = 1p. Neste caso, dizemos que as
categorias C e D sao isomorfas. Se C = D, F é dito um automorfismo de C.

Sejam F, F’ : C — C’ funtores covariantes. Uma transformagao natural é
uma familia de morfismos ¥ = {Ux : F(X) — F/'(X); X € Obj(C)} em C’ tal
que para todo f € Home(X,Y) o diagrama

v x

F(x) -2
F(f)l lF’(f)
FY)——=F'(Y)

Uy
em C' é comutativo. Se cada Wy é um isomorfismo em C’';, ¥ é chamada uma
equivaléncia natural. Neste caso, dizemos que I’ e F’ sao naturalmente
equivalentes e denotamos por F' ~ F’.

Um funtor covariante F' : C — D é uma equivaléncia de categorias se
existe um funtor G : D — C tal que GF ~ 1¢ e FG ~ 1p. Dizemos que
C e D sao categorias equivalentes, e denotamos por C = D, se existe uma
equivaléncia de categorias F': C — D.

1.2 Categoria dos Moédulos sobre uma Algebra

Nesta secao, introduziremos as notacoes e terminologias sobre algebras e
modulos sobre uma algebra. Trataremos de forma sucinta esses assuntos, mais
informagoes podem ser encontradas em [2] e [16].

1.2.1 Algebras

Definigao 1.17. Seja K um corpo. Um anel A com unidade é uma K-dlgebra
se possui uma estrutura de K-espago vetorial e A(ab) = a(A\b) para todo A € K e
a,b e N. Em geral, chamaremos A simplesmente de dlgebra.

Se a dimensao dimg A do K-espago vetorial A é finita, dizemos que A é uma
K-algebra de dimensao finita.

Exemplo 1.18. Numa K-categoria (Hom-finita) C o anel (End¢(X),+,0),
onde X € obj(C), é uma K-dlgebra (respectivamente, de dimensao finita), com
identidade 1x.
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Ao longo deste texto, a menos que seja dito o contrario, A sempre sera uma
algebra de dimensao finita.

Um ideal a direita (a esquerda) I de uma K-algebra A é um K-subespago
vetorial de A tal que za € I (ax € I, respectivamente) para todo x € [ e a € A.
Um ideal bilateral, ou simplesmente ideal, I de A é um ideal & esquerda e &
direita de A. Neste caso, o K-espago vetorial quociente A/ tem uma estrutura
de K-algebra.

Uma &lgebra A é dita simples se A # 0 e os unicos ideais de A sdo {0} e o
proprio A.

Se I é um ideal bilateral e m é um inteiro positivo obtemos um outro ideal
bilateral I™ de A formado por todas as somas finitas de elementos da forma
T1%o ... Ty, onde xq1,x9,...,2, € I. Se I" = 0 para algum inteiro positivo
n, dizemos que I é um ideal nilpotente de A. Um elemento x em A é dito
nilpotente, se existe um inteiro positivo m tal que ™ = 0.

Um ideal I (a direita, & esquerda ou bilateral) proprio de A é dito maximal
se a existéncia de um ideal I’ de A tal que I C I’ C A, implica que I’ = I ou
I'=A.

Se A tem um tunico ideal maximal & direita (ou & esquerda), dizemos que A é
uma K-algebra local.

A intersecao de todos ideais a direita (ou & esquerda) maximais de A é
chamada o radical de Jacobson, ou simplesmente radical da K-algebra A

e seré denotado por rad A. Note que rad A é um ideal de A. Consequentemente,
A/rad A é uma K-algebra.

Proposigao 1.19. Seja A uma dlgebra.
1. rad(A/rad A) = 0.

2. Para qualquer idempotente g+ rad A € A/rad A, existe um idempotente e
tal que g — e € rad A.

Demonstracao. Veja [2], p. 5 e 19, Corolario 1.4 e Lema 4.4. ]

Seja A uma algebra de dimensao finita. Se rad A = 0, dizemos que A é uma
K-algebra semissimples. Pela Proposigao anterior, A/rad A é um exemplo de
algebra semissimples.

Proposigao 1.20. Se A ¢ uma K-dlgebra de dimensao finita, entao rad A €
nilpotente.

Demonstragao. Veja [2], p. 8, Corolario 2.3. ]

1.2.2 Modulos sobre uma Algebra

Definig¢ao 1.21. Seja A uma K-dlgebra. Um A-mddulo a direita é um par (X, -),
onde X € um K-espaco vetorial e

XxAN — X
(x,a) +— =za

€ uma operac¢ao bindria, satisfazendo as sequintes condigcoes:
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1. (z1 + x2)a = 10 + 220 4. 111 = a2
2. b) = b
Tia+b) =zata 5. (x1N)a = (z1a)\
3. z1(ab) = (x1a)b

para todo x1,19 € X, a,b € A e X € K. Similarmente, definimos A-maodulo a
esquerda.
Notagao: escreveremos X ao invés de (X, .).

Exemplo 1.22. Uma dlgebra A é um A-mddulo a direita (e a esquerda).

Daqui em diante um A-moédulo sera, a menos que seja especificado o contrario,
um A-moédulo a direita e ficard entendido que todos os resultados vélidos para
A-modulos a direita serao validos, com algumas adaptagoes necessarias, para os
A-modulos & esquerda. Além disso, muitas vezes diremos simplesmente modulo
para se referir a um A-moédulo.

Seja X um A-modulo. Um A-submédulo X’ de X é K-subespago vetorial
de X tal que 2’a € X' para todo 2’ € X' e todo a € A. Se X é nao-nulo e seus
tinicos submodulos sao 0 e o proprio X, dizemos que X é um médulo simples.

Dizemos que um modulo X tem dimensao finita se a dimensao dimg X do
K-espaco vetorial subjacente de X é finita.

Sejam X e Y A-mo6dulos. Um A-homomorfismo f : X — Y ¢é uma
aplicagao K-linear tal que f(xa) = f(x)a para todo x € X e a € A. Se além
disso f ¢ injetivo (respectivamente, sobrejetivo), f é chamado monomorfismo
(respectivamente, epimorfismo). Dizemos que f é um isomorfismo, se [ é
bijetivo. Neste caso, X e Y sao ditos isomorfos e escrevemos X =Y.

Denotaremos por Mod A a categoria cujos objetos sao A-modulos e morfismos
sao A-homomorfismos.

A soma direta dos A-moédulos Xi,..., X, é a soma direta X; & ... ® X,
de K-espagos vetoriais munida de uma estrutura de A-moédulo definida por
(1, ...,25)a = (71a,...,z5a), com 1 € Xq,...,25 € Xgea €A.

Um A-moédulo nao-nulo X é dito indecomponivel se nao existem A-modulos
nao-nulos X; e X5 tais que X ~ X; & Xo.

Sejam X e Y objetos de ModA. O conjunto Homa(X,Y) de todos os
A-homomorfismos de X para Y é um grupo abeliano aditivo, com a adiga@o
f,g— f+gdadapor (f+g)(xz) = f(x)+g(x), para todo x € X. O modulo {0}
é objeto zero de Mod A.

Além disso, definindo a multiplicagao escalar (f, \) — fA por (fA)(z) = f(z)
para todo f € Homy(X,Y), A € K ex € X, temos que o conjunto Hom(X,Y)
é um K-espago vetorial. Mais ainda, se X e Y sao modulos de dimensao finita,
entdo Homy(X,Y) é um K-espago vetorial de dimensao finita.

Desta forma, prova-se que a composi¢cao de A-homomorfismos é K-bilinear.
Logo, Mod A é uma K-categoria aditiva.

Agora, veremos que Mod A é uma categoria abeliana. Seja f : X — Y
um A-homomorfismo. O niticleo, a imagem e o conticleo de f sdo definidos,
respectivamente, por

Kerf={xe X : f(x)=0}Im f={f(x) : 2 € X} e Coker f =Y/Im f.
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Os A-homomorfismos inclusao i : Ker f — X, dado por i(z) = x, e projegao
p:Y — Coker f, dado por p(y) = y+Im f, sdo os morfismos niicleo e contcleo
de f, respectivamente. Além disso, pode-se mostrar que X/Ker f = Im f, isto
é, o Primeiro Teorema dos Isomorfismos é vélido em ModA. Assim, podemos
concluir que Mod A é uma categoria abeliana. Logo, Mod A é uma K-categoria
abeliana.

Como Mod A é uma K-categoria, pelo Exemplo sabemos que End(X)
é uma algebra, para todo A-médulo X. A seguir, apresentamos um lema que
relaciona X e End(X).

Lema 1.23. Sejam A uma K-dlgebra e X um A-modulo.

1. Se a dlgebra End(X) € local, entao X € indecomponivel.

2. Se X ¢ indecomponivel e tem dimensdao finita, entao a dlgebra End(X) é
local e qualquer A-endomorfismo de X € nilpotente ou um isomorfismo.

Demonstragao. Veja [2], p. 22, Corolario 4.8. ]

Sejam X um A-moédulo e X um subconjunto de X. Dizemos que X é gerado
por X' se

X =(X") = { Z TNt N €A, 2 EX',iEZi}.
finita
Se X’ é finito, X é dito finitamente gerado.

Denotaremos por mod A a categoria cujos objetos sao A-mddulos finitamente
gerados. Observe que mod A é uma subcategoria plena de Mod A. Além disso,
mod A é uma K-categoria abeliana Hom-finita.

A seguir, veremos um resultado fundamental na Teoria de Representagoes de
algebras de dimensao finita.

Teorema 1.24 (Krull-Schmidt). Seja A uma dlgebra.

1. Todo maodulo em mod A tem uma decomposicao X = X1 & ...H X,,, onde
Xq,..., X, sao modulos indecomponiveis e cada dlgebra de endomorfismo
End(X;) € local para todo j =1,...,m.

2. Se X =2 DL, Xi = @,_, X}, onde X; e X| sdo indecomponiveis, entdo

m = n e ezxiste uma permutacao o de {1,...,n} tal que X; = X;(z) para
cada i =1,...,n.
Demonstragao. Veja [2], p. 23. O]

Uma &lgebra A como A-moédulo admite uma decomposicdo A = @, e;A,
onde {e¢; : 1 < i < n} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de A, isto é,

0, sei#y
ee =e;+ep =€ =¢€ oue = e.

respectivamente. Neste caso, cada e;A é um moédulo indecomponivel. Logo, pelo
Teorema [1.24] esta decomposicao de A é tnica, a menos de isomorfismo e da
ordem dos somandos diretos.
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Se e;A 2 e;A para todo ¢ # j, dizemos que A é uma algebra basica. Uma
algebra A é conexa se ela nao é produto de duas algebras.

Um A-modulo P é projetivo se, para qualquer epimorfismo p € Homy (X, Y)
e qualquer h € Homy(P,Y'), existe g € Homy (P, X) tal que diagrama

X—=Y——>0

é comutativo. Dualmente, definimos um A-moédulo injetivo.

Denotaremos por Proj A a subcategoria plena de Mod A, formada por todos
A-modulos projetivos, e por proj A a subcategoria plena de mod A, consistindo
de todos A-modulos finitamente gerados projetivos. Observe que proj A é uma
K-categoria aditiva Hom-finita.

Proposigao 1.25. A soma direta de A-mddulos @, ; P; € projetivo se, e somente
se, cada P; é projetivo.

Demonstragao. Veja [16], p 194, Proposicao 3.5. O

Um A-submédulo L de M é supérfluo se para cada A-submodulo X de M a
igualdade L + X = M implica X = M. Um epimorfismo h : P — X em mod A
é chamado cobertura projetiva de X se P é projetivo e Ker h é supérfluo.

Uma sequéncia de homomorfismos de A-médulos

fn—l fn

Mn—l Mn

My — . ..

¢ chamada sequéncia exata se Im f,_; = Ker f, para todo n. Uma sequéncia
exata é dita curta se ela é da forma

0 L M2 N 0.

f

Teorema 1.26. Seja 0 Ly M—~ L, 0 wma sequéncia exata
curta em mod A. Entao as sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. Existe um homomorfismo h : Ly — M tal que gh = 1p,,;
2. Eziste um homomorfismo k : M — Ly tal que kf =1p,;
3. M=L® L.
Demonstragao. Veja [16], p. 177, Teorema 1.18. O]

Dizemos que uma sequéncia exata curta cinde se ela satisfaz as condigoes
equivalentes do Teorema [1.26}
Seja X um A-modulo. Dizemos que

.—=P, P, ey o 0 (1.1)

¢ uma resolugao projetiva de X se existe py € Homy (P, X) tal que

—=P, 2P, P2 p X 0 (1.2)
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¢ uma sequéncia exata onde cada P,, com n € NU{0}, é um A-mddulo projetivo.
Se além disso p; : P, — Kerpj_;, para todo j > 1, e po : Fy — X sao
coberturas projetivas, entao (|1.1)) é uma resolugao projetiva minimal de X.

Observagao 1.27. Em geral, o nicleo de py em (1.2)) ¢ denotado por QX.

Proposicao 1.28. Todo A-maodulo X admite uma resolucao projetiva minimal
em mod A.

Demonstragao. Veja [2], p. 30, Corolario 5.10. ]

Se um A-moédulo X admite resolucao projetiva finita,

0 P, P, Ly L ¢ 0, (1.3)

entdo o menor ndmero inteiro nao-negativo m tal que ¢ uma resolucao
projetiva de X é chamado a dimensao projetiva de X e denotado por pd X.
Se nao existe uma resolucao projetiva finita de X, entao pd X = oo.

A dimensao global a direita de uma K-algebra A é o ntimero, caso exista,

r.gl.dim A = max{pd X; X € ModA}.

Neste caso, A é dita uma algebra de dimensao global finita. Caso contréario,
dizemos que A tem dimensao global infinita e r.gl.dim A = oco.

Uma algebra A ¢é dita hereditaria a direita se a dimensao global de A é no
méaximo 1, isto é, r.gl.dim A < 1.

Seja X um A-modulo. O radical (de Jacobson) rad X de X ¢ a intersegao
de todos submoddulos maximais de X.

A préxima Proposigao apresenta as principais propriedades do radical.

Proposicao 1.29. Sejam X, Y modulos em mod A.
1. rad (X®Y)=rad X drad Y.
2. Se f € Homy(X,Y), entao f(rad X) Crad Y.
3. Xrad A =rad X.
Demonstragao. Veja [2], p. 15, Proposigao 3.7. O

O proximo resultado fornece uma nova definicao para um A-submoédulo
supérfluo em mod A.

Lema 1.30. (Lema de Nakayama para Mddulos) Seja P um A-submddulo de X .
1. Se P € supérfluo entao P C rad X.
2. Se P € finitamente gerado e P C rad X entao P € supérfluo.
Demonstragao. Veja [23], p. 57. ]

Corolario 1.31. Seja P um A-submodulo de X em mod A. Entdao P € supérfluo
se, e somente se, P C rad X.
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Seja X um A-moédulo. Dizemos que z € X é um elemento nilpotente se
existe um inteiro m > 1 tal que 2™ = 0.

Proposigao 1.32. Seja X um A-mddulo. Se f € um elemento nilpotente de
End(X), entao 1x — f € um automorfismo de X.

Demonstracao. Por hipotese, existe um inteiro m > 1 tal que f™ = 0. Com isso,

Ix =1x = f"=(x = HL+f+...+ ).

Claramente, temos também (1 + f+ ...+ f™ H(1x — f) = 1x. Logo 1x — f ¢
um automorfismo de X. O

Observagao 1.33. Na Teoria de Mddulos sobre Anéis, se R é um anel artiniano
e a R-dlgebra A é um R-mddulo finitamente gerado, A € dita uma dlgebra de
Artin. Devido a sua grande importincia na Teoria Representacoes, ao longo
deste trabalho, A € uma dlgebra de Artin.

1.3 Categorias Krull-Schmidt

Na secao anterior, apresentamos o Teorema Krull-Schmidt na categoria mod A,
o qual assegura a existéncia de uma tinica decomposi¢ao, a menos de isomorfismo
e permutacao, de um A-modulo como soma direta de A-mddulos indecomponiveis
cujos anéis de endomorfismos sao locais.

Nesta secao, abordaremos de forma sucinta as Categorias Krull-Schmidt,
as quais satisfazem o equivalente ao Teorema Krull-Schmidt. Nosso principal
objetivo é mostrar que proj A é uma categoria Krull-Schmidt. Uma exposicao
mais detalhada dos assuntos tratados aqui pode ser encontrada em [20] e [22].

1.3.1 Morfismos Idempotentes e Objetos Indecomponiveis

Sejam C uma categoria e ¢ € Ende(X, X). Se p? = ¢, dizemos que ¢ ¢ um
idempotente. Suponhamos que existam morfismos p: X — Y eu:Y — X
em C tais que pu = 1y e up = . Assim,  é um idempotente, pois

©* = (up)(up) = u(pu)p = ulyp = up = ¢

Neste caso, ¢ ¢é dito um idempotente que cinde.

Lema 1.34. Sejam C uma categoria aditiva e ¢ um idempotente em Ende(X).
1. 1x — ¢ € um morfismo idempotente.
2. ¢ cinde se, e somente se, 1x — ¢ tem nicleo.
3. @ cinde se, e somente se, 1x — ¢ tem conicleo.

4. Se (Xi,u1) e (Xa,uz) sao os nicleos de 1x — ¢ e p, respectivamente, entao
X = X | ® Xy com inclusoes canonicas uy € us.
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Demonstrac¢ao. 1. Como ¢ é idempotente, 1x — ¢ também o é, pois

Ix—¢)P=(Ux—9)(lx—p)=1lx—p—p+ ¢ =1x —2p+p=1x — ¢.

2. Se ¢ cinde, existem morfismos p: X — Y eu : Y — X em C tais que
pu = ly e up = p. Assim, (X, ) é o nucleo de 1y — . De fato,

1) Ix —@le=p—p*=p—p=0;

(2) Seja um morfismo h : Z — X em C tal que (1x — ¢)h = 0. Assim,
h:Z — X é o tinico morfismo em C tal que h = @h.

0

T Ioe

X
.
hoe 0
Z

Reciprocamente, suponhamos que (Y,u) seja o nicleo de 1y — ¢. Como
(1x —¢)p = 0, existe um morfismo p : X — Y em C tal que o diagrama

X X

é comutativo, isto é, up = ¢. Agora, note que (1y — ¢)u = 0, isto é, pu = u.
Assim, upu = pu = u, donde obtemos pu = 1x, pois u é um monomorfismo.
Logo, ¢ é um idempotente que cinde.

3. Prova analoga a anterior.

4. Pelo item 2, 1x — ¢ e ¢ cindem, isto é, existem morfismos p; : X — Xj e
P2 X — X5 em C tais que

upr = @, prur = lx,, upes = 1x — ¢ € poug = ly,.
Logo, u1p1 + usps = 1x. Além disso, temos pu; = uipiu; = uplyx, = uy. Assim,
uspaur = (1x — p)ur = ug — pug =0,
donde obtemos pyu; = 0, pois us € um monomorfismo. Por outro lado, note que
U1y = PUy = YUy — U + Uplx, = Uy — (1x — Usp2)us = YUy — Puy = 0.
Com isso, pius = 0, u; € um monomorfismo. Portanto, X = X; & Xo. O

Corolario 1.35. Todo idempotente de uma categoria abeliana C cinde.

Demonstracao. Seja ¢ : X — X um idempotente de C. Como C é uma categoria
abeliana, 1x — ¢ tem nucleo. Logo, pelo item 2 do Lema o cinde. O
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Um objeto X em uma categoria aditiva C é dito indecomponivel se X nao
é o objeto zero de C e se sempre que X = X7 d Xy implica que X; = 0 ou X5 = 0.

Proposicao 1.36. Seja X um objeto de uma categoria aditiva C, na qual todo
idempotente cinde. Entao, X € indecomponivel se, e somente se, 0 e 1x sdo os
unicos idempotentes de End(X).

Demonstracao. (=) Seja ¢ : X — X um idempotente de End(X). Pelo item
1 do Lema[1.34 1x — ¢ também é um idempotente de End(X). Por hipotese,
1x — ¢ cinde. Assim, pelos itens 2 e 4 do Lema ¢ =1x — (1x — ¢) possui
nucleo (Ker ¢, u) e Ker ¢ é um somando direto de X com inclusdo candnica u.
Como X ¢é indecomponivel, Ker o = X ou Ker = 0. No primeiro caso, como
u € uma inclusao candnica, temos u = 1y. Logo, ¢ = plx = 0. Ja no segundo
caso, ¢ ¢ um monomorfismo pelo Lema . Portanto, ¢ = 1x, pois ©? = .

(<) Seja X; um somando direto de X. Assim, existem morfismos u; : X7 — X
ep : X = X; em C tais que pju; = 1lx,. Note que u; é um monomorfismo
e p1 € um epimorfismo. Além disso, uyp; é um idempotente de End(X). Por
hipotese, u;p; = 0 ou uyp; = 1x. Pela primeira igualdade, obtemos p; = 0, pois
u; ¢ um monomorfismo. Assim, (Xi,1x,) é o contcleo de p;. De fato, temos
1x,p1 = p1 = 0. Mais ainda, dado um morfismo g : X; — Z em C tal que
gp1 = 0, g é o tinico morfismo em C fazendo o seguinte diagrama comutar:

0

s

X——X - X
0 e 9
Z

Como p; é um epimorfismo, pelo Lema [I.11] X; = 0. Pela segunda igualdade,
obtemos que u; é um isomorfismo, isto é, X; = X. Logo, X é indecomponivel. []

Observacao 1.37. Na wvolta (<) da Proposi¢ao nao usamos o fato que
todo idempotente cinde em C. Logo, se 0 e 1x sdo os unicos idempotentes de
End(X), entao X € indecomponivel, para todo objeto X de uma categoria aditiva
C qualquer.

1.3.2 Categorias Krull-Schmidt

Definigao 1.38. Uma categoria Krull-Schmaidt ¢ uma categoria aditiva tal que
todo objeto X admite uma decomposicao finita X = @, X,;, onde cada X; € um
objeto indecomponivel e cada anel End(X;) € local, para todo i =1,...,m.

Exemplo 1.39. Pelo Teorema[1.2{ mod A é uma categoria Krull-Schmidt.

Observacao 1.40. Assim como no item 2 do Teorema da Decomposicio Unica
(Teorema em mod A\, pode-se provar que a decomposi¢cao X = @, X; de
um objeto X determinada na definicao de Categoria Krull-Schmidt é unica, a
menos de isomorfismos e permutacoes. Uma prova para isto pode ser encontrada
no Teorema 4.2 em [20)].
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A partir de agora, daremos defini¢oes e resultados a fim de mostrarmos que
proj A é uma categoria Krull-Schmidt, onde A é uma &lgebra de dimensao finita.
Um anel R é dito semiperfeito se R/rad R é um anel semissimples e
os idempotentes de R/rad R levantam modulo rad R, isto é, para qualquer
idempotente g+ R € R/rad R existe um idempotente e € R tal que g—e € rad R.

Exemplo 1.41. Como uma dlgebra de dimensao finita semissimples é um
anel semissimples, pelo Lema toda dlgebra de dimensao finita é um anel
semiperfeito.

Usando a definicao anterior e idempotentes que cindem, Krause, em
[20] (veja Corolario 4.4), fornece uma caracterizagao das categorias Krull-Schmidt
enunciada na proxima proposicao.

Proposicao 1.42. Uma categoria aditiva C € Krull-Schmidt se, e somente se,
todo idempotente de C cinde e Endc(X) € um anel semiperfeito, para todo

X € obj(C).

Corolario 1.43. Uma K-categoria aditiva Hom-finita C € Krull-Schmidt se, e
somente se, todo idempotente de C cinde.

Demonstragao. No Exemplo|1.18] vimos que Ende(X) é uma élgebra de dimensao
finita. Assim, pelo Exemplo [1.41] segue que Ende(X) é um anel semiperfeito.
Logo, a Proposi¢ao completa a demonstracao. O

Observacao 1.44. Como modA ¢ uma K-categoria abeliana Hom-finita,
poderiamos provar que modA € uma categoria Krull-Schmidt usando os

Coroldrios el143

Lema 1.45. Seja C' uma subcategoria plena de uma categoria aditiva C, na qual
todo idempotente cinde. Todo idempotente em C' cinde se, e somente se, C' é
fechada para somandos diretos.

Demonstra¢ao. Suponha que todo idempotente de C’' cinde e seja Y € 0bj(C)
um somando direto de X’ € 0bj(C’). Assim, existem morfismos v : ¥ — X’
ep: X' — Y em C tais que pu = 1y. Desta forma, ¢ = up : X' — X' é
idempotente em C’. Por hipotese ¢ cinde, isto é, existem morfismos v’ : Y/ — X’
ep : X' — Y’ em (' tais que p'u’ = 1y: e u/p’ = . Pela primeira igualdade,
note que Y’ € obj(C') é um somando direto de X".

Com isso, basta mostrarmos que Y ¢ isomorfo Y’ em C. De fato, sejam
f=pu:Y —Y eg=pu:Y — Y em C. Temos

fa = o)) = o’ = gy’ = 1y,

gf = (pu')(p'u) = ppu = pupu = 1y,

como queriamos. Logo, C’ é fechada para somandos diretos.

Reciprocamente, suponhamos que C’ é fechada para somandos diretos e seja
¢+ X' — X’ um idempotente de C’. Notemos que ¢’ também é um idempotente
de C, pois C' é uma subcategoria de C. Assim ¢’ cinde em C, isto é, existem
morfismos u: Y — X' ep: X' — Y em C tais que

up =g epu=1ly (1.4)
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Pela segunda igualdade, sabemos que Y é um somando direto de X’. Por hipétese,
Y é um objeto de C'. Como C’ é uma subcategoria plena de C, temos que u e p
sao morfismos de C'. Logo, por (1.4), ¢’ é um idempotente que cinde em C'. [J

Exemplo 1.46. Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita. Como a categoria
abeliana mod A € Krull-Schmidt, todos seus idempotentes cindem pela Proposi¢cao
1.42. Sabendo que proj A € fechada para somandos diretos (veja a Proposi¢ao
1.25) e € uma subcategoria plena de mod A, pelo lema todo idempotente em
proj A cinde. Além disso, como proj A é uma K-categoria aditiva Hom-finita,
pelo Coroldrio proj A é uma categoria Krull-Schmidt.

1.4 Complexos

Nesta secao, apresentamos de forma breve a categoria dos complexos. Em
particular, discutiremos sobre complexos radicais, nosso principal objeto de
estudo nesse texto. Para o leitor mais interessado nos assuntos tratados aqui,
recomendamos [25] e [26].

Defini¢ao 1.47. Um complexo (X, dx) sobre uma categoria A € uma colegao
de objetos, chamados células de X e morfismos chamados diferenciais em A

. i—1 d?l i dg( i+1
(X, dy) : X X X

tais que d&df{l =0, para todo i € Z. As vezes, denotaremos (X,dx) por X.

Um morfismo de complexos f = (f);cz : X — Y & uma sequéncia de
morfismos [ : X* — Y chamados componentes de f, tais que, para todo
i € Z, fHdy = di f?, isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

X i i i
jf szl lfz LfiJrl
| . | "
Y. Vi Yy
Y Y

A composicao gf de morfismos de complexos f: X — Y eg:Y — Z,
definida por (gf)" = ¢'f para todo i € Z, ¢ um morfismo de complexos.

Cdi! o dh .
L ——=X"! X X+t

X
T T
gl Vi oyt Yy W yin
lg l/gzl lgl lgi+l
R R p—
dis di,

Com isso, obtemos uma categoria C(A) cujos os objetos sao complexos sobre A,
com morfismos e a composicao dos mesmos definidos anteriormente.
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As principais subcategorias plenas de C(A) sao:
CT(A)={X €C(A): X'=0,Vi < m, para algum m € Z}

C(A)={XeC(A): X"=0,Vi >m, para algum m € Z}
C'(A) =C (A)NCT(A).

Os complexos em C*(A),C~(A), C*(A) sao chamados limitados inferiormente,
limitados superiormente e limitados, respectivamente.

Em geral, se A é uma categoria abeliana, entao C(A) também o é. Para
exemplificar, consideremos A = mod A, onde A é uma algebra sobre um corpo K.
O objeto zero em C(.A) é o complexo com cada célula igual ao objeto zero de A. A

: d
soma direta de complexos (X, dx) e (Y, dy) é o complexo (X DY, ( (;( dO )> )
%
Se f € Homea)(X,Y'), entdo o nicleo de f é o complexo

(Ker f,0) : o Ker fi 2 Ker fi 8 Kep fit!

onde &' = di|g.r i para todo i € Z. O morfismo nicleo de f ¢ o morfismo
de complexos u = (u')icz : Ker f — X, onde cada u' ¢ o morfismo nicleo
de f* em A. Dualmente, definimos o conticleo Coker f e o morfismo coniicleo
p:Y — Coker f de f em C(A).

Sejam X um objeto de A e i € Z. Definimos o complexo concentrado no
nivel i (X(i),dx)), onde X (i)’ = X e zero caso contrério, e d% iy = 0,Yn € Z.
Para cada i € Z, temos um monomorfismo (também chamado de mergulho) fiel
de A em C(A), denotado por A — C(A).

- ,
dx dx

Sejan € Z. Dado o complexo X : ...— X1 X X+l
definimos os seguintes complexos:
dy? ayt
X X2 Xxn-t X" 0
X 00— xn Tyt By

Tais complexos sao chamados truncamentos de X.

Seja X um complexo em C(A), onde A = modA. A i-ésima cohomologia
de X é dada por 4
_ Kerdy
C ImdicY

Para todo i € Z, H(X) estd bem definida pois Im d5 ' C Kerd.

H'(X)
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Proposicao 1.48. Para cada i € 7Z,

Hi(=): CA) — A
4 Kerd:
X H(X)=—"°% 3
Im d'
— _
f LHl(f)
, Kerd: .
Y H{(Y) = i i(x
(¥) Im d?l f)
€ um funtor.
Demonstragao. Veja [25], p. 818, Proposi¢ao 10.37. ]
Considere A = modA. A seguir definimos morfismos radicais em A e

complexos radicais em C(.A).

Definigao 1.49. Um morfismo f : X — Y em A é um morfismo radical se
Im f C rad Y. Dizemos que um complexo (X,dx) em C(A) € um complexo
radical se Im diy C rad X para todo i € Z, isto €, cada diferencial é um
morfismo radical.

Proposicao 1.50. O conjunto I de todos morfismos radicais € um ideal de A.
Demonstracao. De fato,

1. Sejam os objetos X, Y em Ae f,g € Z(X,Y). O morfismo nulo 0 pertence
aZ(X,Y), pois Im 0 =0 C radY, visto que rad Y é um subgrupo de Y.
Além disso, (f — ¢)(X) = f(X) —g(X) CradY.

Logo, Z(X,Y) é um subgrupo aditivo de Hom 4(X,Y);
2. Sejam f € Z(Z,Y) e g € Homy(X, Z). Temos
Im fg=fg(X)=f(Img)C f(Z)=1Im f CradY

isto é, fg € Z(X,Y). Por outro lado, suponha que f € Homu(Z,Y) e
g € (X, Z). Pela Proposigao temos

fog(X)=f(Img)C f(rad Z) C radY
isto &, fg € Z(X,Y).
O

Proposicao 1.51. Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Se f : X — X €
um morfismo radical em mod A, entao f € nilpotente.

Demonstracao. Como f é um morfismo radical, temos

f(X) Crad X = XradA, (1.5)
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onde a igualdade é obtida pela Proposicao Agora, suponhamos que
fEHX) € Xrad=! A, para algum [ € N. Assim,

C Xrad A.

FIX™) = F(F7HX) € f(Xrad™ A) = f(X)rad ™" A

Logo, por indugao, provamos que f™(X) C Xrad™ A, para todo m € N. Como
rad A é nilpotente, visto que A é uma &algebra de dimensao finita (Proposic¢ao

1.20)), f é nilpotente. [
[L.20), P

Corolario 1.52. Seja A uma dlgebra de dimensao finita. Se f: X — X € um
morfismo radical em mod A\, entdio 1x — f € um automorfismo.

Demonstracao. Segue diretamente das Proposicoes e O

1.5 Algebra de Caminhos e Representacoes

Nesta segao, estudaremos algumas nogoes de Teoria de Representacoes. Para
maiores detalhes recomendamos [2] e [4].

Um quiver é uma quéadrupla @ = (Qq, @1, s,t), onde:

1. Qo e Q1 sdo conjuntos cujos elementos sao chamados vértices e flechas,
respectivamente.

2. s,t: Q1 — Qo sao aplicagoes que associam cada flecha a € ) aos seus
vértices inicial @ = s(«) e final b = t(a) em Qo, respectivamente. Tais
flechas a € ()1 sao denotadas por o : a — b.

Em geral, denotaremos um quiver @ = (Qo, @1, s, t) simplesmente por Q.

Um quiver @) dito finito se ()y e ()1 sao conjuntos finitos. Se o grafo subjacente
de () é conexo, dizemos que () é conexo.

A menos de mencao ao contrario todo quiver () é finito.

Seja @ = (Qo, @1, s,t) um quiver e a,b € )p. Um caminho nao-trivial w
de comprimento [ > 1 de a para b é uma sequéncia de flechas ayay_1 ... a3 em Q4
tal que o s(ay1) = a, t(ag) = s(apy1)(1 < k <) e t(ay) = b. Graficamente, temos

[0}

t(az) . tlay_1) —=b.

a2

a—>t(ay)

Neste caso, dizemos que s(a;) = a e t(aq) = b sdo o inicio e o término de w,
respectivamente. O caminho nao-trivial w é chamado ciclo sempre que seus inicio
e término coincidem. Um quiver () é dito aciclico se nao possui ciclos.

Além disso, a cada vértice a em @)y associamos um caminho de comprimento
zero, chamado caminho trivial e denotado por ¢,.

Desta forma, definimos a multiplicacao de dois caminhos w = oyoy_1... a7 €

w' = BiBr_1 ... 1 como

,Jww =apc aqf. . B, set(w') = B =g = s(w)
wew = L
0, caso contrario
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Sejam K um corpo e (Q um quiver. Denotamos K () o K-espago vetorial gerado
pelo conjunto de todos os caminhos em (), isto é, cujos elementos sao unicamente

da forma
Z )\iwi7

onde \; € K, com )\; # 0 para uma quantidade finita de indices 7 e w; é um
caminho em (). Estendendo por linearidade e distributividade a multiplicagao
definida anteriormente, verifica-se que K é uma &lgebra associativa cujo o

elemento identidade ¢ 1 = >  &,. Neste caso, K@ é chamada algebra de
a€Qo
caminhos de Q).

A algebra de caminhos K@) é conexa se, e somente se, o quiver ) é conexo.

Seja @ um quiver. O ideal flecha de K@ ¢é gerado (como ideal) por todas as
flechas o € Q1 de @ e denotado por Rg. Um ideal Z de K@ é dito admissivel
se existe um inteiro m > 1 tal que Ry CZ C Ré.

Uma relagao p em um quiver () é um elemento da algebra de caminhos K ()
dado pela K-combinacao linear de caminhos de comprimento maior do que um e
com mesmos vértices inicial e final.

Seja Z um ideal admissivel. E sabido que Z é gerado por um conjunto finito
de relagoes {p1,...,pn}. Assim, o par (Q,Z) é dito um quiver limitado pelas
relagoes {p1,...,p,} e algebra quociente K@Q/Z é dita algebra do quiver
limitado por relagoes (Q),7).

Exemplo 1.53. Seja QQ o quiver
5 2
1/ Vél
N

O ideal T gerado por {fa— X, A3, 3} é admissivel. Neste caso, (Q,T) é o quiver
limitado pelas relacoes py = Ba— N, pa = A\B e p3 = 3.

G

A seguir, apresentamos o Teorema de Gabriel que estabelece uma relagao
entre uma algebra de dimensao finita tendo determinadas condi¢des com um
quiver limitado por relagoes.

Teorema 1.54. Seja K um corpo algebricamente fechado. Toda K-dlgebra A de
dimensao finita bdsica e conexa € isomorfa a uma dlgebra KQ/Z de um quiver
limitado por relagoes (Q,T).

Até agora, percebemos que as dlgebras isomorfas as algebras de caminhos de
um quiver () podem ser estudadas por meio do préprio quiver (). Agora, por meio
de representagoes veremos como os quivers sao tuteis para o estudos dos médulos
sobre uma algebra.

Sejam K um corpo e () um quiver. Uma representagao M = (M,, ¢,) de
Q@ é definida da seguinte forma:

1. A cada vértice a em )y é associado um K-espaco vetorial M,;
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2. A cada flecha o : @ — b em () é associada uma transformacao linear
Yo : My —> M.

Sejam M = (M,, p,) e M' = (M., ¢l) representagoes de um quiver ). Um
morfismo de representagoes f : M — M’ é uma familia de transformacoes
lineares (f, : M, — M))acq, tais que, para cada flecha a : a — b, o seguinte
diagrama é comutativo:

Ma&]\/[b

e

‘1/ \1/
a ’ b
P

A composi¢ao de morfismos de representacoes f = (fo)acg, : M —> M’ e
9 = (9a)acq, : M' — M" dada por gf = (gafos : M — M")seq, também é um
morfismo de representagoes.

Maﬂ)Mb

s

(,0/
M =2 My

gal lgb

M M
a b
[e%

Com isso, definimos a categoria Repk(Q) de representagoes de @ e a
subcategoria plena repg(Q)) de Repg(Q) formada pelas representagoes de
dimensao finita M = (M,, ¢.), isto é, cada M, é um K-espago vetorial de
dimensao finita. Prova-se que Repg(Q) e repx(Q) sao K-categorias abelianas
e que sao equivalentes as categorias Mod A e mod A, respectivamente.

Assim, podemos determinar os modulos injetivos, projetivos e simples
indecomponiveis como representagoes do quiver (Q,Z).

Proposicao 1.55. Seja a um vértice em Qo. Um A-modulo simples S(a)
corresponde a representacao (S(a)p, pa) de Q dada por

K, sea=10 B
S(a)b_{ 0, sea#b eg&a—O,Vate.

Demonstragao. Ver 2], p. 76. ]

Proposicao 1.56. Um A-mddulo projetivo indecomponivel corresponde a
representacao (P(a)y, pp), onde P(a), € o K-espago vetorial cuja base B € o
conjunto de todos w = w + Z, com w um caminho de a para b e para cada
G:b—ceQn,

pp: Pla)y — Pla).

T —  fw

para cadaw € B. O radical de um A-mddulo projetivo indecomponivel corresponde
a representagao (P'(a)y, py), onde P'(a), com b = a é o K-espago vetorial com
base o conjunto de todos w = w+Z, com w um caminho nao-trivial de a para a,
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P'(a)y, = P(a)y para b # a, e para cada B :b — c € Qq,

I Soﬁ’P’(a)ba seb=a
8 e, sebFa
onde pg|p(a), € a restricio de pz ao K-espago vetorial P'(a)y.

Demonstragao. Ver [2], p. 79, Lema 2.4. O

Proposicao 1.57. Um A-mddulo injetivo indecomponivel corresponde a
representacao (I(a)y, ), onde I(a), € o dual do K-espago vetorial cuja base
B’" € o conjunto de todos w = w + I, com caminhos w de b para a e para cada
B:b—ceQi, ps € dada pelo dual da multiplicagcao a esquerda por B.

Demonstragao. Ver [2], p. 81, Lema 2.6. ]

Exemplo 1.58. Seja QQ o quiver

B o

1 2 3
@O<—"0<—0

A dlgebra de caminhos KQ € gerada pelo conjunto {ei,e9,¢3, 0, a, af}.
Observemos que KQ € isomorfa a dlgebra de matrizes triangulares inferiores 3 x 3

K 0 0 a 0 0
T3(K)=| K K 0 = b ¢ 0 | :a,bcde feK;,
K K K d e f

onde o isomorfismo € induzido da aplica¢ao K-linear dada por
gi v Eiy, B Eg,a— Es, fa > E

com i =1,2,3, onde Ej;, € a matriz 3 x 3 com 1 na entrada jk e 0 nas demais
entradas.

Com base nas Proposi¢coes [1.59, [1.56 e [1.57, temos a lista de KQ-maodulos
simples, projetivos e injetivos indecomponiveis:

P(1)=radP(2) = K-~—0~—0 =5(1)
P@2) = K<—K-<—0 =radP(3)
PB3) = K< K-<—K =1I(1)
I2) = 0—K-<—K
I3) = 0~—0~—K =S5(3)
S@2) = 0=—K~<~—0

1.6 Sequéncia e Quiver de Auslander-Reiten

As sequéncias de Auslander-Reiten (também chamadas sequéncias quase
cindidas) foram introduzidas, na década de 70, por Maurice Auslander e Idun
Reiten na categoria mod A, onde A é uma algebra Artin. Elas sdo fundamentais
nessa categoria, uma vez que permitem descrever os modulos indecomponiveis e
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os morfismos irredutiveis entre os mesmos. Isto possibilita a construcao do quiver
de Auslander-Reiten, o qual retne informagoes importante sobre mod A.

Nesta se¢ao, apresentamos de forma sucinta as sequéncias de Auslander-Reiten
e o Quiver de Auslander-Reiten. Para o leitor mais interessado em tais assuntos,
recomendamos o capitulo IV de [2].

Inicialmente, definiremos morfismos irredutiveis em uma categoria aditiva A.

Definigao 1.59. Seja f : X — Y um morfismo em uma categoria aditiva A.
Dizemos que [ é mono cindido (resp. epi cindido) se existe um morfismo
E:Y — X em A tal que kf = 1x (resp. fk = 1y ). Por outro lado, f é
dito 1rredutivel, se nao € mono cindido nem epi cindido e se qualquer fatoragao
f = hg implica que ou g € mono cindido ou h € epi cindido.

Agora, apresentamos um resultado importante sobre morfismos irredutiveis
entre modulos indecomponiveis na categoria aditiva mod A.

Lema 1.60. Sejam X e Y mddulos indecomponiveis em mod A. Um morfismo
f € Homy(X,Y) € irredutivel se, e somente se, f € rady(X,Y) \ radi (X,Y).

Demonstragao. Veja [2], p. 100, Lema 1.6. ]

Sejam X e Y moédulos indecomponiveis em mod A. Pelo Lema anterior, o
K-espaco vetorial quociente

Irr(X,Y) = rady(X,Y) /radi (X,Y),

chamado Espago dos Morfismos Irredutiveis, determina o nimero de
morfismo irredutiveis de X para Y.

No capitulo 3, daremos mais detalhes sobre morfismos irredutiveis em uma
categoria. Agora, definiremos uma sequéncia de Auslander-Reiten.

Uma sequéncia exata curta 0 x .y 4.z 0 em mod A é dita
uma sequéncia de Auslander-Reiten se X e Y sao indecomponiveis, e f e g
sao morfismos irredutiveis.

Seja A uma K-algebra de dimensao finita, basica e conexa. O quiver I'(mod A)
de mod A, chamado quiver de Auslander-Reiten de A, é definido como segue:

1. Os vértices de I'(mod A) sdo as classes de isomorfismos [X] de modulos
indecomponiveis X em mod A.

2. Sejam [X] e [Y] vértices em I'(modA) correspondentes aos modulos
indecomponiveis X e Y em modA. As flechas [X] — [Y] estdo em
correspondéncia bijetiva com os vetores de uma base de Irr(X,Y).

Denotaremos as classes de isomorfismos [X| simplesmente por X.

Exemplo 1.61. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver Q) dado por

B a

1 2 3
@O<—"0<—"80
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Pelo Exemplo temos uma lista de KQ-mddulos indecomponiveis simples,
projetivos e injetivos:

P(1) =rad

)

2) = K<=——0~—0=35(1)

(2) = K<—K<~—0 =radP(3)
3) = K-——K<'—K =1I(1)
(2)
(3)
(2)

AR

2) = 00— K< K
2) = 0=~——K~<~—0

N~ ~

O quiver de Auslander-Reiten I'(mod A) de A é dado por

P(3)
[
N
P(2) 1(2)
(1) S(2) 5(3)
e —— — — — — ® — — — — — — )

Maziores detalhes sobre a construcao deste quiver pode ser encontrada no
capitulo IV de [Z]. No entanto, destacaremos alguns elementos do quiver. Cada
morfismo no quiver I'(mod A) € irredutivel. As sequéncias de Auslander-Reiten
neste quiver sao:

0—— P(1) = P(2) -4~ §5(2) —=0 (1.6)
0— P(2) (¢ 9) S(2) @ P(3) L r) 1(2) — 0 (1.7)
0——>85(2) —2=1(2) = S(3) —=0. (1.8)

Neste caso, os morfismos f, g e j sao morfismos inclusoes e p, q e r sao morfismos
PTOJECOES.

Exemplo 1.62. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver ) dado por

B o

1 2 3
O<—0<—0

com relagao fa = 0. Em [15](veja pdg. 15), vemos que o quiver de Auslander-
Reiten T'(mod A) de A € dado por
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Agora, apenas e sao sequéncias de Auslander-Reiten no quiver
['(modA). Neste quiver, f e j sao morfismos inclusoes e r e q saGo morfismos
projecoes assim como no quiver do exemplo anterior.

Entretanto, neste quiver, apesar de ainda termos P(1) = rad P(2), agora

temos rad P(3) = S(2).



Capitulo 2

Categoria Triangulada

Na Teoria de Categorias, existem categorias importantes que nao sao abelianas
e, consequentemente, nao possuem sequéncias exatas curtas. No entanto, algumas
destas categorias possuem uma estrutura de categoria triangulada e triangulos
(distinguidos) que desempenham um papel semelhante ao das sequéncias exatas
curtas nas categorias abelianas.

Neste capitulo, apresentaremos as principais defini¢oes e resultados sobre
Categorias Trianguladas. Ao final, apresentaremos dois exemplos de categorias
trianguladas, a saber, as categorias homotopica e derivada de uma categoria
aditiva. Mais detalhes sobre Categorias Trianguladas podem ser encontrados
em [10] e [13] (veja também [7]).

2.1 Categoria Triangulada

Sejam C uma categoria aditiva e 7' um automorfismo de C, denominado funtor
translacao.

Definicao 2.1. Um tridngulo em C ¢é wuma séxtupla (X,Y,Z, u,v,w)
representada por

XY s 7" T(X),

onde X,Y,Z € 0obj(C) e u,v e w sao morfismos de C, o qual serd denotado,
quando nao houver confusao, por (u,v,w).
Na literatura, o triangulo (u,v,w) € representado por

N

X

lembrando que w é um morfismo de Z para T(X) em C.

Definigao 2.2. Dizemos que uma tripla (f,g,h) de morfismos em C é um
morfismo de tridngulos de (u,v,w) para (u',v',w'") se o diagrama

X—tey —Ys 7 ".T(X)

e

Xyt M 7 (XY
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é comutativo. Se f, g e h sao isomorfismos em C, entdo dizemos que (f,g,h) €
um tsomorfismo de tridngulos.

Definigao 2.3. Uma categoria triangulada é uma tripla (C,T,7), onde C
€ uma categoria aditiva, T € um automorfismo de C e T é uma classe
de triangulos, denominada triangulacao e cujos elementos sao chamados
tridngulos distinguidos, que satisfazem as sequintes condicoes:

(TR1) (a) T € fechada para isomorfismos;
(b) Se u € um morfismo em C, existe um triangulo distinguido (u,v,w);
(¢) Para todo X € obj(C), (X, X,0,1x,0,0) é um tridngulo distinguido.

(TR2) (Rotagdao) Se (u,v,w) é um tridngulo distinguido, entdo (v,w,—T(u))
g LX)

também o €.
Z
N
Y Y

u v

X A

(TR3) Se o diagrama

X—tey—Ye 7 "o T(X)

lf lg h lT(f)
!/ / V /

Xyt M 7 (XY

€ tal que suas linhas sao tridngulos distinguidos e o quadrado esquerdo é
comutativo, entao existe um morfismo h : Z — Z' em C tal que (f,g,h) é
um morfismo de triangulos de (u,v,w) para (u',v',w").

(TR4) (Azioma do Octaedro) Dado o diagrama

Wy x

r-(9)| u uv

xRy v g I x Iy
i . llxl |z
gty H,X’T(_i)i‘,T(Z’)
i k'
T(X)=T(X)

Se (u,i,i), (v,7,7") e (uv, k, k") sao triangulos distinguidos, entao existem
morfismos f : Z' — Y eg:Y' — X' em C tais que o diagrama acima
comuta e a terceira linha € um triangulo distinguido (f,q,T(i)j").

Quando nao houver confusao, diremos que C é uma categoria triangulada.

Observacgao 2.4. Em 2001, no artigo [21)], May mostrou que o axioma (TR3) é
redundante, isto €, ele seque como consequéncia dos demais axiomas. No entanto,
optamos por manté-lo na defini¢ao supracitada, devido a importincia do mesmo
para provar alguns resultados adiante.
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Defini¢ao 2.5. Sejam (C,T,7) e (C',T',7") categorias trianguladas quaisquer.
Um funtor aditivo F : C — C' € exato se existe uma equivaléncia natural
U : FT — T'F tal que F leva um tridngulo distinguido X —=Y —> 7 —=~T(X)
de C em um tridngulo distinguido

F(u) F(v) U x F(w)

F(X) F(Y) F(Z) T'F(X)
de C'. Se além disso F' € uma equivaléncia de categorias dizemos que F €
uma equivaléncia triangular. Neste caso, dizemos que C e C' sao triangular-

equivalentes.

No axioma (TR2), vimos que podemos rotacionar um triangulo distinguido
no sentido horéario. O seguinte lema garante que tal rotagao pode ser feita no
sentido anti-horéario também, ou seja, é valida a reciproca do axioma (TR2).

Lema 2.6. Seja C uma categoria triangulada. Se (v,w,—T(u)) € um tridngulo
distinguido em C, entao (u,v,w) também o é.

Demonstragao. Veja [13], p. 6, Lema 1.3. ]

Sejam C uma categoria triangulada e 4 uma categoria abeliana. Um funtor
covariante (respectivamente, contravariante) H : C — A ¢é chamado funtor
cohomoloégico se a sequéncia longa

H(T* (u)) H(T'(v)) H(T* (w))

.= H(T'(X))

H(T'(Y)) H(T'(Z)) H(TH (X))~ ...

(respectivamente,

o H(TX0)) P i) PO vy 2D x> )

é exata, para todo triangulo distinguido X —=Y —= 7 —=T(X) em C.

Lema 2.7. Sejam C uma categoria triangulada, M um objeto em C e um triangulo
distinguido X —=Y ——= 7 —=T(X) em C. Entao,

1. vu =wv = 0;
2. Home(M,—) e Home(—, M) sao funtores cohomoldgicos;

3. Seja o morfismo de tridangulos distinguidos em C

Xty e "o T(X)

Lf Lg h lT(f)
, v

X My M g (XY

Se f e g sao isomorfismos, entao h também o €.

Demonstragao. Veja [13], p. 4, Proposigao 1.2. O
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Proposigao 2.8. Seja X ——=Y —= 7 —=T(X) wum tridngulo distinguido
em uma categoria triangulada C. Para todo morfismo g : W — Y em C tal que
vg = 0, existe um morfismo ¢ : W — X em C tal que up = g.

Demonstragao. Pelo Lema 2.7 o funtor covariante Home(W, —) é cohomolégico.

Assim, aplicando tal funtor no tridngulo distinguido X =Y —= 7 —=T(X) ,
obtemos a sequéncia exata longa

Home (W) Home (W)

..— Hom¢(W, X) Home(W,Y) Home(W,Z) — ...
Como g € Home(W,Y) evg = 0, temos g € Ker Home(W,v) = Im Home(W, u).

Logo, existe ¢ € Home(W, X) tal que up = g, como queriamos. L]

Na defini¢ao [1.59, vimos que morfismos mono cindidos (resp., epi cindidos)
sao aqueles que possuem inverso a esquerda (resp., inverso a direita). A seguir,
veremos as consequéncias de termos esses morfismos em um triangulo distinguido.

Lema 2.9. Sejam C uma categoria triangulada e X ——=Y —— 7 —“=T(X)
um tridngulo distinguido em C. As sequintes condigoes sao equivalentes:

1. w=0;
2. u € mono cindido;
3. v € epi cindido.
Demonstragao. Veja [13], p. 7, Lema 1.4. ]

Por fim, veremos condi¢oes necessarias e suficientes para que tenhamos um
isomorfismo em um certo triangulo distinguido.

Lema 2.10. Seja u : X — Y um morfismo numa categoria triangulada C.
Entio, X —~Y —2>0—>T(X) ¢ um tridngulo distinguido em C se, e
somente se, u € um isomorfismo.

Demonstragao. Veja [13], p. 9, Lema 1.7. O

2.2 Categoria Homoto6pica

Nesta secao, daremos um exemplo de Categoria Triangulada, a Categoria
Homotopica K(.A) onde A ¢ uma categoria aditiva.

Definigao 2.11. Sejam f,g : X — Y morfismos de complezos em C(A).
Dizemos que f é homotdpico a g, e denotamos f ~ g, se existem morfismos
st Xt — Yl em A, denominados homotopias, tais que no diagrama

. dic? . di .
X .. X1 X Xt
e 7
Ve 7
f—g fiml_gimt /l/_ fi-gi ;_1 fitl_gitt

;/ S L S

Y - Yi—l Yi Yi+1
: ... o pr
Y Y

tem-se f' — g' = diy 's' + s"TLdiy, para todo i € Z.
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Proposicao 2.12. Com as notagoes da definicao anterior, se f ~ g em C(A),
entao foa ~ ga e Bf ~ Bg, para todos a € Home (W, X) e f € Homea)(Y, Z).

Demonstracao. Basta observar que

fiai . giOéi — (fz . gZ)Oél — déf—l(siai> + (Si+1ai+1)da&/—1

para todo i € Z. ]

Seja f € Homeay(X,Y). Dizemos que f é homotopicamente nulo se
f ~ 0, onde 0 € Home(a)(X,Y) é o morfismo zero. Denotamos por Z(X,Y) o
conjunto de todos morfismos homotopicamente nulos em Home(4)(X,Y).

Agora, observe que f — g € Z(X,Y) se, e somente se, f ~ g em C(A). Desta
forma, definimos a categoria homotopica K(A) tal que

Homc(A) (X, Y)
I(X,Y)

obj(K(A)) = obj(C(A)) e Homya)(X,Y) =

para todos complexos X e Y em C(A), isto é, os morfismos de K(A) s@o os
morfismos de complexos em C(A) a menos de homotopias.

Se [ = ([Yiez € Homew(X,Y), [f] = f+ Z(X,Y) denota sua classe
de homotopia, isto é, o morfismo correspondente em C(A). Diremos que os
morfismos f? sdo as componentes de f e também, por abuso de linguagem, de [f].

Podemos verificar que a homotopia ~ é uma relagao de equivaléncia no
conjunto Home(a)(X,Y'), para quaisquer complexos X e Y em C(A). Assim,
mostraremos que a composi¢ao o de morfismos em K(.4) dada por

O: Hom,c(A)(Y,Z)xHomK(A)(X,Y) — HomK(A)(X,Z)

(gl Lf]) — [9.f]
estd bem definida. De fato, suponhamos que
(g], D) = (g, [F'])-

em Homya)(Y,Z) x Homyga)(X,Y). Desta forma, temos g — ¢ € I(Y, Z) e
f—f €I(X)Y), isto é, g ~ ¢ e f ~ f. Pela Proposicao 2.12] gf ~ ¢'f e
g f ~ ¢ f. Logo, como ~ é uma relacdo de equivaléncia, por transitividade,
gf ~ ¢'f', donde obtemos [gf] = [¢'f'], como queriamos.

Agora, mostraremos que K(A) é uma categoria aditiva. Sabendo que C(A) é
uma categoria aditiva e pela composigao definida em K(.A), podemos provar os
itens 1 (veja Observagao e 3 da Definicao .

Além disso, a proxima proposicao garante que cada conjunto de morfismos
Homy4)(X,Y) possui uma estrutura de grupo abeliano.

Proposicao 2.13. O conjunto Z(X,Y) = {f € Home)(X,Y) : f ~ 0} € um
subgrupo aditivo de Homea)(X,Y).
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Demonstragdo. Dado o morfismo zero 0 € Home(a)(X,Y), existem morfismos
s8=0:X" - Y em A tais que 0 = di; 's’ + s'7d%, para todo i € Z. Logo,
0€Z(X,Y).

Sejam f,g € Z(X,Y). Assim, existem homotopias s, ¢ : X* — Y1 em A,
de modo que

fi=dirtst + sl e gf = AT 4 £

para todo i € Z. Com isso f' — ¢' = di*(s' — ') + (57! — #*1)d’ para todo
i € Z. Logo, f —g € I(X,Y), o que completa a demonstragao. O

Por fim, pode-se provar que o objeto zero 0 de (A) é o mesmo de C(A).

Em geral, K(.A) ndo é uma categoria abeliana, mesmo que A o seja (Veja [11],
p. 57, Observagao 5.7).

Agora, seja A = Mod A. Na Proposicao para cada ¢ € Z, definimos o
funtor H'(—) : C(A) — A, o qual induz uma aplicagao H'(—) : K(A) — A. O
proximo resultado garante que tal aplicagao esta bem definida.

Proposigao 2.14. Se f,g € Homea)(X,Y) sio homotdpicos entdo, para todo
i €Z, H'(f) = H'(g).

Demonstracao. Como f ~ ¢, existem morfismos s* : X* — Y~ em A tais que
flf—g =di's' + sy (2.1)

_ Kerdy

para todo i € Z. Agora, seja T € H'(X) = T g
X

Assim,

Hi(f)(@) — H(g)(@) = Fi(z) — 9(2) & d Tsi(z) + sidig () = di 'si(x)

Kerd:,

i—1°
. ) Im dy
1 € Z, como queriamos O

pois z € Kerdy. Como H'(Y) = obtemos H'(f) = H'(g) para todo

Coroléario 2.15. Para todo i € Z, H'(—) : K(A) — A é um funtor.

A seguir listamos algumas subcategorias plenas de IC(A):
KT(A) ={X € K(A) : X' =0,Vi < m, para algum m € Z}

K (A) ={X € K(A): X" =0,Vi > m, para algum m € Z}
KP(A) = KT A NK (A)
KA) = {X € K (A); H(X) = 0,Vi < m, para algum m € Z}

Agora, definiremos um complexo em C(.A) que serd muito util para provar que
K(A) é uma categoria triangulada.

Definicao 2.16. Seja f € Homea)(X,Y). O cone de f € o complexo Cy dado

) ) ) ) _di—i-l
P i+1 7 — "X ’ ;
por Cp = X" @ Y" edp, = ( FiH i >, para todo i € Z.

Um complexo X em C(A) é dito homotopicamente nulo se 1y ¢
homotopicamente nulo. Neste caso, X = 0 em K(A).
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O proximo resultado apresenta um exemplo de complexo homotopicamente
nulo.

Proposigao 2.17. Para todo complezo X em C(A), o cone Ci, do morfismo
identidade 1x € homotopicamente nulo.

Demonstracao. Precisamor mostrar que o morfismo ley, € homotopicamente

nulo. Com efeito, para todo n € Z, definindo s' = ( 8 (1) ) 0 — Ot

no diagrama

dit dei
. . Cq . . &1 . .
Cy, - X X! X Xt g X XL X2 g X
X -~ - ~ -
- ~
1 1 -1 -~ i -~ 1 i+1
‘ C1x iy ~ /Sz C1x —~ §¢+1 iy
g P
Cry: . X@X T — > XiHlgXi— > X2 g X
Cq C1

em C(A), temos

TR —d% 0 0 1 0 1 —d% 0
i—1 i i+1 7 _ X . X . =
d,, 8"+ s dClx_( 1 dfxl)(o o)+(o 0)( 1 le>
0 —dy 1 dc\ (10
_<0 1 >+(0 0)_(0 1)_101X

como querfamos. Logo, (', é homotopicamente nulo. O]

O proximo resultado mostra que o cone de um morfismo (classe de homotopia)
em K(A) independe da escolha do representante.

Proposigao 2.18. Sejam f,g: X — Y morfismos de complexos em C(A). Se
f~g, entao Cy = C,,.

Demonstracao. Como f é homotopico a ¢, para todo ¢ € 7Z, existem morfismos
st Xt — Y~ em A tais que

flr—g =dits + sl (2.2)

Agora, defina ¢ : Cy — C, como segue:

o dg ! . o dg, . .
Cr: ...=X'oY! —— Xl gy X2 gyt
1 0 1 0 1 0
@ s 1 St §t2 1
Cg . N .—>Xi D Yifl — Xi+1 D Yz’ : Xz'+2 D Yi+1
de, dg,

Note que ¢ é um morfismo de complexos pois, para todo i € Z,

il 1 0 —dy 0 B —di 0 1
Plo, =\ g1 g fioodit ) T\ —sitiai 4 i it

DO
I
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- gi+d§715i di/_l - gi d;—_l Si 1 - Cg('p

1 0
Por fim, como det G+l ]

isomorfismo de complexos. Portanto, Cy = C. O

= 1 # 0 para todo i € Z, segue que ¢ é um

Agora, para cada m € Z, definimos um funtor

m] = KA — K(A)
(X, dx) (X[m], dxpm)
lf — lf[m]
(Y, dy) (Y[m], dypm))
com X[m]" = X, dl = (—1)"dy™ e flm]' = f*™, para todo i € Z. Para

todo m € Z, temos que 0 funtor [m] ¢ um automorfismo, pois o funtor [—m| é
seu inverso. Assim, considere o diagrama

di—l di
X : Xi—l X Xi X Xi+1
f fifl fz fi+l
1—1 i
1 dY . d%, i
Y . e Y? Y Yot
is i - (A i
C C
C - XYyl L Xty L xR gyt o
Py Pt P} Pyt
—ds . —dit
X[1]: X X, Xt XL X

onde iy ¢ a inclusao canonica e py é a projecao canonica. Notemos que if e ps
sao morfismos de complexos, pois

. —diFt 0 0 0 0\ , 1
T i1 X . . T i1 g8
o= () ()= (8 )= (V) s

7 i _diJrl 0 i i i 7
pride, = (1 0) () = (o) =—d (1 0) =~

e

f pf

Com isso, X y Cy X[1] ¢ um triangulo em K(A), com funtor
translagao [1]. Pela Proposigao m, podemos notar que tal triangulo distinguido
nao depende do representante do morfismo f em K(A).

Teorema 2.19. A categoria homotdpica K(A) é uma categoria triangulada,
Juntamente com o funtor translagao [1] : K(A) — K(A) e uma classe T de
triangulos em IC(A) que sao isomorfos a um triangulo da forma

by

X[
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Demonstracao. Basta mostrarmos que 7 é uma triangulacao. De fato,
(TR1)(a) Segue imediatamente.

(b) Se u ¢ um morfismo em K(A), pela constru¢do anterior, existe um
triangulo distinguido X —%>Y —> ¢, —2% X[1] em K(A).

(c) Seja X um complexo em K(A). Para provarmos que o tridngulo

X2 x-2.0—0 X[1] em IC(A) é distinguido, mostraremos que o mesmo

Piy

é isomorfo ao triangulo X X, x X Ch X[1] . De fato, pela Proposicao

C1, = 0. Assim, o diagrama
X2 x 0 0— X1

llx llx 0 llx[l]
v

X X ——Ciy 5= X[1]

1x 115

X

¢ comutativo, Logo, (1x,0,0) é um triangulo distinguido em KC(A).

(TR2) Seja X —Y Lo, 2 X[1] um tridngulo distinguido em KC(A).

Para provar que o tridngulo Y —%=C, —2 X[l]ﬂY[l] ¢ distinguido,

mostraremos que o mesmo € isomorfo ao triangulo distinguido

Y o, o ey

u

Primeiro mostraremos que X[1] = C;, em K(.A). Considere as aplicagdes

141
7dX

X[ . Xttt Xtz
ittt —it2
k| |d (0 10) 1 (0 10) 1
0 0
Ci . > Yz'+1 D Xi+1 @ Y’L Yi+2 o) Xi+2 D Yi+1 N

u i
C.:

tu

Observe que j e k sao morfismos de complexos, pois para todo i € 7Z,

—d?“l 0 0 —yttt —di;rlu”l
de, j' = 0 —d¥' o 1 = —di! =
1 utt o d 0 0
_ui+2d§&-1 —qit2
= _dgl = 1 (_d§?1) = jiﬂdg(m

0 0
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(§
_derl 0
K, = (01 0) ( w“ 0 |=(0 —d¢" 0)=
uz+1 dg/
= (=d¢H) (0 1 0)=dyyk

Agora, note que kj = 1xp) em K(A), visto que
it
Kjit=(0 1 0) 1 = lxin = Lxpy
0

para todo ¢ € Z. Por outro lado, como para todo 7 € Z,

i+1

o —u 0 —u™t 0
Jk = 1 (01 0)=10 1 0],
0 0 0 0
0 01 '
provaremos que jk ~ 1, . De fato, tomando E3: [ 0 0 0 | : Ci7" — Ci
000
como as homotopias temos, para todo ¢ € Z,
| | ~dy 0 0 —dyt 0 0
dai E13 —|— E13dZCiu - 0 —ds( 0 Elg + Elg 0 —dl):vrl 0 -
1 T 1 utt o di,
1wt 0 1 00 0 —utt 0
=10 0 OJ]=(010]-10 1 0 | = 1iCz-u — j'K".
0 0 1 0 01 0 0 0

Logo, X[1] = C;, em K(A).

Por fim, basta mostrarmos a comutatividade do diagrama

Ty iiu Y Piq,
Cu Cs, Y[1]

Claramente, o primeiro quadrado é comutativo. Agora, observe que ki;, = py,
pois

ki, =(0 1 0)

:(1 o):

para todo ¢ € Z. Com isso e sabendo que jk ~ l¢, , pela Proposicao [2.12}
obtemos jp, = jki;, ~ l¢, i, = i;,, 0 que prova a comutatividade do segundo

o = O
_ o O
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quadrado. O terceiro quadrado também comuta, pois
it
pij'=(10 0) 1 = —ut = —u[1]".
0
para todo ¢ € Z. Com isso, (ly,1¢,,j) é um isomorfismo de tridngulos. Logo,

(4w, Pu, —u[l]) € um triangulo distinguido de K(.A).
(TR3) Seja o diagrama

X A=y

cujas linhas sdo tridngulos distinguidos em K(A) e o primeiro quadrado é
comutativo, isto é, gu ~ u'f. Assim, existem morfismos s* : X! — Y em A
tais que

gt = fr = dit s+ s (2.3)

Agora, defina h : C,, — C!, por

S X2

, fitt 0 . . . ) . A
h' = ( oy ) Cl=XTY — Cl'=X"gY"

para todo i € Z. Note que h ¢ um morfismo de complexos, pois

pat— (IO (T 0 Y STk 0 \@
Cu — 8i+1 gi U d?l - —8i+1d§(+giui gidﬁfl -

= ,_.dgf’fi 0 = _de’ 0 f.i 0 = diTipit
U/Zfz—Fdé;lSZ d?1g1_1 ulz dg;l 5 gz—l C

Agora, observe que o segundo e o terceiro quadrados sao comutativos, pois
i _ (0 O _(0Y_/(0 i gi i
h u < SiJrl gz 1 - gz - 1 g =ty

it = (1 0) (1500 ) = (o) = (1 0) = sl

para todo i € Z. Logo (f, g, h) é morfismo de tridngulos.
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(TR4) Dado o diagrama

o-y 2y —— x
g[ul u h
o-y 2y v Lz o Py

s

C, f Cp s CU@;CUM

iy 73

onde (U, iy, Py), (U, iy, py) € (h,in, pp) sao tridngulos distinguidos. Como vu = h
em K(A), isto ¢, vu ~ h em C(A) existem morfismos s’ : X' — Z~! em A tais
que para todo i € 7Z,

viu' — B =dy s 4 s (2.4)

Por (TR3), existe f : C,, — C}, dado por

f'= ( oy ) O =X oY — G =X"eZ

para todo i € Z tal que (1x,v, f) € um morfismo de triangulos.
Agora, defina g : C}, — C,, por
. w0 ) 11 ) . i1 .
d=( " ) ia=xrer sco-yraz

para todo i € Z. Note que g ¢ um morfismo de complexos, pois para todo i € Z

it _ w0 —di, 0 B —uit i, 0 &)
g Chn — _Si—i-l 1 hz dgl - Si_Hdg(—i-hi dgl —

viut —diy st dt vt dyt -5t 1 v 9

Agora, observe que o quadrado

7.0,

-, |

C, —2=C,

é comutativo, pois para todo i € 7Z,

g =\ _g+1 1 1= (1 01 )= iylci.

f

Ch g Cviu[l]pv Cu[l]

Por fim, precisamos mostrar que o triangulo C,
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¢ distinguido. Provaremos que o mesmo ¢ isomorfo ao triangulo distinguido

f

Cy 100y )

Inicialmente, mostraremos que C, = C}. De fato, considere as aplicacoes

i

Cv . yit+l o 71 Cv yit2 N Zi+1
0 0 \I|[/0 0 0 0 \I|[/0 0
1 0 10 1 0 1 0
arr Uit _gitl 00 uit? i+2 0 0
0 1 01 0 1 01
Cf . .>Xi+2 @D Yz'+1 D Xz—i—l D Zz Xz+3 D Yi+2 D Xi+2 D Zi+1>
Cf

Note que r e ¢ sao morfismos de complexos, pois para todo ¢ € Z,

gz 0 0 0 0 0 0 0
P il —u? —dtt 0 0 1o | | =dft o |
ot T 1 0 —dy' 0 00 0o 0 |
8i+2 Ui+1 hz’-i—l diZ 01 vi+1 diZ
(010 0 —dyt 0 p
“\ooo 1 N
(&3
dii? 0 0 0
o uit2 ¢+2 _ i+l
i, — 0 1 o ds} oi+1 0 | _
z+2 Ui—l—l hi—‘rl dZZ
_ 0 _d;—j—l 1+2dz+1 : —d;rl | _dlYJrluz—i-l O
0 e 1+2d1+1+h1+1 d’L 0 0 Uz-i-luz-i-l_dzZSH-l dZZ

vt dy, )0 0 st 1 cd

Agora, observe que qr = 1¢,, pois para todo i € Z,

"=\ 0 0 -t 1 “\o1 )G

Por outro lado, mostraremos que rq ~ 1¢,. De fato, note que para todo i € Z,

OO = O
_ o O O

00 00 0 0
ool ro /o w0 |01 Wt oo
A BV (00—52‘“1)_ 00 0 0

0 1 00 —sit! 1
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0010
Assi doicZ oxi E_oooo‘ci+1 O tai
ssim, para todo 1 € Z, existem Fq3 = 000 0 ey — ftals que
0000
st 0 0 0 di? 0 0 0
—utt —di 0 0 —u*? gt 0 0 |
10 —d o |PetEslo 0 —di¥' o |~
gitl vl i dzz—l git2 pitl pitt
10 0 0 1000 00 0 0
o0 = o _JOo1o0oO0]| [01 &t 0 g
“loo 1 ofl " loo1o0 o0 o o] o4
00 st 0 000 1 00 —stt 1

como queriamos. Agora, s6 precisamos mostrar a comutatividade do diagrama

I
c,—l 0, —2 2 o,

A comutatividade do primeiro quadrado é 6bvia. Para o segundo quadrado,
primeiro observe que qiy = g, pois
ui—l—l 0 ;
= ( _Si—i—l 1 ) =g

i 01 Ui+1 0
qlf_ 0 0 _Si-l—l 1

para todo ¢ € Z. Com isso e sabendo que giy = 1¢,, temos rg = rqiy ~ 1o, iy =iy
pela Proposigao [2.12} o que mostra a comutatividade do segundo quadrado. Para
mostrar a comutatividade do terceiro quadrado, note que

0 0

L. (1o000N[10] [oo0Y\ (o e

pfr_(()loo) 00 _(10>_(1)(10)_Z“[1]pv
01

para todo i € Z. Logo, (1¢,,1¢,,r) é um isomorfismo de triangulos. Portanto

c,— o, —4 ¢,

o = O O
_— o O O

tulllpy C,[1] é um triangulo distinguido. [

2.3 Categoria Derivada

Nesta secao, apresentamos mais um exemplo de categoria triangulada, a
Categoria Derivada D(.A) onde A ¢ uma categoria abeliana. Mais especificamente,
temos interesse no caso em que A = modA. Como veremos, D(A) ¢ obtida a
partir de K(A) invertendo todos os quase-isomorfismos. Introduziremos apenas
os conceitos necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Mais detalhes
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sobre Categorias Derivadas podem ser encontrados em [10] e [II] (veja também
7).

Seja A uma categoria abeliana. Pela Proposicao [1.48] e o corolério [2.15
definimos o funtor H* : K(A) — A. Um morfismo de complexos f em K(A) é
dito um quase-isomorfismo se H'(f) ¢ um isomorfismo para todo i € Z.

Para todos complexos X e Y em K(A), denotaremos por Sxy o conjunto de
todos os quase-isomorfismos de X para Y, isto é,

Sxy ={f € Homg)(X,Y) : f é um quase-isomorfismo}.

Pela Proposigao , um morfismo de complexos em C(A) homotdpico a um
quase-isomorfismo também é um quase-isomorfismo. Desta forma, se f é um
quase-isomorfismo em IC(A), qualquer classe de equivaléncia de f também o é.

Seja Mxy o conjunto cujos elementos sao as triplas (Z, s, a) representadas
pelos diagramas

X<2-7-"2sY,
onde Z € obj(K(A)),s € Szx e a € Homya)(Z,Y). Dizemos que
(Z,s,a) = (Z',5,d)

se, e somente se, existem (IW,t,b) € Mxy e morfismos p € Homya)(W,Z),
P’ € Homya)(W, Z') tais que o seguinte diagrama ¢ comutativo:

7
A
|
X<~t-w-tsy
|
/ J Ipl/
S \ a
Z/
Prova-se que = é uma relagao de equivaléncia em Mx y.
Defini¢ao 2.20. Seja A uma categoria abeliana. Eziste uma categoria D(A),

chamada categoria derivada de A e um funtor Q4 : KK(A) — D(A), chamado
funtor localizag¢ao, satisfazendo as sequintes condigoes:

(L1) Se s é um quase-isomorfismo em K(A), entio Q4(s) € um isomorfismo em

D(A).

(L2) (Propriedade Universal) Para qualquer funtor F : KK(A) — B tal que F(s)
€ um isomorfismo sempre que s € um quase-isomorfismo, existe um unico
funtor G : D(A) — B tal que o diagrama

é comutativo.
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Observe que a Propriedade (L.2) garante que categoria D(A) é tinica a menos
de equivaléncias de categorias.

Os objetos de D(.A) sao os mesmos de K(A) e para todos X, Y € obj(D(A)),

HomD(A) (X, Y) = MX’Y ,

isto é, os morfismos de X para Y em D(A) sao as classes de equivaléncia de
(Z,s,a) em Mx y, as quais denotaremos por fragoes *.
Além disso, o funtor localizacao é dado por

Qa: KA — DA

X X
f

— Z

/ 1

Y Y

Pode-se provar que D(A) é uma categoria aditiva e Q) 4 ¢ um funtor aditivo.
Usando o funtor localizacdo e a estrutura triangulada de K(.A), construiremos
triangulos em D(A). Primeiro, estendemos o automorfismo [1] : K(A) — K(A)

para D(A) da seguinte forma: dado um morfismo = : X — Y de D(A), definimos
s

(é) 1] = % X[ = Y1), isto ¢,

Como vimos na se¢ao anterior, os triangulos distinguidos em K(.A) sdo da
f y Y C; by
classe 7 de tridngulos em D(A) que sao isomorfos a imagem de um triangulo

distinguido em IC(A) via o funtor localizagdo @4, isto é, sdo isomorfos aos
triangulos em D(A) da forma

ANAN AN

X[1]

forma X X[1] , onde Cy é o cone de f. Assim, temos uma

A categoria derivada D(.A), juntamente com automorfismo [1] : D(A) — D(A)
e a classe 7 de triangulos, é uma categoria triangulada. Uma prova detalhada
desta afirmagao pode ser encontrada na Proposigao 3.10 de [7].

Para finalizar, ressaltamos que as categorias derivadas D~ (A), DT (A) e D*(A)
de K= (A), KT(A) e Kb(A), respectivamente, também possuem uma estrutura de
categorias trianguladas.

Consideremos A = modA e P = projA. Denotemos K*(A) = K(A) e
D*(A) =D(A), com x € {—, +,b}.

Desta forma, existe um funtor inclusao ¢ : K~ (P) — K~ (A). Se @ é o funtor
localizagao de K~ (A) para D~ (A), temos o funtor F = Q¢ : K~ (P) — D~ (A).
Sejam [1]x-(p) e [1]p-(a) 0s respectivos funtores translacoes de K~ (P) e D~(A).
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Temos F o [1]x-(py = [1]p-(a) o F, pois

Fo[l]x-p)(X) = Qx(X[1]) = X[1] = [1]p- 1) @1 t(X) = [ p-(a) © FI(X)

Fo - (1) = Qi (/1) = 11 = [t} ) @5e() = [tlp-cny  F(S)

Assim, obtemos uma equivaléncia natural ¥ tal que, para todo complexo X
em K~ (P), Ux : Fo[llg-p)(X) = [1]p-(a)0 F(X) é igual a identidade. Tomando
esta equivaléncia natural e pela forma como definimos os tridngulos distinguidos
em D~ (A), F & um funtor exato. Por fim, pela versao dual do Teorema 8.19 de
[11], obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.21. O funtor F': K~(P) — D~ (A) € uma equivaléncia triangular.

z

Observacao 2.22. Na prova do Teorema |2.21| € mostrado que todo complexo
concentrado em D~ (A) € isomorfo a sua resolu¢ao projetiva em K~ (P). Assim,
pode-se provar que eziste uma imersao A — D(A). Uma demonstracao deste fato
pode ser encontrada no Coroldrio 3.23 em [7].

Observacgao 2.23. Dualmente, a categoria KT (P) € triangular-equivalente a
categoria DY (A) e a categoria K—°(P) é triangular-equivalente a categoria DP(A).

Neste 1ltimo caso, se A tem dimensdo global finita, D°(A) € triangular-
equivalente a categoria K°(P) (veja [13], Capitulo I, se¢io 3.3).

Por fim, definimos os Tridngulos de Auslander-Reiten em uma categoria
triangulada, os quais sao os duais das sequéncias de Auslander-Reiten na
categoria abeliana mod A. Apresentamos apenas os conceitos necessarios para o
entendimento de alguns comentérios e exemplos exibidos no capitulos posteriores.
Para mais detalhes recomendamos [13].

Seja C uma K-categoria triangulada Hom-finita Krull-Schmidt. Um triangulo
distinguido

XY = 7"T(X) (2.5)
¢ dito um tridngulo de Auslander-Reiten se satisfaz as seguintes condigoes:
1. X e Z sao indecomponiveis;
2. w#0
3. u e v sao morfismos irredutiveis.

Se para todo objeto indecomponivel Z em C, existe um triangulo de Auslander-
Reiten ({2.5)), dizemos que C tem tridngulos de Auslander-Reiten.

Observagao 2.24. A categoria K°(P) é uma K-categoria Hom-finita Krull-
Schmidt. Uma prova para esta afirmacao pode ser encontrada em [22] (p. 38,
Proposi¢ao 1.5.16). Desta forma, se A € uma dlgebra de dimensao global finita,
Db(A) € uma K -categoria Hom-finita Krull-Schmidt, pois D°(A) = KP(P).
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Teorema 2.25. Seja Z um objeto indecomponivel em K—°(P). FEziste um
tridngulo de Auslander-Reiten X ——=Y ——= 7 —= X[1] se, e somente, Z ¢
um objeto de K°(P).

Demonstragao. [12], Teorema 1.4. O

Observagao 2.26. O teorema anterior garante que a categoria derivada D°(A)
tem triangulos de Auslander-Reiten se, e somente se, A tem dimensao global
finita.

De forma geral, poucas classes de algebras possuem uma descricao explicita
dos triangulos de Auslander-Reiten. Uma destas classes é a das algebras
hereditarias.

Analogamente & definicao dada no capitulo 1, o quiver de Auslander-Reiten de
uma categoria A possui vértices que representam classes de isomorfismos [X] de
objetos indecomponiveis X em A e possui flechas que sdo morfismos irredutiveis.

As sequéncias e os triangulos de Auslander-Reiten de A e DU(A),
respectivamente, sao descritas nos seus respectivos quivers de Auslander-Reiten.

A seguir apresentamos um exemplo de quiver de Auslander-Reiten da
categoria derivada limitada de uma algebra hereditaria.

Exemplo 2.27. Seja A a dlgebra de caminhos do sequinte quiver Q:
B a

1 2 3
@O<—"0<—"80

Pelo Exemplo o quiver de Auslander-Reiten de mod A € dado por:

P(3)
[
N
P(2) 1(2)
(1) S(2) 5(3)
e —— — — — — ® — — — — — — )

A sequir apresentamos o quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada
limitada D°(\):

RYAYAYAVAYAYS
WAYAVAVAYY

Podemos observar que A é uma dlgebra hereditiria. Desta forma, como
mencionamos anteriormente, os triangulos de Auslander-Reiten possuem uma
descricao explicita. Por exemplo, determinemos o cone de f : P, — Py em D°(A)
assim como definimos na categoria de complexos:
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P 0 0 P(1)—=0—>.
I -
P 0 0 P@)—0——
| I
Cy - 0——P(1)—>P(2) —=0—.
Agora, observemos:
C, i 0—=P(1) L P(2) — 00—
| ]
Sp: .. —=0 0 S(2) — =0 ——

Desta forma, Cy e Sy sio quase-isomorfos em K(A), onde A = modA, e
assim sdao isomorfos em D°(A). Com isso,

p—top 7.5, P[]

¢ um triangulo de Auslander-Reiten em D°(A), onde Sy é a resolucdo projetiva
de Cf.



Capitulo 3

Caracterizacao de Morfismos
Irredutiveis

Neste capitulo, abordaremos sucintamente os morfismos cindidos e irredutiveis
na categoria de complexos C(A), onde A é uma categoria aditiva. Em seguida,
apesar de muitos resultados deste capitulo serem vélidos para categoria de
complexos C(A), nos restringiremos a uma subcategoria plena Krull-Schmidt
P de A, fechada para somas diretas e somandos diretos, a fim de obtermos
resultados interessantes sobre morfismos irredutiveis na categoria de complexos.
Mais especificamente, consideraremos A = mod A e P = proj A.

Seja Z o ideal de P formado pelos morfismos radicais. Denotaremos por Cz(P)
a categoria formada pelos complexos em C(P) cujos os diferenciais pertencem a
T, isto é, os complexos radicais em C(P).

Conforme o artigo [9], caracterizaremos e apresentaremos algumas
propriedades dos morfismos irredutiveis nas categorias Cz(P) e K~ (P). Para a
segunda categoria sera necessario a introducao dos complexos homotopicamente
minimais, os quais sdo equivalentes aos complexos em Cz(P) (Proposigao .
A partir dai, é provado que todo complexo em C~(P) é isomorfo em K~ (P) a um
complexo em C; (P) (Teorema. Desta forma, mostraremos que os morfismos
irredutiveis em I~ (P) sdo dados pelos morfismos irredutiveis em C; (P), a menos
de homotopia (Teorema [3.23)).

3.1 Morfismos Cindidos em C(.A)

Como vimos na defini¢ao [1.59] um morfismo f: X — Y em A é dito mono
cindido (resp. epi cindido) se existe um morfismo h : Y — X em A tal que
hf =1x (resp. fh = 1y). Se uma das condigoes é verificada, f é dito cindido.

Desta definicao obtemos o seguinte resultado cuja demonstracao segue das
definigoes.

Proposigao 3.1. Sejam f: X — Y eg:Y — Z morfismos em A.

1. f € mono cindido e epi cindido se, e somente se, f € um isomorfismo;
2. Se gf € um isomorfismo, entao f € mono cindido e g € epi cindido.

3. Se f é mono cindido (resp. epi cindido), entio f é um monomorfismo
(resp. epimorfismo).

47



48 3.2. CARACTERIZACAO DOS MORFISMOS IRREDUTIVEIS EM Cz(P)

Um morfismo de complexos f em C(A) é chamado smonic (resp. sepic) se
todas suas componentes sdo mono cindidas (resp. epi cindidas).

Um morfismo mono cindido f (resp. epi cindido) em C(.A) é smonic (resp.
sepic), isto é, cada f? ¢ mono cindido (resp. epi cindido) para todo i € Z. Porém,
veremos no proximo exemplo que isto nao é verdade em K(A).

Exemplo 3.2. Sejam M um objeto indecomponivel de A e X um complexo em
K(A) dado por X° = X' = M, d° = 1y, e zero caso contrdrio. Fazendo s' = 1y,
e s" =0 sen #1, definimos uma homotopia entre os morfismos 1x e Oy,

X : 0 M—LtoMm 0

/ Ve /

N 2 o
¥ ¥ V

X 0 M M 0

de modo que 1x = 0x em K(A). Entao 0 € mono cindido, mas nem todas suas
componentes sao mono cindidas, isto €, 0 nao € smonic.

3.2 Caracterizacao dos Morfismos Irredutiveis em

Cz(P)

Nesta segao, caracterizaremos os morfismos irredutiveis na categoria Cz(P),
conforme o artigo [9]. Nesse artigo, a demonstragdo da caracterizagdo dos
morfismos smonic e sepic é omitida. A seguir exibimos a demonstragao desses
dois casos. Acrescentamos o item (iii) pois a caracteriza¢ao desse morfismo sera
atil no proximo capitulo.

Proposigao 3.3. (Formas Standard) Seja f : (X,d) — (Y,0) um morfismo de
complexos em Cz(P):

Jit+1

X - Xi 4 it Xi+2
lf sz lfi+1 lfi+2
Y - yi O yit1 0Tyt

(i) Se f € um morfismo smonic, (a menos de z'somorﬁsmo) podemos assumir

que Y= X' @Y", fzz((1)> eai:(‘é Zi ) para todo i € 7.

(ii) Se f é um morfismo sepic, (a menos de isomorfismo) podemos assumir que
, ) L A o 0 )
X'=Y'®o X" f'= ( 1 O) ed = ( b ) para todo i € Z.
(iii) Se [ possui uma nica componente irredutivel f° tal que todas as
componentes a esquerda sao epi cindidas e todas as componentes a direita
s@o mono cindidas, entio (a menos de isomorfismo) podemos assumir que

X =yiext = (1) = (5 L) = (et s
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se i < 1,
i i nopio_ 1 i_ da
T DENCEY
sei>i0,68i°:(li0 gio )t.

Demonstragao. (i) Como f ¢ smonic todas as suas componentes sao mono
cindidas, isto é, para cada f': X* — Y’ existe ' : Y* — X" tal que

r =1y (3.1)
Por (3.1), a sequéncia exata curta

i

Iyi moyi g (3.2)

0 Xt

cinde, para todo i € Z, sendo 7' a projecao candnica e Y = Coker fi. Assim,
Yi o XZ D Y/i,
yi
), para todo i € Z.

7TZ

com o isomorfismo p’ : Y — X @ Y" dado por p' = <

Desta forma, precisamos definir os diferenciais s* : X' @ Y" — X+ @ Y/it!
para cada i € Z, de forma que (X @ Y’ s) seja um complexo e que o seguinte
diagrama seja comutativo:

e

i

di+1

d X X
Xt X2
| e L

. yi o, yit+l O yit2

(1 0) V (1 0) 17 (10) 17

> Xz D Y/z' Xi+1 o) Y/i—l—l Xi+2 o) Y/z'+2

si Si+l

i i+1

i+2 o

di+1

Para cada i € Z, seja w719 : Y — Y"1 Observe que
() T = 7D ) = A () = () 0
Como (Y, 7%) é o conticleo de f* existe e’ : Y — Y""*! tal que
7o = el (3.3)
Assim, (Y, e') é um complexo, pois
¢tleint B it g B jivagitig

o que implica e‘*le? = 0, tendo em vista que 7 é um epimorfismo.
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Analogamente, para cada i € Z, seja r't19" — dir® : Y — X1 Note que
(,,J—&-lai _ dzrz)fz — 7,.i+1aifi _ dz,r,Zfz ,,,,i-l—lfi-i-ldi _ dlez 1xi+ldi . dz = 0.
Sabendo que (Y, 7") é o conticleo de f? existe a' : Y — X**! tal que

r o — d'r' = a'rn’ (3.4)
d a' :
0 e ) para todo 7 € Z.

Desta forma, para todo ¢ € Z, obtemos

Gitlg — dtt ottt & o\ [ dTd dHd +atle
B 0 et 0 ¢ ) 0 it

Sabemos que dt'd' = 0 e e'tle! = 0 pois X e Y’ sdo complexos. Mais ainda,

Assim, defina s° =

(@ i ta e = A airi et et GHe B3 A (P i) (L) =

— dH_l?"H—laZ + az-l—l,n_z—l—laz ! (Tz—l—QaH—l . az+17rz+1)az 4 az+17rz+laz =0

o que implica d"la’ + a'™le! = 0, pois 7 ¢ um epimorfismo. Com isso, s'Tls =0
para todo i € Z, isto é, (X &Y', s) é um complexo.

Por fim, mostraremos a comutatividade do diagrama (x). Primeiro como f é
um morfismo de complexos 0° f* = fi1d’ para todo i € Z. Por e (3.2), para
todo 7 € Z, temos

Qi rt _ Tifi (1
pf_<ﬂ.i)fi_(ﬂ.ifi)_(0>
Além disso,

i d al r dir' +a'm \ Be@d [ rt i _itlai
Sp:<0 Z)(z>:( el ).:. i )0 =p"10

™

(o) = (5 5) ()= (o)

o que completa a demonstragao.

(S

(ii) Suponha que f é sepic. Assim, todas as suas componentes sao epi cindidas,
isto &, para cada f': X’ — Y% existe k' : Y — X' tal que

Por (3.5)), a sequéncia exata curta

0 xri v, i

yi 0 (3.6)
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cinde para todo i € Z, sendo u’ a inclusao candnica e X" = Ker f'. Com isso,
com o isomorfismo ¢' : Y'® X" — X" dado por ¢' = ( k' u' ), paratodoi € Z.

Assim, para cada i € Z, definiremos o diferencial t* : Yi® X" — Vit X'+
de modo que (Y & X', t) seja um complexo e o seguinte diagrama seja comutativo:

X d’ it dtt Xi+2
V ‘V ‘y
. - . . $i+1 . .
> Yz D X/z Yz—i—l D X/z—i—l Yz+2 ® X/z+2

P I TRE
yi dt yi+l

(1 0)/(1 0) / (10) /

Yz‘ : Yi—i—l : Yi+2
ot az+1

Para cada i € Z, seja d'u’ : X" — X**1. Como
FU ) = (FFL ) = (@ fd = & (fiud) 0
e (X1 1) ¢ o niicleo de ! existe €' : X' — X! tal que
d'u’ = utte, (3.7)
Note que (X', €) é um complexo, pois
ut2etie & g €D givagis g

o que implica €1’ = 0, visto que u*? ¢ um monomorfismo.
Agora, seja d'k' — kit10i : Y — X! Sabendo que

FEUAH — K9i) = g — e & g _ g B g _ g g
e (X' 41 ¢ o nacleo de fi existe b : Y — X" tal que

dzkz o ki—i—lai — uiﬂbi. (38)

i (00
Para todo ¢ € Z, temos que

ti+1ti B o1 0 o 0 B oot 0
- bi—i—l 6i—i—l bz ei - bi—O—lai + ei—i—lbi ei—i—lei :

Desta forma, defina
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Como Y e X’ sdo complexos, temos 0710 = 0 e €F1e! = 0. Além disso,

WPR(BHL 4 T = 2L g 2 B3 D (AR — B2 g4

(@Y = AR 4 d e 8 g (@i = ) o (@ = 0,

implica b"19" + €1 = 0, visto que ©'™? é um monomorfismo. Logo, 1t = 0
o que prova que (Y @ X'/ t) é um complexo.

Por fim, mostraremos que o diagrama (xx) é comutativo. Primeiro observe
que 0'ft = f*1d' para todo i € Z, visto que f é um morfismo de complexos.

Segundo, Por (3.5)) e (3.6]), temos
i i iy (TR (1
fQ—f(k? u)_<fzuz o

i+l ( Litl i+ ) ( (21 2 ) _ ( EHLO it it ) B ED

— ( dlk?l dzuz ) :diqi

Por tltimo,

q

i o 0 i i
(10)f=(1 0)<bi 6i>:(a 0)=0(10)
o que conclui a prova desta segunda afirmacao da proposicao.
(iii) Por hipotese f = (f")icz ¢ um morfismo sepic e smonic nos intervalos

Ji={i €Z;i <io} ey ={i €Z;i>ip}, respectivamente. Assim, pelos itens
(i) e (ii), a menos de isomorfismo, podemos assumir que

i i i g j & 0
X'=Y'ox"f=(1 O)Gdjz(bf a)’

onde X" = Ker fi, paratodoi,j € Jyej#ig—1,e

i v nopi_ 1 i da
Y—X@Y,f—(o)ea_(o ei )

onde Y = Coker f, para todo i € J,. Assim, basta definirmos os diferenciais

(Ciofl giofl) : Yl'ofl @ Xli(]fl - X’io e ( éj:) ) : Y’i() — Xi0+1 @ Y/’L'0+1’ de
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modo que os dois cubos visiveis do diagrama

Xio—1___d°o7 Xio d'o Xiotl o

qV

. ; ip—1
L =Yiolg X1

siofl)

/
_ lfio _ lfi’o+1 . .(***)
. yio—1 907 yrio o0 yrigtl 5
| N N
e Yo Xio+l g Y/zofl

90—t ( li >
g
1

sejam comutativos e suas linhas sejam complexos, onde pt! e ¢! sao
isomorfismos determinados nos itens (i) e (ii), respectivamente.
Defina ( co—l  glo—l ) = diotglo—l Yol g X7o—l 3 X% Temos que

o2 0
\ biO—Q Eii0’2

Yio—l D X/i()—

o

1((/.1'071 61’071)
—_

= Y2 @ X0 Xio &L xio+1 |

¢ um complexo pois pelo diagrama (x x ),
i i a’i()f? O i o a’i()fQ 0
(c" bogh 1)< pio—2  cio—2 ) = d 1q° 1( pio—2  gio—2 ) =
— o gio—2gio—2 — ( 00 )
e claramente d% ( clo—lb glo—1 ) = ( 00 ) )

Agora, defina ( ) = potlgio . Yo — Xiotl g Y0otl Desta forma,

dio—H aio—H
( 0 eloft )
também ¢ um complexo pois novamente pelo diagrama, ( * x),

di0+1 a’io+1 lio dio+1 a’io+1 g PP 0
( 0 eio+1 gio — 0 €i0+1 P o+ O = P 0+ ) o+ o = 0

e claramente I Qo1 = 0
geo S\ 0 )

Além disso, pelos itens (i) e (ii), o diagrama é comutativo e os morfismos p’
e ¢' sdo isomorfismos, para cada j > iy e | < iy, respectivamente, o que completa
a demonstragao. O

lio
£

(&)
0 flo

L yio—1 907 i Xio—1 g yrio—1 Xio—2 g ylio—2 o
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3.3 Propriedades dos Morfismos Irredutiveis em

Cz(P)

Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades dos morfismos irredutiveis
em Cz(P). Veremos que os morfismos irredutiveis sao de trés tipos, a saber, os
morfismos que caracterizamos na se¢ao anterior.

Sejam X um complexo em Cz(P) e J um subintervalo de Z. A restrigao X’
de X a J é o complexo X' = (X%);cs, com X" = X' parai € J e X" = 0 para
i ¢ J. Dizemos que f': X' — Y’ é arestricaode f: X — Y a Jse X' eV’
sdo restrigoes de X e Y a J, respectivamente, e f' = (f%);es com f"" = f' para
i€Je fi=0parai¢J.

Proposicao 3.4. (Fatoragoes Induzidas) Seja f : (X,d) — (Y, 0) um morfismo
de complezxos

i1 4T i 4 it

X
lf lle sz lfiJrl
Y:

Yifl g Yz ~ Yi+1

em Cz(P) tal que sua restri¢ao f' : X' — Y’ a um subintervalo J de Z admite
uma fatoracao. Entao, esta fatoracao pode ser estendida para f.

Demonstra¢ao. Suponha que J = [n,m], com n,m € Z e n < m. Por hipotese,
existe um complexo Z' = (Z");c; e morfismos de complexos ¢’ : X' — Z' e
W :Z' — Y’ tais que f' = h'g’, conforme o diagrama

dm—l

X/ . =0 X" an Xn+1 . _)Xm—l xXm 0>
gl gln g/n+1 g/m—l g’m
dr, art
VA (| zZm AL Al zZm 0=...
h/ h/n h/n+1 h/m—l h/m
Y': ...=0 yn yrtl » s ym! ym 0=...
or amfl

Precisamos mostrar que existem um complexo Z, cuja restricao a J é 7/, e
morfismos g e h, cuja a restrigdo a J sdo ¢’ e b/, respectivamente, tais que f = hg.
Isto pode ser visto no seguinte diagrama:

Xoo= Xt e it el T em AT
g g gt g™ gm pmtl
Nz: ...>X”*19/H£>IZ’”d—%>Z/”+1>,_.>Z/m71?_’_)lzlmwym+1>”'
h frl ‘ Bm pintl pm—1 pim
Y ...>Y"‘1FY”?Y"+1>,,‘>ym—lam_ﬁ>ym — ym+l o
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De fato, para mostrar que Z é um complexo basta notar que
%/(g/ndn—l) — gln+1dndn—1 — O e <8mh/m)d7znl—1 — amam—lh/m—l — O
Para verificar que g e h sao morfismos de complexos é suficiente observar que
h/n(glndn—l) — fndn—l — am—lfn—l e (6mh/m)g/m — amfm — fm+1dm

Isto completa a demonstracao para o caso que J é um intervalo finito. A prova
desse resultado é analoga se J é um intervalo infinito. O

Corolario 3.5. Se um morfismo de complezos f em Cz(P) € irredutivel, entao
suas componentes sao ou cindidas ou irredutiveis.

Demonstragdo. Seja f uma componente de f. Suponha que f® nao é cindida
e assuma que f© = h'0g"0  Pela Proposicao podemos estender a fatoracao
de fi para f, isto é, existem morfismos de complexos h e g tais que f = hg
e h'o = h/o ¢ gio = g0 Como f & irredutivel ou g é mono cindido ou h é epi
cindido. Em particular, ou ¢’ é mono cindido ou h'® é epi cindido. Logo f* &
irredutivel. O

Corolario 3.6. Sejam f: (X,d) — (Y,0) um morfismo irredutivel em Cz(P) e
fio uma de suas componentes.

(a) Se f ndo € epi cindido, entio todas as componentes a direita de f (isto
é, f* com i > i) sao mono cindidos;

(b) Se f® ndao é mono cindido, entdo todas as componentes a esquerda de f*
(isto é, f* com i < i) sao epi cindidos;

Demonstragao. (a) Considere a fatoragao f = f1y. Pela Proposigao 3.4]
podemos estender a fatoracao acima para f da seguinte forma:

X PP '¢ 3 PRSI (U '
g ‘ lfi0+1
. dio—1 . fiotlgio .
7z o X0l X yiott
h Ifio—l in
Y . yio~l Yo > Yo+l
oto—1 oo

Como f é irredutivel, ou g é mono cindido ou A ¢é epi cindido. No entanto,
por hipotese, f® nao ¢ epi cindido o que significa que h nao é sepic e assim
nao ¢ epi cindido. Portanto, g ¢ mono cindido. Em particular, g ¢ smonic.
Consequentemente f* é mono cindido para todo 7 > iy, como querfamos.

(b) A demonstragao é anédloga a letra (a). O

Lema 3.7. Sejam f : (X,d) — (Y,9) um morfismo irredutivel em Cz(P) e
ig € Z. Se f ¢ mono cindido mas nao € epi cindido e f°~1 ¢ um epimorfismo,
entdo todas as componentes de f & esquerda de f sao mono cindidas.
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Demonstragao. Como f% : X% — Y% ¢ mono cindido existe um morfismo
g Yo —s X% em P tal que g©° f%° = 1yi. Seja § = glogio—t : yio=l — X'o,
Como f é um morfismo de complexos, temos

§fio=l — giogio—L fio=1 _ gio fiogio—l _ gio—1
Por outro lado,
fioé‘fio—l — fiogioaio—lfio—l — fiogiofi()dio—l — fi()dio—l — aio—lfio—l

o que implica fi§ = @1 pois fio~! é um epimorfismo.
Assim, temos a seguinte fatoracao de f:

X s Xl I o A0 ot
: o]
Az syl 8 x40 xiotl
h ‘fio me“
Y. Yl yio L yiotl
oot a0

Como por hipétese f nao é epi cindido, segue que h nao é epi cindido. Desta
forma, g ¢ mono cindido pois f é irredutivel. Logo todas as componentes de f a
esquerda de f sao mono cindidas. O

Agora classificaremos os morfismos irredutiveis em Cz(P).

Proposigao 3.8. Se f = (f")iez : (X,d) — (Y,0) € um morfismo irredutivel
na categoria de complexos Cz(P), entdo f satisfaz uma das sequintes condigoes:

1. f € smonic, isto €, f* é mono cindido para todo i € Z.
2. f € sepic, isto €, f' € epi cindido para todo i € 7.

3. Eziste uma unica componente irredutivel f®© tal que todas as componentes
a esquerda sao epi cindidas e todas as componentes a direita sao mono
cindidas.

Demonstracao. Se existe um indice iy € Z tal que f® nao ¢ cindido, pelos
Corolarios [3.5] e 3.6 temos o terceiro caso.

Suponhamos que todos os morfismos f? sao cindidos. Se todos sao epi cindidos,
temos o segundo caso. Assim, suponha que exista um morfismo f%* que nao é
epi cindido Como todos os morfismos f* sdo cindidos f® é mono cindido. Pelo
Corolario , f* ¢ mono cindido, para todo i > iy. Se o mesmo é verdade
para todo n < iy, temos o primeiro caso. Caso contrério, existe um indice
m < iy cuja componente nao é mono cindido. Pelo Corolario f* & epi cindido,
para todo i < m. Assim, podemos assumir que iy ¢ o menor indice tal que
sua componente é mono cindido mas nao é epi cindido. Com isso fio~! & epi
cindido. De fato, caso contrario, como todo morfismo é cindido f~! seria um
mono cindido contradizendo a minimalidade de f. Em particular, f©=! é um
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epimorfismo. Logo, pelo Lema todas as componentes de f a esquerda de f%
sao mono cindidas, o que é uma contradigao pois existe m < iy cuja componente
f™ nao é mono cindido.

XM X1 L0 X
epi cindido fm l fio—1 l fio mono cindido
ym o yio—t Yo
aio—l

]

Definigao 3.9. O morfismo irredutivel em Cz(P) satisfazendo a condi¢ao 3 da
Proposicao 3.9 serd chamado morfismo sirredutivel.

A seguir, apresentaremos exemplos de morfismos irredutiveis da categoria
Cz(P) satisfazendo cada uma das condi¢oes da Proposigao anterior.
‘ ) . . 1 B 2 4 3
Exemplo 3.10. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver ) = e<~—e<~—e .
No Ezemplo[1.01], apresentamos o quiver de Auslander-Reiten de A

P(3)
[
N
P(2) 1(2)
®e — — — — —— °
NN
P(1) S(2) 5(3)
®e — — ——— - e — — ———— °

a) Considere o morfismo de complexos a sequir:

P . 0— P(1) 0
g -
Py 0 P(2) 0

Podemos mostrar que f é um morfismo irredutivel em Cz(P), observando que f

€ irredutivel em P. Mais especificamente, f € um morfismo sirredutivel.
b) Considere o morfismo de complexos a sequir:

P: ..——=0 0 P(3)—0——
& ]
L: ... —0—=P1)-2PB) —0— ...

O complezxo Iy € um objeto de Cz(P) (veja Exemplo|1.61]). Além disso, P éum
morfismo irredutivel em Cz(P), pois p € irredutivel em P. Mais ainda, pode-se

observar que P € um morfismo smonic.
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c) Considere o morfismo de complexos a sequir:

Ps® Sy 0 P(1) P(2) @ P(3) 0
(5 5) A N
I 0 P(1)—~2 P(3) 0

Como P(1) = rad P(2), temos Im f C rad P(2) pois f é o morfismo
inclusao. Além disso, vimos no item anterior que Im gf C rad P(3). Assim,

Im ( gff ) C rad (P(2) @ P(3)). Logo, o complexo P, ® Sy é um objeto da

categoria Cz(P). Com isso e sabendo que Iy é um complexo de Cz(P), temos que

D ; ) ¢ um morfismo de complezos de Cz(P).

Mais ainda, ( D ; > é um morfismo irredutivel em Cz(P) , pois (p j ) €

irredutivel em P (veja Exemplo |1.61|). Além disso, observemos que ( P JN ) €

um morfismo sepic.

Para finalizar esta secao mostraremos que, em geral, a reciproca da Proposigao
3.9 nao ¢é verdadeira.

Exemplo 3.11. Novamente, consideremos a dlgebra de caminhos A do quiver

1 B 2 3 . ‘ :
Q= e<—e<"—e ¢ seu quiver de Auslander-Reiten a sequir, apresentado no

Exemplo |1.61]:

P(3)
[}
N
P(2) 1(2)
®e — - — —— - °
NN
(1) S(2) 5(3)
®e — — ——— - e — — ———— °

a) Considere o morfismo de complexos definido a sequir:

X ——=0 0 P(3)—=0—> ...
l“ I
Y =0 ——=P(2) P(3)—=0——>...

Como P(2) =rad P(3) e g é o morfismo inclusao o complezo Y € um objeto da
categoria Cz(P). Logo, a é um morfismo de complexos de Cz(P). Observe que «
€ um morfismo smonic.

No entanto, mostraremos que o nao € irredutivel. O morfismo o tem a
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sequinte fatorag¢ao em Cz(P):

X : 0 0 P(3) —=0—>.
| o
Z: 0—= P(1) P(3) —=0—>.
] o
Y 0—= P(2) P(3) —=0—>.

O complexo Z é um objeto de Cz(P). De fato, como f também € um morfismo
inclusao, P(1) = rad P(2) e P(2) = rad P(3), temos

(9f)(P(1)) = g(P(1)) = P(1) = rad P(2) C P(2) = rad P(3).

Claramente, 3 nao € mono cindido. Por outro lado, como f € um morfismo
irredutivel, temos que v nao € um morfismo sepic e, consequentemente, nao € epi
cindido. Logo, « nao € um morfismo irredutivel em Cz(P).

: . . . 1 B8 2 4 3
Exemplo 3.12. Seja A a dlgebra de caminhos do quiver e <— e <——e com

relacao Ba = 0. Pelo Exemplo o quiver de Auslander-Reiten de A ¢é

A partir deste quiver, consequimos o contra-exemplo para a reciproca da
condi¢ao 2 da Proposi¢ao 3.9.
a)Considere o morfismo de complexos

X :
Y:

Como 0 P(1) P(2) 21~ 5(2) 0 € uma sequéncia de Auslander-
Reiten, sabemos que qf = 0. Com isso jqf = 0 e assim X € um complezo.
Mais ainda, como P(1) = rad P(2) e f é um morfismo inclusao, temos
Im f C rad P(2). Por outro lado, como rad P(3) = S(2) e j € um morfismo
inclusao jq(P(2)) C j(S(2)) = S(2) C rad P(3). Logo X € um objeto em Cz(P).
Portanto, o é um morfismo de complexos em Cz(P).

Observe que o € sepic. No entanto o nao € irredutivel. Com efeito, considere

O=<=—20O
-~
-~
-~

f
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a sequinte fatoracao de o:

X 0——=P(1) = P©@) 2% PB3) —=0—>...
| O T N
Y : 0 P(1) P(2) 0 0
: o
Z: 0—— P(1) 0 0 0

Note que ¢ nao € smonic e assim nao € mono cindido. Além disso, podemos
observar que 0 nao € epi cindido. Portanto, o nao € irredutivel em Cz(P).

b) Considere o morfismo de complezos

X 0 P(1) 0 0
tﬂ o]
Y 0—— P(2) P(3)—=0——

em Cz(P). Podemos observar que p € um morfismo sirredutivel, cuja unica
componente irredutivel € f. Entretanto, mostraremos que p nao € irredutivel.
De fato, seja a sequinte fatoragao de p em Cz(P):

X 0—— P(1) 0 0
’ o,
Z: 0—P(1) 1> P2) —=0—...
] b
Y 0——=P(2) 2 P(3) —=0——...

Note que 0 nao € mono cindido. Por outro lado, pela irredutibilidade de f
temos que n nao € um morfismo sepic e assim nao € epi cindido. Logo, p nao é
um morfismo irredutivel em Cz(P).

3.4 Morfismo Irredutivel em K~ (P)

Nesta secao, caracterizaremos e classificaremos os morfismos irredutiveis
de K=(P). Veremos que os morfismos irredutiveis de K~ (P) seguem a
"mesma" caracterizacdo e possuem as "mesmas" propriedades dos morfismos
irredutiveis de C; (P) (Teorema .

Para isto usaremos o fato que todo complexo em C(P) é isomorfo em
K(P) a um complexo de Cz(P) (Teorema [3.18). Assim, introduziremos na
seguinte subsecao os complexos homotopicamente minimais em C(P), os quais sao
equivalentes aos complexos radicais, isto é, os complexos em Cz(P) (Proposi¢ao
. Algumas demonstracoes serao omitidas. Maiores detalhes sobre complexos
homotopicamente minimais podem ser encontrados em [19] e [22].
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3.4.1 Complexos Homotopicamente Minimais

Ao longo desta secao, A é uma algebra nao semissimples de dimensao finita
sobre um corpo K.

Definigao 3.13. Um complexo X em C(P) € dito homotopicamente minimal
se todo automorfismo de X em IC(P) € um automorfismo em C(P).

Sabemos que complexos isomorfos em C(P) também os sao em K(P). O
Lema a seguir garante a reciproca para o caso em que 0s complexos sao
homotopicamente minimais.

Lema 3.14. Sejam X e Y complexos homotopicamente minimais em C(P). Se
[f] : X =Y € um isomorfismo em K(P), entao f também o é em C(P).

Demonstragao. Por hipotese, existe um morfismo [g] : Y — X tal que [1x] =

[9)[f] = l9f] e [1x] = [f]lg] = [fg]. Assim, [gf] e [fg] sdo automorfismos em
K(P). Como X e Y s@o complexos homotopicamente minimais, temos que gf e

fg sao automorfismos em C(P). Logo, pela Proposigao f é um isomorfismo
em C(P). O

A seguir, apresentamos o resultado dual do Lema B.1 de [19]:

Lema 3.15. Seja (X,d) um complexo em C(P). As sequintes afirmagoes sao
equivalentes.

1. X € homotopicamente minimal;
2. Se X' #£0 é um somando direto de X, entao X' € homotopicamente nulo;
3. A aplicacio d* : X* — Im d* € uma cobertura projetiva, para todo i € Z.

A fim de demonstrar a préxima proposicao, apresentamos o seguinte
lema, o qual fornece uma consequéncia para as componentes de morfismos
homotopicamente nulos entre complexos radicais.

Lema 3.16. Sejam X e Y complexos radicais em C(P). Se um morfismo
f = ([Yiez € Homepy(X,Y) é homotopicamente nulo, entio cada f* é um
morfismo radical.

Demonstragao. Por hipétese, existem morfismos s¢ : X* — Y1 em P, tais que
fi=di st + stid para todo i € Z. Assim, temos

FUX) = do s (X) + sy (X) Crad Y+ s (rad X' C rad Y7,
pois X e Y sdo complexos radicais em C(P) e pela Proposigao m O

O préximo resultado mostra que os complexos homotopicamente minimais e
radicais sao equivalentes em C(P).

Proposicao 3.17. Um complezo em C(P) é homotopicamente minimal se, e
somente se, ele € radical.
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Demonstracao. Seja (X,d) um complexo homotopicamente minimal em C(P).
Pelo Lema para todo i € Z, a aplicacao d* : X* — I'm d' é uma cobertura
projetiva. Com isso, Ker d' é submodulo supérfluo de X, para todo i € Z. Pelo
Corolario e como X é um complexo obtemos Im d'~! C Kerd' C rad X*,
para todo ¢ € Z. Logo (X, d) ¢ um complexo radical em C(P).

Por outro lado, assuma que (X, d) é um complexo radical e seja [f] : X — X
um automorfismo em K(P). Assim, existe um morfismo [g] : X — X tal que

fg~1xegf ~1x.

Com isso 1x — fg é homotopicamente nulo. Pelo Lema , cada 1y — fig* &
um morfismo radical. Desta forma, pelo Corolério fig' = 1xi — (1x: — f'g")
¢ um automorfismo para todo ¢ € Z. Assim, fg é um automorfismo em C(P).
Pela Proposicao [4.2] f é epi cindido. Usando o mesmo raciocinio para gf ~ lx,
mostramos que f é mono cindido. Logo, f é um automorfismo em C(P) e portanto
X é um complexo homotopicamente minimal. O

Assim, apresentamos o resultado dual da Proposi¢ao B.2 em [19], o qual
garante que todo complexo em C(P) pode ser escrito como soma direta de um
complexo em Cz(P) e um complexo homotopicamente nulo.

Teorema 3.18. Todo complexo X na categoria C(P) admite uma decomposi¢ao
X = X18X,, onde X1 € um complexo radical e X5 € homotopicamente nulo. Além
disso, o complexo X € tinico a menos de isomorfismo, isto é, se X = X] ® X},
onde X| € complezo radical e X} é homotopicamente nulo, entao X; e X| sao
isomorfos em C(P).

Observacgao 3.19. Pelo Teorema todo complexo X em C(P) é isomorfo
em K(P) a um complexo X1 em Cz(P).

3.4.2 Caracterizagao dos Morfismos Irredutiveis em K~ (P)

Nesta subsegao veremos que os morfismos cindidos e irredutiveis em K~ (P)
sao os mesmos de C; (P), a menos de homotopia.

Lema 3.20. Se f: X — X é um morfismo homotdpico a identidade em Cz(P),
entao f € um automorfismo em Cz(P).

Demonstragao. Por hipotese [f] = [1x]| em IC(P), e assim [f] é um automorfismo
em KC(P). Sabendo que X é um complexo radical, pela Proposigao X é
homotopicamente minimal. Logo, f é um automorfismo em C(P) e, portanto, em

Cz(P). O

Corolario 3.21. Sejam f um morfismo de Cz(P) e [f] sua classe de homotopia

em KC(P). Entdo, f é mono cindido (resp. epi cindido) se, e somente se, [f] é
mono cindido (resp. epi cindido).

Demonstracao. Faremos a prova apenas para o caso mono cindido. O caso epi
cindido é anéalogo. Se f é mono cindido, existe um morfismo h em Cz(P) tal que
hf =1. Com isso, [1] = [hf] = [h][f], ou seja, [f] ¢ mono cindido.
Reciprocamente, assuma que [f] é mono cindido. Desta forma, existe um
morfismo [h] em IC(P) tal que [h][f] = [1], isto &, [hf] = [1]. Assim, pelo Lema
hf ¢ um automorfismo. Logo, f é mono cindido pela Proposigao .2 O
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Lema 3.22. Seja f um morfismo em Cz(P) com uma fatoragio em K(P),
[f] = [hllg]. Se f € irredutivel em Cz(P), entdo existem morfismos h' e g em
Cz(P) tais que f = h'g', sendo I e ¢ homotdpicos a h e a g, respectivamente.

Demonstra¢ao. Como f é um morfismo irredutivel em Cz(P), pela Proposigao 3.9,
sabemos que f é smonic, sepic ou sirredutivel. Suponhamos que f é sirredutivel
com componente irredutivel f°.

Seja ' = hg. Assim, [f'] = [f] de modo que existem morfismos (s%);cz tais
que no diagrama

X - . X1 ! X0 d° X!
0 - - - - - -
£t f/‘l—f”\ ) e Jf/O—fO/ -7 Jf”—f1
Y . y-12 yoZ vl
o1 80
temos
f/i _ fz _ ai—lsi + Si-i-ldi (39)

para todo i € Z. Assim, pelo Corolario [3.21] e como f é sirredutivel, para i < 0,
as componentes f* de f' sao epi cindidas e assim cada h’ também o ¢, e para
i > 0, cada f" é mono cindido e assim cada ¢ também o ¢é. Desta foma, pela
Proposigao 3.3, podemos escrever a fatoragao f’ = hg como

— d—2 — d-1 d° d!
X: ... —X7? X! X0 X! Xt
/// /// / /
-1 7 o 77 / /
g g2 P T gt g (1 0)t (1 0)t
- // Ve / / /
4 = 4 /= = =1/
— 90~ % — — o1t o0/ ol
7 >Y2@Z/27—>Y1@Z’ }/—>ZO—7X1@Z,174>X2@Z,2>...
/ / / e
/ / / 7
st/ o s 4
h (1 0) /571 (]' O) //SO h? /// //1h1 ////SNZ h?
» e 1% I o1
Y: ... —=Y? y-! Yo Yyl Y?
02 o1 a0

Desta forma, definimos morfismos s* = (s* 0)! : X! — X=1 @ Z"~1 para
cada i <0,es"= (s¢ 0) : X‘@® 2" — Y! para cada i > 0, de modo que

st =h1s" (3.10)
para todoi <0 e
s'=s"4q", (3.11)
para todo i > 0. Agora, defina
GO+ S se i< 0

q' = ¢° + 015", se i=0 (3.12)
i se i>0
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ht, se 1<0
n' = hY + §"9°, se 1= (3.13)
hz‘ + ai—lS//z‘ + S//i—&-laz" se 1>0

Note que, considerando os morfismos

[VAPSS

e

R {s’i, se 1<0

B _ 0, se 2<0
10, se i>0 N

" se i>0

em P temos que ¢’ é homotopico a g e A’ é homotopico h. Por fim, mostraremos
que f = ¢'h’. De fato, para i < 0, temos

Bigl B12) c @13 (g + 0\ + ) = Bigh 4 RO 4 hisT =
_ f/i + 8i71hi715/i 4 hiS/iJrldi f/i + 8i718i 4 SiJrldi f’L

Para ¢ = 0, temos

1040 BE12)eBEI3) (h0+s”150)(go+5_1s’0) — BOG0 4 BOG g0 4 1300 =

f/O + a—lh—ls/(] + S//lgldO ; f/O + 8_180 + Sldo fO

Para ¢ > 0, temos
Bigh B12) c B13 (W + 071" 1+ ") g = high+ 015" + s g —
_ P oilgligh 4 it it gi fipots 4 stig B g

como querfamos. Se f é smonic ou sepic a demonstracao segue de forma
analoga. O

Teorema 3.23. Seja [f] um morfismo de K= (P) com f em C;(P) (veja a
Observagio apds o Teorema [3.18). Entdo, [f] € irredutivel em K~ (P) se, e

somente se, f € irredutivel em C; (P).

Demonstracao. Seja [f] irredutivel em K~ (P). Como [f] ndo é cindido, pelo
Corolario f também nao o é. Agora, suponha que f = hg em C; (P). Com
isso, obtemos [f] = [hg] = [h][g]. Como [f] é irredutivel temos [g] mono cindido
ou [h] epi cindido. Assim, novamente pelo Corolario , temos que g ¢ mono
cindido ou h é epi cindido. Logo, f é irredutivel em C; (P).

Reciprocamente, assuma que f ¢ irredutivel em C; (P). Sabendo que f nao é
cindido, pelo Corolario m, [f] também nao o é. Agora, consideremos a fatoragao
[f] = [h][g). Assim, pelo Lema [3.22] existem morfismos ' e ¢’ tais que f = h'¢/,
sendo ¢’ e h' homotopicos a h e g, respectivamente. Como f é irredutivel, ¢’ &
mono cindido ou i/ é epi cindido. Assim, pelo Corolério [3.21] [g] = [¢'] ¢ mono
cindido ou [h] = [R'] é epi cindido. Logo, [f] é irredutivel em K~ (P). O



Capitulo 4

Consideracoes sobre Morfismos
Irredutiveis na Categoria de
Homotopia

Neste capitulo, assim como no anterior, denotaremos P = proj A.
No capitulo 2, como P é uma categoria aditiva, vimos que a Categoria
Homotopica K~ (P) é uma categoria triangulada, cujos tridngulos sao da forma

f pf

X Y —L- ¢y X[, (4.1)
sendo Cy o cone de f dado por C’} = X" @Y para todo i € Z.
Seja f : X — Y um morfismo em C; (P) com uma das formas standard

da Proposicao . Conforme [I], mostraremos que o triangulo distinguido (4.1
Ly %W —~X[1], onde W & um
complexo em C; (P) com uma expressao abreviada com relagao ao cone C de f.

Assim, ainda com base em [I], caracterizaremos estes tridngulos distinguidos

em K~ (P) com os dois primeiros morfismos f e g irredutiveis em C; (P), conforme
a Proposicao 3.9. Veremos que:

¢ isomorfo em K~ (P) ao triangulo X

1. se f é smonic, entao g ¢é sepic;
2. se f é sepic, entao g sirredutivel;
3. se f é sirredutivel, entao g é smonic ou ¢ é sirredutivel.

Ainda neste capitulo, estudaremos alguns resultados de [15], dentre os quais
discutiremos sobre a indecomponibilidade do cone de um morfismo irredutivel e a
existéncia de morfismos irredutiveis em D°(A). Para o primeiro, consideraremos
que A é uma algebra de dimensao finita e usaremos a estrutura triangulada
de D°(A). Para o segundo, mostraremos que as proposicoes apresentadas em
[15] sdo consequéncias de alguns resultados que exibiremos. Por altimo, usando
alguns lemas de [24], veremos uma outra condicao suficiente para que o C; seja
indecomponivel em uma categoria triangulada Krull-Schmidt qualquer.

65
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4.1 Forma de alguns Triangulos em K~ (P)

Primeiro, mostraremos que o dominio (contradominio) de uma componente
radical de um morfismo smonic (sepic) em C(P) é nulo.

Lema 4.1. Sejam f : X — Y um morfismo smonic em K= (P) e fi: X! - Y*
uma componente de f. Se f* é um morfismo radical entao X' = 0.

Demonstracao. Como f : X — Y é um morfismo smonic, pela Proposicao
, podemos assumir que Y’ = X' @ Y"e fi = (1 0 )t. Assim, obtemos
X"® {0} = Im f* C rad Y*, para todo i € Z. Como, pela Proposigao m,
rad V' =rad X' ®rad Y", temos X* C rad X', o que implica que X* =0. [

A seguir, temos o resultado dual para um morfismo sepic em K~ (P), cuja a
demonstracao ¢ andloga.

Lema 4.2. Sejam f : X — Y um morfismo sepic em K= (P) e fi: X' — Y
uma componente de f. Se f' é um morfismo radical entio Y = 0.

Demonstracao. Sabendo que f ¢é sepic, pela Proposicao [3.3] assumimos que
Xi=YgpX'iefi= ( 10 ) Assim Yi=1Im f' Crad Y'. LogoY'=0. O

Lema 4.3. Seja f : X — Y um morfismo de complezos em C—(P). Se f €
um morfismo smonic na forma standard (veja Proposi¢ao , entao o triangulo

distinguido X oy Y Cy il

X[1] € isomorfo em K~ (P) ao tridngulo

Xx-toy fow =X, (4.2)
onde W € o complexo com W' = Y" e diy, = €', g e —a sdo morfismos
de complexos dados por g° = (O 1) e (—a)’ = —a' para todo i € 7,

respectivamente.

Demonstragao. Como vimos na prova da Proposicao [B.3|i), W é um complexo,
com W' =Y" e dj, = e para todo i € Z. Além disso, g e —a sado morfismos de
complexos, isto €, o seguinte diagrama é comutativo:

Y Xl gyt 9T gy O il gyl
Lg l(o 1) l(o 1) l(o 1)
W .. yri-l ey <yt
L—a L—ail l—ai l_awl
X[ . P ¢S B ¢
De fato,

d' a

(0 1)0=(0 1)(O ei):(o e)=¢e(0 1),

para todo @ € Z. Por outro lado, como Y é um complexo, para todo i € Z,

o d’L ai difl aifl 00
i t—1 _
o= (5 6 (% = )=(00)
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donde obtemos

(—a')e'™! = (=d')(=a""). (4.3)

by

Agora, precisamos mostrar que os triangulos X / y Cy X[1]

e Xy Sy X[1] sao isomorfos em K~ (P), isto é, que existe um

isomorfismo h : Cy — W em K~ (P) fazendo o diagrama

Py

x oy Yo X[1]
|
H H e
f -
X Joy fow T X

comutativo, o qual pode ser representado em blocos tridimensionais da forma

(Tt o) | | pitl |
xitl xitl @ yritl f . C}-&-l f Xit2
|
X XpY'h — } _ ' Xt
(10) ; (AT
| \thi+1
xitl ( 1 0 Xt @ yritl : gt yrit —a't! X2
X . | .
di i ; ¢l
/ / o / A’
Xi - X@ @ Y/i - Y/i - Xi+1
(10) ‘ -

Defina h : Cy — W dado por h' = ( 0 01 ) para todo ¢ € Z. Mostraremos
que h é um morfismo de complexos. De fato, sabemos que cada di, = Ch — C’;}H
é dado por

' _di+l O' O‘
b, = 1 d
0 0 ¢
Assim,
‘ —d*t 0 0 o
h*de, = (0 0 1) (1] céi a =(0 0 €& )=¢€n"=dyh
€

para todo ¢ € Z, como queriamos.
Agora, note que hi; = g em C~(P) e consequentemente em K~ (P), pois

hiit = (0 0 1)

o = O

0
0 :(0 1):gi,
1

para todo i € Z. Logo, o segundo quadrado do diagrama () ¢ comutativo.
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Para a comutatividade do terceiro quadrado de (x), provaremos que —ah = py
em K~ (P), isto é, py ¢ homotopico a —ah em C~(P). Considere o diagrama

i—1 i

. C C .
. i—1 ! i ! i+1

C; i - Ci

7
pf_ah p}_l—l-al*lhl*l S/ s p}Jra’hl P i/+1 plf+1+az+lh1+l
s \L ]
£ #
X[ : . X X X
—d* _d1+1

Para cada i € Z, defina o morfismo s’ : C’} =X XY= (X[1]))"!=X"
dado por s' = (0 1 0 ). Assim,

_diJrl 0 0
(—d)s'+sT e, = (=d')(0 1 0)+(0 1 0) 1 d ad | =
0 0 ¢

= (1 0d)=(100)+a (00 1)=ps+ah'

para todo i € Z, como desejado.

Para finalizar, precisamos mostrar que h é isomorfismo em K~ (P). Defina
( —a 0 1 )t : W — (. Inicialmente, devemos provar que ( —a 0 1 )t ¢ um
morfismo de complexos, ou seja, o diagrama,

i—1 . i

W . Y/z‘—l € Y/z € Y/i+1
_az—l —a _ai+1
(=a 0 1) 0 0 0
1 1 1
: i—1 i i+1
Cy: C = i = C
é comutativo. Com efeito,
| o _d+t 0 0 o (—d*Y)(—a') _
do | 0 | = 1 d 0 | = 0 €3
0 0 ¢ 1 el
(_ai+1)€i (_az—i-l)
= 0 = 0 e’
et 1

para todo i € Z.
Para todo i € Z, observe que

hi(a 0 1)]=(00 1) 0 |=1,

istoé, h(a 0 1 )t =1 em C~(P) e, consequentemente, em K~ (P).
Para mostrarmos que ( a 0 1 )t h =1em K~ (P), para cada i € Z, defina
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010
o morfismo s : ' — C’}H porsi=1 0 0 0 |. Considere o diagrama
000
. di_l . dl .
C; - . it oo
aoy | T
io1” 4 it1
Cf Cy
Temos
- ~d 0 0 010
dZCTflSz—I—Sz—Hdsz — 1 dz—l a%—l 00 0 4
0 0 et 000
010 —dt 0 0 1 0 a
+ 000 1 d a |=101 0 |=
0 00 0 0 e 00 0
100 —a' —a’
= (010 |- 0 [(001)=1—-{ 0 [N
0 0 1 1 1

para todo i € Z. Com isso, 1 € homotopico a ( a 0 1 )t h em C~(P). Portanto,
h & um isomorfismo em K~ (P). Isto completa a demonstragao. O

Observacao 4.4. A seqguir, apresentamos uma demonstracao alternativa do
Lema 4.9, utilizando aziomas da categoria triangulada K= (P).

Demonstracao. Seja a[—1] : Y'[—1] — X dado por

Y/[-1]i Y/[—1)i+1 Y/ [—1]i+2

Y'[—1] T v e s S
Ia[u lail o Iaiﬂ
X o i 4yl 4T i

Pela equacao (4.3), a[—1] ¢ um morfismo em K~ (P). Assim, por TR1(b) e TR2,
obtemos o seguinte triangulo distinguido em K~ (P):

Pa[-1]

tal-1]

X Y —2 = X[1].

Cal-1)

No entanto, como f é um morfismo smonic na forma standard (Proposigao
3.3 temos, para todo i € Z, que

i i i i i 0 o i e 0 o5

Loy 4w —%X[1] em

Assim, obtemos o triangulo distinguindo X
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K~ (P), onde W & o complexo com W' =Y" e dj;, = €', g = po—1) ¢ 0 morfismo

de complexo dado por g¢ = ( 0 1 ) e —a é o morfismo de complexos cujas
componentes sao (—a)’ = —a', para todo i € Z. Com isso, o diagrama
xLoy oo P xq
|
L e
v
XLoy Low =% X[

possui linhas que sao triangulos distinguidos e o quadrado a esquerda comutativo.

Logo, por (TR3), existe um morfismo h : Cy — W tal que (1x,1y,h) é um
morfismo de triangulos. Pelo Lema h é um isomorfismo em K~ (P). Isto
completa a demonstragao. O]

Observacao 4.5. Pelo Lema[4.3, se f : X — Y € smonic, entao o triangulo

4.2) tem a forma

X : . Ximl 4 xi X
i (1 0) (1 0) (1 0)
Y = X lgyil O xigyi O X gyt
: (01) (o) (o)
%% Y/i—l ei~l y'i et Y/i+1 - o
—a —aqt—1 —at _aitl
X[1] Xt —d' il AT i
geo— (4 todo i € 7,
onae = 0 67; , para toao 1 .

Corolario 4.6. Com as notagoes do Lemal[f.5, se f € um morfismo de complexos
em C7 (P), entao W € um complexo em C (P).

Demonstragdo. Como X é um complexo em C (P), para todo (z;,y) € X'@Y",
Qi N da z; \ [ di(x) +a(yh) i i
d' (i, y;) = ( 0 ¢ v ) el (y)) Crad (X' ®Y"),

donde, pelo item 1 da Proposicao e'(y!) € rad Y'" e assim Im €' C rad Y"
para cada i € Z. Logo W é um complexo em C; (P). O

Corolario 4.7. (1° caso) Seja X Ly 2.w—— X[1] o trigngulo (4.2)

definido no Lemal[f.3 Se f € smonic entdo g € sepic.

Demonstracao. Segue imediatamente do Observagao 4.5 O
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Lema 4.8. Seja f : X — Y um morfismo de complezos em C~(P). Se f €
um morfismo sepic na forma standard (veja Proposi¢ao , entao o tridngulo

distinguido X Ly Y Cy Yo X[1] € isomorfo em K~ (P) ao tridngulo
0 1)t
vy oy O XT[1] (4.4)
onde W € o complexo com W' = X'""' e diy, = —€"™' e g é o morfismo de

complezos dado por g' = b® para todo i € Z.

Demonstracao. Precisamos mostrar que existe um isomorfismo h : Cy — W em
K~ (P) fazendo o diagrama

|
T

Y
XLoyLow— L x[

comutativo, o qual pode ser representado em blocos tridimensionais da forma

| L0y e . |
Y+1EBXI+1 Y+1 : Cf-‘r Y+2@X/+2
/ 5 dlc/ | —d%
I
Vig X' (1 0) yi 'f C’} Py yitl g X/t
I
|
| hi+1: .
, Y
yitl g X7+l (1 O>Y1‘+1 _I bit! Xit+2 (0 1)Yi+2 @ X'it2

|
|
htl
di o v it _ it

Yz' EB Xlz' Yz : X/i+1 Yi+1 EB X/i+1
(1 0) " 0 1)

Inicialmente, mostraremos que W é um complexo e que g e ( 0 1 )t sao
morfismos de complexos. Como X é um complexo, para todo ¢ € Z, temos que

o ot 0 9" 0 0 0
i+1 g0 —
d d_<bi+1 Ei+1)(bi ei)_(O 0>7
donde obtemos as igualdades (—€™) (=) =0e
(—e+1)pi = b+, (4.5)

as quais mostram que W é um complexo e que g é um morfismo de complexos,
. t .
respectivamente. Por outro lado, ( 0 1 ) ¢ um morfismo de complexo, pois

(o) = (T ) (1) = (L) =0 ) e,

Agora, como cada C} = Y™ @ X" @ Y, defina h : Cy — W dado por
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h = ( 01 b ) para todo ¢ € Z. Mostraremos que h ¢ um morfismo de
complexos. De fato, sabendo que todo dicf :Ch — C}H ¢ dado por

—9itl 0 0
icf: _pitl it 0 |,
10
segue que
—ot 00
B, = (01 b ) [ bt @ o | = (0 —ett g ) @
0 &

— (0 = (= ) ==t (0 1 b ) = =R = digh

como desejado.
Agora, verificaremos que o diagrama (k%) é comutativo. O primeiro quadrado
¢ comutativo. Notemos que o segundo quadrado também é comutativo, pois

0
hzi}:(O 1 bi) 0| =0=g"
1
para todo i € Z, isto é, g = hiy em C~(P) e, consequentemente, em K~ (P).
Para provar que o terceiro quadrado é comutativo, mostraremos que

( 0 1 )t h & homotopico a py em C~(P). Considere o diagrama

di7 1 di

. i—1 i i i1
Lpf—( 0 1) l e l e l
. ~ , “ , ,
XI1] : Y X ——Y g Xyl g X2
—dt _dz+1

Tomando o morfismo s* : C} =Y @ X @Y’ — (X[1))' =Y'® X" em P

dado por st = ( 8 8 (1) ) para cada ¢ € Z, obtemos, para todo i € Z,

L o 00 1 -0t 00
s”ldlcf + (—=d")s" = < 00 0 ) —pitlt gl 0 |+
1 0 0

(3 2 )(0aa)=(on )=
_ (é 0 8)_@)(1 0 B )=p,— (0 1)H

Com isso, py = ( 01 )t h em K~ (P). Logo, o diagrama (x*) é comutativo.
Por fim, provaremos que h é um isomorfismo em K~ (P). Seja a aplicagao
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( 010 )t : W — C%. Observe que, para todo i € Z,

7; —ot 00 0 0
éf [( 01 0 )t] _ _pitl it 0 1= et | =
1 0 o 0 0

i+1

i+1 , )
= (o1 0)] =e=[(o 1 0)] a
para todo i € Z. Logo, ( 010 )t ¢ um morfismo de complexos. Além disso,

(o o)t]i:(o 1 b)) (1) —1
0

para todo i € Z, ou seja, h( 0 1 0 )t = 1y em C(P) e assim em K~ (P).
Por outro lado, para a igualdade ( 010 )t h =1¢, em K~ (P), provaremos
que (0 1 0 )t h & homotopico a 1¢, em C~(P). Considere o diagrama

i—1 déf i déf i+1
i i+1 7
=(0 1 0)n L L L L l
;o + A i1
. i— i 7

Tomemos o morfismo [° : C’} =Yt Xtlgy — C’;}H =Yit2gp X2 g yit!

001
em Pdadoporl’!=1| 0 0 0 | paratodoi € Z. Assim,
000
o o 001 -0t 00
[dg, +dg'l" = | 000 AR A VI
000 0 0 0
-9 0 0 001 1 0 0
+ = e 0 000])=100 =t )=
0 0 ot 000 00 1
1 00 0 0
= lo1o0|-[1](01b)=1-(1]H
001 0 0
como querfamos. Logo, h é um isomorfismo K~ (P). ]

Observagao 4.9. Assim como foi feito no Lema apresentamos uma
demonstragao alternativa para o Lema [{.8, usando os axiomas da categoria

triangulada K~ (P).
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Demonstracao. Seja —b[—1] : Y[—1] — X' dado por

Y[-1] Y[-1]i+! Y [-1]i+2
/-’,\ Chic1 AN 5 AN
Y[-1 I e e
‘_b[_l] I_bil _bi I_bi+1
X o X € i+ eitt X2

Por (4.5)), —b[—1] é um morfismo de complexos em C~(P). Por TR1(b) e TR2,
ol i
Chr) ——= Y —= X[1] = Cyyy [1] .

é um triangulo distinguido em K~ (P).
No entanto, como f é um morfismo sepic na forma standard (Proposigao|3.3)),

i i i i ( i a’ 0 i
X'=Y'oX"= Ob[lf:(l 0):pb[—1]ed:(bi 6i):dob[l]

0 1)
y —2 W’( ) X[1] é um

triangulo distinguido de f, onde W é o complexo com VVZ X'} = X' e
diy = —€"™! e g é o morfismo de complexos dado por ¢ = V', para todo i € Z.
Com isso, o diagrama

para todo ¢ € Z. Desta forma, X !

Py

x—L .y Y ¢ X[1]
|

L ey
vy (01

x oy o gy )Xu]

possui linhas que sao triangulos distinguidos e o quadrado comutativo & esquerda.
Logo, por (TR3) e pela Proposigao existe um morfismo h : Cy — W em
K~(P) tal que (1x, 1y, h) é um isomorfismo de tridngulos, como desejado. n

Observagao 4.10. Pelo Lema o tridngulo distinguido (4.4) tem a forma:
XZ _)_YZ 1@X” 1 YZ@X/Z Yi+1@X/i+1_>

! (0 1) (0 1) (0 1)

Y : yt : Yy : yitt — |
az—l o*
g bifl bi bi+l
W . X' Xl T xR

(0 1) (0 1) (0 1) (0 1)

Yi EB X/i Yi+1 EB X/i+1 — Yi+2 EB X/i+2




75 4.1. FORMA DE ALGUNS TRIANGULOS EM K~ (P)

onde d' = < 00 ), para todo i € 7.

b€
Corolario 4.11. Com as notagées do Lemal4.8, se f é um morfismo de complexos
em C;(P), entao W € um complexo em C;(P) e as componentes de g sao
morfismos radicais.

Demonstragao. Como X é um complexo em C; (P), para cada i € Z, temos
(0 =€) (X =(0 1) ()X =d (0 1) (X")Crad(YHHX").

Pela Proposigao rad (Y @ X" = rad Y @ rad X" para todo
i € Z. Assim, —¢'(X") € rad X' para todo i € Z. Logo, W & um complexo
em C7 (P).

Por outro lado, para todo i € Z,

t0ex)=( 5 0 ) (o) = (oot Ve ) craa 00

pois X é um complexo em C;(P). Como rad (Y'® X") = rad V' & rad X"
para todo i € Z, temos b*(Y?) + € (X") C rad X" para todo i € Z. Sabendo que
e'(X") Crad X" e rad X" ¢ um subgrupo aditivo de X" para todo ¢ € Z, temos
b'(Y") C rad X" para todo i € Z. Logo todas as componentes de g sao morfismos
radicais. O

0 1)
Corolario 4.12. (2° caso) Seja X Yy —2 =W © 1 X[1] o tridngulo
(4.4) definido no Lema . Se f € um morfismo irredutivel sepic e g é um

morfismo irredutivel, entao g € sirredutivel.

f

Demonstragao. Pela Proposicao 3.9, g ¢ um morfismo irredutivel smonic, sepic
ou sirredutivel em L~ (P). No entanto, inicialmente, observe que as componentes
de g sao morfismos radicais pelo corolario anterior.

Desta forma, se g : Y — W ¢é smonic, entao ¥ = 0 pelo Lema 4.1} o que
contraria a irredutibilidade de f. Por outro lado, se g é um morfismo sepic,

pelo Lema W = 0. Com isso, X oy 2.2 X|[1] é um triangulo

distinguido em K~ (P). Logo, pela Proposigao [2.10, f é um isomorfismo, o que
contradiz a irredutibilidade de f. Portanto, g ¢ sirredutivel em K~ (P). O

Observacao 4.13. Nas condi¢oes do Coroldrio no tridngulo distinguido
[@.4) em K=(P), g ¢ um morfismo sirredutivel com componente irredutivel b*,
para algum k € Z. Pelo Coroldrio temos que b € epi (mono) cindido para
todo i <k (i > k, respectivamente). Pelos Lemas|[{.]] e temos

X7=0eY' =0

sempre que j < k < i. Logo, o tridngulo (4.4), a menos de isomorfismo, tem a
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sequinte forma:

k+1

X - yk—2 k=2 yk-1 k-1 yk b Xk € X k2
k— k— k
Y — s Yk-2 g yk-1 g Y 0 0
W 0 0 k1 —et! kA2 =€ + X k3
E— k K 2 2
X[]‘] T Y ! ak 1 Y _bk XI i _E—k+TX/ 2 —ek+2 X/ 3

Lema 4.14. Seja f : X — Y um morfismo de complezos em C~(P). Se f €
um morfismo sirredutivel na forma standard (Proposi¢ao , entao o tridngulo

distinguido X oy Y C Y. X[1] € isomorfo em K~ (P) ao tridgngulo
f g a
Xty owoes xq, (4.6)
onde W € o complexo com
) _ 1 1 —
X0+ sej<i—1 @ seg<iz2
4 Xt sej=i—1 —e, seg=i-2
J = ) - J g ( ) — 7 —
WEY v seg=i o cfemy L eimid
Y%, sej>i A J =
e, sej>i

e g e a sao os morfismos de complexos dados, respectivamente, por

b, sej<i—1 (0 1), sej<i-1
. i—1 :—1 . ) — 7 —
g = T, sej =1 el — 1,i sej =i 1
1, sej =1 —l', sej =1
(0 1), sej>1 —a’, sej>1

Demonstragao. Inicialmente, mostraremos que W é um complexo. Note que
%/dem—/l — é-Zfz =0e d%/l_/ld%;Q — figi—l — O,
pois f é um morfismo de complexo. Além disso, pelos lemas [4.3] e temos que
dydly =Tl =0 e djpdy = (=™ (—e™) =0

para todo 5 > i e todo m < ¢ — 2, respectivamente.
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Agora, mostraremos que g e a sao morfismos de complexos, isto €, o diagrama
li
( ¢ )
(0 1)
i—1

xri-1_—¢ X f? yi 3 yrit

—a _ai—2 H l_li _qitl

X[1]: .. —=Yilg Xl Xi X+ X+

_difl _di+1 _di+1

Y - yi—2 07yl 07y

g b7,'72 ‘

Xi—l—l fa Y/z'+1 — .

é comutativo. De fato, sabendo que X e Y sao complexo, temos que

i—2
(70 g ))d = (7t ) ( §i2 622 ) =0

. . . di—i—l i+1 lz
et ep( ) (1)

que implicam que

Ci—laz’—Z — (_Ei—l)bi—Q (47)

(=d" (1) = (=a™)E, (4.8)
respectivamente. Como f é um morfismo de complexos, temos também que
fier =0 yie —liff = —d'ly,

Além disso, obtemos

— (e ) (—ai ) = — (¢ i) ( ; > )

Por fim, a comutatividade dos demais quadrados segue dos lemas [£.3]e¢[4.8] Com
isso, concluimos que ¢ e a sao morfismos de complexos.
Agora, observe que o cone Uy de f ¢ dado por

B .2/7,71 EB X/zfl EB YzfQ 3 Xz EB Yzfl 3 X@+1 EB Yz i{ 3(2+2 EB Xerl EB Y”+£- -

vV VT WV
7—2 7—1 7 i+1
Cy Cy Cy Cy
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Assim, definimos h : Cy — W por

(01 V), sej<i—1
1 &), sej=i—1
(0 1), sej=1

(00 1), sej>i

b =

Mostraremos que A é um morfismo de complexos, isto é, o diagrama

i—2 i—1 ; i1
Cy Cy Cy Cy

Cri Y e X ey ?-X oy -XHaY - X e x oyl

h [(011)2'—2) (0 ¢ 1)|(0 1) l(001)

W ... — ' r ¢ yri+l

X/ifl Xt Yz

é comutativo. De fato, note que

i—1 i1 . .
Wl = (1 ) ( —c € 02 ) = (0 —gi1 (Tlpi2) @7
_ ( 0 —gi-1 _gi-1pi-2 ) il ( 0 1 b2 ) s
o —d 0 o S
hzdzc—fl — ( 0 1 ) ( fl ai—l > — ( fz o1 ) _ ( fz fzcz—l ) —
— fz ( 1 ¢! ) — divalhi—l

(S
_diJrl 0
Wtdg! = (0 0 1) 1 =(0&)=¢(01)=dyh
0o ¢

Além disso, pelos lemas e , a igualdade h/ dé_fl = djz_lhj —1 ¢ valida para
os demais j € Z, o que completa a prova da nossa afirmacao.
Agora, provaremos que o seguinte diagrama é comutativo:

f % if Py

X - X1
L
X — W — X[1]

O primeiro quadrado é comutativo. Para o segundo quadrado, observe que

Bl = (0 ) ( ; ) — i = ¢y = g e

hzl; = ( 01 ) < (1) ) = 1yi71 = 1yilyi :gilyi
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Novamente, os lemas e fornecem h%Jf = ¢’ly; para j #i—1,i em Z. Isto
prova a comutatividade do segundo quadrado.
Ja para o terceiro quadrado, consideremos o diagrama

di*?’ di*Q di71 dz
i—3 s i-2 _ Cf i1 % i O it
C: ... c ot Lot Lol Lo
X ~

o s - R A

byf _ - _ s s
. ~ 4 “ e 'z '
X[1]:... —Y2@X 2 syilgxi-l s Xi_ - xitl_ xit2_,
_dz—2 _d1—1 —dt _d1+1

Defina cada morfismo s’ : C4 — X[1J~! por

( 0 .
< 0 ), sej<t—1

1
0

(1]), sej=1—1
0), sej=i
0), sej>i

Com isso, obtemos

o S —2 0 0 01
1—2 1—2 i—1 1—2
d S +s dCf = ( _bi_z —Gi_2 ) ( 000 ) +
N 0 1 —ct gm0 B
00 1 0 02 )
_ 00 —02 " 1 0 02 B
N 0 0 —b2 00 O -
_ 10 0 (1 00y (00 0 B
N 00 —v2) L0010 01 b2 )
— 100 _ 0 i—2 1—2 1—271—2
_(010) (1>(01b)pf+ah,
di—l i—1 idi—l _ i—1 i—1 0 1 0 0 dz—l_
s +sdag, = <_C —¢ ) 0 0 +( ) cr =
= (0 = )=(10)=1(1 &) =pi +ah!
e
_di+1 0
d's' + s dy, = dy (0 0)+(0 1 0) L) =(110)=
0 &

= (1 0)=(=1"(0 1)=p;+ah.

|AA:.ISIH disso, d’s/ + sj“déf = pjc + a’h? para os demais j € Z pelos lemas e

Por fim, mostraremos que h é um isomorfismo em K~ (P). Sejan: W — C;
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dado por

(01 0), sej<i-1
(1 0), sej=i—1
(=1 1)t, sej=1 '

(—a’ 0 1)t, se j >i

n’ =

Provaremos que n é um morfismo de complexos, isto é , o diagrama

i—1 ]
W o i1 —ei! xi Yoy yi € yritl
i1
0 1 i a
n 1 0 1 0
0 1
Cy: o 2 , i1 ‘ Ct : SR
f f dlC;f f dzc}l f dZCf f
é comutativo. De fato, note que
. , 0
1—1 i—1
i—2 -2 —C —€ 0 _ i1 [ 1 i1 52

o = (F 22)(8)=(F) () e

—d* 0 g (=d*)(=1) (—ai )¢
dg,n' = o (‘ )
0 &

= (—at 0 1) =i,

A comutatividade dos demais quadrados segue dos lemas e Agora,
observe que

m4m4_(1a4)(é)_1eMi_(o1)(}”)_1

em C~(P). Além disso, temos que h/n? = 1 em C~(P) paratodo j € Z,j # i,i—1,
pelos lemas [4.3] e 4.8

Agora, mostraremos nh = 1 em K~ (P), isto &, nh é¢ homotopico a 1 em C~(P).
Considere o diagrama

i — i+1

dC ’ dC ? C diC C
. i—-3 [ i—2 f i—1 i I il ! i+2
Cp: ... —C o)t C} Cy —=Cf C}

i—2 i-1 i it it2
£ = ¥ ¥ £

. 1—3 1—2 i—1 7 i+1 i+1
Of . . Cf di_3 Cf di_2 Cf di_l Cf dl Cf di+1 Cf
Cf Cy Oy s Cy

i — i—1
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Assim, defina cada morfismo 7 : C’j; s (j}{‘l por

( 0 01
000 |, sej<i—1
000
0 00 S
10 0 , sejg=1—1
v = (OO) se j =1
0 0 )’ N
010 .
000 ) se j=14+1
010
000 |, sejg>1+1
L 000

Desta forma, obtemos

vl Hdg v = | 000
0 0

_ o O

O o= O OO

igie1 o gi-2,i-1  _
vidgy +dg v =

o O
o O
N—
,
QT
g
+
~— —~ 7 /)
|
— QL
L
o M
L
Q
‘O
no
o OO
O O =
I

(0 =P (10 (1 dtY
~\o 1 ) \o1 o0 )
_ 10 _ 1 -1\ _ 1 _ o i—lpi—1
— (0 1) (0 (1 c )—1 n'"h'" ",
—git! 0
L L 1 :
VL, 4 i = (8 ; 8) 10 +dgf1(8 8)—
0o &
(1PN _[(10) [0 =) _
~\oo) \o01 0 1
10 I ipi
= <01)_<1>(0 1)=1-n'h
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(S
010 —d? 0 0
Z+2dl+1+d i — 00 0 1 di+1 ai+1 +
000 0 0 et
_ i+l i+1
a0 010 10 a
+ 1 0ool=l01 0 |=
0 ¢ 00 0
100 00 —at!
= (o1o0|-({00 O =
001 00 1
100 —a' -
= [010|- 0 (00 1)=1-n"a*
001 1

Pelos lemas 4.3| e segue que vj“clc}- + de;Q

v/ =1 — nlk’ para os demais

Jj € Z. Assim, 1 =nk em K~ (P). Logo, h é um isomorfismo em K~ (P). O

Observagao 4.15. Pelo Lema o tridngulo distinguido (4.6) tem a forma:

d'L

X: —=Yi2 fas) X2 d YZ 1 o) b di—! X i+l
Y : yi—2 — yi-1 yi Xitl g yritl o
g bi—2 ci—1 H < 0 1 )
W L X —e! X yritl
a ( 01 )t H —liJ —a*tl
X[ — Yo Xl — - X X X2
—d —dt 7d2+1
j J . . , ko k
onde d? = ( Z 2 ) para todo j <i—2,dt = (7t &7 ), 98 = ( Cé Zk )

para todo k > i+ 1, e@i:(li & )t.

Corolario 4.16. Com as notacoes do Lema se f € um morfismo em C7 (P),
entao W € um complexo em C; (P) e as componentes ¢/, com j <i—1, de g sdo
morfismos radicais.

Demonstracao. Pelos Corolarios e para provar que W é um complexo
em C; (P), basta mostrarmos que "1, f* e £’ sdo morfismos radicais.

Com efeito, sabendo que X ¢ um complexo em C; (P), —&~! ¢ um morfismo
radical, pois —e" (X" = —d"1 (0 1 )t C rad X'. De forma analoga, como
Y é um complexo em C;(P) e pela Proposicao , £ & um morfismo radical,
pois £(Y) = (0 1)0(Y") Crad Y.

Por outro lado, pela Proposi¢ao [3.17) ¥ é um complexo homotopicamente
minimal, pois ¥ é um complexo em C;(P). Desta forma, Pelo Lema a
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aplicagao 0° = ( g )t . YY" — Im 0" é uma cobertura projetiva e assim
Ker 8" é¢ submodulo supérfluo de Y. Pelo Corolario e sabendo que W é um
complexo, Im f' C Ker & = Ker 8" C rad Y?, isto é, f* é um morfismo radical.

Para a segunda parte, pelo Corolario , basta mostrarmos que ¢~! é um
morfismo radical. De fato, tendo em vista que X é um complexo em C; (P),
d' Yl e X)) = YY) + (XY € rad X', Sabendo que 7!
¢ um morfismo radical e rad X ¢ um subgrupo aditivo de X' temos que
A~HYY) C rad X' Tsto completa a demonstracao. O

Corolario 4.17. (3° caso) Seja X Ly 4.7 @ X[1] o tridngulo (4.6)
definido no Lema [{.1]. Se f é um morfismo irredutivel sirredutivel e g é um
morfismo irredutivel, entao g € smonic ou g € sirredutivel.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.9, basta mostrarmos que g nao é sepic. De
fato, caso contrério, ¢/=! : Y71 — X' ¢ epi cindido. Como ¢~ é um morfismo
radical pelo corolario anterior, temos que X* = 0 pelo Lema o que contradiz
a irredutibilidade de f?. Portanto, g ¢ smonic ou g ¢é sirredutivel em K~ (P). [

Observagao 4.18. Seja X Ty Y. w_¢ X[1] o triangulo (4.6 definido
no Lemal[{.1]). Pela Proposicaol{.17 temos dois casos. Ezibiremos a sequir formas
do tridngulo (4.6) nesses casos

1. Suponha que g € um morfismo smonic. Desta forma, para todo j > i, g’
¢ um isomorfismo e assim X7 = 0. Por outro lado, para j < i, como
as componentes ¢ de g sao morfismos radicais pelo Coroldrio temos
que Y7 = 0 pelo Lema . Com 1sso, o tridngulo distinguido tem a
sequinte forma:

X - s X2 € il T i 0
f | o
Y. 0 0 Vi
; I
W _oxi = xSy oy
X[ Xl i 0 0

2. Suponha que g € sirredutivel. Como ¢/ = ( 0 1 ) XYl — Y
¢ um morfismo epi cindido para todo j > i, temos que b*, para algum
kE < i—2, ouc ™t é a inica componente irredutivel de g. Como pela
Proposicao 3.9, todas as componentes d direita da componente irredutivel
sio mono cindidas, seque que cada ¢ € um isomorfismo. Isto implica que
X7 =0 para todo j > i. Mais ainda, suponha que b* com k < i —2 € uma
componente irredutivel. Assim, pelo Lema Y7 = 0 para todo j tal que
k<j<i—2sek=1—3, as componentes b*.

Ainda pela Proposi¢ao 3.9, todas as componentes a esquerda da componente
irredutivel sao epi cindidas. Desta forma, pelo Coroldrio e pelo Lema
X7 =0 para todo j menor que o indice da componente irredutivel.
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Com isso, se ¢! € a tinica componente irredutivel de g, o tridngulo

distinguido (4.6)) tem a sequinte forma:

X - yi=3 075 yic2 07 yric1 @7 0

Y . o Yi—?) : Yz'—2 : Yi—l : i - Y/i+1 .
8173 87,72 8171

W 0 0 xi Iy ) an—

X[1] : Y VI X 0 0

Por outro lado, suponha que b* com k < i—2 é uma componente irredutivel.
Em particular, se k =i — 3, o triangulo distinguido (4.6|) tem a forma

X: syt @y e i i g
i—4 07 v i3 nrl
Y Y Y 0 0 él —Y
W () — X2 61;3 X1 c XL o Y/H'l
X[1]: e — Y"*S’_b—ing’i*2_—1__>2X”*1 — X 0

No préoximo exemplo exibiremos tridngulos com as formas descritas nos

Corolarios e desta secao.

Exemplo 4.19. Seja A =mod A, onde A = KQ/R ¢é a dlgebra de caminhos do

B 2 1
quiver () : e 4 % e comR=

de Auslander-Reiten de A € dado por

(af). No exemplo|1.69, vimos que o quiver
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Além disso, em [I5] € provado o quiver de Auslander-Reiten de D°(A) é dado por

_____________ 1[2]

onde Cy € o cone do morfismo nao-nulo f = év: P(2) — P(3).
Desta forma, temos:

1. No tridngulo distinguido

P, . 0 0 P(2) 0
S; 0 Pll) % P‘(‘Q) 0
ﬁ |
Pi[1]: 0 P(1) 0 0
S[1]p[1] lO l
B1]: 0 P(2) 0 0

em K~ (P), temos que 7 € smonic e p € sepic, ou seja, € um exemplo do 1°
caso.

2. Agora, no tridngulo distinguido

Sy : 0 P(1) 2~ P2) - P3) —0— ...
al1)

Sy[1] : 0 PUU ‘ PUQ) 0 0
p1] L lf

P[] : 0 0 P(3) 0 0
€y L j

Sy[1] : P(1) —%~ P(2) 0 0 0

em K= (P), sabemos que G[1] € sepic. Agora,observe que f = év € um
morfismo irredutivel em P, pois S(2) nao é um A-mddulo projetivo. Logo,
pl1] € sirredutivel. Portanto, temos um exemplo do sequndo caso.
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3. No triangulo distinguido

I . 0 P(1) 0 0

]

Cy 0 P(2)—1=P(3)—=0—>. ..

| L]

Ss P(1) P(2)—1=P(3)—=0—>...
|

P2 : P(1) 0 0 0

n[1] € sirredutivel e & € um morfismo smonic.

Por fim, no triangulo distinguido

Sy : . 0 P(1) -~ P(2) 0
(ﬁ) | 0 |

Py @ Pi[1] : 0 P(1) P(3) 0
() .

L P(3)——0

(

|
o . 0 P(2)

|

(

Sy[1] : ...—=P(1)—%P 0

0s morfismos <g) e (E ﬁ) sao sirredutiveis com componentes

irredutiveis f e o, respectivamente. Portanto, obtemos exemplos para o
3° caso.

Em [1], prova-se o resultado:

Teorema 4.20. Sejam A um dlgebra de dimensao finita nao simples e
X —=Y =7 —"X[1] um trigngulo de Auslander-Reiten em K~ (P).
Entao:

(1) Se u é smonic entiao v € sepic.
(2) Se wu é sepic entdo v € sirredutivel.

(3) Se u é sirredutivel entao v é smonic ou sirredutivel.

Para demonstrar esse resultado fol essencial encontrar e classificar os

triangulos , e .

4.2 Morfismos Irredutiveis em K’(A)

E um fato bem conhecido que em categorias abelianas o nucleo e o conticleo de
morfismos irredutiveis sao indecomponiveis. O resultado analogo para a categoria
derivada D°(A) é
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Proposigao 6.1. [14] Sejam X e Y indecomponiveis em D°(A), para uma
algebra de dimensao finita A e assuma que temos um morfismo irredutivel
f: X — Y. Entao, o cone C é indecomponivel.

Para demonstrar esse resultado usa-se a existéncia de um mergulho da
categoria derivada D’(A) na categoria estavel mod A sobre a algebra repetitiva.
O mergulho é uma equivaléncia se, e somente se, A tem dimensao global
finita. Nesse trabalho, faremos como em [I], onde aplica-se o axioma (TR4)
de categoria triangulada. Esse resultado exibe um método para construgao de
objetos indecomponiveis em uma categoria triangulada E importante observar
que nem todos os morfismos irredutiveis aparecem em triangulos de Auslander-
Reiten (veja [?]). Nesta segao discutiremos também a existéncia de morfismo
irredutivel em D?(A). Neste caso, usaremos a imersao de A = mod A em D’(A)
(veja a Observagao [2.22)). Por ultimo veremos uma outra condigao suficiente para
que Cy seja indecomponivel, conforme [I5].

Inicialmente, sejam C uma categoria triangulada Krull-Schmidt e X um objeto
indecomponivel de C. Um morfismo em FEnde(X) ou é nilpotente ou é um
isomorfismo (veja [14]).

Seja X —=Y —= 7 > T(X) um triangulo distinguido em C. Por abuso
de linguagem, no proximo resultado, o qual garante que C,, indecomponivel se u
¢ um morfismo irredutivel em C, denotaremos Z por C, e T'(X) por X[1].

Proposicao 4.21. Seja u: X — Y um morfismo entre objetos indecomponiveis
em uma categoria triangulada Krull-Schmidt C. Se w € irredutivel, entao C, €
indecomponivel.

Demonstragao. Sabemos que X —Y — C, = X[1] & um triangulo distinguido

—u[l] —v[1]

em C. Aplicando (TR2) duas vezes, segue que C, —— X|[1]
também é um triangulo distinguido em C.

Agora, seja f um idempotente de End(C,). Pela Proposi¢ao temos
que provar que f é zero ou o morfismo identidade 1¢, para concluir que C, é
indecomponivel.

Por (TR1)(b), temos os triangulos distinguidos C,, o, Cy L=, [1]

Y] Cu[1]

e Oy X[1) 2=y —2=Cu1] .
Assim, por (TR4), existem morfismos « e 3 em C tais que o seguinte diagrama
é comutativo:

s[-1]

Cos[-11 2 o, .
B[—lll ; wf
y —+v o, oz oy Yo
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Desta forma, como —u[—1] = 86 e u é irredutivel, entao ou € é mono cindido
ou (3 é epi cindido.

Se # € mono cindido, pela Proposicao wf = 0. Pela Proposicao [2.8] existe
n:C, = Y tal que vn = f. Como Y é indecomponivel, nv : ¥ — Y é um
isomorfismo ou nilpotente. Se nv é um isomorfismo, entao v € mono cindido pela
Proposicao Por (TR2) e pela Proposigao segue que u = 0, 0 que é uma
contradi¢ao. Com isso, nv é nilpotente, isto é, existe n € N tal que (nv)" =0 e
(nu)"~t # 0. Agora, como f ¢ um idempotente de End(C,,), sabemos que f? = f.
Com isso f" = f. Assim,

f=f"""1=(m)...(vn) =vin)...(nw)n=v(nv)n=0,

isto é, f = 0.

Se /3 é epi cindido, pela Proposigao[2.9) v = 0. Com isso e pela comutatividade
do diagrama anterior, gv = 0. Pela Proposigao 2.8 existe ¢ : Y — C,, tal que
fo =wv. Como f2 = f, temos f(fp) = fp e assim fv = v. Assim, por (TR3),
existe m : X[1] — X[1] tal que o seguinte diagrama ¢ comutativo:

—u[l]

Y e 0y — X1 oy
.
Y e 0y — X1y

Como X é indecomponivel m é nilpotente ou m é um isomorfismo. Se m é um
isomorfismo, pelo Lema[2.7] f também o é. Em particular f ¢ um monomorfismo.
Desta forma f = 1¢,, pois f? = f. Por outro lado, se m ¢ nilpotente, existe p € N
tal que mP = 0 e mP~! # 0. Assim, pela comutatividade do terceiro quadrado do
diagrama anterior, u = um = um? = ... = um? = 0, o que é uma contradicao.
Logo, f =0ou f =1¢, em End(C,). Portanto, C, é indecomponivel. O

Seja A uma algebra de dimensdo global finita. Sabemos que D°(A) é uma
categoria triangulada Krull-Schmidt (veja Observacao . Assim, para uma
algebra de dimensao global finita A, o resultado a seguir, o qual é apresentado na
Proposigao 6.1 de [14], é uma consequéncia da Proposigao

Corolario 4.22. Sejam X e Y indecomponiveis em D°(A) e assuma que temos
um morfismo irredutivel f : X — Y. Entao, o cone Cy € indecomponivel.

A seguir apresentamos um resultado, cuja a prova utiliza a caracterizagao e a
classificagao dos morfismos irredutiveis em K~ (P).

Proposicao 4.23. Sejam X e Y objetos indecomponiveis em K~ (P), com
Y=0+2 £ 0, YO £0, X' =0,Y'=0parai >0 e X ™ =0 para todo —n < —i.
Entao nao existe morfismo irredutivel f : (X,d) — (Y,9) em K~ (P).

Demonstra¢ao. Sejam X e Y objetos indecomponiveis em K~ (P) satisfazendo
as hipoteses da proposicao. Suponhamos que exista um morfismo irredutivel
f:X =Y em K (P), com X eY indecomponiveis.

Pelo Teorema [3.23| e pela Proposicao 3.8 o morfismo f é smonic, sepic ou
sirredutivel. Como Y ~(*2) =£ 0. concluimos que f ndo é sepic. Além disso,
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se f tem uma tnica componente irredutivel, digamos f~?, entdo todas suas
componentes a esquerda sao epi cindidas, o que nao ocorre. Logo f é smonic.
Assim, pela Observacao temos o seguinte triangulo distinguido de f:

X 0 0 X ) Qi ¢
! | | (1 0) (1 0) [(1ro)
Y SY H)oy-(H) o X p Y "> =Xl Y %S X0 Y -0
g (0 1) (001) [(0 1)
W Sy D)y )y Yyl oy
X[1 —>(|)—>X| T o G X0 0 0

Agora, note que f fatora como

X: ... 0 0 Xim o =XT14 x0 0 .
p T

Z: . —=0 y-Gr) Oy Lyt 7y g
: H | ]

Yo L=y O Gy 0000 Syt yoLg .

Como f é irredutivel ou p ¢ mono cindido ou h epi cindido.
Suponhamos que p : X — Z é mono cindido. Em particular p é smonic.
Assim, pela Observacao temos o seguinte triangulo distinguido de p:

X: ..=0—0 XX X0
P \ (10) (o) [(10)
Z:  =0=Y U xtigyis s X 1oy X0g Y., ..
o (0 1) (01) |(0 1)
Wg >0 =Y+ y/—i y'-1 e’ Y0 0
—ap i—1 —at _ai+1
. . _diJrl
X[1]: .50 X" X ) o X0 0 0...
Como p é mono cindido, pelo Lema 2.9, o morfismo —a, = 0 em K~ (P), isto
¢, existem morfismos (s"),ez, com s" Y’” — X" para —i < n <0, e s" =0 caso

contrario, em P tais que —a,; = d{}vgs —d"tsm,

Agora, observe que se no triangulo distinguido de f, usamos as mesmas
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homotopias s" de p (considerando s~*2 = 0 : Y02 — () | vemos que —a
é¢ homotopico a zero. Desta forma, pelo Lema f é mono cindido o que
contraria a irredutibilidade de f.

Por outro lado, suponha que h é epi cindido. Em particular h é sepic. Assim,
pela Observacao 4.10] obtemos o seguinte triangulo distinguido de h:

7 : >0 ——= 00—y ) Ly Pyo ..
: L] H |

Y : 0 YY) Ly Ly Lyt 2y
- | |

Wy: ...—=0—=Y (+2) 0 0 . 0 0—0...
q | -

ZN): 0=y ey e Y YO 00— 0.

Pelo Lema , temos o triangulo distinguido Wj,[—1] T oy o Wi, .
Como h epi cindido, pelo Lema , gn € nulo em K~ (P). Assim, existe um
morfismo s~ em P no diagrama

Y 00—y T y - B A v | B
// // //
, e s (H‘l) s }//
2
W,: ..>0—sYy- (i+2) 0 R 0 0>...

tal que s~ D9~ (+2) = 1,45 . Por outro lado, como Y é um complexo radical
e pela Proposicao note que

s~ 9= (+2) (Y_(HQ)) C s_(”l)(rad Y_(Hl)) Crad Y™ £ y—(+2) —
_ 1Y*(i+2> (Yf(z'+2)>

o que é uma contradicao. Isto completa a demonstracao. O

f

Seja 0 X Yy 2-2 0 uma sequéncia de Auslander-Reiten em
mod A. Se A é uma algebra hereditaria, Happel provou em [13] que tal sequéncia
fornece um triangulo de Auslander-Reiten em D?(A). Mas, normalmente, um
morfismo irredutivel em mod A ndo permanece irredutivel em D°(A), o que ilustra
a Proposigao 6.2 de [14] apresentada a seguir, a qual é uma consequéncia da
Proposicao

Corolario 4.24. [T]] Se X eY sao A-mddulos indecomponiveis com
pdpY = pda X +2,
entdo nao existe morfismo irredutivel f : X — 'Y em D°(A).

Demonstracao. Como X e Y sao isomorfos as suas respectivas resolugoes
projetivas minimais em D’(A), as quais satisfazem a hipoétese da proposicao
anterior, o resultado segue. [
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Sejam X e Y A-moddulos. Observe que se f : X — Y é um morfismo em
D’(A), onde A é uma 4algebra hereditaria, a desigualdade pdy Y > pdy X + 2 nao
é satisfeita, pois pdy X é 0 ou 1.

Proposigao 4.25. Se f : X — Y[1| é um morfismo irredutivel em K~ (P) tal
que X #£0, Y240 e X'=0,Y"=0,Vi >n, entio Y € somando de X<_;.

Demonstracao. Considere a seguinte fatoracao de f:

X e x2 x A x0 g
] .
X oy P e U o 0 0
I AR SR
Y[ : = 0 0

Como f & irredutivel, ou h ¢ mono cindido ou g é epi cindido. Sendo X° ## 0,
temos que h nao é smonic e assim h nao é mono cindido. Logo, g é epi cindido,
isto ¢, existe k : Y[1] — X <_; tal que gk = lyp). Portanto como k é mono
cindido segue que Y é somando de X <_;. O

A seguir apresentamos a Proposigao 6.3 de [14], o qual é uma consequéncia
da Proposigao [4.25

Corolario 4.26. [1]] Seja f : X — Y[1] um morfismo irredutivel em D"(A),
onde X eY sao A-mdodulos indecomponiveis. FEntao Y € um somando de QX

(veja Observagao [1.27).

Demonstragdo. Pela Observacao 2.22, os complexos X e Y em D°(A) sdo
isomorfos as resolugdes projetivas em K°(A) e assim em K~ (A), as quais
satisfazem a hipoétese da proposigao anterior. Assim o resultado segue, visto
que X <_; € a resolucao projetiva de Q2.X. O]

A proxima Proposi¢ao mostra que nem sempre existem morfismos irredutiveis
f: X —=Y]2].

Proposicao 4.27. Sejam X e Y objetos indecomponiveis em K~ (P), com
HY(X) #0, X°#£0,X' =0parai >0 eY" =0 parai > —1. Entdo naio
existe morfismo irredutivel f : X =Y em K~ (P).

Demonstragao. Seja f: X — Y um morfismo em L~ (P). Considere a fatorizagao
de f dada por

X - X347 x-2 47 x-1d7 xo0 0
| ]
X o1 X34 x4 X 0 0
E T I R
Y sy 0 yi2 0 0 0
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Mostraremos que A nao ¢ mono cindido e g nao ¢ epi cindido. Suponhamos
que h é mono cindido, isto é, existe p : X <1 — X tal que ph = 1x. Assim,
aplicando o funtor covariante H® : K~ (P) — A, obtemos H°(p)H(h) = 1po(x).
Como H°(X) = X°/Im dy' é ndo-nulo e H°(X <;) = 0, temos uma contradicio.

Agora, suponha que g é epi cindido e considere o triangulo distinguido
X o2y 2-g, X <i1[1] . Por (TR2), obtemos o triangulo distinguido

Cy[—1] X 2=y —"~C,. Entdo, pelo Lema , u:Y = C,é

homotdpico a zero, isto é, temos o diagrama

Y- o S S S S St
: ) ) -
s s /
s s ;
s73 4 572 4 /
u t // t // t /871:00
(0 1) //(o 1) //(o L)y -
¥ ¥ ¥
C, XY — XY P — XY P —0—...
dga dg) 0

onde sT19 + dalsi = ( 0 1 )t para todo i € Z. Agora, considere o tridngulo
X f
s =0:0— X°visto que C’_1 X?), vemos que v é homotopico a zero de modo

que, pelo Lema 2.9 f ¢ mono cindido, o que contradiz a irredutibilidade de f.
Portanto, f: X — Y nao é irredutivel. O

Y ——= XT1] . Usando as mesmas homotopias s’ (considerando

A seguir incluimos dois lemas, apresentados em [24], com o objetivo de
demonstrar que temos uma outra condicao suficiente para garantir que Cy ¢é
indecomponivel.

Lema 4.28. Seja X —=Y ——= 7 —5T(X) um tridgngulo distinguido em
uma categoria triangulada C. Assuma que exista uma decomposi¢io Y = @7 _Y;
e escreva u = (uy,Ug,...,U,) € U = (V1,V2,...,0,), onde uj = X — Y, e
v; 1 Y; = Z, comj = 1,2,...,n. Seu; =0 entdao v; € mono cindido para
todo j=1,...,n

Demonstragao. Como cada Y; é um objeto de C, por (TR1)(c), temos o triangulo

1y,
distinguido Y; i Y; 0 T(X) . Pelo Lema , segue que

0 Y, —>Y; 7(0) .
também é um triangulo distinguido. Agora, note que os quadrados

_>Y

L
g
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sao comutativos, onde i; e p; sao a inclusao e a projecao canodnicas,
respectivamente. De fato, a comutatividade do primeiro quadrado é clara. Ja
o segundo quadrado é comutativo, pois pju = p;(uy, ug, ..., u,) = u; = 0.

Por (TR3), existem morfismos h; : Yo — Z e h; : Z — Y} tais que o diagrama

¢ comutativo. Como 0 e p;ji; = 1; sao isomorfismos, pelo Lema , hh;
também ¢é um isomorfismo. Assim, pela Proposi¢ao[4.2 h; é mono cindido. Logo,
vj = vi; = h; € mono cindido. O

Lema 4.29. Seja X —=Y —= 7 —%T(X) wum triagngulo distinguido em
uma categoria triangulada Krull-Schmidt C tais que X e Y sao objetos
indecomponiveis e que u € nao-nulo e nao € um isomorfismo. Assuma que
exista uma decomposicao Z = @%_, Z; com objetos indecomponiveis Z; e escreva
v = (v1,02,...,0,) €W = (W1,W2,...,Wy,), onde v; =X =Y ew; :Y; = Z,
comj=1,2,...,n. Entaon > 1 e todos os morfismos v; e w; sao nao-nulos e
nao s$ao 1somorfismos.

Demonstragao. Inicialmente, notemos que n = 0 implica que Z = 0. Mas, pela
Proposigao [2.10} isto significa que u é um isomorfismo, o que é uma contradi¢ao.

Agora, por (TR2), observe que Y ——= 7 —=T(X) ) T(Y) é um
triangulo distinguido. Assim, se algum v; = 0, pelo Lema w; ¢ mono cindido.
Com isso, Z; é um somando direto de X[1] e consequentemente Z; e X[1] sao
isomorfos, pois sao indecomponiveis. Desta forma, w; é um isomorfismo. Mais
ainda, como w; = w;, pela Proposigao , w ¢é epi cindido. Pela Proposicao
—T(u) = 0. Como T é um automorfismo, temos u = 0, o que ¢ uma contradigao.
Logo todos v; sao nao nulos. Analogamente todos w; sao nao-nulos

Por outro lado, se algum v; ¢ um isomorfismo segue que v ¢ mono cindido pois
v; = p;v. Logo, pela Proposicao @L u = 0 o que novamente ¢ uma contradicao.
Logo todos v; nao sao isomorfismos. Dualmente, podemos provar que todos w;
nao sao isomorfismos. 0

Proposigao 4.30. Sejam f : X — Y um morfismo nao-nulo e nao-invertivel
entre objetos indecomponiveis em uma categoria triangulada Krull-Schmidt C e o

triangulo distinguido X oy St X[1] . Se Hom(Y, X[1]) = 0, entao
W € indecomponivel.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que W nao é indecomponivel. Como C é
uma categoria Krull-Schmidt, podemos escrever W = @;_, Z;, onde r > 1 e cada
Z; € indecomponivel. Assim, g = ( g1 .- Gr )t e h = ( hy ... h, ) Pelo
Lema [4.29] sabemos que todos g; e h; sdo ndo-nulos e nao sao isomorfismos para
cadat=1,...,7.
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Counsidere o morfismo

10 ... 0
00 ... 0

Y= W — W
00 ... 0

onde 1 = 1z,. Como Hom(Y, X[1]) = 0, segue que hpg = 0. Pela Proposicao
, existe vy € Hom(Y,Y) tal que pg = gyy, isto ¢, o quadrado do seguinte
diagrama ¢ comutativo:

f g
X v W — X[1]
[K'2e) ®
N
X —=Y —> W —>X[1]

Além disso, indutivamente, pode-se mostrar que gy = ¢"g, para todo n € N.
Com isso, gp¥ = pg, pois ¢* = .

Assim, como pg = ( g 0 ... 0 ) e goy = ( Py Gy ... Groy )
temos que g1y = g1 € gipy = 0 para2 < i <r. Como Y ¢é indecomponivel, pelo
Lema [I.23] ¢y € nilpotente ou um isomorfismo. Se ¢y é nilpotente, entdo existe
m € N tal que que ¢y = 0. Com isso, g1y = 0 # g1, 0 que é uma contradigao.
Agora, suponha que ¢y ¢ um isomorfismo. Por (TR2) e (TR3), existe ¢x fazendo
o diagrama

XLy Low X[
I I I
lpx oy ¥ I ox[1]
] \ Y
X =Y = W= X[1]

comutar. Desta forma,

fey =oxf (4.9)

Novamente ¢ x é nilpotente ou um isomorfismo, pois X é indecomponivel. Se px
é um isomorfismo, entao, pelo Lema[2.7 ¢ também o é, o que é uma contradi¢ao.
Com isso, ¢x € nilpotente, isto é, existe n € N tal que ¢% = 0. Assim, obtemos

(fLPY)nl.Lpfnlg n—2 B9

foy = SOX Py o= f=0

Como @y é um isomorfismo, segue que f = 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto,
W é indecomponivel. O
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