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Resumo

SILVA, Rafael Cazal, M.Sc. Universidade Federal de Viçosa, Fevereiro de 2016.
Discussão sobre Morfismos Irredutíveis nas Categorias dos Complexos
e de Homotopia. Orientadora: Sônia Maria Fernandes.

Neste trabalho, caracterizamos e apresentamos algumas propriedades dos

morfismos irredutíveis na categoria de complexos CI(P) e na categoria homotópica

K−(P), onde P é a categoria dos módulos projetivos finitamente gerados sobre

uma álgebra de Artin Λ e I é o ideal de P formado pelos morfismos radicais, de

acordo com o artigo [9]. Com base no artigo [1], caracterizamos um certo tipo de

triângulo distinguido em K−(P) com os dois primeiros morfismos irredutíveis na

categoria triangulada K−(P). Estudamos também alguns resultados apresentados

em [14] sobre morfismos irredutíveis na categoria homotópica Kb(Λ), sendo Λ uma

álgebra de dimensão global finita.
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Abstract

SILVA, Rafael Cazal, M.Sc. Universidade Federal de Viçosa, February, 2016.
Discussion about Irreducible Morphisms in Categories of Complexes
and of Homotopy. Adiviser: Sônia Maria Fernandes.

In this work, we characterize and present some properties of morphisms

irreducible in complexes category CI(P) and in homotopic category K−(P), where

P is the category of finitely generated projective modules over an Artin algebra

Λ and I is the ideal of P formed by radical morphisms, according with article

[9]. Based on article [1], we characterize a certain type of distinguished triangle

in K−(P) with the two first irreducible morphisms in the triangulated category

K−(P). We also study some results presented in [14] about irreducible morphisms

in homotopic category Kb(Λ), being Λ an algebra of finite global dimension.
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Introdução

Seja Λ uma K-álgebra de Artin, o estudo das classes de isomorfismos
dos Λ-módulos indecomponíveis é um dos principais objetivos na Teoria de
Representações. Neste sentido, na década de 70, os matemáticos Maurice
Auslander e Idun Reiten introduziram em [3] (veja também [4]) a noção de
morfismos irredutíveis e as sequências quase cindidas, mais conhecidas como
sequências de Auslander-Reiten, na categoria modΛ dos Λ-módulos finitamente
gerados, as quais são fundamentais nessa categoria, uma vez que permitem
descrever os módulos indecomponíveis e os morfismos irredutíveis entre os
mesmos.

Mais tarde, as sequências de Auslander-Reiten foram estendidas para a
categoria derivada limitada Db(Λ) de modΛ, no caso em que Λ é uma álgebra
de dimensão global finita, dando origem aos triângulos de Auslander-Reiten, cuja
existência em tal categoria foi provada por Happel, o qual ainda descreveu os
triângulos de Auslander-Reiten no caso de uma álgebra hereditária [13]. Mais
geral, Krause provou a existência destes triângulos em categorias trianguladas
compactamente geradas [18].

Recentemente, os triângulos de Auslander-Reiten e os morfismos irredutíveis
na categoria derivada, e equivalentemente na categoria de homotopia (veja
Teorema 2.21 e Observação 2.23), têm sido estudados. Em [14], Happel, Keller
e Reiten mostraram a existência de morfismos irredutíveis, além de descreverem
os triângulos de Auslander-Reiten, na categoria derivada limitada de módulos
finitamente gerados sobre Anéis Gorenstein. Além disso, no caso de módulos
sobre uma álgebra de dimensão finita, eles forneceram condições para a existência
de morfismos irredutíveis na categoria derivada limitada Db(Λ). Scherotzke em
[?] analisou os triângulos de Auslander-Reiten nesta categoria, além de provar
que existem morfismos irredutíveis cujo domínio ou contradomínio é nulo, no
caso que Λ é uma álgebra simples. Mais ainda, ela mostrou que no quiver de
Auslander-Reiten de Db(Λ) não estão todos morfismos irredutíveis de Db(Λ).
Bautista, Souto e Zuazua em [5] estudaram os morfismos irredutíveis terminando
em um complexo perfeito e morfismos irredutíveis entre complexos não-perfeitos
na categoria derivada limitada Db(Λ).

Neste trabalho, destacamos os estudos de Giraldo e Merklen (veja [9]) sobre
os morfismos irredutíveis nas categorias de complexos C(P) e de homotopia
K−(P), onde P é uma subcategoria plena Krull-Schmidt P fechada para somas
e somandos diretos de uma categoria aditiva A.

Com base em [9], caracterizamos e apresentamos algumas propriedades dos
morfismos irredutíveis na categoria CI(P) formada pelos complexos radicais de
C(P), onde P é a categoria dos Λ-módulos projetivos finitamente gerados e I é
o ideal de P formado pelos morfismos radicais. Mostramos que os morfismos
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irredutíveis de CI(P) são divididos em três formas (Proposição 3.8). Por
último vemos que a caracterização dos morfismos irredutíveis de K−(P) segue
o mesmo padrão de CI(P) e que são divididos de acordo com (Proposição 3.8)
também. Conforme o préprint [1], utilizamos tais resultados para caracterizar os
triângulos distinguidos com os dois primeiros morfismos irredutíveis na categoria
triangulada K−(P) e estudar alguns resultados apresentados em [14] sobre
morfismos irredutíveis em Db(Λ).

O texto é estruturado da seguinte forma:
No capítulo 1, damos algumas definições e resultados preliminares sobre Teoria

de Categorias, Álgebra Homológica e Teoria de Representações utilizados ao longo
do trabalho.

No capítulo 2, apresentamos os principais conceitos sobre Categorias
Trianguladas e exibimos dois exemplos de tais categorias, a Categoria Homotópica
de uma categoria aditiva e a Categoria Derivada de uma categoria abeliana.

Os conceitos dos capítulos anteriores são importantes para a compreensão dos
capítulos seguintes. Alguns resultados são expostos rapidamente. Assumimos
que o leitor tenha alguma familiaridade com esses assuntos.

No capítulo 3, conforme o artigo [9], caracterizamos e apresentamos
algumas propriedades dos morfismos irredutíveis nas categorias de complexos
CI(P) e de homotopia K−(P). Utilizando alguns resultados sobre complexos
homotopicamente minimais foi possível mostrar que "as mesmas caracterização
e propriedades" dos morfismos irredutíveis em CI(P) podem ser utilizadas em
K−(P).

No capítulo 4, estudamos os triângulos distinguidos X
f // Y

if // Cf
pf // X[1]

na Categoria Triangulada Homotópica K−(P), onde Cf é o cone de f , para o caso
que f é um morfismo irredutível. Usamos as Formas Standard (Proposição 3.3),

para obter triângulos distinguidos X
f // Y

g //W // X[1] de f , onde o
complexo W possui uma expressão mais simples com relação ao Cf em K−(P).
Por fim, utilizamos a Proposição 3.8 e o Teorema 3.18 para caracterizarmos tais
triângulos para o caso em que g é um morfismo irredutível.

Ainda neste capítulo, estudamos alguns resultados de [15], dentre os quais
discutimos sobre a indecomponibilidade do cone de um morfismo irredutível e a
existência de morfismos irredutíveis em Db(Λ). Para o primeiro, consideramos que
Λ é uma álgebra de dimensão global finita e usamos a estrutura triangulada da
categoria derivada Db(Λ). Para o segundo, mostramos que algumas proposições
apresentadas em [15] são consequências de alguns resultados que exibimos. Por
último, usando alguns lemas de [24], vemos uma outra condição suficiente para
que o Cf seja indecomponível em uma categoria triangulada Krull-Schmidt
qualquer.

Nos capítulos 3 e 4, denotamos por Λ uma álgebra de Artin associativa com
unidade e de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado K. Todos
os conceitos e resultados apresentados nesse texto levarão em consideração essa
estrutura de Λ, mesmo sabendo que em alguns casos, valem em um contexto mais
geral.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos todas as definições e resultados necessários
para o desenvolvimento dos capítulos seguintes. As demonstrações de muitos
resultados serão omitidas, mas indicaremos referências de textos para maiores
detalhes.

1.1 Categorias

Nesta seção, introduzimos as principais definições e resultados sobre a Teoria
de Categorias. Mais detalhes podem ser encontrados em [17], [25] e [26] .

Definição 1.1. Uma categoria C é composta por:

1. Uma classe obj(C) de objetos;

2. Um conjunto de morfismos HomC(X, Y ) para quaisquer objetos X e Y ,

cujos elementos são denotados por f : X −→ Y ou X
f

−→ Y . Além disso,
HomC(X, Y ) ∩HomC(Z,W ) = ∅ sempre que (X, Y ) 6= (Z,W ) em C.

3. Uma composição associativa

◦ : HomC(X, Y )×HomC(Y, Z) −→ HomC(X,Z)
(f, g) 7−→ g ◦ f

para quaisquer objetos X, Y e Z. Mais ainda, para cada objeto X de C,
existe um morfismo identidade 1X em HomC(X,X) tal que

f ◦ 1X = f e 1X ◦ g = g

para todos f ∈ HomC(X, Y ) e g ∈ HomC(Z,X).

Por simplicidade, ao longo deste texto denotaremos a composição g ◦ f de
morfismos em C por gf .

Exemplo 1.2. 1. A categoria Sets. Os objetos de Sets são conjuntos e os
morfismos são funções.

2. A categoria Groups tem como objetos os grupos e os morfismos são os
homomorfismos de grupos.

1



2 1.1. CATEGORIAS

3. A categoria V ectK, onde K é um corpo, cujos objetos são K-espaços
vetoriais e os morfismos são transformações lineares.

As composições de morfismos nestas categorias são as usuais.

Um diagrama numa categoria C é um grafo cujos vértices e as flechas são
objetos e morfismos em C, respectivamente. Dizemos que um diagrama em C é
comutativo sempre que a composição de morfismos ao longo de caminhos com
o mesmo início e fim são iguais. Por exemplo, se o diagrama

X
f //

k
��

Y

g

��
W

h // Z

é comutativo, temos gf = hk. Nos próximos capítulos, muitas vezes
representaremos o morfismo identidade 1X em C como o diagrama X X .

Definição 1.3. Sejam C e D categorias. Dizemos que D é uma subcategoria
de C se as seguintes condições são satisfeitas:

1. obj(D) é uma subclasse de obj(C);

2. HomD(X, Y ) ⊆ HomC(X, Y ) para todos X, Y ∈ obj(D);

3. A composição de morfismos em D é a mesma de C;

4. Para cada objeto X em D, os morfismos identidade em HomD(X,X) e em
HomC(X,X) coincidem.

A subcategoria D de C é dita plena se HomD(X, Y ) = HomC(X, Y ) para todos
objetos X, Y de D.

Exemplo 1.4. A categoria vectK, cujos objetos são K-espaços vetoriais de
dimensão finita, é uma subcategoria plena de V ectK. A categoria Ab, a qual
possui como objetos os grupos abelianos, é uma subcategoria plena de Groups.

Seja f : X −→ Y um morfismo em uma categoria C. Se Y = X, f é dito um
endomorfismo de X. Denotaremos EndC(X) = HomC(X,X).

Dizemos que f é um monomorfismo (resp. epimorfismo) se f pode ser
cancelado à esquerda (resp., à direita), isto é, para cada par de morfismos
g1, g2 ∈ HomC(W,X) (resp., h1, h2 ∈ HomC(Y, Z)) tais que fg1 = fg2 (resp.,
h1f = h2f) implica que g1 = g2 (resp., h1 = h2).

O morfismo f é um isomorfismo se existe um morfismo h : Y −→ X
em C, chamado inverso de f , tal que hf = 1X e fh = 1Y . Neste caso, h é
único e denotado por f−1. Se além disso f é um endomorfismo, chamamos f de
automorfismo de X. Se existe um isomorfismo entre objetos X e Y , dizemos
que X e Y são isomorfos e denotamos X ∼= Y .

Um objeto de uma categoria C é dito objeto zero e denotado por 0 se existem
únicos morfismos g : 0 → X e h : X → 0 em C para todo objeto X de C. O
objeto zero é único a menos de isomorfismos. Dizemos que f : X → Y em C é um
morfismo zero se f fatora através do objeto zero. Tal morfismo será denotado
por 0 também.



3 1.1. CATEGORIAS

O produto de objetos X1, . . . , Xn de uma categoria C é o conjunto
{
∏n

j=1Xj, pk; 1 ≤ k ≤ n}, onde
∏n

j=1Xj = X1 × . . . × Xn é um objeto de C
e pk ∈ HomC(

∏n

j=1Xj, Xk), tal que para cada objeto Z de C e cada conjunto
{fk ∈ HomC(Z,Xk), com k = 1, . . . , n}, existe um único f ∈ HomC(Z,

∏n

j=1Xj)
tal que, para todo k = 1, . . . , n, o seguinte diagrama é comutativo:

Z

f

��
fk

��n∏

j=1

Xj pk
// Xk

Dualmente, o coproduto (ou soma direta) de objetos X1, . . . , Xn de uma
categoria C é o conjunto {

⊕n

j=1Xj, ik; 1 ≤ k ≤ n}, onde
⊕n

j=1Xj = X1⊕. . .⊕Xn

é um objeto de C e ik ∈ HomC(Xk,
⊕n

j=1Xj), tal que para cada Z ∈ obj(C)
e cada conjunto {fk ∈ HomC(Xk, Z), com k = 1, . . . , n}, existe um único
f ∈ HomC(

⊕n

j=1Xj, Z) tal que o diagrama

Xk
ik //

fk
  

n⊕

j=1

Xj

f
��
Z

é comutativo, para todo k = 1, . . . , n. Geralmente,
⊕n

j=1Xj é chamado a soma
direta de X1, . . . , Xn e cada ik é dito uma inclusão canônica.

Definição 1.5. Uma categoria C é dita aditiva se satisfaz as seguintes condições:

1. Para quaisquer objetos X1 e X2 de C existe a soma direta X1 ⊕X2 em C.

2. Para cada par de objetos (X, Y ), uma operação binária + é definida sobre
o conjunto HomC(X, Y ) tal que (HomC(X, Y ),+) é um grupo abeliano;

3. A composição ◦ de morfismos é bilinear, isto é,

f(g + g′) = fg + fg′ e (f + f ′)g = fg + f ′g

para todos f, f ′ ∈ HomC(Y, Z) e g, g′ ∈ HomC(X, Y );

4. C tem um objeto zero.

Exemplo 1.6. As categorias Groups e V ectK são aditivas.

Observação 1.7. A condição 1 da definição 1.5 é equivalente a dizer que, para
quaisquer X1, X2 ∈ obj(C) existe X1 ⊕X2 ∈ obj(C) e morfismos

X1

i1 // X1 ⊕X2p1
oo

p2 // X2
i2

oo



4 1.1. CATEGORIAS

tais que

i1p1 + i2p2 = 1X1⊕X2 e pjik =

{
1, se j = k
0, se j 6= k

, com j, k ∈ {1, 2}.

De fato, se o conjunto {X1 ⊕X2, i1 : X1 −→ X1 ⊕X2, i2 : X2 −→ X1 ⊕X2} é
a soma direta de X1 e X2, então existem únicos morfismos p1 : X1 ⊕X2 −→ X1

e p2 : X2 ⊕X1 −→ X2 tais que os diagramas

X1
i1 //

1X1 $$

X1 ⊕X2
oo i2

p1

��

X2

0zz
X1

X1
i1 //

0 $$

X1 ⊕X2
oo i2

p2

��

X2

1X2zz
X2

são comutativos, isto é, pjik =

{
1, se j = k
0, se j 6= k

, com j, k ∈ {1, 2}. Assim, se f é

um dos morfismos 1X1⊕X2 e i1p1 + i2p2, o seguinte diagrama comuta:

X1
i1 //

i1 $$

X1 ⊕X2
oo i2

f

��

X2

i2zz
X1 ⊕X2

Pela unicidade de f , segue que i1p1 + i2p2 = 1X1⊕X2.
Reciprocamente, considere os diagramas em C,

X1
i1 //

f1 $$

X1 ⊕X2
oo i2

f

��

X2

f2zz
Z

X1
i1 //

f1 $$

X1 ⊕X2
oo i2

f ′

��

X2

f2zz
Z

Definindo o morfismo f = f1p1 + f2p2 em C, mostra-se que primeiro diagrama
é comutativo. Agora, suponha que o morfismo f ′ em C faz o segundo diagrama
comutar, isto é, f ′i1 = f1 e f ′i2 = f2. Assim, temos f ′i1p1 = f1p1 e f ′i2p2 = f2p2.
Somando membro a membro tais igualdades, obtemos f ′(i1p1+i2p2) = f1p1+f2p2,
isto é, f ′ = f1p1 + f2p2 = f . Isto mostra a unicidade de f .

Logo, o conjunto {X1 ⊕ X2, i1 : X1 −→ X1 ⊕ X2, i2 : X2 −→ X1 ⊕ X2} é a
soma direta de X1 e X2 em C.

Este resultado pode ser estendido para uma soma direta de uma família finita
de objetos em C. Neste caso, chamamos os morfismos pk :

⊕n

j=1Xj → Xk, com
1 ≤ k ≤ n, de projeções canônicas.

Sejam X ′ e X objetos de uma categoria aditiva C. Dizemos que X ′ é um
sub-objeto de X, se existe um monomorfismo u : X ′ −→ X em C, chamado
inclusão de X ′ em X. Se além disso existe um morfismo p : X −→ X ′ em
C tal que pu = 1X′ , X ′ é dito um somando direto de X. Por exemplo, pela
Observação 1.7, X1 e X2 são somandos diretos de X1⊕X2, para quaisquer objetos
X1 e X2 em uma categoria aditiva C.



5 1.1. CATEGORIAS

Definição 1.8. Seja C uma categoria aditiva. Uma família I de morfismos em
C é um ideal à direita (resp. à esquerda) se satisfaz as seguintes condições:

1. I(X, Y ) = I ∩HomC(X, Y ) é um subgrupo aditivo de HomC(X, Y );

2. I(Z, Y )HomC(X,Z) ⊂ I(X, Y ) (resp. HomC(Z, Y )I(X,Z) ⊂ I(X, Y ))

para todos objetos X, Y e Z em C.
Se I é ideal à direita e à esquerda de C, dizemos que I é um ideal bilateral,

ou simplesmente ideal, de C.

Pela definição 1.5, em uma categoria aditiva C, cada conjunto de morfismos
HomC(X, Y ) é um grupo abeliano aditivo. A seguir, definiremos uma categoria
onde tais conjuntos são espaços vetoriais.

Definição 1.9. Seja K um corpo. Uma categoria C é uma K-categoria se,
para quaisquer objetos X e Y de C, o par (HomC(X, Y ), ◦) é equipado com uma
estrutura de K-espaço vetorial e ◦ é uma aplicação K-bilinear. Se além disso a
dimensão dimKHom(X, Y ) é finita para quaisquer objetos X e Y , C é dita uma
K-categoria Hom-finita.

Exemplo 1.10. A categoria V ectK (resp., vectK) de todos os K-espaços vetoriais
(resp., de todos os K-espaços vetoriais de dimensão finita) é uma K-categoria
(resp., K-categoria Hom-finita).

Sejam C uma categoria aditiva e f : X −→ Y um morfismo em C. O núcleo
de f é o par (Ker f, u), onde Ker f é um objeto de C e u ∈ HomC(Ker f,X),
satisfazendo as seguintes condições:

1. f ◦ u = 0; e

2. para quaisquer objeto Z e morfismo h : Z −→ X em C tal que f ◦ h = 0,
existe um único morfismo h′ : Z −→ Ker f em C tal que h = u ◦ h′, isto é,
fazendo o seguinte diagrama comutar:

Ker f u //

0

%%
X

f // Y

Z

h

OO

h′

ee

0

;;

Por simplicidade, às vezes chamaremos o núcleo de f o objeto Ker f , enquanto
u será denominado morfismo núcleo de f .

Observemos que o morfismo núcleo u é um monomorfismo. De fato, sejam
g1, g2 ∈ HomC(Z,Ker f) tais que ug1 = ug2. Fazendo h = ug1 = ug2 e usando a
unicidade de h′ no diagrama anterior segue que g1 = g2.

Similarmente, o conúcleo de f é o par (Coker f, p), onde Coker f é um objeto
de C e p ∈ HomC(Y, Coker f), satisfazendo as seguintes condições:

1. p ◦ f = 0; e
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2. para quaisquer objeto Z e morfismo g : Y −→ Z em C tal que g ◦ f = 0,
existe um único morfismo g′ : Coker f −→ Z em C tal que g = g′ ◦ p, isto
é, fazendo o seguinte diagrama comutar:

X
f //

0

''
Y

p // Coker f

Z
��

g

xx g′##
0

Novamente, por simplicidade, às vezes chamaremos o conúcleo de f o objeto
Coker f e p o morfismo conúcleo de f . Analogamente, podemos mostrar que o
morfismo conúcleo p é um epimorfismo.

Lema 1.11. Seja f : X −→ Y um morfismo em uma categoria aditiva C com
núcleo (Ker f, u) e conúcleo (Coker f, p). Então, f é um monomorfismo (resp.,
epimorfismo) se, e somente se, Ker f = 0 (resp, Coker f = 0).

Demonstração. Provaremos apenas uma das afirmações pois são análogas.
Suponha que f é um monomorfismo. Mostraremos que o par (0, u : 0 −→ X) é o
núcleo de f , onde 0 é objeto zero de C.

Claramente fu = 0, ou seja, fu é um morfismo zero, pois fu = fu10. Agora,
seja um morfismo h : Z −→ X em C tal que fh = 0. Como f é um monomorfismo,
h = 0, isto é, h é um morfismo zero. Assim, existe um morfismo h′ : Z −→ 0 em
C tal que h = uh′, isto é, fazendo o seguinte diagrama comutar:

0 u //

0

%%
X

f // Y

Z

h

OO

h′

cc

0

;;

Sabendo que 0 é objeto zero de C, o morfismo h′ é único. Logo, Ker f = 0.
Reciprocamente, sejam g1, g2 : W → X morfismos em C tais que fg1 = fg2.

Assim, f(g1 − g2) = 0. Como Ker f = 0, existe um único morfismo h′ : Z −→ 0
em C tal que g1 − g2 = uh′, isto é, fazendo o seguinte diagrama comutar:

0 u //

0

&&
X

f // Y

Z

g1−g2

OO

h′

cc

0

;;

Desta forma, g1 − g2 é um morfismo zero, isto é, g1 − g2 = 0. Logo, g1 = g2.
Portanto, f é um monomorfismo.

Definição 1.12. Uma categoria aditiva C é dita abeliana se, para cada morfismo
f : X −→ Y em C:

1. existem o núcleo (Ker f, u) e o conúcleo (Coker f, p) de f ;
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2. o único morfismo f ′ : Coker u −→ Ker p em C que faz o diagrama

Ker f u // X
f // Y

p // Coker f

Coker u
��

u′

f ′
// Ker p

p′

OO

comutar é um isomorfismo, onde (Coker u, u′) é conúcleo de u e (Ker p, p′)
é o núcleo de p.

O objeto Ker p é chamado a imagem de f e denotado por Im f .

Exemplo 1.13. Seja a categoria aditiva C = Groups. Para qualquer morfismo
f : X −→ Y em C, o núcleo de f é o par (Ker f, u : Ker f −→ X), onde
Ker f = {x ∈ X; f(x) = 0} e u é homomorfismo inclusão, e o conúcleo de f é

o par (Coker f, p : Y −→ Coker f), onde Coker f =
Y

Im f
e p é homomorfismo

projeção. Além disso, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismos de Grupos,

Coker u =
X

Im u
=

X

Ker f
∼= Im f = Ker p

via o isomorfismo dado por f ′(x +Ker f) = f(x). Como f ′ faz o diagrama no
item 2 da definição anterior comutar, C é uma categoria abeliana.

Definição 1.14. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante (resp., funtor
contravariante) F : C −→ D é uma função tal que:

1. se X ∈ obj(C), então F (X) ∈ obj(D);

2. se f ∈ HomC(X, Y ), então F (f) ∈ HomD(F (X), F (Y )) (respectivamente,
F (f) ∈ HomD(F (Y ), F (X)));

3. se X
f

−→ Y
g

−→ Z são morfismos em C, então

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) (respectivamente, F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g));

4. para todo X ∈ obj(C), F (1X) = 1F (X).

Exemplo 1.15. Seja C uma categoria. O funtor identidade 1C : C −→ C é
definido por 1C(X) = X e 1C(f) = f , para todo objeto X e todo morfismo f em
C.

Exemplo 1.16. Sejam C uma categoria e A um objeto em C. O funtor covariante
HomC(A,−) : C −→ Sets é definido por

HomC(A,−)(X) = HomC(A,X) para todo X ∈ obj(C)

e para cada f ∈ HomC(X, Y ),

HomC(A, f) : HomC(A,X) −→ HomC(A, Y )
h 7→ fh

.

Analogamente, definimos o funtor contravariante HomC(−, A).
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Seja F : C −→ D um funtor covariante. Pelo item 2 da definição 1.14, para
todos objetos X e Y de C, temos a seguinte aplicação:

FX,Y : HomC(X, Y ) −→ HomC(F (X), F (Y ))
f 7→ F (f)

Se, para todos X, Y em obj(C), FX,Y é injetora (resp., sobrejetora), então F
é dito fiel (resp. pleno). No caso em que C e D são categorias aditivas, o funtor
F é dito aditivo, se preserva somas diretas de objetos e FX,Y preserva soma de
morfismos, isto é, F (X1⊕X2) ∼= F (X1)⊕F (X2) e F (f + g) = F (f)+F (g), para
todos X1, X2 ∈ Obj(C) e f, g ∈ HomC(X, Y ).

Um funtor F : C −→ D é um isomorfismo de categorias, se existe um
funtor G : D −→ C tal que GF = 1C e FG = 1D. Neste caso, dizemos que as
categorias C e D são isomorfas. Se C = D, F é dito um automorfismo de C.

Sejam F, F ′ : C −→ C ′ funtores covariantes. Uma transformação natural é
uma família de morfismos Ψ = {ΨX : F (X) −→ F ′(X);X ∈ Obj(C)} em C ′ tal
que para todo f ∈ HomC(X, Y ) o diagrama

F (X)
ΨX //

F (f)
��

F ′(X)

F ′(f)
��

F (Y )
ΨY

// F ′(Y )

em C ′ é comutativo. Se cada ΨX é um isomorfismo em C ′, Ψ é chamada uma
equivalência natural. Neste caso, dizemos que F e F ′ são naturalmente
equivalentes e denotamos por F ≃ F ′.

Um funtor covariante F : C −→ D é uma equivalência de categorias se
existe um funtor G : D −→ C tal que GF ≃ 1C e FG ≃ 1D. Dizemos que
C e D são categorias equivalentes, e denotamos por C ∼= D, se existe uma
equivalência de categorias F : C −→ D.

1.2 Categoria dos Módulos sobre uma Álgebra

Nesta seção, introduziremos as notações e terminologias sobre álgebras e
módulos sobre uma álgebra. Trataremos de forma sucinta esses assuntos, mais
informações podem ser encontradas em [2] e [16].

1.2.1 Álgebras

Definição 1.17. Seja K um corpo. Um anel Λ com unidade é uma K-álgebra
se possui uma estrutura de K-espaço vetorial e λ(ab) = a(λb) para todo λ ∈ K e
a, b ∈ Λ. Em geral, chamaremos Λ simplesmente de álgebra.

Se a dimensão dimK Λ do K-espaço vetorial Λ é finita, dizemos que Λ é uma
K-álgebra de dimensão finita.

Exemplo 1.18. Numa K-categoria (Hom-finita) C o anel (EndC(X),+, ◦),
onde X ∈ obj(C), é uma K-álgebra (respectivamente, de dimensão finita), com
identidade 1X .
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Ao longo deste texto, a menos que seja dito o contrário, Λ sempre será uma
álgebra de dimensão finita.

Um ideal à direita (à esquerda) I de uma K-álgebra Λ é um K-subespaço
vetorial de Λ tal que xa ∈ I (ax ∈ I, respectivamente) para todo x ∈ I e a ∈ Λ.
Um ideal bilateral, ou simplesmente ideal, I de Λ é um ideal à esquerda e à
direita de Λ. Neste caso, o K-espaço vetorial quociente Λ/I tem uma estrutura
de K-álgebra.

Uma álgebra Λ é dita simples se Λ 6= 0 e os únicos ideais de Λ são {0} e o
próprio Λ.

Se I é um ideal bilateral e m é um inteiro positivo obtemos um outro ideal
bilateral Im de Λ formado por todas as somas finitas de elementos da forma
x1x2 . . . xm, onde x1, x2, . . . , xm ∈ I. Se In = 0 para algum inteiro positivo
n, dizemos que I é um ideal nilpotente de Λ. Um elemento x em Λ é dito
nilpotente, se existe um inteiro positivo m tal que xm = 0.

Um ideal I (à direita, à esquerda ou bilateral) próprio de Λ é dito maximal
se a existência de um ideal I ′ de Λ tal que I ⊆ I ′ ⊆ Λ, implica que I ′ = I ou
I ′ = Λ.

Se Λ tem um único ideal maximal à direita (ou à esquerda), dizemos que Λ é
uma K-álgebra local.

A interseção de todos ideais à direita (ou à esquerda) maximais de Λ é
chamada o radical de Jacobson, ou simplesmente radical da K-álgebra Λ
e será denotado por rad Λ. Note que rad Λ é um ideal de Λ. Consequentemente,
Λ/rad Λ é uma K-álgebra.

Proposição 1.19. Seja Λ uma álgebra.

1. rad(Λ/rad Λ) = 0.

2. Para qualquer idempotente g + rad Λ ∈ Λ/rad Λ, existe um idempotente e
tal que g − e ∈ rad Λ.

Demonstração. Veja [2], p. 5 e 19, Corolário 1.4 e Lema 4.4.

Seja Λ uma álgebra de dimensão finita. Se rad Λ = 0, dizemos que Λ é uma
K-álgebra semissimples. Pela Proposição anterior, Λ/rad Λ é um exemplo de
álgebra semissimples.

Proposição 1.20. Se Λ é uma K-álgebra de dimensão finita, então rad Λ é
nilpotente.

Demonstração. Veja [2], p. 8, Corolário 2.3.

1.2.2 Módulos sobre uma Álgebra

Definição 1.21. Seja Λ uma K-álgebra. Um Λ-módulo à direita é um par (X, ·),
onde X é um K-espaço vetorial e

· : X × Λ −→ X
(x, a) 7−→ xa

é uma operação binária, satisfazendo as seguintes condições:
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1. (x1 + x2)a = x1a+ x2a

2. x1(a+ b) = x1a+ x1b

3. x1(ab) = (x1a)b

4. x11 = x1

5. (x1λ)a = (x1a)λ

para todo x1, x2 ∈ X, a, b ∈ Λ e λ ∈ K. Similarmente, definimos Λ-módulo à
esquerda.

Notação: escreveremos X ao invés de (X, .).

Exemplo 1.22. Uma álgebra Λ é um Λ-módulo à direita (e à esquerda).

Daqui em diante um Λ-módulo será, a menos que seja especificado o contrário,
um Λ-módulo à direita e ficará entendido que todos os resultados válidos para
Λ-módulos à direita serão válidos, com algumas adaptações necessárias, para os
Λ-módulos à esquerda. Além disso, muitas vezes diremos simplesmente módulo
para se referir a um Λ-módulo.

Seja X um Λ-módulo. Um Λ-submódulo X ′ de X é K-subespaço vetorial
de X tal que x′a ∈ X ′ para todo x′ ∈ X ′ e todo a ∈ Λ. Se X é não-nulo e seus
únicos submódulos são 0 e o próprio X, dizemos que X é um módulo simples.

Dizemos que um módulo X tem dimensão finita se a dimensão dimK X do
K-espaço vetorial subjacente de X é finita.

Sejam X e Y Λ-módulos. Um Λ-homomorfismo f : X −→ Y é uma
aplicação K-linear tal que f(xa) = f(x)a para todo x ∈ X e a ∈ Λ. Se além
disso f é injetivo (respectivamente, sobrejetivo), f é chamado monomorfismo
(respectivamente, epimorfismo). Dizemos que f é um isomorfismo, se f é
bijetivo. Neste caso, X e Y são ditos isomorfos e escrevemos X ∼= Y .

Denotaremos por ModΛ a categoria cujos objetos são Λ-módulos e morfismos
são Λ-homomorfismos.

A soma direta dos Λ-módulos X1, . . . , Xs é a soma direta X1 ⊕ . . . ⊕ Xs

de K-espaços vetoriais munida de uma estrutura de Λ-módulo definida por
(x1, . . . , xs)a = (x1a, . . . , xsa), com x1 ∈ X1, . . . , xs ∈ Xs e a ∈ Λ.

Um Λ-módulo não-nulo X é dito indecomponível se não existem Λ-módulos
não-nulos X1 e X2 tais que X ≃ X1 ⊕X2.

Sejam X e Y objetos de ModΛ. O conjunto HomΛ(X, Y ) de todos os
Λ-homomorfismos de X para Y é um grupo abeliano aditivo, com a adição
f, g 7→ f + g dada por (f + g)(x) = f(x)+ g(x), para todo x ∈ X. O módulo {0}
é objeto zero de ModΛ.

Além disso, definindo a multiplicação escalar (f, λ) 7→ fλ por (fλ)(x) = f(xλ)
para todo f ∈ HomΛ(X, Y ), λ ∈ K e x ∈ X, temos que o conjunto HomΛ(X, Y )
é um K-espaço vetorial. Mais ainda, se X e Y são módulos de dimensão finita,
então HomΛ(X, Y ) é um K-espaço vetorial de dimensão finita.

Desta forma, prova-se que a composição de Λ-homomorfismos é K-bilinear.
Logo, ModΛ é uma K-categoria aditiva.

Agora, veremos que ModΛ é uma categoria abeliana. Seja f : X −→ Y
um Λ-homomorfismo. O núcleo, a imagem e o conúcleo de f são definidos,
respectivamente, por

Ker f = {x ∈ X : f(x) = 0}, Im f = {f(x) : x ∈ X} e Coker f = Y/Im f.
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Os Λ-homomorfismos inclusão i : Ker f −→ X, dado por i(x) = x, e projeção
p : Y −→ Coker f , dado por p(y) = y+Im f , são os morfismos núcleo e conúcleo
de f , respectivamente. Além disso, pode-se mostrar que X/Ker f ∼= Im f , isto
é, o Primeiro Teorema dos Isomorfismos é válido em ModΛ. Assim, podemos
concluir que ModΛ é uma categoria abeliana. Logo, ModΛ é uma K-categoria
abeliana.

Como ModΛ é uma K-categoria, pelo Exemplo 1.18, sabemos que End(X)
é uma álgebra, para todo Λ-módulo X. A seguir, apresentamos um lema que
relaciona X e End(X).

Lema 1.23. Sejam Λ uma K-álgebra e X um Λ-módulo.

1. Se a álgebra End(X) é local, então X é indecomponível.

2. Se X é indecomponível e tem dimensão finita, então a álgebra End(X) é
local e qualquer Λ-endomorfismo de X é nilpotente ou um isomorfismo.

Demonstração. Veja [2], p. 22, Corolário 4.8.

Sejam X um Λ-módulo e X ′ um subconjunto de X. Dizemos que X é gerado
por X ′ se

X = 〈X ′〉 =

{
∑

finita

x′iλi : λi ∈ Λ, x′i ∈ X ′, i ∈ Z
∗
+

}
.

Se X ′ é finito, X é dito finitamente gerado.
Denotaremos por modΛ a categoria cujos objetos são Λ-módulos finitamente

gerados. Observe que modΛ é uma subcategoria plena de ModΛ. Além disso,
modΛ é uma K-categoria abeliana Hom-finita.

A seguir, veremos um resultado fundamental na Teoria de Representações de
álgebras de dimensão finita.

Teorema 1.24 (Krull-Schmidt). Seja Λ uma álgebra.

1. Todo módulo em modΛ tem uma decomposição X ∼= X1 ⊕ . . . ⊕Xm, onde
X1, . . . , Xm são módulos indecomponíveis e cada álgebra de endomorfismo
End(Xj) é local para todo j = 1, . . . ,m.

2. Se X ∼=
⊕m

i=1Xi
∼=

⊕n

j=1X
′
j, onde Xi e X ′

j são indecomponíveis, então
m = n e existe uma permutação σ de {1, . . . , n} tal que Xi

∼= X ′
σ(i) para

cada i = 1, . . . , n.

Demonstração. Veja [2], p. 23.

Uma álgebra Λ como Λ-módulo admite uma decomposição Λ =
⊕n

i=1 eiΛ,
onde {ei : 1 ≤ i ≤ n} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais
primitivos de Λ, isto é,

e1 + e2 + . . .+ en = 1, eiej =

{
ei, se i = j
0, se i 6= j

e ei = ej + ek ⇒ ei = ej ou ei = ek.

respectivamente. Neste caso, cada eiΛ é um módulo indecomponível. Logo, pelo
Teorema 1.24, esta decomposição de Λ é única, a menos de isomorfismo e da
ordem dos somandos diretos.
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Se eiΛ 6∼= ejΛ para todo i 6= j, dizemos que Λ é uma álgebra básica. Uma
álgebra Λ é conexa se ela não é produto de duas álgebras.

Um Λ-módulo P é projetivo se, para qualquer epimorfismo p ∈ HomΛ(X, Y )
e qualquer h ∈ HomΛ(P, Y ), existe g ∈ HomΛ(P,X) tal que diagrama

P

h
��

g

~~
X p

// Y // 0

é comutativo. Dualmente, definimos um Λ-módulo injetivo.
Denotaremos por Proj Λ a subcategoria plena de ModΛ, formada por todos

Λ-módulos projetivos, e por proj Λ a subcategoria plena de modΛ, consistindo
de todos Λ-módulos finitamente gerados projetivos. Observe que proj Λ é uma
K-categoria aditiva Hom-finita.

Proposição 1.25. A soma direta de Λ-módulos
⊕

i∈I Pi é projetivo se, e somente
se, cada Pi é projetivo.

Demonstração. Veja [16], p 194, Proposição 3.5.

Um Λ-submódulo L de M é supérfluo se para cada Λ-submódulo X de M a
igualdade L+X =M implica X =M . Um epimorfismo h : P −→ X em modΛ
é chamado cobertura projetiva de X se P é projetivo e Ker h é supérfluo.

Uma sequência de homomorfismos de Λ-módulos

. . . //Mn−1
fn−1 //Mn

fn //Mn+1
// . . .

é chamada sequência exata se Im fn−1 = Ker fn para todo n. Uma sequência
exata é dita curta se ela é da forma

0 // L
f //M

g // N // 0 .

Teorema 1.26. Seja 0 // L1
f //M

g // L2
// 0 uma sequência exata

curta em modΛ. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. Existe um homomorfismo h : L2 −→M tal que gh = 1L2;

2. Existe um homomorfismo k :M −→ L1 tal que kf = 1L1;

3. M ∼= L1 ⊕ L2.

Demonstração. Veja [16], p. 177, Teorema 1.18.

Dizemos que uma sequência exata curta cinde se ela satisfaz as condições
equivalentes do Teorema 1.26.

Seja X um Λ-módulo. Dizemos que

. . . // Pm
pm // Pm−1

// . . . // P1
p1 // P0

// 0 (1.1)

é uma resolução projetiva de X se existe p0 ∈ HomΛ(P0, X) tal que

. . . // Pm
pm // Pm−1

// . . . // P1
p1 // P0

p0 // X // 0 (1.2)
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é uma sequência exata onde cada Pn, com n ∈ N∪{0}, é um Λ-módulo projetivo.
Se além disso pj : Pj −→ Ker pj−1, para todo j ≥ 1, e p0 : P0 −→ X são
coberturas projetivas, então (1.1) é uma resolução projetiva minimal de X.

Observação 1.27. Em geral, o núcleo de p0 em (1.2) é denotado por ΩX.

Proposição 1.28. Todo Λ-módulo X admite uma resolução projetiva minimal
em modΛ.

Demonstração. Veja [2], p. 30, Corolário 5.10.

Se um Λ-módulo X admite resolução projetiva finita,

0 // Pm
pm // Pm−1

// . . . // P1
p1 // P0

p0 // X // 0 , (1.3)

então o menor número inteiro não-negativo m tal que (1.3) é uma resolução
projetiva de X é chamado a dimensão projetiva de X e denotado por pdX.
Se não existe uma resolução projetiva finita de X, então pdX = ∞.

A dimensão global à direita de uma K-álgebra Λ é o número, caso exista,

r.gl.dimΛ = max{pdX;X ∈ModΛ}.

Neste caso, Λ é dita uma álgebra de dimensão global finita. Caso contrário,
dizemos que Λ tem dimensão global infinita e r.gl.dimΛ = ∞.

Uma álgebra Λ é dita hereditária à direita se a dimensão global de Λ é no
máximo 1, isto é, r.gl.dim Λ ≤ 1.

Seja X um Λ-módulo. O radical (de Jacobson) rad X de X é a interseção
de todos submódulos maximais de X.

A próxima Proposição apresenta as principais propriedades do radical.

Proposição 1.29. Sejam X, Y módulos em modΛ.

1. rad (X ⊕ Y ) = rad X ⊕ rad Y .

2. Se f ∈ HomΛ(X, Y ), então f(rad X) ⊆ rad Y .

3. Xrad Λ = rad X.

Demonstração. Veja [2], p. 15, Proposição 3.7.

O próximo resultado fornece uma nova definição para um Λ-submódulo
supérfluo em modΛ.

Lema 1.30. (Lema de Nakayama para Módulos) Seja P um Λ-submódulo de X.

1. Se P é supérfluo então P ⊆ rad X.

2. Se P é finitamente gerado e P ⊆ rad X então P é supérfluo.

Demonstração. Veja [23], p. 57.

Corolário 1.31. Seja P um Λ-submódulo de X em modΛ. Então P é supérfluo
se, e somente se, P ⊆ rad X.
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Seja X um Λ-módulo. Dizemos que x ∈ X é um elemento nilpotente se
existe um inteiro m ≥ 1 tal que xm = 0.

Proposição 1.32. Seja X um Λ-módulo. Se f é um elemento nilpotente de
End(X), então 1X − f é um automorfismo de X.

Demonstração. Por hipótese, existe um inteiro m ≥ 1 tal que fm = 0. Com isso,

1X = 1X − fm = (1X − f)(1 + f + . . .+ fm−1).

Claramente, temos também (1 + f + . . . + fm−1)(1X − f) = 1X . Logo 1X − f é
um automorfismo de X.

Observação 1.33. Na Teoria de Módulos sobre Anéis, se R é um anel artiniano
e a R-álgebra Λ é um R-módulo finitamente gerado, Λ é dita uma álgebra de
Artin. Devido à sua grande importância na Teoria Representações, ao longo
deste trabalho, Λ é uma álgebra de Artin.

1.3 Categorias Krull-Schmidt

Na seção anterior, apresentamos o Teorema Krull-Schmidt na categoriamodΛ,
o qual assegura a existência de uma única decomposição, a menos de isomorfismo
e permutação, de um Λ-módulo como soma direta de Λ-módulos indecomponíveis
cujos anéis de endomorfismos são locais.

Nesta seção, abordaremos de forma sucinta as Categorias Krull-Schmidt,
as quais satisfazem o equivalente ao Teorema Krull-Schmidt. Nosso principal
objetivo é mostrar que proj Λ é uma categoria Krull-Schmidt. Uma exposição
mais detalhada dos assuntos tratados aqui pode ser encontrada em [20] e [22].

1.3.1 Morfismos Idempotentes e Objetos Indecomponíveis

Sejam C uma categoria e ϕ ∈ EndC(X,X). Se ϕ2 = ϕ, dizemos que ϕ é um
idempotente. Suponhamos que existam morfismos p : X −→ Y e u : Y −→ X
em C tais que pu = 1Y e up = ϕ. Assim, ϕ é um idempotente, pois

ϕ2 = (up)(up) = u(pu)p = u1Y p = up = ϕ

Neste caso, ϕ é dito um idempotente que cinde.

Lema 1.34. Sejam C uma categoria aditiva e ϕ um idempotente em EndC(X).

1. 1X − ϕ é um morfismo idempotente.

2. ϕ cinde se, e somente se, 1X − ϕ tem núcleo.

3. ϕ cinde se, e somente se, 1X − ϕ tem conúcleo.

4. Se (X1, u1) e (X2, u2) são os núcleos de 1X −ϕ e ϕ, respectivamente, então
X = X1 ⊕X2 com inclusões canônicas u1 e u2.
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Demonstração. 1. Como ϕ é idempotente, 1X − ϕ também o é, pois

(1X − ϕ)2 = (1X − ϕ)(1X − ϕ) = 1X − ϕ− ϕ+ ϕ2 = 1X − 2ϕ+ ϕ = 1X − ϕ.

2. Se ϕ cinde, existem morfismos p : X −→ Y e u : Y −→ X em C tais que
pu = 1Y e up = ϕ. Assim, (X,ϕ) é o núcleo de 1X − ϕ. De fato,

(1) (1X − ϕ)ϕ = ϕ− ϕ2 = ϕ− ϕ = 0;

(2) Seja um morfismo h : Z −→ X em C tal que (1X − ϕ)h = 0. Assim,
h : Z −→ X é o único morfismo em C tal que h = ϕh.

X
ϕ //

0

%%
X

1X−ϕ // X

Z

h

OO

h

cc

0

;;

Reciprocamente, suponhamos que (Y, u) seja o núcleo de 1X − ϕ. Como
(1X − ϕ)ϕ = 0, existe um morfismo p : X −→ Y em C tal que o diagrama

Y u //

0

%%
X

1X−ϕ // X

X

ϕ

OO

p

cc

0

;;

é comutativo, isto é, up = ϕ. Agora, note que (1X − ϕ)u = 0, isto é, ϕu = u.
Assim, upu = ϕu = u, donde obtemos pu = 1X , pois u é um monomorfismo.
Logo, ϕ é um idempotente que cinde.
3. Prova análoga a anterior.
4. Pelo item 2, 1X − ϕ e ϕ cindem, isto é, existem morfismos p1 : X −→ X1 e
p2 : X −→ X2 em C tais que

u1p1 = ϕ, p1u1 = 1X1 , u2p2 = 1X − ϕ e p2u2 = 1X2 .

Logo, u1p1 + u2p2 = 1X . Além disso, temos ϕu1 = u1p1u1 = u11X1 = u1. Assim,

u2p2u1 = (1X − ϕ)u1 = u1 − ϕu1 = 0,

donde obtemos p2u1 = 0, pois u2 é um monomorfismo. Por outro lado, note que

u1p1u2 = ϕu2 = ϕu2 − u2 + u21X2 = ϕu2 − (1X − u2p2)u2 = ϕu2 − ϕu2 = 0.

Com isso, p1u2 = 0, u1 é um monomorfismo. Portanto, X = X1 ⊕X2.

Corolário 1.35. Todo idempotente de uma categoria abeliana C cinde.

Demonstração. Seja ϕ : X −→ X um idempotente de C. Como C é uma categoria
abeliana, 1X − ϕ tem núcleo. Logo, pelo item 2 do Lema 1.34, ϕ cinde.
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Um objeto X em uma categoria aditiva C é dito indecomponível se X não
é o objeto zero de C e se sempre que X ∼= X1⊕X2 implica que X1 = 0 ou X2 = 0.

Proposição 1.36. Seja X um objeto de uma categoria aditiva C, na qual todo
idempotente cinde. Então, X é indecomponível se, e somente se, 0 e 1X são os
únicos idempotentes de End(X).

Demonstração. (⇒) Seja ϕ : X → X um idempotente de End(X). Pelo item
1 do Lema 1.34, 1X − ϕ também é um idempotente de End(X). Por hipótese,
1X − ϕ cinde. Assim, pelos itens 2 e 4 do Lema 1.34, ϕ = 1X − (1X − ϕ) possui
núcleo (Ker ϕ, u) e Ker ϕ é um somando direto de X com inclusão canônica u.
Como X é indecomponível, Ker ϕ = X ou Ker ϕ = 0. No primeiro caso, como
u é uma inclusão canônica, temos u = 1X . Logo, ϕ = ϕ1X = 0. Já no segundo
caso, ϕ é um monomorfismo pelo Lema 1.11. Portanto, ϕ = 1X , pois ϕ2 = ϕ.
(⇐) Seja X1 um somando direto de X. Assim, existem morfismos u1 : X1 → X

e p1 : X → X1 em C tais que p1u1 = 1X1 . Note que u1 é um monomorfismo
e p1 é um epimorfismo. Além disso, u1p1 é um idempotente de End(X). Por
hipótese, u1p1 = 0 ou u1p1 = 1X . Pela primeira igualdade, obtemos p1 = 0, pois
u1 é um monomorfismo. Assim, (X1, 1X1) é o conúcleo de p1. De fato, temos
1X1p1 = p1 = 0. Mais ainda, dado um morfismo g : X1 −→ Z em C tal que
gp1 = 0, g é o único morfismo em C fazendo o seguinte diagrama comutar:

X
p1 //

0

&&
X1

1X1 // X1

Z
��

g

zz
g

$$
0

Como p1 é um epimorfismo, pelo Lema 1.11, X1 = 0. Pela segunda igualdade,
obtemos que u1 é um isomorfismo, isto é, X1

∼= X. Logo, X é indecomponível.

Observação 1.37. Na volta (⇐) da Proposição 1.36 não usamos o fato que
todo idempotente cinde em C. Logo, se 0 e 1X são os únicos idempotentes de
End(X), então X é indecomponível, para todo objeto X de uma categoria aditiva
C qualquer.

1.3.2 Categorias Krull-Schmidt

Definição 1.38. Uma categoria Krull-Schmidt é uma categoria aditiva tal que
todo objeto X admite uma decomposição finita X ∼= ⊕m

i=1Xi, onde cada Xi é um
objeto indecomponível e cada anel End(Xi) é local, para todo i = 1, . . . ,m.

Exemplo 1.39. Pelo Teorema 1.24 modΛ é uma categoria Krull-Schmidt.

Observação 1.40. Assim como no item 2 do Teorema da Decomposição Única
(Teorema 1.24) em modΛ, pode-se provar que a decomposição X ∼= ⊕m

i=1Xi de
um objeto X determinada na definição de Categoria Krull-Schmidt é única, a
menos de isomorfismos e permutações. Uma prova para isto pode ser encontrada
no Teorema 4.2 em [20].
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A partir de agora, daremos definições e resultados a fim de mostrarmos que
proj Λ é uma categoria Krull-Schmidt, onde Λ é uma álgebra de dimensão finita.

Um anel R é dito semiperfeito se R/rad R é um anel semissimples e
os idempotentes de R/rad R levantam módulo rad R, isto é, para qualquer
idempotente g+R ∈ R/rad R existe um idempotente e ∈ R tal que g−e ∈ rad R.

Exemplo 1.41. Como uma álgebra de dimensão finita semissimples é um
anel semissimples, pelo Lema 1.19, toda álgebra de dimensão finita é um anel
semiperfeito.

Usando a definição anterior e idempotentes que cindem, Krause, em
[20](veja Corolário 4.4), fornece uma caracterização das categorias Krull-Schmidt
enunciada na próxima proposição.

Proposição 1.42. Uma categoria aditiva C é Krull-Schmidt se, e somente se,
todo idempotente de C cinde e EndC(X) é um anel semiperfeito, para todo
X ∈ obj(C).

Corolário 1.43. Uma K-categoria aditiva Hom-finita C é Krull-Schmidt se, e
somente se, todo idempotente de C cinde.

Demonstração. No Exemplo 1.18, vimos que EndC(X) é uma álgebra de dimensão
finita. Assim, pelo Exemplo 1.41, segue que EndC(X) é um anel semiperfeito.
Logo, a Proposição 1.42 completa a demonstração.

Observação 1.44. Como modΛ é uma K-categoria abeliana Hom-finita,
poderíamos provar que modΛ é uma categoria Krull-Schmidt usando os
Corolários 1.35 e 1.43.

Lema 1.45. Seja C ′ uma subcategoria plena de uma categoria aditiva C, na qual
todo idempotente cinde. Todo idempotente em C ′ cinde se, e somente se, C ′ é
fechada para somandos diretos.

Demonstração. Suponha que todo idempotente de C ′ cinde e seja Y ∈ obj(C)
um somando direto de X ′ ∈ obj(C ′). Assim, existem morfismos u : Y −→ X ′

e p : X ′ −→ Y em C tais que pu = 1Y . Desta forma, ϕ = up : X ′ −→ X ′ é
idempotente em C ′. Por hipótese ϕ cinde, isto é, existem morfismos u′ : Y ′ −→ X ′

e p′ : X ′ −→ Y ′ em C ′ tais que p′u′ = 1Y ′ e u′p′ = ϕ. Pela primeira igualdade,
note que Y ′ ∈ obj(C ′) é um somando direto de X ′.

Com isso, basta mostrarmos que Y é isomorfo Y ′ em C. De fato, sejam
f = p′u : Y −→ Y ′ e g = pu′ : Y ′ −→ Y em C. Temos

fg = (p′u)(pu′) = p′ϕu′ = p′u′p′u′ = 1Y ′

e
gf = (pu′)(p′u) = pϕu = pupu = 1Y ,

como queríamos. Logo, C ′ é fechada para somandos diretos.
Reciprocamente, suponhamos que C ′ é fechada para somandos diretos e seja

ϕ′ : X ′ −→ X ′ um idempotente de C ′. Notemos que ϕ′ também é um idempotente
de C, pois C ′ é uma subcategoria de C. Assim ϕ′ cinde em C, isto é, existem
morfismos u : Y −→ X ′ e p : X ′ −→ Y em C tais que

up = ϕ e pu = 1Y (1.4)
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Pela segunda igualdade, sabemos que Y é um somando direto deX ′. Por hipótese,
Y é um objeto de C ′. Como C ′ é uma subcategoria plena de C, temos que u e p
são morfismos de C ′. Logo, por (1.4), ϕ′ é um idempotente que cinde em C ′.

Exemplo 1.46. Seja Λ uma K-álgebra de dimensão finita. Como a categoria
abeliana modΛ é Krull-Schmidt, todos seus idempotentes cindem pela Proposição
1.42. Sabendo que proj Λ é fechada para somandos diretos (veja a Proposição
1.25) e é uma subcategoria plena de modΛ, pelo lema 1.45, todo idempotente em
proj Λ cinde. Além disso, como proj Λ é uma K-categoria aditiva Hom-finita,
pelo Corolário 1.43, proj Λ é uma categoria Krull-Schmidt.

1.4 Complexos

Nesta seção, apresentamos de forma breve a categoria dos complexos. Em
particular, discutiremos sobre complexos radicais, nosso principal objeto de
estudo nesse texto. Para o leitor mais interessado nos assuntos tratados aqui,
recomendamos [25] e [26].

Definição 1.47. Um complexo (X, dX) sobre uma categoria A é uma coleção
de objetos, chamados células de X e morfismos chamados diferenciais em A

(X, dX) : . . . // X i−1
di−1
X // X i

diX // X i+1 // . . .

tais que diXd
i−1
X = 0, para todo i ∈ Z. Às vezes, denotaremos (X, dX) por X.

Um morfismo de complexos f = (f i)i∈Z : X −→ Y é uma sequência de
morfismos f i : X i −→ Y i, chamados componentes de f , tais que, para todo
i ∈ Z, f i+1diX = diY f

i, isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

X :

f

��

. . . // X i−1
di−1
X //

f i−1

��

X i
diX //

f i

��

X i+1

f i+1

��

// . . .

Y : . . . // Y i−1

di−1
Y

// Y i

diY

// Y i+1 // . . .

A composição gf de morfismos de complexos f : X −→ Y e g : Y −→ Z,
definida por (gf)i = gif i para todo i ∈ Z, é um morfismo de complexos.

X : . . .

f

��
gf

��

// X i−1
di−1
X //

f i−1

��

X i
diX //

f i

��

X i+1

f i+1

��

// . . .

Y : . . .

g

��

// Y i−1
di−1
Y //

gi−1

��

Y i
diY //

gi

��

Y i+1 //

gi+1

��

. . .

Z : . . . // Zi−1

di−1
Z

// Zi

diZ

// Zi+1 // . . .

Com isso, obtemos uma categoria C(A) cujos os objetos são complexos sobre A,
com morfismos e a composição dos mesmos definidos anteriormente.
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As principais subcategorias plenas de C(A) são:

C+(A) = {X ∈ C(A) : X i = 0, ∀i < m, para algum m ∈ Z}

C−(A) = {X ∈ C(A) : X i = 0, ∀i > m, para algum m ∈ Z}

Cb(A) = C−(A) ∩ C+(A).

Os complexos em C+(A), C−(A), Cb(A) são chamados limitados inferiormente,
limitados superiormente e limitados, respectivamente.

Em geral, se A é uma categoria abeliana, então C(A) também o é. Para
exemplificar, consideremos A = modΛ, onde Λ é uma álgebra sobre um corpo K.
O objeto zero em C(A) é o complexo com cada célula igual ao objeto zero de A. A

soma direta de complexos (X, dX) e (Y, dY ) é o complexo

(
X ⊕ Y,

(
dX 0
0 dY

))
.

Se f ∈ HomC(A)(X, Y ), então o núcleo de f é o complexo

(Ker f, δ) : . . . // Ker f i−1 δi−1
// Ker f i δi // Ker f i+1 // . . .

onde δi = diX |Ker f i para todo i ∈ Z. O morfismo núcleo de f é o morfismo
de complexos u = (ui)i∈Z : Ker f −→ X, onde cada ui é o morfismo núcleo
de f i em A. Dualmente, definimos o conúcleo Coker f e o morfismo conúcleo
p : Y −→ Coker f de f em C(A).

Sejam X um objeto de A e i ∈ Z. Definimos o complexo concentrado no
nível i (X(i), dX(i)), onde X(i)i = X e zero caso contrário, e dnX(i) = 0, ∀n ∈ Z.
Para cada i ∈ Z, temos um monomorfismo (também chamado de mergulho) fiel
de A em C(A), denotado por A →֒ C(A).

Seja n ∈ Z. Dado o complexo X : . . . // X i−1
di−1
X // X i

diX // X i+1 // . . .
definimos os seguintes complexos:

X≤n : . . . // Xn−2
dn−2
X // Xn−1

dn−1
X // Xn // 0 // . . .

X≥n : . . . // 0 // Xn
dnX // Xn+1

dn+1
X // Xn+2 // . . .

Tais complexos são chamados truncamentos de X.
Seja X um complexo em C(A), onde A = modΛ. A i-ésima cohomologia

de X é dada por

H i(X) =
Ker diX
Im di−1

X

.

Para todo i ∈ Z, H i(X) está bem definida pois Im di−1
X ⊂ Ker diX .
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Proposição 1.48. Para cada i ∈ Z,

H i(−) : C(A) −→ A

X

f

��
Y

7−→

H i(X) =
Ker diX
Im di−1

X

Hi(f)

��

H i(Y ) =
Ker diY
Im di−1

Y

x
❴

��

f i(x)

é um funtor.

Demonstração. Veja [25], p. 818, Proposição 10.37.

Considere A = modΛ. A seguir definimos morfismos radicais em A e
complexos radicais em C(A).

Definição 1.49. Um morfismo f : X −→ Y em A é um morfismo radical se
Im f ⊂ rad Y . Dizemos que um complexo (X, dX) em C(A) é um complexo
radical se Im diX ⊂ rad X i+1 para todo i ∈ Z, isto é, cada diferencial é um
morfismo radical.

Proposição 1.50. O conjunto I de todos morfismos radicais é um ideal de A.

Demonstração. De fato,

1. Sejam os objetos X, Y em A e f, g ∈ I(X, Y ). O morfismo nulo 0 pertence
a I(X, Y ), pois Im 0 = 0 ⊂ rad Y , visto que rad Y é um subgrupo de Y .
Além disso, (f − g)(X) = f(X)− g(X) ⊂ rad Y .

Logo, I(X, Y ) é um subgrupo aditivo de HomA(X, Y );

2. Sejam f ∈ I(Z, Y ) e g ∈ HomA(X,Z). Temos

Im fg = fg(X) = f(Im g) ⊂ f(Z) = Im f ⊂ rad Y

isto é, fg ∈ I(X, Y ). Por outro lado, suponha que f ∈ HomA(Z, Y ) e
g ∈ I(X,Z). Pela Proposição 1.29, temos

fg(X) = f(Im g) ⊂ f(radZ) ⊂ radY

isto é, fg ∈ I(X, Y ).

Proposição 1.51. Seja Λ uma álgebra de dimensão finita. Se f : X −→ X é
um morfismo radical em modΛ, então f é nilpotente.

Demonstração. Como f é um morfismo radical, temos

f(X) ⊆ radX = XradΛ, (1.5)
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onde a igualdade é obtida pela Proposição 1.29. Agora, suponhamos que
f l−1(X) ⊆ Xradl−1 Λ, para algum l ∈ N. Assim,

f l(Xn) = f(f l−1(X)) ⊆ f(Xradl−1 Λ) = f(X)radl−1 Λ
(1.5)

⊆ Xradl Λ.

Logo, por indução, provamos que fm(X) ⊆ Xradm Λ, para todo m ∈ N. Como
radΛ é nilpotente, visto que Λ é uma álgebra de dimensão finita (Proposição
1.20), f é nilpotente.

Corolário 1.52. Seja Λ uma álgebra de dimensão finita. Se f : X −→ X é um
morfismo radical em modΛ, então 1X − f é um automorfismo.

Demonstração. Segue diretamente das Proposições 1.51 e 1.32.

1.5 Álgebra de Caminhos e Representações

Nesta seção, estudaremos algumas noções de Teoria de Representações. Para
maiores detalhes recomendamos [2] e [4].

Um quiver é uma quádrupla Q = (Q0, Q1, s, t), onde:

1. Q0 e Q1 são conjuntos cujos elementos são chamados vértices e flechas,
respectivamente.

2. s, t : Q1 −→ Q0 são aplicações que associam cada flecha α ∈ Q1 aos seus
vértices inicial a = s(α) e final b = t(α) em Q0, respectivamente. Tais
flechas α ∈ Q1 são denotadas por α : a→ b.

Em geral, denotaremos um quiver Q = (Q0, Q1, s, t) simplesmente por Q.
Um quiverQ dito finito seQ0 eQ1 são conjuntos finitos. Se o grafo subjacente

de Q é conexo, dizemos que Q é conexo.
A menos de menção ao contrário todo quiver Q é finito.
Seja Q = (Q0, Q1, s, t) um quiver e a, b ∈ Q0. Um caminho não-trivial w

de comprimento l ≥ 1 de a para b é uma sequência de flechas αlαl−1 . . . α1 em Q1

tal que o s(α1) = a, t(αk) = s(αk+1)(1 ≤ k < l) e t(αl) = b. Graficamente, temos

a
α1 // t(α1)

α2 // t(α2) // . . . t(αl−1)
αl // b .

Neste caso, dizemos que s(α1) = a e t(αl) = b são o início e o término de w,
respectivamente. O caminho não-trivial w é chamado ciclo sempre que seus início
e término coincidem. Um quiver Q é dito acíclico se não possui ciclos.

Além disso, a cada vértice a em Q0 associamos um caminho de comprimento
zero, chamado caminho trivial e denotado por εa.

Desta forma, definimos a multiplicação de dois caminhos w = αlαl−1 . . . α1 e
w′ = βkβk−1 . . . β1 como

w · w′ =

{
ww′ = αl . . . α1βk . . . β1, se t(w′) = βk = α1 = s(w)

0, caso contrário
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SejamK um corpo e Q um quiver. DenotamosKQ oK-espaço vetorial gerado
pelo conjunto de todos os caminhos em Q, isto é, cujos elementos são unicamente
da forma ∑

i

λiwi,

onde λi ∈ K, com λi 6= 0 para uma quantidade finita de índices i e wi é um
caminho em Q. Estendendo por linearidade e distributividade a multiplicação
definida anteriormente, verifica-se que KQ é uma álgebra associativa cujo o
elemento identidade é 1 =

∑
a∈Q0

εa. Neste caso, KQ é chamada álgebra de

caminhos de Q.
A álgebra de caminhos KQ é conexa se, e somente se, o quiver Q é conexo.
Seja Q um quiver. O ideal flecha de KQ é gerado (como ideal) por todas as

flechas α ∈ Q1 de Q e denotado por RQ. Um ideal I de KQ é dito admissível
se existe um inteiro m > 1 tal que Rm

Q ⊆ I ⊆ R2
Q.

Uma relação ρ em um quiver Q é um elemento da álgebra de caminhos KQ
dado pela K-combinação linear de caminhos de comprimento maior do que um e
com mesmos vértices inicial e final.

Seja I um ideal admissível. É sabido que I é gerado por um conjunto finito
de relações {ρ1, . . . , ρn}. Assim, o par (Q, I) é dito um quiver limitado pelas
relações {ρ1, . . . , ρn} e álgebra quociente KQ/I é dita álgebra do quiver
limitado por relações (Q, I).

Exemplo 1.53. Seja Q o quiver

1λ 99

2
β

��

3
δ

__ 4

γ��

α
__

O ideal I gerado por {βα−δλ, λβ, λ3} é admissível. Neste caso, (Q, I) é o quiver
limitado pelas relações ρ1 = βα− δλ, ρ2 = λβ e ρ3 = λ3.

A seguir, apresentamos o Teorema de Gabriel que estabelece uma relação
entre uma álgebra de dimensão finita tendo determinadas condições com um
quiver limitado por relações.

Teorema 1.54. Seja K um corpo algebricamente fechado. Toda K-álgebra Λ de
dimensão finita básica e conexa é isomorfa à uma álgebra KQ/I de um quiver
limitado por relações (Q, I).

Até agora, percebemos que as álgebras isomorfas às álgebras de caminhos de
um quiver Q podem ser estudadas por meio do próprio quiver Q. Agora, por meio
de representações veremos como os quivers são úteis para o estudos dos módulos
sobre uma álgebra.

Sejam K um corpo e Q um quiver. Uma representação M = (Ma, ϕα) de
Q é definida da seguinte forma:

1. A cada vértice a em Q0 é associado um K-espaço vetorial Ma;
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2. A cada flecha α : a −→ b em Q1 é associada uma transformação linear
ϕα :Ma −→Mb.

Sejam M = (Ma, ϕα) e M ′ = (M ′
a, ϕ

′
α) representações de um quiver Q. Um

morfismo de representações f : M −→ M ′ é uma família de transformações
lineares (fa : Ma −→ M ′

a)a∈Q0 tais que, para cada flecha α : a −→ b, o seguinte
diagrama é comutativo:

Ma

ϕα //

fa
��

Mb

fb
��

M ′
a ϕ′

α

//M ′
b

A composição de morfismos de representações f = (fa)a∈Q0 : M −→ M ′ e
g = (ga)a∈Q0 : M ′ −→ M ′′ dada por gf = (gafa : M −→ M ′′)a∈Q0 também é um
morfismo de representações.

Ma

ϕα //

fa
��

Mb

fb
��

M ′
a

ϕ′
α //

ga

��

M ′
b

gb

��
M ′′

a ϕ′′
α

//M ′′
b

Com isso, definimos a categoria RepK(Q) de representações de Q e a
subcategoria plena repK(Q) de RepK(Q) formada pelas representações de
dimensão finita M = (Ma, ϕα), isto é, cada Ma é um K-espaço vetorial de
dimensão finita. Prova-se que RepK(Q) e repK(Q) são K-categorias abelianas
e que são equivalentes às categorias ModΛ e modΛ, respectivamente.

Assim, podemos determinar os módulos injetivos, projetivos e simples
indecomponíveis como representações do quiver (Q, I).

Proposição 1.55. Seja a um vértice em Q0. Um Λ-módulo simples S(a)
corresponde à representação (S(a)b, ϕα) de Q dada por

S(a)b =

{
K, se a = b
0, se a 6= b

e ϕα = 0, ∀α ∈ Q1.

Demonstração. Ver [2], p. 76.

Proposição 1.56. Um Λ-módulo projetivo indecomponível corresponde à
representação (P (a)b, ϕβ), onde P (a)b é o K-espaço vetorial cuja base B é o
conjunto de todos w = w + I, com w um caminho de a para b e para cada
β : b −→ c ∈ Q1,

ϕβ : P (a)b −→ P (a)c
w 7−→ βw

,

para cada w ∈ B. O radical de um Λ-módulo projetivo indecomponível corresponde
à representação (P ′(a)b, ϕ

′
β), onde P ′(a)b com b = a é o K-espaço vetorial com

base o conjunto de todos w = w+ I, com w um caminho não-trivial de a para a,
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P ′(a)b = P (a)b para b 6= a, e para cada β : b −→ c ∈ Q1,

ϕ′
β =

{
ϕβ|P ′(a)b , se b = a
ϕβ, se b 6= a

onde ϕβ|P ′(a)b é a restrição de ϕβ ao K-espaço vetorial P ′(a)b.

Demonstração. Ver [2], p. 79, Lema 2.4.

Proposição 1.57. Um Λ-módulo injetivo indecomponível corresponde à
representação (I(a)b, ϕβ), onde I(a)b é o dual do K-espaço vetorial cuja base
B′ é o conjunto de todos w = w + I, com caminhos w de b para a e para cada
β : b→ c ∈ Q1, ϕβ é dada pelo dual da multiplicação à esquerda por β.

Demonstração. Ver [2], p. 81, Lema 2.6.

Exemplo 1.58. Seja Q o quiver

1
• oo β 2

• oo α 3
•

A álgebra de caminhos KQ é gerada pelo conjunto {ε1, ε2, ε3, β, α, αβ}.
Observemos que KQ é isomorfa à álgebra de matrizes triangulares inferiores 3×3

T3(K) =




K 0 0
K K 0
K K K


 =








a 0 0
b c 0
d e f


 : a, b, c, d, e, f ∈ K



 ,

onde o isomorfismo é induzido da aplicação K-linear dada por

εi 7→ Eii, β 7→ E21, α 7→ E32, βα 7→ E31

com i = 1, 2, 3, onde Ejk é a matriz 3 × 3 com 1 na entrada jk e 0 nas demais
entradas.

Com base nas Proposições 1.55, 1.56 e 1.57, temos a lista de KQ-módulos
simples, projetivos e injetivos indecomponíveis:

P (1) = radP (2) = K oo 0 oo 0 = S(1)

P (2) = K oo 1
K oo 0 = radP (3)

P (3) = K oo 1
K oo 1

K = I(1)

I(2) = 0 oo K oo 1
K

I(3) = 0 oo 0 oo K = S(3)

S(2) = 0 oo K oo 0

1.6 Sequência e Quiver de Auslander-Reiten

As sequências de Auslander-Reiten (também chamadas sequências quase
cindidas) foram introduzidas, na década de 70, por Maurice Auslander e Idun
Reiten na categoria modΛ, onde Λ é uma álgebra Artin. Elas são fundamentais
nessa categoria, uma vez que permitem descrever os módulos indecomponíveis e
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os morfismos irredutíveis entre os mesmos. Isto possibilita a construção do quiver
de Auslander-Reiten, o qual reúne informações importante sobre modΛ.

Nesta seção, apresentamos de forma sucinta as sequências de Auslander-Reiten
e o Quiver de Auslander-Reiten. Para o leitor mais interessado em tais assuntos,
recomendamos o capítulo IV de [2].

Inicialmente, definiremos morfismos irredutíveis em uma categoria aditiva A.

Definição 1.59. Seja f : X −→ Y um morfismo em uma categoria aditiva A.
Dizemos que f é mono cindido (resp. epi cindido) se existe um morfismo
k : Y −→ X em A tal que kf = 1X (resp. fk = 1Y ). Por outro lado, f é
dito irredutível, se não é mono cindido nem epi cindido e se qualquer fatoração
f = hg implica que ou g é mono cindido ou h é epi cindido.

Agora, apresentamos um resultado importante sobre morfismos irredutíveis
entre módulos indecomponíveis na categoria aditiva modΛ.

Lema 1.60. Sejam X e Y módulos indecomponíveis em modΛ. Um morfismo
f ∈ HomΛ(X, Y ) é irredutível se, e somente se, f ∈ radΛ(X, Y ) \ rad2Λ(X, Y ).

Demonstração. Veja [2], p. 100, Lema 1.6.

Sejam X e Y módulos indecomponíveis em modΛ. Pelo Lema anterior, o
K-espaço vetorial quociente

Irr(X, Y ) = radΛ(X, Y )/rad2Λ(X, Y ),

chamado Espaço dos Morfismos Irredutíveis, determina o número de
morfismo irredutíveis de X para Y .

No capítulo 3, daremos mais detalhes sobre morfismos irredutíveis em uma
categoria. Agora, definiremos uma sequência de Auslander-Reiten.

Uma sequência exata curta 0 // X
f // Y

g // Z // 0 em modΛ é dita
uma sequência de Auslander-Reiten se X e Y são indecomponíveis, e f e g
são morfismos irredutíveis.

Seja Λ uma K-álgebra de dimensão finita, básica e conexa. O quiver Γ(modΛ)
de modΛ, chamado quiver de Auslander-Reiten de Λ, é definido como segue:

1. Os vértices de Γ(modΛ) são as classes de isomorfismos [X] de módulos
indecomponíveis X em modΛ.

2. Sejam [X] e [Y ] vértices em Γ(modΛ) correspondentes aos módulos
indecomponíveis X e Y em modΛ. As flechas [X] −→ [Y ] estão em
correspondência bijetiva com os vetores de uma base de Irr(X, Y ).

Denotaremos as classes de isomorfismos [X] simplesmente por X.

Exemplo 1.61. Seja Λ a álgebra de caminhos do quiver Q dado por

1
• oo β 2

• oo α 3
•
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Pelo Exemplo 1.58, temos uma lista de KQ-módulos indecomponíveis simples,
projetivos e injetivos:

P (1) = radP (2) = K oo 0 oo 0 = S(1)

P (2) = K oo 1
K oo 0 = radP (3)

P (3) = K oo 1 K oo 1 K = I(1)

I(2) = 0 oo K oo 1
K

I(3) = 0 oo 0 oo K = S(3)

S(2) = 0 oo K oo 0

O quiver de Auslander-Reiten Γ(modΛ) de Λ é dado por

P (1)
•

f
??
P (2)
•

q

��

g
??
P (3)
•

p

��

S(2)
•

j
??
I(2)
•

r

��
S(3)
•

Maiores detalhes sobre a construção deste quiver pode ser encontrada no
capítulo IV de [2]. No entanto, destacaremos alguns elementos do quiver. Cada
morfismo no quiver Γ(modΛ) é irredutível. As sequências de Auslander-Reiten
neste quiver são:

0 // P (1)
f // P (2)

q // S(2) // 0 (1.6)

0 // P (2)

(

q g
)t

// S(2)⊕ P (3)

(

j p
)

// I(2) // 0 (1.7)

0 // S(2)
j // I(2) r // S(3) // 0 . (1.8)

Neste caso, os morfismos f , g e j são morfismos inclusões e p, q e r são morfismos
projeções.

Exemplo 1.62. Seja Λ a álgebra de caminhos do quiver Q dado por

1
• oo β 2

• oo α 3
•

com relação βα = 0. Em [15](veja pág. 15), vemos que o quiver de Auslander-
Reiten Γ(modΛ) de Λ é dado por
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P (1)
•

f ��
P (2)
•

q

??
S(2)
•

j
??
P (3)
•

r

��
S(3)
•

Agora, apenas (1.6) e (1.8) são sequências de Auslander-Reiten no quiver
Γ(modΛ). Neste quiver, f e j são morfismos inclusões e r e q são morfismos
projeções assim como no quiver do exemplo anterior.

Entretanto, neste quiver, apesar de ainda termos P (1) = rad P (2), agora
temos rad P (3) = S(2).



Capítulo 2

Categoria Triangulada

Na Teoria de Categorias, existem categorias importantes que não são abelianas
e, consequentemente, não possuem sequências exatas curtas. No entanto, algumas
destas categorias possuem uma estrutura de categoria triangulada e triângulos
(distinguidos) que desempenham um papel semelhante ao das sequências exatas
curtas nas categorias abelianas.

Neste capítulo, apresentaremos as principais definições e resultados sobre
Categorias Trianguladas. Ao final, apresentaremos dois exemplos de categorias
trianguladas, a saber, as categorias homotópica e derivada de uma categoria
aditiva. Mais detalhes sobre Categorias Trianguladas podem ser encontrados
em [10] e [13] (veja também [7]).

2.1 Categoria Triangulada

Sejam C uma categoria aditiva e T um automorfismo de C, denominado funtor
translação.

Definição 2.1. Um triângulo em C é uma sêxtupla (X, Y, Z, u, v, w)
representada por

X
u // Y

v // Z
w // T (X) ,

onde X, Y, Z ∈ obj(C) e u, v e w são morfismos de C, o qual será denotado,
quando não houver confusão, por (u, v, w).

Na literatura, o triângulo (u, v, w) é representado por

Z
w

~~
X u

// Y

v
``

lembrando que w é um morfismo de Z para T (X) em C.

Definição 2.2. Dizemos que uma tripla (f, g, h) de morfismos em C é um
morfismo de triângulos de (u, v, w) para (u′, v′, w′) se o diagrama

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h

��

T (X)

T (f)
��

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′
// T (X ′)

28
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é comutativo. Se f, g e h são isomorfismos em C, então dizemos que (f, g, h) é
um isomorfismo de triângulos.

Definição 2.3. Uma categoria triangulada é uma tripla (C, T, τ), onde C
é uma categoria aditiva, T é um automorfismo de C e τ é uma classe
de triângulos, denominada triangulação e cujos elementos são chamados
triângulos distinguidos, que satisfazem as seguintes condições:

(TR1) (a) τ é fechada para isomorfismos;
(b) Se u é um morfismo em C, existe um triângulo distinguido (u, v, w);
(c) Para todo X ∈ obj(C), (X,X, 0, 1X , 0, 0) é um triângulo distinguido.

(TR2) (Rotação) Se (u, v, w) é um triângulo distinguido, então (v, w,−T (u))
também o é.

Z
w

��

T (X)
−T (u)

||
X u

// Y

v
__

Y v
// Z

w
bb

(TR3) Se o diagrama
X

u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h

��

T (X)

T (f)

��
X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′

// T (X ′)

é tal que suas linhas são triângulos distinguidos e o quadrado esquerdo é
comutativo, então existe um morfismo h : Z −→ Z ′ em C tal que (f, g, h) é
um morfismo de triângulos de (u, v, w) para (u′, v′, w′).

(TR4) (Axioma do Octaedro) Dado o diagrama

T−1(Y ′)
T−1(k′)//

T−1(g)
��

X

u

��

X

uv

��
T−1(X ′)

T−1(j′)// Y
v //

i
��

Z
j //

k
��

X ′

1′X
��

j′ // T (Y )

T (i)
��

Z ′ f //

i′
��

Y ′ g //

k′
��

X ′
T (i)j′// T (Z ′)

T (X) T (X)

Se (u, i, i′), (v, j, j′) e (uv, k, k′) são triângulos distinguidos, então existem
morfismos f : Z ′ −→ Y ′ e g : Y ′ −→ X ′ em C tais que o diagrama acima
comuta e a terceira linha é um triângulo distinguido (f, g, T (i)j′).

Quando não houver confusão, diremos que C é uma categoria triangulada.

Observação 2.4. Em 2001, no artigo [21], May mostrou que o axioma (TR3) é
redundante, isto é, ele segue como consequência dos demais axiomas. No entanto,
optamos por mantê-lo na definição supracitada, devido a importância do mesmo
para provar alguns resultados adiante.
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Definição 2.5. Sejam (C, T, τ) e (C ′, T ′, τ ′) categorias trianguladas quaisquer.
Um funtor aditivo F : C −→ C ′ é exato se existe uma equivalência natural
Ψ : FT → T ′F tal que F leva um triângulo distinguido X

u // Y
v // Z

w // T (X)
de C em um triângulo distinguido

F (X)
F (u) // F (Y )

F (v) // F (Z)
ΨXF (w) // T ′F (X)

de C ′. Se além disso F é uma equivalência de categorias dizemos que F é
uma equivalência triangular. Neste caso, dizemos que C e C ′ são triangular-
equivalentes.

No axioma (TR2), vimos que podemos rotacionar um triângulo distinguido
no sentido horário. O seguinte lema garante que tal rotação pode ser feita no
sentido anti-horário também, ou seja, é válida a recíproca do axioma (TR2).

Lema 2.6. Seja C uma categoria triangulada. Se (v, w,−T (u)) é um triângulo
distinguido em C, então (u, v, w) também o é.

Demonstração. Veja [13], p. 6, Lema 1.3.

Sejam C uma categoria triangulada e A uma categoria abeliana. Um funtor
covariante (respectivamente, contravariante) H : C −→ A é chamado funtor
cohomológico se a sequência longa

. . . // H(T i(X))
H(T i(u)) // H(T i(Y ))

H(T i(v)) // H(T i(Z))
H(T i(w)) // H(T i+1(X)) // . . .

(respectivamente,

. . . // H(T i+1(X))
H(T i(u)) // H(T i(Z))

H(T i(v)) // H(T i(Y ))
H(T i(w)) // H(T i(X)) // . . . )

é exata, para todo triângulo distinguido X u // Y v // Z w // T (X) em C.

Lema 2.7. Sejam C uma categoria triangulada, M um objeto em C e um triângulo
distinguido X u // Y v // Z w // T (X) em C. Então,

1. vu = wv = 0;

2. HomC(M,−) e HomC(−,M) são funtores cohomológicos;

3. Seja o morfismo de triângulos distinguidos em C

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h

��

T (X)

T (f)
��

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′
// T (X ′)

Se f e g são isomorfismos, então h também o é.

Demonstração. Veja [13], p. 4, Proposição 1.2.
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Proposição 2.8. Seja X u // Y v // Z w // T (X) um triângulo distinguido
em uma categoria triangulada C. Para todo morfismo g : W → Y em C tal que
vg = 0, existe um morfismo ϕ : W → X em C tal que uϕ = g.

Demonstração. Pelo Lema 2.7, o funtor covariante HomC(W,−) é cohomológico.
Assim, aplicando tal funtor no triângulo distinguido X

u // Y
v // Z

w // T (X) ,
obtemos a sequência exata longa

. . . // HomC(W,X)
HomC(W,u) // HomC(W,Y )

HomC(W,v) // HomC(W,Z) // . . .

Como g ∈ HomC(W,Y ) e vg = 0, temos g ∈ KerHomC(W, v) = ImHomC(W,u).
Logo, existe ϕ ∈ HomC(W,X) tal que uϕ = g, como queríamos.

Na definição 1.59, vimos que morfismos mono cindidos (resp., epi cindidos)
são aqueles que possuem inverso à esquerda (resp., inverso à direita). A seguir,
veremos as consequências de termos esses morfismos em um triângulo distinguido.

Lema 2.9. Sejam C uma categoria triangulada e X
u // Y

v // Z
w // T (X)

um triângulo distinguido em C. As seguintes condições são equivalentes:

1. w = 0;

2. u é mono cindido;

3. v é epi cindido.

Demonstração. Veja [13], p. 7, Lema 1.4.

Por fim, veremos condições necessárias e suficientes para que tenhamos um
isomorfismo em um certo triângulo distinguido.

Lema 2.10. Seja u : X −→ Y um morfismo numa categoria triangulada C.

Então, X u // Y 0 // 0 0 // T (X) é um triângulo distinguido em C se, e
somente se, u é um isomorfismo.

Demonstração. Veja [13], p. 9, Lema 1.7.

2.2 Categoria Homotópica

Nesta seção, daremos um exemplo de Categoria Triangulada, a Categoria
Homotópica K(A) onde A é uma categoria aditiva.

Definição 2.11. Sejam f, g : X −→ Y morfismos de complexos em C(A).
Dizemos que f é homotópico a g, e denotamos f ∼ g, se existem morfismos
si : X i −→ Y i−1 em A, denominados homotopias, tais que no diagrama

X :

f−g

��

. . . // X i−1
di−1
X //

f i−1−gi−1

��

X i
diX //

f i−gi

��sizz

X i+1 //

f i+1−gi+1

��si+1

zz

. . .

Y : . . . // Y i−1

di−1
Y

// Y i

diY

// Y i+1 // . . .

têm-se f i − gi = di−1
Y si + si+1diX , para todo i ∈ Z.
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Proposição 2.12. Com as notações da definição anterior, se f ∼ g em C(A),
então fα ∼ gα e βf ∼ βg, para todos α ∈ HomC(A)(W,X) e β ∈ HomC(A)(Y, Z).

Demonstração. Basta observar que

f iαi − giαi = (f i − gi)αi = di−1
Y (siαi) + (si+1αi+1)di+1

W

e
βif i − βigi = βi(f i − gi) = di−1

Z (βi−1si) + (βisi+1)diX

para todo i ∈ Z.

Seja f ∈ HomC(A)(X, Y ). Dizemos que f é homotopicamente nulo se
f ∼ 0, onde 0 ∈ HomC(A)(X, Y ) é o morfismo zero. Denotamos por I(X, Y ) o
conjunto de todos morfismos homotopicamente nulos em HomC(A)(X, Y ).

Agora, observe que f − g ∈ I(X, Y ) se, e somente se, f ∼ g em C(A). Desta
forma, definimos a categoria homotópica K(A) tal que

obj(K(A)) = obj(C(A)) e HomK(A)(X, Y ) =
HomC(A)(X, Y )

I(X, Y )

para todos complexos X e Y em C(A), isto é, os morfismos de K(A) são os
morfismos de complexos em C(A) a menos de homotopias.

Se f = (f i)i∈Z ∈ HomC(A)(X, Y ), [f ] = f + I(X, Y ) denota sua classe
de homotopia, isto é, o morfismo correspondente em K(A). Diremos que os
morfismos f i são as componentes de f e também, por abuso de linguagem, de [f ].

Podemos verificar que a homotopia ∼ é uma relação de equivalência no
conjunto HomC(A)(X, Y ), para quaisquer complexos X e Y em C(A). Assim,
mostraremos que a composição ◦ de morfismos em K(A) dada por

◦ : HomK(A)(Y, Z)×HomK(A)(X, Y ) → HomK(A)(X,Z)

([g], [f ]) 7→ [gf ]

está bem definida. De fato, suponhamos que

([g], [f ]) = ([g′], [f ′]).

em HomK(A)(Y, Z) × HomK(A)(X, Y ). Desta forma, temos g − g′ ∈ I(Y, Z) e
f − f ′ ∈ I(X, Y ), isto é, g ∼ g′ e f ∼ f ′. Pela Proposição 2.12, gf ∼ g′f e
g′f ∼ g′f ′. Logo, como ∼ é uma relação de equivalência, por transitividade,
gf ∼ g′f ′, donde obtemos [gf ] = [g′f ′], como queríamos.

Agora, mostraremos que K(A) é uma categoria aditiva. Sabendo que C(A) é
uma categoria aditiva e pela composição definida em K(A), podemos provar os
itens 1 (veja Observação 1.7) e 3 da Definição 1.5.

Além disso, a próxima proposição garante que cada conjunto de morfismos
HomK(A)(X, Y ) possui uma estrutura de grupo abeliano.

Proposição 2.13. O conjunto I(X, Y ) = {f ∈ HomC(A)(X, Y ) : f ∼ 0} é um
subgrupo aditivo de HomC(A)(X, Y ).
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Demonstração. Dado o morfismo zero 0 ∈ HomC(A)(X, Y ), existem morfismos
si = 0 : X i → Y i−1 em A tais que 0 = di−1

Y si + si+1diX , para todo i ∈ Z. Logo,
0 ∈ I(X, Y ).

Sejam f, g ∈ I(X, Y ). Assim, existem homotopias si, ti : X i → Y i−1 em A,
de modo que

f i = di−1
Y si + si+1diX e gi = di−1

Y ti + ti+1diX ,

para todo i ∈ Z. Com isso f i − gi = di−1
Y (si − ti) + (si+1 − ti+1)diX para todo

i ∈ Z. Logo, f − g ∈ I(X, Y ), o que completa a demonstração.

Por fim, pode-se provar que o objeto zero 0 de K(A) é o mesmo de C(A).
Em geral, K(A) não é uma categoria abeliana, mesmo que A o seja (Veja [11],

p. 57, Observação 5.7).
Agora, seja A = Mod Λ. Na Proposição 1.48, para cada i ∈ Z, definimos o

funtor H i(−) : C(A) → A, o qual induz uma aplicação H i(−) : K(A) → A. O
próximo resultado garante que tal aplicação está bem definida.

Proposição 2.14. Se f, g ∈ HomC(A)(X, Y ) são homotópicos então, para todo
i ∈ Z, H i(f) = H i(g).

Demonstração. Como f ∼ g, existem morfismos si : X i −→ Y i−1 em A tais que

f i − gi = di−1
Y si + si+1diX (2.1)

para todo i ∈ Z. Agora, seja x ∈ H i(X) =
Ker diX
Im di−1

X

. Assim,

H i(f)(x)−H i(g)(x) = f i(x)− gi(x)
(2.1)
= di−1

Y si(x) + si+1diX(x) = di−1
Y si(x)

pois x ∈ Ker diX . Como H i(Y ) =
Ker diY
Im di−1

Y

, obtemos H i(f) = H i(g) para todo

i ∈ Z, como queríamos

Corolário 2.15. Para todo i ∈ Z, H i(−) : K(A) → A é um funtor.

A seguir listamos algumas subcategorias plenas de K(A):

K+(A) = {X ∈ K(A) : X i = 0, ∀i < m, para algum m ∈ Z}

K−(A) = {X ∈ K(A) : X i = 0, ∀i > m, para algum m ∈ Z}

Kb(A) = K+(A) ∩ K−(A)

K−,b(A) = {X ∈ K−(A);H i(X) = 0, ∀i < m, para algum m ∈ Z}

Agora, definiremos um complexo em C(A) que será muito útil para provar que
K(A) é uma categoria triangulada.

Definição 2.16. Seja f ∈ HomC(A)(X, Y ). O cone de f é o complexo Cf dado

por C i
f = X i+1 ⊕ Y i e diCf

=

(
−di+1

X 0
f i+1 diY

)
, para todo i ∈ Z.

Um complexo X em C(A) é dito homotopicamente nulo se 1X é
homotopicamente nulo. Neste caso, X ∼= 0 em K(A).
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O próximo resultado apresenta um exemplo de complexo homotopicamente
nulo.

Proposição 2.17. Para todo complexo X em C(A), o cone C1X do morfismo
identidade 1X é homotopicamente nulo.

Demonstração. Precisamor mostrar que o morfismo 1C1X
é homotopicamente

nulo. Com efeito, para todo n ∈ Z, definindo si =

(
0 1
0 0

)
: C i

1X
→ C i−1

1X

no diagrama

C1X :

1C1X

��

. . . // X i ⊕X i−1
di−1
C1X //

1
C
i−1
1X

��

X i+1 ⊕X i

d
Ci
1X //

1iC1X

��siww

X i+2 ⊕X i+1 //

1
C
i+1
1X

��si+1

vv

. . .

C1X : . . . // X i ⊕X i−1

di−1
C1X

// X i+1 ⊕X i

diC1X

// X i+2 ⊕X i+1 // . . .

em C(A), temos

di−1
C1X

si + si+1diC1X
=

(
−diX 0
1 di−1

X

)(
0 1
0 0

)
+

(
0 1
0 0

)(
−di+1

X 0
1 diX

)
=

=

(
0 −diX
0 1

)
+

(
1 diX
0 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= 1iC1X

como queríamos. Logo, C1X é homotopicamente nulo.

O próximo resultado mostra que o cone de um morfismo (classe de homotopia)
em K(A) independe da escolha do representante.

Proposição 2.18. Sejam f, g : X −→ Y morfismos de complexos em C(A). Se
f ∼ g, então Cf ∼= Cg.

Demonstração. Como f é homotópico a g, para todo i ∈ Z, existem morfismos
si : X i −→ Y i−1 em A tais que

f i − gi = di−1
Y si + si+1diX . (2.2)

Agora, defina ϕ : Cf → Cg como segue:

Cf :

ϕ

��

. . . // X i ⊕ Y i−1
di−1
Cf //





1 0
si 1





��

X i+1 ⊕ Y i
diCf //





1 0
si+1 1





��

X i+2 ⊕ Y i+1 //





1 0
si+2 1





��

. . .

Cg : . . . // X i ⊕ Y i−1

di−1
Cg

// X i+1 ⊕ Y i

diCg

// X i+2 ⊕ Y i+1 // . . .

Note que ϕ é um morfismo de complexos pois, para todo i ∈ Z,

ϕidi−1
Cf

=

(
1 0
si+1 1

)(
−diX 0
f i di−1

Y

)
=

(
−diX 0

−si+1diX + f i di−1
Y

)
(2.2)
=
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=

(
−diX 0

gi + di−1
Y si di−1

Y

)
=

(
−diX 0
gi di−1

Y

)(
1 0
si 1

)
= di−1

Cg
ϕi−1

Por fim, como det

(
1 0
si+1 1

)
= 1 6= 0 para todo i ∈ Z, segue que ϕ é um

isomorfismo de complexos. Portanto, Cf ∼= Cg.

Agora, para cada m ∈ Z, definimos um funtor

[m] : K(A) −→ K(A)

(X, dX)

f

��
(Y, dY )

7−→

(X[m], dX[m])

f [m]

��
(Y [m], dY [m])

com X[m]i = X i+m, diX[m] = (−1)mdi+mX e f [m]i = f i+m, para todo i ∈ Z. Para
todo m ∈ Z, temos que o funtor [m] é um automorfismo, pois o funtor [−m] é
seu inverso. Assim, considere o diagrama

X :

f

��

. . . // X i−1
di−1
X //

f i−1

��

X i
diX //

f i

��

X i+1

f i+1

��

// . . .

Y :

if

��

. . . // Y i−1
di−1
Y //

ii−1
f

��

Y i
diY //

ii
f

��

Y i+1 //

ii+1
f

��

. . .

Cf :

pf

��

. . . // X i ⊕ Y i−1
di−1
Cf //

pi−1
f

��

X i+1 ⊕ Y i
diCf //

pi
f

��

X i+2 ⊕ Y i+1

pi+1
f

��

// . . .

X[1] : . . . // X i
−diX // X i+1

−di+1
X // X i+2 // . . .

onde if é a inclusão canônica e pf é a projeção canônica. Notemos que if e pf
são morfismos de complexos, pois

diCf
ii+1
f =

(
−di+1

X 0
f i+1 diY

)(
0
1

)
=

(
0
diY

)
=

(
0
1

)
diY = ii+1

f diY

e

pi+1
f diCf

=
(
1 0

)( −di+1
X 0

f i+1 diY

)
=

(
−di+1

X 0
)
= −di+1

X

(
1 0

)
= −di+1

X pif .

Com isso, X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] é um triângulo em K(A), com funtor

translação [1]. Pela Proposição 2.18, podemos notar que tal triângulo distinguido
não depende do representante do morfismo f em K(A).

Teorema 2.19. A categoria homotópica K(A) é uma categoria triangulada,
juntamente com o funtor translação [1] : K(A) −→ K(A) e uma classe τ de
triângulos em K(A) que são isomorfos a um triângulo da forma

X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] .
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Demonstração. Basta mostrarmos que τ é uma triangulação. De fato,

(TR1)(a) Segue imediatamente.
(b) Se u é um morfismo em K(A), pela construção anterior, existe um

triângulo distinguido X
u // Y

iu // Cu
pu // X[1] em K(A).

(c) Seja X um complexo em K(A). Para provarmos que o triângulo

X
1X // X 0 // 0 0 // X[1] em K(A) é distinguido, mostraremos que o mesmo

é isomorfo ao triângulo X
1X // X

i1X // C1X

p1X // X[1] . De fato, pela Proposição
2.17, C1X

∼= 0. Assim, o diagrama

X
1X //

1X

��

X
0 //

1X

��

0 0 //

0

��

X[1]

1X [1]

��
X

1X
// X

i1X

// C1X p1X

// X[1]

é comutativo, Logo, (1X , 0, 0) é um triângulo distinguido em K(A).

(TR2) Seja X
u // Y

iu // Cu
pu // X[1] um triângulo distinguido em K(A).

Para provar que o triângulo Y
iu // Cu

pu // X[1]
−u[1] // Y [1] é distinguido,

mostraremos que o mesmo é isomorfo ao triângulo distinguido

Y
iu // Cu

iiu // Ciu
piu // Y [1] .

Primeiro mostraremos que X[1] ∼= Ciu em K(A). Considere as aplicações

X[1] :

j

��

. . . // X i+1
−di+1

X //











−ui+1

1
0











��

X i+2 //











−ui+2

1
0











��

. . .

Ciu :

k

OO

. . . // Y i+1 ⊕X i+1 ⊕ Y i

diCiu

//

(

0 1 0
)

OO

Y i+2 ⊕X i+2 ⊕ Y i+1 //

(

0 1 0
)

OO

. . .

Observe que j e k são morfismos de complexos, pois para todo i ∈ Z,

diCiu
ji =




−di+1
Y 0 0
0 −di+1

X 0
1 ui+1 diY







−ui+1

1
0


 =




−di+1
Y ui+1

−di+1
X

0


 =

=




−ui+2di+1
X

−di+1
X

0


 =




−ui+2

1
0


 (−di+1

X ) = ji+1diX[1]
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e

ki+1diCiu
=

(
0 1 0

)



−di+1
Y 0 0
0 −di+1

X 0
1 ui+1 diY


 =

(
0 −di+1

X 0
)
=

= (−di+1
X )

(
0 1 0

)
= diX[1]k

i.

Agora, note que kj = 1X[1] em K(A), visto que

kiji =
(
0 1 0

)



−ui+1

1
0


 = 1Xi+1 = 1X[1]i

para todo i ∈ Z. Por outro lado, como para todo i ∈ Z,

jiki =




−ui+1

1
0


(

0 1 0
)
=




0 −ui+1 0
0 1 0
0 0 0


 ,

provaremos que jk ∼ 1Ciu
. De fato, tomando E13 :




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 : C i+1

iu
→ C i

iu

como as homotopias temos, para todo i ∈ Z,

di−1
Ciu
E13 +E13d

i
Ciu

=




−diY 0 0
0 −diX 0
1 ui di−1

Y


E13 +E13




−di+1
Y 0 0
0 −di+1

X 0
1 ui+1 diY


 =

=




1 ui+1 0
0 0 0
0 0 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0 −ui+1 0
0 1 0
0 0 0


 = 1iCiu

− jiki.

Logo, X[1] ∼= Ciu em K(A).
Por fim, basta mostrarmos a comutatividade do diagrama

Y
iu // Cu

pu // X[1]
−u[1] //

j

��

Y [1]

Y
iu // Cu

iiu // Ciu
piu // Y [1]

Claramente, o primeiro quadrado é comutativo. Agora, observe que kiiu = pu,
pois

kiiiiu =
(
0 1 0

)



0 0
1 0
0 1


 =

(
1 0

)
= piu

para todo i ∈ Z. Com isso e sabendo que jk ∼ 1Ciu
, pela Proposição 2.12,

obtemos jpu = jkiiu ∼ 1Ciu
iiu = iiu , o que prova a comutatividade do segundo
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quadrado. O terceiro quadrado também comuta, pois

piiuj
i =

(
1 0 0

)



−ui+1

1
0


 = −ui+1 = −u[1]i.

para todo i ∈ Z. Com isso, (1Y , 1Cu
, j) é um isomorfismo de triângulos. Logo,

(iu, pu,−u[1]) é um triângulo distinguido de K(A).

(TR3) Seja o diagrama

X
u //

f

��

Y
iu //

g

��

Cu
pu //

h

��

X[1]

f [1]

��
X ′ u′ // Y ′

iu′ // C ′
u

pu′ // X ′[1]

cujas linhas são triângulos distinguidos em K(A) e o primeiro quadrado é
comutativo, isto é, gu ∼ u′f . Assim, existem morfismos si : X i+1 −→ Y ′i em A
tais que

giui − u′if i = di−1
Y ′ s

i + si+1diX . (2.3)

Agora, defina h : Cu −→ C ′
u por

hi =

(
f i+1 0
si+1 gi

)
: C i

u = X i+1 ⊕ Y i −→ C ′i
u = X ′i+1 ⊕ Y ′i.

para todo i ∈ Z. Note que h é um morfismo de complexos, pois

hidi−1
Cu

=

(
f i+1 0
si+1 gi

)(
−diX 0
ui di−1

Y

)
=

(
−f i+1diX 0

−si+1diX + giui gidi−1
Y

)
(2.3)
=

=

(
−diX′f i 0

u′if i + di−1
Y ′ si di−1

Y ′ gi−1

)
=

(
−diX′ 0
u′i di−1

Y ′

)(
f i 0
si gi−1

)
= di−1

Cu′
hi−1

Agora, observe que o segundo e o terceiro quadrados são comutativos, pois

hiiiu =

(
f i+1 0
si+1 gi

)(
0
1

)
=

(
0
gi

)
=

(
0
1

)
gi = iiu′g

i

e

piu′h
i =

(
1 0

)( f i+1 0
si+1 gi

)
=

(
f i+1 0

)
= f [1]i

(
1 0

)
= f [1]ipiu

para todo i ∈ Z. Logo (f, g, h) é morfismo de triângulos.
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(TR4) Dado o diagrama

Ch[−1]
ph[−1] //

g[−1]
��

X

u

��

X

h

��
Cv[−1]

pv [−1] // Y
v //

iu

��

Z
iv //

ih

��

Cv
pv // Y [1]

iu[1]
��

Cu
f //

pu

��

Ch
g //

ph

��

Cv
iu[1]pv// Cu[1]

X[1] X[1]

onde (u, iu, pu), (v, iv, pv) e (h, ih, ph) são triângulos distinguidos. Como vu = h
em K(A), isto é, vu ∼ h em C(A) existem morfismos si : X i −→ Zi−1 em A tais
que para todo i ∈ Z,

viui − hi = di−1
Z si + si+1diX . (2.4)

Por (TR3), existe f : Cu −→ Ch dado por

f i =

(
1 0
si+1 vi

)
: C i

u = X i+1 ⊕ Y i −→ C i
h = X i+1 ⊕ Zi

para todo i ∈ Z tal que (1X , v, f) é um morfismo de triângulos.
Agora, defina g : Ch −→ Cv por

gi =

(
ui+1 0
−si+1 1

)
: C i

u = X i+1 ⊕ Zi −→ C i
v = Y i+1 ⊕ Zi

para todo i ∈ Z. Note que g é um morfismo de complexos, pois para todo i ∈ Z

gidi−1
Ch

=

(
ui+1 0
−si+1 1

)(
−diX 0
hi di−1

Z

)
=

(
−ui+1diX 0
si+1diX + hi di−1

Z

)
(2.4)
=

=

(
−diY u

i 0
viui − di−1

Z si di−1
Z

)
=

(
−diY 0
vi di−1

Z

)(
ui 0
−si 1

)
= di−1

Cv
gi−1

Agora, observe que o quadrado

Z
iv //

ih
��

Cv

Ch
g // Cv

é comutativo, pois para todo i ∈ Z,

giiih =

(
ui+1 0
−si+1 1

)(
0
1

)
=

(
0
1

)(
1 0
0 1

)
= iiv1Ci

v
.

Por fim, precisamos mostrar que o triângulo Cu
f // Ch

g // Cv
iu[1]pv// Cu[1]
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é distinguido. Provaremos que o mesmo é isomorfo ao triângulo distinguido

Cu
f // Ch

if // Cf
pf // Cu[1] .

Inicialmente, mostraremos que Cv ∼= Cf . De fato, considere as aplicações

Cv :

r

��

. . . // Y i+1 ⊕ Zi
diCv //

















0 0
1 0
0 0
0 1

















��

Y i+2 ⊕ Zi+1 //

















0 0
1 0
0 0
0 1

















��

. . .

Cf :

q

OO

. . . // X i+2 ⊕ Y i+1 ⊕X i+1 ⊕ Zi

diCf

//

















0 0
1 0
ui+1 −si+1

0 1

















t

OO

X i+3 ⊕ Y i+2 ⊕X i+2 ⊕ Zi+1 //

















0 0
1 0
ui+2 −si+2

0 1

















t

OO

. . .

Note que r e q são morfismos de complexos, pois para todo i ∈ Z,

diCf
ri−1 =




di+2
X 0 0 0

−ui+2 −di+1
Y 0 0

1 0 −di+1
X 0

si+2 vi+1 hi+1 diZ







0 0
1 0
0 0
0 1


 =




0 0
−di+1

Y 0
0 0
vi+1 diZ


 =

=

(
0 1 0 0
0 0 0 1

)t(
−di+1

Y 0
vi+1 diZ

)
= ridiCv

e

qidiCf
=

(
0 1 ui+2 0
0 0 −si+2 1

)



di+2
X 0 0 0

−ui+2 −di+1
Y 0 0

1 0 −di+1
X 0

si+2 vi+1 hi+1 diZ


 =

=

(
0 −di+1

Y −ui+2di+1
X 0

0 vi+1 si+2di+1
X + hi+1 diZ

)
(2.4)
=

(
0 −di+1

Y −di+1
Y ui+1 0

0 0 vi+1ui+1 − diZs
i+1 diZ

)

=

(
−di+1

Y 0
vi+1 diZ

)(
0 1 ui+1 0
0 0 −si+1 1

)
= diCv

qi−1

Agora, observe que qr = 1Cv
, pois para todo i ∈ Z,

qiri =

(
0 1 ui+1 0
0 0 −si+1 1

)



0 0
1 0
0 0
0 1


 =

(
1 0
0 1

)
= 1Ci

v

Por outro lado, mostraremos que rq ∼ 1Cf
. De fato, note que para todo i ∈ Z,

riqi =




0 0
1 0
0 0
0 1




(
0 1 ui+1 0
0 0 −si+1 1

)
=




0 0 0 0
0 1 ui+1 0
0 0 0 0
0 0 −si+1 1
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Assim, para todo i ∈ Z, existem E13 =




0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 : C i+1

f → C i
f tais que




di+1
X 0 0 0

−ui+1 −diY 0 0
1 0 −diX 0
si+1 vi hi di−1

Z


E13 + E13




di+2
X 0 0 0

−ui+2 −di+1
Y 0 0

1 0 −di+1
X 0

si+2 vi+1 hi+1 diZ


 =

=




1 0 0 0
0 0 −ui+1 0
0 0 1 0
0 0 si+1 0


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


−




0 0 0 0
0 1 ui+1 0
0 0 0 0
0 0 −si+1 1


 = 1Ci

f
− riqi

como queríamos. Agora, só precisamos mostrar a comutatividade do diagrama

Cu
f // Ch

g // Cv
iu[1]pv //

r

��

Cu[1]

Cu
f // Ch

if // Cf
pf // Cu[1]

A comutatividade do primeiro quadrado é óbvia. Para o segundo quadrado,
primeiro observe que q if = g, pois

qiiif =

(
0 1 ui+1 0
0 0 −si+1 1

)



0 0
0 0
1 0
0 1


 =

(
ui+1 0
−si+1 1

)
= gi

para todo i ∈ Z. Com isso e sabendo que qif = 1Cf
, temos rg = rqif ∼ 1Cf

if = if
pela Proposição 2.12, o que mostra a comutatividade do segundo quadrado. Para
mostrar a comutatividade do terceiro quadrado, note que

pifr
i =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)



0 0
1 0
0 0
0 1


 =

(
0 0
1 0

)
=

(
0
1

)(
1 0

)
= iu[1]

ipiv

para todo i ∈ Z. Logo, (1Cu
, 1Ch

, r) é um isomorfismo de triângulos. Portanto

Cu
f // Ch

g // Cv
iu[1]pv // Cu[1] é um triângulo distinguido.

2.3 Categoria Derivada

Nesta seção, apresentamos mais um exemplo de categoria triangulada, a
Categoria Derivada D(A) onde A é uma categoria abeliana. Mais especificamente,
temos interesse no caso em que A = modΛ. Como veremos, D(A) é obtida a
partir de K(A) invertendo todos os quase-isomorfismos. Introduziremos apenas
os conceitos necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Mais detalhes
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sobre Categorias Derivadas podem ser encontrados em [10] e [11] (veja também
[7]).

Seja A uma categoria abeliana. Pela Proposição 1.48 e o corolário 2.15,
definimos o funtor H i : K(A) −→ A. Um morfismo de complexos f em K(A) é
dito um quase-isomorfismo se H i(f) é um isomorfismo para todo i ∈ Z.

Para todos complexos X e Y em K(A), denotaremos por SX,Y o conjunto de
todos os quase-isomorfismos de X para Y , isto é,

SX,Y = {f ∈ HomK(A)(X, Y ) : f é um quase-isomorfismo}.

Pela Proposição 2.14, um morfismo de complexos em C(A) homotópico a um
quase-isomorfismo também é um quase-isomorfismo. Desta forma, se f é um
quase-isomorfismo em K(A), qualquer classe de equivalência de f também o é.

Seja MX,Y o conjunto cujos elementos são as triplas (Z, s, a) representadas
pelos diagramas

X oo s
∼ Z a // Y ,

onde Z ∈ obj(K(A)), s ∈ SZ,X e a ∈ HomK(A)(Z, Y ). Dizemos que

(Z, s, a) ≡ (Z ′, s′, a′)

se, e somente se, existem (W, t, b) ∈ MX,Y e morfismos p ∈ HomK(A)(W,Z),
p′ ∈ HomK(A)(W,Z

′) tais que o seguinte diagrama é comutativo:

Z
s

∼
~~

a

  

OO
p

X W
t
∼

oo b // Y

Z ′

s′
∼

``

a′

>>

��
p′

Prova-se que ≡ é uma relação de equivalência em MX,Y .

Definição 2.20. Seja A uma categoria abeliana. Existe uma categoria D(A),
chamada categoria derivada de A e um funtor QA : K(A) → D(A), chamado
funtor localização, satisfazendo as seguintes condições:

(L1) Se s é um quase-isomorfismo em K(A), então QA(s) é um isomorfismo em
D(A).

(L2) (Propriedade Universal) Para qualquer funtor F : K(A) −→ B tal que F (s)
é um isomorfismo sempre que s é um quase-isomorfismo, existe um único
funtor G : D(A) −→ B tal que o diagrama

K(A)

QA ##

F // B

D(A)

G

==

é comutativo.
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Observe que a Propriedade (L2) garante que categoria D(A) é única a menos
de equivalências de categorias.

Os objetos de D(A) são os mesmos de K(A) e para todos X, Y ∈ obj(D(A)),

HomD(A)(X, Y ) =
MX,Y

≡
,

isto é, os morfismos de X para Y em D(A) são as classes de equivalência de
(Z, s, a) em MX,Y , as quais denotaremos por frações s

a
.

Além disso, o funtor localização é dado por

QA : K(A) −→ D(A)

X

f
��
Y

7−→

X

f

1��
Y

Pode-se provar que D(A) é uma categoria aditiva e QA é um funtor aditivo.
Usando o funtor localização e a estrutura triangulada de K(A), construiremos

triângulos em D(A). Primeiro, estendemos o automorfismo [1] : K(A) → K(A)

para D(A) da seguinte forma: dado um morfismo
f

s
: X → Y de D(A), definimos

(
f

s

)
[1] =

f [1]

s[1]
: X[1] → Y [1], isto é,

X[1] oo
s[1]

∼ Z[1]
f [1] // Y [1] .

Como vimos na seção anterior, os triângulos distinguidos em K(A) são da

forma X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] , onde Cf é o cone de f . Assim, temos uma

classe τ de triângulos em D(A) que são isomorfos à imagem de um triângulo
distinguido em K(A) via o funtor localização QA, isto é, são isomorfos aos
triângulos em D(A) da forma

X Y Cf

X

∼

Y
��

f

∼

Cf
��

if

∼

X[1]
!!

pf

A categoria derivada D(A), juntamente com automorfismo [1] : D(A) → D(A)
e a classe τ de triângulos, é uma categoria triangulada. Uma prova detalhada
desta afirmação pode ser encontrada na Proposição 3.10 de [7].

Para finalizar, ressaltamos que as categorias derivadas D−(A), D+(A) e Db(A)
de K−(A), K+(A) e Kb(A), respectivamente, também possuem uma estrutura de
categorias trianguladas.

Consideremos A = modΛ e P = proj Λ. Denotemos K∗(Λ) = K(A) e
D∗(Λ) = D(A), com ∗ ∈ {−,+, b}.

Desta forma, existe um funtor inclusão ι : K−(P) → K−(Λ). Se Q−
Λ é o funtor

localização de K−(Λ) para D−(Λ), temos o funtor F = Q−
Λι : K

−(P) → D−(Λ).
Sejam [1]K−(P) e [1]D−(Λ) os respectivos funtores translações de K−(P) e D−(Λ).
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Temos F ◦ [1]K−(P) = [1]D−(Λ) ◦ F , pois

F ◦ [1]K−(P)(X) = Q−
Λ(X[1]) = X[1] = [1]D−(Λ)Q

−
Λι(X) = [1]D−(Λ) ◦ F (X)

e

F ◦ [1]K−(P)(f [1]) = Q−
Λ(f [1]) =

f [1]

1
= [1]D−(Λ)Q

−
Λι(f) = [1]D−(Λ) ◦ F (f)

Assim, obtemos uma equivalência natural Ψ tal que, para todo complexo X
em K−(P), ΨX : F ◦[1]K−(P)(X) → [1]D−(Λ)◦F (X) é igual a identidade. Tomando
esta equivalência natural e pela forma como definimos os triângulos distinguidos
em D−(Λ), F é um funtor exato. Por fim, pela versão dual do Teorema 8.19 de
[11], obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.21. O funtor F : K−(P) → D−(Λ) é uma equivalência triangular.

Observação 2.22. Na prova do Teorema 2.21 é mostrado que todo complexo
concentrado em D−(Λ) é isomorfo a sua resolução projetiva em K−(P). Assim,
pode-se provar que existe uma imersão A →֒ D(Λ). Uma demonstração deste fato
pode ser encontrada no Corolário 3.23 em [7].

Observação 2.23. Dualmente, a categoria K+(P) é triangular-equivalente à
categoria D+(Λ) e a categoria K−,b(P) é triangular-equivalente à categoria Db(Λ).

Neste último caso, se Λ tem dimensão global finita, Db(Λ) é triangular-
equivalente à categoria Kb(P) (veja [13], Capítulo I, seção 3.3).

Por fim, definimos os Triângulos de Auslander-Reiten em uma categoria
triangulada, os quais são os duais das sequências de Auslander-Reiten na
categoria abeliana mod Λ. Apresentamos apenas os conceitos necessários para o
entendimento de alguns comentários e exemplos exibidos no capítulos posteriores.
Para mais detalhes recomendamos [13].

Seja C uma K-categoria triangulada Hom-finita Krull-Schmidt. Um triângulo
distinguido

X
u // Y

v // Z
w // T (X) (2.5)

é dito um triângulo de Auslander-Reiten se satisfaz as seguintes condições:

1. X e Z são indecomponíveis;

2. w 6= 0

3. u e v são morfismos irredutíveis.

Se para todo objeto indecomponível Z em C, existe um triângulo de Auslander-
Reiten (2.5), dizemos que C tem triângulos de Auslander-Reiten.

Observação 2.24. A categoria Kb(P) é uma K-categoria Hom-finita Krull-
Schmidt. Uma prova para esta afirmação pode ser encontrada em [22] (p. 38,
Proposição 1.5.16). Desta forma, se Λ é uma álgebra de dimensão global finita,
Db(Λ) é uma K-categoria Hom-finita Krull-Schmidt, pois Db(Λ) ∼= Kb(P).
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Teorema 2.25. Seja Z um objeto indecomponível em K−,b(P). Existe um
triângulo de Auslander-Reiten X

u // Y
v // Z

w // X[1] se, e somente, Z é

um objeto de Kb(P).

Demonstração. [12], Teorema 1.4.

Observação 2.26. O teorema anterior garante que a categoria derivada Db(Λ)
tem triângulos de Auslander-Reiten se, e somente se, Λ tem dimensão global
finita.

De forma geral, poucas classes de álgebras possuem uma descrição explícita
dos triângulos de Auslander-Reiten. Uma destas classes é a das álgebras
hereditárias.

Analogamente à definição dada no capítulo 1, o quiver de Auslander-Reiten de
uma categoria A possui vértices que representam classes de isomorfismos [X] de
objetos indecomponíveis X em A e possui flechas que são morfismos irredutíveis.

As sequências e os triângulos de Auslander-Reiten de A e Db(A),
respectivamente, são descritas nos seus respectivos quivers de Auslander-Reiten.

A seguir apresentamos um exemplo de quiver de Auslander-Reiten da
categoria derivada limitada de uma álgebra hereditária.

Exemplo 2.27. Seja Λ a álgebra de caminhos do seguinte quiver Q:

1
• oo β 2

• oo α 3
•

Pelo Exemplo 1.61, o quiver de Auslander-Reiten de modΛ é dado por:

P (1)
•

f
??
P (2)
•

q

��

g
??
P (3)
•

p

��

S(2)
•

j
??
I(2)
•

r

��
S(3)
•

A seguir apresentamos o quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada
limitada Db(Λ):

P1[−1]

��

S2[−1]

��

I3[−1]

��

P3

��

P1[1]

��

S2[1]

��

I3[1]

. . . P2[−1]

AA

��

I2[−1]

��

BB

P2

��

DD

I2

BB

��

P2[1]

��

DD

I2[1]

EE

. . .

P3[−1]

AA

P1

AA

S2

EE

I3

DD

P3[1]

EE

Podemos observar que Λ é uma álgebra hereditária. Desta forma, como
mencionamos anteriormente, os triângulos de Auslander-Reiten possuem uma
descrição explícita. Por exemplo, determinemos o cone de f : P1 → P2 em Db(Λ)
assim como definimos na categoria de complexos:
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P1 :

f

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

P (1) //

f

��

0

��

// . . .

P2 :

i

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

P (2) // 0 //

��

. . .

Cf : . . . // 0 // P (1)
f // P (2) // 0 // . . .

Agora, observemos:

Cf

��

. . . // 0 //

��

P (1)
f //

��

P (2) //

γ

��

0 //

��

. . .

S2 : . . . // 0 // 0 // S(2) // 0 // . . .

Desta forma, Cf e S2 são quase-isomorfos em K(A), onde A = modΛ, e
assim são isomorfos em Db(Λ). Com isso,

P1
f // P2

γ // S2
// P1[1]

é um triângulo de Auslander-Reiten em Db(Λ), onde S2 é a resolução projetiva
de Cf .



Capítulo 3

Caracterização de Morfismos

Irredutíveis

Neste capítulo, abordaremos sucintamente os morfismos cindidos e irredutíveis
na categoria de complexos C(A), onde A é uma categoria aditiva. Em seguida,
apesar de muitos resultados deste capítulo serem válidos para categoria de
complexos C(A), nos restringiremos a uma subcategoria plena Krull-Schmidt
P de A, fechada para somas diretas e somandos diretos, a fim de obtermos
resultados interessantes sobre morfismos irredutíveis na categoria de complexos.
Mais especificamente, consideraremos A = modΛ e P = proj Λ.

Seja I o ideal de P formado pelos morfismos radicais. Denotaremos por CI(P)
a categoria formada pelos complexos em C(P) cujos os diferenciais pertencem a
I, isto é, os complexos radicais em C(P).

Conforme o artigo [9], caracterizaremos e apresentaremos algumas
propriedades dos morfismos irredutíveis nas categorias CI(P) e K−(P). Para a
segunda categoria será necessário a introdução dos complexos homotopicamente
minimais, os quais são equivalentes aos complexos em CI(P) (Proposição 3.17).
A partir daí, é provado que todo complexo em C−(P) é isomorfo em K−(P) a um
complexo em C−

I (P) (Teorema 3.18). Desta forma, mostraremos que os morfismos
irredutíveis em K−(P) são dados pelos morfismos irredutíveis em C−

I (P), a menos
de homotopia (Teorema 3.23).

3.1 Morfismos Cindidos em C(A)

Como vimos na definição 1.59, um morfismo f : X −→ Y em A é dito mono
cindido (resp. epi cindido) se existe um morfismo h : Y −→ X em A tal que
hf = 1X (resp. fh = 1Y ). Se uma das condições é verificada, f é dito cindido.

Desta definição obtemos o seguinte resultado cuja demonstração segue das
definições.

Proposição 3.1. Sejam f : X −→ Y e g : Y −→ Z morfismos em A.

1. f é mono cindido e epi cindido se, e somente se, f é um isomorfismo;

2. Se gf é um isomorfismo, então f é mono cindido e g é epi cindido.

3. Se f é mono cindido (resp. epi cindido), então f é um monomorfismo
(resp. epimorfismo).

47
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Um morfismo de complexos f em C(A) é chamado smonic (resp. sepic) se
todas suas componentes são mono cindidas (resp. epi cindidas).

Um morfismo mono cindido f (resp. epi cindido) em C(A) é smonic (resp.
sepic), isto é, cada f i é mono cindido (resp. epi cindido) para todo i ∈ Z. Porém,
veremos no próximo exemplo que isto não é verdade em K(A).

Exemplo 3.2. Sejam M um objeto indecomponível de A e X um complexo em
K(A) dado por X0 = X1 =M , d0 = 1M e zero caso contrário. Fazendo s1 = 1M
e sn = 0 se n 6= 1, definimos uma homotopia entre os morfismos 1X e 0X ,

X :

1X−0X
��

. . . // 0

��

//M
1 //

0

��
1
��

M
1

}}

//

1
��

0 //

��

0

��

. . .

X : . . . // 0 //M
1

//M // 0 // . . .

de modo que 1X = 0X em K(A). Então 0 é mono cindido, mas nem todas suas
componentes são mono cindidas, isto é, 0 não é smonic.

3.2 Caracterização dos Morfismos Irredutíveis em
CI(P)

Nesta seção, caracterizaremos os morfismos irredutíveis na categoria CI(P),
conforme o artigo [9]. Nesse artigo, a demonstração da caracterização dos
morfismos smonic e sepic é omitida. A seguir exibimos a demonstração desses
dois casos. Acrescentamos o item (iii) pois a caracterização desse morfismo será
útil no próximo capítulo.

Proposição 3.3. (Formas Standard) Seja f : (X, d) −→ (Y, ∂) um morfismo de
complexos em CI(P):

X :

f

��

. . . // X i di //

f i

��

X i+1 di+1
//

f i+1

��

X i+2

f i+2

��

// . . .

Y : . . . // Y i ∂i // Y i+1 ∂i+1
// Y i+2 // . . .

(i) Se f é um morfismo smonic, (a menos de isomorfismo) podemos assumir

que Y i = X i ⊕ Y ′i, f i =

(
1
0

)
e ∂i =

(
di ai

0 ei

)
para todo i ∈ Z.

(ii) Se f é um morfismo sepic, (a menos de isomorfismo) podemos assumir que

X i = Y i ⊕X ′i, f i =
(
1 0

)
e di =

(
∂i 0
bi ǫi

)
para todo i ∈ Z.

(iii) Se f possui uma única componente irredutível f i0 tal que todas as
componentes à esquerda são epi cindidas e todas as componentes à direita
são mono cindidas, então (a menos de isomorfismo) podemos assumir que

X i = Y i ⊕X ′i, f i =
(
1 0

)
, di =

(
∂i 0
bi ǫi

)
, di0−1 =

(
ci0−1 εi0−1

)
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se i < i0,

Y i = X i ⊕ Y ′i, f i =

(
1
0

)
, ∂i =

(
di ai

0 ei

)

se i > i0, e ∂i0 =
(
li0 ξi0

)t
.

Demonstração. (i) Como f é smonic todas as suas componentes são mono
cindidas, isto é, para cada f i : X i −→ Y i existe ri : Y i −→ X i tal que

rif i = 1Xi . (3.1)

Por (3.1), a sequência exata curta

0 // X i f i // Y i πi
// Y ′i // 0 (3.2)

cinde, para todo i ∈ Z, sendo πi a projeção canônica e Y ′i = Coker f i. Assim,

Y i ∼= X i ⊕ Y ′i,

com o isomorfismo pi : Y i −→ X i ⊕ Y ′i dado por pi =

(
ri

πi

)
, para todo i ∈ Z.

Desta forma, precisamos definir os diferenciais si : X i ⊕ Y ′i −→ X i+1 ⊕ Y ′i+1

para cada i ∈ Z, de forma que (X ⊕ Y ′, s) seja um complexo e que o seguinte
diagrama seja comutativo:

. . . // X i di //

f i
��

X i+1 di+1
//

f i+1

��

X i+2

f i+2 (∗)
��

// . . .

. . . // X i di //

(

1 0
)t

��

X i+1 di+1
//

(

1 0
)t

��

X i+2

(

1 0
)t

��

// . . .

. . . // Y i ∂i // Y i+1 ∂i+1
// Y i+2 // . . .

. . . // X i ⊕ Y ′i

si
//

}}
pi

X i+1 ⊕ Y ′i+1

si+1
//

yy
pi+1

X i+2 ⊕ Y ′i+2
yy
pi+2

// . . .

Para cada i ∈ Z, seja πi+1∂i : Y i −→ Y ′i+1. Observe que

(πi+1∂i)f i = πi+1(∂if i) = πi+1(f i+1di) = (πi+1f i+1)di
(3.2)
= 0.

Como (Y ′i, πi) é o conúcleo de f i existe ei : Y ′i −→ Y ′i+1 tal que

πi+1∂i = eiπi. (3.3)

Assim, (Y ′i, ei) é um complexo, pois

ei+1eiπi
(3.3)
= ei+1πi+1∂i

(3.3)
= πi+2∂i+1∂i = 0,

o que implica ei+1ei = 0, tendo em vista que πi é um epimorfismo.
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Analogamente, para cada i ∈ Z, seja ri+1∂i − diri : Y i −→ X i+1. Note que

(ri+1∂i − diri)f i = ri+1∂if i − dirif i
(3.1)
= ri+1f i+1di − di1Xi

(3.1)
= 1Xi+1di − di = 0.

Sabendo que (Y ′i, πi) é o conúcleo de f i existe ai : Y ′i −→ X i+1 tal que

ri+1∂i − diri = aiπi (3.4)

Assim, defina si =

(
di ai

0 ei

)
para todo i ∈ Z.

Desta forma, para todo i ∈ Z, obtemos

si+1si =

(
di+1 ai+1

0 ei+1

)(
di ai

0 ei

)
=

(
di+1di di+1ai + ai+1ei

0 ei+1ei

)

Sabemos que di+1di = 0 e ei+1ei = 0 pois X e Y ′ são complexos. Mais ainda,

(di+1ai+ai+1ei)πi = di+1aiπi+ai+1eiπi
(3.4) e (3.3)

= di+1(ri+1∂i−diri)+ai+1(πi+1∂i) =

= di+1ri+1∂i + ai+1πi+1∂i
(3.4)
= (ri+2∂i+1 − ai+1πi+1)∂i + ai+1πi+1∂i = 0

o que implica di+1ai+ ai+1ei = 0, pois πi é um epimorfismo. Com isso, si+1si = 0
para todo i ∈ Z, isto é, (X ⊕ Y ′, s) é um complexo.

Por fim, mostraremos a comutatividade do diagrama (∗). Primeiro como f é
um morfismo de complexos ∂if i = f i+1di para todo i ∈ Z. Por (3.1) e (3.2), para
todo i ∈ Z, temos

pif i =

(
ri

πi

)
fi =

(
rif i

πif i

)
=

(
1
0

)

Além disso,

sipi =

(
di ai

0 ei

)(
ri

πi

)
=

(
diri + aiπi

eiπi

)
(3.3) e (3.4)

=

(
ri+1

πi+1

)
∂i = pi+1∂i

e

si
(

1
0

)
=

(
di ai

0 ei

)(
1
0

)
=

(
1
0

)
di

o que completa a demonstração.

(ii) Suponha que f é sepic. Assim, todas as suas componentes são epi cindidas,
isto é, para cada f i : X i −→ Y i existe ki : Y i −→ X i tal que

f iki = 1Y i . (3.5)

Por (3.5), a sequência exata curta

0 // X ′i ui // X i f i // Y i // 0 (3.6)
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cinde para todo i ∈ Z, sendo ui a inclusão canônica e X ′i = Ker f i. Com isso,

X i ∼= Y i ⊕X ′i,

com o isomorfismo qi : Y i⊕X ′i −→ X i dado por qi =
(
ki ui

)
, para todo i ∈ Z.

Assim, para cada i ∈ Z, definiremos o diferencial ti : Y i⊕X ′i −→ Y i+1⊕X ′i+1,
de modo que (Y ⊕X ′, t) seja um complexo e o seguinte diagrama seja comutativo:

. . . // X i di //

f i
��

X i+1 di+1
//

f i+1

��

X i+2

f i+2 (∗∗)
��

// . . .

. . . // Y i ⊕X ′i

qi
==

ti //

(

1 0
)

��

Y i+1 ⊕X ′i+1

qi+1
99

ti+1
//

(

1 0
)

��

Y i+2 ⊕X ′i+2

qi+2
99

(

1 0
)

��

// . . .

. . . // Y i ∂i // Y i+1 ∂i+1
// Y i+2 // . . .

. . . // Y i

∂i
// Y i+1

∂i+1
// Y i+2 // . . .

Para cada i ∈ Z, seja diui : X ′i −→ X i+1. Como

f i+1(diui) = (f i+1di)ui = (∂if i)ui = ∂i(f iui)
(3.6)
= 0

e (X ′i+1, ui+1) é o núcleo de f i+1 existe ǫi : X ′i −→ X ′i+1 tal que

diui = ui+1ǫi. (3.7)

Note que (X ′, ǫ) é um complexo, pois

ui+2ǫi+1ǫi
(3.7)
= di+1ui+1ǫi

(3.7)
= di+1diui = 0,

o que implica ǫi+1ǫi = 0, visto que ui+2 é um monomorfismo.
Agora, seja diki − ki+1∂i : Y i −→ X i+1. Sabendo que

f i+1(diki − ki+1∂i) = f i+1diki − f i+1ki+1∂i
(3.5)
= ∂if iki − ∂i

(3.5)
= ∂i − ∂i = 0

e (X ′i+1, ui+1) é o núcleo de f i+1, existe bi : Y i −→ X ′i+1 tal que

diki − ki+1∂i = ui+1bi. (3.8)

Desta forma, defina

ti =

(
∂i 0
bi ǫi

)
.

Para todo i ∈ Z, temos que

ti+1ti =

(
∂i+1 0
bi+1 ǫi+1

)(
∂i 0
bi ǫi

)
=

(
∂i+1∂i 0

bi+1∂i + ǫi+1bi ǫi+1ǫi

)
.
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Como Y e X ′ são complexos, temos ∂i+1∂i = 0 e ǫi+1ǫi = 0. Além disso,

ui+2(bi+1∂i + ǫi+1bi) = ui+2bi+1∂i + ui+2ǫi+1bi
(3.8) e (3.7)

= (di+1ki+1 − ki+2∂i+1)∂i+

+(di+1ui+1)bi = di+1ki+1∂i + di+1ui+1bi
(3.8)
= di+1(diki − ui+1bi) + (di+1ui+1)bi = 0,

implica bi+1∂i + ǫi+1bi = 0, visto que ui+2 é um monomorfismo. Logo, ti+1ti = 0
o que prova que (Y ⊕X ′, t) é um complexo.

Por fim, mostraremos que o diagrama (∗∗) é comutativo. Primeiro observe
que ∂if i = f i+1di, para todo i ∈ Z, visto que f é um morfismo de complexos.
Segundo, Por (3.5) e (3.6), temos

f iqi = f i
(
ki ui

)
=

(
f iki

f iui

)
=

(
1
0

)

Por último,

qi+1ti =
(
ki+1 ui+1

)( ∂i 0
bi ǫi

)
=

(
ki+1∂i + ui+1bi ui+1ǫi

) (3.8) e (3.7)
=

=
(
diki diui

)
= diqi

e

(
1 0

)
ti =

(
1 0

)( ∂i 0
bi ǫi

)
=

(
∂i 0

)
= ∂i

(
1 0

)

o que conclui a prova desta segunda afirmação da proposição.

(iii) Por hipótese f = (f i)i∈Z é um morfismo sepic e smonic nos intervalos
J1 = {i ∈ Z; i < i0} e J2 = {i ∈ Z; i > i0}, respectivamente. Assim, pelos itens
(i) e (ii), a menos de isomorfismo, podemos assumir que

X i = Y i ⊕X ′i, f i =
(
1 0

)
e dj =

(
∂j 0
bj ǫj

)
,

onde X ′i = Ker f i, para todo i, j ∈ J1 e j 6= i0 − 1, e

Y i = X i ⊕ Y ′i, f i =

(
1
0

)
e ∂i =

(
di ai

0 ei

)
,

onde Y ′i = Coker f i, para todo i ∈ J2. Assim, basta definirmos os diferenciais

(ci0−1 εi0−1) : Y i0−1 ⊕ X ′i0−1 −→ X i0 e

(
li0

ξi0

)
: Y i0 −→ X i0+1 ⊕ Y ′i0+1, de
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modo que os dois cubos vísíveis do diagrama

. . . // X i0−1 di0−1
//

f i0−1
��

X i0 di0 //

f i0��

X i0+1

f i0+1 (∗∗∗)��

// . . .

. . . // Y i0−1 ⊕X ′i0−1

qi0−1
77

(ci0−1 εi0−1) //

(

1 0
)

��

X i0 di0 //

f i0

��

X i0+1

(

1 0
)t

��

// . . .

. . . // Y i0−1 ∂i0−1
// Y i0 ∂i0 // Y i0+1 // . . .

. . . // Y i0−1

∂i0−1
// Y i0





li0

ξi0





// X i0+1 ⊕ Y ′i0+1
ww pi0+1

// . . .

sejam comutativos e suas linhas sejam complexos, onde pi0+1 e qi0−1 são
isomorfismos determinados nos itens (i) e (ii), respectivamente.

Defina
(
ci0−1 εi0−1

)
= di0−1qi0−1 : Y i0−1 ⊕X ′i0−1 −→ X i0 . Temos que

. . . // Y i0−2 ⊕X ′i0−2





∂i0−2 0

bi
0−2 ǫi

i0−2





// Y i0−1 ⊕X ′i0−1(c
i0−1 εi0−1)// X i0 di0 // X i0+1 // . . .

é um complexo pois pelo diagrama (∗ ∗ ∗),

(ci0−1 εi0−1)

(
∂i0−2 0
bi0−2 ǫi0−2

)
= di0−1qi0−1

(
∂i0−2 0
bi0−2 ǫi0−2

)
=

= di0−1di0−2qi0−2 =
(
0 0

)

e claramente di0
(
ci0−1 εi0−1

)
=

(
0 0

)
.

Agora, defina

(
li0

ξi0

)
= pi0+1∂i0 : Y i0 −→ X i0+1 ⊕ Y ′i0+1. Desta forma,

. . . // Y i0−1 ∂i0−1
// Y i0





li0

ξi0





// X i0−1 ⊕ Y ′i0−1





di0+1 ai0+1

0 ei0+1





// X i0−2 ⊕ Y ′i0−2 // . . .

também é um complexo pois novamente pelo diagrama (∗ ∗ ∗),
(
di0+1 ai0+1

0 ei0+1

)(
li0

ξi0

)
=

(
di0+1 ai0+1

0 ei0+1

)
pi0+1∂i0 = pi0+2∂i0+1∂i0 =

(
0
0

)

e claramente

(
li0

ξi0

)
∂i0−1 =

(
0
0

)
.

Além disso, pelos itens (i) e (ii), o diagrama é comutativo e os morfismos pj

e ql são isomorfismos, para cada j > i0 e l < i0, respectivamente, o que completa
a demonstração.
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3.3 Propriedades dos Morfismos Irredutíveis em
CI(P)

Nesta seção, apresentaremos algumas propriedades dos morfismos irredutíveis
em CI(P). Veremos que os morfismos irredutíveis são de três tipos, a saber, os
morfismos que caracterizamos na seção anterior.

Sejam X um complexo em CI(P) e J um subintervalo de Z. A restrição X ′

de X a J é o complexo X ′ = (X i)i∈J , com X ′i = X i para i ∈ J e X ′i = 0 para
i /∈ J . Dizemos que f ′ : X ′ −→ Y ′ é a restrição de f : X −→ Y à J se X ′ e Y ′

são restrições de X e Y à J , respectivamente, e f ′ = (f i)i∈J com f ′i = f i para
i ∈ J e f ′i = 0 para i /∈ J .

Proposição 3.4. (Fatorações Induzidas) Seja f : (X, d) −→ (Y, ∂) um morfismo
de complexos

X :

f

��

. . . // X i−1 di−1
//

f i−1

��

X i di //

f i

��

X i+1

f i+1

��

// . . .

Y : . . . // Y i−1

∂i−1
// Y i

∂i
// Y i+1 // . . .

em CI(P) tal que sua restrição f ′ : X ′ −→ Y ′ a um subintervalo J de Z admite
uma fatoração. Então, esta fatoração pode ser estendida para f .

Demonstração. Suponha que J = [n,m], com n,m ∈ Z e n < m. Por hipótese,
existe um complexo Z ′ = (Z ′i)i∈J ′ e morfismos de complexos g′ : X ′ −→ Z ′ e
h′ : Z ′ −→ Y ′, tais que f ′ = h′g′, conforme o diagrama

X ′ :

g′

��
f ′

��

. . . // 0 //

��

Xn dn //

g′n

��

Xn+1 //

g′n+1

��

. . . // Xm−1 dm−1
//

g′m−1

��

Xm //

g′m

��

0 //

��

. . .

Z ′ :

h′

��

. . . // 0 //

��

Z ′n
dn
Z′ //

h′n

��

Z ′n+1 //

h′n+1

��

. . . // Z ′m−1
dm−1
Z′ //

h′m−1

��

Z ′m //

h′m

��

0

��

// . . .

Y ′ : . . . // 0 // Y n

∂n
// Y n+1 // . . . // Y m−1

∂m−1
// Y m // 0 // . . .

Precisamos mostrar que existem um complexo Z, cuja restrição a J é Z ′, e
morfismos g e h, cuja a restrição a J são g′ e h′, respectivamente, tais que f = hg.
Isto pode ser visto no seguinte diagrama:

X :

g

��
f

��

. . . // Xn−1 dn−1
// Xn dn //

g′n

��

Xn+1 //

g′n+1

��

. . . // Xm−1 d
m−1

//

g′m−1

��

Xm dm //

g′m

��

Xm+1 //

fm+1

��

. . .

Z :

h

��

. . . // Xn−1 g
′ndn−1

//

fn−1

��

Z ′n
dn
Z′ //

h′n

��

Z ′n+1 //

h′n+1

��

. . . // Z ′m−1
dm−1
Z′ //

h′m−1

��

Z ′m ∂mh′m//

h′m

��

Y m+1 // . . .

Y : . . . // Y n−1

∂n−1
// Y n

∂n
// Y n+1 // . . . // Y m−1

∂m−1
// Y m

∂m
// Y m+1 // . . .
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De fato, para mostrar que Z é um complexo basta notar que

dnZ′(g′ndn−1) = g′n+1dndn−1 = 0 e (∂mh′m)dm−1
Z′ = ∂m∂m−1h′m−1 = 0.

Para verificar que g e h são morfismos de complexos é suficiente observar que

h′n(g′ndn−1) = fndn−1 = ∂m−1fn−1 e (∂mh′m)g′m = ∂mfm = fm+1dm.

Isto completa a demonstração para o caso que J é um intervalo finito. A prova
desse resultado é análoga se J é um intervalo infinito.

Corolário 3.5. Se um morfismo de complexos f em CI(P) é irredutível, então
suas componentes são ou cindidas ou irredutíveis.

Demonstração. Seja f i0 uma componente de f . Suponha que f i0 não é cindida
e assuma que f i0 = h′i0g′i0 . Pela Proposição 3.4 podemos estender a fatoração
de f i0 para f , isto é, existem morfismos de complexos h e g tais que f = hg
e hi0 = h′i0 e gi0 = g′i0 . Como f é irredutível ou g é mono cindido ou h é epi
cindido. Em particular, ou g′i0 é mono cindido ou h′i0 é epi cindido. Logo f i0 é
irredutível.

Corolário 3.6. Sejam f : (X, d) −→ (Y, ∂) um morfismo irredutível em CI(P) e
f i0 uma de suas componentes.

(a) Se f i0 não é epi cindido, então todas as componentes à direita de f i0 (isto
é, f i com i > i0) são mono cindidos;

(b) Se f i0 não é mono cindido, então todas as componentes à esquerda de f i0

(isto é, f i com i < i0) são epi cindidos;

Demonstração. (a) Considere a fatoração f i0 = f i01Xi0 . Pela Proposição 3.4,
podemos estender a fatoração acima para f da seguinte forma:

X :

g

��
f

��

. . . // X i0−1 di0−1
// X i0 di0 // X i0+1 //

f i0+1

��

. . .

Z :

h

��

. . . // X i0−1 di0−1
//

f i0−1

��

X i0
f i0+1di0 //

f i0

��

Y i0+1 // . . .

Y : . . . // Y i0−1

∂i0−1
// Y i0

∂i0
// Y i0+1 // . . .

Como f é irredutível, ou g é mono cindido ou h é epi cindido. No entanto,
por hipótese, f i0 não é epi cindido o que significa que h não é sepic e assim
não é epi cindido. Portanto, g é mono cindido. Em particular, g é smonic.
Consequentemente f i é mono cindido para todo i > i0, como queríamos.

(b) A demonstração é análoga a letra (a).

Lema 3.7. Sejam f : (X, d) −→ (Y, ∂) um morfismo irredutível em CI(P) e
i0 ∈ Z. Se f i0 é mono cindido mas não é epi cindido e f i0−1 é um epimorfismo,
então todas as componentes de f à esquerda de f i0 são mono cindidas.
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Demonstração. Como f i0 : X i0 −→ Y i0 é mono cindido existe um morfismo
gi0 : Y i0 −→ X i0 em P tal que gi0f i0 = 1Xi0 . Seja δ = gi0∂i0−1 : Y i0−1 −→ X i0 .
Como f é um morfismo de complexos, temos

δf i0−1 = gi0∂i0−1f i0−1 = gi0f i0di0−1 = di0−1.

Por outro lado,

f i0δf i0−1 = f i0gi0∂i0−1f i0−1 = f i0gi0f i0di0−1 = f i0di0−1 = ∂i0−1f i0−1

o que implica f i0δ = ∂i0−1, pois f i0−1 é um epimorfismo.
Assim, temos a seguinte fatoração de f :

X :

g

��
f

��

. . . // X i0−1 di0−1
//

f i0−1

��

X i0 di0 // X i0+1 // . . .

Z :

h

��

. . . // Y i0−1 δ // X i0 di0 //

f i0

��

X i0+1 //

fi0+1

��

. . .

Y : . . . // Y i0−1

∂i0−1
// Y i0

∂i0
// Y i0+1 // . . .

Como por hipótese f i0 não é epi cindido, segue que h não é epi cindido. Desta
forma, g é mono cindido pois f é irredutível. Logo todas as componentes de f à
esquerda de f i0 são mono cindidas.

Agora classificaremos os morfismos irredutíveis em CI(P).

Proposição 3.8. Se f = (f i)i∈Z : (X, d) −→ (Y, ∂) é um morfismo irredutível
na categoria de complexos CI(P), então f satisfaz uma das seguintes condições:

1. f é smonic, isto é, f i é mono cindido para todo i ∈ Z.

2. f é sepic, isto é, f i é epi cindido para todo i ∈ Z.

3. Existe uma única componente irredutível f i0 tal que todas as componentes
à esquerda são epi cindidas e todas as componentes à direita são mono
cindidas.

Demonstração. Se existe um índice i0 ∈ Z tal que f i0 não é cindido, pelos
Corolários 3.5 e 3.6, temos o terceiro caso.

Suponhamos que todos os morfismos f i são cindidos. Se todos são epi cindidos,
temos o segundo caso. Assim, suponha que exista um morfismo f i0 que não é
epi cindido Como todos os morfismos f i são cindidos f i0 é mono cindido. Pelo
Corolário 3.6, f i é mono cindido, para todo i > i0. Se o mesmo é verdade
para todo n < i0, temos o primeiro caso. Caso contrário, existe um índice
m < i0 cuja componente não é mono cindido. Pelo Corolário 3.6 f i é epi cindido,
para todo i < m. Assim, podemos assumir que i0 é o menor índice tal que
sua componente é mono cindido mas não é epi cindido. Com isso f i0−1 é epi
cindido. De fato, caso contrário, como todo morfismo é cindido f i0−1 seria um
mono cindido contradizendo a minimalidade de f i0 . Em particular, f i0−1 é um
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epimorfismo. Logo, pelo Lema 3.7 todas as componentes de f à esquerda de f i0

são mono cindidas, o que é uma contradição pois existe m < i0 cuja componente
fm não é mono cindido.

. . . // Xm //

fm

��

. . . // X i0−1 di0−1
//

f i0−1

��

X i0

f i0

��

// . . .

epi cindido mono cindido

. . . // Y m // . . . // Y i0−1

∂i0−1
// Y i0 // . . .

Definição 3.9. O morfismo irredutível em CI(P) satisfazendo a condição 3 da
Proposição 3.9 será chamado morfismo sirredutível.

A seguir, apresentaremos exemplos de morfismos irredutíveis da categoria
CI(P) satisfazendo cada uma das condições da Proposição anterior.

Exemplo 3.10. Seja Λ a álgebra de caminhos do quiver Q =
1
• oo β 2

• oo α 3
• .

No Exemplo 1.61, apresentamos o quiver de Auslander-Reiten de Λ

P (1)
•

f
??
P (2)
•

q

��

g
??
P (3)
•

p

��

S(2)
•

j
??
I(2)
•

r

��
S(3)
•

a) Considere o morfismo de complexos a seguir:

P1 :

∼

f
��

. . . // 0 //

��

P (1) //

f

��

0 //

��

. . .

P2 : . . . // 0 // P (2) // 0 // . . .

Podemos mostrar que
∼

f é um morfismo irredutível em CI(P), observando que f

é irredutível em P. Mais especificamente,
∼

f é um morfismo sirredutível.
b) Considere o morfismo de complexos a seguir:

P3 :

∼
p

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

P (3) // 0 //

��

. . .

I2 : . . . // 0 // P (1)
gf // P (3) // 0 // . . .

O complexo I2 é um objeto de CI(P) (veja Exemplo 1.61). Além disso,
∼
p é um

morfismo irredutível em CI(P), pois p é irredutível em P. Mais ainda, pode-se

observar que
∼
p é um morfismo smonic.
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c) Considere o morfismo de complexos a seguir:

P3 ⊕ S2 :
(

∼
p

∼

j
)

��

. . . // 0 //

��

P (1)





f
gf





// P (2)⊕ P (3) //

(

0 1
)

��

0 //

��

. . .

I2 : . . . // 0 // P (1)
gf // P (3) // 0 // . . .

Como P (1) = rad P (2), temos Im f ⊂ rad P (2) pois f é o morfismo
inclusão. Além disso, vimos no item anterior que Im gf ⊂ rad P (3). Assim,

Im

(
f
gf

)
⊂ rad (P (2) ⊕ P (3)). Logo, o complexo P2 ⊕ S2 é um objeto da

categoria CI(P). Com isso e sabendo que I2 é um complexo de CI(P), temos que(
∼
p

∼

j

)
é um morfismo de complexos de CI(P).

Mais ainda,
(

∼
p

∼

j

)
é um morfismo irredutível em CI(P) , pois

(
p j

)
é

irredutível em P (veja Exemplo 1.61). Além disso, observemos que
(

∼
p

∼

j

)
é

um morfismo sepic.

Para finalizar esta seção mostraremos que, em geral, a recíproca da Proposição
3.9 não é verdadeira.

Exemplo 3.11. Novamente, consideremos a álgebra de caminhos Λ do quiver

Q =
1
• oo β 2

• oo α 3
• e seu quiver de Auslander-Reiten a seguir, apresentado no

Exemplo 1.61:

P (1)
•

f
??
P (2)
•

q

��

g
??
P (3)
•

p

��

S(2)
•

j
??
I(2)
•

r

��
S(3)
•

a) Considere o morfismo de complexos definido a seguir:

X :

α

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

P (3) // 0 //

��

. . .

Y : . . . // 0 // P (2)
g // P (3) // 0 // . . .

Como P (2) = rad P (3) e g é o morfismo inclusão o complexo Y é um objeto da
categoria CI(P). Logo, α é um morfismo de complexos de CI(P). Observe que α
é um morfismo smonic.

No entanto, mostraremos que α não é irredutível. O morfismo α tem a
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seguinte fatoração em CI(P):

X :

β

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

P (3) // 0 //

��

. . .

Z :

γ

��

. . . // 0 //

��

P (1)
gf //

f

��

P (3) // 0 //

��

. . .

Y : . . . // 0 // P (2)
g // P (3) // 0 // . . .

O complexo Z é um objeto de CI(P). De fato, como f também é um morfismo
inclusão, P (1) = rad P (2) e P (2) = rad P (3), temos

(gf)(P (1)) = g(P (1)) = P (1) = rad P (2) ⊂ P (2) = rad P (3).

Claramente, β não é mono cindido. Por outro lado, como f é um morfismo
irredutível, temos que γ não é um morfismo sepic e, consequentemente, não é epi
cindido. Logo, α não é um morfismo irredutível em CI(P).

Exemplo 3.12. Seja Λ a álgebra de caminhos do quiver
1
• oo β 2

• oo α 3
• com

relação βα = 0. Pelo Exemplo 1.62, o quiver de Auslander-Reiten de Λ é

P (1)
•

f ��
P (2)
•

q

??
S(2)
•

j
??
P (3)
•

r

��
S(3)
•

A partir deste quiver, conseguimos o contra-exemplo para a recíproca da
condição 2 da Proposição 3.9.
a)Considere o morfismo de complexos

X :

σ

��

. . . // 0 //

��

P (1)
f // P (2)

jq //

��

P (3)

��

// 0 //

��

. . .

Y : . . . // 0 // P (1) // 0 // 0 // 0 // . . .

Como 0 // P (1)
f // P (2)

q // S(2) // 0 é uma sequência de Auslander-
Reiten, sabemos que qf = 0. Com isso jqf = 0 e assim X é um complexo.
Mais ainda, como P (1) = rad P (2) e f é um morfismo inclusão, temos
Im f ⊂ rad P (2). Por outro lado, como rad P (3) = S(2) e j é um morfismo
inclusão jq(P (2)) ⊂ j(S(2)) = S(2) ⊂ rad P (3). Logo X é um objeto em CI(P).
Portanto, σ é um morfismo de complexos em CI(P).

Observe que σ é sepic. No entanto σ não é irredutível. Com efeito, considere
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a seguinte fatoração de σ:

X :

ϕ

��

. . . // 0 //

��

P (1)
f // P (2)

jq // P (3)

��

// 0 //

��

. . .

Y :

θ

��

. . . // 0 //

��

P (1)
f // P (2) //

��

0 //

��

0 //

��

. . .

Z : . . . // 0 // P (1) // 0 // 0 // 0 // . . .

Note que ϕ não é smonic e assim não é mono cindido. Além disso, podemos
observar que θ não é epi cindido. Portanto, σ não é irredutível em CI(P).

b) Considere o morfismo de complexos

X :

ρ

��

. . . // 0 //

��

P (1) //

f

��

0 //

��

0 //

��

. . .

Y : . . . // 0 // P (2)
jq // P (3) // 0 // . . .

em CI(P). Podemos observar que ρ é um morfismo sirredutível, cuja única
componente irredutível é f . Entretanto, mostraremos que ρ não é irredutível.
De fato, seja a seguinte fatoração de ρ em CI(P):

X :

δ

��

. . . // 0 //

��

P (1) // 0 //

��

0 //

��

. . .

Z :

η

��

. . . // 0 //

��

P (1)
f //

f

��

P (2) //

jq

��

0 //

��

. . .

Y : . . . // 0 // P (2)
jq // P (3) // 0 // . . .

Note que δ não é mono cindido. Por outro lado, pela irredutibilidade de f
temos que η não é um morfismo sepic e assim não é epi cindido. Logo, ρ não é
um morfismo irredutível em CI(P).

3.4 Morfismo Irredutível em K−(P)

Nesta seção, caracterizaremos e classificaremos os morfismos irredutíveis
de K−(P). Veremos que os morfismos irredutíveis de K−(P) seguem a
"mesma" caracterização e possuem as "mesmas" propriedades dos morfismos
irredutíveis de C−

I (P) (Teorema 3.23).
Para isto usaremos o fato que todo complexo em C(P) é isomorfo em

K(P) a um complexo de CI(P) (Teorema 3.18). Assim, introduziremos na
seguinte subseção os complexos homotopicamente minimais em C(P), os quais são
equivalentes aos complexos radicais, isto é, os complexos em CI(P) (Proposição
3.17). Algumas demonstrações serão omitidas. Maiores detalhes sobre complexos
homotopicamente minimais podem ser encontrados em [19] e [22].
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3.4.1 Complexos Homotopicamente Minimais

Ao longo desta seção, Λ é uma álgebra não semissimples de dimensão finita
sobre um corpo K.

Definição 3.13. Um complexo X em C(P) é dito homotopicamente minimal
se todo automorfismo de X em K(P) é um automorfismo em C(P).

Sabemos que complexos isomorfos em C(P) também os são em K(P). O
Lema a seguir garante a recíproca para o caso em que os complexos são
homotopicamente minimais.

Lema 3.14. Sejam X e Y complexos homotopicamente minimais em C(P). Se
[f ] : X → Y é um isomorfismo em K(P), então f também o é em C(P).

Demonstração. Por hipótese, existe um morfismo [g] : Y → X tal que [1X ] =
[g][f ] = [gf ] e [1X ] = [f ][g] = [fg]. Assim, [gf ] e [fg] são automorfismos em
K(P). Como X e Y são complexos homotopicamente minimais, temos que gf e
fg são automorfismos em C(P). Logo, pela Proposição 4.2, f é um isomorfismo
em C(P).

A seguir, apresentamos o resultado dual do Lema B.1 de [19]:

Lema 3.15. Seja (X, d) um complexo em C(P). As seguintes afirmações são
equivalentes.

1. X é homotopicamente minimal;

2. Se X ′ 6= 0 é um somando direto de X, então X ′ é homotopicamente nulo;

3. A aplicação di : X i → Im di é uma cobertura projetiva, para todo i ∈ Z.

A fim de demonstrar a próxima proposição, apresentamos o seguinte
lema, o qual fornece uma consequência para as componentes de morfismos
homotopicamente nulos entre complexos radicais.

Lema 3.16. Sejam X e Y complexos radicais em C(P). Se um morfismo
f = (f i)i∈Z ∈ HomC(P)(X, Y ) é homotopicamente nulo, então cada f i é um
morfismo radical.

Demonstração. Por hipótese, existem morfismos si : X i −→ Y i−1 em P , tais que
f i = di−1

Y si + si+1diX para todo i ∈ Z. Assim, temos

f i(X) = di−1
Y si(X) + si+1diX(X) ⊂ rad Y i + si+1(rad X i+1) ⊂ rad Y i,

pois X e Y são complexos radicais em C(P) e pela Proposição 1.29.

O próximo resultado mostra que os complexos homotopicamente minimais e
radicais são equivalentes em C(P).

Proposição 3.17. Um complexo em C(P) é homotopicamente minimal se, e
somente se, ele é radical.
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Demonstração. Seja (X, d) um complexo homotopicamente minimal em C(P).
Pelo Lema 3.15, para todo i ∈ Z, a aplicação di : X i → Im di é uma cobertura
projetiva. Com isso, Ker di é submódulo supérfluo de X i, para todo i ∈ Z. Pelo
Corolário 1.31 e como X é um complexo obtemos Im di−1 ⊆ Ker di ⊆ rad X i,
para todo i ∈ Z. Logo (X, d) é um complexo radical em C(P).

Por outro lado, assuma que (X, d) é um complexo radical e seja [f ] : X → X
um automorfismo em K(P). Assim, existe um morfismo [g] : X → X tal que

fg ∼ 1X e gf ∼ 1X .

Com isso 1X − fg é homotopicamente nulo. Pelo Lema 3.16, cada 1Xi − f igi é
um morfismo radical. Desta forma, pelo Corolário 1.52, f igi = 1Xi − (1Xi − f igi)
é um automorfismo para todo i ∈ Z. Assim, fg é um automorfismo em C(P).
Pela Proposição 4.2, f é epi cindido. Usando o mesmo raciocínio para gf ∼ 1X ,
mostramos que f é mono cindido. Logo, f é um automorfismo em C(P) e portanto
X é um complexo homotopicamente minimal.

Assim, apresentamos o resultado dual da Proposição B.2 em [19], o qual
garante que todo complexo em C(P) pode ser escrito como soma direta de um
complexo em CI(P) e um complexo homotopicamente nulo.

Teorema 3.18. Todo complexo X na categoria C(P) admite uma decomposição
X = X1⊕X2, onde X1 é um complexo radical e X2 é homotopicamente nulo. Além
disso, o complexo X1 é único a menos de isomorfismo, isto é, se X = X ′

1 ⊕X ′
2,

onde X ′
1 é complexo radical e X ′

2 é homotopicamente nulo, então X1 e X ′
1 são

isomorfos em C(P).

Observação 3.19. Pelo Teorema 3.18, todo complexo X em C(P) é isomorfo
em K(P) a um complexo X1 em CI(P).

3.4.2 Caracterização dos Morfismos Irredutíveis em K−(P)

Nesta subseção veremos que os morfismos cindidos e irredutíveis em K−(P)
são os mesmos de C−

I (P), a menos de homotopia.

Lema 3.20. Se f : X −→ X é um morfismo homotópico a identidade em CI(P),
então f é um automorfismo em CI(P).

Demonstração. Por hipótese [f ] = [1X ] em K(P), e assim [f ] é um automorfismo
em K(P). Sabendo que X é um complexo radical, pela Proposição 3.17, X é
homotopicamente minimal. Logo, f é um automorfismo em C(P) e, portanto, em
CI(P).

Corolário 3.21. Sejam f um morfismo de CI(P) e [f ] sua classe de homotopia
em K(P). Então, f é mono cindido (resp. epi cindido) se, e somente se, [f ] é
mono cindido (resp. epi cindido).

Demonstração. Faremos a prova apenas para o caso mono cindido. O caso epi
cindido é análogo. Se f é mono cindido, existe um morfismo h em CI(P) tal que
hf = 1. Com isso, [1] = [hf ] = [h][f ], ou seja, [f ] é mono cindido.

Reciprocamente, assuma que [f ] é mono cindido. Desta forma, existe um
morfismo [h] em K(P) tal que [h][f ] = [1], isto é, [hf ] = [1]. Assim, pelo Lema
3.20, hf é um automorfismo. Logo, f é mono cindido pela Proposição 4.2.
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Lema 3.22. Seja f um morfismo em CI(P) com uma fatoração em K(P),
[f ] = [h][g]. Se f é irredutível em CI(P), então existem morfismos h′ e g′ em
CI(P) tais que f = h′g′, sendo h′ e g′ homotópicos a h e a g, respectivamente.

Demonstração. Como f é um morfismo irredutível em CI(P), pela Proposição 3.9,
sabemos que f é smonic, sepic ou sirredutível. Suponhamos que f é sirredutível
com componente irredutível f 0.

Seja f ′ = hg. Assim, [f ′] = [f ] de modo que existem morfismos (si)i∈Z tais
que no diagrama

X :

f ′−f

��

. . . // X−1 d−1
//

f ′−1−f−1

��

X0 d0 //

f ′0−f0

��

s0

ww

X1 //

f ′1−f1

��s1

ww

. . .

Y : . . . // Y −1

∂−1
// Y 0

∂0
// Y 1 // . . .

temos

f ′i − f i = ∂i−1si + si+1di (3.9)

para todo i ∈ Z. Assim, pelo Corolário 3.21 e como f é sirredutível, para i < 0,
as componentes f ′i de f ′ são epi cindidas e assim cada hi também o é, e para
i > 0, cada f ′i é mono cindido e assim cada gi também o é. Desta foma, pela
Proposição 3.3, podemos escrever a fatoração f ′ = hg como

X :

g

��

. . . // X−2 d−2
//

g−2

��

X−1 d−1
//

g−1

��

s′−1

yy

s−1

��

X0 d0 //

g0

��

s′0

||

s0

��

X1 d1 //

(1 0)t

��

s1

��

X1 //

(1 0)t

��

s2

��

. . .

Z :

h

��

. . . // Y −2 ⊕ Z ′−2 ∂̃
−2

//

(1 0)
��

Y −1 ⊕ Z ′−1 ∂̃−1
//

(1 0)
��

Z0 ∂̃0 //

h0

��

X1 ⊕ Z ′1

s′′1
~~

∂̃1 //

h1

��

X2 ⊕ Z ′2

s′′2

{{

//

h2

��

. . .

Y : . . . // Y −2

∂−2
// Y −1

∂−1
// Y 0

∂0
// Y 1 ∂1 // Y 2 // . . .

Desta forma, definimos morfismos s′i = (si 0)t : X i −→ X i−1 ⊕Z ′i−1, para
cada i ≤ 0, e s′′i = (si 0) : X i ⊕ Z ′i −→ Y i−1, para cada i > 0, de modo que

si = hi−1s′i (3.10)

para todo i ≤ 0 e

si = s′′igi, (3.11)

para todo i > 0. Agora, defina

g′i =





gi + ∂̃i−1s′i + s′i+1di, se i < 0

g0 + ∂̃−1s′0, se i = 0
gi, se i > 0

(3.12)
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e

h′i =





hi, se i < 0

h0 + s′′1∂̃0, se i = 0

hi + ∂i−1s′′i + s′′i+1∂̃i, se i > 0

(3.13)

Note que, considerando os morfismos

ŝ =

{
s′i, se i ≤ 0
0, se i > 0

e ˆ̂s =

{
0, se i ≤ 0
s′′i, se i > 0

em P temos que g′ é homotópico a g e h′ é homotópico h. Por fim, mostraremos
que f = g′h′. De fato, para i < 0, temos

h′ig′i
(3.12) e (3.13)

= hi(gi + ∂̃i−1s′i + s′i+1di) = higi + hi∂̃i−1s′i + his′i+1di =

= f ′i + ∂i−1hi−1s′i + his′i+1di
(3.10)
= f ′i + ∂i−1si + si+1di

(3.9)
= f i.

Para i = 0, temos

h′0g′0
(3.12)e(3.13)

= (h0 + s′′1∂̃0)(g0 + ∂̃−1s′0) = h0g0 + h0∂̃−1s′0 + s′′1∂̃0g0 =

= f ′0 + ∂−1h−1s′0 + s′′1g1d0
(3.10) e (3.11)

= f ′0 + ∂−1s0 + s1d0
(3.9)
= f 0

Para i > 0, temos

h′ig′i
(3.12) e (3.13)

= (hi + ∂i−1s′′i + s′′i+1∂̃i)gi = higi + ∂i−1s′′igi + s′′i+1∂̃igi =

= f ′i + ∂i−1s′′igi + s′′i+1gi+1di
(3.11)
= f ′i + ∂i−1si + si+1di

(3.9)
= f i

como queríamos. Se f é smonic ou sepic a demonstração segue de forma
análoga.

Teorema 3.23. Seja [f ] um morfismo de K−(P) com f em C−
I (P) (veja a

Observação após o Teorema 3.18). Então, [f ] é irredutível em K−(P) se, e
somente se, f é irredutível em C−

I (P).

Demonstração. Seja [f ] irredutível em K−(P). Como [f ] não é cindido, pelo
Corolário 3.21, f também não o é. Agora, suponha que f = hg em C−

I (P). Com
isso, obtemos [f ] = [hg] = [h][g]. Como [f ] é irredutível temos [g] mono cindido
ou [h] epi cindido. Assim, novamente pelo Corolário 3.21, temos que g é mono
cindido ou h é epi cindido. Logo, f é irredutível em C−

I (P).
Reciprocamente, assuma que f é irredutível em C−

I (P). Sabendo que f não é
cindido, pelo Corolário 3.21, [f ] também não o é. Agora, consideremos a fatoração
[f ] = [h][g]. Assim, pelo Lema 3.22, existem morfismos h′ e g′ tais que f = h′g′,
sendo g′ e h′ homotópicos a h e g, respectivamente. Como f é irredutível, g′ é
mono cindido ou h′ é epi cindido. Assim, pelo Corolário 3.21, [g] = [g′] é mono
cindido ou [h] = [h′] é epi cindido. Logo, [f ] é irredutível em K−(P).



Capítulo 4

Considerações sobre Morfismos

Irredutíveis na Categoria de

Homotopia

Neste capítulo, assim como no anterior, denotaremos P = proj Λ.
No capítulo 2, como P é uma categoria aditiva, vimos que a Categoria

Homotópica K−(P) é uma categoria triangulada, cujos triângulos são da forma

X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] , (4.1)

sendo Cf o cone de f dado por C i
f = X i+1 ⊕ Y i para todo i ∈ Z.

Seja f : X −→ Y um morfismo em C−
I (P) com uma das formas standard

da Proposição 3.3. Conforme [1], mostraremos que o triângulo distinguido (4.1)

é isomorfo em K−(P) ao triângulo X
f // Y

g //W // X[1] , onde W é um

complexo em C−
I (P) com uma expressão abreviada com relação ao cone Cf de f .

Assim, ainda com base em [1], caracterizaremos estes triângulos distinguidos
em K−(P) com os dois primeiros morfismos f e g irredutíveis em C−

I (P), conforme
a Proposição 3.9. Veremos que:

1. se f é smonic, então g é sepic;

2. se f é sepic, então g sirredutível;

3. se f é sirredutível, então g é smonic ou g é sirredutível.

Ainda neste capítulo, estudaremos alguns resultados de [15], dentre os quais
discutiremos sobre a indecomponibilidade do cone de um morfismo irredutível e a
existência de morfismos irredutíveis em Db(Λ). Para o primeiro, consideraremos
que Λ é uma álgebra de dimensão finita e usaremos a estrutura triangulada
de Db(Λ). Para o segundo, mostraremos que as proposições apresentadas em
[15] são consequências de alguns resultados que exibiremos. Por último, usando
alguns lemas de [24], veremos uma outra condição suficiente para que o Cf seja
indecomponível em uma categoria triangulada Krull-Schmidt qualquer.

65
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4.1 Forma de alguns Triângulos em K−(P)

Primeiro, mostraremos que o domínio (contradomínio) de uma componente
radical de um morfismo smonic (sepic) em C(P) é nulo.

Lema 4.1. Sejam f : X → Y um morfismo smonic em K−(P) e f i : X i → Y i

uma componente de f . Se f i é um morfismo radical então X i = 0.

Demonstração. Como f : X → Y é um morfismo smonic, pela Proposição
3.3, podemos assumir que Y i = X i ⊕ Y ′i e f i =

(
1 0

)t
. Assim, obtemos

X i ⊕ {0} = Im f i ⊂ rad Y i, para todo i ∈ Z. Como, pela Proposição 1.29,
rad Y i = rad X i ⊕ rad Y ′i, temos X i ⊂ rad X i, o que implica que X i = 0.

A seguir, temos o resultado dual para um morfismo sepic em K−(P), cuja a
demonstração é análoga.

Lema 4.2. Sejam f : X → Y um morfismo sepic em K−(P) e f i : X i → Y i

uma componente de f . Se f i é um morfismo radical então Y i = 0.

Demonstração. Sabendo que f é sepic, pela Proposição 3.3, assumimos que
X i = Y i ⊕X ′i e f i =

(
1 0

)
. Assim Y i = Im f i ⊂ rad Y i. Logo Y i = 0.

Lema 4.3. Seja f : X → Y um morfismo de complexos em C−(P). Se f é
um morfismo smonic na forma standard (veja Proposição 3.3), então o triângulo

distinguido X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] é isomorfo em K−(P) ao triângulo

X
f // Y

g //W
−a // X[1] , (4.2)

onde W é o complexo com W i = Y ′i e diW = ei, g e −a são morfismos
de complexos dados por gi =

(
0 1

)
e (−a)i = −ai para todo i ∈ Z,

respectivamente.

Demonstração. Como vimos na prova da Proposição 3.3(i), W é um complexo,
com W i = Y ′i e diW = ei para todo i ∈ Z. Além disso, g e −a são morfismos de
complexos, isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

Y :

g

��

. . . // X i−1 ⊕ Y ′i−1 ∂i−1
//

(

0 1
)

��

X i ⊕ Y ′i ∂i //
(

0 1
)

��

X i+1 ⊕ Y ′i+1 //
(

0 1
)

��

. . .

W :

−a

��

. . . // Y ′i−1 ei−1
//

−ai−1

��

Y ′i ei //

−ai

��

Y ′i+1 //

−ai+1

��

. . .

X[1] : . . . // X i −di // X i+1 −di+1
// X i+2 // . . .

De fato,

(
0 1

)
∂i =

(
0 1

)( di ai

0 ei

)
=

(
0 ei

)
= ei

(
0 1

)
,

para todo i ∈ Z. Por outro lado, como Y é um complexo, para todo i ∈ Z,

∂i∂i−1 =

(
di ai

0 ei

)(
di−1 ai−1

0 ei−1

)
=

(
0 0
0 0

)
,
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donde obtemos

(−ai)ei−1 = (−di)(−ai−1). (4.3)

Agora, precisamos mostrar que os triângulos X
f // Y

if // Cf
pf // X[1]

e X
f // Y

g //W
−a // X[1] são isomorfos em K−(P), isto é, que existe um

isomorfismo h : Cf → W em K−(P) fazendo o diagrama

X
f // Y

if // Cf

h

��

pf // X[1]

(∗)

X
f // Y

g //W
−a // X[1]

comutativo, o qual pode ser representado em blocos tridimensionais da forma

X i+1

(

1 0
)t

// X i+1 ⊕ Y ′i+1
ii+1
f // C i+1

f

pi+1
f //

hi+1

��

X i+2

X i

di

<<

(

1 0
)t

// X i ⊕ Y ′i

∂i

99

ii
f

// C i
f

diCf

<<

hi

��

pi
f

// X i+1

−di+1

;;

X i+1

(

1 0
)t

// X i+1 ⊕ Y ′i+1 gi+1
// Y ′i+1 −ai+1

// X i+2

X i
(

1 0
)t

//

di
;;

X i ⊕ Y ′i

gi
//

∂i
88

Y ′i

ei
;;

−ai
// X i+1

−di+1

::

Defina h : Cf → W dado por hi =
(
0 0 1

)
para todo i ∈ Z. Mostraremos

que h é um morfismo de complexos. De fato, sabemos que cada diCf
: C i

f → C i+1
f

é dado por

diCf
=




−di+1 0 0
1 di ai

0 0 ei


 .

Assim,

hi+1diCf
=

(
0 0 1

)



−di+1 0 0
1 di ai

0 0 ei


 =

(
0 0 ei

)
= eihi = diWh

i

para todo i ∈ Z, como queríamos.
Agora, note que hif = g em C−(P) e consequentemente em K−(P), pois

hiiif =
(
0 0 1

)



0 0
1 0
0 1


 =

(
0 1

)
= gi,

para todo i ∈ Z. Logo, o segundo quadrado do diagrama (∗) é comutativo.
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Para a comutatividade do terceiro quadrado de (∗), provaremos que −ah = pf
em K−(P), isto é, pf é homotópico a −ah em C−(P). Considere o diagrama

Cf :

pf−ah

��

. . . // C i−1
f

di−1
Cf //

pi−1
f

+ai−1hi−1

��

C i
f

diCf //

pi
f
+aihi

��

si

||

C i+1
f

//

pi+1
f

+ai+1hi+1

��
si+1

||

. . .

X[1] : . . . // X i

−di
// X i+1

−di+1
// X i+2 // . . .

Para cada i ∈ Z, defina o morfismo si : C i
f = X i+1 ⊕X i ⊕ Y ′i → (X[1])i−1 = X i

dado por si =
(
0 1 0

)
. Assim,

(−di)si + si+1diCf
= (−di)

(
0 1 0

)
+
(
0 1 0

)



−di+1 0 0
1 di ai

0 0 ei


 =

=
(
1 0 ai

)
=

(
1 0 0

)
+ ai

(
0 0 1

)
= pif + aihi

para todo i ∈ Z, como desejado.
Para finalizar, precisamos mostrar que h é isomorfismo em K−(P). Defina(

−a 0 1
)t

: W → Cf . Inicialmente, devemos provar que
(
−a 0 1

)t
é um

morfismo de complexos, ou seja, o diagrama

W :

(

−a 0 1
)t

��

. . . // Y ′i−1 ei−1
//











−ai−1

0
1











��

Y ′i ei //











−ai

0
1











��

Y ′i+1 //











−ai+1

0
1











��

. . .

Cf : . . . // C i−1
f

di−1
Cf

// C i
f diCf

// C i+1
f

// . . .

é comutativo. Com efeito,

diCf




−ai

0
1


 =




−di+1 0 0
1 di ai

0 0 ei







−ai

0
1


 =




(−di+1)(−ai)
0
ei


 (4.3)

=

=




(−ai+1)ei

0
ei


 =




(−ai+1)
0
1


 ei.

para todo i ∈ Z.
Para todo i ∈ Z, observe que

hi[
(
a 0 1

)t
]i =

(
0 0 1

)



−ai

0
1


 = 1,

isto é, h
(
a 0 1

)t
= 1 em C−(P) e, consequentemente, em K−(P).

Para mostrarmos que
(
a 0 1

)t
h = 1 em K−(P), para cada i ∈ Z, defina
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o morfismo si : C i
f → C i+1

f por si =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


. Considere o diagrama

Cf :

1−
(

a 0 1
)t
h

��

. . . // C i−1
f

di−1
Cf //

��

C i
f

diCf //

��

si

zz

C i+1
f

//

��

si+1

zz

. . .

Cf : . . . // C i−1
f

di−1
Cf

// C i
f diCf

// C i+1
f

// . . .

Temos

di−1
Cf
si + si+1diCf

=




−di 0 0
1 di−1 ai−1

0 0 ei−1







0 1 0
0 0 0
0 0 0


+

+




0 1 0
0 0 0
0 0 0







−di+1 0 0
1 di ai

0 0 ei


 =




1 0 ai

0 1 0
0 0 0


 =

=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




−ai

0
1


(

0 0 1
)
= 1−




−ai

0
1


hi

para todo i ∈ Z. Com isso, 1 é homotópico a
(
a 0 1

)t
h em C−(P). Portanto,

h é um isomorfismo em K−(P). Isto completa a demonstração.

Observação 4.4. A seguir, apresentamos uma demonstração alternativa do
Lema 4.3, utilizando axiomas da categoria triangulada K−(P).

Demonstração. Seja a[−1] : Y ′[−1] → X dado por

Y ′[−1]

a[−1]

��

. . . //

Y ′[−1]i︷ ︸︸ ︷
Y ′i−1 −ei−1

//

ai−1

��

Y ′[−1]i+1

︷︸︸︷
Y ′i −ei //

ai

��

Y ′[−1]i+2

︷ ︸︸ ︷
Y ′i+1

ai+1

��

// . . .

X . . . // X i di // X i+1 di+1
// X i+2 // . . .

Pela equação (4.3), a[−1] é um morfismo em K−(P). Assim, por TR1(b) e TR2,
obtemos o seguinte triângulo distinguido em K−(P):

X
ia[−1] // Ca[−1]

pa[−1] // Y ′ −a // X[1] .

No entanto, como f é um morfismo smonic na forma standard (Proposição
3.3, temos, para todo i ∈ Z, que

Y i = Y ′i ⊕X i = C i
a[−1], f

i =

(
0
1

)
= iia[−1] e ∂i =

(
ei 0
ai di

)
= diCa[−1]

Assim, obtemos o triângulo distinguindo X
f // Y

g //W
−a // X[1] em
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K−(P), onde W é o complexo com W i = Y ′i e diW = ei, g = pa[−1] é o morfismo
de complexo dado por gi =

(
0 1

)
e −a é o morfismo de complexos cujas

componentes são (−a)i = −ai, para todo i ∈ Z. Com isso, o diagrama

X
f // Y

if // Cf
pf //

h

��

X[1]

X
f // Y

g //W
−a // X[1]

possui linhas que são triângulos distinguidos e o quadrado à esquerda comutativo.
Logo, por (TR3), existe um morfismo h : Cf → W tal que (1X , 1Y , h) é um

morfismo de triângulos. Pelo Lema 2.7, h é um isomorfismo em K−(P). Isto
completa a demonstração.

Observação 4.5. Pelo Lema 4.3, se f : X → Y é smonic, então o triângulo
(4.2) tem a forma

X :

f

��

. . . // X i−1 di−1
//

(

1 0
)t

��

X i di //

(

1 0
)t

��

X i+1

(

1 0
)t

��

// . . .

Y :

g

��

. . . // X i−1 ⊕ Y ′i−1 ∂i−1
//

(

0 1
)

��

X i ⊕ Y ′i ∂i //

(

0 1
)

��

X i+1 ⊕ Y ′i+1 //

(

0 1
)

��

. . .

W :

−a

��

. . . // Y ′i−1 ei−1
//

−ai−1

��

Y ′i ei //

−ai

��

Y ′i+1 //

−ai+1

��

. . .

X[1] : . . . // X i −di // X i+1 −di+1
// X i+2 // . . .

onde ∂i =

(
di ai

0 ei

)
, para todo i ∈ Z.

Corolário 4.6. Com as notações do Lema 4.3, se f é um morfismo de complexos
em C−

I (P), então W é um complexo em C−
I (P).

Demonstração. Como X é um complexo em C−
I (P), para todo (xi, y

′
i) ∈ X i⊕Y ′i,

di(xi, y
′
i) =

(
di ai

0 ei

)(
xi
y′i

)
=

(
di(xi) + ai(y′i)

ei(y′i)

)
⊂ rad (X i ⊕ Y ′i),

donde, pelo item 1 da Proposição 1.29, ei(y′i) ∈ rad Y ′i e assim Im ei ⊂ rad Y ′i

para cada i ∈ Z. Logo W é um complexo em C−
I (P).

Corolário 4.7. (1o caso) Seja X
f // Y

g //W
−a // X[1] o triângulo (4.2)

definido no Lema 4.3. Se f é smonic então g é sepic.

Demonstração. Segue imediatamente do Observação 4.5.
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Lema 4.8. Seja f : X → Y um morfismo de complexos em C−(P). Se f é
um morfismo sepic na forma standard (veja Proposição 3.3), então o triângulo

distinguido X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] é isomorfo em K−(P) ao triângulo

X
f // Y

g //W
(0 1)t

// X[1] (4.4)

onde W é o complexo com W i = X ′i+1 e diW = −ǫi+1 e g é o morfismo de
complexos dado por gi = bi para todo i ∈ Z.

Demonstração. Precisamos mostrar que existe um isomorfismo h : Cf → W em
K−(P) fazendo o diagrama

X
f // Y

if // Cf

h

��

pf // X[1]

(∗∗)

X
f // Y

g //W
(0 1)t

// X[1]

comutativo, o qual pode ser representado em blocos tridimensionais da forma

Y i+1 ⊕X ′i+1
(1 0)

// Y i+1
ii+1
f // C i+1

f

pi+1
f //

hi+1

��

Y i+2 ⊕X ′i+2

Y i ⊕X ′i

di

<<

(1 0)
// Y i

∂i

@@

ii
f // C i

f

diCf

>>

hi

��

pi
f // Y i+1 ⊕X ′i+1

−di+1

::

Y i+1 ⊕X ′i+1
(1 0)

// Y i+1 bi+1
// X ′i+2

(0 1)t
// Y i+2 ⊕X ′i+2

Y i ⊕X ′i

(1 0)
//

di

;;

Y i

bi
//

∂i

>>

X ′i+1

−ǫi+1

<<

(0 1)t
// Y i+1 ⊕X ′i+1

−di+1

99

Inicialmente, mostraremos que W é um complexo e que g e
(
0 1

)t
são

morfismos de complexos. Como X é um complexo, para todo i ∈ Z, temos que

di+1di =

(
∂i+1 0
bi+1 ǫi+1

)(
∂i 0
bi ǫi

)
=

(
0 0
0 0

)
,

donde obtemos as igualdades (−ǫi+1)(−ǫi+1) = 0 e

(−ǫi+1)bi = bi+1∂i. (4.5)

as quais mostram que W é um complexo e que g é um morfismo de complexos,
respectivamente. Por outro lado,

(
0 1

)t
é um morfismo de complexo, pois

−di+1
(
0 1

)t
=

(
−∂i+1 0
−bi+1 −ǫi+1

)(
0
1

)
=

(
0

−ǫi+1

)
=

(
0 1

)t
(−ǫi+1).

Agora, como cada C i
f = Y i+1 ⊕ X ′i+1 ⊕ Y i, defina h : Cf → W dado por
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hi =
(
0 1 bi

)
para todo i ∈ Z. Mostraremos que h é um morfismo de

complexos. De fato, sabendo que todo diCf
: C i

f → C i+1
f é dado por

diCf
=




−∂i+1 0 0
−bi+1 ǫi+1 0
1 0 ∂i


 ,

segue que

hi+1diCf
=

(
0 1 bi+1

)



−∂i+1 0 0
−bi+1 ǫi+1 0
1 0 ∂i


 =

(
0 −ǫi+1 bi+1∂i

) (4.5)
=

=
(
0 −ǫi+1 (−ǫi+1)bi

)
= −ǫi+1

(
0 1 bi

)
= −ǫi+1hi = diWh

i

como desejado.
Agora, verificaremos que o diagrama (∗∗) é comutativo. O primeiro quadrado

é comutativo. Notemos que o segundo quadrado também é comutativo, pois

hiiif =
(
0 1 bi

)



0
0
1


 = bi = gi

para todo i ∈ Z, isto é, g = hif em C−(P) e, consequentemente, em K−(P).
Para provar que o terceiro quadrado é comutativo, mostraremos que(

0 1
)t
h é homotópico a pf em C−(P). Considere o diagrama

Cf :

pf−
(

0 1
)t
h

��

. . . // C i−1
f

di−1
Cf //

��

C i
f

diCf //

��
si

ww

C i+1
f

//

��
si+1

vv

. . .

X[1] : . . . // Y i ⊕X ′i

−di
// Y i+1 ⊕X ′i+1

−di+1
// Y i+1 ⊕X ′i+2 // . . .

Tomando o morfismo si : C i
f = Y i+1 ⊕X i+1 ⊕ Y i → (X[1])i−1 = Y i ⊕X ′i em P

dado por si =

(
0 0 1
0 0 0

)
para cada i ∈ Z, obtemos, para todo i ∈ Z,

si+1diCf
+ (−di)si =

(
0 0 1
0 0 0

)


−∂i+1 0 0
−bi+1 ǫi+1 0
1 0 ∂i


+

+

(
−∂i 0
−bi −ǫi

)(
0 0 1
0 0 0

)
=

(
1 0 0
0 0 −bi

)
=

=

(
1 0 0
0 1 0

)
−

(
0
1

)(
1 0 bi

)
= pif −

(
0 1

)t
hi.

Com isso, pf =
(
0 1

)t
h em K−(P). Logo, o diagrama (∗∗) é comutativo.

Por fim, provaremos que h é um isomorfismo em K−(P). Seja a aplicação
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(
0 1 0

)t
: W → Cf . Observe que, para todo i ∈ Z,

diCf

[(
0 1 0

)t]i
=




−∂i+1 0 0
−bi+1 ǫi+1 0
1 0 ∂i







0
1
0


 =




0
−ǫi+1

0


 =

=
[(

0 1 0
)t]i+1

(−ǫi+1) =
[(

0 1 0
)t]i+1

diW

para todo i ∈ Z. Logo,
(
0 1 0

)t
é um morfismo de complexos. Além disso,

hi
[(

0 1 0
)t]i

=
(
0 1 bi

)



0
1
0


 = 1

para todo i ∈ Z, ou seja, h
(
0 1 0

)t
= 1W em C−(P) e assim em K−(P).

Por outro lado, para a igualdade
(
0 1 0

)t
h = 1Cf

em K−(P), provaremos

que
(
0 1 0

)t
h é homotópico a 1Cf

em C−(P). Considere o diagrama

Cf :

1−
(

0 1 0
)t
h

��

. . . // C i−1
f

di−1
Cf //

��

C i
f

diCf //

��

li

zz

C i+1
f

//

��

li+1

zz

. . .

Cf : . . . // C i−1
f

di−1
Cf

// C i
f diCf

// C i+1
f

// . . .

Tomemos o morfismo li : C i
f = Y i+1 ⊕X i+1 ⊕ Y i −→ C i+1

f = Y i+2 ⊕X i+2 ⊕ Y i+1

em P dado por li =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 para todo i ∈ Z. Assim,

li+1diCf
+ di−1

Cf
li =




0 0 1
0 0 0
0 0 0







−∂i+1 0 0
−bi+1 ǫi+1 0
0 0 ∂i


+

+




−∂i 0 0
−bi ǫi 0
0 0 ∂i−1







0 0 1
0 0 0
0 0 0


 =




1 0 0
0 0 −bi

0 0 1


 =

=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0
1
0


(

0 1 bi
)
= 1−




0
1
0


hi

como queríamos. Logo, h é um isomorfismo K−(P).

Observação 4.9. Assim como foi feito no Lema 4.3, apresentamos uma
demonstração alternativa para o Lema 4.8, usando os axiomas da categoria
triangulada K−(P).
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Demonstração. Seja −b[−1] : Y [−1] −→ X ′ dado por

Y [−1]

−b[−1]

��

. . . //

Y [−1]i︷︸︸︷
Y i−1 −∂i−1

//

−bi−1

��

Y [−1]i+1

︷︸︸︷
Y i −∂i //

−bi

��

Y [−1]i+2

︷︸︸︷
Y i+1

−bi+1

��

// . . .

X ′ . . . // X ′i ǫi // X ′i+1 ǫi+1
// X ′i+2 // . . .

Por (4.5), −b[−1] é um morfismo de complexos em C−(P). Por TR1(b) e TR2,

Cb[−1]

pb[−1] // Y b // X ′[1]
ib // Cb[−1][1] .

é um triângulo distinguido em K−(P).
No entanto, como f é um morfismo sepic na forma standard (Proposição 3.3),

X i = Y i ⊕X ′i = C i
b[−1], f

i =
(
1 0

)
= pib[−1] e di =

(
∂i 0
bi ǫi

)
= diCb[−1]

para todo i ∈ Z. Desta forma, X
f // Y

g //W
(0 1)t

// X[1] é um
triângulo distinguido de f , onde W é o complexo com W i = X ′[1]i = X ′i+1 e
diW = −ǫi+1 e g é o morfismo de complexos dado por gi = bi, para todo i ∈ Z.
Com isso, o diagrama

X
f // Y

if // Cf
pf //

h

��

X[1]

X
f // Y

g //W
(0 1)t

// X[1]

possui linhas que são triângulos distinguidos e o quadrado comutativo à esquerda.
Logo, por (TR3) e pela Proposição 2.10, existe um morfismo h : Cf −→ W em
K−(P) tal que (1X , 1Y , h) é um isomorfismo de triângulos, como desejado.

Observação 4.10. Pelo Lema 4.8, o triângulo distinguido (4.4) tem a forma:

X :

f

��

. . . // Y i−1 ⊕X ′i−1 di−1
//

(

0 1
)

��

Y i ⊕X ′i di //

(

0 1
)

��

Y i+1 ⊕X ′i+1

(

0 1
)

��

// . . .

Y :

g

��

. . . // Y i−1

∂i−1
//

bi−1

��

Y i

∂i
//

bi

��

Y i+1 //

bi+1

��

. . .

W :

(

0 1
)t

��

. . . // X ′i −ǫi //

(

0 1
)t

��

X ′i+1 −ǫi+1
//

(

0 1
)t

��

X ′i+2 //

(

0 1
)t

��

. . .

X[1] : . . . // Y i ⊕X ′i

−di
// Y i+1 ⊕X ′i+1

−di+1
// Y i+2 ⊕X ′i+2 // . . .
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onde di =

(
∂i 0
bi ǫi

)
, para todo i ∈ Z.

Corolário 4.11. Com as notações do Lema 4.8, se f é um morfismo de complexos
em C−

I (P), então W é um complexo em C−
I (P) e as componentes de g são

morfismos radicais.

Demonstração. Como X é um complexo em C−
I (P), para cada i ∈ Z, temos

(
0 −ǫi

)t
(X ′i) =

(
0 1

)t
(−ǫi)(X ′i) = di

(
0 1

)t
(X ′i) ⊂ rad (Y i+1⊕X ′i+1).

Pela Proposição 1.29, rad (Y i+1 ⊕ X ′i+1) = rad Y i+1 ⊕ rad X ′i+1 para todo
i ∈ Z. Assim, −ǫi(X ′i) ∈ rad X ′i+1 para todo i ∈ Z. Logo, W é um complexo
em C−

I (P).
Por outro lado, para todo i ∈ Z,

di(Y i ⊕X ′i) =

(
∂i 0
bi ǫi

)(
Y i

X ′i

)
=

(
∂i(Y i)

bi(Y i) + ǫi(X ′i)

)
⊂ rad (Y i ⊕X ′i).

pois X é um complexo em C−
I (P). Como rad (Y i ⊕ X ′i) = rad Y i ⊕ rad X ′i

para todo i ∈ Z, temos bi(Y i) + ǫi(X ′i) ⊂ radX ′i para todo i ∈ Z. Sabendo que
ǫi(X ′i) ⊂ radX ′i e radX ′i é um subgrupo aditivo de X ′i para todo i ∈ Z, temos
bi(Y i) ⊂ radX ′i para todo i ∈ Z. Logo todas as componentes de g são morfismos
radicais.

Corolário 4.12. (2o caso) Seja X
f // Y

g //W
(0 1)t

// X[1] o triângulo
(4.4) definido no Lema 4.8. Se f é um morfismo irredutível sepic e g é um
morfismo irredutível, então g é sirredutível.

Demonstração. Pela Proposição 3.9, g é um morfismo irredutível smonic, sepic
ou sirredutível em K−(P). No entanto, inicialmente, observe que as componentes
de g são morfismos radicais pelo corolário anterior.

Desta forma, se g : Y → W é smonic, então Y = 0 pelo Lema 4.1, o que
contraria a irredutibilidade de f . Por outro lado, se g é um morfismo sepic,

pelo Lema 4.2, W = 0. Com isso, X
f // Y 0 // 0 0 // X[1] é um triângulo

distinguido em K−(P). Logo, pela Proposição 2.10, f é um isomorfismo, o que
contradiz a irredutibilidade de f . Portanto, g é sirredutível em K−(P).

Observação 4.13. Nas condições do Corolário 4.12, no triângulo distinguido
(4.4) em K−(P), g é um morfismo sirredutível com componente irredutível bk,
para algum k ∈ Z. Pelo Corolário 3.6, temos que bi é epi (mono) cindido para
todo i < k (i > k, respectivamente). Pelos Lemas 4.1 e 4.2, temos

X ′j = 0 e Y i = 0

sempre que j ≤ k < i. Logo, o triângulo (4.4), a menos de isomorfismo, tem a
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seguinte forma:

X :

f

��

. . . // Y k−2 ∂k−2
// Y k−1 ∂k−1

// Y k bk // X ′k+1

��

ǫk+1
// X ′k+2

��

// . . .

Y :

g

��

. . . // Y k−2

∂k−2
//

��

Y k−1

∂k−1
//

��

Y k //

bk

��

0 //

��

0 //

��

. . .

W :

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

X ′k+1 −ǫi+1
// X ′k+2 −ǫk+2

// X ′k+3 // . . .

X[1] : . . . // Y k−1

−∂k−1
// Y k

−bk
// X ′k+1

−ǫk+1
// X ′k+2

−ǫk+2
// X ′k+3 // . . .

Lema 4.14. Seja f : X −→ Y um morfismo de complexos em C−(P). Se f é
um morfismo sirredutível na forma standard (Proposição 3.3), então o triângulo

distinguido X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] é isomorfo em K−(P) ao triângulo

X
f // Y

g //W
a // X[1] , (4.6)

onde W é o complexo com

W j =





X ′j+1, se j < i− 1
X i, se j = i− 1
Y i, se j = i
Y ′i, se j > i

e djW =





−ǫj+1, se j < i− 2
−εi−1, se j = i− 2
f i, se j = i− 1
ξi, se j = i
ej, se j > i

e g e a são os morfismos de complexos dados, respectivamente, por

gj =





bj, se j < i− 1
ci−1, se j = i− 1
1, se j = i(

0 1
)
, se j > i

e aj =





(
0 1

)t
, se j < i− 1

1, se j = i− 1
−li, se j = i
−aj, se j > i

.

Demonstração. Inicialmente, mostraremos que W é um complexo. Note que

diWd
i−1
W = ξif i = 0 e di−1

W di−2
W = f iεi−1 = 0,

pois f é um morfismo de complexo. Além disso, pelos lemas 4.3 e 4.8, temos que

djWd
j−1
W = ej+1ej = 0 e dmWd

m−1
W = (−εm+1)(−εm) = 0

para todo j > i e todo m < i− 2, respectivamente.
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Agora, mostraremos que g e a são morfismos de complexos, isto é, o diagrama

Y :

g

��

. . . // Y i−2 ∂i−2
//

bi−2

��

Y i−1 ∂i−1
//

ci−1

��

Y i





li

ξi





// X i+1 ⊕ Y ′i+1 //

(

0 1
)

��

. . .

W :

−a

��

. . . // X ′i−1 −εi−1
//

−ai−2

��

X i f i // Y i ξi //

−li

��

Y ′i+1

−ai+1

��

// . . .

X[1] : . . . // Y i−1 ⊕X ′i−1

−di−1
// X i

−di+1
// X i+1

−di+1
// X i+2 // . . .

é comutativo. De fato, sabendo que X e Y são complexo, temos que

(
ci−1 εi−1

)
di−2 =

(
ci−1 εi−1

)( ∂i−2 0
bi−2 εi−2

)
= 0

e

∂i+1
(
li ξi

)t
=

(
di+1 ai+1

0 ei+1

)(
li

ξi

)
= 0

que implicam que

ci−1∂i−2 = (−εi−1)bi−2 (4.7)

e

(−di+1)(−li) = (−ai+1)ξi, (4.8)

respectivamente. Como f é um morfismo de complexos, temos também que

f ici−1 = ∂i−11Y i e − lif i = −di1Xi ,

Além disso, obtemos

gi+1

(
li

ξi

)
=

(
0 1

)( li

ξi

)
= ξi = ξi1Y i

e

−
(
ci−1 εi−1

)
(−ai−2) = −

(
ci−1 εi−1

)( 0
1

)
= −εi−1 = 1Xi(−εi−1).

Por fim, a comutatividade dos demais quadrados segue dos lemas 4.3 e 4.8. Com
isso, concluímos que g e a são morfismos de complexos.

Agora, observe que o cone Cf de f é dado por

. . . Y i−1 ⊕X ′i−1 ⊕ Y i−2

︸ ︷︷ ︸
Ci−2

f

di−2
Cf

→ X i ⊕ Y i−1

︸ ︷︷ ︸
Ci−1

f

di−1
Cf

→ X i+1 ⊕ Y i

︸ ︷︷ ︸
Ci

f

diCf

→ X i+2 ⊕X i+1 ⊕ Y ′i+1

︸ ︷︷ ︸
Ci+1

f

. . .
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Assim, definimos h : Cf −→ W por

hj =





(
0 1 bj

)
, se j < i− 1(

1 cj
)
, se j = i− 1(

0 1
)
, se j = i(

0 0 1
)
, se j > i

Mostraremos que h é um morfismo de complexos, isto é, o diagrama

Cf :

h

��

. . .

Ci−2
f︷ ︸︸ ︷

Y i−1 ⊕X ′i−1 ⊕ Y i−2 //

(

0 1 bi−2
)

��

Ci−1
f︷ ︸︸ ︷

X i ⊕ Y i−1 //

(

0 ci−1
)

��

Ci
f︷ ︸︸ ︷

X i+1 ⊕ Y i //

(

0 1
)

��

Ci+1
f︷ ︸︸ ︷

X i+2 ⊕X i+1 ⊕ Y ′i+1

(

0 0 1
)

��

. . .

W : . . . // X ′i−1 −εi−1
// X i f i // Y i ξi // Y ′i+1 // . . .

é comutativo. De fato, note que

hi−1di−2
Cf =

(
1 ci−1

)( −ci−1 −εi−1 0
1 0 ∂i−2

)
=

(
0 −εi−1 ci−1∂i−2

) (4.7)
=

=
(
0 −εi−1 −εi−1bi−2

)
= −εi−1

(
0 1 bi−2

)
= −εi−1hi−2,

hidi−1
Cf

=
(
0 1

)( −di 0
f i ∂i−1

)
=

(
f i ∂i−1

)
=

(
f i f ici−1

)
=

= f i
(
1 ci−1

)
= di−1

W hi−1

e

hi+1di−1
Cf

=
(
0 0 1

)



−di+1 0
1 li

0 ξi


 =

(
0 ξi

)
= ξi

(
0 1

)
= diWh

i

Além disso, pelos lemas 4.3 e 4.8, a igualdade hjdj−1
Cf

= dj−1
Z hj−1 é válida para

os demais j ∈ Z, o que completa a prova da nossa afirmação.
Agora, provaremos que o seguinte diagrama é comutativo:

X
f // Y

if // Cf

h

��

pf // X[1]

X
f

// Y g
//W a

// X[1]

O primeiro quadrado é comutativo. Para o segundo quadrado, observe que

hi−1ii−1
f =

(
0 ci−1

)( 0
1

)
= ci−1 = ci−11Y i−1 = gi−11Y i−1

e

hiiif =
(
0 1

)( 0
1

)
= 1Y i−1 = 1Y i1Y i = gi1Y i
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Novamente, os lemas 4.3 e 4.8 fornecem hjijf = gj1Y j para j 6= i− 1, i em Z. Isto
prova a comutatividade do segundo quadrado.

Já para o terceiro quadrado, consideremos o diagrama

Cf : . . .

pf−ah

��

// C i−3
f

di−3
Cf //

��

C i−2
f

si−2

ww

di−2
Cf //

��

C i−1
f

di−1
Cf //

��

si−1

yy

C i
f

diCf //

��

si

~~

C i+1
f

//

��

si+1

}}

. . .

X[1] : . . . // Y i−2 ⊕X i−2

−di−2
// Y i−1 ⊕X i−1

−di−1
// X i

−di
// X i+1

−di+1
// X i+2 // . . .

Defina cada morfismo sj : Cj
f −→ X[1]j−1 por

sj =





(
0 0 1
0 0 0

)
, se j < i− 1

(
0 1
0 0

)
, se j = i− 1

(
0 0

)
, se j = i(

0 1 0
)
, se j > i

Com isso, obtemos

di−2si−2 + si−1di−2
Cf

=

(
−∂i−2 0
−bi−2 −ǫi−2

)(
0 0 1
0 0 0

)
+

+

(
0 1
0 0

)(
−ci−1 −εi−1 0
1 0 ∂i−2

)
=

=

(
0 0 −∂i−2

0 0 −bi−2

)
+

(
1 0 ∂i−2

0 0 0

)
=

=

(
1 0 0
0 0 −bi−2

)
=

(
1 0 0
0 1 0

)
−

(
0 0 0
0 1 bi−2

)
=

=

(
1 0 0
0 1 0

)
−

(
0
1

)(
0 1 bi−2

)
= pi−2

f + ai−2hi−2,

di−1si−1 + sidi−1
Cf

=
(
−ci−1 −εi−1

)( 0 1
0 0

)
+
(
0 0

)
di−1
Cf

=

=
(
0 −ci−1

)
=

(
1 0

)
− 1

(
1 ci−1

)
= pi−1

f + ai−1hi−1

e

disi + si+1diCf
= diW

(
0 0

)
+
(
0 1 0

)



−di+1 0
1 li

0 ξi


 =

(
1 li

)
=

=
(
1 0

)
− (−li)

(
0 1

)
= pif + aihi.

Além disso, djsj + sj+1djCf
= pjf + ajhj para os demais j ∈ Z pelos lemas 4.3 e

4.8.
Por fim, mostraremos que h é um isomorfismo em K−(P). Seja n : W −→ Cf
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dado por

nj =





(
0 1 0

)t
, se j < i− 1(

1 0
)t
, se j = i− 1(

−li 1
)t
, se j = i(

−aj 0 1
)t
, se j > i

.

Provaremos que n é um morfismo de complexos, isto é , o diagrama

W :

n

��

. . . // X ′i−1 −εi−1
//











0
1
0











��

X i
di−1
Cf //





1
0





��

Y i ξi //





−li

1





��

Y ′i+1 //










−ai+1

0
1











��

. . .

Cf : . . . // C i−2
f

di−2
Cf

// C i−1
f

di−1
Cf

// C i
f diCf

// C i+1
f

// . . .

é comutativo. De fato, note que

di−2
Cf
ni−2 =

(
−ci−1 −εi−1 0
1 0 ∂i−2

)


0
1
0


 = −εi−1

(
1
0

)
= ni−1di−2

W ,

di−1
Cf
ni−1 =

(
−di 0
f i ∂i−1

)(
1
0

)
=

(
−di

f i

)
=

(
−lif i

f i

)
= nidi−1

W

e

diCf
ni =




−di+1 0
1 li

0 ξi




(
−li

1

)
=




(−di+1)(−li)
0
ξi


 (4.8)

=




(−ai+1)ξi

0
ξi


 =

=
(
−ai+1 0 1

)t
ξi = ni+1diW

A comutatividade dos demais quadrados segue dos lemas 4.3 e 4.8. Agora,
observe que

hi−1ni−1 =
(
1 ci−1

)( 1
0

)
= 1 e hini =

(
0 1

)( −li

1

)
= 1

em C−(P). Além disso, temos que hjnj = 1 em C−(P) para todo j ∈ Z, j 6= i, i−1,
pelos lemas 4.3 e 4.8.

Agora, mostraremos nh = 1 em K−(P), isto é, nh é homotópico a 1 em C−(P).
Considere o diagrama

Cf :

1−nh

��

. . . // C i−3
f

di−3
Cf //

��

C i−2
f

vi−2

~~

di−2
Cf //

��

C i−1
f

di−1
Cf //

��

vi−1

~~

C i
f

diCf //

��

vi

��

C i+1
f

di+1
Cf //

��

vi+1

��

C i+2
f

//

��

vi+2

~~

. . .

Cf : . . . // C i−3
f

di−3
Cf

// C i−2
f

di−2
Cf

// C i−1
f

di−1
Cf

// C i
f diCf

// C i+1
f

di+1
Cf

// C i+1
f

// . . .
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Assim, defina cada morfismo vj : Cj
f −→ Cj−1

f por

vj =








0 0 1
0 0 0
0 0 0


 , se j < i− 1

(
0 0 0
1 0 0

)t

, se j = i− 1
(

0 0
0 0

)
, se j = i

(
0 1 0
0 0 0

)
, se j = i+ 1




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 , se j > i+ 1

.

Desta forma, obtemos

vi−1di−2
Cf + di−3

Cf
vi−2 =




0 1
0 0
0 0




(
−ci−1 −εi−1 0
1 0 ∂i−2

)
+

+




−∂i−2 1 0
−bi−2 −ǫi−2 0
1 0 ∂i−3







0 0 1
0 0 0
0 0 0


 =

=




0 0 0
0 0 −bi−2

0 0 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0 0 0
0 1 bi−2

0 0 0


 =

=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0
1
0


(

0 1 bi−2
)
= 1− ni−2hi−2

vidi−1
Cf + di−2

Cf
vi−1 =

(
0 0
0 0

)
di−1
Cf +

(
−ci−1 −εi−1 0
1 0 ∂i−2

)


0 1
0 0
0 0


 =

=

(
0 −ci−1

0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
−

(
1 ci−1

0 0

)
=

=

(
1 0
0 1

)
−

(
1
0

)(
1 ci−1

)
= 1− ni−1hi−1,

vi+1diCf + di−1
Cf
vi =

(
0 1 0
0 0 0

)


−di+1 0
1 li

0 ξi


+ di−1

Cf

(
0 0
0 0

)
=

=

(
1 li

0 0

)
=

(
1 0
0 1

)
−

(
0 −li

0 1

)
=

=

(
1 0
0 1

)
−

(
li

1

)(
0 1

)
= 1− nihi
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e

vi+2di+1
Cf + diCf

vi+1 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0







−di+2 0 0
1 di+1 ai+1

0 0 ei+1


+

+




−di+1 0
1 li

0 ξi




(
0 1 0
0 0 0

)
=




1 0 ai+1

0 1 0
0 0 0


 =

=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




0 0 −ai+1

0 0 0
0 0 1


 =

=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


−




−ai+1

0
1


(

0 0 1
)
= 1− ni+1hi+1

Pelos lemas 4.3 e 4.8, segue que vj+1d
C

j
f
+ dj−2

Cf
vj = 1 − njkj para os demais

j ∈ Z. Assim, 1 = nk em K−(P). Logo, h é um isomorfismo em K−(P).

Observação 4.15. Pelo Lema 4.14, o triângulo distinguido (4.6) tem a forma:

X :

f

��

. . . // Y i−2 ⊕X ′i−2 d
i−2

//

(

1 0
)

��

Y i−1 ⊕X ′i−1 di−1
//

(

1 0
)

��

X i di //

f i

��

X i+1

(

1 0
)t

��

// . . .

Y :

g

��

. . . // Y i−2

∂i−2
//

bi−2

��

Y i−1

∂i−1
//

ci−1

��

Y i

∂i
// X i+1 ⊕ Y ′i+1 //

(

0 1
)

��

. . .

W :

a

��

. . . // X ′i−1 −εi−1
//

(

0 1
)t

��

X i f i // Y i ξi //

−li

��

Y ′i+1 //

−ai+1

��

. . .

X[1] : . . . // Y i−1 ⊕X ′i−1

−di−1
// X i

−di
// X i+1

−di+1
// X i+2 // . . .

onde dj =

(
∂j 0
bj ǫj

)
para todo j ≤ i−2, di−1 =

(
ci−1 εi−1

)
, ∂k =

(
dk ak

0 ek

)

para todo k ≥ i+ 1, e ∂i =
(
li ξi

)t
.

Corolário 4.16. Com as notações do Lema 4.14, se f é um morfismo em C−
I (P),

então W é um complexo em C−
I (P) e as componentes gj, com j ≤ i− 1, de g são

morfismos radicais.

Demonstração. Pelos Corolários 4.6 e 4.11, para provar que W é um complexo
em C−

I (P), basta mostrarmos que εi−1, f i e ξi são morfismos radicais.
Com efeito, sabendo que X é um complexo em C−

I (P), −εi−1 é um morfismo
radical, pois −εi−1(X ′i−1) = −di−1

(
0 1

)t
⊂ rad X i. De forma análoga, como

Y é um complexo em C−
I (P) e pela Proposição 1.29, ξi é um morfismo radical,

pois ξi(Y i) =
(
0 1

)
∂i(Y i) ⊂ rad Y ′i+1.

Por outro lado, pela Proposição 3.17, Y é um complexo homotopicamente
minimal, pois Y é um complexo em C−

I (P). Desta forma, Pelo Lema 3.15 a
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aplicação ∂i =
(
li ξi

)t
: Y i → Im ∂i é uma cobertura projetiva e assim

Ker ∂i é submódulo supérfluo de Y i. Pelo Corolário 1.31 e sabendo que W é um
complexo, Imf i ⊂ Ker ξi = Ker ∂i ⊆ rad Y i, isto é, f i é um morfismo radical.

Para a segunda parte, pelo Corolário 4.11, basta mostrarmos que ci−1 é um
morfismo radical. De fato, tendo em vista que X é um complexo em C−

I (P),
di−1(Y i−1 ⊕ X ′i−1) = ci−1(Y i−1) + εi−1(X ′i−1) ⊂ rad X i. Sabendo que εi−1

é um morfismo radical e rad X i é um subgrupo aditivo de X i, temos que
ci−1(Y i−1) ⊂ rad X i. Isto completa a demonstração.

Corolário 4.17. (3o caso) Seja X
f // Y

g // Z
a // X[1] o triângulo (4.6)

definido no Lema 4.14. Se f é um morfismo irredutível sirredutível e g é um
morfismo irredutível, então g é smonic ou g é sirredutível.

Demonstração. Pela Proposição 3.9, basta mostrarmos que g não é sepic. De
fato, caso contrário, ci−1 : Y ′i−1 → X i é epi cindido. Como ci−1 é um morfismo
radical pelo corolário anterior, temos que X i = 0 pelo Lema 4.2, o que contradiz
a irredutibilidade de f i. Portanto, g é smonic ou g é sirredutível em K−(P).

Observação 4.18. Seja X
f // Y

g //W
a // X[1] o triângulo (4.6) definido

no Lema 4.14. Pela Proposição 4.17 temos dois casos. Exibiremos a seguir formas
do triângulo (4.6) nesses casos

1. Suponha que g é um morfismo smonic. Desta forma, para todo j > i, gj

é um isomorfismo e assim Xj = 0. Por outro lado, para j < i, como
as componentes gj de g são morfismos radicais pelo Corolário 4.16, temos
que Y j = 0 pelo Lema 4.1. Com isso, o triângulo distinguido (4.6) tem a
seguinte forma:

X :

f

��

. . . // X ′i−2 ǫi−2
//

��

X ′i−1 εi−1
//

��

X i //

f i

��

0

��

// . . .

Y :

g

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

Y i

ξi
// Y ′i+1 // . . .

W :

a

��

. . . // X ′i−1 −εi−1
// X i f i // Y i ξi //

��

Y ′i+1 //

��

. . .

X[1] : . . . // X ′i−1

−εi−1
// X i // 0 // 0 // . . .

2. Suponha que g é sirredutível. Como gj =
(
0 1

)
: Xj ⊕ Y j −→ Y j

é um morfismo epi cindido para todo j > i, temos que bk, para algum
k ≤ i − 2, ou ci−1 é a única componente irredutível de g. Como pela
Proposição 3.9, todas as componentes á direita da componente irredutível
são mono cindidas, segue que cada gj é um isomorfismo. Isto implica que
Xj = 0 para todo j > i. Mais ainda, suponha que bk com k ≤ i− 2 é uma
componente irredutível. Assim, pelo Lema 4.1, Y j = 0 para todo j tal que
k < j < i− 2 se k = i− 3, as componentes bk.

Ainda pela Proposição 3.9, todas as componentes à esquerda da componente
irredutível são epi cindidas. Desta forma, pelo Corolário 4.16 e pelo Lema
4.2, X ′j = 0 para todo j menor que o índice da componente irredutível.
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Com isso, se ci−1 é a única componente irredutível de g, o triângulo
distinguido (4.6) tem a seguinte forma:

X :

f

��

. . . // Y i−3 ∂i−3
// Y i−2 ∂i−2

// Y i−1 ci−1
// X i //

f i

��

0

��

// . . .

Y :

g

��

. . . // Y i−3

∂i−3
//

��

Y i−2

∂i−2
//

��

Y i−1

∂i−1
//

ci−1

��

Y i

ξi
// Y ′i+1 // . . .

W :

a

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

X i f i // Y i ξi //

��

Y ′i+1 //

��

. . .

X[1] : . . . // Y i−2

−∂i−2
// Y i−1

−ci−1
// X i // 0 // 0 // . . .

Por outro lado, suponha que bk com k ≤ i−2 é uma componente irredutível.
Em particular, se k = i− 3, o triângulo distinguido (4.6) tem a forma

X :

f

��

. . . // Y i−4 ∂
i−4

// Y i−3 bi−3
// X ′i−2 ǫ

i−2
//

��

X ′i−1−ε
i−1
//

��

X i //

f i

��

0

��

// . . .

Y :

g

��

. . . // Y i−4 ∂
i−4

//

��

Y i−3 //

bi−3

��

0 //

��

0 //

��

Y i

ξi
// Y ′i+1 // . . .

W :

a

��

. . . // 0 //

��

X ′i−2 ǫ
i−2

// X ′i−1 c
i−1

// X i f i // Y i ξi //

��

Y ′i+1 //

��

. . .

X[1] : . . . // Y i−3

−bi−3
// X ′i−2

−ǫi−2
// X ′i−1

εi−1
// X i // 0 // 0 // . . .

No próximo exemplo exibiremos triângulos com as formas descritas nos
Corolários 4.7, 4.12 e 4.17 desta seção.

Exemplo 4.19. Seja A = mod Λ, onde Λ = KQ/R é a álgebra de caminhos do

quiver Q :
3
•

β // 2• α // 1• com R = 〈αβ〉. No exemplo 1.62, vimos que o quiver
de Auslander-Reiten de Λ é dado por

S(1)
•

ϕ ��
P (2)
•

γ

??
S(2)
•

δ

??
P (3)
•

θ

��
S(3)
•
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Além disso, em [15] é provado o quiver de Auslander-Reiten de Db(Λ) é dado por

S1

η

##

S3[−1]

σ

  

P3

ψ

��

P2[1]
γ[1]

  

S1[2]

Cf [−1]

ξ[−1]
;;

φ

##

S2

ρ

��

δ

@@

Cf
ξ

��

φ[1]
@@

S2[1]
δ[1]

  

ρ[1]
>>

P3[−1]

ψ[−1]
;;

P2

γ
>>

S1[1]

η[1]
@@

S3

σ[1]
>>

P3[1]

onde Cf é o cone do morfismo não-nulo f = δγ : P (2) −→ P (3).
Desta forma, temos:

1. No triângulo distinguido

P2 :

γ

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

P (2) // 0

��

// . . .

S2 :

ρ

��

. . . // 0 //

��

P (1) ϕ
// P (2) //

��

0 //

��

. . .

P1[1] :

φ[1]ρ[1]
��

. . . // 0 //

��

P (1) //

0
��

0 //

��

0 //

��

. . .

P2[1] : . . . // 0 // P (2) // 0 // 0 // . . .

em K−(P), temos que γ é smonic e ρ é sepic, ou seja, é um exemplo do 1o

caso.

2. Agora, no triângulo distinguido

S3 :

σ[1]

��

. . . // 0 //

��

P (1)
ϕ // P (2)

f // P (3)

��

// 0 //

��

. . .

S2[1] :

ρ[1]
��

. . . // 0 //

��

P (1)
ϕ //

��

P (2) //

f

��

0 //

��

0 //

��

. . .

P3[1] :

ξ[1]ψ[1]
��

. . . // 0 //

��

0 //

��

P (3) //

��

0 //

��

0 //

��

. . .

S2[1] : . . . // P (1)
−ϕ // P (2) // 0 // 0 // 0 // . . .

em K−(P), sabemos que σ[1] é sepic. Agora,observe que f = δγ é um
morfismo irredutível em P, pois S(2) não é um Λ-módulo projetivo. Logo,
ρ[1] é sirredutível. Portanto, temos um exemplo do segundo caso.
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3. No triângulo distinguido

P1[1] :

η[1]

��

. . . // 0 //

��

P (1) //

ϕ

��

0 //

��

0

��

// . . .

Cf :

ξ

��

. . . // 0 //

��

P (2)
f // P (3) // 0 //

��

. . .

S3

��

. . . // P (1)
ϕ // P (2)

f //

��

P (3) //

��

0 //

��

. . .

P1[2] : . . . // P (1) // 0 // 0 // 0 // . . .

η[1] é sirredutível e ξ é um morfismo smonic.

Por fim, no triângulo distinguido

S2 :




δ
ρ





��

. . . // 0 //

��

P (1)
ϕ // P (2) //

f

��

0

��

// . . .

P3 ⊕ P1[1] :
(

ψ η
)

��

. . . // 0 //

��

P (1) 0 //

ϕ

��

P (3) // 0 //

��

. . .

Cf

��

. . . // 0 //

0
��

P (2)
f //

��

P (3) //

��

0 //

��

. . .

S2[1] : . . . // P (1)
−ϕ // P (2) // 0 // 0 // . . .

os morfismos

(
δ
ρ

)
e

(
ψ η

)
são sirredutíveis com componentes

irredutíveis f e ϕ, respectivamente. Portanto, obtemos exemplos para o
3o caso.

Em [1], prova-se o resultado:

Teorema 4.20. Sejam Λ um álgebra de dimensão finita não simples e
X u // Y v // Z w // X[1] um triângulo de Auslander-Reiten em K−(P).
Então:

(1) Se u é smonic então v é sepic.

(2) Se u é sepic então v é sirredutível.

(3) Se u é sirredutível então v é smonic ou sirredutível.

Para demonstrar esse resultado foi essencial encontrar e classificar os
triângulos (4.2), (4.4) e (4.6).

4.2 Morfismos Irredutíveis em Kb(Λ)

É um fato bem conhecido que em categorias abelianas o núcleo e o conúcleo de
morfismos irredutíveis são indecomponíveis. O resultado análogo para a categoria
derivada Db(Λ) é:
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Proposição 6.1. [14] Sejam X e Y indecomponíveis em Db(Λ), para uma
álgebra de dimensão finita Λ e assuma que temos um morfismo irredutível
f : X −→ Y . Então, o cone Cf é indecomponível.

Para demonstrar esse resultado usa-se a existência de um mergulho da
categoria derivada Db(Λ) na categoria estável mod Λ̂ sobre a álgebra repetitiva.
O mergulho é uma equivalência se, e somente se, Λ tem dimensão global
finita. Nesse trabalho, faremos como em [1], onde aplica-se o axioma (TR4)
de categoria triangulada. Esse resultado exibe um método para construção de
objetos indecomponíveis em uma categoria triangulada É importante observar
que nem todos os morfismos irredutíveis aparecem em triângulos de Auslander-
Reiten (veja [?]). Nesta seção discutiremos também a existência de morfismo
irredutível em Db(Λ). Neste caso, usaremos a imersão de A = modΛ em Db(Λ)
(veja a Observação 2.22). Por último veremos uma outra condição suficiente para
que Cf seja indecomponível, conforme [15].

Inicialmente, sejam C uma categoria triangulada Krull-Schmidt eX um objeto
indecomponível de C. Um morfismo em EndC(X) ou é nilpotente ou é um
isomorfismo (veja [14]).

Seja X u // Y v // Z w // T (X) um triângulo distinguido em C. Por abuso
de linguagem, no próximo resultado, o qual garante que Cu indecomponível se u
é um morfismo irredutível em C, denotaremos Z por Cu e T (X) por X[1].

Proposição 4.21. Seja u : X → Y um morfismo entre objetos indecomponíveis
em uma categoria triangulada Krull-Schmidt C. Se u é irredutível, então Cu é
indecomponível.

Demonstração. Sabemos que X
u // Y

v // Cu
w // X[1] é um triângulo distinguido

em C. Aplicando (TR2) duas vezes, segue que Cu
w // X[1]

−u[1] // Y [1]
−v[1] // Cu[1]

também é um triângulo distinguido em C.
Agora, seja f um idempotente de End (Cu). Pela Proposição 1.36, temos

que provar que f é zero ou o morfismo identidade 1Cu
para concluir que Cu é

indecomponível.

Por (TR1)(b), temos os triângulos distinguidos Cu
f // Cu

g // Cf
h // Cu[1]

e Cu
wf // X[1] θ // Cwf

δ // Cu[1] .
Assim, por (TR4), existem morfismos α e β em C tais que o seguinte diagrama

é comutativo:

Cwf [−1]
δ[−1] //

β[−1]

��

Cu

f

��

Cu

wf

��
Y

v // Cu
w //

g

��

Z
−u[1] //

θ

��

Y [1]
−v[1] // Cu[1]

g[1]

��
Cf

α //

h
��

Cwf
β //

δ
��

Y [1]
γ // Cf [1]

Cu[1] Cu[1]
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Desta forma, como −u[−1] = βθ e u é irredutível, então ou θ é mono cindido
ou β é epi cindido.

Se θ é mono cindido, pela Proposição 2.9, wf = 0. Pela Proposição 2.8, existe
η : Cu → Y tal que vη = f . Como Y é indecomponível, ηv : Y → Y é um
isomorfismo ou nilpotente. Se ηv é um isomorfismo, então v é mono cindido pela
Proposição 4.2. Por (TR2) e pela Proposição 2.9, segue que u = 0, o que é uma
contradição. Com isso, ηv é nilpotente, isto é, existe n ∈ N tal que (ηv)n = 0 e
(ηv)n−1 6= 0. Agora, como f é um idempotente de End(Cu), sabemos que f 2 = f .
Com isso fn = f . Assim,

f = fn+1 = (vη) . . . (vη) = v(ηv) . . . (ηv)η = v(ηv)nη = 0,

isto é, f = 0.
Se β é epi cindido, pela Proposição 2.9, γ = 0. Com isso e pela comutatividade

do diagrama anterior, gv = 0. Pela Proposição 2.8, existe ϕ : Y → Cu tal que
fϕ = v. Como f 2 = f , temos f(fϕ) = fϕ e assim fv = v. Assim, por (TR3),
existe m : X[1] → X[1] tal que o seguinte diagrama é comutativo:

Y v // Cu
w //

f

��

X[1]

m

��

−u[1] // Y [1]

Y v // Cu
w // X[1]

−u[1] // Y [1]

Como X é indecomponível m é nilpotente ou m é um isomorfismo. Se m é um
isomorfismo, pelo Lema 2.7, f também o é. Em particular f é um monomorfismo.
Desta forma f = 1Cu

, pois f 2 = f . Por outro lado, se m é nilpotente, existe p ∈ N

tal que mp = 0 e mp−1 6= 0. Assim, pela comutatividade do terceiro quadrado do
diagrama anterior, u = um = um2 = . . . = ump = 0, o que é uma contradição.
Logo, f = 0 ou f = 1Cu

em End (Cu). Portanto, Cu é indecomponível.

Seja Λ uma álgebra de dimensão global finita. Sabemos que Db(Λ) é uma
categoria triangulada Krull-Schmidt (veja Observação 2.24). Assim, para uma
álgebra de dimensão global finita Λ, o resultado a seguir, o qual é apresentado na
Proposição 6.1 de [14], é uma consequência da Proposição 4.21.

Corolário 4.22. Sejam X e Y indecomponíveis em Db(Λ) e assuma que temos
um morfismo irredutível f : X −→ Y . Então, o cone Cf é indecomponível.

A seguir apresentamos um resultado, cuja a prova utiliza a caracterização e a
classificação dos morfismos irredutíveis em K−(P).

Proposição 4.23. Sejam X e Y objetos indecomponíveis em K−(P), com
Y −(i+2) 6= 0, Y 0 6= 0, X i = 0, Y i = 0 para i > 0 e X−n = 0 para todo −n < −i.
Então não existe morfismo irredutível f : (X, d) → (Y, ∂) em K−(P).

Demonstração. Sejam X e Y objetos indecomponíveis em K−(P) satisfazendo
as hipóteses da proposição. Suponhamos que exista um morfismo irredutível
f : X → Y em K−(P), com X e Y indecomponíveis.

Pelo Teorema 3.23 e pela Proposição 3.8, o morfismo f é smonic, sepic ou
sirredutível. Como Y −(i+2) 6= 0, concluímos que f não é sepic. Além disso,
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se f tem uma única componente irredutível, digamos f−i, então todas suas
componentes à esquerda são epi cindidas, o que não ocorre. Logo f é smonic.
Assim, pela Observação 4.5, temos o seguinte triângulo distinguido de f :

X :

f

��

. . . // 0

��

// 0 //

��

X−i //

(

1 0
)t

��

. . . // X−1 d−1
//

(

1 0
)t

��

X0

(

1 0
)t

��

// 0 . . .

Y :

g

��

. . . // Y −(i+2) // Y −(i+1) // X−i ⊕ Y ′−i //

(

0 1
)

��

. . . // X−1 ⊕ Y ′−1∂
−1
//

(

0 1
)

��

X0 ⊕ Y ′0 //

(

0 1
)

��

0 . . .

W :

−a

��

. . . // Y −(i+2)

��

// Y −(i+1) //

��

Y ′−i //

−ai−1

��

. . . // Y ′−1 e−1
//

−ai

��

Y ′0 //

��

0 . . .

X[1] : . . . // 0 // X−i −di // X−(i+1) // . . . // X0 // 0 // 0 . . .

Agora, note que f fatora como

X :

p

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

X−i //

f−i

��

. . . // X−1 d−1
//

f−1

��

X0 //

f0

��

0 . . .

Z :

h

��

. . . // 0 //

��

Y −(i+1) ∂−(i+1)
// Y −i // . . . // Y −1 ∂−1

// Y 0 // 0 . . .

Y : . . . // Y −(i+2) ∂−(i+2)
// Y −(i+1) ∂−(i+1)

// Y −i // . . . // Y −1 ∂−1
// Y 0 // 0 . . .

Como f é irredutível ou p é mono cindido ou h epi cindido.
Suponhamos que p : X → Z é mono cindido. Em particular p é smonic.

Assim, pela Observação 4.5, temos o seguinte triângulo distinguido de p:

X :

p

��

. . . // 0

��

// 0 //

��

X−i //

(

1 0
)t

��

. . . // X−1 d−1
//

(

1 0
)t

��

X0

(

1 0
)t

��

// 0 . . .

Z :

gp

��

. . . // 0 // Y −(i+1) // X−i ⊕ Y ′−i //

(

0 1
)

��

. . . // X−1 ⊕ Y ′−1∂
i
//

(

0 1
)

��

X0 ⊕ Y ′0 //

(

0 1
)

��

0 . . .

Wg :

−ap

��

. . . // 0

��

// Y −(i+1) //

��

Y ′−i //

−ai−1

��

. . . // Y ′−1 ei //

−ai

��

Y ′0 //

−ai+1

��

0 . . .

X[1] : . . . // 0 // X−i // X−(i+1) // . . . // X0 −di+1
// 0 // 0 . . .

Como p é mono cindido, pelo Lema 2.9, o morfismo −ap = 0 em K−(P), isto
é, existem morfismos (sn)n∈Z, com sn : Y ′n → Xn para −i ≤ n ≤ 0, e sn = 0 caso
contrário, em P tais que −anp = dnWg

sn−1 − dn−1sn.
Agora, observe que se no triângulo distinguido de f , usamos as mesmas
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homotopias sn de p (considerando s−(i+2) = 0 : Y −(i+2) → 0) , vemos que −a
é homotópico a zero. Desta forma, pelo Lema 2.9, f é mono cindido o que
contraria a irredutibilidade de f .

Por outro lado, suponha que h é epi cindido. Em particular h é sepic. Assim,
pela Observação 4.10, obtemos o seguinte triângulo distinguido de h:

Z :

h
��

. . . // 0 //

��

0 //

��

Y ′−(i+1) // Y ′−i // . . . // Y −1 ∂i // Y 0 // 0 . . .

Y :

gh

��

. . . // 0 //

��

Y −(i+2) // Y −(i+1) //

��

Y −i //

��

. . . // Y −1 ∂i //

��

Y 0 //

��

0 . . .

Wh :

q

��

. . . // 0 //

��

Y −(i+2) //

��

0 //

��

0 //

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

0 . . .

Z[1] : . . . // 0 // Y −(i+1)

∂−(i+1)
// Y −i

−∂−i

// Y −(i−1) // . . . // Y 0 // 0 // 0 . . .

Pelo Lema 2.6, temos o triângulo distinguido Wh[−1]
−q[−1] // C h // Y

gh //Wh .

Como h epi cindido, pelo Lema 2.9, gh é nulo em K−(P). Assim, existe um
morfismo s−(i+1) em P no diagrama

Y :

p

��

. . . // 0 // Y −(i+2) ∂−(i+2)
//

~~

Y −(i+1) //

��
s−(i+1)

yy

. . . // Y −1 ∂−1
//

��

Y 0 //

����

0 //

�� ��

. . .

Wh : . . . // 0 // Y −(i+2) // 0 // . . . // 0 // 0 // 0 // . . .

tal que s−(i+1)∂−(i+2) = 1Y −(i+2) . Por outro lado, como Y é um complexo radical
e pela Proposição 1.29, note que

s−(i+1)∂−(i+2)(Y −(i+2)) ⊂ s−(i+1)(rad Y −(i+1)) ⊂ rad Y −(i+2) 6= Y −(i+2) =

= 1Y −(i+2)(Y −(i+2))

o que é uma contradição. Isto completa a demonstração.

Seja 0 // X
f // Y

g // Z // 0 uma sequência de Auslander-Reiten em
modΛ. Se Λ é uma álgebra hereditária, Happel provou em [13] que tal sequência
fornece um triângulo de Auslander-Reiten em Db(Λ). Mas, normalmente, um
morfismo irredutível em modΛ não permanece irredutível em Db(Λ), o que ilustra
a Proposição 6.2 de [14] apresentada a seguir, a qual é uma consequência da
Proposição 4.23.

Corolário 4.24. [14] Se X e Y são Λ-módulos indecomponíveis com

pdΛ Y ≥ pdΛX + 2,

então não existe morfismo irredutível f : X −→ Y em Db(Λ).

Demonstração. Como X e Y são isomorfos às suas respectivas resoluções
projetivas minimais em Db(Λ), as quais satisfazem a hipótese da proposição
anterior, o resultado segue.
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Sejam X e Y Λ-módulos. Observe que se f : X −→ Y é um morfismo em
Db(Λ), onde Λ é uma álgebra hereditária, a desigualdade pdΛ Y ≥ pdΛX +2 não
é satisfeita, pois pdΛ X é 0 ou 1.

Proposição 4.25. Se f : X → Y [1] é um morfismo irredutível em K−(P) tal
que X0 6= 0, Y 0 6= 0 e X i = 0, Y i = 0, ∀i > n, então Y é somando de X≤−1.

Demonstração. Considere a seguinte fatoração de f :

X :

h

��

. . . // X−2 d−2
// X−1 d−1

// X0 //

��

0 //

��

. . .

X ≤−1 :

g

��

. . . // X−2 d−2
//

f−2

��

X−1 //

f−1

��

0 //

��

0 //

��

. . .

Y [1] : . . . // Y −1

−∂−1
// Y 0 // 0 // 0 // . . .

Como f é irredutível, ou h é mono cindido ou g é epi cindido. Sendo X0 6= 0,
temos que h não é smonic e assim h não é mono cindido. Logo, g é epi cindido,
isto é, existe k : Y [1] → X ≤−1 tal que gk = 1Y [1]. Portanto como k é mono
cindido segue que Y é somando de X ≤−1.

A seguir apresentamos a Proposição 6.3 de [14], o qual é uma consequência
da Proposição 4.25.

Corolário 4.26. [14] Seja f : X → Y [1] um morfismo irredutível em Db(Λ),
onde X e Y são Λ-módulos indecomponíveis. Então Y é um somando de ΩX
(veja Observação 1.27).

Demonstração. Pela Observação 2.22, os complexos X e Y em Db(Λ) são
isomorfos as resoluções projetivas em K−,b(Λ) e assim em K−(Λ), as quais
satisfazem a hipótese da proposição anterior. Assim o resultado segue, visto
que X ≤−1 é a resolução projetiva de ΩX.

A próxima Proposição mostra que nem sempre existem morfismos irredutíveis
f : X → Y [2].

Proposição 4.27. Sejam X e Y objetos indecomponíveis em K−(P), com
H0(X) 6= 0, X0 6= 0, X i = 0 para i > 0 e Y i = 0 para i ≥ −1. Então não
existe morfismo irredutível f : X → Y em K−(P).

Demonstração. Seja f : X → Y um morfismo em K−(P). Considere a fatorização
de f dada por

X :

h

��

. . . // X−3 d−3
// X−2 d−2

// X−1 d−1
// X0 //

��

0 //

��

. . .

X ≤1 :

g

��

. . . // X−3 d−3
//

f−3

��

X−2 d−2
//

f−2

��

X−1 //

��

0 //

��

0 //

��

. . .

Y : . . . // Y i−3 ∂i−3
// Y i−2 // 0 // 0 // 0 // . . .
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Mostraremos que h não é mono cindido e g não é epi cindido. Suponhamos
que h é mono cindido, isto é, existe p : X ≤1 → X tal que ph = 1X . Assim,
aplicando o funtor covariante H0 : K−(P) → A, obtemos H0(p)H0(h) = 1H0(X).
Como H0(X) = X0/Im d−1

X é não-nulo e H0(X ≤1) = 0, temos uma contradição.
Agora, suponha que g é epi cindido e considere o triângulo distinguido

X ≤1
g // Y u // Cg // X ≤1[1] . Por (TR2), obtemos o triângulo distinguido

Cg[−1] // X ≤1
g // Y u // Cg . Então, pelo Lema 2.9, u : Y → Cg é

homotópico a zero, isto é, temos o diagrama

Y :

u

��

. . . // Y −4
d−4
Y //

(

0 1
)t

��

Y −3
d−3
Y //

(

0 1
)t

��

s−3

||

Y −2
d−2
Y

=0
//

(

0 1
)t

��

s−2

||

0 //

s−1=0

��

0

��

. . .

Cg : . . . // X−3 ⊕ Y −4

d−4
Cg

// X−2 ⊕ Y −3

d−3
Cg

// X−1 ⊕ Y −2
0

// 0 // . . .

onde si+1∂i + di−1
Cg
si =

(
0 1

)t
para todo i ∈ Z. Agora, considere o triângulo

X
f // Y v // Cf // X[1] . Usando as mesmas homotopias si (considerando

s0 = 0 : 0 → X0 visto que C−1
f = X0), vemos que v é homotópico a zero de modo

que, pelo Lema 2.9, f é mono cindido, o que contradiz a irredutibilidade de f .
Portanto, f : X → Y não é irredutível.

A seguir incluimos dois lemas, apresentados em [24], com o objetivo de
demonstrar que temos uma outra condição suficiente para garantir que Cf é
indecomponível.

Lema 4.28. Seja X u // Y v // Z w // T (X) um triângulo distinguido em
uma categoria triangulada C. Assuma que exista uma decomposição Y = ⊕n

j=1Yj
e escreva u = (u1, u2, . . . , un) e v = (v1, v2, . . . , vn), onde uj = X → Yj e
vj : Yj → Z, com j = 1, 2, . . . , n. Se uj = 0 então vj é mono cindido para
todo j = 1, . . . , n.

Demonstração. Como cada Yj é um objeto de C, por (TR1)(c), temos o triângulo

distinguido Yj
1Yj // Yj // 0 // T (X) . Pelo Lema 2.6, segue que

0 // Yj
1Yj // Yj // T (0) .

também é um triângulo distinguido. Agora, note que os quadrados

0 //

��

Yj

ij
��

X
u //

��

Y

pj

��
0 // Yj
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são comutativos, onde ij e pj são a inclusão e a projeção canônicas,
respectivamente. De fato, a comutatividade do primeiro quadrado é clara. Já
o segundo quadrado é comutativo, pois pju = pj(u1, u2, . . . , un) = uj = 0.

Por (TR3), existem morfismos hj : Y2 → Z e h′j : Z → Yj tais que o diagrama

0 //

��

Yj

ij

��

1Yj // Yj //

hj

��

T (0)

��
X

u //

��

Y

pj

��

v // Z
w //

h′j
��

T (X)

��
0 // Yj

1Yj // Yj // T (0)

é comutativo. Como 0 e pjij = 1j são isomorfismos, pelo Lema 2.7, h′jhj
também é um isomorfismo. Assim, pela Proposição 4.2 hj é mono cindido. Logo,
vj = vij = hj é mono cindido.

Lema 4.29. Seja X u // Y v // Z w // T (X) um triângulo distinguido em
uma categoria triangulada Krull-Schmidt C tais que X e Y são objetos
indecomponíveis e que u é não-nulo e não é um isomorfismo. Assuma que
exista uma decomposição Z = ⊕n

j=1Zj com objetos indecomponíveis Zj e escreva
v = (v1, v2, . . . , vn) e w = (w1, w2, . . . , wn), onde vj = X → Yj e wj : Yj → Z,
com j = 1, 2, . . . , n. Então n ≥ 1 e todos os morfismos vj e wj são não-nulos e
não são isomorfismos.

Demonstração. Inicialmente, notemos que n = 0 implica que Z = 0. Mas, pela
Proposição 2.10, isto significa que u é um isomorfismo, o que é uma contradição.

Agora, por (TR2), observe que Y
v // Z

w // T (X)
−T (u) // T (Y ) é um

triângulo distinguido. Assim, se algum vj = 0, pelo Lema 4.28, wj é mono cindido.
Com isso, Zj é um somando direto de X[1] e consequentemente Zj e X[1] são
isomorfos, pois são indecomponíveis. Desta forma, wj é um isomorfismo. Mais
ainda, como wj = w ij, pela Proposição , w é epi cindido. Pela Proposição 2.9
−T (u) = 0. Como T é um automorfismo, temos u = 0, o que é uma contradição.
Logo todos vj são não nulos. Analogamente todos wj são não-nulos

Por outro lado, se algum vj é um isomorfismo segue que v é mono cindido pois
vj = pjv. Logo, pela Proposição 2.9, u = 0 o que novamente é uma contradição.
Logo todos vj não são isomorfismos. Dualmente, podemos provar que todos wj
não são isomorfismos.

Proposição 4.30. Sejam f : X → Y um morfismo não-nulo e não-invertível
entre objetos indecomponíveis em uma categoria triangulada Krull-Schmidt C e o

triângulo distinguido X
f // Y

g //W
h // X[1] . Se Hom(Y,X[1]) = 0, então

W é indecomponível.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que W não é indecomponível. Como C é
uma categoria Krull-Schmidt, podemos escrever W =

⊕r

i=1 Zi, onde r > 1 e cada
Zi é indecomponível. Assim, g =

(
g1 . . . gr

)t
e h =

(
h1 . . . hr

)
. Pelo

Lema 4.29, sabemos que todos gi e hi são não-nulos e não são isomorfismos para
cada i = 1, . . . , r.



94 4.2. MORFISMOS IRREDUTÍVEIS EM KB(Λ)

Considere o morfismo

ϕ =




1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


 : W → W

onde 1 = 1Z1 . Como Hom(Y,X[1]) = 0, segue que hϕg = 0. Pela Proposição
2.8, existe ϕY ∈ Hom(Y, Y ) tal que ϕg = gϕY , isto é, o quadrado do seguinte
diagrama é comutativo:

X
f // Y

g //

ϕQ

��

W
h

//

ϕ

��

X[1]

X
f

// Y g
//W

h
// X[1]

Além disso, indutivamente, pode-se mostrar que gϕnY = ϕng, para todo n ∈ N.
Com isso, gϕnY = ϕg, pois ϕ2 = ϕ.

Assim, como ϕg =
(
g1 0 . . . 0

)
e gϕnY =

(
g1ϕ

n
Y g2ϕ

n
Y . . . grϕ

n
Y

)

temos que g1ϕY = g1 e giϕnY = 0 para 2 ≤ i ≤ r. Como Y é indecomponível, pelo
Lema 1.23, ϕY é nilpotente ou um isomorfismo. Se ϕY é nilpotente, então existe
m ∈ N tal que que ϕmY = 0. Com isso, g1ϕmY = 0 6= g1, o que é uma contradição.
Agora, suponha que ϕY é um isomorfismo. Por (TR2) e (TR3), existe ϕX fazendo
o diagrama

X
f //

ϕX

��

Y
g //

ϕY

��

W
h

//

ϕ

��

X[1]

ϕX [1]
��

X
f

// Y g
//W

h
// X[1]

comutar. Desta forma,

fϕY = ϕXf (4.9)

Novamente ϕX é nilpotente ou um isomorfismo, pois X é indecomponível. Se ϕX
é um isomorfismo, então, pelo Lema 2.7, ϕ também o é, o que é uma contradição.
Com isso, ϕX é nilpotente, isto é, existe n ∈ N tal que ϕnX = 0. Assim, obtemos

fϕnY = (fϕY )ϕ
n−1
Y

(4.9)
= ϕXfϕ

n−1
Y

(4.9)
= ϕ2

Xfϕ
n−2
Y

(4.9)
= . . .

(4.9)
= ϕnXf = 0

Como ϕY é um isomorfismo, segue que f = 0, o que é uma contradição. Portanto,
W é indecomponível.
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