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“Nunca deize que lhe diga
que nao vale a pena acreditar
no sonho que se tem?”.
Renato Russo.
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RESUMO

OLIVEIRA, Michely Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2013. O Pro-
blema de Painlevé para Campos de Pfaff. Orientador: Mauricio Barros Correa Junior.

Coorientadores: Marinés Guerreiro e Rogério Carvalho Picanco.

Neste trabalho estudamos o Problema de Painlevé para Campos de Pfaff. A motivagao para
este estudo foi a questao levantada por Painlevé sobre a possibilidade de limitarmos o género
da solucao geral de uma equacao diferencial algébrica em duas varidveis que possui uma integral
primeira racional. Em Some examples for Poincaré and Painlevé problem, Lins Neto obteve uma
familia de folheagoes holomorfas que deram uma resposta negativa para este problema. Encontrar
tal limitante tem sido um problema instigante para muitos matematicos. Em Bounds for sectional
genera of varieties invariant under Pfaff fields, Correa Junior e Jardim obtiveram um limitante
para o género seccional de uma variedade projetiva invariante por um Campo de Pfaff. Este

trabalho consiste em estudar a prova dada pelos autores Correa Junior e Jardim.

vil



ABSTRACT

OLIVEIRA, Michely Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2013. The Painlevé
Problem under Pfaff Field. Adviser: Mauricio Barros Correa Junior. Co-advisers: Marinés

Guerreiro and Rogério Carvalho Picango.

In this work we studied the Painleve’s Problem for Pfaff Fields. The motivation is Painleve’s
question about the possibility of giving a bound for the genus of the general solution of an algebraic
differential equation in two variables which has a rational first integral. In Some examples for
Poincaré and Painlevé problem, Lins Neto found a family of foliations that gave a negative ansewer
to this question. In Bounds for sectional genera of varieties invariant under Pfaff fields, Correa
Junior and Jardim found a boundle to genera sectional of a projective variety invariant under

Pfaff Fields. This work is to study the evidence given by the authors Correa Junior and Jardim.
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INTRODUCAO

O estudo de equagoes diferenciais complexas foi introduzido, no final do século XIX e muitos
matematicos como E. Picard, G. Darboux, H. Poincaré, P. Painlevé dentre outros, deram con-
tribuigoes significativas para a teoria. P. Painlevé, contudo, esteve sempre preocupado em classi-
ficar equagoes diferenciais racionais do tipo

dy _ P(z,y)
dr  Q(z,y)

a partir do comportamento de suas solucoes, em que P e () sao polinomios complexos. No
entanto, o estudo das equagoes diferenciais ganhou novas dimensoes com a introducao da Teoria de
Folheacoes, Topologia Diferencial e Teoria de Varias Varidaveis Complexas e, nas tltimas décadas,
este estudo tem tido um desenvolvimento acentuado.

Uma das questoes levantadas por Painlevé foi: “€ possivel limitarmos o género da solugao geral
de uma equacao diferencial algébrica em duas varidveis que possui integral primeira racional”?
Esta questao esta relacionada ao conhecido Problema de Poincaré, que busca encontrar um limi-
tante para o grau de solugoes algébricas de equacgoes diferencias algébricas sobre o plano complexo.
No artigo Some examples for Poincaré and Painlevé problem, Lins Neto nos exibe uma familia
de folheagoes holomorfas que dao uma resposta negativa para o problema de Painlevé. Muitos
matematicos como, por exemplo, Cerveau, Lins Neto, Carnicer, Brunella, Esteves, Kleiman, Cav-
alier, Lehmann, dentre outros, tem trabalhado neste problema e sobre algumas generalizagoes.

O objetivo principal desta dissertacao é estudar o problema de encontrar um limitante para o
género seccional de uma variedade projetiva invariante por um Campo de Pfaff. Tal problema é
conhecido por “Problema de Painlevé para Campos de Pfaff”. O termo Pfaff foi introduzido por
Esteves e Kleiman e, em linhas gerais, trata-se de um mapa nao trivial de feixes

n: O — L,

em que V é um esquema nao singular, I é um feixe invertivel sobre V e k é o posto da aplicagao
n e varia de 1 a n — 1, com n sendo a dimensao da variedade X. Provamos que se X é uma
variedade projetiva de dimensao n, invariante por um campo de Pfaff F de posto k < n e tem



fibrado tangente estavel, entao

2g9(X 1) -2 d —k

9X.Ox(1) =2 _des(F)—k
deg(X) (1)

Apos exibirmos tal limitante para variedades algébricas projetivas por um campo de Pfaff,

provaremos que também podemos limitar o género seccional de variedades Fano, Calabi-Yau e
Gorenstein, pois estas variedades possuem fibrado tangente estavel.
)

Em linhas gerais, este trabalho encontra-se dividido do seguinte modo.

No Capitulo 1 apresentamos os pré-requisitos fundamentais para a compreensao deste tra-
balho como, por exemplo, conceitos de funcoes holomorfas, fibrados vetoriais complexos, feixes
em variedades, grupos Ext e feixes coerentes.

No Capitulo 2 abordamos de maneira mais consistente conteidos como variedades algébricas
projetivas, dando destaque para esquemas afins e projetivos, diferencial Kéhler, feixe de difer-
enciais, feixe dualizante, feixe localmente livre e mostramos que existe uma relacao entre estes
feixes e fibrados vetoriais. Estudamos ainda Classes de Chern, Cohomologia de Cech, fibrados
determinante e estavel e finalizamos este capitulo com o estudo de género seccional. Sempre que
possivel procuramos dar uma abordagem geométrica ao conteudo.

O Capitulo 3 foi destinado para falarmos sobre Folheacoes Holomorfas em P™ e Campos de Pfaff.
Introduzimos o conceito de Distribuicao Holomorfa e provamos, utilizando o Teorema de Frobenius,
que folheagoes homolorfas localmente induzem distribuigoes e estas, por sua vez, induzem Campos
de Pfaff. Mostramos assim que o campo sobre o qual trabalharemos no teorema principal desta
dissertagao é mais geral. Além disso, este campo possui caracteristicas fundamentais que sao
utilizadas fortemente na demonstragao do teorema, a saber, o fato de variedades invariantes por
um Campo de Pfaff possuir se¢oes globais nao nulas.

No quarto capitulo abordamos o resultado principal da dissertacao: O Problema de Painlevé
para Campos de Pfaff. Abordamos um pouco o contexto histérico do problema e provamos que,
para variedades projetivas X invariantes por um Campo de Pfaff F, o género seccional é limitado
pelo grau e posto do Campo F e também pela dimensao e grau da variedade X. Mostramos ainda
que se as varidades Fano e Calabi-Yau possuirem fibrado tangente estavel o teorema pode ser
aplicado a elas e entao provamos que o grau de uma variedade Fano é limitado pelo grau e posto
do Campo F. No caso da variedade Calabi-Yau invariante por um Campo de Pfaff, provamos
que o posto do campo é sempre menor ou igual que seu grau, o que nos da uma condi¢ao para
dizermos quando uma variedade Calabi-Yau nao é invariante por F. Finalizamos este capitulo

mostrando que para variedades Gorenstein X, o género seccional é limitado pelos graus do campo
F e da variedade X.

Este trabalho ainda conta com o Apéndice que trata de alguns contetdos importantes na
compreensao de assuntos tratados nos Capitulos 1 e 2, como, por exemplo, Algebra multilinear,
funtor derivado, localizacao e limite direto.



Capitulo 1

Preliminares

Introduzimos esta dissertacao apresentando alguns conceitos que nos permitem ter melhor com-
preensao do assunto a ser tratado neste trabalho. Nas duas primeiras se¢oes falamos sobre
aplicagoes holomorfas e variedades complexas, respectivamente, ja que sao sobre variedades com-
plexas que fazemos nosso estudo e precisamos saber o que sao aplicagoes holomorfas entre var-
iedades. Na Secao 3 estudamos um pouco sobre fibrados vetoriais, apresentando sua definicao,
mostrando que fazendo operagoes entre fibrados podemos obter novos fibrados e, encerramos a
secao falando sobre um importante fibrado para nds neste contexto, o fibrado tangente. A tltima
secao deste capitulo é dedicada ao assunto de feixes: definimos pré-feixes e feixes, apresentamos
algumas propriedades e definimos sequéncia exata de feixes. Na sequéncia, estudamos grupos Ext
e feixes: para o estudo de grupos Ext foi necessario introduzirmos conceitos de espaco anelado,
pois foi sobre este espago que trabalhamos. Por fim, falamos um pouco sobre feixes coerentes, que
sao importantes neste trabalho.

1.1 Funcoes Holomorfas

1.1.1 Funcoes Holomorfas em uma variavel

Nesta secao introduzimos o conceito de derivada de uma funcao complexa, analogo ao conceito de
derivada de funcoes reais que ja conhecemos.

Definicao 1.1 Sejam U um aberto de C e f : U — C uma funcao continua. Dizemos que f é
uma fungao holomorfa em zy € C se existe o limite

f,(ZO) — lim .f(ZO + h})l - f(ZO)’ (11)

h—0

e o numero f'(z) € dito derivada de f em z.

Observe que a Equacao [L1 equivale a
lim f(z0 + 1) = f(z0) = hf'(20)

h—0 h

= 0.

3



Assim, fazendo o(h) = f(z0+ h) — f(20) — hf'(20), h =k +il, 20 = xog + iyo € ['(20) = a;b, temos

f(z04+h) = f(z0) +h- f'(20) + o(h)

u(zo + h) = u(xo + k,yo + 1) = u(wo, yo) + ak — bl + 01(h),
v(zo+h) =v(xe + k,yo + 1) = v(xo,v0) + al — bk + 09(h),

onde lim 2% — 0 e lim 2% — .
h—0 Al h—0 7|

. . . , —b
Facilmente percebemos que a matriz da transformacao f’ é dada por ( Z u )

Entao temos as seguintes relacoes

{ %(wo,yo) =a
ou

chamadas Relagoes de Cauchy-Riemann.
Com isso, temos uma prova para o teorema que segue.

Teorema 1.2 Sejam U C C aberto e f: U — C uma func¢ao continua. Sao equivalentes:

(a) a fungao f € holomorfa em zy € U.

(b) As partes real e imagindria de [ satisfazem as condi¢oes de Cauchy-Riemann.

Definicao 1.3 Sejam U C C aberto e f : U — C uma aplicacao diferencidvel. Dizemos que f
¢ um difeomorfismo sobre f(U), se f(U) € aberto e f: U — f(U) é um homeomorfismo com
inversa f~1 diferencidvel. Se f e f=1 sao holomorfas, entio dizemos que f é um biholomorfismo.

Definicao 1.4 Seja U aberto de C. Dizemos que uma fun¢ao f : U — C ¢ analitica se, para

todo zy € U, existe uma série de poténcias >, a,(zo)w"

n=0

, com raio de convergéncia p > 0 tal que

1) =3 an(zo)(z - =)™,

n=0

para todo z € U satisfazendo |z — zp| < p.
Teorema 1.5 Toda func¢ao analitica € holomorfa.
Demonstragao: Ver [14, Teorema 8, pag. 76] [ ]

Proposicao 1.6 (Principio de Identidade) Sejam f,g: U — C func¢des analiticas em U, em
que U € aberto e conexo. Se f e g coincidem num subconjunto A de U, entio f =g em U.

Demonstragao: Ver [14, Corolério 2, pag. 111] ]



1.1.2 Funcgoes Holomorfas em varias variaveis

Definicao 1.7 Sejam U C C" aberto, f : U — C™ uma aplicacio e p € U. Dizemos que f ¢é
diferenciavel em p se existe uma aplicacao C-linear L : C* — C™ satisfazendo

f(z) = f(p) + L(z — p) + p(2),

em que lim B (_Z) =0.
2—p |12l

A aplicagao L é chamada diferencial de f em p e denotada por df (p).

Proposicao 1.8 Sejam U C C™ aberto, p € U e a aplicacao f : U — C™. Entao f € diferencidvel
em p se, e somente se, ela é diferencidvel vista como uma aplicacao de R*™ em R?*™ e sua diferencial
real L : R?" — R?>™ em p é C-linear vista como aplicacdao L : C* — C™.

Demonstracao: Analogo ao caso de uma varidvel. [

Definicao 1.9 Dizemos que uma aplicacao f : U C C* — C™ ¢ holomorfa em p € U se ela
¢ diferencidvel em todo ponto de uma vizinhanca de p. Se f é holomorfa em todo ponto p de U,
entao dizemos que f € holomorfa.

No sentido de provarmos que toda fungao analitica é holomorfa e vice-versa, vamos definir série
de poténcia em varias variaveis.

Definicao 1.10 Uma série de poténcias em p € C" com coeficientes em C™ é uma série da
forma

[e.e]
Z AVl,"',Vn (Zl - pl)yl """ (Zn - an)yna
1/1:0,---,1/71:0

onde Ay, ..., € C™. Dizemos que a série converge se existe um polidisco de centro em p e raio r
A=Ap,r)={2€C"|z; —ps| <ri,i=1,---,n},
tal que a série converge em cada ponto de A.

Definicao 1.11 Uma fun¢ao em vdrias varidveis f € dita analitica em p se existe uma série
de poténcias em p com coeficientes em C™ que converge em um polidisco A(p,r) C C" cuja soma
coincide com o valor de f em p.

Definicao 1.12 Sejam U C C" aberto, f : U — C™ uma aplica¢do continua e a € U. A aplicagao
f € holomorfa na variavel z; no ponto a se a fun¢ao em uma varidvel f(ay,---, 25, -, a,) €

derivdvel no ponto z; = a;, e denotamos sua derivada por af( ). Dizemos simplesmente que f é
Zj
holomorfa em z; quando ela for derivdvel em z; em todos os pontos do aberto U.

Lema 1.13 Se f ¢ analitica em a € C", entao f € analitica em uma vizinhanca de a.



Demonstragao: Ver [21, Lema 1.1.2, pag. 9]. [ ]
O Lema acima nos permite enunciar um resultado forte no estudo de aplicagoes holomorfas:

Teorema 1.14 Sejam U C C" e f : U — C™ uma aplicacao continua. A aplicacdo [ é holomorfa
em cada varidvel se, e somente se, f é analitica em U.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, suponhamos a = 0. Tome r > 0 tal que

A, r,---,r) C U.
——

n—VezZes

Como f é holomorfa em cada variavel, podemos aplicar n vezes a férmula integral de Cauchy para
uma variavel, isto é,

B L n dé-n dgn—l “““ f(é'l7 ce 7£n)
f(z) = (Qm’) /5n|=r En — 2n /5n1|=r €1 — Zn_1 /51|=r B déy,

para todo z € A(0,r,---, 7).
Seja & = re*™i com 0 <t; <1el < j<n. Pela continuidade de f podemos reescrever a
integral acima como

2mi(ti+-+tn) 2mity . 2mity
flz) = " / ° flre™, o e )dtl-dtn
[0,1]™

(Te2ﬂit1 _ Zl) ,,,,, (T@zﬂlt" _ Zn)
f(re2“t1, _ T€27ritn>
= dty ---dt,.
1_»2_1,)...(1_ Zn, )
[0,1]” ( 7‘627”'51 re2mitn
Como |z;| < r, para cada j = 1,---,n, segue
2
—  —14+ =L 4 J
1 _ ZTJrit» T627r2tj (T€27r2tj)2
re J
e a série » : lzj ¢ absolutamente convergente se 0 < t; < 1. Assim, fazendo o produto das
T 2wt
re J
séries para cada j = 1,---,n, teremos o desenvolvimento de f em série de poténcia convergente
dentro do polidisco A. Portanto, f é analitica em 0.
A reciproca segue do Lema [[.13] [ |

Enunciaremos alguns resultados importantes no estudo de aplicagoes holomorfas. As provas
serao omitidas e podem ser encontradas em [21].

Teorema 1.15 Seja f : U C C" — C uma fungao analitica. Se |f| tem um valor mdzimo em U,
entao f € constante.

Teorema 1.16 Se f: U C C*" — C™ € uma aplicagao analitica nao identicamente nula, entdo
F7X0) tem interior vazio. Em outras palavras, os zeros de uma funcao analitica sao isolados.



1.2 Variedades Complexas

Introduzimos agora o assunto que é a base do nosso trabalho: wvariedades compleras. Sobre elas
definiremos praticamente todos os nossos objetos de estudo. Assim, a menos que se faca mencao
contréria, nesta se¢ao o par (M, 7) denota o espago topolégico M com a topologia 7 e C™ possui
a topologia usual.

Definicao 1.17 Sejam U € 7 e V. C C" um aberto. Uma carta local de dimensao n é um
homeomorfismo
p:Uer—VcCcC.

Se M pode ser coberto por dominios de cartas locais, entdo M ¢é um espago topoldgico local-
mente euclidiano.

Definicao 1.18 Uma variedade topoldgica de dimensao n € um espago topoldgico localmente
euclidiano, Hausdorff e com base enumerdvel de abertos.

Exemplo 1.19 O ezemplo canonico de variedade topoldgica € o espago eucliano C".

Definicao 1.20 Sejam o : U C M — C" e : V. C M — C" cartas de um espago topologico.
Dizemos que ¢ e 1 sdo compativeis se, na interse¢ao nao vazia de abertos U NV, a func¢do
transi¢ao (ou fun¢ao mudanca de parametro)

pop i pUNV) = p(UNV)
for holomorfa.

Defini¢ao 1.21 (i) Um conjunto de cartas ; : Uy — C™ que cobrem o espago topolégico M é
dito atlas holomorfo sobre uma variedade topolégica M.

(i) Dizemos que uma carta (V,1) é compativel com um atlas {(U,, p.)} se (V 1) € com-
pativel com todas as cartas (U, o) do atlas.

(i11) O atlas holomorfo é dito um atlas maximal se ele ndo estd contido em um atlas maior.
Proposicao 1.22 O atlas mazimal existe e € unico.

Demonstragao: A prova é feita por construcao. Seja A = {(U,, pa)} atlas sobre um espaco
localmente euclidiano. Adicione ao atlas A todas as cartas compativeis com A. Logo, as cartas
sao todas compativeis umas com as outras, por definicao. Essa colecao é um novo atlas, onde
todas as cartas sao compativeis. Portanto, este atlas ¢ maximal, por construcao.

Para provarmos a unicidade, sejam A e A’ dois atlas maximais. Como A é maximal, entao
A’ C A. Por outro lado, A" é maximal, entao A C A, e temos a unicidade. [ ]

Observagao 1.23 A prova da proposicao anterior também pode ser feita utilizando o Lema de
Zorn.



Apos as defini¢oes acima, podemos dizer o que é uma variedade complexa.

Definicao 1.24 Uma variedade complexa n-dimensional M é um espaco topologico Hausdorff,
com base enumerdvel de abertos e uma cobertura {U, },en por abertos de M tal que existem home-
omorfismos

oy Uy =V, CC
satisfazendo a sequinte condi¢ao: se U, N Uz # 0, entao a fungao transicdao
w509 PalUa NUs) = ¢3(Ua N Up)
¢ holomorfa.

Exemplo 1.25 (01) O espago C" com a topologia usual e o atlas ¢ = {(C", Idcn)} é uma var-
tedade compleza.

(02) Para cada aberto U C C" e f: U — C™ holomorfa, o grafico de f, dado por

Gr(f) ={(z, f(z)) e U x C™}
¢ uma variedade diferencidvel. Para provarmos, considere as cartas

e+ Gr(f) — U v .U = Gr(f)
(, f(x)) — z = (z, f(2))

Observe que ¢ (projecao) e ¥ (imersao) sao continuas e inversas uma da outra, o que implica
que U é homeomorfismo. O atlas de f contém uma unica carta dada por {(Gr(f),¢)}.

Aplicacoes diferenciaveis entre variedades

Sejam (M, 1)1) e (N, 1)) variedades complexas com dimensao m e n, respectivamente. Considere
a aplicacao
F:N— M.

Dizemos que F' é holomorfa em p € N se existem cartas locais (U, p), (V, ¥) tais que p € U,
F({U)CVeVoFop!éholomorfa em o(p).

F
¢! W
N M Q

Observagao 1.26 A aplicacio ¥ o F o o=t é chamada expressao local de F.

Definicao 1.27 Dizemos que F : N — M € um biholomorfismo se F' € uma bijecao holomorfa
com inversa holomorfa.



Imersoes, Submersoes, Mergulhos e Subvariedades

Sejam (M, 1)1) e (N, 1) variedades complexas com dimensao m e n, respectivamente e F' : M — N
uma aplicacao holomorfa.

Definigao 1.28 Dizemos que F' tem posto k em um ponto p € M, e denotamos por rkg(p), se
existem cartas locais ¢ : U — @(U), comp e U eV : V — U(V), F(U) CV tais que

Dypy(VoFop™):C™ —C"
tem posto k.

Definigao 1.29 (i) Uma aplicagdo f : M™ — N™ é uma imersao se rks(p) = m, para todo
p € M, ou seja, a derwada Dy (f) € injetiva. Se, para todo p € M temos rks(p) = n,
entdo f € dita uma submersao.

(i) Um mergulho € uma aplicagio f : M™ — N"™ que é uma imersao e um homeomorfismo
sobre sua imagem.

(ii) Uma subvariedade complexa N de dimensio m' € um subconjunto N C M que possui
estrutura de variedade complexa tal que a aplicagao

1+ N = M
p = p

¢ um merqgulho holomorfo.

1.3 Fibrados Vetoriais

Esta secao destina-se ao estudo de fibrados vetoriais. Este é um conceito importante em Geome-
tria Algébrica e que serd bastante abordado neste trabalho. Ao longo desta secao M variedade
complexa.

Definicao 1.30 Um fibrado vetorial complexo de posto k sobre M ¢é um espaco topolégico
Junto com uma aplicacao continua 7 : E — M satisfazendo:

(i) Para cada x € M, 7' (x) = E, tem estrutura de espago vetorial de dimensao n sobre C e é
chamado fibra do fibrado E;

(i) Ezistem uma cobertura por abertos {U,}aen (cobertura trivializadora) de M e homeo-
morfismos (trivializagoes locais)

Yo T HUy) = Uy x C"

tais que
Yo T Hx) = {r} x C" ~C"

sao isomorfismos de espacgos vetoriais, para todos a € A e x € U,.
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A terna (E, 7, M) € dita o fibrado vetorial com espago total E, proje¢ao m e espago base M.

A condigao (ii) nos diz que o diagrama

Y U,) 2> U, x C

~CF

Ua

é comutativo e, assim, nos garante a boa definicao das fibras E,. Aqui, p; é a projecao na primeira
coordenada.

Um importante exemplo de fibrado ¢é o

Exemplo 1.31 (Fibrado trivial) O fibrado trivial de posto k sobre um espago topoldgico M,
denotado por C¥, é definido por

Ck = M x Ck

onde m(z,v) = .

Definicao 1.32 Seja E espago topolégico com estrutura de variedade complexa. Seja w: E — M
projecao. Uma aplicagao holomorfa
s: M — FE,

que satisfaz mo s = Iy € chamada uma segao holomorfa de E. Denotamos por I'(M, E) o
O(M)-médulo das se¢oes holomorfas do fibrado E.

Exemplo 1.33 Seja f € O(M). E fécil ver que a aplicacio grdfico

s« M — Ccn
v = (z, f(z))

¢ uma se¢ao holomorfa de C™.

Sejam 1 = (F,m, M) um fibrado de posto r, {U,}aea uma cobertura trivializadora e {4 }aca
trivializagoes locais de E. Para «, § € A, suponhamos U, NUs = U,p # (). Assim, se & € U,g, as
aplicagoes

Pazxs Ppz * Egc —C"

sao isomorfismos lineares. Logo, ¢, © gp@ é um elemento do Grupo Linear Geral r x r sobre C,
ou seja,
Vo © gpgi € GL(r,C)

e também define a aplicacao continua
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PYap - Uag — GL(’I“,C)
r gpwoapgj

As aplicagoes ¢, € ¢z sao chamadas funcoes de transicao do fibrado E e elas satisfazem as
condicoes de cociclo:

(i) Pap =5 €  (il) PasoPsyopra=1 em Ung,.
De fato.
(i) ¥z = (982 © Paz) ™' = Paz © Pz = Pas-
(i) Temos ¢ 5 = (Paz © P5a)s Pir = (P2 © P50) € Pia = (P10 © Pan). Assim,
Pap © Py © Prya = (Paz © P5,) © (P82 0 93;) © Pra 0 (05) = 1.

Definigao 1.34 Sejam n = (E,m,, M) e s = (F,n, M) fibrados vetoriais de posto r e s, respec-
tivamente, e de mesmo espaco base. Um morfismo de fibrados

Vv E—F
¢ uma aplica¢do continua que satisfaz:
(i) Y(E,) = F; e
(ii) para cada x € M, a aplicagao ¥ |g,: E, — F, € linear.

Em outras palavras, uma aplicacao entre fibrados € um morfismo se o for sobre cada fibra de
seu fibrado.

Proposicao 1.35 Se ¢ : E — F é um morfismo de fibrados, entao existem uma cobertura triv-
ializadora {Uy}aen comum aos fibrados E e F, e uma cole¢ao de aplicagcoes continuas {aq}aca
tais que

Hag cag = Qg - Hag.

Demonstragao: Considere {U,},ep cobertura trivializadora comum aos fibrados E e F' e {p,}
e {0,} as coberturas trivializadoras de E e F, respectivamente. Para cada o € A, a aplicacao
induz outra aplicacao

Yo 1 Uy x C" — U, x C*.

Observe o diagrama

77 (Un) = 771 (U,)

N

%l lea

Uax(C"w—>Ua><Cs
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Temos 1, : 0, 01 0 @ L. Como ¢(E,) C F,, para todo x € M, entao
Vo Uy xC — U, xC?
(z,v) = (2,000 00 (z,v)) = (,(0az 0 Vs 00 L) - v).

Agora, considere o diagrama

Uaﬁ x Cr ﬁﬁgl(Uoﬁ) P aB X Cr

Wl wl wal
s s -1 o s
Uap X C <——m7H(Uag) — Uap x C

Observe que
¢/3 :Hﬁoeglowaogpaogogl’

Assim,
0o 005 0thg = Yo 0pa0ps & 0,005 oths(x,v) =Yy 0pa0ps(z,v) &

& Oap o Pp(w,v) = o 0 pap(,v) & Oap(x, (O 01y 0 ngﬁl) V) = Yo, Pag V) &
& (2,005(7) - ag-v) = (2,000 00, 0 pas V) & (2,005(7) as-v) = (T,04 - Pap(z) - V),
onde a, = 0, 0o p ! eaﬁzegoqpoapgl. Dali,

Gaﬁ cag = Qg Pags-
|

A proposicao acima nos mostra como a aplicacao 1 relaciona as funcoes de transicao de dois
fibrados. A reciproca deste resultado também é valida.

1.3.1 Operacoes entre fibrados

Operacoes como soma direta, produto exterior, produto tensorial e o pull-back podem ser feitas
entre fibrados. Para isso, os fibrados precisam estar definidos sobre uma mesma base e entao
trabalhamos utilizando suas respectivas matrizes das trivializagoes. O resultado que segue nos
mostra como construir fibrados vetoriais holomorfos.

Considere o espaco topologico [] (U, x C") com a topologia produto. Defina a relagao de
a€A
equivaléncia

“(a,x,u)w(ﬁ,y,v) < y=xe @aﬁ(x)'vzu-

Proposigao 1.36 Sejam {U,} uma cobertura por abertos da variedade complexa M. Se {pas5}
satisfaz as condicoes de cociclo, entao

U, xC*k

Y

E

12



¢ um fibrado vetorial holomorfo.

Sejam n = (E,m,, M,C") e ¢ = (F,n;, M,C?) fibrados com mesma base M e trivializacoes
locais {pas} e {fap}, respectivamente. Podemos construir os seguintes fibrados:

Fibrado | Trivializacoes locais | Fibras

L {(0a5)'} (c)r
E®F {Pap ® Onp} C" ®Cs®
EaoF {pap ® Oap} C e C®

NE | (ANGa)) | AT

Sejam X e Y variedades complexa e f : Y — X uma aplicacao entre variedades. Se n =
(E,7, M) é um fibrado vetorial de posto k, entdo o mapa f induz um fibrado f*E sobre Y de
mesmo posto, chamado fibrado pull-back, da seguinte maneira: considere o conjunto

J'E={(ye)eY X E: fly) =m(e)}.

Pelo modo como foi construido podemos perceber que usando as trivializacoes do fibrado E, as
fibras de F"*E sobre Y sao isomorfas a Ey(,). E mais, os cociclos g, de E induzem os cociclos de
f*E, dados por gas o f.

1.3.2 Complexificagao de fibrados vetoriais reais

Seja V' um espaco vetorial real. O produto tensorial
VerC

é um espaco vetorial complexo, chamado complexificagao de V.

Sabemos que um fibrado fica determinado pelas suas fibras. Assim, para complexificarmos um
fibrado vetorial real basta complixificar cada uma de suas fibras, ou seja, se para cada x € M,
E, é uma fibra do fibrado E, entao E, ® C é uma fibra do fibrado complexificado, chamada
complexificacao de E. E mais, cada elemento F, ® C ¢é escrito de modo tnico como u + v, com
u,v € E,, ou seja,

uma vez que um fibrado vetorial complexo E ® C é isomorfo a decomposicao E ® F, como fibrado
vetorial real.

Proposicao 1.37 Seja V um espaco vetorial complexo. Se A € C e v € V, a equacdo X\ ¥ v = v
define uma agcao de C em V.

Demonstracao: A aplicacao

o CxV -V
(A\v) = Axv=Xv

é uma agao de C em V, pois

13



(i) p(e,v) =exv="2ev=ev=wv, para todo v € V;

(i) (B, p(h0) = B p(hv) = B - o(h,v) = Biw) = (BFiv) = (Bh) v = (Bh, v), para todo
[ € C e para todov € V.

]

O conjunto V' com estrutura de grupo aditivo, munido da acao definida acima como multi-

plicacao é chamado espago vetorial conjugado de V', denotado por V' e nos permite construir
o chamado fibrado conjugado, E, cujas fibras sao £, e fungoes de transicao gnzs.

1.3.3 Campo de vetores e formas diferenciais
O Fibrado Tangente

Considere o conjunto
TM :={(p,v);p € M,veT,M}
e a aplicacao
™ TM — M
(p,v) = P
Sejam U um aberto de M e ¢ : U C M — »(U) C C" uma carta local em M. Temos

Ty . TU — U)xC*cC>
(p,v) = (p(p), (dp),-v)

Definicao 1.38 A wvariedade (T'M,T®) é chamada fibrado tangente com ® = {U,, ¢u}aca
atlas mazimal de M.

Campos de vetores

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Um campo vetorial de classe C'™ sobre M
é uma segao do fibrado tangente, de classe C°. Denotamos por X(M) o espago dos campos C'™
sobre M, ou seja,

X(M)=T(M,TM).

Seja A = {Uy,, Pa}taca um atlas diferencidvel da variedade M e X um campo vetorial. Pelas
trivializacoes locais do fibrado tangente percebemos que, em cada aberto U,, o campo X é dado
pela aplicagao

Xlp, : Uy — 7 YU,)=2U,xC"
r = (z, X,(x)),
onde X, : U, — C" é uma aplicacao de classe C'*°, chamada representacao local de M. No
entanto, se U,g # 0, as representacoes locais do campo X em U, e Uz se relacionam por

Xp = [D(Pa © 8)pa(x)] - Xal),

onde x € Uyp.
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Seja {(x1,- -+, x,) € Uy, pa} um sistema de coordenadas locais de M. O espago tangente T, M
de M em cada ponto x € U é gerado pelos vetores

_ 0
l?wal(wa(x))-ej:==55—,

onde e; sao os vetores da base canonica de C". Assim, uma representagao local de um campo de

vetores X em M no sistema de coordenadas (xy,---,x,) € U, é dada por
n
0
X = P]a—,
=1

com P; € C*(U,).

Observacao 1.39 A representacdo acima nos permite visualizar um campo de vetores X como
uma derivagao [ — X(f) := df(X), que € a derivada direcional de f na dire¢io do campo X.
Em coordenadas locais, temos

X(f) = (ija%) (f) = ijg—i-

Jj=1

Formas diferenciaveis

Definicao 1.40 Uma p-forma diferenciavel em uma variedade M é uma se¢ao diferencidvel

p
w: M — \(TM)
do fibrado \'(TM)*.
Denotamos o espago das p-formas diferencidveis por A*(M) = T'(M, NP(T'M)*).

Seja {Uq }aea cobertura por abertos de M. Lembremos que o espago tangente T,M de M em
cada ponto x € U, é gerado pelos vetores

_ 0
D (ea(®) - € i= 5 —(a).
Considere novamente um sistema de coordenadas locais {(xy, -+, x,) € Uy, @o} de M. Tome a

base dual de T,,M dada pelas formas lineares {dx;(z),- -, dz,(z)} tal que
B, 1, i=j;
d i D — - ’ . ’ .
“(a) {0 7
Portanto, uma p-forma diferenciavel w pode ser dada localmente como uma aplicagao

7 (Ua) 2 U x (A" C)*

T, wa (7)),

'LU|Ua . Ua

—
T
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onde w, : Uy, = A" C" é uma aplicagao de classe C* dita representagao local de w. Entao, a
representacao local de w pode ser escrita como

w = Z Pil,~~~,ipdzi1 VANCIIVA dl’ip,

1< <-<ip<n

com P .; € C®(U,).

Definicao 1.41 Dados X € X(M) um campo de vetores e uma p-forma diferencidvel w, definimos
a contragao de w na direcao de X por

ix(w)(x) : C"x---xC"* — C”
—_————
p VEZES
(Ulu"'vvp) = w(x)(X<x)7U17"'7UP—1)7

para todo x € R™.

Definigao 1.42 Seja w € N'(M) uma p-forma diferencidvel. A diferencial exterior de w € a
(p + 1)-forma, definida localmente por

dw:= Y dP;, . dr, A Ada,

1<i1 < <ip<n
Proposigao 1.43 Sejam f: M — N uma aplicagio diferencidvel, w € A\ M e 6 € A" N. Entao
(i) f*(wA0)=fwA f*0e N\ M;
(i) df*(w) = f*(dw);
(iii) d*(w) = 0;
() d(w A 0)=dwA0+ (—1)Plw A db.

Demonstracao: Segue da definicao de diferencial exterior. ]

1.4 Feixes

Definicao 1.44 Seja X um espaco topologico. Dizemos que F é um pré-feixe de grupos abelianos
sobre X se

(a) para todo subconjunto aberto U C X existe um grupo abeliano F(U) e

(b) para toda inclusao V' C U de subconjuntos abertos de X a aplicacdo py, : F(U) — F(V) €
um homomorfismo de grupos abelianos, satisfazendo:

(i) F(0) = 0;
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(11) puw : F(U) = F(U) € a aplicagio identidade e

(iii) se W C V C U sao subconjuntos abertos, entao puw = puv © Pow, 0 seja, o diagrama
abaixo é comutativo.

F(U) -2 F(W)

Tﬁuw
Puv

F(V)

Definimos pré-feixes de grupos abelianos, mas podemos definir pré-feixe sobre qualquer cate-
goria: grupos, anéis, conjuntos, de acordo com a necessidade de estudo.

Observagao 1.45 (01) Se F é um pré-feize sobre um espago topolégico X, referimo-nos aos
elementos do grupo abeliano F(U) sendo as segoes do pré-feize F sobre o conjunto aberto

U.
(02) E comum utilizarmos a notagio T'(U, F) para denotarmos o grupo F(U).
(03) Chamamos as aplicagoes p,, de aplicagoes restricoes.

Definicao 1.46 Seja F um pré-feize sobre um espaco topoldgico X. Dizemos que F é um feixe
se satisfaz as sequintes condi¢oes adicionais:

z

(¢) (Localizagdo) se U é um conjunto aberto, {V;} € uma cobertura aberta de U e s € F(U) é
tal que s |v,;= 0, para todo i, entdo s = 0;

(d) (Globalizagdao)se U é um conjunto aberto, {V;} € uma cobertura aberta de U e s; € F(Vj)
satisfaz, para cada i, j, s; lviav,= s; |vinv;, entao eziste s € F(U) tal que s |v,= s;, para cada
7.
Exemplo 1.47 Seja X uma variedade complexa. Para cada conjunto aberto U C X, considere
O(U) ={f holomorfa em U}

o anel das fungoes requlares de U em C e, para cada V C U, seja py, : O(U) — O(V) o mapa
restricao. Nao € dificil verificar que O € um feize de anéis sobre X . As condicoes de ser pré-feizes
sao satisfeitas pela natureza da aplicacao e as de ser feixes sequem do Principio da Identidade.

Seja p € X e F um feixe em X. Considere o par (U, s), onde U C X ¢é aberto e s € F(U).
Defina a seguinte relacao de equivaléncia

“(U,s) ~(V,s') se existe um aberto W C UNV tal que s |w= 5" |w.”
Definicao 1.48 O talo de F em p, denotado por F,, é dado por
F, ={({U,s); U € um aberto contendo p, s se¢io de F emU}/ ~ .

As classes de equivaléncia sao denominadas germes de F em p.
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Definicao 1.49 Sejam F e G pré-feixes sobre um espaco topologico X. Um morfismo de feixes
p: F—=>gG
consiste de um morfismo de grupos abelianos
p(U) - F(U) = G(U),

onde U € um aberto do espaco X tal que, sempre que V- C U, o diagrama abaizo comuta.

F(V) WQ(V)
Se cada componente de F(U) — G(U) € bijetora, entao temos um isomorfismo em cada
componte.

Proposicao 1.50 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes sobre um espago topologico X. Entao
@ € um isomorfismo se, e somente se, a aplicagio induzida sobre o talo ¢, : F, — G, € um
isomorfismo, para todo p € X.

Demonstracao: Suponhamos que ¢ seja um isomorfismo. Entao ¢ é isomorfismo em cada
vizinhanca de p € X. Portanto, ¢, é isomorfismo (pois é uma restri¢do).

Reciprocamente, se ¢, : F, = G, é um isomorfismo para toda vizinhanca de p € X. Vamos
mostrar que ¢(U) : F(U) — G(U) ¢ isomorfismo para todo aberto U do espago topolégico X.
Considere, para todo s € F(U), a aplicagao

e(U) « FU) — G(U)
s = (s).

Suponha ¢(s) = 0. Entdo, para toda vizinhanca de p € U, a imagem ¢(s), de ¢(s) no talo
G, ¢ nula. Pela injetividade de ¢, em cada vizinhanca de p segue que s, = 0 em F,, para cada
p € U. Por outro lado, se s, = 0, entao s e 0 tem a mesma imagem. Logo, existe uma vizinhanca
aberta W, de p com W, C U tal que s |y,= 0. Sendo assim, U é coberto por vizinhangas de W,
de todos os seus pontos e, pela condi¢ao (c¢) da Defini¢ao de Feixes temos s = 0 em U. Portanto,
©(U) é injetora.

A sobrejetividade de ¢(U) é garantida pela colagem imposta pela condigao (d) da defini¢ao de
Feixes.

Suponha que tenhamos a se¢ao t € G(U). Para cada vizinhanga de p no aberto U temos t, € G,
o germe da secdo ¢ na vizinhanca de p. Como ¢, é sobrejetora, existe s, € F, tal que ¢,(s,) = t,.

Considere que s, seja representado por s(p) em uma vizinhanca V, do ponto p. Entao ¢(s(p)) e
t |v, sdo dois elementos de G, com os mesmos germes na vizinhanca de p. Mas pode ser que ¢(s(p))
e t |y, sejam diferentes. Neste caso, podemos tomar uma vizinhanca de V, de p suficientemente
pequena, de modo que tenhamos ¢(s(p)) =1 |y, em G(V},).
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Do modo como estamos construindo, U ¢é coberto por conjuntos abertos V), e, para cada V,,
temos uma secao s(p) € F(V,).

Sejam p, ¢ pontos tais que s(p) |v,qv, € 5(q) |v,nv, sejam duas secoes de F(V,NV;) levadas por
@ emt |yny,. A injetividade de ¢ nos garante que s(p) |v,nv,= 5(q) |v,nv, €, pela condicao (d) da
Definicao de Feixes, existe uma secao s € F(U) tal que s |y, = s(p), para cada p.

Agora, note que ¢(s) e t sao duas secoes de G(U). Entao, para cada p temos ¢(s) |v,=|v,, ou
seja, ¢(s) v, — |v,= 0. Dali, pela condigao (c) da referida defini¢ao, segue que

p(s) —t=0=(s) =t
e temos ¢ sobrejetora. [ |
Definicao 1.51 Seja ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes. Definimos

(i) o pré-feixe nicleo de ¢ por

o X — Ab
U — Ker(p(U))
(ii) o pré-feixe co-nicleo de ¢ por
o X — Ab
U — Coker(p(U)) = Img(w)
(iii) pré-feixe imagem de ¢ sendo
o X — Ab
U — Im(e(U))

Proposicao 1.52 Se F ¢ um pré-feize, entao existem um feize F* e um morfismo 0 : F — F+
tal que, para qualquer feize G e qualquer morfismo ¢ : F — G existe inico morfismo ¢ : F© — G
tal que p =1 o 0. Além disso, o par (FT,0) é inico, a menos de isomorfismo.

Demonstracgao: Para nos auxiliar na compreensao da demonstracao, nosso objetivo é construir
o seguinte diagrama

F—ts 7+

%

Dado o conjunto aberto U, considere 7 (U) o conjunto das fungoes

s:U — U]-"p,

peU
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onde UpeU F, € a uniao dos talos de F sobre pontos do aberto U tal que para cada p € U temos
s(p) € F, e existe uma vizinhanca V' de p contida em U e um elemento ¢ € F(V) tal que para
todo ponto g € V' o germe t, = s(q).

Note que F* com a restricao natural de aplicacoes é um feixe e existe um morfismo natural
0 : F — F7T que é descrito pela propriedade universal, que garante a unicidade da aplicacao
Y : FT — G. Consequentemente, o feixe 71 também ¢é tinico, a menos de isomorfismo. [ ]

O feixe F* criado deste modo é chamado feixe associado ao pré-feixe F. A importancia
em se definir feixes associados é que estes nos auxiliam na construgao de novos feixes.

Defini¢ao 1.53 Um sub-feixe de um feize F é um feize F' tal que, para todo conjunto aberto
U C X temos F'(U) um subgrupo de F(U) e as aplicagoes restricoes do feize F' sao induzidas
pelas aplicacoes do feize F.

Da definigao anterior, para qualquer ponto p, o talo F, é um subgrupo de .

Definicao 1.54 Seja ¢ : F — G um morfismo entre feizes. Definimos o nticleo de ¢, e denota-
mos por Ker(yp), sendo o pré-feize nicleo de p. Além disso, ¢ é monomorfismo se Ker(yp) =0
e Ker(p) é um feize.

Definimos a imagem de ¢, e denotamos por Im(p), sendo o feize associado ao pré-feize
imagem de @. Assim, @ € epimorfismo se Im(p) = G.

Definicao 1.55 Dizemos que uma sequéncia de feixes e morfismos
e L G i o
¢ exata se em cada etapa temos Ker(p') = Im(p™™1).
Exemplo 1.56 Utilizando a definicao de sequéncia exata, vemos facilmente que a sequéncia
0— F 20
¢ exata se, e somente se, v € monomorfismo. Analogamente, a sequéncia
F G —0
€ exata se, e somente se, p € epimorfismo.
Proposicao 1.57 Sejam feizes de grupos abelianos sobre um espaco topologico X. A sequéncia
R . SV S S
€ exata se, e somente se, a sequéncia de talos, em cada p € X
ey FITL G 2 il T

€ uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos abelianos.
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1.4.1 O Funtor Ext e Feixes

Nesta segao estudaremos os Grupos Fzt. Para isso, trabalharemos sobre espagos anelados (X, Ox).

Definicao 1.58 (a) Um espago anelado ¢é um par (X, Ox) consistindo de um espago topoldgico
X e um feixe de anéis Ox sobre X.

(b) Um morfismo de espagos anelados (X,Ox) em outro (Y,Oy) é um par de mapas
continuo f: X =Y e outro ffOy — f.Ox de feizes de anéis sobre Y .

(¢c) Um espago anelado é dito espago localmente anelado se, para cada p € X, o talo Ox,,
¢ um anel local.

(d) Um morfismo de espagos localmente anelado ¢ um morfismo (f, f*) de espagos anelados
tal que, para cada ponto p € X, o mapa induzido de anéis locais fﬁ 1 Oy — Oxp € um
homomorfismo local de anéis locais.

(e) Se o par de morfismos (f, f*) tem inverso, entio temos um isomorfismo de espagos
anelados.

Utilizaremos as seguintes notacoes ao longo desta se¢ao:
(01) F,G sao Ox-mdbdulos;
(02) Hom(F,G) denota o grupo dos homomorfismos entre Ox-médulos;

(03) Hom(F,G) representa o feixe de homomorfismos entre O x-mdédulos.

Antes de comegarmos vamos lembrar que, fixado um feixe F, Hom(F,-) é um funtor covariante
exato a esquerda da categoria dos feixes de mdédulos sobre um espago anelado, Mod(X), na
categoria dos grupos abelianos, $4(X). Além disso, Hom(F,:) é um funtor covariante exato a
esquerda da categoria Mod(X) em Mod(X). [Para melhor compreensao desta se¢ao sugerimos ao
leitor ver o Apéndice B.]

Suponhamos que Mod(X) tenha injecoes suficientes, ou seja, todo sub-objeto em Mod(X) é
isomorfo a um objeto injetivo nesta mesma categoria. Faz sentido a seguinte definicao:

Definigao 1.59 Sejam (X, Ox) espaco anelado e F um Ox-mddulo. Definimos o funtor Ext'(F, -
sendo o funtor derivado a direita de Hom(F,-) e Ext'(F,-) sendo o funtor derivado a direita de
Hom(F,-).

Lembremos que o funtor derivado a direita é definido sendo

B Kerd'

RF(A4) = H(F(I') = T

onde d* : A" — A! ¢ um elemento do complexo e A é um objeto numa categoria abeliana.
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Observemos que, pela parte (b) do Teorema [B.13] segue que
Ext’(-,-) = R°Hom(-,-) = Hom(-,-).

E mais, pela parte (¢) do mesmo resultado conseguimos uma sequéncia exata longa de funtores
Ext a partir de uma sequéncia exata curta de objetos injetivos.

Suponhamos G objeto injetivo na categoria Mod(X ). Entao

_ Ker(Hom(F,G))"

Ext'(F,G) = R"Hom(F,G) = Tm(Hom(F.G) 1 0, i > 0.

Lema 1.60 Se Z é um objeto injetivo na categoria dos feizes de médulos, Mod(X), entao para
qualquer subconjunto U C X, a restri¢cao L |y também é um objeto injetivo de Mod(X).

Demonstracao: Considere o mapa inclusao
j:U—X
e F,G objetos em Mod(X) com F C G. Assim, dado o mapa
h:F—=Tl|y,
temos a inclusao j(F) C j(G) e uma aplicagao
e:j(F) = (T v),

onde j é a extensao por zero, ou seja, j é zero fora de U. Como Z é um objeto injetivo, j(Z |y) é
um sub-feixe de Z e, com isso, conseguimos uma aplicacao que é uma extensao natural,

J(F)—T.

Novamente da hipdtese de Z ser um objeto injetivo e j uma extensao por zero, é possivel obtermos
uma aplicacao que extende F a G e, consequentemente, temos uma extensao

ig) — 1.
Restringindo esta aplicacao ao subconjunto U de X, temos o mapa de G para Z |y . [ ]
Proposicao 1.61 Sejam X espaco topologico e U subconjunto aberto de X. Vale

Exty(F,G) lv= Exty(F |v, G |v)-

Demonstragao: Para i = 0, temos
8$t%(f, g) |U: ’HomX(}", Q) ‘U: HomU(f \U,Q |U) = gl’t((]](f |U,Q ‘U),
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pelo que sabemos do funtor Hom.

Como Ext'(-,G) é um funtor exato, por definicao G é um objeto injetivo. Dai, pelo Lema [[.60
segue que G |y também é um objeto injetivo na categoria Mod(X ). Portanto,

Exty(F,G) v Exty(F |v, G |v)-

Proposicao 1.62 Para qualquer objeto G € Mod(X), temos:
(a) Ext°(Ox,G) =G.
(b) Ext'(Ox,G) =0, para i > 0.

(c) Ext'(Ox,G) = H(X,G), para todo1> 0, onde H® € o i-ésimo grupo cohomologia.

Demonstragao: Sejam A objeto injetivo em 9Mod(X) e F' um funtor. Considere a resolugao
injetiva
I':0—A—I1"—1I"—....

Aplicando o funtor F' na resolugao acima, temos
0— F(A) — F(I°) — F(I') — - -
Faca ' = Hom(Ox, ). Assim, Hom(-,I') nos dé a sequéncia

0—F —I'"—1*— ...

Ext'(Ox, F) = R'Hom(Ox, F) = W'(I'(Hom(Ox, F))) = I'(I'(F)) = { )

0, sez>0.
o que prova (a) e (b).
Para provarmos (c) precisamos provar a seguinte

Afirmacgao: Se (X, Ox) é um espaco anelado, entdao o funtor derivado do funtor I'( X, -) da
categoria dos feixes de médulos Mod(X) na categoria dos grupos abelianos 4Ub coincide com o
funtor cohomologia H'(X,-).

De fato. Considere I'(X, ) sendo um funtor da categoria dos feixes de mdédulos de um espago
anelado na categoria dos grupos abelianos. Tomemos uma resolugao injetiva em 9%od(X ). Sabe-
mos que qualquer Ox-mdédulo injetivo é flacido [10, pag. 207], ou seja, para quaisquer abertos
UV € X com V C U, o mapa restrigao Ox(U) — Ox (V) é sobrejetor. E mais, qualquer Ox-
modulo flacido é aciclico [10, pag. 208]. Portanto, H (X, F) = 0, para todo i > 0. Pela Proposigao
B.I8 segue que R'T'(X,-) =2 H'(X,-).
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De posse da afirmacao temos, para todo ¢ > 0,

ELL’T,Z(OX, Q) = RZHOm(Ox,g) = RZF(Ox, Q) = HZ(Ox,g)

1.4.2 Feixes Coerentes

Vamos nos dedicar agora a falar um pouco sobre feixes coerentes. Entender a nocao de coeréncia é
importante pois, na sub-secao 2.1.6, iremos estudar um tipo especial de feixe para o nosso trabalho,
que é o feire dualizante. Em linhas gerais, um feixe dualizante é um feixe coerente que satifaz
algumas condic¢oes, como veremos posteriormente.

Definigao 1.63 Sejam (X, Ox) um espago anelado e L um feize de Ox-mddulos. O feize L
¢ dito localmente finitamente gerado se, para todo ponto o € X podemos encontrar uma

vizinhanga Q e se¢oes Fy,---, F, € L(Q) tais que, para cada x € 2, o talo L, € gerado por germes
Fy g, -, Fyp como um A,-mddulo.
Lema 1.64 Sejam L um feixe de Ox-mddulos localmente finitamente gerado sobre X e Gy, -+, Gn

secoes em L(U), com U C X aberto, tais que Gy a0, -, Gnazy geram Ly, o € X. Entao
Gigz, -, Gng geram L, para x prozimo a .

Demonstracao: Por hipdtese £ é um feixe localmente finitamente gerado. Entao, por definicao,
para todo ponto x € X podemos encontrar uma vizinhanca aberta U de X e segoes FY,---, Fy
em L(U) tais que o talo £, é gerado por Fi,,---, Fy,. Diminuindo o aberto U, se necessario,
podemos tomar uma vizinhanga U’ C U suficientemente préxima de x e a matriz H;, € A(U’) tal
que

Fj - Z ijGk
sobre U'. Daqui, segue que G, -+, Gn, geram L., para todo = suficientemente préximo a .
|

Seja U C X um aberto. Denotaremos por L | a uniao de todos os talos £,, com x € U.

Definicao 1.65 Sejam U C X um aberto e Fy,---,F, € L(U). O niicleo do homomorfismo de
feizes
F O?@q ‘U — L ‘U

7. .
j=1

¢ um sub-feize de Oiq lu, chamado feixe de relagoes entre Fy, - - -, F,, e denotado por R(Fy,---, Fy).

Definicao 1.66 Um feixe L de Ox-mddulos é um feixe coerente sobre o espaco topologico X
se ele cumpre as sequintes condigoes:

(i) L € localmente finitamente gerado e
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(ii) para todo aberto U de X e segoes Fy,---,F, € L(U), o feize de relagoes é localmente
finitamente gerado.

Observemos que a condi¢ao (i) da definigdo acima nos garante a sobrejetividade da aplicagao
F: Oé.i—q |U—> L |U7

enquanto que a condi¢ao (ii) nos diz que Ker(F') é finitamente gerado.

Se £ é um feixe coerente, entao existe um aberto U nas condi¢oes da definicao anterior.
Tomando este aberto U vemos que o feixe £ admite, sobre U, uma representacao finita em
sequéncia exata a direita

in |U—G)O§?q |U—F)£ — O,

onde G é dado pela matriz (Gjj)yxp de secoes de Ox(U) cujas colunas (Gj),- -, (Gjp) sdo ger-
adores do feixe de relagoes R(Fy,-- -, Fy).

O resultado a seguir nos dé outros feixes coerentes.

Teorema 1.67 Se ¢ : Ox — G € um Ox-morfismo de feizes coerentes, entao Im(yp) e Ker(p)
também sao feixes coerentes.

Demonstragao: Mostremos que Im(¢p) é feixe coerente. Sabemos que o conjunto imagem I'm(¢p)
é um subconjunto de G. Assim, olhando como feixe, I'm(y) é um sub-feixe do feixe G. Como G é
coerente, segue que Im(y) também é coerente.

Como F é um feixe coerente, segue que F é localmente finitamente gerado e, dados V' C X e
segoes Iy, - -+, F, € F(U), o feixe de relagoes é localmente finitamente gerado, por defini¢ao. Sejam
rg € X, Fy,---,F, € F(U) geradores de F em uma vizinhanga U de =g e Gy,---,G, € A(U)®"
geradores do feixe de relacoes R(p(F1),- -, p(Fy)) sobre uma vizinhanga U C U de xy. Deste
modo, Ker(y) é localmente finitamente gerado por segoes

o que mostra que Ker(p) é um feixe coerente. u

Teorema 1.68 Seja
0— F —LL -G —0

uma sequéncia exata de Ox-modulos. Se dois dos feizes F,L,G sao coerentes, entdo todos os
feizes sao coerentes.

Demonstracao:

(i) Suponhamos L e G feixes coerentes. Entao o nucleo da aplicagao £ — G também é feixe
coerente, pelo teorema anterior. Mas, como a sequéncia

0— F —LL-5G—0

¢ exata, segue que Ker(g) = Im(f) = F, ou seja, F ¢é feixe coerente.
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(i)

(iii)

Suponhamos agora £ e F feixes coerentes. Entao esses feixes sao localmente finitamente
gerados e dai, G é localmente finitamente gerado por ser quociente de L£/F. Logo, por
definigdo, para todo xy € U existem secoes Gy, --,G, € G(U). Como L é finitamente ger-
ado, entdao para cada zy € U existe uma vizinhanca U de z( e secoes G, -, G, € L(U)
que sao aplicagoes de G, ---, G, sobre U. Diminuindo U, se necessario, podemos consid-
erar F |y gerado por segoes Fy,---, F, € F(U). Assim, o feixe de relagoes R(Gy,---,Gy)
é a proje-cao das ultimas g-componentes de R(Fy,---, F,, Gy, ---,G,) C O’;rq. Sendo L
coerente, entao R(Fy,---,F, Gy,---,G,) ¢é finitamente gerado e, consequentemente, sua
projegao R(Gy, - - -, G,) também ¢é finitamente gerada. Portanto, G é um feixe coerente.

Agora, considere G e F feixes coerentes. Entao eles sao feixes localmente finitamente gerados.
Digamos que Fi,---, F, € F(U) e Gy,---,G, € G(U) sejam seus respectivos geradores em
uma vizinhanga U de zp € U C X aberto. Os geradores Gy,---,G, sao imagem dos
elementos de £ por g. Como ¢ é uma aplicagao entre Ox-modulos, existe uma vizinhanga
U’ de zg tal que Gy, -, G, € L(U'). Assim, (Fy, -+, F,,Gy,--+,G,) geram L |p e com isso
L é localmente finitamente gerado.

Considere as se¢oes de L£(U) dadas por s, -, 8, € 51, -+, 5, suas imagens em G(U). Sendo

G coerente, o feixe de relacoes R(57, - - -, 5,) ¢ finitamente gerado, digamos por P, ---, P €
Ox(U)®q. Fa(;a Pj = (P]k)lgkgq. Entao

Hj=Pjsi+---+Pls;, 1<j<s

sao levados em 0 e assim podemos ver (Hy,---, Hy) como segoes em F. Como F é co-
erente, entao seu feixe de relagoes R(Hy,- -+, H,) é finitamente gerado. Suponhamos que
Q1,- -, Q1 € Ox(U')® sejam seus geradores. Assim, R(sy, - -, s,) € finitamente gerado sobre
U’ por

Ry =) QP € Ox(U")

o que mostra que o feixe £ é coerente.

Definigao 1.69 Sejam M wuma variedade analitica complera de dimensao n e Oy o feive de
germes de funcgoes analiticas sobre M. Um feixe analitico sobre M ¢é um feize de Oy-modulos

L.

Teorema 1.70 (da Coeréncia de Oka) O feize de anéis Oy € coerente para qualquer var-
tedade complexa M.

Demonstracao: Ver [0, Teorema 3.19, pag.89]. ]

Proposicao 1.71 Seja

0—F —F—F —0

uma sequéncia exata curta de Ox-mddulos em Mod(X), entao para qualquer feize de modulos G
temos a sequéncia exata longa

0 — Hom(F",G) — Hom(F,G) — Hom(F',G) — Ext(F",G) — ---
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Andlogo para o feize Ext.

Demonstragao: Como Hom(-,G) é um funtor exato, entdo G é um objeto injetivo, por definigao.
Tome a resolucao injetiva de G
0—G¢G—17.

Para qualquer feixe injetivo Z, o funtor Hom(-,Z) é exato. Assim, temos a sequéncia exata curta
de complexos
0 — Hom(F",Z) — Hom(F,Z) — Hom(F',Z) — 0.

Para cada i > 0, a parte (¢) do Teorema [B.13 nos afirma que existe um morfismo natural
§": R"Hom(F',T) — R'Hom(F",T)
que nos da uma sequéncia exata longa
0 — Ext’(F",T) — Ext’(F,I) — Ext®(F',I) — Ext" (F',T) — ---
que equivale a sequéncia
0 — Hom(F",T) — Hom(F,I) — Hom(F,I) — Ext* (F",I) — ---,

como queriamos.
Pelo Lema [L.60 conseguimos uma sequéncia andloga de feixes Ext’, j4 que Hom(-,Z) é um
funtor exato de Mod(X) em Mod(X). n

Proposicao 1.72 Seja
o= Ly — Ly —F —0

sequéncia exata em Mod(X), onde L. sao feizes localmente livre de posto finito (L. é uma resolugao
localmente livre do feize de modulos F ). Para qualquer feize G € Mod(X), temos

Ext'(F,G) = h'(Hom(L.,G)).

Demonstragao: Pela Proposicao [B.IH existe um isomorfismo
R'Hom(F,G) = h'(Hom(L.,G)).

Portanto,

Ext'(F.G) = hi(Hom(L.,G)).

Convém fazermos uma observagao importante. A categoria dos feixes de mddulos, Mod(X),
nao tem injecoes suficientes, por esse motivo nao podemos definir funtor derivado a direita de
Hom ou Hom. Assim, os resultados anterior nao valem na primeira variavel.
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Capitulo 2

Rudimentos de geometria algébrica
complexa

Comecamos o capitulo abordando um importante e vasto contetido: variedades algébricas projeti-
vas. Ao longo desta secao tratamos com esquemas algébricos e projetivos e, para isso, precisamos
de alguns conceitos de Algebra como, por exemplo, espago anelado, espectro, anéis graduados
e ideais homogeéneos. Estudamos inicialmente esquemas pois a secao segue abordando feixes de
diferenciais de um esquema em outro: Diferencial Kéhler. A seguir damos algumas aplicacoes do
contetido em variedades singulares e nao singulares, além de tratarmos um pouco sobre esquemas
Cohen-Macaulay e feixe dualizante, importante feixe que possui caracteristicas importantes e fun-
damentais na demonstracao do principal resultado desta dissertagao: o feixe dualizante é isomorfo
ao feixe canonico. Finalizamos esta secao falando sobre feixes localmente livres e mostrando que
existe uma relacao entre estes feixes e fibrados vetoriais, abordados no Capitulo 1.

A segunda secao deste capitulo faz mencao a um importante grupo de Cohomologia, a Co-
homologia de Cech. A fim de definirmos o g-ésimo grupo de Cohomologia de Clech, definimos
previamente os operadores de co-nucleo e cobordo. Seguindo, estudamos as classes de Chern,
importante para a definicao de grau de um fibrado. Ainda nesta secao provamos algumas pro-
priedades fundamentais das classes de Chern. Na quarta secao estudamos os fibrados determinante
e introduzimos conceitos como feixe coerente (livre) de torgao, feixe reflexivo e feixe normal.

A quinta secao pode ser considerada a mais importante deste segundo capitulo, pois ela nos
diz quando um fibrado é estével e, se retornarmos a introdugao deste trabalho, lembraremos que
uma das hipéteses do teorema principal que provaremos é a estabilidade do fibrado tangente.
Definimos grau e inclinagao de um fibrado, a partir dai definimos fibrados estaveis e semi-estaveis
e provamos o principal resultado desta secao que nos afirma que se L ¢ um feize semi-estdvel sobre
uma variedade X com deg(L) < 0, entao L nao admite segcoes holomorfas nao nulas.

A dltima secao aborda o género seccional de uma variedade X, que é o objeto que temos
interesse neste trabalho.
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2.1 Variedades Algébricas Projetivas

2.1.1 Esquema Afim

Nesta secao vamos discutir um pouco sobre esquemas, que é o espaco sobre o qual iremos obter
muitos resultados de agora em diante. Além disso, todos os anéis considerados sao comutativos.

Seja A um anel. Associamos a A um espago topoldgico junto com um feixe de anéis O a ele
associado, chamado Spec(A) [definiremos a topologia e o feixe de anéis a seguir]. Se I ¢ um ideal
do anel A, denotaremos por V(I) C Spec(A) o conjunto de todos os ideais primos contendo I.

Lema 2.1 Seja A anel. Sdo verdadeiras as afirmacoes:
(i) Se I e J sao ideais de A, entao V(IJ) =V (I)UV(J).

(i1) Seja {I;}ien conjunto de ideais de A. Entio V(> I;) = (\V (Li)ien-
LISN

(iii) Se I e J sdo dois ideais de A, entio V(I) C V(J) se, e somente se, v.J C /1.

Demonstragao:

(i) Seja P e V(I)UV(J). Entdao P D I ou P D J. Como P ¢ ideal primo, segue que P D I.J
e temos V(IJ) C V(I)UV(J). Por outro lado, suponhamos P O [.J. Sem perda de
generalidade suponhamos P 2 J. Entao existe f € J tal que f ¢ P. Se g € I, entao
fg eI C P, pois I éideal. Dai fg € P e, como P ¢ ideal primo segue que g € P e temos
V(I)UV(J) C V(IJ) e segue o resultado.

(ii) Seja P ideal contendo Y I;. Entao P contém cada I; e temos V(> I;) C (\V(I;)iea-
i€ €A
Reciprocamente, se P contém cada I;, entdao P contém »_ I; e temos o resultado.
ieA

(iii) Sabemos que o ideal radical é a intersecdo de todos os ideais primos contendo /. Entao
V(I) c V(J) se, e somente se, v.J C /1.

u

Observemos que, pela defini¢ao, V(A) = ), enquanto que V' ((0)) = Spec(A). Deste fato e do

lema anterior, podemos munir Spec(A) com uma topologia tomando os subconjuntos V' (I) sendo
subconjuntos fechados. Tal topologia é chamada Topologia de Zariski.

Iremos definir o feixe de anéis O em A. Para cada ideal primo P C A, consideremos Ap a
localizagao de A em P [Apéndice C]. Seja U C Spec(A) aberto e considere O(U) o conjunto das
funcoes

s:U— [ 4r.
PeU

tais que s(P) € Ap, para cada ideal P.
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Em outras palavras, para cada p € U, queremos uma vizinhanga V' de p com V C U e ideais
I,J € A tais que, para cada @) € V com [ ¢ ) tenhamos s(Q) = § € Ag. Assim, O(U) terd soma
e produto bem definidos, e unidade sendo o 1 de cada localizagao Ap. Isto é, com essa estrutura,
O(U) é um anel comutativo e com unidade.

Sejam U,V abertos com V C U. O mapa restricao
o) — O(V)

¢ um homomorfismo de anéis e O satisfaz as condigoes de ser feixe.
A construcao acima nos permite fazermos a seguinte

Definicao 2.2 Seja A um anel. O espetro de A € o par (Spec(A), O), onde Spec(A) = {I; I € ideal primo
€ espaco topologico e O € o feixe de anéis.

Denotaremos por D(I) os conjuntos abertos que sao complementares de V' (I). Pelo Lema 2.T],
estes abertos formam uma base para a topologia do espago Spec(A).

Proposicao 2.3 Sejam A anel e (Spec(A), Q) seu espetro.
(a) Para qualquer ideal primo P € Spec(A), o talo Op do feize O € isomorfo ao anel local Ap.
(b) Para qualquer elemento f € A, o anel local O(D(f)) é isomorfo ao anel localizado Ay.
(¢) T'(Spec(A),0) = A.

Demonstracao: Ver [10, Proposicao 2.2, pag. 71]. ]

Proposicao 2.4 (a) Se A é um anel, entao (Spec(A), Q) € localmente espago anelado.

(b) Todo morfismo de anéis ¢ : A — B induz um morfismo de espagos localmente anelado
(f> fﬁ) : (Sp6C(B), OSpec(B)) — (SPQC(A), OSpec(A))-

(¢) Todo morfismo de espago localmente anelado Spec(B) — Spec(A) induz um morfismo de
anéis ¢ : A — B.

Demonstracao:
(a) Segue do item (a) da Proposicao 2.3l

(b) Sejam A, B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Para P um ideal primo em
Spec(B), defina o mapa
[+ Spec(B) — Spec(A)
P = o Y(P).

A aplicacao f é continua, pois se I é um ideal do anel A temos f~1(V(I)) = V(p(1)).
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Para cada ideal primo P € Spec(B) podemos localizar a aplicacao ¢ e obter um homomor-
fismo local de anéis locais wp : A,-1(py — Bp.

Agora, consideremos V' C Spec(A) um aberto. Compondo o homomorfismo local ¢p com a
aplicacao f e utilizando a definicao do anel O, conseguimos um homomorfismo de anéis

fﬁ : Ospec(A)(V) — OSpec(B)(f_l(V))

que nos da um morfismo de feixes

fti : OSpec(A) — f*(OSpec(B))~

O mapa f* induzido sobre os talos sao homomorfismos locais @p, e entdao o par (f, f*) é um
morfismo local de espago anelado.

Seja (f, f*) um morfismo de espaco localmente anelado de Spec(B) em Spec(A). Tomando
agora as secoes globais, segue que f* induz um homomorfismo de anéis

2 T(Spec(A), Ospec(A)) - F(SPEC(B), OSPEC(B))a

que sdo os anéis A e B, respectivamente, pelo item (c¢) da Proposigao 23]

Para qualquer ideal primo P € Spec(B) temos induzido um homomorfismo local sobre os
talos, a saber Ogpec(a),f(P) — Ospec(),p O Ap(p) — Bp que sao compativeis com o mapa ¢
sobre as secoes globais e 0 homomorfismo localizacao, ou seja, o diagrama

A B
Appy — Bp

é comutativo. Além disso, como f* ¢ um homomorfismo local, segue que ¢~*(P) = f(P), o
que mostra que f coincide com o mapa Spec(B) — Spec(A) induzido por .

Definigao 2.5 Um esquema afim ¢é um espaco localmente anelado (X, Ox) que € isomorfo ao
espetro de algum anel. Um esquema é um espaco localmente anelado (X, Ox) no qual todo ponto
tem uma vizinhanca aberta U tal que o espago topoldgico U, junto com o feize restricio Ox |y €
um esquema afim.

Definicao 2.6 Seja S um esquema. Um esquema sobre S é um esquema X, junto com um
morfismo X — S. Se X e Y sao esquemas sobre S, entdo um morfismo de X em Y (como
esquemas sobre S) é um morfismo f: X —'Y compativel com um dado morfismo de S.

Denotamos por Gceh(S) a categoria dos esquemas sobre S.
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2.1.2 Esquema Projetivo

Uma importante classe de esquemas no nosso estudo sao os esquemas projetivos. Definimos es-
quemas projetivos sobre anéis graduados.

Definicao 2.7 Um anel graduado ¢ um anel S que pode ser escrito como soma direta de grupos
abelianos Sy, ou seja, S = @dzo Sy tal que, para quaisquer d,e > 0, temos Sq - Se C Sgre. Os
elementos de Sy sao chamados de elementos homogéneos de grau d.

Denotaremos por Sy o ideal @,.,Sg. Definimos o conjunto Proj(S) formado por todos os
ideais primos homogéneos P que nao contém todo o ideal S,. Se I é um ideal homogéneo de 5,
definimos o subconjunto

V(I)={P € Proj(S); P > I}.

Observagao 2.8 Dizemos que I ¢ um ideal homogéneo se I = P .,(1 N Sy).
Lema 2.9 (a) Se I e J sao ideais homogéneos em S, entao V(IJ) =V (I)UV(J).

(b) Se Liep € uma familia qualquer de ideais homogéneos de S, entao

VL) =V

(IS

Demonstracao: Analoga a demonstragao do Lema 2.1] ]

Do mesmo modo como observamos na secao anterior, aqui também cabe observarmos que
V(A) =0 e V((0)) = Proj(S). Assim, também podemos definir uma topologia sobre Proj(S),
tomando os subconjuntos fechados sendo os subconjuntos da forma V(7).

Vamos definir o feixe de anéis O sobre Proj(.S). Seja T o sistema multiplicativo contendo todos
os elementos homogéneos de S que nao estao no ideal primo P. Para cada ideal P € Proj(5),
consideremos o anel S(p) de elementos de grau zero no anel localizado T~'S. Para cada aberto U
de Proj(S), definimos O(U) sendo o conjunto das fungoes

s U — HS(p)
P — s(P),

onde s é localmente quociente de elementos de S. Em outras palavras, para cada ideal primo
P € U, existe uma vizinhanca V de P em U e elementos homogéneos a, f € S de mesmo grau
tais que, para todo ideal @ € V temos f € @ e s(Q) = % € S()- Assim, analogamente a secao
anterior, O(U) é um anel comutativo e com unidade.

Sejam U,V abertos de Proj(S) com V' C U. O mapa restri¢ao
o) — O(V)
é um homomorfismo de anéis e O satisfaz as condi¢oes de ser feixe, como queriamos.
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Definigao 2.10 Seja S um anel graduado. Definimos (Proj(S), Q) sendo o espago topoldgico
junto com o feize de anéis construido acima.

Proposicao 2.11 Seja S um anel graduado.
(a) Para qualquer ideal primo P € Proj(S), o talo Op € isomorfo ao anel local Spy.

(b) Para qualquer elemento homogéneo f € Sy, defina

Dy(f) ={P € Proj(S); f & P}.

Entao os conjuntos D, (f) formam uma cobertura por abertos de Proj(S) e, para cada
conjunto aberto temos um isomorfismo de espacgos localmente anelado, ou seja,

(D+(f), O |py(p)) = SpecS(y),

onde S(yy € o subanel de elementos de grau zero no anel local Syy.

(¢) Proj(S) é um esquema.

Demonstracao:
(a) Anéloga a demonstragao do item (a) da Proposigao 23

(b) Observemos que D, (f) = Proj(S) — V((f)) é um aberto. Sabemos que os elementos de
Proj(S) sao ideais primos homogéneos de S que nao contém todos os ideiais de Sy. Entao
os conjuntos abertos D (f) cobrem Proj(S). Fixemos f € S, consideremos P ideal primo
homogéneo e a aplicagao

¢+ Di(f) —  Spec(Sy)
P — (P S f) N S( 1)
que é um isomorfismo devido as propriedades de localizacao.

Além disso, se I é um ideal homogéneo entao I C P se, e somente se, p(I) C ¢(P). Entao
¢ é um homeomorfismo. E mais, se P € D, (f), entdo os anéis locais Sipy e (S(p))y(p) sao
isomorfos. Assim, o homeomorfismo ¢ induz um mapa natural de feixes ¥ : ngecg( H
0+ (Oprojs|p, () que é um isomorfismo, como querfamos.

(c) Segue dos itens (a) e (b) que Proj(S) é espago localmente anelado e coberto por esquemas
afins.

Observacao 2.12 O esquema Proj(S) é chamado de esquema projetivo.

Exemplo 2.13 Considere S = Clzg, -, z,]. Pode-se mostrar que Proj(S) = P" e que toda
subvariedade projetiva de P™ é um esquema projetivo.
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2.1.3 Diferencial Kahler

Na secao 1.4, quando estudamos feizes, fizemos este estudo sobre grupos abelianos. No entanto,
mencionamos que podemos definir feixes sobre outras estruturas, e é o que vemos fazendo ao longo
deste trabalho. Esta secao se destina a estudarmos feixes de diferencial de um esquema em outro.

Ao longo desta secao, salvo mencao contraria, A é um anel comutativo e com unidade, B é
uma A-algebra e M um B-méddulo.

Definicao 2.14 Uma aplicacao
D:M—M

¢ dita uma A-derivagao de B em M se

(01) D € uma aplicacao aditiva;

(02) satisfaz a Regra de Leibniz, D(bb') = bD(b') +b'D(b) e
(03) para todo a € A, temos D(a) = 0.

A condigao (iii) da defini¢do anterior nos diz que, para qualquer derivagao D, D~(0) é um
subanel de A. Em particular, D(1) = 0 e assim, 12 = 1.

Seja K um anel e A uma K-dlgebra. Uma derivacao D : A — M tal que D(K -14) =0 é
chamada derivagao sobre K. Denotaremos por Derg (A, M) o conjunto de todas as derivacoes
sobre K.

Sejam A e C anéis e N um ideal de C' com N? = (. Considere o mapa natural

C
o C = —
J N
e 0s homomorfismos de anéis
u,u' : A—C

satisfazendo ju = ju'. Defina D = u' — w.

Afirmagao: Os homomorfismos u e v’ induzem a mesma estrutura de A-mdédulo sobre N e
D: A— N éuma derivagao.

De fato.
u'(ab) = u'(a)d'(b) = (u(a) + D(a))(u(b) + D(b))
= u(a)u(b) + u(a)D(b) + D(a)u(b) + D(a)D(b)
= wu(ab) +aD(b) + bD(a).
Dai que,

u'(ab) — u(ab) = D(ab) = aD(b) + bD(a)

e D é uma derivagao.

34



Os homomorfismos u e u' definem a mesma estrutura de A-mdédulo sobre N pelo modo como
foram definidos. Além disso, vale a reciproca da afirmacao anterior.

Sejam K um anel, A uma K-algebra e B = A ®x A. Considere os homomorfismos de K-
algebras

€ B — A Mo A — B Ao 1 A — B
(a®ad) — ad, a — a®l, a — l®a.

Damos a B = A ® A estrutura de A-algebra pela aplicacao ;. Denotaremos
(i) Ker(e) = Ia/k, ou simplesmente Ker(e) = I;
(i) & = Qa/x.

Da definicao de produto tensorial, segue que I e I? sao B-médulos. E mais, ,1% e Qu/x
podem ser vistos como A-mddulos, pela aplicacao A;.

Definicao 2.15 Chamamos o A-mddulo Q)4 de médulo de diferenciais ou diferencial Kalher
de A sobre K.

Seja
B
v B — ﬁ
0 homomorfismo definido de maneira natural. Considere
A
2

d*=X—-XN : A — B d=vd* : A —
a — v(l®a—a®1l).

a — 1®a—a®l
Afirmacgao: d é uma derivagao. De fato.

(i) d é aditivo pois Hom(A, A’') — Hom(dA,dA’) tem estrutura de A-médulos.

(ii) Usando que v é homomorfismo, temos

dlab) = v(1®ab—ab®1)=v(1® ab) —v(ab® 1)

= v(1) @v(a)v(b) — v(a)v(b) ® v(1) + v(a)v(b) @ v(1) — v(a)v(b) @ v(1)
= v(a)(v(1) @ v(b) —v(b) ®v(1)) + v(b)(v(1)v(a) — v(a)v(1))
= ad(b) — bd(a).

|
<

Proposigao 2.16 O mddulo de diferenciais Qa/x com deriwagao d tem a propriedade universal,
no sentido que se D é uma K-derivacao do anel A no A-maodulo M, existe unica aplica¢ao A-linear
[:Qax — M tal que D = fod, ou seja, o diagrama

A—5 Qux

)|

M
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€ comutativo.

Demonstracao: Considere a extensao trivial A x M e o homomorfismo de A-algebras

¢ : B=A®A — Ax M
(r®y) = (zy,2D(y)).

Como ¢(I) C M e M?* = 0, temos
p(I*) = (o(I))* ¢ M* =0
e ¢ induz um homomorfismo de A-algebras

B
@:ﬁ:A*Q%A*M,

onde dy € Q) = ILZ
Observe que

o(dy) = p(ley—ya1)=p(loy) —ely1)=(y,Dy))— (y,yD(1))
= (y,D(y)) — (y,0) = (0, D(y)).

Assim, a aplicacao @ |o: Q2 — M é A-linear e nos fornece uma aplicacao f =@ |o: 2 — M tal que
fod= D, e temos provada a existéncia da aplicacao f.

Como ja mencionamos, consideremos K um anel, A uma K-dlgebrae B = A ® A. Assim
rRy=ryRl+z(l®y—y®1). (2.1)
Como

e : B=AA — A
XY = 2y,

segue que £ @y = €(r ® y) + xd*y, onde d* : Ay — A1,
Suponha

D (zi®y) € I=Ker(e). (2.2)
Da Equacao (2.I]) temos, para cada i,
T QY =y @1+ 11 @y —y @1) = e(1; @ yi) + 2:d"ys.

Assim, por (2.2),
r; @y = x;d"y;,

pois €(x; ® y;) = 0 e, consequentemente,
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Como 112 = Qy/k, entao d*y modl 2 = dy e assim, qualquer elemento de € A/k tem a forma

> xidy;, com x;, y; € A, ou seja, qualquer elemento de € é gerado por {dy;y € A} como A-mébdulo.
Dai, segue que a aplicacao f : 4,k — M ¢ tnica. [ ]

Em consequéncia da proposi¢ao anterior, temos a aplicacao
D6’I“K(A, M) — HomA(QA/K, M)

Na linguagem de categoria, o par (£24/x, d) representa o funtor covariante M — Derg (A, M) da
categoria de A-moédulos nela mesma.

Proposigao 2.17 Sejam K' e A anéis e considere A’ = A® K'. Entao
QA’/K’ = QA/K ®A A/.
Além disso, se S € um sistema multiplicativo em A e A = S™YA, entdo

stlA/K = S_lQA/K.

Demonstragao: Considere o diagrama comutativo de anéis e homomorfismos

A—A

]

K——K'

e as extensoes

Quj = AJT2 ——= A )12 = Qu e

| |

jf i
K K’

Da comutatividade do diagrama, podemos afirmar que existe um homomorfismo de A-mddulos
Qu/xk — Qayrr e, além disso, a aplicacao Qa/xk @4 A" — Qa )k também é um homomorfismo.
Tomando A’ = A ® K’, temos

Quk 4 A =Qu/k @4 (AR K') = Qu/per.

Considere agora S um sistema multiplicativo e A’ = S™1A. Entao

Qs-14/x = Qaryie = Qe @4 STTAX ST k.
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Teorema 2.18 (A primeira sequéncia exata fundamental) Sejam K, A, B anéise K 4 A 4
B homomorfismos. Existe uma sequéncia exata natural de homomorfismos de B-mddulos

Qa/xk —$p/xk —£lpa — 0 (2.3)

Demonstracao: Definimos as aplicacoes u e v por

v QA/K(X)AB — QB/K u QB/K — QB/A
dak @b — b-dg/gi(a) b-dp/(b') = b-dpa(b),

onde a € Ae bt € B.
Observe que o mapa u é sobrejetor, pelo modo como foi definido. E mais, como ¢ (a) € B,
segue que dg/av(a) = 0 e dai

u(b-dp/r (b)) =0 < uv =0.

Para mostrarmos que a sequéncia (23] precisamos mostrar que Ker(u) = Im(v). Seja T =

Coker(v) = ?fb {ff) Temos o isomorfismo
Homp(Qa/x @4 B,T) = Homa(Qa/k,T) = Derg(A,T)

que nos da a sequencia de aplicagoes

Dery(B,T) % Derg(B,T) 2 Derg(B,T)
D > Doy —  Dopo1.

Assim, Ker(8) = I'm(a) e a sequéncia anterior é exata. Como Derg(A,T) = Homa(Qa/k,T),
temos

HomB(QA/K ®a B,T) = HomB(QB/A,T) — HomB(QB/K,T) — HomB(QB/K,T),
que é uma sequéncia exata. Portanto,
QA/K ®a B — QB/K — QB/A —0

é uma sequeéncia exata, como queriamos. [

Sejam K um anel, A uma K-algebra, 9t um ideal de A e B = %. Defina

v o M — QA/K®AB
r dA/Kllf@l.

Observe que o mapa 1 leva 9M? em zero, o que induz um mapa B-linear

AL
53%_>QA/K®AB-
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Teorema 2.19 (A segunda sequéncia exata) Sejam K anel, A uma K-dlgebra, M um ideal
de A e B = %. Considere o mapa

v o M — QA/K®AB
r = dA/KSL’®1-

Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:
(i) A sequéncia de B-mddulos

om
W LQA/K ®a B LQB/K — 0

¢ exata.
(ZZ) Se Ay = %, entao QA/K ®q4 B = QAl/K ®a, B.

(ii) O homomorfismo § tem inverso a esquerda se, e somente se, a extensao

m
OHWHA1—>B—>O

m

de uma K-dlgebra B por 5 € trivial sobre o anel K.

Demonstragao:

(i) Sejam K, A, B anéis e K 4 A % B homomorfismos. Pelo Teorema 2.8 existe uma sequéncia
exata de homomorfismos de B-mddulos

QDa/xk ®a B —Hflg/xk —Hlgja — 0,

onde

(VR QA/K®AB — QB/K u QB/K — QB/A
dA/K®b — de/Kw(a) de/K(b,) — de/A(b/)

A aplicacao v sera sobrejetora se ¥ o for, pela definicao de v. E mais, vé = 0. Assim,
do mesmo modo como procedemos na prova do resultado anterior, basta mostrar que a
sequeéncia

Homp(Qp/k,T) — Homp(Qa/xk ®a B,T) — Homp(9/IM?)
é exata, para qualquer B-médulo T'. Como Homa(Qa/k,T) = Derg(A,T), temos
Homp(Qp/k,T) = Derg(B,T) = Derg(A/MM, T).
Assim, a sequéncia dos homomorfismos Hompg(-,T) é isomorfa a sequéncia
Derg(A/M,T) — Derk(A,T) — Homa (M, T),
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onde
Dera(A/M,T) = Derg(A,T) 2 Homg(IM,T)
Dm > D — D/om.

Observe que Ker(5) = Im(a) e a sequéncia acima é exata. Portanto,

m
%%QA/K(X)AB—)QB/K—)O

é uma sequéncia exata.

(ii) Observemos inicialmente que um homomorfismo de B-mddulos N’ — N ¢ um isomorfismo
se, e somente se, o mapa induzido Homg(N,T) — Hompg(N',T) for um isomorfismo, para
todo B-médulo T'. Assim, Qu/x ®4 B = Qu,/k ®a, B se, e somente se, Homp(Qa,/x @24,
B,T) = Homp(Qu/x ®a B,T) é isomorfismo. Ora, mas isso ocorre se, e somente se,
Derg (A, T) — Derg(A,T) é isomorfismo.

Afirmacgao: A aplicacao

v i Derg(A/9MM* T) — Derg(A,T)
D — D

¢ um isomorfismo, para todo %—médulo T. De fato
(a) Sejam D, E € Derg(A/M?,T) com D = E. Entdo
D=+(D)=+(E)=E
e v esta bem definida.
(b) Se D, E € Derk(A,T) com D = E, entao
(D) =D =E =~(E)
e 7y é injetora.
(¢) A aplicagao v é sobrejetora pelo modo como foi construida.

(d) Finalmente observe que vy é homomorfismo, pois
VDoE)=DoE=xv(D)oy(E).
Portanto, Homp(Qa/x @4 B,T) = Homp(Qa/x ®a, B,T) e, consequentemente,
Qu/k ®aB=Qu /K ®4, B.

(iii) Pelo isomorfismo obtido no item anterior, a sequéncia

m
W—)QA/K@)AB—)QB/K—)O
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pode ser reescrita do seguinte modo

m
w — QAl/K ®A1 B — QB/K — 0.

Suponhamos 92 = 0 e que ¢ tenha inverso a esquerda dado por

w oo QA/K(X)AB — M
da® 1 — w(da® 1) = Da,

onde, para todo x € M,
D : A —- M
r =
¢ uma derivagao. Vamos mostrar que a extensao
al A B
00— o — A — B —0
da K-algebra B por % é trivial sobre K.

Defina o mapa
f A — A
a — a—Da

e observe que

fla+b) = (a+b)—D(a+b)=a+b— D(a)— D(b) = (a— D(a)) + (b— D(b))
= fla)+ f(b),

ou seja, f é homomorfismo de K-algebras com f(9t) = 0, pela definigao da derivagao D e
induz um homomorfismo 4

f:B=— A.

Por definicao do mapa fe do fato de Dx = z, para todo x € 91, segue que
f(a) =a modM

e f é uma secao da extensdo de anéis 0 — M — A — B — 0.

Para provar a reciproca basta inverter os argumentos.

2.1.4 Feixes de Diferenciais

Vamos agora definir Diferencial Kéahler sobre feixes. Para isso, vamos considerar f : X — Y um
morfismo de esquemas.

Definigao 2.20 Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. O morfismo diagonal ¢ o unico
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morfismo 6 : X — X Xy X tal que a composi¢cao com ambas projecies
p1,p2 i X Xy X =5 X
€ 0 mapa identidade de X — X.

Definicao 2.21 (i) Um morfismo de esquemas f : X — Y ¢ uma imersao fechada se f é um
homeomorfismo de X em um subconjunto de'Y e um epimorfismo na categoria de feizes.

(ii) Um morfismo f : X — Y é dito separado se o morfismo diagonal § € uma imersao fechada.
E neste caso dizemos que X ¢é separado sobre Y.

Proposicao 2.22 Todo morfismo de esquema afim f: X — Y € separado.
Demonstragao: Ver [10, Proposicao 4.1, pag. 96]. [ ]

Corolario 1 Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um morfismo f: X — Y seja sepa-
rado € que a imagem do morfismo diagonal seja um subconjunto fechado de X xy X.

Demonstracao: Se f : X — Y é um morfismo separado, entao o morfismo diagonal é um
subconjunto fechado de X xy X, por definicao.

Para provarmos a reciproca, devemos mostrar que o morfismo ¢ : X — §(X) é um homeomor-
fismo e que o morfismo de esquemas f : X — Y é sobrejetor.

Seja p; : X xy X — X a projecao na primeira coordenada. Por definicao de morfismo diagonal,
segue que p; o 6 = Idy. Logo, 6 é homeomorfismo sobre sua imagem §(X).

Agora considere p € X e U uma vizinhanca aberta afim de p suficientemente pequena tal que
f(U)CV CY,comV um aberto de Y. Entao U Xy U é uma vizinhanga aberta afim de d(p) e,
pela proposigao anterior, 0 : U — U Xy U é uma imersao fechada, pois é separado. Portanto, § é
um mapa de feixes sobrejetor em uma vizinhanca de p, o que conclui nossa demonstracao. [

Voltemos ao morfismo diagonal § : X — X Xy X com morfismo de esquemas f : X — Y. Pela
Proposicao temos f separado e, pelo corolario[I] a imagem de § é um subconjunto fechado de
X Xy X. Assim, ¢ induz um isomorfismo de X em sua imagem §(X), a qual é um sub-esquema
localmente fechado de X xy X, ou seja, §(X) é um sub-feixe fechado de um subconjunto aberto
W de X xy X.

Definigao 2.23 Seja Z um feize de ideais de §(X) em W C X xy X aberto. Definimos o feixe
de diferenciais de X sobre Y sendo o feize Qx/y = 6*(Z/1?).

Pelo que observamos na segao anterior, podemos ver que Z/Z? tem estrutura de Os(x)-modulo.
Como ¢ induz um isomorfismo de X sobre §(X), entdo (2x/y tem naturalmente estrutura de
O x-mébdulo.

Proposicao 2.24 Seja X um esquema. Valem
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(i) Para qualquer sub-esquema fechado Y de X, o feize de ideal correspondente Iy € um feize
quase-coerente de ideais sobre X.

(ii) Se X € noetheriano, entao X € coerente.

(1ii) Qualquer feize quase-coerente de ideais sobre X € o feixe de ideal unicamente determinado
pelo sub-esquema fechado de X.

Demonstragao: Ver [I0, Proposicao 5.9, pag. 116]. [ ]

Proposigao 2.25 Sejam f : X — Y e g : Y — Y morfismos de esquemas e [ = X' =
X xy Y = Y'. Entio Qxyr = (¢')"(Qxyy), onde ¢ + X' — X € a projecdo da primeira
coordenada.

Demonstragao: Ver [10, Proposicao 8.10, pag. 175]. [ ]

Proposicao 2.26 Sejam f: X — Y eg: Y — Z morfismos de esquemas. Entao existe uma
sequéncia exata de feizes sobre X, dada por

[ (Qxyy) — Qx/z — Qxy — 0.

Demonstracao: Consideremos os morfismos de esquemas
XLy %7

Pela Proposicao 217, temos

Qy/)x Xy Z — Qzyx — Qzy — 0.
Aplicando o pull-back f* temos

[ Qyyx xy Z) — [*(Qz/x) — [ (Qz)y) — 0

que, pela proposicao anterior resulta na sequéncia exata de feixes sobre X, dada por

[ (Qxyy) — Qxpz — Qx)y — 0.

Proposicao 2.27 Sejam f: X — Y morfismo de esquemas e Z um sub-esquema fechado de X
com feize de ideal . Entao existe uma sequéncia exata de feixes sobre Z,

I/I2 iQ){/y ® OZ — Qz/y — 0.

Demonstracao: A demonstracao é andloga a demonstracao do resultado anterior e pode ser
encontrada em [10, Proposicao 8.12, pag. 176]. [
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Variedades Nao-Singulares

Definigao 2.28 Sejam Y C A" uma variedade afim e fi,---, fr € A= Clxy,---,x,]| conjunto de
geradores do ideal Y. Dizemos que Y ¢ variedade nao-singular no ponto p € Y se o posto
Ofi
Ox;
dizemos que Y ¢é variedade nao-singular.

da matriz [ (p)] én—r, onde r = dimY. SeY € nao-singular em todo ponto p € Y, entdo

Usando a Regra da Cadeia, podemos verificar que a defini¢ao de variedade nao-singular inde-
pende do conjunto de gerados escolhido para o ideal Y.

Definigao 2.29 Seja A anel local noetheriano com ideal mazimal M e corpo K = %. Dizemos
que A € um anel local regular se dimg % = dim A.

Teorema 2.30 Sejam Y C A" uma variedade afim e p € Y. Entdo Y é uma variedade nao-
singular em p se, e somente se, o anel local O,y € regular.

Demonstracao: Seja p = (ay,---,a,) um ponto em A" e a, = (x; — a1, -, T, — a,) 0 ideal
maximal correspondente em A = Clxy, - -, x,]. Defina o mapa linear
6 : A — C"
f) 0
fo= ), 2 w)
e observe que, para i = 1,---,n, 0(x; — a;) forma uma base para C" (pela definigao de 6). Além

disso, 0(a,)? = 0. Assim, # induz um isomorfismo

a
0 - —C"
(ap)?
Considere b um ideal de Y em A e fi,---, f; conjunto de geradores de b. Assim, o posto da
matriz jacobiana J = [ng(p)] coincide com a dimensao de 6(b) como subespago de C". Do fato
J

de 6 ser linear, temos
0(b+ aﬁ) =6(b) + Q(af,) =6(b).

Logo,
(b+ af,)

2
ap

dimé(b) = dim

Por outro lado, o anel local O, de p em Y é obtido de A quociente por b e localizando no ideal
maximal a,. Deste modo, se M é um ideal maximal de O,, entao

ﬂ ~ Y
M2 b+a?’
pois M? = a2 = 0. Assim, M = %2 ¢
dim % +rkJ =n. (2.4)
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Se dimY = r, entao dim O, = r. Assim, o anel O, é regular se, e somente se, dim % =r.

Da Equacao (2.4)), isso equivale a rkJ = n — r, o que prova o resultado. [ ]
O resultado anterior nos motiva a seguinte definicao:

Definicao 2.31 Dizemos que Y € uma variedade nao-singular em p € Y se o anel local O,y
¢ reqular. Caso contrario, dizemos que Y ¢ variedade singular.

Sobre corpos algebricamente fechado, temos:

Definigao 2.32 Uma variedade X sobre um corpo algebricamente fechado € dita nao-singular
se todos 0s seus anéis locais sao requlares.

Observacao 2.33 Pelo Teorema das Fungoes Implicitas, uma variedade algébrica nao singular €
sempre uma variedade complexa.

O resultado que segue nos da a relagao entre “nao-singularidade”e “diferenciais”. Embora
esteja enunciado sobre o corpo dos complexos, ele vale para qualquer corpo algebricamente fechado.

Teorema 2.34 Seja X um esquema separado irredutivel do tipo finito sobre C. Entao Qx/c €
feize localmente livre de posto n = dim X se, e somente se, X € variedade nao-singular sobre C.

Demonstragao: Ver [10, Teorema 8.15, pag. 177]. ]

Teorema 2.35 Sejam X variedade nao-singular sobre C e Y C X sub-esquema fechado irredutivel
definido pelo feize de ideais I. EntaoY ¢ nao-singular se, e somente Sy c € localmente livre e a
sequéncia

z
ﬁ LQ)(/((:@OY —)Qy/(c — 0

também € exata a esquerda, ou seja,

T
0— ﬁ —5>Qx/c®0y —)Qy/(c — 0.

Além disso, neste caso I ¢é localmente gerado por r = codim (Y, X) elementos e z% ¢ feize local-
mente livre de posto r sobre Y .

Demonstragao: Ver [10, Teorema 8.17, pag. 178]. ]
2.1.5 Aplicacoes

Iremos agora aplicar os resultados vistos nesta secao a fim de definirmos alguns invariantes de
variedades nao-singulares sobre C.
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Definicao 2.36 Seja X wvariedade nao-singular sobre C. Definimos o feixe tangente de X por
TX = HOmoX (Qx/(c, Ox)

Por definicao, o feixe tangente é localmente livre cujo posto coincide com a dimensdo da variedade
X. O feixe canonico de X ¢, por defini¢cao, o n-ésimo produto exterior de feize de diferenciais,
ou seja,

k
wx = /\ Qx/c,

onde n = dimX. O feize canonico é um feize invertivel sobre X .

Definigao 2.37 Seja X uma variedade projetiva e nao-singular. Definimos o género geométrico
de X por
pg = dimel'( X, wy),

onde py € um inteiro nao-negativo.

Mapas Racionais

Mapas racionais e equivaléncia birracional sao importantes para a classificacdo de variedades
algébricas.

Lema 2.38 Sejam X e Y wvariedades e p,v morfismos de X em Y. Se existe um aberto U C X
nao vazio tal que ¢ |y= 1V |y, entao = 1.

Definicao 2.39 (i) Sejam X,Y wariedades. Um mapa racional ¢ : X — Y ¢ uma classe de
equivaléncia de pares (U, py), onde U C X € um aberto e oy € um morfismo de U em Y.

(i1) Os pares (U, o) e (V,pv) sio equivalentes se oy e @y sao compativeis sobre U NV # ().

(#ii) O mapa racional é dito mapa dominante se, para todo par (U, oy), a imagem oy € densa
em Y.

Definicao 2.40 Um mapa birracional ¢ : X — Y é um mapa racional com inversay : Y — X
racional tal que Y o p = Idx e p o = Idy. Se existe um mapa birracional de X em Y, entao
dizemos que X e Y sao birracionalmente equivalentes ou birracionais.

Lema 2.41 Se A anel e Y uma hipersuperficie em A™ dada pela equagdo f(x1,---,x,) =0, entdo
A" =Y € isomorfo a uma hipersuperficie H em A™ dada por x,.1f = 1. Em particular, A —Y
¢ afim e seu anel afim € Clzy,-- -, x,)f.

Demonstracao: Ver [10, Lema 4.2, pag. 25]. ]

Proposicao 2.42 Para qualquer variedade Y existe uma base de subconjuntos abertos afins.
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Demonstragao: Ver [10, Proposicao 4.3, pag. 25]. [ ]

Considere ¢ : X — Y um mapa racional dominante representado pelo par (U, ¢p). Seja
f € K(Y) uma fungao racional representada pelo par (V, f), onde V' é um aberto de Y e f é
regular sobre V. Como ¢ é um mapa dominante, entdo ¢y (U) é denso em Y e, com isso, ¢y, (V) é
ndo vazio sobre X. Entdo f oy é uma funcio regular sobre o' (U) e nos da uma funcio regular
sobre X e um homomorfismo de K-algebras de K (Y) para K(X).

Teorema 2.43 Sejam ¢ : X — Y mapa racional dominante representado pelo par (U, ¢y) e
f € K(Y) uma fungdo racional representada por (V. f), onde V' é um aberto de Y e f nao
singular sobre V. Para as variedades X,Y temos uma relacao entre

(i) o conjunto dos mapas racionais dominantes de X em Y e
(ii) o conjunto dos homomorfismos de K-dlgebras de K(X) em K(Y).

E mais, esta correspondéncia nos dda uma equivaléncia das categorias de variedades e mapas
racionais com a categoria das extensoes finitamente geradas de C.

Demonstragao: Ver [10, Teorema 4.4, pag. 26]. [ ]

Definicao 2.44 Seja Y uma subvariedade nao singular de uma variedade X nao singular sobre C.
Chamamos o feixe localmente livre % de feixe conormal de Y em X. O dual do feize conormal
é chamado feixe normal de Y em X e denotado por Ny, x = Home, (Z/Z?, Oy).

Como Y é nao singular, o feixe normal é um feixe localmente livre de posto r = codim (Y, X),
pois Z/Z? é localmente livre de posto r, pelo Teorema 234l No Teorema mostramos que a
sequeéncia

0—Z/T* — Qx/c — Qyyc — 0

¢é exata. Tomando o dual de Y obtemos a seguinte sequéncia exata
00— HOWOY (I/I2, Oy) — HOWOY (Qx/(c ® Oy) — HOm@Y (Qy/(c, Oy) — 0

que equivale a
0— Ty — Tx ® Oy — Ny,x — 0.

A seguinte proposicao nos dé a chamada férmula de Adjuncao.

Proposicao 2.45 SejaY uma subvariedade nao singular de codimensao r em uma variedade nao
singular X sobre C. Entao

wy Ewx ® /\NY/X-

No caso particular em que r = 1, considere Y como divisor e seja L o feixze invertivel associado
sobre X. Entao
Wy = wx & L X Oy.
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Demonstracao: Sabemos que a sequéncia exata
0 —Z/T* — Qx @0y — Qy — 0

nos fornece a maior poténcia exterior de feixes localmente livres [I0, pag. 128]. Assim,

wx X Oy = wy X A(I/I2)
Tomando o feixe dual, temos

Home, (wx @ Oy, Oy) = Home, (wy @ /\(I/Iz))

que equivale a
Wy Ewx @ /\NY/X-

No caso em que r = 1 temos

Iy = L1
Assim,
Iy _ L1
2 =r'R0
I}% I% @ Oy

e, tomando o dual resulta em
Homo, (Z/I?,0y) = Homo, (L7 ® Oy, Oy) < Ny)x 2 L ® Oy.
Logo, se r = 1 temos

u)ygwx(g)./\/’y/x < wy%wX(X)E@(’)y.

|
Esquemas Cohen-Macaulay
Definicao 2.46 (i) Sejam A anel e M um A-mddulo. A sequéncia xy,---,x, de elementos de
A € dita sequéncia regular para M se x1 nao é um divisor de zero em M e, para todo
i=2,---,r, x; ndo é um divisor de zero em —4—.
(@1, @i-1)M

(ii) Se A é um anel local com ideal maximal M, definimos a profundidade de M sendo o
comprimento mazrimo de uma sequéncia reqular xyi,- - -, x, para M, onde x; € M, para todo
t=1,---,r.

(iii) Dizemos que um anel local noetheriano A é anel Cohen-Macaulay se a profundidade de
A coincide com sua dimensao.

(iv) Um esquema afim é Cohen-Macaulay se todos seus anéis locais sao Cohen-Macaulay.
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Teorema 2.47 Seja A anel local noetheriano com ideal mazximal M. Valem:

(a) Se A é reqular, entao A é Cohen-Macaulay.

(b) Se A é Cohen-Macaulay, entio qualquer localiza¢io de A em um ideal primo também é
Cohen-Macaulay.

(c) Se A é Cohen-Macaulay, entao o conjunto dos elementos xq,---,x, € M formam uma
sequéncia reqular para A se, e somente se, % =dimA—r.
(d) Se A é Cohen-Macaulay e xq,---,x, € M € uma sequéncia reqular para A, entao )
também é Cohen-Macaulay.
Demonstragao: Ver [I7, Teorema 36, pag. 121]. [ ]

Definicao 2.48 Dizemos que um anel local noetheriano A é anel normal se, para todo ideal
primo P, a localizagao Ap é um dominio de integridade fechado, ou seja, se Ap € um dominio de
integridade cujo fecho integral no seu corpo de fragoes € ele mesmo.

O feixo integral de um ideal I é o conjunto dos elementos do anel A que sao inteiros em 1.

Definicao 2.49 Seja Y um sub-esquema fechado de uma variedade nao singular X sobre C.
Dizemos que Y € um sub-esquema intersecao completa local em X se o feixe de ideais Iy
de Y em X pode ser localmente gerado por r = codim (Y, X) elementos.

O resultado que segue caracteriza os anéis noetherianos normais.

Proposicao 2.50 Seja Y um sub-esquema com intersecao completa local de uma variedade nao
singular X sobre C. Entdo

(i) Y é Cohen-Macaulay;

(ii) Y € normal se, e somente se, ele € reqular em codimensao 1.

Demonstragao: Ver [10, Proposicao 8.23, pag. 186]. [

Teorema 2.51 (Serre) Um anel noeteriano A € normal se, e somente se, ele satisfaz as duas
condi¢oes que sequem:

(a) para todo ideal primo P C A de altura menor ou igual a 1, a localizagio Ap € regular;
(b) para todo ideal primo P C A de altura maior ou igual a 2, a profundidade da localiza¢ao Ap

é mator ou igual a 2.

Demonstragao: Ver [I7, Teorema 39, pag. 125]. [ ]
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2.1.6 Feixe Dualizante

Definicao 2.52 A dimensao de um espaco topolégico X ¢ definida sendo o supremo de todos
os inteiros n tal que existe uma cadeia de distintos subconjuntos fechados irredutiveis

Lo C Ly C--- C Ly
A dimensao de um esquema ¢ a sua dimensao vista como espago topoldgico.

Definicao 2.53 Seja X um esquema proprio de dimensao n sobre C. O feixe dualizante de X
¢ um feize coerente wx sobre X junto com uma aplicagdo traco

t: H'(X,wx) — C
tal que, para qualquer feixe coerente F sobre X, a aplicacdo
Hom(F,wx) x H"(X,F) - H"(X,wx)
sequida da aplicacao traco fornece o isomorfismo
Hom(F,wx) = H"(X,F)".

Lema 2.54 Seja X um sub-esquema fechado de P = P{ com codimensao r. Entao, para todo
1 <71, temos '
&Et}(OX,wp) =0.

Demonstragao: Ver [10, Lema 7.3, pag. 241]. ]

Lema 2.55 Seja X um sub-esquema fechado de P = P¢ com codimensao r. Entao, para qualquer
Ox-modulo F existe um isomorfismo funtorial

Homx (F,wx) = Exth(F,wp),
onde wp = \" Qp/c.
Demonstragao: Ver [10, Lema 7.4, pag. 242]. [ ]

Teorema 2.56 (Dualidade para P{) Seja X = P¢ espaco projetivo sobre C. Valem:
(a) H'(X,wx) = C, onde wx = \" Qx/c.
(b) Para qualquer feize coerente F sobre X, o mapa natural
Hom(F,w)x H'(X,F) - H"(X,w) 2 C

¢ um mapa perfeito (ou seja, a imagem inversa de compacto € compacto) de espagos vetoriais
de dimensao finita sobre C.

50



(¢) Para todo i > 0, existe um isomorfismo funtorial natural

E:cti(f, w) — H”_i(X, F)*

Demonstragao: Ver [I0, Teorema 7.1, pag. 240]. [ ]

Proposigao 2.57 Seja X um esquema projetivo proprio sobre C. Existe o feize dualizante e ele é
tinico, a menos de isomorfismo: se w’ é outro feive dualizante, entao existe um isomorfismo entre
eles ¢ : w — W' tal que

t=1t"oH"(p).

Demonstragao: Considere X um sub-esquema fechado de P = P¥ com codim X = r. Seja
(I)\)—;' = gl’tTP(OX,wp).

Vamos mostrar que wy ¢ um feixe dualizante.
Pelo Lema [2.55] temos
Homx(F,wx) = Exth(F,wp),

onde F é um Ox-médulo. Como F é feixe coerente, pelo item (¢) do Teorema 250, segue
Exty(F,wp) = HN " (P, F)*.
Como, N —r =n = dim X, entao
Homx (F,wx) = Exty (F,wp) = H"(X, F)". (2.5)
Tome F = wy. Como 1 € Hom(wx,wx), conseguimos um homomorfismo
t: H"'(X,wx) — C,
que é o mapa traco. Entao, tendo wy feixe coerente e o mapa trago, por (2.5 temos
Homx (F,wx) = H"(X, F)",
0 que prova a existéncia do feixe coerente.
Para provarmos a unicidade, suponhamos w' feixe dualizante com aplicacao traco t’. Entao,
por definicao, N
Hom(w,w') = H™(w)*
e existe unico morfismo ¢ : w — W' correspondendo ao elemento t € H"(@)*, ou seja,

t' o H"(p) = t.
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Utilizando o fato que & também é feixe dualizante, existe tinico morfismo v : ' — & tal que
to H"(¢) =1t

Assim,
t'o H"(p) o H"(¢p) =t = t' o H"(poy) =t

Por um lado, sendo w feixe dualizante, temos p o 1) = Idg. Por outro, como w' também é feixe
dualizante, segue que p o ¢ = Id>, e ¢ é um isomorfismo, o que prova a unicidade do feixe
dualizante. ]

Os resultados a seguir sao importantes neste estudo para a demonstragao do nosso resultado
principal.

Teorema 2.58 Sejam X um sub-esquema fechado de P = P com interse¢io completa de codi-
mensao r e L o feize de ideais de X. Entao

‘:J)/( = Wx & /\(1/12)*7
onde wp = \" Qp/c.
Demonstragao: Ver [10, Teorema 7.11, pag. 245]. ]

Corolario 2 Se X ¢ uma variedade projetiva nao singular sobre C, entao o feize dualizante €
isomorfo ao feize canonico wy.

Demonstracao: Por hipotese, X ¢é variedade projetiva nao singular sobre C. Seja Z o feixe de
ideais de X e suponha X C P =P{. Pelo Teorema 230 o feixe de diferenciais Qy/c é localmente
livre e Qp/c = % ® Qx/c. Assim,

A Qe =\ e NZ/T?) & wp =wx @ \(Z/T?)
wx =wp® \(Z/I°) = wx

e segue o resultado. ]
Os resultados que seguem sao resultados particulares sobre esquemas.

Proposicao 2.59 Sejam X um esquema noeteriano (isto €, um esquema sobre o qual existe uma
cadeia ascendentes de ideais estaciondria), F feize coerente sobre X, G um Ox-mddulo e x € X.
Para todo i > 0, temos

Ext'(F,G)s = Eaty (Fu, Gy).

Demonstragao: Seja U C X um aberto. Pela Proposic¢ao [LGI] temos
Eat'y(F,G)u = Exty,(Fu, Gu).
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Suponhamos que X seja uma variedade afim. Entao F tem uma resolugao localmente livre

L — F —0. (2.6)
Seja z € X. Entao temos uma resolugao induzida nos talos

(L) — F, — 0.
Para a resolugao (2.6]), a Proposicao nos da o isomorfismo

Ext'(F,G) = h'(Hom(L.,G))
que induz o isomorfismo nos talos, ou seja,
(Ext'(F,G))e & ' (Hom(L.,G)).,.

Como Hom(L,G), = Home,(F,,G:), Utilizando este resultado no isomorfismo acima segue o
resultado, pois ' ' 4
Ext"(F,G), = h'(Home,((L.)s,G:)) = Exty (Fa, Ge).

O 1ltimo resultado desta se¢ao nos da um isomorfismo sobre esquemas projetivos. Mas antes,
precisamos definir alguns conceitos.

Definicao 2.60 (a) Um feixe invertivel é um feize localmente livre de Ox-mddulos de posto
1 sobre um espago anelado (X, Ox).

(b) Seja X um esquema noetheriano sobre C. Um feize localmente livre F é dito feixe amplo
se, para cada feize coerente G sobre X, existe um inteiro ng(G) dependendo de G tal que
o feize G ® S"F € gerado por suas segoes globais, para todo n > ng (aqui, S"F denota a
n-ésima poténcia simétrica de F).

Proposicao 2.61 Sejam X um esquema projetivo sobre um anel noeteriano A, Ox (1) um feize
invertivel todo amplo e F,G feixes coerentes sobre X. FEziste um inteiro ng > 0, dependendo de
F.G et tal que, para todo n > ng, temos

Ext'(F,G(n)) 2 T(X, Ext'(F,G(n))).

Demonstragao: Ver [10, Proposicao 6.9, pag. 236]. [

2.1.7 Feixes localmente livres

Definicao 2.62 Seja Ox um feize de anéis sobre um espaco topologico X, p € X e L um feize de
Ox-modulos. Dizemos que L é um feixe localmente livre de posto r sobre Ox se L é localmente

53



isomorfo a O em uma vizinhanga de p, para todo p € X. Em outras palavras, para todo p € X

existem uma vizinhanga U e se¢oes Fy, -+, F,. € L(U) tais que o homomorfismo de feizes
F A®T |U — L |U
(Wi, ywe) = 30wk
1<j<r

€ um 1somorfismo.

Seja L um feixe localmente livre. Entao, pela definigao, existem abertos nas condigoes acima.
Deste modo, existe uma cobertura (U,)ae; por abertos sobre £ que admite geradores livres
Fl ... Fr e L(U,). Observe que em cada aberto existem r se¢oes em L(U,,).

Sejam U,, Ug abertos com p € U, NUg. Como L ¢ localmente livre, para cada aberto temos
r geradores livres que sdo expressos unicamente pelo isomorfismo. Assim, para cada par («, f3),
temos a matriz r X r

Gaﬁ = (Giﬁﬁ)lﬁj,kﬁh onde Gkaﬁ c A(Ua N Uﬁ)

e os geradores se relacionam do seguinte modo

k i~k
Fi= ) FiG,

1<j<r

sobre U, N Ug. Assim, temos o diagrama comutativo

OY varu; Lo L v,

TGQB
F

OF varvy — L |vanuy

Observemos que a relagao G5 = F, ' o Fj obtida pelo diagrama acima nos afirma que a matriz
de transicao G,z ¢ invertivel e satisfaz a condigao

Goy = GapGpy
na intersecao Uyp,. E mais, G = Id sobre U, e G;ﬁl = Ggq, em U, N Up.
Os argumentos acima provam o seguinte resultado:

Proposicao 2.63 Sejam U, Ug dois abertos nao vazios do espago topologico X, tais que U,NUg #
(. Dado um feize localmente livre L de posto r sobre Ox em U, NUg, existem matrizes invertiveis
r X1, Gag, com coeficientes em Ox (U, NUg) que satisfaz a condi¢do

Gay = Gaplpy
sobre Upyp. -
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Observacao 2.64 Vale a reciproca do resultado anterior.

Se voltarmos na segao de Fibrados Vetoriais veremos que a condigao acima é a condi¢ao de
cociclo. Assim, a matriz transicao G, definida acima satisfaz as condicoes de cociclo.

Lema 2.65 Sejam (X, Ox) espago anelado e L um feixe localmente livre Ox-mddulos de posto
finito. Definimos o dual de L, denotado por L*, sendo o feize Home, (L, Ox). Sao verdadeiras
as afirmagoes:

(a) (L7)" =L;
(b) Para qualquer Ox-mdédulo F, temos Home, (L, F) = L* @, F;
(¢) Para quaisquer Ox-mddulos F,G, temos

Home, (L ® F,G) = Homo, (F, Home, (L, G));

(d) Se f: (X,0x) — (Y,0y) € um morfismo entre espagos anelados, F é um Ox-mddulo e
L ¢ um Oy-maodulo localmente livre de posto finito, entdo existe um isomorfismo natural,

f*(]:®(9x f*£> = f*(f> ®oy L.
Lema 2.66 Se L € Mod(X) € um feize localmente livre de posto finito e T € Mod(X) € injetivo,
entao L ® L € injetivo.

Demonstragao: Para provarmos este fato, basta provar que o funtor Hom(-, LRZT) é exato. Pelo
lema anterior, temos

Hom(LRZI,-) =2 Hom(Z,Hom(L,T)) = Hom(Z,L*® )= Hom(-,LXT)
= Hom(-® L",T).

Como - ® L* é exato [0, pag. 65] e Z é injetivo, segue que Hom(- ® L*,T) é exato. Com isso,
Hom(-, L ®T) é exato e consequentemente, £ ® Z é injetivo, como querfamos. [

Proposicao 2.67 Sejam L um feize localmente livre de posto finito e L* = Hom(L,Ox) seu
dual. Para quaisquer F,G € Mod(X) temos o isomorfismo

Ext' (F® L,G) = Ext'(F,L* ® G).
Para o feixe Ext, vale

Ext'(F @ L,G) = Ext'(F, L5 ® G) = Ext'(F,G) @ L.

Demonstragao: Ver [10, Proposicao 6.7, pag. 235]. [
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2.1.8 Correspondéncia entre Feixes localmente livres e Fibrados veto-
riais

Na Proposicao 2.63] vimos que dado um feixe localmente livre existe uma familia de matrizes,

chamadas matrizes de transigao, que satisfazem as condigoes de cociclo, definidas na Secao 1.2.

Mostraremos que existe uma correspondéncia entre feixes de Ox-mddulos localmente livres e
fibrados vetoriais holomorfos.

Para cada x € X, considere o mapa sobrejetor

v : 0O, - C
w — w(x)

Afirmacao: O nicleo da aplicagao ¢ é um ideal maximal M, de O,.

De fato, se w € O, é um elemento tal que w(x) # 0, entdo w é um elemento inversivel em
O,. Com isso, todo elemento de O, que nao pertence a Ker(p) é inversivel. Assim, Ker(y) é um
ideal maximal de O,. Consequentemente, pelo Teorema do Isomorfismo,

O,

=~ C.
Mq

Seja £ um feixe localmente livre de posto r. Para cada x € X, vamos associar um C-espaco

vetorial F, = f/f . Como L é localmente livre, temos o isomorfismo induzido nos talos
x

L, ~0Y,.
Assim, pelas observacoes acima
0.\
E, ~ ° =C". 2.7
(=) (2.7
Considere o conjunto £ = [] E,, unido disjunta das segoes E,, e a proje¢ao natural
zeX
™ : EFE — X
§ = 7(§) =uq,

onde ¢ € F e as fibras E, = 7~ !(z) com estrutura de espago vetorial complexo de dimensao 7.

Tome (F2,---, F") como geradores de Ox(E) |p.. Entao conseguimos (el (z), - -, €% (z)), ger-
adores correspondentes na fibra E, sobre C e a aplicacao

0, : Elp,=m'U,) — Uy, x C"
5 = (ZL’,( ;{?.'.752))

é um isomorfismo, chamado trivializacao de F sobre U,. Isto d4 a F uma estrutura holomorfa
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Seja U C X um aberto. De ([27) segue que toda segao s € L(U) da origem a uma se¢ao de E
sobre U se fizermos s(x) = s, mod M. Deste modo, obtemos uma fungao

s U — K
xr = s(x),

com s(z) € £, e mos = Idy.
Assim, se E é um fibrado vetorial holomorfo, entao seu feixe sera holomorfo e localmente livre.

Reciprocamente, dada uma colecdo de matrizes g,5 = (gi];}) € GL(Ox)(U,p) satisfazendo a
condicao de cociclo

Gy = GaBYpy sobre Uapys

podemos definir um Ox-fibrado vetorial

onde ~ ¢é a relacao de equivaléncia dada por
(xa,ga) ~ (xﬁ,gﬁ) & T =Tg=1xC U, N Ug e 55 = gag(l’) . ga-

Para ver que ~ é uma relacao de equivaléncia. Basta utilizar a definicao de g,3. E assim
mostramos que o fibrado é unicamente determinado pelas suas fibras.

2.2 Cohomologia de Cech

Salvo mencao contraria, para nés M serd uma variedade complexa, O denota o feixe de anéis das
fungoes holomorfas e O* o feixe de anéis das fungoes holomorfas nao nulas.

Considere a aplicagao
O*

2mif

exp : O —
f = e

Observe que
Ker(exp) = {f € O;e*™ =1} = {f € O;2rif = 2kmif, k€ Z} ={f € O; f =k, k € Z},

ou seja, Ker(exp) = 7 é o feixe constante, no sentido que para qualquer aberto U € M, o grupo
abeliano F(U) é sempre Z.
Considere um aberto simplesmente conexo U € M no qual esteja definido o ramo do logaritmo.
Assim, para todo z € U
exply : U — OYU)
fla) v i

o7



é uma aplicacao bijetora. Deste modo, temos a sequéncia exata curta
0—72—0-=20"—0.

Sejam F um feixe sobre um espago topoldgico X e U = {U, }aer uma cobertura de X. Deno-
taremos Uyg..ay = Ung N -+ N Uy, o, -+, 04 € A.

Definicao 2.68 Uma g-cocadeia de U com coeficientes no feize F é uma funcao que associa
uma (q + 1)-upla ordenada (ap, - - -, ag) € AT a uma se¢ao foga, € F(Ungay)-

Notacgao:
(a) (fag-a,) representa uma g-cocadeia;

(b) C%U, F) denota o conjunto das g-cocadeias.

Por defini¢ao, C%(U,F) é o conjunto de se¢oes (germes de fung¢oes holomorfas) e, por isso,
naturalmente tem estrutura de grupo abeliano.
Um homomorfismo de feixes

v:.g— F

induz uma aplicacao entre grupos de segoes

vy o CYU,F) —  CYU,Q9)
(fapag) 7 U ((fag-aq))-

Definicao 2.69 O operador

d, : CYUF) — CqH(U,]:)
(fao---aq> = (ga0“'aq+1)7

onde
q+1

Jag--age1 = Z(_l)kpk(faom@"'aqﬂ)

k=0

e pr € 0 mapa restri¢cao

P - ‘F(Uao"'@"'aqﬂ) — ‘F(UOZO“'C%“‘C“CI+1>

¢ chamado operador de cobordo.

Lema 2.70 Para os operadores de cobordo vale dyyq1 o d, = 0.

Demonstracao: Basta utilizar a definicao do operador de cobordo e fazer célculos. [ ]
Definigao 2.71 O nicleo do operador de cobordo d, : C4(U, F) — CT(U, F) ¢é definido por

ZUU, F) = {f € C1U, F);dy(f) = 0}
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Os elementos de Z9(U, F) sao chamados g-cociclos.
Jd a imagem do operador d,_; : CT YU, F) — C1(U,F) € o conjunto
BYU, F) = {f € CY U, F); existeg € CT (U, F) tal que f = dy_1(9)},
para q > 1, e os elementos de BY(U,F) sao chamados g-cobordos.
Pelo Lema 270, segue que BY(U,F) C Z%(U,F), ou seja, todo g-cobordo é um g-cociclo.
Assim, temos a seguinte

Definicio 2.72 Para ¢ > 0, o0 ¢-ésimo grupo de cohomologia de Cech de F em relacio a
U é definido por

w5 = 287

Para q =0, temos
H(U,F)=Z"(U,F).
Seja f = (fa,) € H°(U, F). Entao
fe€ZUF) & do(f) =0 < gagay = 0 € Unga,-

Ainda
O = gOCOOll = fa’l |Ua0a1 _-fOCO |Ua0a1 And fa’l |Ua0a1: fOCO |Ua0a1 .

Pelo Principio da Identidade
fao = fon

e, portanto, os elementos de H°(U, F) definem uma segao global de F.

Passando ao limite direto por todos os abertos U C M, temos

lim H°(U, F) = H°(M, F)
v

Definimos o anel de cohomologia da variedade complexa M por

H*(M,C) := P H(M,C).

q=>0

2.3 Classes de Chern

Definigao 2.73 O grupo das classes de isomorfismos de fibrados em retas holomorfos sobre a
variedade complexa M com a operacao produto tensorial é denominado Grupo de Picard de M
e denotado por Pic(M). Assim,

Pic(M) := {classes de equivaléncia de fibrados em retas holomorfos, mddulo isomorfismo}.
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Proposicao 2.74 A aplicacdo

v Pic(M) — Hl(M,(’)*)
L = (gaom)

€ um isomorfismo.

Demonstragao:
(i) A aplicagdo 1 estd bem definida, pois se L' é um fibrado isomorfo a L dado pelo cociclo

!
/ = : o Joapa .
(Jhoay )» ENtAO existe fo, € OF tal que fo, = (gag—aﬁ “ fa, em Upga,, O seja, em Uy,

(g(/xgal) - (gaoal) = do(fa0> = fao - fal
e (Ghoar): (Gaga,) definem o mesmo elemento em H'(M, O*).

(ii) (L ® L") = (gagar + (Gogar)) = (Gaoar) + (Jagas) = Y(L) + (L) e ¥ é um homomorfismo
de fibrados.

(iii) A sobrejetividade de 1 segue do modo como a aplicacao foi construida, pois dado um cociclo,
existe um fibrado associado a ele.

(iv) Ker(¢) = {L € Pic(M); gagey = Id} = {L € Pic(M); L é trivial}.
Pelo Teorema do Isomorfismo,
Pic(M) = HY (M, 0.
|

Como vimos na segao de Cohomologia [ver Apéndice B], dada uma sequéncia exata curta de
categorias abelianas existem J-funtores que nos dao uma sequéncia longa de funtores derivados.
Aqui, estes “d-funtores”sao os homomorfismos de grupos de cohomologia.

Teorema 2.75 Seja
0 —2—0=20"—0

uma sequéncia exata curta de feixes sobre uma variedade complexa M. Entao existem homomor-

fismos 6, : HI(M,0*) — HT™Y(M,Z) de modo que a sequéncia
0—7Z— O 28O S\ (M,Z) — H'(M,0)
é exata.

Demonstragao: Seja U = {U,}aer uma cobertura localmente finita de M. Para todo aberto
U C M, sabemos que a sequéncia

0—2Z({U) — OU) =B 0O (U) — 0
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é exata por ser restricao de uma sequéncia exata a um aberto da variedade M. Como cada grupo
C%U,7Z) é produto direto dos grupos Z(U,, ), faz sentido definir a sequéncia exata curta

0 — CUU,Z) — CUU, O) -8 C9(U, OF) — 0,

para todo g > 0.
Sabemos também que, para cada g > 0, temos definido o operador cobordo

d, : C1(U,") — CT™(U,")

que faz com que o diagrama

0—— CU,Z) —2—~ (U, 0) —=- CO(U, 0*) —— 0

do do do

0—— CYU,7) —2—~ (U, 0) =~ CH U, 0*) —— 0
d d dy

0—— C2(U,Z) —2— C2(U, 0) —=22- C2(U, 0*) —— 0
ds ds da
dg—1 dg—1 dg—1

0— CUU,Z) —2~ C1(U, 0) —=2> (U, 0*) — 0
dy dy dy

0— CH(U, Z) 225 oot (U, 0) 222 ot (U, 0%) —= 0

comute (note que as setas horizontais sao sequéncias exatas curtas). Defina a aplicagdo entre
grupos de cohomologia

5, HY(U,0%) — H™ (U, 7).
29(U,0%)
B1(U,0*)
representada pelo cociclo (Rag...a,) € C?(U, O%), da sobrejetividade da aplicacdo exp, existe uma
cocadeia (gay-a,) € CU(U, O) tal que

Esta aplicagdo estd bem definida, pois se h € H?Y(U,O*) é uma classe no quociente

exp((Ja-as)) = (Rag--a,)-

Da comutatividade do diagrama acima, temos exp(dy(gag--a,)) = dq((Pag--a,)) = 0. Além disso
¢ possivel encontrar uma cocadeia (foy...a,.,) € C/(U,Z) tal que

Spq-i-l((faowaqﬂ)) = dq(gao~~aq)a (2'8)

61



pois cada sequéncia horizontal é exata e o diagrama é comutativo. Este fato ainda nos fornece

§0q+2(dq+l((fao---aq+1))) = dq+1(§0q+1((f0co~~aq+1))) dq-l-l(dq(gao---aq)) =0

e, como @q4o ¢ injetiva, segue que (fog..a,.,) ¢ um cociclo, ou seja, corresponde a uma classe em
H*YU,Z). Logo,
6, + HY(U,0*) — HTYU,Z)
(fao~~~0cq) = (-fOCO"'aq+1)

define um homomorfismo, pois

0q((fao-aq) + (Jao-ag)) = (fag-aq) T (Jao-as) = 0g((fao--aqs)) + 04((gag--ay))
e nos fornece a sequéncia longa
<o — HY(U,0) <=8 YU, O*) 2oH™ (U, Z) — H™ YU, 0) — - - -.
Passando o limite direto, encontramos a sequéncia exata longa de grupos de cohomologia
oo — HY(M,Z) — HY(M,O) — HI™ (M, 0*) 2™ (M, 7) — - - -,
como queriamos. m
Dada uma sequéncia exata curta
0 —2—>0—0"—0
existe uma aplicacao [ver Apéndice B|
§: H'(M,0*) — H*(M, 7).

Vamos agora determinar a imagem desta aplicacao. Temos

exp

CY U, 0) 2L YU, 0%) —= 0

|

0 —— C2(U, Z) — C2(U, 0)

Considere U simplesmente conexo no qual esteja definido o ramo do logaritmo. Se gnya, €
CY(U, 0), entao exp(gaga,) = €*™920°1. Dad, (5= 10g(gaga,)) € CH(U, O) é a pré-imagem de (gaga, )
pela aplicagao exp. Deste modo, na intersegao nao vazia dos abertos Uya,a,, temos

0((Japen ) = du (L 10g(9a0a1)) = L(IOg(QOchz) —10g(9agaz) +108(gagar )

271 271
e dai

1
Q—M(log(gmaz) - log(gaoaz) + log(gaoa1) € H2(M> Z)
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Definicao 2.76 A primeira classe de Chern de um fibrado holomorfo em retas é definida por

1
ci(L) = 5(90«)&1) = %(IOg(gmaz) - IOg(gaoaz) + 10g(9a0a1)>

na intersecao nao vazia Uyya,as -

Consequéncias:

(a) Se L é um fibrado trivial, entao ¢;(L) = 0, pois

1
L) = ——log(l)=0.
a(l) = 5 log(1)
(b) Cl(Ll X Lg) = Cl(Ll) -+ Cl(Lg). De fato,
1
Cl(Ll ® L2) = Tm(log(gawxz ’ g(/xlocg) - log(gagag : g;oaz) + log(gaoal . g;()al))
1
B %(log oz + IOg gg‘laz B lOg Jopaa — IOg ggxoaz + log Gapan + lOg g(/xoOq)
1
= %[(log Jarar — 108 Jagas + 108 Gagar) + (108 Gl 0y — 108 Ghoan + 108 Gopa, )]

= Cl(Ll) -+ Cl(Lg).

Seja E fibrado vetorial holomorfo. O projetivizado de E, denotado por P(F), é o espago

P(E) = | P(E.),

zeM

em que P(E,) é a projetivizacao da fibra E,. Consideremos p : E — M um fibrado de posto n e
7w :P(E) — M o fibrado projetivizado.

Definicao 2.77 Definimos o subfibrado universal S sobre P(E) por
S ={(p,l,,v) e 'E;v e}
cujas fibras na reta passando por p, l,, sao todos os pontos de l,,.
Facamos a restrigdo do subfibrado universal S sobre P(E) a fibra P(£,). Essa restri¢do nos

d4 um subfibrado S do espaco projetivo P(E,). Deste modo, se x = ¢;(S*) é a primeira classe de

Chern do fibrado hiperplano, entdao ¢;(S) é a restrigao de x a fibra P(E,). Portanto, as classes de
cohomologia 1,z, -+, 2"~ sdo classes globais sobre P(E).

Teorema 2.78 (Leray-Hirsch) Sejap: E — M um fibrado vetorial de poston. Entio H*(P(E))
¢ um H*(M)-mddulo livre gerado por 1,z,---, 2" ', onde H*(M) é a Cohomologia de De Rhan.
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Demonstragao: Ver [2) Teorema 5.11, pag. 50]. [ ]

O Teorema anterior nos permite escrever x” como combinagao linear de 1,z,---,x com
coeficientes em H*(M), ou seja,

2"+ ¢ (E)a" 4 4 e (E) = 0.

Definicao 2.79 Seja E um fibrado vetorial de posto n. Chamamos ¢;(E) é a i-ésima classe de
Chern de F e
c(E)=14c(E)+- -+ c(E)

a classe de Chern total de FE.

Teorema 2.80 Vule

a
&

1%

H*(P" )

—
8
3
=

Demonstracao: Ver [16] u

Exemplo 2.81 As classes de Chern de um fibrado trivial sao todas nulas. De fato. Se E é um
fibrado trivial, entao E = M x P"~t. Pelo Teorema anterior, ™ = 0 e, com isso

(B2 4+ cy(B)a" 2 4+ - 4 c(E) = 0.

Como {1,z,--+, 2"} € base, seque que c;(E) =0, para todo i =1,---,n — 1.

2.3.1 Propriedades das Classes de Chern

Citaremos agora algumas propriedades que as Classes de Chern gozam.

Primeiras propriedades

1) Naturalidade: Se f : Y — X é uma aplicagdo entre variedades e E é um fibrado vetorial
complexo sobre X, entao

co(fTE) = fe(E).

Para verificarmos esta afirmagao, vamos considerar o diagrama

[E E
o
Y—5—-x

e Sg o subfibrado universal sobre P(F). Pelo diagrama podemos ver que

[TPE) =P(f(E) e  [TUSE) = Sjyp):
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Assim, se g = ¢1(S},), entao

Lr-1(E) = 01(5;71(15)) =a(f71(Sp) = fH(a(Sy)) = frrp.

Como
4o (E)as !t + -+ en 1 (B)zp + ¢, (E) =0, (2.9)
entao
frap+ feE)ay™) + -+ freanr(B)ap) + [ (e(E)) = 0
equivale a

W)+ P BN gy + o+ Fenr(B)g () + £ (eal E)) = . 2.10)
Igualando as equagoes [2.9) e [2.10), temos 2 = @}, 5, € daf,

(Bt = cl(E):c;ﬁill(E) = f*cl(E)a:;ﬁjll(E).

Portanto,

a(B) =a(fT(E) = fa(B).

2) Se o fibrado F tem uma secao nao nula, entao a Classe de Chern top, c,(F), é
nula.

Seja E um fibrado vetorial com segao s. Entao s induz uma sec¢ao s sobre o projetivizado P(E)
do seguinte modo: em cada ponto p € M, a imagem de p por s é a reta em E, passando pela
origem na dire¢ao de s(p).

M << P(E)

Considere o subfibrado universal Sg sobre P(E). Assim, $7'(Sg) é um fibrado complexo em
retas sobre M cujas fibras em p sdo retas geradas por s(p).

Seja s € I'(M, L). Se s(p) # 0, para todo p € M, podemos definir o isomorfismo fibra a fibra,
para todo p € M, por

¢ : C = L,
A = A-s(p).

Disso, segue que todo fibrado em retas com secao nao nula é isomorfo ao fibrado trivial. Mas
sabemos que todas as Classes de Chern de um fibrado trivial sao nulas, entao

?Cl(SE) = 0.
Fazendo x = ¢1(Sg), temos s*z = 0. Como
2"+ 4 e, =0,

segue
S+ S 4+ S, =
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Do fato de s*x = 0 temos ¢, = 0, ja que a se¢ao é nao nula.

3) Seja E um fibrado vetorial de posto n sobre M. Entao ¢ (F) = 0, para todo
k> n.
Este fato na verdade segue direto da definicao de Classe de Chern.

2.3.2 O Principio da decomponibilidade

Seja m : E — M um fibrado vetorial complexo de posto n sobre uma variedade M. Pretendemos
construir um espago F'(FE) e encontrar um mapa f : F(E) — M no qual valem

(i) o pull-back do fibrado £ em F(FE) cinde em soma direta de fibrados em retas e
(ii) o mapa f* é uma imersao de H*(M) em H*(F(FE)).

Teorema 2.82 Seja E um fibrado vetorial complexo de posto n sobre uma variedade M. Eziste
uma variedade F' = F(E) e uma aplicagao propria f : F(E) — M (ou seja, uma aplicagdo
continua onde a pré-imagem de todo compacto de M é um compacto de F(FE)) tal que

(i) f*: H* (M) — H*(F(FE)) € injetiva;

(ii) f*(E) X L1 ®---@® Ly, para certos fibrados em reta Ly, -+, Ly,.

Demonstragao: Ver [16, Teorema 18.10, pag. 188]. ]
Do principio da decomponibilidade podemos obter mais propriedades das Classes de Chern.
Antes de continuarmos vamos esclarecer um abuso de linguagem que cometeremos neste texto.

O principio da decomponibilidade nos permite decompor o pull-back de um fibrado vetorial

de posto n em fibrados em retas, porém, algumas vezes faremos mencao a decomponibilidade do

fibrado E, mesmo sabendo que seu pull-back é o que se decompoe.

Mais propriedades das Classes de Chern

4) Vale a igualdade ci(E*) = (—1)*cy(E).
Isto decorre do seguinte fato: como E é um fibrado vetorial complexo, entao dimcE = 1 e dai

E®E*=Hom(E, FE)
é um fibrado trivial. Como as classes de Chern de um fibrado trivial sao todas nulas, entao
0= Cl(E X E*) = Cl(E) + Cl(E*) =4 Cl(E> = —Cl(E*).

Pelo principio da decomponibilidade, segue

n n

o(B7) = [[a+ea(z)) =[O - a(L),

i=1 i=1
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onde L; sao fibrados em retas e L} os fibrados hiperplanos associados. Portanto,

cr(EY) = (=1)Fer(E).

5) Férmula Produto de Whitney: ¢(E' @ E) = ¢(E')c(E).
Primeiramente vamos considerar o caso em que o fibrado E se decompoe em fibrados em retas,
ou seja,
E=0L®Ly - DL,

Considere 7~ 'E o pull-back de E para a projetivizagao P(E) e S o subfibrado universal de
T 'E.

Scr'E
E IP’(lE)
|

M

Como o pull-back cinde em fibrados em retas, segue que S cinde sobre P(E). Seja s; a
projetivizacao de S a reta [;. Entdo s; é uma secao de Hom(S,L;) = L; ® S*. Para todo
ponto p € P(E), a fibra associada a p é um subespago vetorial de 771 E, de dimensdo 1. Assim,
as projegoes si,---, S, nao podem ser todas nulas simultaneamente e, em decorréncia disso, os
conjuntos abertos

Ui = {p € P(E); s; # 0}

formam uma cobertura para P(E). Logo, pelo que comentamos acima, para cada aberto U;, o
fibrado (S* ® L;) |y, tem uma se¢do que nado se anula, a saber, a se¢do s;. Entao o fibrado
(S*® L;) |y, ¢ trivial.

Afirmagao: Se M é uma variedade C*°, entao H?(M,C) = H}, (M, C). [ver [9] - pagina 43.]

A afirmacéo acima nos diz que a p-ésima Cohomologia de Cech é isomorfa a p-ésima Coho-
mologia de De Rham. Por definigao, a p-ésima Cohomologia de De Rham ¢é dada por

_ {p —forma fechada}

14 n
Hpr(C") = {p — forma exata}

Assim, vamos considerar §; a 2-forma fechada global que representa ¢1(S* ® L;). Entao
gi ‘Ui: dwi, (211)

para alguma 1-forma w; sobre Us. B
E possivel mostrar ver [2] que existe uma cobertura aberta {Vi}ic; de P(E) com V; C U; e
fungao p; € C° a qual assume valor 1 em V; e 0 fora de U;. Assim, p;w; é uma forma global que
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concorda com w; sobre V;. Portanto,
& — d(piw;)

é uma forma global que representa c¢;(S* ® L;) e se anula sobre V;, pois
§i — d(piw;) = & — widp; — pidw; = § — dw; = 0,

pela Equagao (2.I1]). Como {V;},c; cobre P(E), pelos célculos acima temos
i=1

Fazendo x = ¢1(S5*), temos

n n

0 = Hcl(S* ® L;) = H(Cl(S*) +c(Ly)) = 1_[(17 +e1(Li))

i=1 =1
= 2" +ox" 4 4oy,

onde o; é o0 i-ésimo elemento polinomial simétrico de ¢1(L1),- -, c1(L,) obtido pela expansdao em
Binomio de Newton. Observe que esta expressao é a defini¢ao da classe de Chern total de F, ¢(F).
Portanto, 0; = ¢;(E) e

n n

c(Ey=c¢Li®---®L,) = H(l + (L)) = HC(Li)a

i=1 i=1

o que prova a Férmula Produto de Whitney quando F cinde sobre fibrados em retas.
Para provarmos o caso geral, considere dois fibrados vetoriais E' e E’ de posto n e m, respec-
tivamente e

7:F(E)—-M e 7:FrYF))— F(E)

tais que

Lo---oL,ol,o---oL,

|

L& &L, or L E F(x'E)
E® ]i/ F(E) /

A construcao acima faz sentido pois o pull-back de um fibrado cinde em fibrados em retas.
Seja 0 = won’. Entao, pela propriedade da Naturalidade e pelo que provamos anteriormente,
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segue

ce(E®E) = c(lc(EQE)=clL1® - ®L, oL, ®---aL)
= [ cZe(@y) =o*c(E) - o*c(E)

1<i<ni<j<m

Da injetividade de ¢*, temos
c(E®FE') = c(E)c(FE").
Calculo de algumas Classes de Chern

Como exemplo, calcularemos as Classes de Chern de alguns fibrados.
Produto Exterior

Seja V um espago vetorial com base {vy,- -+, v,}. O produto exterior A"V é o espago vetorial
de base {v;, A -+ AV, bi<iy<ociy<n. Assim, se £ = Ly @ ---® L,, entao é possivel mostrar que

/p\E: P @ oL,

1<y <--<ip<n

Usando a Férmula de Whitney, segue que a Classe de Chern total do produto exterior do fibrado
E, de posto n, é dada por

C<;\E> H (1—|—01(L21®®L1p)): H (1—|—l’i1+"'+l’ip),

1<iy <-<ip<n 1<iy < <ip<n
onde z;, = ¢1(L;,).
Produto Simétrico

Considere V' e W espacos vetoriais com base {vy, -+, v,} e {wy, -+, w,}, respectivamente. O

p-ésimo produto simétrico, SPV de V', é o espaco vetorial de base {v;, ® - - - @ v;, }1<ij<oocip<n- Ja

o produto tensorial V @ W é o espago vetorial com base {v; ® w; };::117,‘71

Sejam FE e F' fibrados vetoriais de posto n e m, respectivamente. Suponhamos que F e F
cindem em fibrados em reta. Entao

n m

oB)=1J+z) e oF)=]]0+y),

=1 Jj=1

onde x; = ¢1(Ly) e y; = ¢1(L;). Assim,

C(SPE): H (1+01<L21®®L1p)): H (1+$i1+"'+l’ip)

1<i1 < <ip<n 1<i1 < <ip<n
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(E®@F)=cE)+cF)= [] Q+azi+y).

1<i,j<n,m

O fibrado dual

Seja L um fibrado complexo em retas. Sabemos
(L") = —ci(L).
Considere agora E um fibrado cindido, ou seja,
E=L,6L, & - L,

Utilizando novamente a Féormula Produto de Whitney, temos

Por outro lado,
Er=LieoL;® -® L,

o(E%) =1 —c(Ly) - (1 = a(Ly)).

Portanto, a k-ésima classe de Chern do fibrado dual é dada por

cr(E%) = (=1)Fer(E).

2.4 Fibrado Determinante

Na subsecao 2.1.8 vimos que a um feixe coerente localmente livre podemos associar um fibrado
vetorial e vice-versa. Deste modo, uma sequéncia exata de fibrado vetoriais holomorfos

0O—F&,— - —FE —E —0 (2.12)
induz uma sequéncia exata de feixes coerentes localmente livres

0—&,— - —&E — & — 0,

onde, para cada ¢ = 1,---,m, & denota o feixe de germes de se¢oes holomorfas de FE;.
Reciprocamente, uma sequéncia exata de feixes coerentes localmente livres induz uma sequéncia
exata de fibrados vetoriais holomorfos.

Definigao 2.83 Seja E um fibrado vetorial holomorfo de posto r. Definimos seu fibrado deter-
minante, denotado por det E, por

detE:/r\E.
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Lema 2.84 Considere a sequéncia exata de fibrados vetoriais holomorfos
0 — Ep — - — B — £y — 0.

O fibrado em retas

m

R (det E;)"V" = det Ey ® (det £1)* ® det By @ -+ @ (det £,) D"
i=0

¢ isomorfo ao fibrado trivial em retas.

Demonstracao: Faremos inducao sobre m. Se m = 0

0
®(det E)Y" = det Ey,

i=0
que ¢ fibrado trivial em retas.

Se m = 1, temos

1
X (det E;) V" = det Ey @ (det E)".
i=0

Como det Ey e (det E4)* sao fibrados triviais em reta, ou seja, sao fibrados de posto 1, segue que
det By ® (det Ey)"
também é um fibrado trivial em retas.

Suponha m > 1. Vamos reduzir a sequéncia 2.12] em duas sequéncia exatas

0—F—FE — FEy—0 e
0—FE, — - —E —F—0,

onde F = K€’I“(E1 — E()) = Im(E2 — El)
Como
det F; = (det E') @ (det Ej)

e det F/, det E sao isomorfos a fibrados triviais em retas, segue que det £/ é isomorfo ao fibrado
trivial em retas. Consequentemente,

2
X)(det £,) 1" = (det Ey) ® (det Ep)* @ (det E)* ®(det Ej)

*
2
1=0

~
det E1
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é isomorfo ao fibrado trivial em retas. Tome agora as sequéncias exatas

0—FE-—E —E —FE-—0 e
0 —FE, — - —Es— E—0,
onde F = Ker(Ey — Ey) = Im(E3 — Es) e aplique o mesmo raciocinio. Assim, indutivamente,

teremos o resultado. ]

Seja M uma variedade complexa. Podemos definir um fibrado determinante associado a um
feixe coerente L, e denota-lo por det L. Para isso, devemos considerar uma resolucao L, onde U
é um aberto em M e mostrar que det Ly independe da escolha da resolugao tomada.

Seja

0—&E,— - —& —& — Ly —0, (2.13)

uma resolucao de Ly por feixes coerentes localmente livre. Para cada i = 1,---,m, seja E; o
fibrado vetorial correspondente ao feixe &;. Defina

m

det Ly = ®(det E;) -V

1=0

Proposicao 2.85 O fibrado determinante associado a um feixe coerente localmente livre

det Ly = X)(det £,) '
i=0
estd bem definido.
Demonstracao: Seja
0—&,— - —E& —E&¢— Ly —0, (2.14)

outra resolugao localmente livre do feixe coerente Ly, onde E! é o fibrado correspondente ao feixe

&

Afirmacao:
R (det £)D" ~ X)(det £) V" (2.15)
i=0 1=0

Para provar a afirmacao devemos considere uma terceira resolucao de Ly, de modo que ten-
hamos o diagrama
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0 gm fm .. f2 gl fl 50 fO £U O
0 g,]:m I o 13 Ej,l £ (J,\,O Vit »CIU 0
0 g Im I3 & Vi £ To Ly 0

e mostrar que as setas verticais sao aplicagoes sobrejetoras.
Para construir &, considere

Go = {(u,u') € & ® E"; fo(u) = fo(u')}
e &y feixe coerente localmente livre cujo mapa é sobrejetor sobre Gy. Seja
(/)/ : 5//0 — go — EU-

Sabemos que
vo : & — Go

é sobrejetora. Assim, restringindo Gy a &, a aplicacao £”¢ — & também é sobrejetora. De modo
analogo, prova-se que a aplicacao £y — &’y é sobrejetora.
Agora vamos construir £”;. Sejam

Ker(fo) = Lo, Ker(fo) =LY, e Ker(fg) =L".
Observe o diagrama

fi

Ny —
Tp
L
”

Ly, —,

com p, p’ sobrejecoes. Sejam
G ={(u,u)e& @& filu) =p”) e fi(u)=7p(u"), paraalgum u" € L",}
e £, feixe localmente livre com mapa sobrejetor sobre Gj.

Seja
{/ : 8//1 — Ql — 8//0 = 50 o) 5/0.

Sabemos que a aplicacao £”; — G; é sobrejetora. Assim, restringindo a £'; e £”1, as aplicacoes

5//1 — 8/1 e 8//1 — 51
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também serao sobrejetoras. Continuando o processo teremos o diagrama acima.
Agora devemos provar que as duas resolugoes consideradas para construir o diagrama tem o
mesmo fibrado determinante. Para isso, vamos considerar o diagrama comutativo

0 0 0 0
0 En e & &o L 0
0 & & & Ly 0
0 Fa Fi Fo 0

0 0 0

onde F; = Ker(&"; — &;). Como Ker é subfeixe, entao JF; é feixe localmente livre, pois é nticleo de

uma aplicagao sobrejetora entre feixes localmente livres. Seja F; o fibrado vetorial correspondente
ao feixe F;. Pelo Lema [2Z.84] temos

det B ~ (det E;) ® (det F})

que implica em
det F; ~ (det E;)* ® (det E).

Assim,

®(detF )= ® ((det E)* ® (det E")) ® ((det E;)* ® (det E/)=

i=0 i=0 i=0 i=0

é isomorfo ao fibrado trivial em retas.

Portanto,

R(det E/) V"~ R)[(det ;) @ (det F)] D" ~ K)[(det £,) " @ (det F;) ']

i=0 i=0 i—

~ (X)(det E;)"
i=0

Fazendo um raciocinio analogo encontramos

det E!' = (det E) ® (det F})
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e, com isso,

@ (det )"~ Q)(det )
=0 i=0
Portanto,
QR (det £/)V" ~ R)(det £) D" ~ K)(det £,) Y
=0 =0 =0

e det Ly estda bem definida.

Proposicao 2.86 Se
0—L —L—L"—0

¢ uma sequéncia exata de feixes coerentes, entao existe um isomorfismo canonico

det £ = (det £') @ (det L").

Demonstracgao: Devemos construir o seguinte diagrama comutativo

0 0 0 0
0 & & & L'y 0
0 En & &o Ly 0
O g//n g// g//o £//U 0
0 0 0 0

onde as sequéncias horizontais sao resolucoes localmente livres e as verticais sao sequéncias exatas.
Para construirmos o diagrama devemos escolher, inicialmente, £y e £”q, fazer

Eo=EvdE"

e considerar os mapas
80 — EU e 5/0 — 80 — 5//0.

Agora, considere
,Cll = KET’((SVQ — ,C,U) £1 = KET(gQ — ,CU) (S ﬁ”l = K6’l“(€”0 — ,C”U).

Repetindo o mesmo raciocinio (n — 1) vezes teremos o diagrama comutativo. Assim, con-
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siderando Ej o fibrado vetorial holomorfo associado ao feixe coerente &, segue

det Ey = (det Ej) ® (det E).

Assim,
det £ = (R)(det E;) V" = Q)[(det £)) @ (det E])| D'
=0 =0
= [(Rdet E)"V] @ [@(detE")< V' = (det £) @ (det L"),
=0 =0
como queriamos. [

Definicao 2.87 Sejam M uma variedade diferencidavel de dimensaon e A um M-mddulo. Dize-
mos que um elemento u € M ¢é um elemento de torcao se au = 0, para todo elemento a € A
nao nulo. Se M nao possui elementos de torcao, entdo dizemos que M ¢ livre de torgao.

Proposicao 2.88 Se L ¢ um feixe coerente livre de tor¢ao, entdao
dim S, (L) <m —1,

para todo m € N, em que S,,(L) = {x € M : L, nao € livre} denota o conjunto de singularidades
de L.

Demonstragao: Ver [I1l, Corolédrio 5.15, pag. 159]. [ ]
A proposigao nos diz que um feixe £ livre de torcao é localmente livre fora do conjunto
singular 5,,_; de codimensao pelo menos 2.
Definicao 2.89 O feixe coerente definido por
L* = Hom(L,O)
¢ chamado feixe dual de L.

Existe um homomorfismo natural
o: L — L.

O nucleo deste homomorfismo ¢, por definicao, um feixe de torcao.

Definicao 2.90 Se a aplicacao
o:L— L

¢ uma bijecao, entao det L ¢é dito feixe reflexivo.
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Observe que se £ e L™ sao isomorfos, entao Ker(o) = {0}. Logo, todo feixe localmente livre
é reflexivo e todo feixe reflexivo é livre de torcao.

Proposicao 2.91 O dual L* de qualquer feize coerente é reflexivo.
Demonstragao: Ver [11, Proposicao 5.18, pag. 160]. [

Definigao 2.92 Seja M uma variedade complexa. Um feixe coerente L sobre M é chamado feixe
normal se para todo aberto U C M e todo subconjunto analitico A C U de codimensao maior ou
wqual a 2, o mapa restri¢ao

NU,L)—=TWU—-AZL)

€ isomorfismo.

Proposicao 2.93 Um feize coerente L € reflexivo se, e somente se, ele é um feize livre de torg¢ao
e normal.

Demonstragao: Ver [I1], Proposicao 5.21, pag. 160]. [ ]

Proposicao 2.94 Seja L um feixe coerente livre de torcao de posto r. Entdo existe um isomor-
fismo

det £ = (/\ L),

Demonstragao: Denote por A = S, (L) o conjunto singular de £. Assim, em A, o feixe
coerente L deixa de ser localmente livre. Por hipdtese, £ é um feixe coerente livre de torcao.
Entao, pela Proposicao [2.88] temos

dim S,_1 <n—2,

ou seja, £ é um subconjunto analitico de codimensao maior ou igual a 2. E mais, £ é localmente
livre sobre o conjunto M — A. Logo, a aplicacao

frodet Ly—a— (\ L)y a

¢ um isomorfismo. Como A" L3, ¢ um feixe coerente, pois L o é, segue da Proposicao 291 que
N Ly 4 é um feixe reflexivo e, consequentemente um feixe normal, pela Proposi¢ao Z93. Com
isso, podemos extender f ao homomorfismo

7:det£—>(/\£)**.

A prova fica completa se mostrarmos que f é uma bijecao.
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. . . . . rows
Sendo f bijetora, entdo existe a inversa de f, digamos g. Como A" L35_, é normal e f
isomorfismo de fibrados, entao £,,_4 é normal e dai, g se estende ao homomorfismo

7;(/71\5)**%01%5.

Mas foge go f sdo endomorfismos identidade de A" L%, e Ly 4, respectivamente, entao
fogego f sio endomorfismos identidade de A" £** e L, respectivamente. Portanto, f é bijetora,
o que completa a prova. [

Proposicao 2.95 Se L € um feixe coerente livre de torcao, entdo existe um isomorfismo canonico

(det £)* = det L".

Demonstracgao: Pela proposi¢ao anterior, segue

(det £)* /\ L) e (det £¥) /\ L)

Novamente, denotemos por A = S,_1(£) o conjunto das singularidades de £. Deste modo, a
aplicagao

frdet Laa— (L) a

¢ um isomorfismo de fibrados. Logo,

(N Lr—a= (N L)

e, pelos mesmos resultados e argumentos utilizados na prova da proposicao anterior podemos
estender a aplicacao f a aplicacao

T A\ey = (N

Portanto,

(det £)* /\L (det £7).

Proposicao 2.96 Todo monomorfismo entre feixes coerentes livre de torcao L — L de mesmo
posto induz um monomorfismo entre seus fibrados determinantes det £ — det L.

Demonstragao: Considere A = S,_1(£) e A = S,,_1(L’) os conjuntos de singularidades de £
e L', respectivamente. Sabemos que fora do conjunto A U A’, o morfismo £ — £ induz um

isomorfismo
o :det L' — det £

78



e ainda, Ker(y) é um feixe de torgao.
Por outro lado, Ker(y) é um subfeixe de um feixe livre de torgao. Portanto, Ker(p) = {0} e
@ € injetora e temos ¢ um monomorfismo. [

2.5 Fibrados Vetoriais Estaveis
Consideremos o fibrado trivial de posto n + 1 sobre P", ou seja,
P" x C"t .= Cn L

O fibrado tautolégico é o subfibrado de posto 1 de C"™!, que consiste dos pares ([w], z) €
P x C"*! tais que z estd na reta determinada por [w] (isto justifica o nome tautoldgico). Assim,

O(—1) :={([w], 2) : existet € C,z = tw}
que, em coordenadas locais temos
O(=1)={((z0: " :2n),t(z0,-+,2n)), t € C}.

Observemos que a fibra sobre cada ponto [w] fixado é a reta que ele determina em C"*!. Além
disso, as fungoes de transicao do fibrado tautoldégico sao dadas por ;; = =, na intersegao Uy;.
J

O dual de O(—1) é chamado fibrado hiperplano e ¢ denotado por O(1). E sobre este fibrado
que vamos trabalhar nesta secao.

Uma subvariedade complexa, compacta X de P" é dita uma variedade projetiva. Sejam X C P"
subvariedade projetiva de dimensdao m e O(1) o fibrado hiperplano de P". Considere o mapa
inclusao

1: X = P"

Por definicao,
Ox(1) :=0 |x=170(1).

Definicao 2.97 O grau de X ¢ definido por

deg(X) = /X 4 (O()".

Seja E um fibrado vetorial em X C P™. Definimos o grau de E por
deg(E) :— / 1 (E) A ex(Ox (1)) = e1(E) - Ox (1)L,
X
Se L é um feixe coerente livre de torcao, definimos sua primeira classe de Chern por
Cl(£> = (1 (det E)
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Assim, o grau de L é

deg(L) = /Xcl(detﬁ)/\cl((’)x(l))"_l.

Definicao 2.98 A inclinacao de L ¢ definida por

)= 0,

onde k(L) denota o posto do feixe coerente L.

Definigao 2.99 Dizemos que L ¢é semi-estavel se, para todo subfeixe coerente L' C L, com
0 <rk(L) <rk(L), temos
(L) < p(L).
Se tivermos
p(L') < p(L),
com 0 <rk(L') <rk(L), entdo o feize L € dito estavel.

Para fibrados também podemos definir o conceito de (semi)-estabilidade. Para isso, devemos
olhar para o feixe de germes de segdes holomorfas O(E).

Definigao 2.100 Um fibrado vetorial holomorfo E sobre uma variedade diferencidvel X é semi-
estavel (resp. estdvel) se o feize de germes de se¢oes holomorfas O(E) é semi-estdvel (resp.
estdvel).

Lema 2.101 Se
0—L —L—L"—0

¢ uma sequéncia exata de feizes coerentes sobre X, entdo

(L) — p(L)) + 7" (L) — p(L

onde r' =rk(L") er” =rk(L").

1

Demonstragao: Pela Proposicao 2.86]
det £ = (det L) ® (det L").
Pela propriedade da classe de Chern, sabemos que
all)=c(L'@L")=c1 (L) + e (L),

Assim,

cr(det L) A ey (Ox (1) + / cr(det £7) A ey (Ox (1))

X

/Xcl(detﬁ)/\cl(OX(l))"_lzf

X
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Consequentemente,
deg(L) = deg(L) + deg(L") <«

pL)rk(L) = p(L)rk(L') + p(L")rk(L").
Portanto,

i " "

uL) " +1") = p( L)+ L7 & ' (L) = (L) + 1" (n(L) = (L") = 0.
|

O conceito de estabilidade e semi-estabilidade também pode ser definido a partir do feixe
quociente £

Proposicao 2.102 Seja L um feize coerente livre de torcao sobre X. FEntao L € semi-estdvel

(resp. estdvel) se, e somente se, (L) < u(L") (resp. w(L) < u(L")), para todo feize coerente
quociente £ com 0 < rk(L") (resp. 0 < rk(L") < rkL).

Demonstracgao: Faremos a demonstragao para o caso em que L é semi-estavel. O caso estavel é
analogo.
Da proposi¢ao anterior,

(L) = (L)) = (u(L7) = u(L)). (2.16)

Por definigao, um fibrado é semi-estavel se, e somente se, p(L") < p(L). Ou seja, se e somente
se, (L) — (L) > 0. Pela Equacao [ZI8), (L) — u(L') > 0 se, e somente se, u(L") — (L) >0,
ou seja,

"

w(L) < (L),

Definigdo 2.103 Sejam X uma variedade diferencidvel compacta e n € H}p(X) 0 g-ésimo el-
emento do grupo de cohomologia de De Rhan. O dual de Poincaré de n € H},,(X) é uma

variedade V' tal que
/ nAw= / W,
M 1%

para todo w € H}H(X).

Teorema 2.104 (da Dualidade de Poincaré:) Nas condi¢oes acima, existe uma correspondéncia
biunivoca

V o e(O(V)).
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Lema 2.105 Se T € um feixze coerente de torcao, entdao

deg(T) > 0.

Demonstracao: A demonstracao segue do Teorema da Dualidade de Poincaré. De fato, seja V'
o divisor de X definido com zeros de fungoes homolorfas de det 7. Temos

deg(ﬁ) = Acl(ﬁ) VAN Cl(OX(l))n_l = /VCl(Ox(l))n_l Z 0.

Proposicao 2.106 Seja L um feixe coerente, reflexivo e livre de tor¢ao sobre X . Entao:
(a) Serk(L) =1, entdo L ¢é estavel.

(b) Seja T (o feixze de germes de se¢oes holomorfas de) um fibrado em retas sobre X. Entao
LT € estavel (resp. semi-estdvel) se, e somente se, L é estavel (resp. semi-estdvel).

(c) O feize L € estavel (resp. semi-estavel) se, e somente se, L* € estdvel (resp. semi-estdvel).

Demonstracao:
(a) Se rk(L) =1, entdo L ¢ estavel por definigao.

(b) Por hipétese, T ¢é fibrado em retas. Entao rk(7) = 1 e, pelo item (a) temos T estavel.
Logo, L ® T é estavel se, e somente se, L é estavel.

O caso da semi-estabilidade é andlogo, pois se T é estavel, em particular é semi-estavel.

(¢) Suponhamos L* estdvel e consideremos a sequéncia exata
0—L —L—L —0,

"o, . . ~ . N . .
onde L ¢é feixe coerente livre de torcao. Dualizando a sequéncia acima, temos

1" !

00— (L) — L — (L) —0 (2.17)

Afirmacao: u(L) = —u(L).

Segue da definigao de inclinacao e das propriedades da primeira classe de Chern:

W(E) = =+ [ a0 na@x) = o [ —ale) Aa(OxW) = (L)
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Aplicando a afirmacao a sequéncia (ZIT), obtemos

L) =—pu(L) e L) =—plL ).

Sendo L£* estével, segue u(L"") < u(L*) e, consequentemente,

11 % 1%

p(L) = —p(L7) < —p(L ) = p(L)

e L é estavel, pela Proposicao 2.J021 Reciprocamente, suponha L estavel e considere a
sequeéncia exata

/!

0— (F)— L — (F) —0,

"o, . . ~ . ey -, 4
onde F ¢ um feixe coerente livre de tor¢ao. Dualizando-a e utilizando a hipotese que L é
reflexivo temos

s /

0 —(F) —L—(F) —0. (2.18)

Como L é estavel, temos

/!

—u(F') = p(F) < L) = —p(LY).
Como F é feixe quociente, segue a estabilidade do feixe £*.

s

Proposicao 2.107 Sejam Ly e Lo feizes coerentes livres de torcao sobre X. Entao L, ® Lo €
semi-estavel se, e somente se, L1 e Lo sao semi-estdveis, com u(Ly) = u(Ls).

Demonstragao: Suponha £; e £, semi-estdveis e com mesma inclinagao, ou seja, pu = u(Ly) =
w(Ls). Ser =rk(Ly) e s=rk(Ly), da igualdade temos

(L) A Ox(W)"F _ alla) AOx()" | ally) _ alLe) (L) =1 ei(Ly).

r S r S

Usando as propriedades da classe de Chern, temos

Cl(ﬁl D ﬁg) _ Cl(ﬁl) + Cl(ﬁg) . M i Cl(ﬁg)

r—+s r+ s r+s_r+s T+ S
(T"‘S)Cl(,CQ) Cl(ﬁg)

= Tty T s = u(L2) = p.

WLy ® Ly) =

Para qualquer subfeixe F do feixe £; @ L5, o diagrama comutativo
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0—>£1—>£1@£2—>£2—>0
- T
0—>F1—>f1@f2—>f2—>0,

onde F; = FN (L ®0), Fy é aimagem de F pela aplicacao L1 & Lo — Lo e @1, @, @2 S0
aplicagoes injetivas.
Como, para 1 = 1,2, L£; é semi-estavel, entao

pw(Fi) < p(Ly) = p = deg(Fi) < p-rk(F;).
Dai que:

deg(F1) ® Fy - p(rk(F1) + Fo)

pF = p(Fr @ Fp) = rh(FiL+ Fo) = rk(F1) +rk(F)

= p = p(Lr @ Lo)
e L1 ® Ly é semi-estavel.

Reciprocamente, suponha £, ® L, semi-estavel e observe que, para i = 1,2, L; é feixe quociente
de L1 & L. Entao, L; é subfeixe de L1 & L5 e qualquer subfeixe F de £; também é um subfeixe
de L1 & L5. Da semiestabilidade de £; & L, segue

P(F) < pu(Ly @ Lo) = p(L;).
Portanto, £ e Ly sao feixes semi-estaveis. [
Observacao 2.108 O resultado acima € wvalido para feixes coerentes semi-estdveis pois, caso

contrdrio, nao poderiamos ter (Ly) = u(Ls), que € o fato crucial na demonstragao.

Proposicao 2.109 Sejam L e Lo feixes coerentes semi-estaveis sobre X e f : L1 — Lo um
homomorfismo de feixes.

(a) Se u(Ly) > pu(Ls), entao f = 0.
(b) Se u(Ly) = (L) e Ly € estavel, entao rk(Ly)
(c) Se u(Ly) = u(Ls) e Ly € estdvel, entao rk(Ls)

rk(f(L1)) e f € injetora.
rk(f(Ly)) e f € sobrejetora.

Demonstragao: Para todos os casos, assuma f # 0. Deste modo, F = f(L;) é um feixe
quociente livre de tor¢ao de L;.

(a) Por hipétese
p(L2) < (L)

Como L; é semi-estavel e F é feixe quociente, temos p(L1) < p(F) e a semiestabilidade de
L- nos garante que p(F) < u(Lsy). Assim, das desigualdades acima obtemos

p(F) < p(F),
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o que é um absurdo. Portanto, f = 0.

(b) Suponhamos L estavel e rk(Ly) > rk(F). Entao

n(Ly) < p(F).

Mas, por hipdtese, (L) = pu(Ls), entao

p(F) < p(Ls) = p(Lr) < pu(F),

o que é um absurdo. Entao rk(Ly) = rk(f(L1)) e f é injetora.
Observe que rk(Ly) < rk(F) nao acontece, pois F ¢é subfeixe de L;.

(c¢) Suponhamos Ly estavel e rk(Ly) > rk(F). Entao

u(F) < p(La).

Sendo L; estavel, segue p(Ly) < u(F) e, com isso

p(F) < pu(L2) = pu(Ly) < pu(F),

o que é um absurdo. Portanto, rk(Ls) = rk(f(L2)) e f é sobrejetora.
Como F = f(L1) C L2, nao podemos ter rk(Ls) < rk(f(F)).

Corolario 3 Sejam E; e Es fibrados vetoriais semi-estaveis sobre X comrkE, = rkEy e deg(E,) =
deg(Ey). Se Ey ou Ey é estavel, entao qualquer homomorfismo f : Ey — FEy nao nulo € um iso-
morfismo.

Demonstragao: Suponhamos F; estdvel. Pelas hip6teses, temos u(E;) = u(Es). Segue, do item
(b) da proposigao anterior, que f é injetiva e assim, induz um homomorfismo nao nulo

det(f) : det £y — det Es.

Considere det f uma secao holomorfa do fibrado em retas

Hom(det By, det Ey) = (det Ey) ™" - (det Ey) = L. (2.19)

Afirmacao: Se deg(L) < 0, entdo L nao admite segdo holomorfa nao nula. [I1 pag. 56].

Como det(f) admite se¢oes holomorfas ndo nulas, entdo deg(L) > 0, pela afirmagao. Mas se
deg(L) = 0, entao L é um fibrado em retas trivial. Assim, pela Equagao (2.19),

det B, ~ det E,

e det(f) é isomorfismo. Logo, f é isomorfismo.
Agora, se o fibrado E5 que for estavel, basta tomar o dual de f e o raciocinio é anédlogo. |
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Corolario 4 Se L € um feize semi-estdvel sobre uma variedade X com deg(L) < 0, entdo L nao
admite secoes holomorfas nao nulas.

Demonstracao: Tome O o feixe semi-estavel de germes de fungoes holomorfas sobre X e defina
0 homomorfismo de feixes

f:0— L.
Por hipétese, deg(L) < 0, entao a inclinagao p(L£) também é negativa.
Mas 1
o . n—1 —
WO) = 5 [ @(O) A @(Oxmy =0,

pois ¢1(O) = 0. Assim,
w(l) <0 < pll) <pO) = f=0,

pelo item (a) da Proposicao 2109 Portanto, £ nao admite se¢des holomorfas nao nulas. [ ]

Definicao 2.110 Um fibrado vetorial holomorfo E sobre uma variedade complexa compacta M
¢ simples se todo homomorfismo de fibrados f : E — FE. Isto é, toda secao holomorfa de
Hom(E,E) = E*® E, é a multiplo por escalar do endomorfismo identidade.

Corolario 5 Todo fibrado vetorial estdvel E sobre X é simples.

Demonstracao: Considere o endomorfismo de fibrados
f+E—FE.
Para cada x € M, considere a fibra E, e a o autovalor da aplicacao f restrita as fibras
fle: Ex — E,.
Aplicando o Corolario [3] a aplicagao
f—alg  E,—a— E,—a

temos f — alg =0, ou seja, f = alg e segue a simplicidade do fibrado E.

2.6 Género Seccional

Definicao 2.111 Um subesquema X C P" é dito Gorestein se seu feixe dualizante é localmente
livre.

Definicao 2.112 Definimos o género seccional de um esquema Gorestein X, com respeito ao
fibrado L, denotado por g(X, L) sendo

29(X,L) —2 = (Kx + (dim X —1)L) - L#mX~1,
em que Kx € o divisor tal que wy = O(Kx).
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Teorema 2.113 (de Bertini) Quase todas as fibras de um morfismo dominante entre variedades
algébricas lisas, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, sao lisas.

Demonstracao: Ver [4]. u
Como L é um fibrado amplo e X é suave, pelo Teorema de Bertini é possivel escolher s, s9, -+, $,_1
elementos genéricos tais que o conjunto N{s; = 0} = C' é nao singular. Deste modo, segue
9(X, L) =g(C).
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Capitulo 3

Folheacoes e Campos de Pfaft

Introduzimos este capitulo com o conceito de folheagdes holomorfas nao singulares. Procuramos
ser o mais didaticos possivel, apresentando ilustracao que auxiliem o leitor na compreensao deste
contetido que pode, a principio, parecer muito abstrato. Em seguida, definimos mapas distinguidos
e mostramos que folheacoes também podem ser induzidas por submersoes.

A segunda secao deste capitulo fala sobre o conceito de distribuicao. Em linhas gerais, uma
distribuigao em uma variedade complexa é um subfibrado holomorfo D — T'M. Utilizamos o
Teorema de Frobenius para provar que toda folheacao holomorfa induz uma distribuicao. Ja a
terceira e tltima secao deste capitulo é sobre campos de Pfaff, o campo sobre o qual nossa variedade
projetiva X do teorema é invariante. Definimos campos de Pfaff sendo uma secao global nao nula
do fibrado /\k Ox ® N, onde Ox é o fibrado tangente, N é um fibrado em retas e 0 < k < n.
Um fato importante que observamos nesta secao é que variedades projetivas sao invariantes por
um campo de Pfaff se a aplicagdo &, |pn: N* [pn— A" Ox |pn induz uma segao global niao nula
em (QF.)* @ N |pn. Finalizamos este capitulo observando que distribuigoes holomorfas induzem
campos de Pfaff localmente. Assim, uma pergunta natural é se vale a reciproca dessas implicacoes.
Observamos que nao e que uma condi¢ao para que um campo de Pfaff induza distribuicgoes é que
este campo seja decomponivel.

3.1 Folheacoes

Nesta se¢ao, salvo mencao contrario, M é uma variedade complexa de dimensao n > 1.

Definicao 3.1 Uma folheacao holomorfa nao singular de dimensao k, 1 < k < n—1 em
uma variedade compleza M é um atlas holomorfo F = {(U,,¢,)} em que:

(i) {U,}yen € uma cobertura por abertos de M,
(ii) Para cada v € A, existe uma aplicagio holomorfa ., : U, — Uy x Uy C CF x C*F,

(iii) Dados dois abertos Uy, Ug € {U,}yen com U, NUg # 0, entao a mudanga de coordenadas

Yap + PalUaNUp) — p(UsNUp)
(z,y) = o (z,y) = (hi(z,y), ha(y)),
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¢ um biholomorfismo.

-1

Chamamos os abertos U, de abertos trivializadores da folheacao.

Definicao 3.2 Sejam F wuma folheacao de dimensao k sobre a variedade M de dimensao n,
0 <k <ne(Up) una carta local de F tal que p(U) = U; x Uy C C¥ x C"*. Os conjuntos
o N (U, x{c}), ¢ € Uy sao chamados placas da folheag¢io F. Um caminho de placas da folheagio
F é uma sequéncia oy, - -+, ay de placas de F tal que oy Ny # 0, para todo j € {1,---,k —1}.

Pelas defini¢oes anteriores podemos observar que a variedade M é coberta por placas de F.
Assim, vamos definir a seguinte relacao de equivaléncia:

“p ~ q se, e somente se, existe um caminho de placas aq, -+, com p € oy e ¢ € ay,.”
Nao é dificil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia:
(i) Reflexiva: p ~ p por vacuidade.

(ii) Simétrica: Se p ~ ¢, entdo existe um caminho de placas oy, -+, com p € oy € ¢ € .
Tomando o caminho reverso, teremos q ~ p.

(iii) Transitiva: Se p ~ ¢ e ¢ ~ t, entao existe um caminho de placas «ay, -, com p € o
e ¢ € ay e outo caminho de placas 31, --,8s com q € 5, et € 5. Tomando o caminho
justaposto, teremos p ~ t.

As classes de equivaléncia dessa relacao sao chamadas folhas de F.

Observacao 3.3 (01) Do modo como foi definida, uma folha de uma folheagao é um subconjunto
conezxo por caminhos.

(02) As folhas F' da folheagdo F tem estrutura de uma variedade complexa de dimensao k induzida
pelas cartas de F. [ver [3, pag. 31]].
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3.1.1 Mapas distinguidos e Folheacoes induzidas por submersoes

Esta secao destina-se a mostrar que podemos induzir folheacoes localmente por submersoes.
Para isso, precisamos de algumas defini¢oes e resultados auxiliares. Iniciemos apresentando uma
definicao de folheacao sobre outro ponto de vista.

Definicao 3.4 Uma folheacao holomorfa de codimensao s de uma variedade M ¢é uma
cole¢ao mazximal de pares (Us, f;)icr, com U; abertos de M e f; : U; — C* submersées holomorfas
satisfazendo:

(i) UU;=M e

el

(ii) Se U;NU; # 0, entao existe um difeomorfismo g;; de R® tal que f; = g;j o f; sobre U; N Uj.

Observacao 3.5 (01) As submersoes f!s definidas acima sao chamadas mapas distinguidos.

(02) Nesta defini¢ao, as placas sio componentes conexas do conjunto de nivel f~1(c), c € C°.

Ora, nao podemos ter duas maneiras de se definir o mesmo objeto. Logo, precisamos mostrar
que as Definicoes BTl e B.4] sao equivalentes. Para isso, precisamos do seguinte

Lema 3.6 Seja F uma folheagio em uma variedade M. Existe uma cobertura C = {U;;i € I} de
M por abertos da folheagao tais que, se U; N U; # 0, entao U; UU; estd contido em algum aberto
de F.

Demonstracao: Como M é variedade diferenciavel Hausdorff e com base enumeravel de abertos,
entao M é localmente compacta e dai podemos escrever M como uniao de compactos, ou seja,
M = |JK;, com K; C int(K;y1). Assim, consideremos uma cobertura de M por compactos K,
tais que
K, Cint(K,41).

Para cada n € N, fixemos uma cobertura de K, por dominios de cartas locais da folheacao F,
dada por {V";i=1,---, K,}.

Seja d,, > 0 o numero de Lebesgue dessa cobertura com respeito a alguma métrica fixa sobre a

variedade M. Do modo como construimos a cadeia de compactos podemos considerar a sequéncia
(6n) decrescente. Tome uma cobertura de K, por dominios {U};j = 1,---,l,} de cartas locais

% para todo j = 1,---,1,.

da folheagao tal que o diamentro de cada aberto U} seja menor que %,

Assim, se U N U # (), entao diametro de U U U < 0,. Daf que
uruuy cvy,
onde p € {1,---,k,}. Como a inclusao vale para cada n, segue que
U; U Uj C VH
e temos o resultado. ]
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Teorema 3.7 As definicoes[31 e[F.4) sao equivalentes.

Demonstracao: Suponhamos que a variedade M de dimensao m tenha um atlas F de codimensao
s satisfazendo

(a) Se (U,p) € F, entao p(U) = Uy x Uy C C" x C*, com Uy, Uy abertos de C", C*, respectiva-
mente e

(b) Se (U, ), (V,9) € F sao tais que U NV # 0, entao a mudanca de coordenada é dada por

vopt 1 pUNV) — »(UNV)
(Iay) = (hl(x>y)>h2(y))>

onde h: U C C™ — V C C™ é difeomorfismo, como na Definigao 311

Seja U; um dominio local de M. Defina, sobre a folheagao F, a aplicagao ¢, : U; — C" x C*
tal que o;(U;) = U x Ui, onde Uy, Us sao bolas abertas de C" e C*, respectivamente.
Seja
pe: C" x C° — C°

a projecao na segunda coordenada. Assim, a aplicacao
fi=proyp;: Ui = C°

é uma submersao, por ser a composta de uma projecao com um difeomorfismo.

As placas de U; sdo os conjuntos de nivel f;'(c), onde ¢ € Uy. Além disso, se U; N U; # 0,
entdo U; UU; C V, onde V é aberto de M, (V,p) € F e (V) =V x Va.

Sejam «, 8 placas de U; e Uj, respectivamente, com a5 # (). Assim, o U 3 estd contida em
uma placa v de V e, se NU; C «, entdao f;(BNU;) C f(a) = c. Observe entao que f;(BNU;) é
um unico ponto. Assim, se y € f;(U; N Uj), entao f; o fj_l(y) contém um unico ponto, g;;(y) e a
aplicagao

95+ [;(UiNU;) = fi(U; N Uj)

é um difeomorfismo.

Reciprocamente, suponhamos que exista uma colegao de pares (U;, f;):er satisfazendo a Defini¢ao
B4l Para todoi € I, f; : Uy — C*° é uma submersao holomorfa. Entao, pelo Teorema da Forma
Local das Submersoes segue, dado p € U;, existem abertos Vi, V5 de C™ e C?, respectivamente,
com V, C f;(U;) e uma carta local holomorfa, ¢ : V C U; — Vi x Vy tal que fiop™' : Vix Vo — Vj
é a projecao na segunda coordenada.

Mostremos que o conjunto de todas as cartas (V, ) construidas dessa maneira é um atlas de
classe C" da variedade M.

De fato, se (V,p) e (W, 1) sao cartas locais como na defini¢ao B4, com VW £ 0, ¢ : V C
U —VixVoe: W CU; — Wy x Wy tais que fiop ' : Vix Vo = Voe fiop™ : Wy x Wy — Wy,
entao VC U; e W C U, com 4,7 € I.

Por outro lado,

poyp™t 1 Hp(VNW) — (VW)
(z,y) = ((z,y), ha(z,y)),
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onde

hao(z,y) = propot ™ (z,y) = fiop "o(pot™)(z,y) = fio (z,y)
= giofiov N x,y) = gi5(y),

ou seja, ho depende somente da variavel y. Com isso, provamos que as duas defini¢oes de folheacao
sao equivalentes. [

3.1.2 Distribuigoes

Vamos supor, nesta secao, que M seja uma variedade algébrica nao singular.

Definicao 3.8 Uma folheacao holomorfa singular de dimensao k, com 1 < k <n—1, em
uma variedade complexa M € uma folheagao holomorfa nao singular de dimensao k em M\ S,
onde S € o esquema algébrico em M de codimensdo maior ou igual a 2.

Chamamos o esquema algébrico S de conjunto singular da folheagao, e o denotamos por
Sing(F). As folhas F' da folheacao F sao folhas da folheagao regular F |un ging(r)-

Dadas duas folheagoes singulares F e F', dizemos que elas sao iguais se elas possuem o mesmo
conjunto singular e as folhas regulares coincidem, ou seja, se

(i) Sing(F) = Sing(F'),
(i) As folhares regulares de F |\ sing(F) € F' |a\Sing(F7) S80 iguais.

Definicao 3.9 Uma distribuicao holomorfa de posto k em uma variedade complera é um
subfibrado holomorfo
D — TM.

O espaco tangente de uma folha F), que passa por p é denotado por T,,F,.
Definigcao 3.10 Sejam U C M aberto e X,Y germes de campos holomorfos. Definimos o campo
(X,Y]=XY -YX,
chamado colchete de Lie de X e Y.

Definicao 3.11 Uma distribuicao holomorfa D é dita involutiva se, dados dois germes de cam-
pos de vetores e p € M tais que X (p),Y (p) € D(p), entao [X,Y](p) € D(p).

Teorema 3.12 (de Frobenius) Uma distribuicdo holomorfa D é involutiva se, e somente se,
existe uma folheagdo holomorfa F tal que T,F, = D(p), para todo p € M.
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3.1.3 Fibrados Associados a uma Folheacao

Definicao 3.13 Uma distribuicao holomorfa singular de dimensao k em uma variedade com-

plexa M é um subfeize coerente D do fibrado tangente ©y = O(TM) tal que €M ¢ livre de

D
torcao.

O conjunto singular de D ¢ definido por
Sing(D) = Sing(©y /D) = {p € M;(Oy/D), nao é um Ox — mdbdulo livre}.
O resultado a seguir caracteriza as distribuigoes holomorfas localmente livres.

Proposicao 3.14 Seja F uma distribuicao localmente livre de dimensao p sobre uma variedade
complexa M. Entdo existe uma cobertura {Uy}aen por abertos de M tal que, para cada o € A, o0s
campos de vetores Vo 1(x), - -, Vap(z) geram T, F, se x € M\ Sing(F) e, se x € Sing(F), entdo
Va1(T), -+, Vap(x) sdo linearmente dependentes.

Reciprocamente, se existem campos de vetores vy 1(x), -+, vap(x) satisfazendo as condi-¢oes
acima e codim Sing(F) > 2, entao F € uma distribuicao localmente livre.

Antes de provarmos este resultado, precisamos saber que

Teorema 3.15 (da Extensao de Hartogs) Sejam U = A(a,r) e V = A(a,r’) polidiscos com
r’ < r. Entdao todo funcao holomorfa em U —V se estende a uma funcao holomorfa definida em

U.

Demonstracao: Ver [[9, pag. 7]|. n
Demonstragao: (da Proposigao BI4]) Suponhamos que exista tal cobertura por abertos {U,}
para a variedade M e que Uyp = U, NUp # 0. Seja x € Uyp \ Sing(F). Pelo que sabemos de
fibrados, existe tnico isomorfismo linear G,3 € GL(k,C) tal que, para todo i =1,---,k

Vai(x) = Gop(x) - vg;.

Defina a aplicacao
Gag : Uag \ Smg(]:) — GL(]{?, C)

Pelo Teorema de Hartogs, G,z se estende a uma aplicacao definida em todo aberto U,s que, por
abuso de notacao, continuaremos chamando de G5. Entao

Gog : Ung — GL(k,C).

Afirmamos que a aplicagao G satisfaz as condigoes de coclico.
De fato,

(1) Gup(2)Gpa(x) = (Vai)(vs:) H(v5:)(Vai) ™t = I, para todo x € Uyg.

(1) Gap(r)Gpy(2)Gra(®) = (Vo) (V5.:) ™ (v5) (vy,i) " (Uy) (vai) ™ = Ik, para todo x € Usgy.
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E mais, as fungdes de transicao do fibrado T'F sao dadas por (G%;)~". Vamos entao definir o

homomorfismo f : TF — T'M do seguinte modo: para cada «, consideremos a trivializacao local
U, x CF do fibrado T'F dada por

f(ZL', (tl, MRS tk)) = tl'Uml(ZL') + 4 tkva,k(z).

A definicao da aplicacao f concorda com a definicao de aplicacao de fibrados, ja vista no Capitulo
1. Além disso, por definigdo f é injetora, para todo x € M \ Sing(F), e assim, a fibra de T, F, é
levada na fibra T, M.

Reciprocamente, seja F uma distribui¢ao localmente livre. Entao T'F é um fibrado vetorial
de posto k sobre M e f : TF — TM é homomorfismo de fibrados. Considere {U,} cobertura por
abertos trivializadores do fibrado T'F. Sejam {ey,---, e} a base candnica de CF e Sq,i secoes de
TF do aberto U, correspondente, na trivializagao U, x CF. As segdes s,; S80 0s campos v, ; € que
satisfazem (i) e (i7), por construgao. Suponhamos que F seja uma distribuigao localmente livre.
Entao, por defini¢ao, existe um fibrado vetorial T'F de posto p e um homomorfismo f : TF — T M

de fibrados. Considere {U,}aen cobertura por abertos trivializadores de T'F. Sejam {ey,---,e,}
base canonica de C? e, para cada ¢ = 1,---,p, s, a secao de T'F do aberto respectivo aberto U,,.
|

Definicao 3.16 Uma folheagao holomorfa singular de dimensao k em uma variedade com-
plexa M é uma distribuicao TF tal que [TF,TF] C TF.

Proposicao 3.17 Uma folheacao holomorfa F € nao singular se, e somente se, T F ¢ um subfi-
brado do fibrado tangente a variedade M, TM.

3.2 Campos de Pfaff

Nesta secao ©x denota o fibrado tangente a variedade X, que antes estavamos denotando por
TX.

Definicao 3.18 Seja X uma variedade projetiva. Um campo de Pfaff F de posto k sobre X ¢é
uma secao global nao nula do fibrado /\k Ox ® N, onde Ox ¢ o fibrado tangente, N ¢ o fibrado
em retas e 0 < k < n.

Como
k

k
A\ Ox ® N = Hom(, N) = Hom(N*, \ Ox),

podemos ver um Campo de Pfaff como um mapa

k
f]:ZN*—>/\@X

ou uim mapa
* . Ok
SF.QX_)N.
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Definigao 3.19 O conjunto singular de um Campo de Pfaff F ¢
Sing(F) = {z € X;Ex(x) nao € injetiva} = {x € X;x(x) nao é sobrejetora}.

Definicao 3.20 Seja X C P" um subesquema fechado de dimensao maior ou igual ao posto do
Campo de Pfaff F. Dizemos que X € invariante sobre F se X ¢ Sing(F) e eziste um morfismo
de feives ¢ : QF. — N |x tal que o diagrama

&l
Ok |x =N |x

|7

k
QX
comuta.

Finalizamos este capitulo fazendo a seguinte observagao: se aplicarmos o funtor Hom(-, Opn)
no diagrama acima, obtemos o diagrama

N*|x

o

(Qﬁ()* - /\k Ox |x

O diagrama acima nos permite dizer que uma variedade projetiva P" é invariante sobre um
Campo de Pfaff F se a aplicacio £ |x induz uma segao global nao nula de (Q%)* @ N |x.
Utilizaremos fortemente este fato na demonstracao do Teorema referente ao Problema de Poincaré
para Campos de Pfaff.

Toda distribuicao D de dimensao k induz um Campo de Pfaff de dimensao k. De fato, tomando
o determinante do mapa
D— 0 M

obtemos o mapa
k k
e, portanto, uma secao global nr € HO(A" Oy @ (A" D)*).
Se vy, -+, v sao germes de campos holomorfos que geram D localmente em uma vizinhanca

aberta U de M, entao nr |y= v1 A - - Avg. Portanto, toda distribui¢ao induz um Campo de Pfaff
localmente livre. Como exemplo, considere o Campo de Pfaff idecomponivel

0 0
> I /\a—zj.

1<i<j<n

Logo, Campos de Pfaff sao mais gerais que distribuicoes, pois nem todo Campo de Pfaff induz
uma distribuicao.
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Capitulo 4

O Problema de Painlevé para Campos
de Pfaft

Uma das grandes questoes de Painlevé (que ficou conhecida por Problema de Painlevé) é:

E possivel limitar o género da solugcao geral de uma equagao diferencial algébrica em duas
varidveis que tem uma integral primeira racional?

Lins Neto, em [13], construiu uma familia de folheacoes que fornece uma resposta negativa para
a questao. Muitos matematicos tem trabalhado neste problema, como Cerveau, Soares, Carnicer,
Campilo-Olivares, Esteves Kleiman. Em [4], Barros Junior e Jardim deram uma cota para o
genero seccional de uma variedade projetiva nao singular invariante por um Campo de Pfaff.

No que segue, X é uma variedade projetiva nao singular, g(X, Ox (1)) denota o género seccional
de X com respeito ao fibrado em retas Ox (1) = Opn(1) |x.

Teorema 4.1 Seja X uma variedade projetiva nao singular de dimensao m, invariante por um
Campo de Pfaff F de posto k sobre P". Se o fibrado tangente © x ¢é estdvel, entao vale a desigual-
dade

29(X,0(1)) — 2 - deg(F) — k
deg(X) - (m_l)

k—1

+m —1,
para m > k.

Demonstracao: Comecemos observando que se o fibrado tangente O x é estavel, entao o fibrado
/\k Ox é semi-estavel. Além disso, como X é invariante por Campo de Pfaff, entao existe secao
global HO(X, \*©x ® Ox(d — k)) ndo nula, onde d = deg(F).

Sendo o fibrado /\k Ox semi-estavel e sabendo que Ox(d — k) também é semi-estavel, segue
que /\k Ox ® Ox(d— k) é semi-estavel. Na segao 2.4, quando falamos de Fibrados Determinante,
observamos inicialmente que a um fibrado podemos associar um feixe coerente localmente livre.
Vamos considerar o feixe 7 associado ao fibrado A" ©Ox ® Ox(d — k). Assim, A" 0 @ O(d — k) é
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semi-estavel e admite se¢oes holomorfas nao nulas. Entao, pela contra-positiva do Corolério 2.4,
segue que

k
deg(/\ ©x @ Ox(d —k)) > 0. (4.1)

Afirmagcao 1: ¢;(A\"Ox) = ("D ei(Ox).

A prova desta afirmagao sera feita por indugao sobre a dimensao da variedade e o posto do
Campo de Pfaff. Utilizaremos os cédlculos da Classe de Chern do produto exterior.

Suponhamos que os fibrados O e /\k Oy sejam decomponiveis. A Classe de Chern total de
A" ©x é dada por

k
cNox)= [l 4wz +z,+-+a,).
1<t << <m

Suponhamos que k& = 2. Vamos usar inducao sobre m com k fixado.
(i) Se m = 2, entao nada hé para se fazer.
(77) Suponhamos m = 3. Temos

c(/\ Ox) = H (I+xy +xi,) =1 +x1+22) (1 + 21 + 23)(1 + 29 + 3).

1<i1<i2<3
Para termos a primeira Classe de Chern devemos considerar apenas os termos com exponte 1

no produto acima, ou seja,

k
a(\Ox) = (1+221 + 2 +23)(1+ 22 + 73) = L + 221 + 205 + 25

- G)cl(ex) = (2 } Dcl(Gx)-

(ili) Suponhamos m = 4. A Classe de Chern total é dada por

c(/\@x) = H (14 2z, + x4y)

1<ii<io<4

= (1 + 1+ 1’2)(1 + 1+ 1'3)(1 + 1z + 1’4)(1 + 29 + 1’3)(1 + o + 1'4)(1 + 3+ 1’4).

Considerando os termos de poténcia 1, a primeira Classe de Chern é dada por

Cl(/\ @X) =

(1+25L’1 +LL’2+SL’3)(1+SL’1 +LL’2—|—SL’3+LL’4)(1+LL’2+SL’3+25L’4)
(1+25L’1 +LL’2+SL’3)(1+SL’1 +25L’2+25L’3+3LL’4) :1—|—3LL’1 —|—3LL’2—|—3LL’3—|—3LL’4

- (i’) ¢1(Ox) = <;l B D c1(Ox).
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Suponhamos, por hipétese de inducao, que o resultado seja vélido para m = n, ou seja,

2

alNex = (57} )alex).

(iv) Seja m = n + 1. Temos

c(/\@X) = H (14 2y +24,)

1<i1<ia<n+1

= I O+wten)+ Qo o) (L o+ 2a)

1<ii<ia<n

= J] Q4w +z)+ [] @+ +za).

1<iy <ia<n 1<i1<n

Assim, usando a hipdtese de indugao na primeira parcela da soma acima, temos

a(Nex) = ] (+ag+z)+ [ O+ +z00)

1<iy <ia<n 1<i1<n

n—1
= (2_1)01(®X)+(1+x1+x2+~-~+xn+nxn+1)
= n—1)(@1+z+-+a,)+ A+ +22+ -+ 25 + NTpp1)

n
= 1l4+nzy+nre+- - +nx, +nr, 1 = (2 B l)cl(@x).

Agora vamos considerar k = 3.
(i) Suponhamos m = 4, pois se m = 3 nada ha para se fazer. Temos

o(Nox) = I Q+ay+a,+a)

1<i1<i9<4

= JI 4otz tas)(d+a+ 22+ )L+ 21 + 23+ 24)

1<i1 <24

(1‘|‘{L’2+ZL'3—|—[L’4).

3
al(\Ox) = (1+221+ 215 + 25+ 24) (1 + 21 + 2 + 205 + 214)

o 1) c1(Ox).

= 14321 + 322+ 323 + 324 = <3 ]

(il) Suponhamos m = 5. Temos
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c(/\@X) = H (1 4+, + x4y + i)

1<i1<i2<5
= (I4+xm+ootas)(1+x+ 22+ 24) (1 + 21 + 22+ 25)(1 + 21 + 23 + 24)
(I4+x1 4+ 23+ a5)(1+ 21+ 24 +25) (1 + 20 + 23 + 24) (1 + 29 + 23 + 5)
(I+ a9+ 24+ 25)(1 + 23+ 24 + T5)
5—1

= 1+ 65(71 + 61’2 + 61’3 + 61’4 + 61’5 = (3 _ 1)01(@x>.
Suponhamos que o resultado seja valido para m = n, ou seja,

3

(N Ox) = (g‘:i)q(@ﬂ-

(iii) Suponha m =n + 1. Temos

c(\Ox) = ] 4z +a,+a,)+Q+z+a+z) L+ + 23+ T0p0) -

1<i1 <ia<n
"'(1"‘1’1+l’n+l’n+1)(1—|—SL’2+$3+l’n+1)(1+$2+l’4+$n+1)"'
(I+ 2+ 20+ Tpga) - (L + Tnoy + Tn + Tpga).

Usando a hipotese de indugao, segue

3
-1
01(/\@X) = (n2 )cl(@x)+1+(n—1)(:171+x2+x+3+---+xn+xn+1)

-1 2n — 2
= (n )cl(@x)+1+ 5 (T1+ 22+ 2 +3+ -+ Ty + Tpya)

2
n? —3n+2
= 1+f(z1+x2+x+3+---+xn+xn+1)+
2n — 2
+— (w1 + 2o+ 2 +3 4+ Ty + Tpya)
Z-n n
= 1 (x14+20+2+3+ -+, +Tp41) = ) 1 (Ox).

Suponha que o resultado seja valido para k < a. Vamos mostrar que o resultado para k = a,
arbitrario. Como m > k, consideremos m = a + n.
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(i) Se n =1, entdao m = a + 1 e temos
c(\Nex)= [] (4o, +a,+a,++a,, +,)
1<i1 <io<a+1

Observe que os a + 1 indices devem ser dispostos entre os a z.s, o que nos da (“Zl) = a parcelas.
Tirando somente os termos de ordem 1, pelo que observamos nos casos anteriores, temos

a+1-—1
a—1

a(Aox)=a-aon = (71T aen

Suponhamos que vale para m = a + n. Assim,

Cl(A@X): (a—i—n—l)Cl(@X): (a+n—1)(a+n—2)...(a+1)a.

a—1 n!
Tome m = a+n-+1 e observe que no produtério I1 (I4zi, +zi+xi+- 24, +24,)
1<i1 <io<n+a+1
temos
a+n+1\ (a+n+1)(a+tn)(a+n—1)---(a+1)
a B (n+1)!

parcelas. Fazendo o produto destas parcelas e tirando somente os termos de ordem 1, obtemos

Cl(/\@X) (a+n—-1)(a+n—2)---(a+1)a

_ " c1(Ox) +
a+1 (a+n—1)(a+n—-2)-(a+1a(a—1)
+1+; (n+1)! .
_(admatn-1)(atha o fatn
- (n+1)! (Ox) = (a— 1)61(@)()’

o que completa a prova da Afirmacao 1. Por outro lado, sabemos que
c1(Ox) = ci1(det Ox) = —c1(det OF). (4.2)
Além disso, por hipétese, Kx ¢é o divisor tal que
c1(Kx) = c1(det ©%). (4.3)

Usando as Equacoes (1) e (£2) na Afirmacao 1, teremos

a(Nex) (72 atrn =
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m—1

= cl(/\@x) Aa(O@)" ! = _<k 1

) Cl(Kx) VAN (O(l))n_l
Portanto,

k

m—1
deg(/\ Ox) = _<k: _ 1>d69(KX)-
Considere a diferenca

(29(X, Ox(1)) —2) - [W T (m— 1)Ox(1)| Ox (1),
k—1

Na se¢ao 2.6 vimos que
29(X, Ox(1)) = 2 = (Kx + (m — 1)Ox (1) Ox (1),
Substituindo esta equagao na diferenga acima, fica
Ox(d — k)
7
(i)

7_)] Ox(l)m_l = — [—KX +

KxOx ()™ +(m —1)O0x(1)™ — Ox ()™t — (m — 1)Ox(1)™ =

Ox(d-H)
(i)
_ [deg(/k\ Ox) + deg(Ox(d — k;))] _ _deg(/\k Ox ® Ox(d—k)) “0

(7)) (7)) T

] Ox(l)m_l =

Assim, temos

Ox(d— k)

)

29(X, Ox(1)) =2 < [ T (m - 1><9X<1>] Ox (1),

Mas,

Ox(d —k)

(r))

d—k

LOx ()™ 4 (m — DOX (1) = Ox (1)" [ +(m— 1>] _

deg(F)

:mmuy[ 44m—nl

Portanto,
20(X.05(1) =2 _deg(F)—k

lgX) = (g
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Apresentaremos agora algumas consequéncia deste resultado.

Definigcao 4.2 Uma variedade projetiva nao singular é Fano se o grau do seu fibrado canonico
Kx € negativo. Se tivermos deg(Kx) = 0, entao dizemos que a variedade X ¢é Calabi-Yau.

Observacao 4.3 As variedades Fano e Calabi-Yau possuem fibrado tangente estdvel.

Corolario 6 Sejam X wariedade Fano nao singular com nimero de Picard 1, invariante sob um
Campo de Pfaff F de posto k = dim X, e Ox(1) := Ki'. Entdo

degp1(X) < K*(deg(F) +2)%,
onde degK;(l(X) ¢ o grau da variedade X .
Demonstracao: Nas hipoteses do corolario, temos
29(X, Kx') =2 = (k - 2)deg;1(X).

Substituindo esta igualdade no Teorema 4.1 encontramos

k < deg(F)+ 1.
Por outro lado, segue de [I§] que

dX)<k+1 e deggpa(X) < (d(X)k)",

onde d(X) é o menor inteiro positivo para o qual a variedade X pode ser coberta por curvas
racionais de grau no maximo d. Portanto,

deg(X) < (d(X)k)* < kF(k+ DF < kF(deg(F) + 2)%.
]

Corolario 7 Se X ¢ uma variedade Calabi-Yau (ou seja, Kx = 0) e invariante sob um Campo
de Pfaff F, entao rk(F) < deg(F).

Demonstracao: Como X ¢é uma variedade Calabi-Yau, entao Kx = 0. Pelo Corolario [6] temos
29(X) —2=0.
Pelo Teorema 4.1,

deg(X) (%—I—m—l) >0

k—1

e, dai,
k<d & rk(F)<deg(F).
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Teorema 4.4 Seja X C P" uma variedade projetiva Gorestein nao singular em codimensao 1,
wnvariante por um Campo de Pfaff de posto igual a dimensao de X. Entao
29(X, O0x(1)) —2
deg(X)

< deg(F) — 1.

Demonstracao: Seja X C P" variedade Gorenstein com dimensao k tal que (Sing(X), X) > 2.
Entao o dual do feixe canonico, w, é localmente livre e, em particular, reflexivo. Além disso, w
é normal.

Por hipétese, X é invariante por um Campo de Pfaff. Entao sabemos que existe secao global
nao nula nr € H°((Q%) ® Ox(d — k)), onde d e k sdo o grau e o posto do Campo de Pfaff F,
respectivamente. Considere a restricao nr |x,, em que Xy := X — Sing(X), e o mapa canonico
vx 1 Q% — wy. O mapa

’5/} = ’73} ® 1OX(d—k) : w}} (%9 Ox(d — k‘) — (Q])g()* X Ox(d — k’)
¢ um isomorfismo quando restrito a X,. Assim,
Vx |x0 (nF0) € H(Xo, wk ® Ox(d — k) |x,)-

Como o feixe w¥ ¢é normal, segue que também ¢é normal o feixe wi ® Ox (d — k). Logo, a se¢ao
acima se estende a uma segao global de wi ® Ox(d — k). Mas X ¢é invariante por um Campo de
Pfaff, entdo por definigaio H°(X,w ® Ox(d — k)) # {0} e, usando a contra-positiva do corolario
2.4, segue que deg(wk ® Ox(d—k)) > 0.

Seja Kx o divisor tal que Ox(Kx) = wx.Considere a diferenca

(29(X, 0x(1)) = 2) = [Ox(d = k) + (k = 1)Ox(1)] - Ox(1)*". (4.5)
Sabemos, da secao 2.6 do Capitulo 2 que
29(X, Ox(1)) =2 = (Kx + (k — 1)Ox(1))Ox (1)* .
Substituindo esta equacao na Equacao L5 temos

(Kx + (k—1)0x(1))Ox(1)" ' = [Ox(d — k) + (k — 1)Ox(1)]Ox (1) " =

= —(Kx'+ Ox(d - k))Ox(1)fF! = — deg(wy ® Ox(d —k)) < 0.

Portanto,
29(X,0x) =2 < (d—k+k—1)Ox(1)"
e temos ) (X o ) )
g y VX ) T
<d —1
G eg(F)
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Apeéendice A

Algebra Multilinear

Nesta secao vamos tratar de alguns conceitos algébricos simples e que nos dao suporte para os
calculos que fazemos neste trabalho. As demonstragoes contidas ao longo deste apéndice podem
ser dadas utilizando a definicao mais alguns com calculos simples, logo elas serao omitidas.

Aplicacoes multilineares e tensores
Definicao A.1 Sejam Vi,---, V., W espacos vetoriais sobre C. Uma aplicacao
F:Vix---xV.—W

¢ r-linear se ela satisfaz a igualdade

F(Ula"'avi—l+Auiavi+1a"'avr) :F('Uly"'aviyvi-i-la”')vr)+)\F(Ula"'auiavi+17”'

para cada 1 < i <r, para todo A € C e quaisquer v;, u; € V;.
Em cada varidvel, a aplicagao F' € dita linear.

O exemplo mais simples de aplicacao multilinear é a funcao determinante.

Exemplo A.2 Sejam vy,---,v, € C" e considere a matrizn xn A = [vy, -+, v,].
A aplicacao
det : C"x...xC" — C
(v, - v,) = det([vr, -+, v,])

€ uma aplicacao n-linear.
Isso seque do fato que

detA = Z(_]‘)H_]UUAU’
j=1

, 0r),

onde A;; € o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) eliminando a linha i e a coluna j.
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Definigao A.3 Sejam V um espago vetorial de dimensdo n +1 e B = {e;}!1] uma base de V.
Definimos o produto vetorial por

A VxeoxV — V
(Ula e Un) — Z?:ll(—l)i-i_ldet(Ai)ei,

onde A; € a matriz obtida eliminando a i-ésima linha da matriz (a;;) de ordem (n + 1) x n.

A aplicacao produto vetorial é uma aplicacao n-linear pelo modo como foi construida, ja que
a fungao determinante é n-linear, pelo exemplo anterior.

Notacgoes:
(01) A(v1,---,05) =v1 Avg A--- Ay,
(02) L(V} x -+ x V,; W) é o espago das aplicagoes r-lineares de V; x -+ X V. em W.
(03) Quando V; =V para todo i = 1,---,r, o espaco das aplicagoes r-lineares de V; x --- x V,
em W é denotado por L,.(V;W).
Sejam F,G € L(V} x -+ x V,;W) e X € C. Defina
+ 0 LOVix oo X VW)X LV x - x Vi, W) — L(VE X=XV, W)
(FaG) = F(Ula"'avn)+G(Ula"'>vn)

CxLWVyx--xVuW) = L(Vix--x VW)
(N, F) = (AE) (vg, - 0) = AE (vg, -+, 0p).

Com essas operagoes, L(V} X - -+ x V,; W) tem estrutura de espago vetorial sobre C.

Definigao A.4 Definimos o produto tensorial de s funcionais lineares F; € L(V;;C), para
1=1,---,5 sendo a aplicacdo s-linear

e --F : Vix---xV, —- C
(’Ul,"',’US) — Fl(Ul) ---- FS(US).

Da definigao anterior, podemos ver que F; ® --- ® Fy é um elemento de £(V] x --- x V;C).
Além disso, o produto tensorial de funcionais lineares resulta em aplicagoes multilineares de espacos
vetoriais sobre C.

Proposicao A.5 Sejam 8 = {e1, - -,e,} e 5% = {e],---, e’} bases ordenadas de V e V*, res-
pectivamente. As formas r-lineares €, @ --- @ €; formam uma base para L.(V;C), para toda
sequéncia de inteiros (iy,-+-,i,), comix € {1,---,n} ek=1--- r,

Podemos definir outros tipos de produto tensorial, como veremos.
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Definicao A.6 Seja E um espago vetorial sobre C e E* seu dual. Uma aplicagao multilinear de

E><E><~-~><Li><§*><~-~><Ei

p—UVEZES q—vezes

em C é chamada de tensor p-covariante, g-contravariante.

Definicao A.7 Seja T : E™ — F™ uma aplicagao linear. Se w € L.(F) é uma p-forma multilin-
ear, entao T induz uma p-forma em E (chamada pull-back) dada por

T*(w)(ey, -, e,) =w(Tey, -, Tey,).

Formas Exteriores

Vamos agora introduzir um conceito particularmente importante neste trabalho: as formas exteri-
ores. Aqui, 8, denota o grupo de permutacoes do conjunto {1,---,p} e €(s) o sinal da permutagao
de &,,.

Seja w € L,(F). Uma permutacao s € &, induz uma forma p-linear do seguinte modo
sow:(er, -, en) = wW(€s), s Esn)),
de maneira que cada permutacao s € &, induz um automorfismo de £,(E) dado por

T, + L,(E) — L,(F)

w = sow,

e valem
Idow=w e (sot)ow =so(tow).

De fato.
Observe que

Ker(T;) = {weLy,(E);sow=1d} ={we L,(E):wlesu, -, esm)}
= {Id}.

Assim, vemos que T é uma aplicacao linear injetiva entre espagos de mesma dimensao, ou
seja, T é um isomorfismo linear. Portanto, T define, de fato, um automorfismo.

Definicao A.8 Uma p-forma linear w € L,(E) é dita antissimétrica ou simplesmente, forma
exterior de grau p se sow = €(s)w, para todo s € &,. Denotamos por \' E o subespago vetorial
de L,(E) de todas as p-formas exteriores.

Um exemplo canonico de forma antissimétrica é a fungao determinante.
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Definimos o operador antissimetrizacao por

A L,(E) - N'E
w = Aw)= > €(s)sow.

s€86,

Sobre este operador, seguem os resultados.

Proposigao A.9 Seja w € L,(E) uma p-forma multilinear. Valem:
(i) A(w) € antissimétrica;
(i1) sew e \'E, entio A(w) = plw.

Lema A.10 Sejam w € L,(F), v € L,(F) eT : E— F uma aplicagdo linear. Entdo
(1) T*(A(w)) = A(T"w);
(i) T*(w@v) =T"(w) @T*(v).

Proposigao A.11 Sejam w € L,(E) ev € L (E). Entdo
(i) A(A(w) @ v) = plA(w @ v);
(1) A(w® A(v)) = ¢! A(w ® v);

(1ii) A(w @ v) = (—1)PA(v @ w).

Produto Exterior

Definicao A.12 Sejam w e v p-forma e q-forma exteriores, respectivamente sobre um C-espaco
vetorial E. Definimos o produto exterior de w com v por

1
w/\v:]Tq!A(v@w).

Observacao A.13 Da definicdo dada acima, podemos fazer as sequintes observacoes:

(a) Sewe N\E eve \'E, entdo

(W/\U)(el,"',ep+1) = Z <_1)i_1v(ei)w(el7”'7ei—17é\i7ei+17”'76p+1>-
1<i<p+1

(b) Podemos definir uma aplicagdo, chamada produto exterior, por

At NExNE — ANTE
(v, w) = WA,

comw € NPE ev € NE. E possivel mostrar que esta aplicagao € bilinear, devido a
distributividade do produto tensorial em relacao a soma.
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Proposicao A.14 O produto exterior goza das sequintes propriedades:
(i) Anti-comutatividade: w A v = (—1)P70 A\ w;

(i1) Associatividade: w A (vAB) = (wAv)AB, para quaisquer w € A" E,ve N'"E e e \' E.

Proposicao A.15 Sejam E um espago vetorial complezo e E* seu dual. Se wy,---,w, € E* e
vy, -0,V € B, entao
wy A ANwy - (v, -, vp) = det [w;(v))],

pCLTCLi,j = 17"'7p

Definicao A.16 Uma p-forma exterior o sobre um espago vetorial E é dita decomponivel se
existem formas lineares wy, - - -, w, € E* tais que:

a=wy Nwg N\ - Nwp.

O resultado seguinte nos diz que toda p-forma exterior pode ser escrita como combinacao linear
de p-formas decomponiveis.

Proposicao A.17 Sejam 8 = {vq,- -, v,} uma base para o C-espago vetorial E e f* = {vy, -+, vi}
base do seu dual E*. Entao

/\B (v, Ao Al i1 <ip <o < <)

forma uma base para o espago das p-formas \'E

Como dissemos anteriormente, a Proposicao [A.17 nos afirma que toda p-forma exterior é dada
como combinac¢ao de p-formas decomponiveis. Assim, se a € A" E, entao existem funcionais
fir, -+, fi, € C tais que

a= Z oo fo vl Ao AL

1<iy <--<ip<n

Algebra de Grasmann

Seja E um C-espaco vetorial de dimensao n. Pelo que discutimos ao longo dessa secao,
2 n
NE=CeEsc \Eo --o \E
n!

tem, naturalmente, estrutura de espago vetorial complexo com dimensao dime¢ (A E) = > T =
2",

i=
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Observe que se 2 € A\ E, entao
Q=wo+wi+ -+ wn,
onde w; € \'E parai=0,1,---,n.
Vamos definir uma operagao produto sobre o espago vetorial A\ E do seguinte modo:
- NExXANE — AE
(Q,0) — -0,
onde Q= > w;e©®©=> 6.
i=0 i=0
Dali,

Q-0 = (wtwi+-Fw)AOo+b6+---+6,)
= w090+(w091+w190)+(w06’2+w1/\91+w290)+---

r=0 i+j=r

Por defini¢ao, /A E é uma dlgebra graduada, anti-comutativa (pela defini¢ao do produto exte-
rior), associativa (por definicdo do operador A) e com unidade, pois

(wotwi+ 4w ) AAL+0+--4+0)=wo- 1+ (wo-0+wy - 1)+ =wg+wi + -+ wy.

O produto acima definido nos mostra que A £ é uma Algebra de Grasmann. E mais,
(NE)- (N E)c N7 E, ou seja, \ E é uma dlgebra graduada.
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Apeéendice B

Funtor Derivado

As demonstragoes omitidas neste apéndice podem ser encontradas em [10].

Definicao B.1 Uma categoria abeliana ¢ uma categoria U onde quaisquer dois objetos A, B €
Ob(U), Hom(A, B) tem estrutura de grupo abeliano e a composicio de morfismos € linear. Além
disso, existe soma direta finita definida, todo morfismo tem um nicleo e co-nicleo, todo monomor-
fismo € o nicleo do seu co-nicleo, todo epimorfismo € o co-nicleo do seu nicleo e todo morfismo
pode ser fatorado em um epimorfismo e um monomorfismo.

Exemplo B.2 A categoria dos grupos abelianos e a categoria dos feixes de grupo abelianos sobre
um espaco topologico X sdao categorias abelianas.

Definicao B.3 (01) Um complexo A’ em uma categoria abeliana U € uma cole¢ao de objetos
A' para cada i € Z e morfismos d' : A® — A tal que, para todo i € Z

di+1 o dz — 0’
(02) Um morfismo de complexos f : A" — B’ é um conjunto de morfismos f*: A® — B que
comutam com d*;

(03) O i-ésimo objeto cohomologia h'(A’) de um complezo A’ é definido por

-, Kerd'
R P

Seja f : A’ — B’ um morfismo de complexos. Entao, por definicao de morfismo de complexo,
segue que f induz uma aplicacao entre os i-ésimos objetos cohomologia

Ri(F) : (A = hi(B).

Uma pergunta natural que surge é: dois morfismos de complexos podem induzir o mesmo
morfismo entre os respetivos i-ésimos objetos cohomologia? Veremos que sob certas condigoes a
resposta desta pergunta é afirmativa.
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Definicao B.4 Dois morfismos de complexos f,qg : A’ — B’ sao ditos homotépicos, e denota-
mos por f ~ g, se existe uma colecao de morfismos

k,i . Ali N B/i_l,

para cada t € Z, tal que
f—g=dk+ kd.

Observagao B.5 A colecio de morfismos homotdpicos k = (k') é chamada operador homo-
topia.

Deﬁnigéo 'B.6 Dizemos que dois morfismos de complexos f e g induzem o mesmo morfismo
h'(A") — h'(B') se f ~g.

Agora considere a sequéncia exata curta de complexos

0—A"— B —C —0.
Do fato de a sequéncia acima ser exata, esta bem definida a aplicacao natural
5RO — A
que nos permite construir uma sequéncia exata longa de i-ésimos objetos cohomologia
oo BI(A) — WY(B') — W(C") =S5 hHNAY) — -

Definicao B.7 Um funtor covariante F' : U — B entre categorias abelianas € dito funtor aditivo
se, para quaisquer dois objetos A, A" € U, o mapa

Hom(A, A"y = Hom(FA, FA")
¢ um homomorfismo de grupos abelianos.

Para obtermos alguns resultados, precisamos do conceito de funtor covariante exato a esquerda
e a direita.

Definicao B.8 O funtor covariante F': U — B ¢é exato a esquerda se ele é um funtor aditivo
e, para toda sequéncia exata curta de compleros em U

0— A —A—A"—0
tivermos a sequéncia exata curta em B

0— FA — FA — FA".
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Se podemos escrever
FA — FA— FA" — 0,

entdo dizemos que a sequéncia ¢ exata a direita.

Uma sequéncia exata a direita e a esquerda é dita simplesmente sequéncia exata. Se a parte
do meio da sequéncia for exata, entao dizemos que a sequéncia é uma sequéncia exata no meio.

Observacao B.9 Toda a discusao que tivemos também € vdlida para funtores contra-variantes.

O exemplo a seguir serd particularmente ttil em nossos estudos.

Exemplo B.10 Sejam U uma categoria abeliana e A um objeto em U fixado. O funtor
Fi: B — Hom(A, B),

denotado por Hom(A,-) é um funtor covariante exato a direita.
Jd o funtor
Fy:Hom(B,A) — B,

denotado por Hom(-, A) é um funtor contra-variante exato a esquerda.

Definicao B.11 Um objeto I na categoria abeliana U é injetivo se o funtor contra-variante exato
a esquerda Hom(-,I) é exato. Jd uma resolugao injetiva de um objeto A € U é um complexo
I’ junto com um morfismo € : A — I° tal que, para cada i > 0, I é um objeto injetivo de U e a
SEqUENCLa

0—A—1"—T1" — ...

¢ exata.

E importante sabermos também que se todo objeto U é isomorfo a um sub-objeto de um objeto
injetivo de U, entao dizemos que U tem injegoes suficientes. E, neste cado, todo objeto tem
uma resolucao injetiva.

Depois de tais definicoes e discussao, vamos definir o objeto central desta secao: funtor
derivado. Definiremos e daremos alguns resultados para funtores derivado a direita, mas para
os funtores derivados a esquerda os resultados sao andlogos. Optamos assim pois, quando estiver-
mos falando de feize Ext, utilizaremos funtores derivados a direita.

Definicao B.12 Sejam U uma categoria abeliana com injecoes suficientes e F' : U — B um funtor
covariante exato a esquerda. Para cada objeto injetivo A C U, tome uma resolu¢ao injetiva I’ de
A. O funtor derivado a direita, denotado por R'F € definido por

RF(A) = B(F(I')).
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Teorema B.13 Sejam U uma categoria abeliana com inje¢oes suficientes e F': U — B um funtor
covariante exato a esquerda entre categorias abelianas. Entao

(a) Para cada i >0, R'F é um funtor aditivo de U em B e independe da escolha das resolugoes
mjetivas.

(b) Existe um isomorfismo natural F = R°F.
(¢) Para cada sequéncia exata curta
0— A —A—A"—0

e cada i > 0, existe um morfismo natural 5" : R'F(A") — R F(A’) que nos dd a sequéncia
exata longa

i, — R'F(A') — R'F(A) — R'F(A") -5 RHF(A') — R F(A) — 0.
(d) Dado um morfismo de sequéncias exatas como as de (¢) em outra, digamos,

0— B — B— B"—0,

!z . .
os morfismos 6 's definem um diagrama comutativo

RiF(A//) I Ri—l—lF(A/)

| |

RZF(B//) o Ri+1F(B/)
(e) Para cada objeto injetivo I da categoria e i > 0, temos R'F(I) = 0.

Definicao B.14 Seja F' : U — B um funtor covariante exato a esquerda entre categorias abelianas.
Dizemos que J € U é objeto aciclico se R'F(J) = 0.

A condi¢ao (e) do Teorema [B.13 mede o quanto o objeto deixa de ser injetivo. Ja a definigao
anterior nos diz o quanto a sequéncia de complexos deixa de ser exata.

Proposicao B.15 Sejam U uma categoria abeliana com injecoes suficientes e F' - U — B um

funtor covariante exato a esquerda entre categorias abelianas. Suponha que exista uma sequéncia
exata

0—A—J —Jh — ...

Y

onde J* sdo objetos aciclicos para F e i > 0. Entdo, para cada i > 0, existe um isomorfismo
natural

R'F(A) =2 h(F(J)).
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Definicao B.16 SejamU e B categorias abelianas. Um j-funtor (covariante) delUd em B é uma
colegio de funtores T = (T%);>0, com um morfismo &' : T*(A") — T (A") para cada sequéncia
erata curta

0— A —A— A" —0,

tal que

(a) para i >0 e toda sequéncia exata curta acima, existe uma sequéncia exata longa
0 —s TO(A") — T°(A) — TOA") B THA) — - — THA) —> - -

(b) para cada morfismo de uma sequéncia exata curta como acima em outra 0 — B’ — B —
B" — 0, os funtores §" fazem o diagrama abaixo comutar

Ti(A") — T (A')

| |

Ti(B") —= T™(B')

Definicao B.17 O 6-funtor T = (T*) : U — B ¢ universal se, dados outro 6-funtor T" = T" :
U — B e outro morfismo de funtores fO : T° — T'O, existe wma tnica sequéncia de morfismos
fi:T" = T para cadai >0, o qual comuta com & para cada sequéncia exata curta.

Pela definicao anterior e a Defini¢ao [B.16 segue que o funtor derivado satisfaz a condicao
universal.

Definicao B.18 Um funtor aditivo F': U — B € anulado se, para cada objeto A € U, existe um
monomorfismo u : A — M tal que F(u) = 0, para algum M. Se, para cada A e algum P, existe
um epimorfismo u : P — A com F(u) =0, entdo o funtor F': U — B € dito co-anulado.

Teorema B.19 Seja T = (T%);>0 um d-funtor covariante de U em B. Se para cada i > 0, T" é
anulado, entao T € universal.
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Apeéendice C
Localizacao

Esta secao nos auxilia na compreensao das subsecoes 2.1.1 e 2.1.2. As demonstragdes podem ser
encontradas em [17].

Definicao C.1 Seja A um anel. Um subconjunto S do anel A é dito subconjunto multiplica-
tivo de A se

(i) 1€ S e
(11) se a,b e S, entio ab € S.
Seja S um subconjunto multiplicativo de A nao contendo 0 e considere
M={JCA ideal; J & S} ={J C A ideal;1 & J}.

Como J ¢ ideal e nao esta contido em S, segue que 0 € M. Assim, M é um conjunto nao vazio e
ordenado pela inclusao de conjuntos e, pelo Lema de Zorn, tem elemento maximal. Vamos mostrar
que este elemento maximal é um ideal primo P € M, utilizando a negacao da definicao de ser
ideal primo.
Sejamz € Pey ¢ P. Entao Ax+ P =S e Ay+ P =S. Ou seja, existem a,a’ € Aes, s €S
tais que
ax = S (mod P) e a'y=s (mod P).

Logo,
ara'y = ss' (mod P) & Arxy—S=0P

e s’ € S, pois 5,8 € S e S é sistema multiplicativo. Consequentemente, ss’ € P e, dai, zy & P,
o que mostra que P é ideal primo.

Um elemento maximal do conjunto M é chamado ideal maximal com respeito ao conjunto
multiplicativo S.
Dos fatos acima obtemos algumas consequéncias:

(i) Se S é um subconjunto multiplicativo de um anel A e 0 ¢ S, entdo existe um ideal primo P
do anel A com PN S = 0.
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(ii) O conjunto dos elementos nilpotentes de um anel comutativo A,
Nil(A) = {a € A;a™ =0, para algumn > 0},
é a intersecao de todos os ideais primos de A.

(iii) Seja A um anel e J ideal préprio de A. O radical do ideal J, chamado ideal radical, é a
intersecao de todos os ideais primos de A, contendo J.

Definicao C.2 Seja S um subconjunto multiplicativo do anel A. Chamamos localizagao do anel
A com respeito ao sistema multiplicativo S, e denotamos por ST'A, ao anel

S_IA:{g;aeAeseS},
s
onde

—-=— & §'(da—sd)=0,

para algum s" € S e a multiplicacdo e adicio sao as do anel A. Além disso, ST'A tem estrutura
de A-dlgebra.

A A-dlgebra S7'A tem a propriedade universal: se f : A — B é um homomorfismo de anéis
tal que as imagens dos elementos de S sao invertiveis em B, entao existe um tinico homomorfismo
fs:S™'A — Btal que f = fgo o, onde ¢ : A — ST'A, ou seja, o diagrama

é comutativo.
Considere a aplicagao

Observe que ¢ é um homomorfismo, pois

ab a
gp(ab):T:I-

Além disso,
v
1 s
= {a € A;sa =0 para algum s € S} = {0}.

Ker(p) = {aeA;%zo}:{aeA;g: ,paraalgumseS}

O homomorfismo ¢ induz um homomorfismo de espectros
¥ Spec(STHA)) — Spec(A).
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Sejam S um subconjunto multiplicativo do anel comutativo A e M um A-médulo. O conjunto

S™HM) = {%,x € M,se S}
¢ um S~ A-médulo, devido & definicao de soma e produto usual e do fato de S™'A ser médulo.
Proposicao C.3 Nas condigoes acima, existe um isomorfismo natural
STIM =S TA®, M.
Corolario 8 Sejam M e N A-mdodulos. Entao
S™THM @4 N) = (S7'M) ®@g-14 (S'N).
Além disso, um A-mddulo M tem uma representacao finita se existe uma sequéncia exata da forma
A" — A" — M — 0

e, neste caso,

S HHoma(M,N)) = Homg-1,(S™'M,S™'N).
Um resultado importante no estudo de localizagcao é o seguinte

Lema C.4 (de Nakayama:) Sejam A um anel comutativo, M um A-mddulo e I um ideal de A.
Se IM = M, entao existe um elemento a € A da forma

a=14z 2l

tal que AM = 0. Além disso, se I C rad(A), entao M = 0.
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Apeéendice D
Limite Direto

Destinamos esta secao para falar sobre limite direto, que foi um termo utilizando em nosso trabalho.

Definicao D.1 Para cada ¢ € N, considere A; grupos abelianos e mapas p;; : Ay — A;, sempre
que 1 < j, satisfazendo

(i) pi =14, e
(ii) i = 1. 0 pij, sei < j < k.

O congunto {A;, p;;} € chamado sistema direto de grupos.

Sejam
M = @ Ai;

onde A; sao grupos abelianos e N subgrupo gerado por elementos do tipo a — ¢;j(a), para todo
a € A; ei <j. A composicao natural dos mapas

Ay — M — M/N
descreve a propriedade do limite direto.

Definicao D.2 O limite direto de grupos abelianos, denotado por lim A;, para cada i, satisfaz
_>

a propriedade universal: seja p; : A; — L um homomorfismo de grupos abelianos satisfazendo
i = ;0 wi;, para i < j; se existe um grupo C' com um mapa 7; : A; — C' tal que 7, = Tj 0 @;,
para i < j, entdo existe unico homomorfismo de grupos T : L — C' que faz o diagrama abaizo
comutar.

AiLL

1/

C
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Passemos a algumas propriedades do limite direto.

Sejam {A;, ;;} um sistema direto de grupos e pares (4;, a;), com a; € A;. Considere a relagao
~ dada por

“(A;,a;) ~ (Aj,a;) se existe k >4, j com @(a;) = pjr(a;)”.

Em outras palavras, dizemos que dois pares se relacionam se existe uma aplicacao que leva
a; em a;. E de facil verificacao que ~ é uma relagao de equivaléncia. Denotamos as classes de
equivaléncia por [4;, a;).

Seja GG o conjunto das classes de equivaléncia e defina, para k > i, j,

+ Gx@d — G
([Ai, ail, [Aj, a5]) = [Aiy ail + [45, a5] = [Ak, pin(ai) + pjr(ay)]-

Esta aplicagdo estd bem definida pela relacao ~. Além disso, G tem estrutura de grupo
abeliano com esta operacao.

Definamos agora o homomorfismo

g; Az — G
a; [Ai,ai]

tal que, se 0;(vij(a;)) = [Aj, pij(a;)], entdo o; = g, 0 @;;, para todo i < j.

Seja B grupo abeliano e suponha que, para cada ¢ existe um homomorfismo de grupos abelianos
7, A; = B, tal que 7, = 7; 0 ¢;;, para i < j.

Defina
T G — B
[Ai7 a] — Ti(ai).
Se [A;, a;] = [A;, a;], entdo por defini¢ao existem k > i, j e aplicacoes ik, ;i tais que @i (a;) =

w;r(a;) e, assim,

7i(a;) = T(pin(ai)) = Te(er(ay)) = 75(a;)
e a aplicacao 7 esta bem definida. Além disso, pelo modo como foi construida, 7 é um homomor-
fismo de grupos e satisfaz 7, = 7 0 0;.

Seja 7" : G — B outro homomorfismo de grupos satisfazendo 7; = 7’ o ;. Assim,
T ([Ai, @) = 7'(0i(a;) = 7i(a;) = 7([Ai, ail).

Dai, podemos ver que G satisfaz as propriedades de limite direto.
Como percebemos, os mapas ¢; induzem um unico homomorfismo

o:limA;, — G
_>
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com o; = o0 o p; para cada i. Analogamente, como G satisfaz a propriedade universal, temos
induzido o mapa

7:G — lim A;
—
o qual satisfaz p; = 7 0 g;. Além disso,

cor:G—=G
é tal que 0; = (0 07) 0 ;.
Por outro lado, Idg : G — G também satisfaz o; = Idg o ;. Pela unicidade da propriedade
universal, concluimos que o o7 = Idg.
Com raciocinio analogo, concluimos que o o 7 = Idjyy, 4,. Portanto,
o:lmA;, - G
_>

é um isomorfismo. Ou seja, construimos um conjunto que tem a propriedade do limite direto.
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