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RESUMO

FIDELIS, Michele Ribeiro, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de
2013. Teorema de Morita para categoria derivada. Orientadora: Sonia
Maria Fernandes. Coorientador: Rogério Carvalho Picanco.

Neste trabalho apresentamos conceitos e resultados de categorias trianguladas e
derivadas. O principal objetivo é demonstrar o Teorema de Rickard, também
conhecido como Teorema de Morita para categorias derivadas. Como aplicacao
deste resultado mostramos que a dimensao finitistica é preservada por equivaléncia
derivada, conforme o artigo “Finiteness of finitistic dimension is invariant under

derived equivalences”de Shengyong Pan e Changchang Xi.
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ABSTRACT

FIDELIS, Michele Ribeiro, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, july, 2013.
Morita theorem for category derived. Adviser: Sonia Maria Fernandes.
Co-advisers: Rogério Carvalho Picanco.

In this work we present concepts and results of triangulated and derived cate-
gories. The main objective is to prove Rickard’s theorem, also known as Morita’s
theorem for derived categories. As an application of this result we show that
finiteness of finitistic dimension is invariant under derived equivalences, as it is
proved in “Finiteness of finitistic dimension is invariant under deriwed equiva-

lences”by Shengyong Pan and Changchang Xi.



INTRODUCAO

Para se estudar uma Algebra A com frequéncia procura-se os invariantes as-
sociados, como por exemplo seu centro Z(A), o seu grupo de Grothendick Ky(A),
seus grupos de cohomologia de Hochschild HH?(A),---. Ao final da década de
50, uma condicao necessdria e suficiente para a equivaléncia entre as categorias
de médulos foi estabelecida pelo Teorema de Morita [12]. Duas categorias de
modulos Mod-A e Mod-T" sao equivalentes se, e somente se, existe um A-moédulo
finitamente gerado projetivo e gerador Py tal que I' ~ End(Py). Este teorema
¢ bastante importante quando procuramos os invariantes de uma algebra pois se
duas dlgebras A e I' sao Morita equivalentes, ou seja, suas respectivas categorias
de médulos sao equivalentes, entao seus respectivos invariantes sao isomorfos.

Categorias derivadas de categorias abelianas foram introduzidas no inicio dos
anos 60 por Grothendieck e Verdier no ambito da Geometria Algébrica e da
Algebra Homoldgica. Rapidamente suas aplicacoes se estenderam a outras areas
da Matematica tais como Equagoes Diferenciais Parciais e Topologia (veja [1]).

Happel em [3] introduziu o conceito de categorias trianguladas e, mais especi-
ficamente, de categorias derivadas da categoria de modulos de uma algebra, na
Teoria de Representacoes. O passo determinante nesta diregao foi a prova obtida
pelo proprio Happel de que categorias derivadas sao invariantes na teoria da in-
clinagao, mais especificamente: Se A é uma algebra de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado e T' é um A-mdédulo inclinante, entao as categorias
derivadas D’(A) e DY(End,(T)) sao equivalentes como categorias trianguladas
(veja. [1]).

Generalizando a no¢ao de modulo inclinante para complexo inclinante, Rickard
generalizou o teorema de Happel. Uma condicao necesséaria e suficiente para a
equivaléncia derivada D°(A) e D°(T") de duas dlgebras A e I' foi provada por
Rickard em [11]. Neste caso existe um complexo limitado T de A-mddulos pro-
jetivos finitamente gerados, chamado complexo inclinante, tal que: para todo
n# 0, Hompsp)(T®,T°[n]) =0, add-T* gera K*(proj-A) com categoria triangu-
lar e Endpsp)(T*) ~ I'. Pela semelhanca com o Teorema de Morita costuma-se
dizer que Rickard desenvolveu uma teoria de Morita para categorias derivadas.

Como existe um “mergulho”da categoria mod-A na categoria D(A), a cate-
goria derivada aparece como um “lugar” maior onde Z(A), Ko(A), HH'(A),- - -
sao invariantes possuindo um importante papel em problemas de classificacao.
Informagoes homolégicas de uma algebra também sao fornecidas pela categoria
derivada D(A) de sua categoria de A-médulos. Por exemplo temos o isomorfismo
entre Exty (X,Y) e Homp(n) (X, T'Y), onde T" é o funtor translagao.

Se Ty é um médulo inclinante para A, entao a equivaléncia de categorias



derivadas é dada pelo funtor derivado a direita Hom(7, —); no caso de com-
plexo inclinante, no entanto, I' age no complexo a menos de homotopia mas nao
em cada componente separadamente, assim este funtor nao envia um complexo
de A-médulos em um complexo de I-médulos. No artigo [10], Rickard provou,
pelo menos para “algebras suficientemente boas” (por exemplo, dlgebras sobre um
corpo), que ainda podemos descrever a equivaléncia de categorias derivadas como
um funtor derivado. No entanto, para esta demonstracao utiliza a construcao feita
em [11] (veja [10]). O principal resultado deste trabalho é o Teorema de Rickard.
Para sua demonstragao, optamos em estudar o artigo [11] com o intuito de escre-
ver seus resultados com maiores detalhes. Além disso, com este artigo é possivel
provar que Z(A), Ko(A), HH*(A) sao invariantes por equivaléncia derivada.

Dado uma algebra A, a dimensao finitistica de A denotada por fin.dim A é o
supremo da dimensao projetiva dos A-mddulos finitamente gerados de dimensao
projetiva finita. A conjectura da dimensao finitistica da década de 60, o qual ainda
estd em aberto, afirma que toda algebra de dimensao finita sobre um corpo deve
ter dimensao finitistica finita. Essa conjectura estd intimamente relacionada com
varias outras conjecturas homoldgicas na Teoria de Representacoes de Algebras.
Com o propésito de caminhar na direcao da sua demonstracao varios conceitos e
técnicas vem sendo desenvolvidos. Em 2009, Shengyong Pan e Changchang Xi no
artigo [16], provaram que a equivaléncia derivada preserva a finitude da dimensao
finitistica.

O texto estd organizado da seguinte forma: No capitulo 1 apresentamos os
conceitos basicos e resultados de Teoria de Categorias, Algebra Homolégia e Teo-
ria de Representacoes utilizados ao longo do trabalho.

No capitulo 2 nos dedicamos ao estudo das categorias trianguladas. Na lite-
ratura encontramos a definicao de categorias trianguladas por meio de quatro
axiomas conhecidos como (T'R1), (T'R2), (TR3) e (T'R4). Em 2001, J.P. May
no artigo [9] provou que um dos axiomas ((T'R3)) provém dos outros trés. Uti-
lizando o artigo [9] definimos categoria triangulada por meio de trés axiomas.
Neste capitulo também estudamos propriedades importantes que essa estrutura
triangulada fornece a uma categoria. Como exemplo de categoria triangulada
citamos a categoria homotdpica de complexos. Tal categoria serda bastante ttil
para a construgao da categoria derivada que definiremos no proximo capitulo.

No capitulo 3 definimos a construcao da categoria derivada de uma categoria
abeliana. Provamos que a categoria derivada, em geral, nao é abeliana mas tem
estrutura de categoria triangulada e vemos propriedades basicas dessa categoria.

O principal resultado desse trabalho se encontra no capitulo 4. O teorema 4.39
trata do Teorema de Rickard. Ao longo do capitulo nos dedicamos a demons-
tracao desse teorema. Para a demonstracao, construimos um funtor entre as
categorias K~ (Proj-I') e K~ (Proj-A). A construgao desse funtor envolve vérias
categorias tal como a categoria C~(Sum-T*) para quem associamos algo como
uma generalizacao de um bicomplexo de modo que podemos tomar o complexo
total. Mostramos que tal funtor é fiel e pleno e tem adjunto a direita. Na secao
4 finalizamos a prova deste teorema.

Por fim, reservamos o capitulo 5 para uma aplicacao do Teorema de Rickard.
Utilizando o artigo [16] provamos que a finitude da dimensao finitistica ¢ preser-



vada por equivaléncia derivada.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo apresentamos um resumo das nogoes basicas de Teoria de Cate-
gorias, Algebra Homolégicada e Teoria de Representacoes de Algebras que serao
utilizados ao longo desse trabalho. Nosso objetivo aqui é fixar as notacoes uti-
lizadas. As demonstragoes serao omitidas mas daremos referéncias de textos onde
maiores detalhes e demonstracoes podem ser encontradas.

1.1 Categorias e Funtores

Nesta secao introduzimos a nocao de Categorias, Funtores e Transformacoes
Naturais. Em particular, a categoria dos moédulos, a categoria dos complexos e
a categoria dos bicomplexos. Uma exposicao detalhada desses resultados podem
ser encontrada em [7],[6], [8],[2] e [17].

Definicao 1.1 Uma categoria C consiste de:
1. Uma classe de objetos ObC que denotamos por A, B, C, etc.

2. Para todo par de objetos (A,B) existe um conjunto Home(A,B) cujos ele-
mentos sao chamados de morfismos. Se f € Hom(A,B) é um morfismo,
entdo denotaremos por f: A — B.

3. Para todo A, B,C € Ob C, temos uma composi¢ao

o: Home(A,B) x Home(B,C) — Home(A,C)
(f,9) = gof

As vezes denotaremos a composta g o f simplesmente por gf.
Além disso, temos:
(C1) Se (A, B) # (C, D) entao Home(A, B)( Home(C, D) = 0.
(C2) A composi¢ao de morfismos € associativa.

(C3) Para todo objeto A, existe 14 € Home(A, A), chamado morfismo unidade
ou identidade, tal que, foly = f elyo0g=g para todo f € Home(A, B)
eg € Home(B,A). O morfismo 14 € unico.



Exemplo 1.2 1. A categoria dos conjuntos, denotado por Sets, tem como ob-
jetos os conjuntos e como morfismos as func¢oes entre conjuntos.

2. A categoria dos grupos abelianos, denotada por Ab, tem como objetos os
grupos abelianos e como morfismos os homomorfismos de grupos abelianos;

Definimos a categoria oposta de uma categoria C, denotada por C°, do seguinte
modo: ObC® = ObC , Homeor(M,N) = Home(N,M). E ainda se temos os
morfismos f € Homeor (M, N) e g € Homeor(N, L), entao fog € Homeon(M, L).

Em Teoria de Categorias, um diagrama em uma categoria C é um grafo cujos
vértices sao os objetos da categoria C e as flechas sao os morfismos em C. Por e-
xemplo, dado X € ObC, representaremos o morfismo identidade como o diagrama
1x : X — X ou apenas como o diagrama X —— X .

Um diagrama comutativo é um diagrama de objetos (também conhecidos
vértices) e morfismos (flechas) tal que todos os seus caminhos com o mesmo
inicio e fim levam ao mesmo resultado por composicao.

Definigao 1.3 Seja C uma categoria. Uma categoria C' é uma subcategoria de C
se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(a) A classe ObC' de objetos de C' é uma subclasse da classe ObC de objetos de
C;

(b) Se X eY sdao objetos de C', entdo Home/(X,Y) C Home(X,Y);
(c) A composicio de morfismos em C' € a mesma de C;

(d) Para cada objeto X de C', o morfismo identidade 1y em Home(X, X)
coincide com o morfismo identidade 1x em Home(X, X).

Uma subcategoria C' de C é dita plena se Home/(A, B) = Home(A, B) para
todo A, B € C'.

Um morfismo f: A——= B em C é um isomorfismo se existe g: B——= A
tal que fog=1gegof=14.

Um morfismo f: A—— B échamado monomorfismo (respectivamente epi-
morfismo) se é cancelavel a esquerda (respectivamente a direita) em C, isto é, se
91,92 € Hom(C, A) étal que fog, = fogs, entdao g1 = g2 (g10f = gaof = g1 = 9o,
com gq,g2 € Hom(B,C)).

Seja C uma categoria. Um objeto P € ObC é projetivo se para qualquer epi-
morfismo h: M — N e qualquer f € Hom¢(P,N), existe f' € Home(P, M)
tal que f = hf’, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

P
f/, lf
y2
M——=N-—=0

De maneira dual, um objeto E € ObC é injetivo se para qualquer monomor-
fismo u: L ——= M e qualquer g € Home(L, E), existe ¢ € Home(M, E) tal



que g = ¢'u, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

0—=L——=M

s
s

|
r 9

E

Uma categoria C tem suficientes projetivos se, para todo objeto M em C, existe
um objeto projetivo P e um epimorfismo ¢ : P——= M . De maneira dual, uma
categoria C tem suficientes injetivos se, para todo objeto M em C, existe um
objeto injetivo £ e um monomorfismo ¢ : E——= M .

Sejam A; e As objetos da categoria C. Um produto de A; e Ay em C é uma
tripla (A; X Asg, p1,p2), onde A; X Ay é um objeto em C e p; € Home(A; X Ay, A;)
tal que se B é um objeto qualquer em C e f; € Home(B, A;),i = 1,2, entdo existe
um unico f € Home(B, Ay x Ag) tal que o diagrama

B*>f Ay x Ay

\ |»

A

¢ comutativo, para todo ¢ = 1, 2. De maneira dual a defini¢ao de produto podemos
definir coproduto de A; e Ay denotado por A;LIA; e de forma semelhante podemos
definir coproduto e produto para uma colecao finita de objetos.

Definimos objeto zero de uma categoria C como o objeto 0 € ObC tal que,
para todo M € ObC, existe um unico morfismo () —— )M/ e um unico morfismo
M —— 0 em C. Vamos supor que tal objeto 0 € ObC existe.

Sejam A, B € ObC. Suponhamos que existam o coproduto A LA LB e
BLAuB e o produto AxB—>4A e Ax B-—>B. Entao os diagra-

mas abaixo produzem os morfismos A | B 2. A e AUB -2+ B satisfazendo
as igualdades py o j; = 14, p1ojo=0,proj1 =0epyojo=1p

AU B AUB

PN PN

A p1 B A D2 B
N SN
A B

Assim obtemos o diagrama comutativo:

Ay iKB
NP1

s
oy

X



ou seja, m 01 =Py € My 01 = py. Se ¢ indicado é um isomorfismo, entao dizemos
que A, B € ObC possuem biproduto (ou soma direta). Assim temos p; = 7,
p2=Tm2 €

moj1 =1a, Mo =0, moyj; =0, mojy=1p, j1om +jr0om = laxn (*)

A 1ultima igualdade é vélida pelas propriedades de produto A x B. Podemos
verificar que os morfismos ji, jo, 7 € o satisfazendo (%) definem um biproduto.

De forma semelhante, podemos definir o biproduto de qualquer colecao finita
de objetos. Vamos denotar o biproduto por &.

Definicao 1.4 Uma categoria C € aditiva se verifica as sequintes condigoes:
e Possui objeto zero 0 em C;

e Para todo X,Y € C temos que Home(X,Y') € um grupo abeliano tal que a
composicao € bilinear, ou seja,

flg+h)=Ffg+[h

(g+h)f=gf +hf
e Dados X,Y € C emiste o biproduto, isto €,
i1 D2
X—=XpY Y
1 i
tal que priy = 1x , paia = ly, prio = pais = 0 € i1p1 + 122 = lxoy.

Definicao 1.5 Seja f: X ——=Y wum morfismo de uma categoria C. O nicleo

de f € o objeto Ker f tal que o morfismo u: Ker f—— X satisfaz:
(i) fu=0

(i) Se v : Z — X € um morfismo tal que fu' =0, existe um tnico morfismo

g:7Z — Ker f tal que v’ = ug

Ker f—— XLy

A /
gl .
| u
Z

De maneira dual, define-se conicleo denotado por Coker f.

Uma categoria aditiva C é dita uma categoria abeliana se todo morfismo tem
nucleo e contcleo e o morfismo j indicado no seguinte diagrama é isomorfismo

Ker f P x ! Y —— Coker f

| 7]

Coker k—;>Ker c

7



Um funtor covariante (contravariante) T :C ——C’ de uma categoria C na
categoria C' é definido atribuindo a cada objeto X de C um objeto T(X) de C’ e
cada morfismo h: X —Y em C um morfismo T'(h) : T'(X) —=T(Y) em C’
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(a) Para todo objeto X de C temos T'(1x) = lp(x);

(b) Para todo par de morfismos f: X ——=Y e g:Y —— Z na categoria C,
temos T'(gf) = T(9)T(f) (T(g9f) =T(f)T(g))-

Sejam T,T'":C—— ' funtores. Uma transformacdao natural é uma familia
U = {VUx}xeope de morfismos Wy : T(X) ——=T(X') tal que, para qualquer

morfismo f: X ——Y em C o diagrama:

Ux

T(X) T/(X)
T(f)l lT’(f)
T(Y) g T'(Y)

em C’' é comutativo. Dizemos que ¥ é uma equivaléncia natural de funtores
se, para qualquer objeto X € ObC, o morfismo ¥y : T(X)——T(X’) é um
isomorfismo em C’.

Um funtor covariante 7T : C ——= ' é uma equivaléncia de categorias se existe
um funtor F :C——= (' e isomorfismos funtoriais

UV:le—==FT e &:1lp—>TF

onde 1¢ e 1¢ sao funtores identidade em C’ e C, respectivamente. Nesse caso, o
funtor F' é chamado quase inverso de T

Se existe uma equivaléncia ¥ : T ——= T de categorias C e C’, entao dizemos
que C e C' sao categorias equivalentes, e escrevemos C ~ C'.

Um funtor covariante T : C ——= (' é denso se, para qualquer objeto A de (',
existe um objeto C' em C tal que T'(C') é isomorfo a A, ou seja, T'(C') ~ A.

Dizemos que T é pleno (respectivamente fiel), se a aplicagao

Txy: Home(X,Y) — Home(T(X), T(Y))
f — T(f)

é sobrejetora (respectivamente injetora), para todos objetos X e Y de C.

O funtor T é aditivo se preserva somas diretas, e, para quaisquer objetos
X,Y € ObC, a aplicagao Txy satisfaz T'(f + g) = T(f) + T(g), para quaisquer
f,g € Home(X,Y).

Lema 1.6 Um funtor covariante T : C ——=C' € uma equivaléncia de categorias
se, e somente se, T' € fiel, pleno e denso.

Definiremos o funtor Hom de C x C na categoria dos conjuntos Sets especi-
ficando que este leva o objeto (A, B) no conjunto Hom(A, B) (que é um objeto



de Sets), e o morfismo (f,g) : (4, B) — (A’, B') na aplicagao de Hom(A, B) em
Hom(A', B") definida por:

Hom(f,g): Hom(A,B) — Hom(A',B') 1
k — gk f B

Agora fixemos um objeto A em C e definimos um funtor Hom(A, —) de C em
Set do seguinte modo:

Hom(A,—)B = Hom(A, B)
E Hom(A,—)(g), para g : B — B’, a aplicacao:
Hom(A,g): k — gk

de Hom(A, B) em Hom(A, B’). Chamamos esse funtor de funtor Hom (covari-
ante) determinado pelo objeto A em C. De forma andloga, definimos o funtor Hom
contravariante Hom(—, B) determinado por B em C. Sempre que necessario para
simplicar a notagao, denotaremos o funtor Hom(A, —) simplesmente por (A, —).
Analogamente para o funtor Hom(—, B).

Determinaremos as transformagoes naturais de um funtor Home(A, —), que
¢ um funtor de C em Set, para qualquer funtor F' de C em Set. Sejam a um
elemento qualquer do conjunto FFA, B € ObC e k € Hom¢(A, B). Entao F(k) é
uma aplicagdo do conjunto F'A no conjunto F B, e F(k)(a) € FB. Assim temos
a aplicagao:

ag: Hom¢(A,B) — FB

Lema 1.7 (Lema de Yoneda): Sejam F um funtor de C em Set, A um objeto
de C e a um elemento do conjunto FA. Para qualquer B € ObUC, seja ap a
aplicagcao de Home(A, B) em FB tal que k — F(k)(a). Entio B — ap € uma
transformagao natural n(a) de Home(A, —) em F. Além disso, a — n(a) € uma
bijecdo do conjunto F'A no conjunto de transformagoes naturais de Hom(A, —)
em F. A inversa de a — n(a) € a aplicagao n — na(las) € FA.

Dois funtores [ :C——=D e G :D——=C sao ditos adjuntos (F é adjunto
a G a esquerda e G adjunto a F a direita) se temos o isomorfismo natural
Hom(F—,—) ~ Hom(—,G—).

Se F' e GG sao adjuntos com um isomorfismo natural

o__:Hom(F—,—) —— Hom(—,G—)

podemos mostrar que temos as transformagoes naturais (chamadas de unidade e
counidade)

n:le—QGF e: FG—1p (1)

definidas pelas regras ¢ = ¢c rclrc € ep = SOE;}),Dl(;D para Cem Ce D em D.
As composicoes

a "% ara S5 F per 2B (2)



sao iguais a 1g e 1g, respectivamente.

Reciprocamente, dadas as tranformagoes naturais definidas em (1) tais que
as composicoes (2) sao iguais a 1 e 1p, respectivamente. Entao ¢¢ p definido
pela regra popf = Gf onc para f:FC——=D ¢ um isomorfismo natural

o__:Hom(F—,—)—— Hom(—,G—).
F
Sejam C e D categorias abelianas e seja C % D um par de funtores aditivos

covariantes tal que F' é adjunto a esquerda de GG. Entao F' é exato a direita e G
é exato a esquerda. Funtores adjuntos preservam somas diretas.

A seguir daremos exemplos de algumas categorias importantes neste trabalho.
Enunciaremos propriedades homoldgicas, definiremos funtores dessas categorias
uteis ao longo do texto.

1.1.1 A categoria dos A-mddulos

Definigao 1.8 Seja A um anel. Um A-médulo a direita é o par (M,-), onde M
¢ um K-espaco vetorial e

MxA — M

(m,a) —— ma
€ uma operac¢ao bindria satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) (x +y)a = za + ya; (d) x1 = x;
(b) z(a +b) = xa + xb; (e) (xN)a = z(aX) = (za)A;
(c) x(ab) = (za)b;

De forma similar definimos A-maodulos a esquerda.

Denotaremos por Mod-A a categoria onde os objetos sao os A-mddulos a
direita e os morfismos sao os A-homomorfismos de moédulos.

Um médulo M tem dimensao finita se a dimensao dimygM como K-espaco
vetorial de M ¢ finita.

Um K-subespago M’ de um A-médulo a direita M é dito um A-submddulo de
M se ma € M’ para todo m € M’ e todo a € A.

Um A-médulo a direita M é dito gerado pelos elementos mq, mo,...ms de M
se qualquer elemento m € M tem a forma m = mja; + moas + ... + mga,, com
ai,as,...,as € A. Neste caso escrevemos M = miA+ ...+ myA. Um médulo M
é dito finitamente gerado se é gerado por um subconjunto finito de elementos de
M. Denotaremos por mod-A a categoria dos A-mddulos finitamente gerados.

Sejam M e N A-moédulos a direita. Uma aplicacao K-linear é dita um
A-homomorfismo se h(ma) = h(m)a, para todo m € M e a € A. Um A-
homomorfismo h: M —— N é dito monomorfismo (ou epimorfismo) se é inje-
tora (ou sobrejetora, respectivamente). Um A-homomorfismo bijetor é chamado
isomorfismo. Dois A-médulos a direita M e N sao ditos isomorfos se existe
um A-isomorfismo h: M —— N . Neste caso, escrevemos M ~ N. Um A-
homomorfismo A : M —— M ¢ dito um endomorfismo de M.

O conjunto Homy (M, N) de todos os A-homomorfismos de M a N é um
K-espago vetorial com respeito a multiplicagao escalar (f,\) — fX dada por
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(fA)(m) = f(mA), para f € Homy(M,N), A € K e m € M. Se os médulos M e
N sao de dimensao finita, entao o K-espago vetorial Homa (M, N) é de dimensao
finita. O K-espago vetorial End M = Homa(M, M) de todos A-homomorfismos
de qualquer A-médulo M é uma K-algebra associativa com respeito a composicao
de aplicagoes. O morfismo identidade 1,; em M ¢ a identidade de End M.

Um A-moédulo a direita S é simples se S é nao nulo e qualquer submodulo de
S é zero ou S.

Um A-médulo F' é livre se F' é isomorfo a somas diretas de copias de A.

Se F' é um A-mdédulo livre, entao dados M e N A-mdédulos, um epimorfismo
f: M ——= N eum homormorfismo ¢: F'——= N sempre existe g: F ——= M
tal que fg = g, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

g e
e

M——>N—=0
Dessa forma, todo médulo livre é um médulo projetivo.

Lema 1.9 Todo A-mddulo pode ser coberto por um A-mddulo livre, ou seja, dado
um A-maodulo M, existe um epimorfismo ¢ : M —— [, com L um mddulo livre.

A categoria dos médulos é uma categoria com suficientes modulos projetivos
e injetivos.

Lema 1.10 Um A-mddulo P ¢é projetivo se, e somente se, existe um A-mddulo
livre F' e um A-mddulo a direita P tal que P ® P’ ~ F.

Lema 1.11 Um mddulo projetivo P € mod-A € finitamente gerado se, e somente
se, o funtor Homy (P, —) preserva somas diretas quaisquer.

Sejam h: M — N e vy : L — M homomorfismos de A-mdédulos a direita.
Dizemos que um A-homomorfismo s: N —— M ¢ uma se¢ao de h se hs =1y e
dizemos que um A-homomorfismo r : M —— [ é uma retracdo de v se ru = 1y,.
Se s é uma secao de h, entao h é sobrejetora, s é injetora, h é uma retracao de s
e existe uma decomposicao em soma direta M = Im s @ Ker h ~ N & Ker h.
Similarmente, se r é uma retragao de u, entao r é sobrejetora, u é injetiva, u ¢é
secao de r e existe uma decomposicao em soma direta M = Im u & Ker r ~
L& Ker r.

Um A-homomorfismo A : M —— N ¢é uma segdo (ou uma retragdo) se h
admite uma retragdo (ou uma secdo, respectivamente )

Uma sequéncia

dnfl dn

N Xn—l X" Xn+1 d

n+

L Xn+24>...

(infinita ou finita) de A-mddulos conectados por A-homomorfismos é chamada
exata se Ker d, = Im d,_1 para todo n. Em particular

u T

0 L M N 0

11



é chamada sequéncia exata curta se u é monomorfismo, r é epimorfismo e Ker r =
Im u.

Notemos que o homomorfismo u admite uma retracao p: M ——= [ se, e
somente se, r admite uma secao v : N — M . Neste caso existe uma decom-
posicao em soma direta M = Im u® Ker p=1Im v @ Ker r de M, e dizemos
que a sequéncia exata curta cinde.

Definicao 1.12 Definimos a resolucdo projetiva de um A-mddulo a direita M
como a Sequéncia

hl

P]\.43 pm h pm—1 Pl po 0

de A-mddulos projetivos e com um epimorfismo B0 . PO ——= M de A-mddulos
tal que a sequéncia

hO

Moopo "

..*)pmﬂpmfl Pl

¢ exata. De maneira dual, define-se resolugao injetiva de M.

Sejam K um corpo e A uma K-algebra. A dimensao projetiva de um A-
moédulo a direita M é o inteiro ndo negativo pd(M) = m tal que existe uma
resolucao projetiva de M de comprimento m como no diagrama:

Oﬁpmﬂpm—l Pl h! PO 0

e M nao tem uma resolucao projetiva de comprimento m—1, se tal nimero existe.
Tal resolugao projetiva é dita resolucao projetiva minimal. Se M nao admite
resolucao projetiva de comprimento finito, definimos a dimensao projetiva de M
pd(M) como sendo infinito. De maneira andloga, define-se dimensao injetiva de
M, id(M).

Seja Py, : 0 —— pm I pmet e PO 0 uma resolugao pro-
jetiva minimal de um A-médulo M. Aplicando o funtor Homa(—, N) a essa

resolucdo projetiva identificamos um elemento de Ext} (M, N) como a classe de
f € Homy(P™, N) tal que fd, 1 = 0. Disso temos Ext} (M, N) = 0, para todo
n < 0e ExtQ(M,N) = Homy(M,N).

Proposicao 1.13 As sequintes condicoes sao equivalentes para um A-modulo a
direita M :

(a) pd(M) <n
(b) Extk(M,N) =0, para todos A-mddulos a direita N e todo k >n+ 1.

Lema 1.14 (5-lema) Considere o diagrama comutativo com linhas exatas

Al A2 A3 A4 A5

LRl

Bl B2 B3 B4 B5

Se hi, ho, hy e hy sao isomorfismos, entdo hs € isomorfismo.
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Lema 1.15 (Lema da Serpente) Assuma que temos o diagrama comutativo

0—L —>M —>N —>0

em mod-N com linhas sequéncias exatas. FEntdo existe um homomorfismo de
conexao § : Ker h— Coker [ tal que a sequéncia induzida

0 — Kerf —> Kerg — Kerh*6>CokerfL>CokergL>Cokerh*>0

€ exata.

Sejam fi; : My — M, fy : My — M dois morfismos de Mod-A. Um pullback
de fi e fy é um moédulo P e dois morfismos p; : P — Mj e py : P — Ms, tais
que:

(i) fiopr = faopy;

(ii) Para todo médulo N e todo par de morfismos g1 : N — My e go : N — M,
tais que f; o g1 = f2 0 go, existe um unico morfismo g : N — P tal que
pP1°g=0g1€Pp20g = ga.

N- 92
| e
N
\ P—"= M,
91 \
AN Pll if2
\
M= M

Segue da definicao que se tal produto existe, ele é inico a menos de isomor-
fismo. De maneira dual, define-se push-out de f; e f.

Lema 1.16 Em Mod-A consideremos o pullback de fi e fo como no diagrama

P—25 M,

| |

M1T>M

Entao
(i) Se fi € um monomorfismo, py também o é.

(i1) Se fi € um epimorfismo, ps também o é.

13



1.1.2 A categoria dos complexos

Nesta subsecao A denotard uma categoria abeliana.

Um complezo é o par (X°*,d%) onde X*® é uma familia {X" : n € Z} de
objetos de A e d% é uma familia de morfismos {d% : X" —— xn+!} tal que
d% ody% ' =0. O morfismo d% chama-se diferencial do complexo.

Podemos representar um complexo como um diagrama a seguir:

n—1 n

X X Xxn+1*>...

Xn—l

Exemplo 1.17 Toda sequéncia exata

n—1 n

d
anl X XTL X Xn+1 ...

¢ um complero, uma vez que da igualdade Im d% ' = Kerd%, temos d%ds ' =0
para todo n.

Sejam (X*,d%) e (Y*,d}) complexos em A. Um morfismo de complexos
fo (X, dy) — (Y*,d}) é uma familia de morfismos { f* : X" —— Y™ } tal
que, para todo n, temos f™ o d}’l = d?/’l o f»~ 1 ou seja, o diagrama

n—1 n

d
X Xn XanLl*)"'

anl
lfn—l lfn lfn+1
Ynfl Y™ Yn+1 = ...
dpt dy

é comutativo. Um isomorfismo entre complexos é um morfismo de complexos
£ (X*,dy) ——(Y*,dy) tal que {f*: X" ——=Y" } é um isomorfismo em
A, para todo n € Z.

Definimos a categoria dos complezos C(A) como a categoria que tem como
objetos os complexos e morfismos, os morfismos de complexos.

Um complexo (X'*,d%,) é um subcomplexo de um complexo (X*®,d%) na cate-
goria dos médulos se X é um submddulo de X™ e a diferencial dy: é a restri¢ao
da diferencial dx ao complexo X', ou seja, para todo n € Z, temos d%, = d%|xm.

Dizemos que um complexo (X*, d%) tem comprimento n se é da forma

0 X° &
onde X? #£0e X" # 0.

Se A é uma categoria abeliana, entdo C(A) é uma categoria abeliana onde
o complexo zero é o complexo onde cada termo é o zero de A. A soma direta
(X*®,d%)® (X", d%/) é, por defini¢ao, o complexo cujo n-ésimo termo é X™ @ X'
e cuja n-ésima diferencial ¢ d% @ d%. tal que d% & d%/ (z,2") = d%(x) + d'%.(2').

Se f*:(X°*,d%)——(X"",d%/) é um morfismo de complexos, definimos o
nicleo de f* por:

Xl X" 0

+1
K@rf.: "'HKQTfn+1L>K€TfnL'K€Tfn_l RPN

onde a diferencial §°® ¢ a restrigao da diferencial d% ao ntcleo de f*, ou seja, para
todo n, 0™ = d’% |ker fo. De maneira andloga temos o complexo Coker f°.
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Exemplo 1.18 Seja M um objeto em A. Associamos M a um complexo com
XO=M e X' =0, para i # 0 e todas as diferenciais sendo zero. Este complexo
€ chamado complexo concentrado no nivel zero. Além disso, isto nos fornece um

mergulho fiel e pleno de A em C(A). Notagio: A—C(A) .

Definicao 1.19 Para um complexo X°®,

X® . ... 4>Xn—2 d?;z Xn—l d}71 X" dx
definimos os sequintes truncamentos:
T<n(X®) 0 o= X2 X1 Xn 0
Ton(X®) : 0 X" Xt X2 ——s
o<n(X®): = X2 Xl Ker d*—=0—> -
05, (X*) o —=0—=Coker d"1 —> X"l —= X2 —— ...

Sejam X*® um complexo em C(A), com A a categoria dos mddulos, e n € Z.
Definimos o n-ésimo objeto cohomoldgico do complero X*® como:

_ Ker dY

CIm dY

H"(X*)
Como d¥% o d’}{l = 0, ou seja, Im d}_l C Keryx d™, o n-ésimo objeto coho-
mologico estd bem definido para todo n.

Proposicao 1.20 Para cada n € Z, H*(—) : C(A) —= A € um funtor.

Demonstragao: Consideremos o diagrama:

Ker d%
. HY(X®) = — —X —
X ( ) Im d&fl T
|
f. |Hn(f.) ]
y
Ker d%
. Hr(y®) = —— Y n

Definimos

H™(f*)(7) = f()
H"™(f*) estd bem definida, pois

(a) fr(x) € Ker d} visto que di f*(z) = f*Hd%(z) =0ex € Ker d%.
(b) T

b)T =7 = (@) = (@), pois
T=1 =z—2 €Imdy'= Existe z€ X" tal que d'y '(2) =2z — 2.
Logo,

fia) = fr@) = frdy H(z) = o) = ) =dy T (z) € Imody
Portanto, f(z) = fm(a2’). Claramente segue que H"(1°)(Z) = T, para todo
T € H*(X*) e que H'(g" o f*) = H™(g*) o H*(f*). n

Esses funtores sao chamados funtores de cohomologia. Assim observemos que
Exti (M,N)= H"(Hom(Py;, N)).
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1.1.3 A categoria dos Bicomplexos

Um mddulo graduado é uma familia indexada M® = (MP),cz de A-médulos,
para algum anel A.
n—1 dn
Exemplo 1.21 Se (X*,d%): -+ —— X»1 = X7 — xn+l <o € um
complezo em A, entdo X® = (X")nez € um A-mddulo graduado.

Sejam M*® e N*®* médulos graduados e a € Z. Um morfismo graduado de grau
a é uma familia de morfismos f* = (f? : MP —— NPt ),cz. O grau de f* ¢é a,
e denotamos por 9(f*) = a.

Exemplo 1.22 (i) Se (X*,d%) € um complexo em A, entao sua diferencial
d% : X®* ——= X* € um morfismo graduado de grau 1.

(1) Se f*:X*——= X'* éum morfismo de complezos, entdo f® é um morfismo
graduado de grau 0.
Proposicao 1.23 Se M*® A N*® A P* sao morfismos graduados de grau a
e b, respectivamente, entao a composicao € um morfismo de grau a + b.

Um A-mdédulo bigraduado é uma familia de A-mdédulos indexada duplamente
M** = (M) gyezxz.

Sejam M** e N** mdédulos bigraduados, e seja (a,b) € Z x Z. Um morfismo
bigraduado de bigrau (a,b), denotado por f**: M®*®* —— N**  é uma familia de
morfismos f** = ( fP?: MP?—— Nptaatd ), hez.7. O bigrau de f** é (a,b) e
denotamos por 9(f**) = (a,b).

Como na proposicao 1.23, se f**: M** ——= N** e ¢*°: N** —— P**® sao
morfismos bigraduados de bigrau (a,b) e (d/,b'), respectivamente, entdo o mor-
fismo bigraduado (gf)*®: M** ——= p** tem bigrau (a + a’,b+ V).

Todos os médulos bigraduados (sobre um anel A) e morfismos bigraduados
formam uma categoria.

Um bicomplezo é uma tripla ordenada (M**,d*,d5*), onde M** = (MP9)
¢ um A-moédulo bigraduado, dj*,dy* : M** —— M** sao diferenciais de bigrau
(1,0) e (0,1), respectivamente (ou seja, dy*d;™® = 0 e dy*dy® = 0), e dy°dy® +
dy*dy® = 0.
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Assim, um bicomplexo pode ser visto da forma:

n—1,m dn,'m
e Mn—l,m 1 Mm L Mn—i—l,m ...
n—1,m m,m n+1,m
dy dy dy
n—1,m+1 dn,rn+1
e Mn—l,m-‘rl 1 Mn,m+1 1 Mn+1,m+1 ...
n—1,m+1 n,m+1 n+1,m-+41
d2 d2 d2
n—1,m+2 dn,7n+2
e Mn—l,m+2 1 Mn,m+2 1 Mn+1,m+2 ...

De maneira natural temos morfismo entre bicomplexos, e assim definimos a
categoria C?(A) cujos objetos sao os bicomplexos.

Seja M** = (MP),ez um médulo bigraduado, e assuma que existam morfismos
bigraduados dj*: M** ——= M**, com bigrau (1,0) e dy*: M** —— M**,
com bigrau (0,1) tal que as linhas e colunas de M** sdo complexos. Dessa forma
temos d7°d}* =0, dy*dy* = 0 e d}°dy® = dy*d)°. Podemos obter um bicom-
plexo fazendo uma mudanca de sinal. De fato, definimos AP? = (—1)Pdb?. Isso
nao altera nicleos e imagens e assim A? = 0. E ainda,

QAP AT — (<LP B (<L
— (- - )
=0

.0

Agora dado um bicomplexo (M**,d;°,d5*®), definimos o complexo X7 cuja
n-ésima entrada é o complexo vertical

n,m—1 m,m
d2

— Mn,mfl 2 M Mn,erl = ...

e cuja diferencial é dada por dj*. De maneira andloga, existe um outro complexo
X7, cujas entradas sao os complexos horizontais. Esta construg¢ao nos da uma
equivaléncia entre as categorias C*(A) e C(C(A)).

Ao longo deste texto assumiremos que o bicomplexo satisfaz a seguinte pro-
priedade de finitude: Para qualquer [ € Z ha apenas um nimero finito n e m
comn+m=1e M™ # 0. Nessas condigoes, definimos:

Definicao 1.24 Se M** ¢ um bicomplexo, entdo o complexo total, denotado por
tot(M)®, é o complexo com n-ésimo termo dado por:

tot(M)" = @ M

pt+q=n

e com diferencial dy,, \py  tot(M)" ——tot(M)"*" dada por:

tot(M) = Z (7! + dy?)

ptg=n
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Além disso, morfismos entre bicomplexos satisfazendo a condicao de finitude
acima podem ser transformados de maneira andloga em morfismos entre com-
plexos totais.

Observacao 1.25 Se M** é um bicomplezo, entdo (tot(M)®, d;ot(M)) ¢ um com-
plexo. De fato,

d?o—:(l]\/[)d?ot(M) = Z (d + d3?) Z (7! + d5)
ptg=n+1 ptq=n
= @ ) Y (@
p+q=n ptqg=n
,a—1 1, ,a—1 1, ,a—1 1, ,q—1 p,
= D0 BTN YT )+ YD
ptq=n ptg=n ptg=n
=0+0+0=0

A seguir daremos um exemplo de bicomplexo e consequentemente, definiremos
seu complexo total que serd importante ao longo desse texto.
Seja A uma categoria abeliana e sejam X*® e Y* complexos em A,

—2 -1
dx dy d%

X®: ... X2 X1 X0 X!

Ye: ... Yy —2 d;2 y-1 d;l Yo dy vyl
obtemos o bicomplexo Hom(X*,Y*) dado por:

2,—1 2,0
1

e HOm(XQ, Y—l) L> Hom(X2, YO) L) Hom(XQ, Yl) .

2,—1 2,0 2,1

d; d; d;
1,-1 1,0
1

d b
"HHom(X%Y*l) *>H0m(X1,Y0) ;Ham(leyl) .

1,-1 1,0 1,1
d, dy’ d
0,—1 0,0

- —— Hom(X°, Y1) T Hom(X°,Y) < Hom(X?, Y1) — -

onde, para todo i e 7, d’i’j e d;’j sao dadas por:

dy’ : Hom(X',Y7) — Hom(X' Y7+
@ — dy(p) = dye

ds Y Hom(X1Y7) — Hom(X",Y7)
¢ — dy () = pd !
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Note que o grau das aplicagoes dy* e dy* sao (0,1) e (-1,0), respectivamente.
E ainda temos a comutatividade do diagrama:

i+1,5

. L d . .
Hom(X™1 Y7) — Hom(X" YI+1)
d;Jrl,jl ldéJrl,jJrl

Hom(X*Y7) Hom(X* Yit!)

¥
dy

De fato, para todo 7 e j, seja o : Xt ——=Y7J
dgﬂ’jﬂdﬁ“’j(a) — dgﬂ’jﬂ(d{/a) _ de oao df';l _ d’fj(@ o dg—(&-l) _ dlfjdz;-l,j(a)'

Agora que verificamos que temos realmente um bicomplexo, podemos definir
o complexo total desse bicomplexo.

Definicao 1.26 Dados X°® e Y* complexos em A, definimos o complexo total
Hom*(X*,Y*) por:

Hom"(X*,Y*) = € Hom(X",Y)
ptg=n

"= ) (7~ (=1)"d5")

ptg=n

O complexo pode ser visualizado abaixo:

n=-—1 n=>0 n=1

2,1 2,2

d dy’
- —— Hom(X?% Y1) %Hom(XQ,YQ) %Hom(Xz,Y:S) ..

1,0 1,1

dy’ dy’
co——=Hom(X' Y% ——= Hom(X', Y —— Hom(X*, Y?) —= -
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Observacao 1.27 Generalizando a definicao de bicomplexo podemos definir uma
categoria de forma que os objetos sao (M,d), onde M = (MP4) é um A-mddulo
bigraduado e d € uma cole¢ao {d;} de endomorfismos de M de bigrau (1 — i,1)

tal que, para cada n,
Z didn—l — 0

Um morfismo « entre os objetos (M, d) e (N,e) € uma colegcao de endomor-
fismos graduados {c,;} de M** — N** tal que «; tem bigrau (—i, i) e, para todo

n, temos
Z iy = Z d;ity

1.2 Localizacao de categorias aditivas

A idéia de localizagdo de uma categoria A é transformar esta categoria em
outra categoria na qual certas classes de morfismos se convertam em isomorfismos.
Os sistemas multiplicativos que vamos definir sao classes de morfismos em A
que vao nos garantir a existéncia da localizagdo. Omitiremos alguns detalhes e
demonstragoes. Como referéncia citamos [2], [15].

Definigao 1.28 Sejam A uma categoria aditiva e S uma classe de morfismos
em A. Diremos que S é um sistema multiplicativo se satisfaz:

(S1) Para todo objeto M em A, o morfismo Idy estd em S. Se os morfismos s
et estao em S, entdo a composi¢ao ts também estd em S.

(S2) Para qualquer par de morfismo f e s em A tal que s € S, existem morfismos
getem A, comt eS8 de forma que o diagrama

K-2>M
I
/ |
\
L?N

¢ comutativo. De maneira dual, para qualquer par de morfismo f e s em A
tal que s € S, existem morfismos g et em A, comt € S de forma que o

diagrama
M——~N
|
fi 19
|
L-->K

T
€ comutativo.

(S8) Sejam f,g: M —— M morfismos em A. FEntdo existe s € S tal que
sf = sg se, e somente se, existet € S tal que ft = gt.

t S s
Z-==M—=M->~7

20



Definigao 1.29 Sejam A uma categoria aditiva e S um sistema multiplicativo
em A. A localizagao de A com respeito a S € uma categoria aditiva A[S™'] e um
funtor (de localizagdo) Q : A—— A[S™'] tal que

1. Q(s) é um isomorfismo, para todo s € S.

2. Se F: A——=B ¢ um funtor tal que F(s) é um isomorfismo, para todo

s € 8, entao existe um unico funtor G : A[S™'| ——=B tal que o diagrama

B

F
A =
o) 4
A[S™1]

é comutativo.

Lema 1.30 Seja S um sistema multiplicativo de morfismos em uma categoria A.
Se eziste a categoria A[S™!], entdo os objetos de A[S™']| sdo os mesmos objetos

de A e os morfismos em A[S™Y] entre X e Y sdo classes fs~' ou =. Também
s

representaremos essas classes como o diagrama

X<S—X/—f>Y ou (X')s,f),
f /
coms €S efe Homa(X'Y) mddulo a relagio de equivaléncia ~, onde = ~ i
s s

se, e somente se, existem U € ObA, p:U——=X' e q:U——= X" tal que o
sequinte diagrama é comutativo

comteS.

Observemos que:
(i) A identidade em A[S™!] é a classe X <—— X ——= X
gf"

(ii) A composigao de / o? 6 a classe 2.
s t st’

X"

7 N
t N
N

7 N
X' X'
NN
X Y A
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onde t' € S e f" sdo dados pelo item (b) da defini¢ao de sistema multiplica-
tivo para morfismo.

Lema 1.31 Dado o quadrado comutativo em A[S™!]

entao existe um representante (R, s, a) de p, um representante (S,t,b) de ¢ e um
morfismo m : R——= S tal que o diagrama em A

A/<LR45>

4 | z

B~—S8——

b t

€ comutativo.

Proposicao 1.32 Sejam A uma categoria aditiva, S um sistema multiplicativo
em A, B uma subcategoria plena de A e Sg = S N Mor(B) um sistema multi-
plicativo em B. Considere o diagrama

BC—i>A

o e

Entao F ¢ fiel e pleno se uma das condi¢coes a sequir for satisfeita:

(1) Para cada morfismo s: N—=M , coms € S e M € ObB, existe um
morfismo y: P—— N tal que su € S e P € ObB.

(ii) Para cada morfismo s: N—= M, com s € S e N € ObB, eziste um
morfismo y: M — P tal queus € S e P € ObB.

1.3 Limite Inverso

Nesta secao apenas apresentamos o conceito de limite inverso com o propdsito
de fixar a notacao de resultados utilizados no capitulo 4. Para uma exposicao
mais detalhada deixamos como referéncia [8], [2] e [17].

Sejam C uma categoria e I um conjunto parcialmente ordenado. Um sistema
inverso em C é o par ordenado ((M;);er, (%j)ja)? ou simplesmente, (M;, z/zf), onde

M,)icr é uma familia indexada de objetos em C e (47 : M; — M; );~; é uma
1 J Jz
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familia indexada de morfismos o qual 1! = 1., para todo i e tal que o seguinte
diagrama comuta sempre que k = 7 >~ ¢

wk
DN
M;

Sejam I um conjunto parcialmente ordenado, C uma categoria e (M;, wg’ ) um
sistema inverso de C sobre I. O limite inverso (também chamado de limite proje-

My, M;

tivo ou limite) é o objeto lim M; e uma familia de projegoes i - lin M; . pp,

com ¢ € [ tal que
(i) ¥la; = oy, quando i < j.
(ii) Para todo X € ObC e todo morfismo f; : X — M; satisfazendo 1] f; =

fi, para todo 7 < j, existe um tnico morfismo 6 : X —— lgn M; tal que o

diagrama é comutativo

1.4 Algebras e Quivers

Nesta secao abordaremos um pouco sobre Teoria de Representacoes. Para
detalhes e demonstragoes citamos [7].

Seja K um corpo. Uma K-dlgebra A é um anel (A,+,-) com unidade que
possui uma estrutura de K-espaco vetorial compativel com a multiplicacao do
anel, isto é, tal que para todo k € K, e para todos x,y € A, temos k(z -y) =
(@k) -y =z (ky) = (z-y)k.

Uma K-algebra A é dita de dimensao finita se ela possui dimensao finita
como espaco vetorial e de dimensdo infinita caso contrario. Um homomorfismo
¢ : A — I entre duas K-algebras A e I' é um homomorfismo de anéis que ¢ linear
sobre K.

Um quiver Q = (Qo,Q1,s,t) consiste de um conjunto de wvértices @y, um
conjunto de flechas ()1 e duas aplicacoes s,t: ()1 ——= )y . Assim toda flecha
a € @ tem um “comego”’num vértice s(a) e um “final”’num vértice ¢(a) bem
definidos. Graficamente uma flecha é denotada por a : s(a) — #(«a). Desta
maneira podemos denotar o quiver simplesmente por @ = (Qo,@1). O quiver é
dito finito se (Qy e Q1 sao finitos. O quiver é dito conexo se o grafo obtido pelo
“esquecimento”da orientacao das flechas é conexo. Neste texto todos os quivers
sao finitos e conexos.
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Um caminho nao trivial o de comprimento » > 1 num quiver ¢} é uma
sequéncia de flechas ¢ = apa,_1...; tais que t(a;) = s(a;41), para todo
1 < 5 <r. Graficamente um caminho ¢ é denotado na forma:

a1 Qp

a2 . Qpr—1 t(Oérfl) j

t(an)

l

Definimos o comego de um caminho o = . ...y pelo vértice s(o) = s(ay) e
o término por t(o) = t(a,). Um caminho com mesmo comego e fim s(o) = t(o) é
chamado ciclo se for de comprimento maior que 1 e loop se for de comprimento
1. Para cada vértice © € )y, definimos o caminho trivial €;, de comprimento zero,
com s(g;) = t(g;) = i. Para todo par de vértices i,j € @)y denotamos Q(i,j) o
conjunto de todos os caminhos o tais que s(o) =i e t(0) = j. Dados um vértice
1 € Qo e um caminho o a justaposicao de caminhos induz a aplicagao:

Qli,0): Qi,s(0)) — Qi (0))

f — op

e a aplicagao:
Qo j) s Qt(a),j) — Qls(o),])
0 — pio
que sao chamadas composicao de caminhos.

Sejam () um quiver e K um corpo. Consideremos o conjunto Pa de todos os
caminhos, triviais e nao triviais, do quiver (). Denotamos K@) = K|[Pa] o espaco
vetorial gerado pelo conjunto de caminhos em @), ou seja, elementos de K () sao
combinagoes lineares formais Z A;C; tais que \; € K, C; € Pae )\; # 0 para

J
um numero finito de indices j.

Sejam C' = a1 ... € D = (,8,_1...0; dois caminhos nao triviais em
Q. Se t(D) = s(C) denotamos CD = aum—1...010,0n—1...01 ao caminho
formado pela justaposicao deles. Se C' = eypy ou D = g4y sao os caminhos
triviais definimos gy pyD = D e Ceycy = C, respectivamente. Vamos definir sobre
o conjunto de caminhos Pa uma multiplicacao induzida por estas justaposigoes.
Para todo par de caminhos C, D € Pa, definimos C'- D = CD, se t(D) = s(C) e
C-D=0,set(D)#s(C).

Estendemos esta multiplicacao para o espacgo vetorial K@) por linearidade e
distributividade. Uma verificacao direta mostra que esta multiplicacao é asso-
ciativa e possui unidade 1 = Z g;. Com esta multiplicagdo o espaco vetorial

1€Q0
K@ é uma K-algebra, chamada dlgebra de caminhos do quiver (). Se () é um

quiver sem ciclos, segue que o conjunto de caminhos Pa ¢ finito e dai K () é uma
K-éalgebra de dimensao finita. Prova-se que se ) é um quiver finito, a algebra de
caminho K@) é conexa se, e somente se, () ¢ um quiver conexo.

Seja ) = (Qo, ®1) um quiver finito. Denotamos por Ry o ideal da algebra
de caminhos K@) gerado pelas flechas o € @);. Um ideal bilateral Z de KQ é
dito admissivel se existe m > 2 tal que Ry C T C Ré. Uma relagao em Q)
com coeficientes em K é uma combinacao K-linear de caminhos de comprimento
maior ou igual a 2 com mesmo inicio e mesmo fim. Assim, a relagdo p é um
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elemento de K@ tal que
pP= Z /\iwi7
i=1

onde ); sdo escalares (ndo todos nulos) e w; sdo caminhos em ) de comprimento
maior ou igual a 2 tais que, se i # j, entdo o inicio (ou o final, respectivamente)
de w; coincide com wy.

Prova-se que se ) é um quiver finito todo ideal admissivel Z de K@) ¢ finita-
mente gerado. Se Z =< p; > é um ideal admissivel, denotamos (Q),Z) o quiver
com relagoes (p;) e a algebra K@Q/Z é chamada &lgebra de caminhos sobre o
quiver com relagoes e denotada A = K(Q), 7).

Sejam A uma K-dlgebra e tomemos {ej,...,e,} um conjunto completo de
idempotentes ortogonais primitivos. Dizemos que a algebra é bdsica se os A-
modulos projetivos e;A e e;A nao sao isomorfos para todos 7 # j. Prova-se que
a algebra de caminhos A = K(Q,Z) de um quiver com relagdes é bésica e de
dimensao finita

Nem sempre os elementos e as operacoes de uma algebra sao faceis de ma-
nipular. Podem ocorrer exemplos muito “abstratos”. A realizacao “concreta’de
uma algebra é um dos objetivos da Teoria de Representacoes de Algebras. Dessa
forma, encontrar uma maneira de relacionar algebra com “objetos” mais faceis
de serem estudados torna-se conveniente. O teorema seguinte mostra que, sob
certas condigoes, podemos visualizar uma algebra como uma algebra de caminhos
de um quiver.

Teorema 1.33 (Gabriel) Seja A uma K-dlgebra bdsica, conexa e de dimensao
finita, entao existe um quiver ) e um ideal admissivel T da dlgebra de caminho

K
KQ tal que A ~ TQ

Através desse teorema toda a algebra A é uma algebra de caminhos de um
quiver com relagoes A = K(Q, 7).

Seja Q@ = (Qo, Q1) um quiver finito. Uma K-representacao M de @) é definido
como segue:

(a) A cada vértice a € () é associado um K-espago vetorial M,.
(b) A cada flecha o : @ — b é associada uma K-aplicagao linear ¢, : M, — M,.

Uma representacao ¢é dita de dimensdo finita se todo espaco vetorial M, com
a € g, € de dimensao finita.

Sejam M = (M,,¢,) e M' = (M., ¢!) representacoes de Q). Um morfismo
de representagoes f: M —— )M’ é uma familia f = (f,).eq, de aplicacoes K-
lineares (f, : M, — M ).eq, tais que o diagrama

M, L M,

fa fb




é comutativo, para toda flecha a € );. Denotamos por repg() a categoria de
representacoes do quiver Q).

Prova-se que se () é um quiver finito, entdo a categoria repg (@) é abeliana.
O ntcleo, o contcleo, objeto nulo e a soma se definem de maneira natural. Uma
representagao M € repy(Q) nao nula é dita indecomponivel se, para toda de-
composicao M = M; & M, entao M; = 0 ou My = 0. As representagoes
indecomponiveis em repg () sao de grande importancia em virtude do seguinte
teorema:

Teorema 1.34 (Krull-Schmidt) Seja M = (M;, po) € repr(Q) uma representagao
de um quiver () sobre um corpo K. Entao existe uma decomposicao

M=M'eME®. . &M

onde M;, 1 = 1,2,...r, sdao representacoes indecomponiveis, duas a duas nao
isomorfas. Além disso, esta decomposi¢ao € unica a menos de ordem e iSOMOoT-
fismos.

Podemos mostrar que temos uma equivaléncia entre as categorias mod-A e
repi(Q). Através desta equivaléncia podemos descrever os médulos simples,
projetivos e injetivos indecomponiveis como representages do quiver (Q,Z). Seja
a € Qo um vértice de . O médulo simples S(a) corresponde a representacao

(S(a)p, o) de @ definida por:

S(a)y = { —% zzz i Z Yo = 0, para toda flechaa € ;.

O A-médulo projetivo a direita P(a) corresponde a representagao

(P(a)bﬂ (Pﬁ)a

onde P(a), é o K-espago vetorial cuja base é o conjunto {w = w + Z}, com w
caminho de a até b e, para qualquer flecha (:b——c, a aplicacao K-linear

¢s: P(a),— P(a). é dada pela multiplicacdo & direita por 3 = 3 + Z.
O A-médulo injetivo a direita I(a) corresponde a representagao

(I(a)ba 90/3):

onde I(a), é o dual do K-espago vetorial com base o conjunto {w = w+Z}, com
w caminho de a até b e, para qualquer flecha 3:b——=c, a aplicagao K-linear

ws: I(a),—I(a). édadapelo dual da multiplicagao & esquerda por 3 = B+T.

Exemplo 1.35 Seja a dlgebra A, representada pelo quiver () abaizo com a relagao
comutatividade

Q :

O<—29
Q~<~— O
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Os maodulos simples sao dados por:
S(a) : KH(I S(b) : THK S(c) : (j
0

0—— 0——0 K—

R O
0
Os maddulos injetivos indecomponiveis sao dados por:
0
K

Os maodulos projetivos indecomponiveis sao dados por:

R

I(a): K—K I(b):i}%[( I(c) :
0

|| ]

K——K —K

_

P(a): K — Pb): K—=K P(c): K——

N

0—— 0——0 K

|
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Capitulo 2

Categorias trianguladas

No préximo capitulo iremos definir a categoria derivada de uma categoria
abeliana. Em geral, esta categoria nao é abeliana. Esta deficiéncia se compensa,
pois provaremos que a categoria derivada tem estrutura de categoria triangu-
lada. Os triangulos, que iremos definir neste capitulo, vao ser de certa forma
“substitutos”das sequéncias exatas curtas das categorias abelianas.

2.1 Categorias Trianguladas

Seja C uma categoria aditiva e T : C ——= C um automorfismo de C. O funtor
T ¢é usualmente chamado funtor translacao. O inverso de T ¢ denotado por 7.

Defini¢ao 2.1 Um triangulo em C € uma tripla (u,v,w) de morfismos em C na

forma abaizo:

u v

X Y Z—=T(X)

A sequéncia acima muitas vezes € encontrada na literatura em um diagrama da

forma
Z
7N

u

X

Y

Dai o uso da palavra triangulo.

Definicao 2.2 Um morfismo entre dois triangulos (u,v,w) e (v',v,w') € uma
tripla (Pq, Py, P3) de morfismos em C tal que o diagrama

X—=Yy—=7—">T(X)
o e e e
X —=Y' —> 7 —T(X')

€ comutativo. Um morfismo de triangulos ¢ um isomorfismo de triangulos se ®q,
®y e B3 sao isomorfismos.
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Definicao 2.3 Uma categoria C ¢é dita triangulada se existe uma classe de triangu-
los distinguidos T, também chamados de triangulos exatos, satisfazendo as sequintes
condigoes:
(T1) (a) T € fechada para isomorfismos.

(b) Para todo objeto X € ObC, (1,0,0) é um triangulo distinguido.

(¢) Para todo morfismo u em C existe um triangulo distinguido (u,v,w).
(T2) Se (u,v,w) € um triangulo distinguido, entdo (v,w,—T(u)) é um triangulo

distinguido. Esta condi¢ao é conhecida como rotag¢dao do triangulo o que se
jgustifica pelos diagramas abaizo:

Z T(X)
7N N

X . Y

(T3) (O azioma do octaedro) Dados os triangulos distinguidos

X —=>Y —U—>T(X)
Y —= 7 —>W —=>T(Y)
temos o diagrama
X ——=Y ——U—=>T(X)
|
w1 | 61
v
X wiul Z V9 ‘I/ v3 T(X) (*)
w2 | 82 \LT(M)
v
W —— LT(Y)
w3 iT(ug)wg,
T(Y)WT(U)
Entao existem &y e 0y tal que U o 1% 2 W Fluzus T(U)

¢ um triangulo distinguido e o diagrama (%) é comutativo. Este azioma estd
vinculado a um diagrama que pode ser apresentado na forma tridimensional
de um octaedro, dai a justificativa do nome utilizado na nomenclatura.

Denotaremos uma categoria triangulada pela tripla (C,T,7), onde C é uma

categoria aditiva, 7" um automorfismo em C e 7 a classe de triangulos que satis-
fazem (T'1) e (T2) e (T3).

Defini¢ao 2.4 Sejam C = (C,T,7) e C = (C',T',7') categorias trianguladas.
Um funtor aditivo F :C——=C ¢€ dito exato se existe uma transformac¢ao natu-
ral invertivel o : FT —=T'F tal que (Fu, Fv,axFw) estda em 7' sempre que
(u,v,w) estd em 7.
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Definicao 2.5 Dizemos que o funtor F :C——=C € uma equivaléncia triangular
se o funtor F € exato e uma equivaléncia de categorias.

Lema 2.6 Se [ :C——=C € uma equivaléncia triangular e G € o quase inverso
de F', entao G € uma equivaléncia triangular.

Definicao 2.7 Um funtor aditivo H :C—— A de uma categoria triangulada
em uma categoria abeliana € dito funtor cohomoldgico(covariante) se dado um
triangulo distinguido (u,v,w), temos que a sequéncia longa

H(T™u) H(T™) H(T"w)

. H(T"X)

H(T"Y)

H(T"Z)

H(T™'X) ...

¢ exata.
Um funtor aditivo H :C—— A ¢ dito funtor cohomoldgico(contravariante)
se dado um triangulo distinguido (u,v,w), temos que a sequéncia longa

H(T™u) H(T™) H(T"w)

L H(T™IX) H(T"Z) H(T™Y) H(T"X)...

€ exata.

Defini¢ao 2.8 Seja C uma categoria triangulada. Uma subcategoria (ou mais
geralmente uma classe de objetos) B de C gera C como categoria triangulada se
nao existe uma subcategoria propria plena de C, fechada para isomorfismos, que
contém B.

Na literatura encontramos a defini¢ao de categoria triangulada definindo qua-
tro axiomas, denotados por (T'R1), (T'R2), (T'R3) e (T'R4) como podemos ver
em [3]. Nosso (T'1) refere-se ao (T'R1), (T2) refere-se ao (T'R2), (T'3) refere-se a
(T'R4). Utilizando o artigo [9] provaremos que o axioma (7'R3) (lema a seguir)
provém dos outros axiomas citados.

Lema 2.9 (TR3) Se as linhas sao triangulos distinguidos e o quadrado da es-
querda € comutativo no sequinte diagrama:

f g h

X ——=Y —>7—">TX
I

O O
Y

/ !/ ! !/

X' ==Y~ 7' - TX

entao existe um morfismo k : 7 — 7' tal que (i, j, k) € um morfismo de triangu-
los.

Demonstragao: Isto segue de parte do 3x 3 lema que enunciaremos e provaremos
a seguir. -

Yo z-toTXx um triangulo distinguido. Entao:

Lema 2.10 Seja X >V

(a) gof=hog=0.
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(b) Se w:U—=Y ¢€ tal que gou = 0, entao existe v:U— X tal que
u= fou.

(c) Se s: Y —=W € tal que so f = 0, entdo existe t: 7 —W tal que
s=tog.

Demonstragao: (a) Por (T2) basta mostrarmos que g o f = 0. Usando (T'1)
temos o diagrama onde as linhas sao triangulos distinguidos:

X X x %o %7y

SV

X —>Y —=Z—>TX

Se aplicarmos o lema 2.9, temos que existe s:(0)—— Z tal que

X X 0 TX
I
Y
X—=Y =7 —=TX

o diagrama é comutativo e portanto go f = so(0 = 0.
(b) Aplicando (72) aos triangulos distinguidos

1y 0 0

U U 0

TW) e X—tsy-L-z-lo7y

=
S
o
S

NI

2 ——T(X) — = T(Y)

).<

Pelo lema 2.9 existe s: T(U) —=T'(X) tal que T'(u)o(=T(1y)) = =T(f)os.
Logo

T(uoly) =T(u)oT(ly) =T(f)os=T(f) o T(T!(s)) = T(f o T~'(s)).

Como T é um automorfismo temos u o 1y = fo T !(s). E entdo existe
v=T"1(s) tal que u = fow.
(¢) Analogo a letra (b). n

Proposicao 2.11 Sejam C uma categoria triangulada, (u, v, w) um triangulo dis-
tinguido e M € Ob C. Entao

(a) Home(M,—) e Home(—, M) sdo funtores cohomoldgicos.

(b) Se(f,qg,h) € um morfismo de triangulos distinguidos de (u, v, w) em (u', v, w")
tal que f e g sao isomorfismos, entao h também o €.
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Demonstragao:

(a) Vamos mostrar que Home (M, —) é funtor cohomolégico. A outra afirmagao
segue por dualidade.

Aplicando o funtor covariante Home(M, —) em um triangulo distinguido

v w

X—Y 7 TX

obtemos a seguinte sequéncia de grupos abelianos:

ome (M, T™u)
-

.. Home(M, T"X )"

Home (M, T™v)
_—

Home(M,T"Y) Home(M, T"Z) . ..

Pelo lema 2.10 (a) é suficiente verificarmos a exatidao em Home(M,T™Y'). Se
a:M—=T"X , temos

Home (M, T") o Home(M, T"u)(a) = T"0T"uce = T"(vu) () = 0

pelo lema 2.10(a). Logo temos Im(Home(M,T"u)) C Ker(Home(M,T™v)).
Resta mostrarmos que Ker(Home(M,T™v)) C Im(Home(M,T"u)). Seja entao
g: M ——=T"Y um morfismo tal que Hom¢(M,T"v)(g) = 0.

Por (72) temos (v, w, =T (u)) é um triangulo distinguido e por (7'1), temos o

triangulo distinguido M —— M —2=0 TM . Novamente por (72), temos

M—2>0—%TM—TM éum triangulo distinguido. Assim temos o dia-
grama tal que T"vg = 0,

M—2 00— 7 TM

e

T"Y oy T"Z gy THX o THY

—T" 1 (u

Pelo lema 2.9, existe T'f : TM —=Tn+1x tal que =T (u)T(f) = T(g).
Como T é automorfismo, existe um morfismo f: M ——=T"X tal que T"uf =
g, ou seja, Home(M,T™u)(f) = g. Logo g € Im(Home(M,T"u)). Portanto
Ker(Home(M,T™)) = Im(Home (M, T"u)).

(b) Consideremos o seguinte diagrama comutativo:

v w

X ——Y 7z TX

Cl

X' —>Y —> 7 ——TX'

com f e g isomorfismos. Aplicando o funtor cohomoldégico Home(Z', —), que
para simplificar a notagdo denotaremos esse funtor apenas por (Z’, —), obtemos
o diagrama comutativo onde as linhas sdo sequéncias exatas pela letra (a).

(2, X) —(2Y)— (2", Z) — (2", TX) — (2", TY)
l(zm i(zcm l(zxm l(zcm)) l(zzm
(7, X") —=(ZY) —= (2, 7)) —= (2", TX') —= (2, TY")
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Como Home(Z', f), Home(Z', g), Home(Z', T f) e Home(Z',Tg) séo isomor-
fismos, segue do 5-lema (lema 1.14) que Home(Z',h) é um isomorfismo. Logo
existe ¢ € Home(Z,Z") tal que hop = 14.

Repetindo o mesmo procedimento, porém aplicando o funtor cohomolégico
Home(—, Z), obtemos que Home(h,Z) : Home(Z', Z) —— Home(Z,Z) é um
isomorfismo. Logo existe ¢ € Home(Z', Z) tal que o h = 1.

Assim temos

Home(h, Z)(Home(Z',h) (¢ — ¢)) = Home(h, Z)(he — hp) = hph — hiph = 0.

Como Home(h,Z) e Home(Z', h) sao injetoras, obtemos ¢ = 1. Portanto h
é um isomorfismo. ]

O seguinte lema mostra que a “reciproca’de (7'2) é satisfeita.

Lema 2.12 Se (v,w,—T(u)) é um triangulo distinguido, entio (u,v,w) € um
triangulo distinguido.

Demonstragao: Dado o morfismo X ——Y , temos por (7'1) o tridngulo dis-

Y Z'

Tu —Tv' T

tinguido TX —% Ty —% 7z "L oy .
Aplicando (7'2) no triangulo distinguido da hipdtese temos o triangulo distin-
Tv —Tw

guido TX —% 7y %77 %12 .

Assim temos o diagrama comutativo

u v’

tinguido X TX . Aplicando (72) obtemos o triangulo dis-

Tx My ry ey
|
Ih
g 2
!
TX —>TY —T7' —=T°X

Pelo lema 2.9 existe o morfismo h o qual é um isomorfismo pela proposicao
2.11. Aplicando o funtor exato —7~! ao diagrama acima temos,

X u
X —

Assim temos que X —=Y —= 7
Y A

w

TX
I
\
7' ——TX

Y —Z
Y

w

TX é isomorfo ao triangulo distin-

guido X —* v Y, 7X . Por (T1), segue que

w

X =Y

Z TX
¢ um triangulo distinguido. ]

Lema 2.13 (3 x 3 lema) Assuma que jo f = f'oi e que as duas linhas su-
periores e as duas colunas a esquerda sao triangulos distinguidos no sequinte
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diagrama:

x—loy 2ozt ogpx
i J : k T
(*) Ly My
i 7' :k’ T3
xr ey L g W
i’ i’ :k” Ti"
TX = TY = 77 —T2X

Entao existe um objeto Z" e existem morfismos tracejados f",q", h" k, k' k" tais
que todos os quadrados sao comutativos exceto o ultimo quadrado a direita que sa-
tisfaz —T(h)k" = T(i)h", e todas as quatros linhas e quatro colunas sdo triangulos

distinguidos.

Demonstragao: Como X ! y 2Lsz-torx é triangulo distinguido, por

(T'2) temos que TX ek TY 19 77 e 6 triangulo distinguido.

Notemos que o diagrama a seguir ¢ comutativo:

rx Ly Tpy ey

OO

TX = TY —=TZ — T°X

Como o morfismo /d ¢ um isomorfismo e TX —1 Ty gy ZTh T2 X

¢ um triangulo distinguido, segue que TX T TY T Tz 72X ¢ um

triangulo distinguido.

Da mesma forma segue TX T TX' £k TX”ii/;TZ X ¢ triangulo dis-
tinguido.
Aplicando (T'1) ao morfismo jo f: X ——= Y’ construimos o triangulo dis-
tinguido X Jol y' sy —4sTX . Assim temos o diagrama:
f g h
X Y Z TX
\
i V
XLy oy _fory
!
3’ It J/Tf
\i 11
Y// P — YI/ JH. TY
" iTgoj//
Tg
Y —TZ7
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s ¢ , Tgo5”

Por (T'3) obtemos o triangulo distinguido Z 174 Yy’ TZ tal
que:
pej = sog (1)
top = J (2)
jlot = Tioq (3)
gos = h (4)
Também temos o seguinte diagrama:
X —ts x e xr X
|
Xyt oy oy
|
g | ¢ lTi
\i /
Zl J— Z/ h S X/
% iTi/oh/
T4
TX —TX"
Por (7'3) obtemos o triangulo distinguido: X" Loy s g T e tal
que
pof = soi (5
top = ¢ (6)
qgos = i (1
hot = Tioq (8)

Definimos k = os: 7 —— 7Z'. Assim pelas igualdades acima temos:

—

kog = t’osog é t/OpOj (i) g’Oj (9>

hok = hotos = Tiogos = Tioh (10)

~—

—
=
—
N2

Disso ja temos a prova de (T'R3) (lema 2.9).
Definimos f” =tos' : X ——=Yy” . Aplicando (7'1) ao morfismo f” obtemos

o triangulo distinguido X" fN Y” v A " TX".
Observemos o diagrama:
X s v ¢ 7 Tiok! X"
\
X// f” Y// g” ZV// h” TX//
\
Tgoj// ‘ k// iTs/
\ —Ts
T —T7——TV
—Ts iTt’o—Ts
v sy
. Lo . K k! Tt o(—T's)
Por (T'3) obtemos o triangulo distinguido 7’ Z" TZ A
uma vez que V ——> Y Lol g =T TV é triangulo distinguido por (72).
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E ainda temos as comutatividades:

g'ot = Kot (11)
(=Ts)ok” = Tsoh" (12)
h'ok' = Tiok (13)
Tg Oj// — k// o g// (14)
Como k =t osentdao =Tt oTs = —T(t' o s) = =Tk e ainda como temos o

triangulo distinguido 2z’ Kogn Kopg T g segue de (T2) que

Z-—te g Kogn ¥ oy

¢ um triangulo distinguido.
Para finalizar a prova, precisamos checar as comutatividades e a anticomuta-
tividade do diagrama (x):

kjog = g'oj
Wok Y Tion
flod ey ogoi @ topo f' 2 j'o f'
g’ oy @ g'otop (L) kK'ot'op ©) k' og
ok ¥ Tiow
j//of// d:ef j//otosl (i) Tfoqosl (:) Tfo,l://
Tg o j/, (1:4) kl/ o g/l

E ainda temos (—Th)ok” @ —T(gos)ok"” =Tqo(—Ts)ok" = Tqo(Ts")oh" =
T(q o S/> o h// (2 T,l:// o h// — _((_T,l//) o h//>. =

Observagao 2.14 O artigo [9] demonstra que dado (T'1), (T2) e 0 3 x 3 lema
temos o axtoma do octaedro.

Lema 2.15 Sejam C uma categoria triangulada e (u,v,w) um triangulo distin-
guido. As sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) w=0
(i1) u € segao.
(111) v € retragao.

Demonstracao: (i) = (ii) Por (T'1) temos (1x,0,0) é um triangulo distinguido.
Consideremos o seguinte diagrama com as linhas sendo triangulos distinguidos:

u

X Yy —= 7 —%T(X)

I

ilx I’ io ilT(X)
\i

X X 0 T(X)

1x 0 0
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Pelo lema 2.9 (ap6s aplicarmos (72)), existe ¢/ : Y — X tal que o diagrama
¢ comutativo, uma vez que w = 0 e assim temos a comutatividade do quadrado
a direita. Logo v’ o u = 1y, e consequentemente temos que u é secao.

(11) = (i) Por hipdtese u é segao, logo existe u' tal que (1x,u’,0) é um
morfismo do tridngulo distinguido (u,v,w) no triangulo distinguido (1x,0,0).
Ou seja, temos o diagrama comutativo:

Logo w = 17p(xyow = 0.
Analogamente podemos mostrar que as afirmagcoes (i) e (iii) sdo equivalentes.
n

Lema 2.16 Seja C uma categoria triangulada. A tripla (u,0,0) é um triangulo
distinguido se, e somente se, u € um isomorfismo.

Demonstragao: Se (u,0,0) é um triangulo distinguido, consideremos o seguinte
diagrama:

X sy 2 0—2T(X)

e

Y Y 0 T(Y)

1y 0 0

Como (u,1ly,0) é um morfismo entre triangulos distinguidos e 1y e 0 sao
isomorfismos segue que u é isomorfismo.
Reciprocamente, considere o diagrama:

Xy 25 0—2T(X)
ul IYL Ol T(u)l
X =V 5= 0—T(Y)

onde (1y,0,0) é um triangulo distinguido por (7'1). Como u, 1y e 0 s@o isomor-
fismos segue que (u,0,0) é isomorfo ao triangulo distinguido (1y,0,0). Por (T'1)
temos que (u,0,0) é um triangulo distinguido. [ ]

2.2 Localizacao de categorias trianguladas

Nesta secao provaremos que a localizagao de uma categoria triangulada com
respeito a um certo tipo de sistema multiplicativo é também triangulada.

Defini¢ao 2.17 Seja (C,T,7) uma categoria triangulada. Um sistema multi-
plicativo § C C é compativel com a estrutura triangulada se satisfaz:

(a) Para todo morfismo s € S, temos que T'(s) € S.
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(b) Dado um morfismo de triangulos distinguidos:

X Y 7 T(X)
L‘I’l L(I’Q J/‘I’g lT({)l)
X' Yy’ VA T(X")

Se &1, &y, € S, entao P3 também pertence a S.

Teorema 2.18 Sejam (C,T,7) uma categoria triangulada e S C C um sistema
multiplicativo compativel com a estrutura triangulada de C. Entdao a localizacdo
C[S7!] é triangulada e o funtor de localizagdo leva tridngulo distinguido em triangulo
distinguido.

Demonstracgao: Consideremos o seguinte diagrama:

c—1—¢
Q lQ
ClS™]-=~Cls™]

Como S é compativel com a estrutura triangulada, dado s € S temos T'(s) €
S. Logo Q(T'(s)) é um isomorfismo em C[S™!]. Pela propriedade universal da
localizagao 1.29 existe T :C[S™!——=C[S7!] tal que To Q@ = Q oT. Como
para objetos Q(X) = X temos da comutatividade que T(X) = T'(X) e assim T
é automorfismo pois T o é.

Definimos:

7={(f.9.h) €CIST'] | (f,9.h) = (Q(u),Q(v), Q(w)), com (u,v,w) € T}

Vamos verificar que 7 é uma classe de triangulos distinguidos de C[S™!], ou
seja, que T satisfaz os axiomas da triangulacao.

(T'1) (a) Claramente qualquer triangulo isomorfo a um triangulo distinguido
¢ distinguido.

(b) Como C ¢ triangulada, X XX 0 T(X) € 7. Vamos mostrar
que X Ix X 0 T(X ) € 7. Consideremos o diagrama comutativo:
1)=1
X x 0 g% 7(x)
L1 l1 lo il
X—>X—>0—7T(X)
Como 1 e 0 sio isomorfismos em C[S7L], temos X —= X 0 T(X)

é um triangulo distinguido
(c) Seja f: X ——=Y um morfismo em C[S™!] e consideremos um represen-

tante de f dadopor f: X<~ U -~y  comseS.
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Como C é uma categoria triangulada podemos considerar o triangulo distin-

g v w

guido U Y 1% T(U) em C. Consideremos o diagrama:
U Q(g) v Q(v) v Q(w) T(U)
lQ(S) Ll ll iT(Q(S))
— T(X
X f Y Q(v) v T(Q(s))oQ(w) (X)

Note que os dois ultimos quadrados sao comutativos e o primeiro comuta, pois

foQ(s) = U = U = Q(9)

1,7 Y1 / X
g hN
U U U Y
SN N
U X Y

Portanto o diagrama é um morfismo de triangulos. Como s € S, temos Q(s)
é um isomorfismo. Logo (Q(s),1,1) é um isomorfismo de triangulos em C[S™!].

Portanto
f Q(v) T(Q(5))oQ(w) =

X Y V T(X)
¢ um triangulo distinguido.
(T2) Seja A : X NV T(X) € 7. Entdo A = Q(A), onde
A:U——V—">W—"2TU) €7
Ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo, com (a, (3,) isomorfismo de
triangulos em C[S™!]:

U2 g 90 )

e

X —>Y 5> Z—=T(X)

Como C é uma categoria triangulada, podemos aplicar (7'2) ao triangulo dis-
tinguido A e obtemos o triangulo distinguido

—T(u)

V=W —=TU) —=T(V)

Q v Q w 7Q T(u

s lv lm) im)
Y =2 T(X) == T(Y)

E como (3,7, T(a)) é um isomorfismo de tridngulos em C[S™!], temos que

Yy~ 7zt Ly
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é um triangulo distinguido em C[S™1].
(T'3) E suficiente verificar para Q(A), onde A € 7. Consideremos o diagrama:

400, g 0 ew) 5
480 QW Q) g )
Q(n) J{T(Q(u))
F——£—22 7B
Q(p) lQ(T(v)p)
T(B)Q(T(;))T(C’)

Como o seguinte quadrado é comutativo:

A Q(u) B

oo

4 Q(mu) D
pelo lema 1.31 existem um representante (R, s, a) da 14, um representante (S, ¢, b)
de @Q(m) e um morfismo /' : R—— S tal que o diagrama é comutativo:

A——=B——=C—=>T(A)
ST tT TT(S)
R-">5 TR
la \Lb \LT(a)
A== D—>F—+T(4)

Como m/: R—— S ¢é um morfismo em C e C é uma categoria triangu-
lada, por (7T'1), existe um triangulo distinguido comegando por m/, dado por

’

R—/—=S M TR . Logo temos o diagrama:

A——=B—=(C—"T(A)
A

ST tT kI TT(S)

R--g M TR

ia lb lc J{T(a)
\

A== D—= F—T(4)

Pelo lema 2.9, existem k: M —C e ¢: M — F tais que o diagrama
é comutativo. Como o sistema é compativel com a estrutura triangulada e
s,t € §, entdao k € S. Logo tome ¢; representado por (M, k,c). Assim existe
01 : C —— F tal que o diagrama (%) comuta.

Analogamente, existe d, : F —— F tal que o diagrama (%) comuta.
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2.3 Exemplo: Categoria Homotépica K(A)

A categoria homotépica de complexos, que definiremos a seguir, é um exemplo
de uma categoria triangulada. Além disso, a definicao da categoria de homotopia
de complexos é o primeiro passo para a construcao da categoria derivada que
definiremos no capitulo a seguir.

Definicao 2.19 Um morfismo de complexos f®: X®* ——=Y* € homotopicamente

nulo (f* ~ 0) se existem morfismos k™ : X" —=Yn=1, para cada n € Z, tais
que no diagrama

i a5
Xn—l X" Xn+1 PN
Ve 7
Ve 7
n—1 n n—+1
d \L k//kn lf}//kn_‘—l \Lf
Yn—l — Yynr o Yn-{—l J
3% Y

temos " = d’;‘lk”%—k‘”“d} , para todo n € Z. Dois morfismos f® e g° sao ditos
homotaopicos se, e somente se, f* — g* ~ 0.

Proposicao 2.20 O conjunto I(X*,Y*) de morfismos homotopicamente nulos é
um subgrupo de Home(ay(X®,Y*).

Demonstragao: O morfismo nulo 0*° € I(X* Y*) pois, para todo n € Z, o
morfismo (: X" ——= Y71 étal que 0 = d"Y_l() + 0d’%

n—1 n

anl X Xn X Xn+1 PN

Ve 7
lo 7 J/o e lo
}/ 0 L/ 0

Ynfl Y™ — Yn+1 J

dy~ ! dy

Sejam f® ¢g* € I(X°*, Y*), ou seja, para cada n € Z, existem morfismos
k™ " XU ——yn-1 tais que:

fn — dgflk_n + knJrld}
gn — d?;/—ltn + tn—Hd}

Logo, para todo n € Z, temos f" — g" = d¥ (k"™ — ") + (k"1 — ¢t dL.
Disso segue que f® — ¢g* € I(X°*,Y*). Portanto, I[(X*,Y*) é um subgrupo de
HomC(A)(X',Y'). |

Defini¢ao 2.21 Definimos a categoria homotdpica K(A) como a categoria que
tem como objetos os complexros em A e como morfismos, os morfismos de com-
plexos a menos de homotopia.

Observagao 2.22 Temos as sequintes subcategorias plenas de K(A)

KT(A) ={X* € K(A); X' =0 parai < m,para algum m € 7}

41



K= (A) ={X* € K(A); X" =0 parai > m,para algum m € Z}
KYA) = KT (A)NK (A
K%A) = {X* € K (A), com H(X®) =0 para todo i < m, m € Z}

Observacao 2.23 Dado o complezo P*® : ...0 p—sp 0...,comP
projetivo, temos que o morfismo h® : P* —— P* ¢ homotdpico a zero. De fato,

existem morfismos (tracejados) tal que o diagrama abaizo é comutativo

1

0 p p 0 0
7 / /7 7
/ 1 7 1 /7 /
R e R
0 p p 0 0

1
ou seja, h* ~ 0* em K~ (Proj-I).

Seja f*: X*——=Y* e ¢*:Y*——= Z* morfismos de complexos. Se f® e ¢°
sao homotopicos a zero, entao ¢°® f* é homotdpico a zero. Dessa forma a aplicacao
€coOmposicao

o: Homew(Y*, Z%) x Homea)(X®,Y*®) — Homea)(X*, Z°)
(9% f*) — 9°f*

induz a aplicacao biaditiva
o: Homyay(Y*, Z°%) x Homp(a)(X®,Y*) — Homya)(X*,Z°)
tal que o seguinte diagrama é comutativo

HOmc(A)(Y., Z.) X Homc(A) (X., Y.)  — HOmc(A)(X., Z.)

| |

Hom;C(A)(Y‘, Z.) X Hom,c(A)(X', Y') E— Hom,C(A) (X., Z')

Disso e pelo fato de C(A) ser uma categoria aditiva, temos que a categoria

K(A) é aditiva.

Observacgao 2.24 Em geral, a categoria K(A) nao € abeliana.

Com efeito, seja A uma categoria abeliana com extensoes nao triviais, ou seja,
nem toda sequéncia exata cinde. Considere u € Hom4(X,Y) monomorfismo.
Sejam X°,Y* complexos concentrados no nivel zero e u® € Homy4)(X®,Y*)
com 1’ = u e u™ = 0, para todo n # 0.

Suponha KC(A) seja abeliana. Logo Z°* = Coker u® € IC(A). Assim temos a

sequéncia exata () X ye "= 7° 0 em K(A).

Considere o complexo - - - 0 0 Coker u 0 0
Como Z°® é tnico a menos de isomorfismo e o complexo acima satisfaz a pro-
priedade de contcleo podemos assumir

u

Z°%: - 0 0 Coker u—0——"--
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SejaT* € K(A) da seguinte forma: - - - 0 X
e tomemos ¢°*:Y®*——=T* da seguinte forma:

Ye*: e 0 0 Y 0
| | |
Te: e 0 X——Y 0
Consideremos a composicao:
X*: 0 0 X 0
| N
Ye: 0 0 Y 0
| L i
T 0 X—Y 0
Observemos que do diagrama
0 0 X
0 X—Y 0

temos ¢*u® = 0 em C(A). Assim pela propriedade universal do conticleo, existe
um morfismo n®: Z* ——=T* tal que n®*7® = ¢°, ou seja, o diagrama seguinte é
comutativo.

T.
Por outro lado, consideremos: m?® : T* —— Z* definido por:

u

Te: (j X Y (j
VAR 0 0 Coker u—=0——="--

Logo, m®*n®*n® = m®q¢® = n*. Como 7* é epimorfismo, segue que m*n® = 1. Dali,
n® é secao, consequentemente Z°® é somando de T°, ou seja, Coker u é somando
de Y. Logo a sequéncia

u

0 X Y —= Coker u——=0

cinde. Portanto toda sequéncia exata cinde em A, o que é uma contradicao.

Lema 2.25 Sejam H"(—):C(A) ——= A o funtor definido em 1.20, para todo

ne€Ze 0 : X*—=Y* morfismos homotdpicos em C(A). Entdo temos
H™(¢*) = H"(¥*), para todo n € 7.

43



Demonstragao: Pela definicao temos:

H"(*) (@) = ¢™(x) e H"(°)(T) = v*(x).
Vamos verificar que ¢"(z) — ¢"(z) € Im dy .
Como ¢* é homotdpico a 1®, existem aplicagoes { k" : X" ——=yn-1 n € 7}
tais que

" (@) =" (x) = (¢" = ¥")(2) = dy K" (@) + K () = dy TR (2),

pois # € Ker d%. Assim, ¢"(z) — ¢™(z) € Im dy . Logo, ¢"(xr) = yn(z) e
portanto, H"(p®) = H™(y*).

A reciproca é falsa. De fato, consideremos o seguinte complexo em mod-7Z e
morfismo de complexos como no diagrama:

X - Z4 20 Z4 2¢ Z4 2¢

1'/\30' 1{ \O 1/ \30 1{/ \!O
Yroo\

X*: Ly —5> Ly —55> Ty —5

onde 2* é o morfismo tal que 2°(Z) = 2z, para todo T € Z,.

Ker 2°
Observemos que H"(X®) = 167“2. = 0, para todo n € Z. Assim, H"(1°*) =
m

H™(0*) = 0, para todo n € Z, porém 1° nao é homotdpico a 0°. De fato,
precisariamos ter {k" : Zy —7Z, : n € Z} tal que

2°k™(z) + k"T12%(z) = (1° — 0°)(x) = =,

0 que nao ocorre.
Notemos que pelo lema 2.25, se f* ~ ¢°, temos H"(f*) = H"(g*). Logo, para
todon € Z, H*(—) : K(A) — A dado por:

Ker dY
. HM'(X*) = ——X 7
X ( ) Im d}fl L
!
f* | H™(f*) l
v
s Ker dy —
Y H"(Y*) = T a1 7 (z)

estd bem definida.
Assim temos o seguinte corolario:

Corolario 2.26 Para todon € Z, H"(—) : K(A) —= A € um funtor.

Definicao 2.27 Seja f®: X* ——=Y* um morfismo de complexos. Definimos o
cone de [* como o complexo (C?, dzjf) tal que C} = Xy e dTCLf O —— C?H
_an+1

€ dado por d¢,, = ( g

>, para todo n € 7.
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Observemos que ( 7 d'Cf) é um complexo pois, para todo n € Z, temos:

dn-‘r?dn-‘rl 0
dn+1 odlt = X 1 X 1 1 = O
Cy Cy —fn+2d}+ + ngr fn+1 dgz/Jr d?/

Proposicao 2.28 Sejam f*,g* € Home)(X®,Y*). Se f* ~ g°, entio C} ~
Ce.
g

Demonstracao: Como f® ~ ¢°, existem k" : X" —— Y"1 tais que, no dia-
grama

n—1 n

n—1 _X n dX n+1
X X Xt ——
/ /
/ /
/ /
fnfl_gnfl , /k;" fn_/gyk;n+l fn+1_gn+1
/ /
¥ ¥
-1 n 1 o ...
Yn dnfl Y an Yn+
Y Y

=g =d¥ k" + k"td%, para todo n € Z.
Definimos 7 : Cf —— C§ da seguinte forma:

[ )
n+1 dn
;; "‘*)Xn+1@yn f Y Xn+2@yn+1
1 0 1 0
! k1 21
C’;: i Xl g Y X2 g yntl ...

gn+1 dgz/
Observemos que:

—dyt™ 0 1 0 _ —dytt 0
gn+1 dg kn+1 1 - g”“%—d@k”“ d@

1 0 —dytt 0 —dytt 0
knt2 1 fn dg - fn+1_kn+2dr)z(+1 d@

Como frtl—gntl = g+ 4 knH2d5H pois f* ~ ¢°, temos fr1—knH2dH =
g™ + d k™. Logo o diagrama é comutativo e v ¢ morfismo de complexos.

Como det < knl—i-l (1) ) # 0, segue que 7y é isomorfismo. Portanto C} ~ C3.

Lema 2.29 Para todo X* em C(A), o cone C}_ € homotdpico ao complero nulo.
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Demonstragao: Precisamos mostrar que o morfismo 1% : €7, ——=C7_ é ho-

motépico a zero. De fato, definimos k" = ( 8 (1) ) : OF — C'1) para todo
n € Z.
%,
Cl‘; "'HXN@Xn_lﬁXn—H@X”HXW’_Q@X”—H;)'“
] | |
k™ kn+1
C’l‘; ...Hxn@Xn—lﬁ)XWi-l@XnTxn+2@Xn+14>,,,
d01 C1

Observemos que:

—d% 0 0 1 0 1 —dv 0
n—1 n n+1 n . X X _
drorisiods, = (9 L (00 )+ (00 ) (T 4 )=

1 0
(29)=1a-0

Portanto 1g, é homotdpico a zero, e consequentemente, CT =~ 0°. [

Consideremos o funtor translacao

T KA — K(A)
(X*dy) — (T(X*),d}x)),

onde T(X*)* = X" e dj ) = —d5*", para todo n € Z. Denotamos T(X*) por
X*[1]. Os morfismos sao definidos naturalmente. Observe que 7" é um automor-
fismo.

Sejam a inclusao i} : Y* ——= C% e aprojeao p}: C7 ——=T(X*) e conside-
remos o diagrama:

—1 n

(] n—1 d;L/ n &y n+1
Ye: e Y Y Y

o ] n—1 M n+1

1 7 (A 7

\L f l f gl l f o l f
ce - n n—1_ 1 n+1 n__ 4 n+2 n+1

7 = XYl —= XM g Yt —= X2 g Yt ——
X ce Xn 0 Xn+1 — Xn+2

p'e —dy

Observemos que:

noom [ A0 0\ 0 B 0 n ontl - m
dcf Olf o ( fTL+1 d’gl/ 1YTL o dyn+1 o 1Yn+1 OdY o Zf OdY

e
n+1

_dn+1 0 .
piteds, = ((1xnz 0) < fn{fl o > =(—d¥" 0)=dfx)(1xnr 0) =
@ix) © Py
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Assim 7} e p} sao morfismos de complexos. Além disso, temos p} o i} = 0, p}
é epimorfismo e 7% é monomorfismo. Dessa forma, temos o triangulo

. 7% ps
xo Loy U0 xep)

Vejamos que a categoria homotépica de complexos tem estrutura de categoria
triangulada.

Teorema 2.30 A categoria homotdpica de complexos K(A) é uma categoria tri-
angulada com funtor translagdo T .

Demonstracao: Um triangulo M* N* Z° T(M®) em K(A) é
distinguido se é isomorfo em IC(A) a um triangulo da forma

X' fe® Y' C; X.[l] )

(T1) (a) E imediata.
(b) Para verificarmos que X* = X* 0° X*[1] éum triangulo

distinguido vejamos que é isomorfo em K(.A) ao triangulo distinguido

X 1x X I.X X.[l] ]

Para isso precisamos verificar que o seguinte diagrama é comutativo e além
disso, que é um isomorfismo em IC(A).

X xe 0° X°[1]

ll. ll' i(” ll'

X* X* Cc? X°[1]

1°

Claramente o primeiro e o terceiro quadrado do diagrama comutam. Pelo
lema 2.29, temos C7 ~ 0°, logo o segundo quadrado também é comutativo. Assim

temos um morfismo de triangulos que é um isomorfismo.

Logo X*—1=X* 0° X*[1] é um triangulo distinguido.

(¢) Pela construgao, qualquer morfismo f: X* ——Y* pode ser completado

ao triangulo distinguido X*® T ye O X°[1]
(T2) E suficiente verificarmos para o triangulo distinguido

xo Lo ye o0 xep).

Vamos mostrar que Y* <, & — X°[1] it/ Y*[1] é um triangulo distin-

guido. Para mostrarmos que Y* —~ Cy " X*[1] L Y*[1] é um triangulo

distinguido mostraremos que ele é isomorfo ao triangulo distinguido
{ ] ;o (]

ye 10y L Cr oy

q
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O complexo C7 ¢ dado por:

—dy 0 0
0 —di 0
: rodat
s LYre Xneyn! yrtlg Xntlgyn. ..
Definimos:
_d’f)l(
X*[1]: o xr X
_fn _fn+1
| | re (010) 1 (010) 1
0 0
C(;: ...Hyn@xn@yn—l - Y"+1EBX"+1@Y”4>"‘
Cq
Como
—dy 0 0
(01 0)f 0 —dy 0 |=(0 —dy 0)=—dx(0 1 0).
1 froodyt

(S

_dgg 0 0 _fn dgz/fn fn+1d’f)l( _fn
0 —dy 0 1 = | —d% = —d’ = 1 (—d%).
o fmodyt 0 0 0 0

temos que 7* e t* sao morfismos de complexos. Observemos ainda que

—fn
t"r"=(010) 1 |=L1
0
—f" 0 —f* 0
mt=1 1 |(010)={0 1 0
0 0O 0 0
Vamos verificar que 7°¢* ¢ homotdpico a 1, . Para isso vejamos que o morfismo
001
k* tal que k= 0 0 0O | é a homotopia buscada.
000
—dyt 0 0 —dy 0 0
e 0  —dy' 0 kKT 0 —d% 0
A R L o
00 —dy! 1 fmodyt L fo
=100 0 +10 0 O =10 0 0 |)=1g —r"t"
00 1 0 0 O 0 0 1

Logo r*t* é homotopico a 1¢,, e portanto r*° ¢ um isomorfismo.
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Assim temos o diagrama

* ° T . -Tf .
ye 1 Cf T X0 [1] > V1]

!

Y. q° Cf j® Cq o Y [1]

Resta verificarmos que temos um morfismo de triangulos em IC(A). Clara-
mente o primeiro quadrado é comutativo. O segundo comuta salvo homotopia,
pois como

" =(0 1 0) =(10)=a",

O = O
_ o O

entao r*7* = r°¢°j* ~ j* uma vez que r°¢* ¢ homotdpico a 17, . O terceiro
também comuta, pois

_fn+1
prrt=(10 0) 1 = — " = —T(f)",
0

para todo n € Z.
(T'3) Novamente é suficiente verificar para triangulos distinguidos. Considere-
mos o diagrama:

xo Ly Lo o]
4
Xz Ly X°[1]
J* l
ce Cr 2 ye[
p* J{T(q‘)p‘
Y[l 7l1]

Do quadrado a esquerda do diagrama acima temos h® ~ ¢° f*. Logo existem
morfismos k™ : X" —— Zn—1 tais que:

h" — gnfn — dTZLflkn + knJrIdSL(7
para todo n € Z. Definimos 07 : C} —— C} da seguinte forma:

dn

Cs: Xl g yn °f X2 @ yntl
. 1 0 1 0
o7 gl gn 2 gntl
Cr: Xt g zn — Xn+2 gy gn+l

Ch
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Observemos que 07 é um morfismo de triangulos, pois

0 1 0\ —dt 0 B
hn+1 erL k?n'H gn - hn+1+d%k"+1 d%gn -

_ —d! 0 (1 0 —d¥ 0
- gn+1fn+1_k,n+2d7)z(+1 gn+1d§”/ - k,n+2 gn+1 fn+1 d?

Observemos ainda que o seguinte diagrama é comutativo

° q* .
Y *>C'f

-

Z° T> C}.L
De fato, para todo n € Z, temos

. 1 0 0 0 0\ n_ nn

Podemos definir 03 : Cp —— C; da seguinte forma:

dn

Cﬁ: 5 Xn—i—l@Zn “n Xn+2®Zn+1*>...
n+1 n+2
© (den 1) [ 1)
kn+1 1 kn+2 1
C’;; ) A N WAL — yr+2 @ g+l ...
c

Como
_df;—kl 0 fn+1 0 —d;L;H fn—i—l 0
< gn+1 erL ) ( Entl o q ) = ( gn+1fn+1 _I_erLknJrl d’% ) =

_ _fn+2an+1 0 _ fn+2 0 _dv)z(—i—l 0
— k"R + b dy, k21 hrtt o dy

segue que 035 ¢ um morfismo de complexos. E ainda temos a comutatividade dos
seguintes diagramas:

zeLsCn Cr—= X°*[1]
Aol A
Cs—C: Co——v*[1]

De fato, para todo n € Z, temos

(e 1) ()= (3)

(Lo)(fn T =m0y =r(r o)
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3

5 .
Resta verificarmos que C} ——=Cp Cy = C%[1] é um tridngulo dis-
tinguido. Para isso veremos que é isomorfo ao triangulo distinguido

[ ] 6; ) [ ] [ ]
Cf Ch 061 Cf[l]

Definimos as aplicagoes 7°:C; ——=C5 e s*:C5 ——= (7 tais que, para
todo n € Z,

(0 1 oo
© " ={oo o 1

o O = O
_— o O O

Assim, temos o diagrama:
d’ﬂ

yntl AL 9 ynt2 D Zntl
s™ rn Sn+1 7”n+1
Xn+2 P Yn+1 o) Xn+1 o) AL o Xn+3 o) Yn+2 P Xn+2 P Zn+1

051

Observemos que 7* e s* sao morfismos de complexos. De fato,

dyt? 0 0 0 0 0 0 0
—fr2 —autt 0 0 10 | —aytt oo
1 0 —d¥' 0 0 0 - 0 0
0 gntt Rt dy 01 gt dr
0 0
1o —dytt 0
1 00 ( gt dTZL)
0 1
[§
di? 0 0 0
01 f*2 0 —f2 ittt 0 0o |
(0 0 0 1> 1 0 —d¥" 0

n+1 hn—i—l drzz

0 g
_ 0 _d$+1 —fn+2d}+1 0 _ 0 _dgz/Jrl _ngrl fn+1 0 _
0 gn-i-l hrtl d% 0 gn+1 gn-‘rl fn—i—l drzz

o =dEtt 0 0 1 f 0
o gt dy 00 0 1/
Temos também:

ww (01 fr o0
ST= o0 o0 1

) = ]2><2-

S o O
_ o O O
Il
VRS
O =
)
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0 0 0 0 0 0
w10 01 f+ 0\ [0 1 o0 ;
N 00 0 1) loo 0 o0 axd:
0 1 0 0 0 1
0010
. ) 00 0O
De fato, existe homotopia F3 = 0000 tal que
00 0O
dt? 0 0 0 dts 0 0 0
=gt 00 —fr g0 0| L
1 0 —apt o |[Fwthulo Y 0 —d¥? 0
0 gn+1 hn—H d7ZL 0 gn+2 hn+2 d%+1
1 0 0 0 00 0 0
oo —p2 o0 s o1 o
oo 1 of 78 00 0 0
0 0 0 0 00 0 1
Logo r* é isomorfismo, e portanto C?% cr Cs C3[1] ¢é isomorfo
6.
ao triangulo distinguido C} —— Cf, Cs C’}[l] . Assim completamos a
prova de (7'3). De (T'1), (T72) e (T3), segue que K(A) é triangulada. n
Exemplo 2.31 Seja o complexo
X* .. .. 4>X—m+1 d;{"”'l X—m d}m e X—l d}_(l XO

E consideremos o morfismo entre os complexos truncados como no diagrama:

X"[m —1]...0 X-m 0 0 0...
| = |
Tz_m+1(X.)I...O4>X_m+1d_4m+>lx_m+2 X! X0, ..

O cone desse morfismo ¢ dado por:

To>om(X®) i X" —— X+l —— x—mt2 X0 0...
Logo X ™[m — 1] — 7> _py1(X®) —= 1> (X*) ——= X"™[m] € um triangulo
distinguido:

0 xXm 0 E 0 0
A o -
d7m+1
0 X —mtl X o X —m+2 L. X0 x1
M —— X—m—H - s X—m+2 . XO Xl
s xm 0 0 e 0 0
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Lema 2.32 Seja f*: X*——=Y* em K(A). O morfismo f* € isomorfismo se,
e somente se, C} = 0.

Demonstragao: Consideremos o triangulo distinguido:

Xty O —— x°[1]

Se C} = 0, segue do lema 2.16 que se C} = 0, entao f é um isomorfismo.
Reciprocamente, se f é isomorfismo, pelo lema 2.16 temos (f,0,0) um triangulo
distinguido. Consideremos o diagrama:

xo Loy 0 X°[1]

T

Xy = —X"[1]

Por 2.9, existe k:0——=C% tal que (1x,1ly,k) é um morfismo de triangulos.
Como 1x e 1y sao isomorfismos, segue que k € um isomorfismo e portanto C} = 0.
[ |

Lema 2.33 Seja F' um funtor exato e pleno em K(A) tal que se FX*® =0, entdo
X°*=0. Entao F € fiel.

Demonstragao: Seja a® : X* — Y* tal que F(a®) = 0. Queremos mostrar
que F' é fiel, ou seja, a® = 0. Dado a®, como a categoria homotodpica é triangu-
lada, temos o triangulo distinguido X* o ye cs X*[1] . Aplicando
o funtor F', que é um funtor exato, temos o triangulo distinguido:

FX°* Fa* FY® Fv® FC(; FXo[l]

Pelo lema 2.15, como Fa® = 0 segue que Fv*® é secao. Como o funtor F é

pleno, existe v* : C§ — Y'* tal que Fv"*Fv® = F(v*v®) = 1%y

Tomando o triangulo distinguido Y® LA v cs, Y*[1] eaplicando

o funtor exato F', temos o triangulo distinguido
F(v'*v®) . .
FY*——FYy*—FC}, — FY"*[l]

Como F(v*v®) = F(v"*)F(v®) = 1* é um isomorfismo, segue do lema 2.32,
que F'C},, = 0. E entao, por hipétese, C5,, = 0. Como C3, = 0, novamente pelo
lema 2.32, segue que v"*v® é um isomorfismo. Assim v® é secao e pelo lema 2.15
temos a® = 0. [

No capitulo 1 definimos o complexo total Hom®*(X*,Y*) como podemos ver
em 1.26. A seguir caracterizaremos a cohomologia desse complexo. Esse resultado
serd bastante ltil nos capitulos seguintes.

Lema 2.34 Seja A uma categoria abeliana. Para todo n € 7, temos

H"(Hom%(X*,Y*)) >~ Homya)(X®,Y*[n])
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Demonstragao: Vamos calcular a n-ésima cohomologia H" Hom*(X*,Y*®). Temos
Ker d" = {p € @ Hom(X7,Y7*") : d"(p) = 0}.
J
Note que ¢ = (..., 0", ¢% ', ...), com ¢/ € Hom(X7,Y/*") e

-1
dy d d

X—l XO Xl X2

e k)

Yn—l YY" Yn+1 Yn+2 PN

n—1 dn n—+1
dY Y dy

Para n par, temos d" = d; — ds. Logo, em cada componente, como d"(y) = 0,
temos

di(p") = do(p™) = 0= dy7'9" — Ty = 0= dyTie' = 'Yy

Logo, em niveis pares, ¢ € Home(a)(X*,Y*[n]).
Para n impar, temos d"” = d; +dy. Logo, em cada componente, como d"(p) =
0, temos

di(¢") + dao(p™) = 0= dy'¢" + Ty = 0= —dy ' (—¢') = 9" d

Logo, em niveis impares, ¢ € Home4)(X*®,Y*[n]).

Dessa forma, para todo n € Z, temos que ¢ = {¢'} € Ker d" ¢ um morfismo
de complexos, ou seja, ¢ € Homea)(X*®,Y*[n]).

Calculemos Im d"~'. Seja ¢ = d"~(r), onde r = (r;) com r; : X? — yi+tn-1.

Como d*> =0, ¢ € Im d"~* C Ker d". Logo ¢ € Home(a)(X*®,Y*[n]).

Pela definicao de d"!, temos d" (r) = (di — (=1)"" do)(r) = (di(r) +
(=1)"dy(r). Logo, em cada componente temos @/ = dJ™"'r; + (=1)"r; 1 d,
ou seja, temos o diagrama comutativo:

. dit , &y -
Xi-1 > X X+
A//Tj \L(P A//TjJrl
i+n—1 I+n i+n—+1
Y T Y Y
Y

Assim temos ¢ ~ 0, onde r é a homotopia. Dessa forma, temos

n o e <re Ker d" Home(a)(X*,Y*[n])
H"Hom®(X®,Y*) = 2o = ~({g0)~0}

= Homya)(X*,Y*[n])

Lema 2.35 Sejam I uma dlgebra e Q°® o complezo em mod-I'

— 1 0

Q_2 dQ2 Q_l Yo QO 4q Ql

Eziste um isomorfismo entre H"(Q*) e Homyv (', Q%[n]), para todo n € Z.
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Demonstragao: Consideremos o morfismo:

©: Home(F)_(F,Q'[nD — H”QQ')
— o(f)= () +Im dyt

f
Como f € Hom xom) (T, @*[n]), temos o diagrama comutativo

0 0 r 0 0

T

.. Qn—Q dgz Qn—l Qn m Qn+1 @) Qn+2 ...

n—1
dg

@ estd bem definida:

e [ € Kerdp), pois como o diagrama acima é comutativo temos dg, f" =
0.

e Sejam f,g € Homgvry(I', Q*[n]) tais que f =g. Como f ~ g existe
um morfismo k: [ —— Q" ! tal que dgflk: = f"—g". Logo f"—g" € Im dgfl.
Em particular, f"(1r) — ¢"(1r) € Im dgA e portanto o(f) = ¢(g).

@ € sobrejetora pois:
Dado zy € H"(Q*®), podemos definir f:I'——=Q*[n] tal que f"(1r) = z¢ ¢

f7=0se j #n. Logo, p(f) = f"(1r) + I??”Ldg_1 = Zp.

@ € injetora pois:
Sejam f,g € Homyr(T, @Q*[n]) tais aue ¢(f) = ¢(3). Logo f"(Ir) —
g"(1r) € Im dgfl, ou seja, existe yo tal que (f*—g¢")(1r) = d" ! (yy). Assim dado

a € T, temos (f* — g")(a) = (f" — ¢")(a.1r) = a(f" — ¢")(Ir) = ad"'(yo) =
d" Yayy). Assim f* —g" € Im dg_l. Consideremos entao o seguinte diagrama

r

if’n_gn

Q' mImdy —=0
Q

Como I' é projetivo, existe um morfismo k: [ —— Q" ! tal que o diagrama

anterior é comutativo, ou seja, f* — g" = dg_lk. Logo f ~ g, pois existe homo-
topia h, com h" = k e b’ = 0, para j # n. Portanto f = g. [
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Capitulo 3

Categoria Derivada

Neste trabalho estamos interessados na categoria de A-mdédulos finitamente
gerados de uma algebra A, assim assumimos que a categoria A tem suficientes ob-
jetos injetivos e projetivos. A categoria derivada é uma categoria que nos permite
estudar um objeto da categoria A via sua resolucao projetiva. A vantagem de
fazer essa “troca”é que os objetos projetivos tem propriedades boas e conhecidas.

3.1 Categoria Derivada

Seja A uma categoria abeliana. Nesta secao queremos construir sua categoria
derivada D(A). Em 2.26 definimos o funtor H"(—) : K(A) — A, para todo
n € Z. Esse funtor serd bastante importante neste capitulo uma vez que como
veremos, complexos que tem cohomologias isomorfas serao isomorfos.

Um morfismo de complexos f®: X®*——=Y* é um quase isomorfismo se, e

somente se, H"(f*) é um isomorfismo, para todo n € Z.

Observacao 3.1 Seque do lema 2.25 que se f®: X®*——=Y*® ¢ um quase iso-
morfismo e ¢*: X®*——=Y* € um morfismo homotopico a f°*, entao g* é um
quase isomorfismo.

Teorema 3.2 Para todo n € Z, o funtor H"(—): K(A) ——= A € um funtor
cohomologico.

Demonstragao: E suficiente verificarmos para triangulos distinguidos. Seja

xo Loy o0 xep)

um triangulo distinguido. Devemos mostrar que, para todo n € Z, temos que a
sequéncia

n . Hn(fo) n . H”(Z") n . Hn(ﬂ'.) n R
e () T g () 2 o) g (e 1])

¢é exata. Observemos que:

H"(X*[1]) = =
(X*[1)) Imd}’[f] Im d¥%

= H"™(X*).
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Afirmacgao: Dado o triangulo distinguido X* I ye & Cy L X*[1] , temos

a sequéncia exata de complexos () ye* s X°*[1]—0.
De fato, o diagrama abaixo é comutativo com linhas e colunas exatas.

0 0 0 0
dy! dy
Ye yn-1 yn yn+l
on (0 1) 0 1)
. déf dgf
Cf > X" Yl — Xl gy — X2 g Yyl
(10 (10 (10
X [1] Xn 7 Xn+1 d}-kl Xn+2 d?;ﬂ
0 0 0 0

Logo esta sequéncia exata de complexos induz uma sequéncia exata longa de
cohomologia

H"(7®) ")

(v 2L (o) g xeo ) e (v — HrL ()

onde H"™(f*) é o morfismo de conexao definido utilizando o lema da Serpente
1.15. |

Dizemos que um objeto X*® na categoria homotdpica K(.A) é aciclico ou exato
se H"(X*) =0, para todo n € Z.

Lema 3.3 Seja um triangulo distinguido X* I ye S ge X°[1] em

K(A). Entao f*® é quase isomorfismo se, e somente se, Z* € aciclico.

Demonstragao: Aplicando o funtor cohomolégico H™(—), temos a sequéncia
exata longa

(f*) H"(g°) H™ L (f®)

(L gy o) D gy P g ey H™(Y®)...

Como f* é quase isomorfismo segue que H™(f*) é isomorfismo, para todo
n € Z e consequentemente H"(Z®) = 0, para todo n € Z. Portanto Z° é
aciclico. Reciprocamente, se Z* é aciclico, entao H"(Z*) = 0, para todo n € Z,
consequentemente H™(f®) é isomorfismo, para todo n € Z. Portanto f® é um

quase isomorfismo. [

Para construir a categoria derivada vamos considerar como os objetos os com-
plexos de K(A) e os morfismos sdo obtidos a partir de morfismos de IC(A) de
modo que os quase isomorfismos se transformem em isomorfismos. Para isso va-
mos aplicar o funtor de localizagao em K(A) e vamos mostrar o conjunto formado
pelos quase isomorfismos formam um sistema multiplicativo.
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Teorema 3.4 Sejam A uma categoria abeliana e
S={f"e€K(A) : f*é quase isomorfismo}.
Entao S € um sistema multiplicativo em IC(A).

Demonstragao: Precisamos verificar as trés condigdes (S1), (S2) e (S3) da
definicao de sistema multiplicativo.

(S1) Para todo objeto X* € K(A), temos 1% : X* —— X* é um quase iso-
morfismo.

Sejam f*, ¢g* € S entdo, para cadan € Z, H"(f*) e H"(¢*) sao isomorfismos.
Assim, para cada n € Z, temos

H™(f*g%) = H"(f*)H"(g°)
é um isomorfismo e portanto f®¢® é quase isomorfismo.

(52) Dado o diagrama

Z.
X. T Y.

com s* € §. Como s* € K(A) podemos completar s* em um triangulo distinguido
como segue:

ze s ye Lo e T 700
Aplicando (7'2) no triangulo acima temos o triangulo distinguido
* . —T(s*®
yo Lo ne L 2o E ey

e completando f*u® em um triangulo distinguido obtemos o triangulo distinguido

X fou’ N we —-& X*[1] . Pelo lema 2.9 obtemos * : W* ——= Z°*[1] tal

que o diagrama:

xo !

Yo Nt — - 2] 5

é comutativo. Pelo lema 3.3, como s® é quase isomorfismo temos N°® aciclico e
consequentemente, t* é quase isomorfismo. Aplicando 7! ao quadrado comuta-

“ON e — Xo[1]

|
v® | Tu‘i
Y

Y[

tivo
we - - 20[1]
X°[1] e VI

obtemos o quadrado comutativo

we[-1]----- =7

—~T~1(t*) : \Ls'
A

X* . Y




que completa o diagrama inicial. Como ¢* é quase isomorfismo, temos que T~ (¢*)
também é.
Analogamente, se temos o diagrama

ze sy
X.

com s € S podemos completa-lo de forma a obter o seguinte diagrama comutativo,
com t* € S:

ze sy
I

u'l [ v®
A

X - ;. > We

(S3) Vamos mostrar a seguinte equivaléncia: existe ¢*: X’* — X* em S tal
que f*t® = g°*t® se, e somente se, existe s*: Y* ——=Y’* em S tal que s*f* = s°¢g°.

X/o_t_. >X04.>YQ_5_.>Y/0
g
Basta mostrarmos uma das implicacoes, a outra é analoga. Seja w® = f* — ¢°
e suponhamos que exista s®:Y*®——=Y’® tal que s*w® = 0.
Por (T'1), podemos completar o morfismo s* em um triangulo distinguido e
em seguida aplicando (72) temos o triangulo distinguido:

Ze Ly Sy YL 7o) (%)

Como s* é quase isomorfismo, pelo lema 3.3, temos que Z° é aciclico.
Aplicando o funtor cohomoldgico Homy4)(X*®,—) no triangulo distinguido
(%), obtemos a sequéncia exata longa

Hom(X*,h®) Hom(X*,s*®)
_—

...Hom(X*, Z*)

Hom(X*,Y?*) Hom(X*,Y")...
Como s*w® = 0 temos w® € Ker (Hom(X*,s*)). Como a sequéncia acima é
exata Ker (Hom(X*®,s*)) = Im(Hom(X*,h*)) e assim w® € Im(Hom(X*, h*)).
Logo obtemos j°®: X*—— Z* tal que h*j°® = w®.
Aplicando (T'1) ao morfismo j* podemos completd-lo a um triangulo distin-
guido e aplicando (72) nesse triangulo obtemos:

Xre s xo L ge L X ] (%)

Pelo lema 3.3, como Z* é aciclico temos que t* é quase isomorfismo.
Aplicando o funtor cohomolégico Homya(—,Y*) ao triangulo distinguido
(*x), obtemos a sequéncia exata longa

- Hom(2*,v*) 1Y gomixe, ve) YD gom(xe v L
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Como a sequéncia é exata, temos:
0= Hom(t*,Y*)o Hom(5%,Y*)(h*) = (h*j*)t* = w*t*

Logo existe ¢*: X’* —— X* em S tal que 0 = w*t* = (f* — ¢°)t*, ou seja,
fore = gote. n

Definicao 3.5 Seja A uma categoria abeliana. A categoria derivada D(A) €
uma categoria tal que existe um funtor(de localizagao) @Q : K(A) ——= A que leva
quase isomorfismos em isomorfismos, ou seja, Q(f®) € isomorfismo, para todo f*
quase isomorfismo e satisfaz a sequinte propriedade universal: Se F : K(A) —=C
¢ um funtor para uma categoria qualquer C tal que F(f*®) é isomorfismo, para todo
f* quase isomorfismo, entao F' fatora por QQ, ou seja, o diagrama

K(A) ~=D(A)
x g

v

C
¢ comutativo para um tnico funtor G :D(A)——=C .

Sendo assim, os objetos da categoria D(.A) sao os mesmos objetos da categoria

K(A), ou seja, sao os complexos em A e os morfismos s@o classes = do tipo
S

X'ss. X'* f.;Yo

[ ] /e

onde s* é um quase isomofismo e f* € Homg4) (X', Y) e ainda f—. ~ - see
s s

somente se, o seguinte diagrama é comutativo sendo t* um quase isomorfismo.

et Dy
\ V/
X//.

Propriedades: (Objetos e Morfismos nulos em D(A))

1. X*>~0°em D(A) & X* é exato.

De fato, como X*® ~ 0* em D(A) entao existe um morfismo s®: X* ——=(°
que é um quase isomorfismo em KC(A), e assim H"(s*) é isomorfismo, para
todo n € Z. Dai H"(X*) ~ H"(0*) = 0, para todo n € Z. Portanto X* é
exato. Reciprocamente, se X*® é exato, entao H"(X*®) = 0, para todon € Z.
Logo H"(X*) ~ H"(0%) e assim X* ~ 0 em D(A).

2. f*~0°= f*=0em D(A). A reciproca é falsa.
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De fato, como f® ~ 0° existem morfismos tais que o diagrama abaixo é

comutativo em K(A):
b

N4

E se temos esse diagrama comutativo, entao f* =0 em D(A).

A reciproca, porém, é falsa. Considere o morfismo:

X*: 0 Z Z Ly 0
13¢i k;//
»
Xt 0Ly L= Ly —>0
onde 2:7Z——=7 ¢é dada por 2(z) = 2x e 5 :Z—>7Zy é a projegao

canonica. Como o complexo X*® é exato temos pela propriedade 1 que
1% = 0 em D(A). Porém 1% nao é homotépico a zero, pois precisariamos
ter k : Z — Z tal que 2k = 1x, o que nao ocorre.

. Seja f*: X*——=Y* em C(A). As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) f*=0em D(A)

(77) Existe s*: X’* — X*® quase isomorfismo tal que f®s® ~ 0°.

(7i1) Existe s*:Y*® — Y’ quase isomorfismo tal que s°®f* ~ 0°

Demonstraremos (i) < (ii). A demonstracao da equivaléncia (i) < (i) é
dual.

(i) = (i7) Se f* = 0 em D(A), entdo existe um complexo X'* € K(A)
e um quase isomorfismo g®: X’* —— X* tal que o diagrama seguinte é

comutativo:

X =

/\

E assim temos que f®s® ~ 0°.

(17) = (i) Se existe g*: X’®* — X* quase isomorfismo tal que f®s® ~ 0°



podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

£

X.<__X/.__>Y.

AN

E portanto segue que f* =0 em D(A).
4. Se f* =0 em D(A), entao H"(f*) = 0, para todo n € Z. A reciproca, no
entanto, é falsa.

De fato, como f* = 0 em D(A), pela propriedade 3 temos que existe um
quase isomorfismo s* : X'* — X* tal que f®s® ~ 0°. Assim, para todo
n € 7Z temos:

0=H"(f*s") = H"(f*)H"(s").

Como H"(s*) é isomorfismo segue que H"(f*) = 0, para todo n € Z.

A reciproca, no entanto, nao é verdadeira. De fato, consideremos o morfismo

dado por:
X 0—=7Z—>7 0
| N
Y* 0 Z L3 0

™

Estamos supondo que X? = X' =Ze X" =0, paran # 0,1 e que Y* = Z,
Y!=Z3eY™#0,1. Paran #0en # 1 ji temos que H"(f*) = 0. Resta
verificarmos paran =0 e n = 1. Observe que H*(X*) =0e H(Y*) = 3Z,
logo H°(f) = 0. De forma andloga, H'(X*) = Zy e H'(Y*) = 0, logo
HO(f*) = 0. Portanto H"(f*) = 0, para todo n € Z.

Porém mostraremos que f* # 0 em D(.A). Suponhamos que f* = 0 em

D(A). Assim pela propriedade 3 existe s* : W*® — X* quase isomorfismo
tal que f®s® ~ 0® como no diagrama:

WO WO d(‘)/v V[/1 d‘l’v W2
| |l

X* .0 Z—F>17 0 (%)
Tk

Y* .0 7 —— 13 0

Como f*s® ~ 0 entao existe h : W' — Z tal que h d9, = s°.

Como s°* é quase isomorfismo temos que, para todo n € Z, H™(s*) é isomor-
fismo. Em particular H'(s*) : HY(W*) — H'(X*) ¢ um isomorfismo, ou
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seja, H'(W?®) ~ HY(X*) = Zy. Como H'(X*®) = Z,, se w + Imdy,, com
w € Ker djy, é um gerador de H*(W*) segue que s'(w) € 1+ 2Z.

Como 2w € Im d¥,, existe w' € WY tal que d¥y (w') = 2w. Assim, s°(w') =
hodf,(w') = h(2w) = 2h(w), ou seja, s°(w') € 27Z.

Pela comutatividade do diagrama (x), temos:
2°s"(w') = s'd)), (w') = s'(2w) = 25" (w) = 5°(w') = s'(w),
o que é uma contradigao uma vez que s(w’) é par e s'(w) é impar.

Seja A uma categoria abeliana e considere S* = SNK*(A) onde x € {+, —, b}.
De forma similar como a IC(A), obtemos que §* é um sistema multiplicativo
em K*(A). Assim temos

K (A)——K(A)
Jo :
KA (A)S* Y] -z = K(A)[SY

Como @ o i(s) é isomorfismo, para todo s € §*, pela propriedade universal
de localizagdo 1.29, existe F™*:D*(A) —=D(A) tal que F* o Q* = Qoi.

Teorema 3.6 O funtor F*:D*(A)——=D(A) € fiel e pleno.

Demonstragao: Como S* é um sistema multiplicativo para K£*(A). Pelo lema
1.32 é suficiente verificar a seguinte condicao: Para cada morfismo s: N — M ,
coms € SeN € ObK*(A), existe w: M — P talqueus € Se P € Ob K*(A).
Fagamos isto para os trés casos: (i) K*(A) = KT(A), (i7) K*(A) = K (A) e
(4ii) K*(A) = K°(A).

(i) Sejam X* € K*(A) e s* € Homg)(X®,Y*)NS. A menos de uma
translacao, podemos considerar X¢ = 0, para i < 0. Como s*: X* — Y* estd
em S, temos que H'(s*) é um isomorfismo e assim H'(Y*) = 0, para i < 0.

Consideremos Z° e f* da seguinte forma:

Y* . Y—Q d;Q Y—l d;l YO dg/ Yl d%/ Y2
if' lo io lw ll
olo(2°) : ce 0 0 Coker dy* Yi—>y?
Y

Observemos que Z* € KT(A) e f* € S. Disso segue f*s®* € S uma vez que
s*, f* € § e S é um sistema multiplicativo. Logo existe f*®:Y®*——= Z°, com

7Z* € KT(A) tal que f*s®* € S. Portanto F™: DY (A) ——=D(A) é fiel e pleno.
(74) Andlogo ao item (1).
(7i7) Basta considerar um dos casos acima. |

Deste teorema podemos considerar as categorias derivadas DT (A), D(A) e
Db(A) como subcategorias plenas de D(A).
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Lema 3.7 Seja 0 X* il Y & 7 0 uma sequéncia exata curta

de complexos em C(A). Entdo existe um isomorfismo m* : C —— 7Z* em D(A).
Demonstracgao: Consideremos o diagrama:

e O — X*[1 (+)

Y.
Y.

0 X* 7

7 0 ()

Observando em cada nivel e respeitando a comutatividade do diagrama pode-
mos definir m*: €} —— 7* da seguinte forma:

n—1 m
Ye yn-l s yn s ynt
(0 1)t (0 1)* (0 1)*
C} =X g ynl " ntl g yn — nt2 g yntl — > ...
( —d% no 1 —d)il 0
froody fm dy
me (0 g™ ") (0 g™ (0 g™*1)
Z° zn—1 o zZm i Zntl

O triangulo (%) e a sequéncia (%) induzem as sequéncias exatas de cohomolo-
gia
e HY(X®) ——= HY(Y®) ——= H™(Z%) —= H™(X*) —= ™ (V) —> -

L e b

e H(X) e H(Y®) e HY(Cpe) o HPHH(X) s H ()

Pelo 5-lema (lema 1.14), segue que H"(m?®) é um isomorfismo, para todon € Z
e consequentemente m*® é isomorfismo em D(A). u

Lema 3.8 Se y* : X* ——=Y* monomorfismo em KC(A), entio Q(u®) : X* ——=Y*
¢ monomorfismo em D(A).

Demonstragao: Sejam «a*, 3* € Homp()(Z°, X*) tais que Q(u®)a® = Q(u®)3°.
Vamos mostrar que a® = 3°. Sejam os representantes de a® e (3°:

Sl. /e

ot Z° X*
ﬁ' . 7 s''e W//O a''® X

Temos o diagrama:

W/.
W//. s//. S Zl.
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Por (S2) podemos completa-lo e obtemos o seguinte diagrama comutativo,
com r*,v* € S:

W. _ f'i. > W/o
|

7‘. | is/.
Nl

W//o T> Z.

E assim temos os seguintes diagramas comutativos:

W/o W//o
s/o A a/o S//o A /e
I v® Ire®
| |
S/.,U. a/.,U. SII.T. a//.,’,,.
Ze LWL X AR AR
LI %,:o s/m %o
we we

Segue desses diagramas que :

a® = (W*, v, d*v®) := (W*,s* a*)

6. _ (W 8//.7". a//or.) (W 8 *° CLH.T'.) X (W.,S.,b.).
Ou seja, a®* = Q(a®)Q(s*) ™t e B* = Q(b*)Q(s*) L. Disso temos:
Qu*)a® = Q(u*)B* = Q(u*)Q(a”)Q(s*) ™ = Q(u*) Q1) Q(s*) .
Multiplicando por Q(s*) temos,
Qu*)Q(a®) = Qu*)Q(b*) = Q(ua® — u®b®) = 0.

Logo existe um ¢*: V*——=WW* tal que (u®a® — u®b®)t* = 0, uma vez que
u*a® — u*b® ~ 0°. Assim,

(ua® —u®b®)t* = 0 = u’a®t® = ub®t*.

Como u® é monomorfismo segue que a®t® = b*t*. Dali segue que Q(a®) = Q(b*),
pois temos o diagrama comutativo:

s
NS

Portanto a® = Q(a®)Q(s*)™! = Q(b*)Q(s*) ™! = 3* em D(A). ]

Observacao 3.9 De maneira dual, podemos mostrar que se u® € um epimorfismo

em KC(A), entao Q(u®) é epimorfismo em D(A).
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Como veremos a seguir, em geral D(A) ndo é uma categoria abeliana. Assim
nao podemos aplicar a D(A) a definigao usual de exatidao. No entanto, veremos
que D(A) é uma categoria triangulada.

Proposicao 3.10 A categoria derivada D(A) é uma categoria triangulada, com
o automorfismo T dado pelo funtor translacao.

Demonstracao: Sabemos que (K(A), T, 7) é uma categoria triangulada e o con-
junto S dos quase isomorfismos é um sistema multiplicativo.

Pela definigao D(A) = K(A)[S™!]. Assim, para verificarmos que D(A) é uma
categoria triangulada, pelo teorema 2.18 basta verificarmos que S é um sistema
compativel com a estrutura triangulada (Definigao 2.17). Fagamos isto.

(a) Se f*:X®*——=Y* é quase isomorfismo, entdao H"(f*) é isomorfismo,
para todon € Z e dai T(f*): X*[1] —=Y*[1] é quase isomorfismo.

(b) Consideremos o diagrama com linhas formadas por triangulos distinguidos

X* Yy A X°[1]

C e kL

X' y'e A X"[]_]

com ¢1, ¢y € S. Devemos mostrar que ¢3 € S. Aplicando o funtor cohomologico
H"(—) ao diagrama acima temos o diagrama de sequéncias exatas:

. H"(X®)——H"(Y*) ——= H"(Z*) —— H""(X*) ——= H""}(Y*) ...
lH”(fbl) lH”(@) iH"(%) lH"“(%) lH"“(qﬁz)
CHY(X'®) ——=H"(Y'*) —= H"(Z"*) — H""(X'*) —= H""}(Y'") ...
Como H™(¢1), H™(¢p2) s@o isomorfismos, para todo n € Z, pelo 5-lema (lema
1.14) segue que H"(¢3) é isomorfismo, para todo n € Z. Como o sistema multi-

plicativo é compativel com a estrutura triangulada segue que D(A) é uma cate-
goria triangulada. ]

Como X* L »ye =" C? —"> X*[1] é um triangulo distinguido em K(.A)
entao os triagulos distinguidos em D(.A) sao:

X Y* O
X Y s X°[1]
Observagao 3.11 A categoria derivada D(A), em geral, nao € abeliana.

De fato, seja «® : X* —Y* um monomorfismo em IC(A). Segue do lema
3.8 que Q(u®) é monomorfismo. Suponha que D(A) seja uma categoria abeliana.
Assim temos a sequéncia exata curta:

0 X Q@) ye Coker(Q(u®)) —=0

66



Pelo lema 3.7 temos Coker(Q(u®)) 2= Cg,e)-
Aplicando o funtor cohomolégico Hompay(Z°®, —), com Z* um complexo qual-
quer, ao triangulo distinguido

X Myo *)CQ(U') HX.[].]

temos a sequéncia exata longa
(Z., X.) o (Z., Y.) s (Z” Cé(u')) — (Z.,X'[l]) —_— (Z., Y.[l])

Como Q(u®) é monomorfismo, entdo Hom(Z*, Q(u®)) também é monomor-
fismo. Logo Hom(Z*, CZ)(uo)) = (. Como Z* é um complexo qualquer, segue que
Owe) = 0 e consequentemente Coker(Q(u®)) = 0. Portanto Q(u®) ¢é isomor-
fismo, mas isto é falso. Tomando Y* um complexo nao exato e ()* ——=Y* que
¢ monomorfismo em KC(A), temos que sua localizagdo (0* —Y*® nao é isomor-
fismo em D(A), pois Y* ndo é exato. Portanto, em geral, D(A) nao é abeliana.

3.2 Complexos de objetos projetivos

Seja Proj-A a subcategoria plena de A formada por todos objetos projetivos
de A. O objetivo desta se¢ao é provar que a categoria derivada D~ (.A) é equiva-
lente a categoria homotdpica de complexos projetivos K~ (Proj-A) quando A tem
suficientes objetos projetivos.

Lema 3.12 Sejam P* um complexo em K~ (Proj-A) e X* um complexo em
K(A) aciclico. Entao qualquer morfismo f*: P*——= X* € homotdpico a zero.

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor que o complexo P*
é tal que P/ = 0, para todo j > 0. Seja f* € Hom(P*, X*) como no diagrama

q4=3 =2 a-!

P - R P_s P P, L Py F B, 0 0
v o N

X. . e —> X_3 *>d;(3 X_Q d;(z X_1 d;(l XO dg( Xl X2

Queremos construir, para todo k € Z, morfismos h* : P, — Xj_1 tais que
f* = dithk 4+ hEH1dk,. Definimos h* = 0, para todo k& > 0. Seguimos induti-
vamente. Como d%f° = 0 e X* ¢ aciclico, temos Im f* C Ker d% = Im dy'.
Assim podemos considerar o diagrama:

Fy

lfo

X 4—=Imdy —0
dX

Como P, é projetivo, existe h°: Py—— X_; tal que d)—(lho = f% e como
h' = 0 temos
dy'h® + htdp = f°.
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Suponha que tenhamos h?, com i > n. Entao temos o diagrama comutativo:

-2 -1
7 a dn

Pn72 Pn,1 Pn Pn+1H

lfn? \Lf’r% lf%l lf’nJrl

Xn—Q n—2 Xn_l n—1 Xn an n+1 n-+1
dy d’y X dy

Consideremos o morfismo 1 = f"~! — h*dy * : P"~! —— Xx7—1. Daf temos
d}flw — d}fl(fnfl - hnd;l)fl) — d?)z(flfnfl _d}flhndrpifl — fnd?)fl _d§flhndgfl —
= (=

Como f" = dy 'h" + h"*d}, temos
B = (7 = d W = g =0

Assim 1) fatora pelo Ker ds ! e temos o diagrama comutativo:

Pn,1 4 anl
x /

Ker dy!

Como X* é aciclico, temos Ker d%' = Im d% 2 Como P, ; é projetivo,
existe um morfismo A" !: P,_; —— X, 43 tal que o diagrama

Pnfl

hn—l - - i
- ¥
A/
X2 —— Ker dy ' —0
dy

¢ comutativo. Entao temos o diagrama comutativo:

n—2
dX

anZ

anl
RN dv! »
|
n—1

P

e podemos deduzir que:
w — d}thnfl = fnfl - hndqllafl — anthnfl = fnfl — hndgfl 4 d}thnfl
como queriamos. [
Nosso préximo lema nos diz que, em K(A), quase isomorfismo que chegam em
complexo de projetivos é invertivel a direita. E em seguida, veremos que quase

isomorfismos em K~ (Proj-A) sao isomorfismos.
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Lema 3.13 Sejam P* um complexo em K~ (Proj-A) e X* um complexo em
K=(A). Se o morfismo s*: X®*—— P* ¢ um quase isomorfismo, entio eziste
k®: P*— X* tal que s°k®: P®* —— P* ¢ homotdpico a 1%.

Demonstragao: Aplicando (7'1) ao morfismo s* temos o triangulo distinguido

pr 0t X1

S

X.

em K~ (A). Como s* é quase isomorfismo, pelo lema 3.3, temos que C? é aciclico
e pelo lema anterior, temos ;* : P* —— C? homotdpico a zero. Seja h® a homo-
topia correspondente:

h" = ( lzn ) : pr—Crl= X" Pl

Assim, " = h"Td% + dg:lh” . pr—— X"t ¢ p» . Portanto,

0 n ket o ome1 [ K" kntidy — d kn
Disso deduzimos que k"™'d% = d% k™ e entdo temos que k é um morfismo de
complexos. E ainda,

Lpn = t" T + 8"k + dy " = 1pn — 8"k = "% + d 1"
Portanto s®*k® : P®* —— X* ¢é homotopico a 1%. ]

Proposicao 3.14 Sejam P*,Q° complexos em K~ (Proj-A) e s*: P*—=Q°
um quase isomorfismo. Entdo s* € um isomorfismo em K~ (Proj-A).

Demonstragao: Como )°® é projetivo e s* é quase isomorfismo entao pelo lema
anterior existe k®:(Q*—— P* tal que s*k® ¢ homotdpico a 1g,. Assim,

H™(s"k*) = H"(s*)H"(K*) = H"(13) = Lyn(oe),

para todo n € Z. Como s* é quase isomorfismo temos H"(s*) é isomorfismo,
para todo n € Z. Pela igualdade acima e como H"(s®) é isomorfismo, para todo
n € Z, temos H"(k*) também é, e, consequentemente k* é quase isomorfimo.
Agora, como P*® é projetivo e k* é um quase isomorfismo, novamente pelo
lema anterior existe u®: P* —— @* tal que k*u® é homotdpico a 1%. Assim,

u® = 15u* = s*k*u® = s*1% = s°
em K~ (Proj-A). Concluimos entdo que s*k® ~ 1¢, e k®*s* ~ 13, e portanto s* é
um isomorfismo em K~ (Proj-A).
|

Como vimos, a classe de quase isomorfismos em K~ (Proj-.A) coincide com
a classe dos isomorfismos. Assim, a localizacao da categoria K~ (Proj-A) pelo
sistema multiplicativo S N Mor(K~(Proj-A)) coincide com K~ (Proj-A), onde
Mor(K~(Proj-A)) sao os morfismos na categoria K~ (Proj-A).
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Teorema 3.15 O funtor restricao Q : K~ (Proj — A) —=D~(A) do funtor lo-

calizagio @ : K= (A)——=D~(A) € fiel e pleno.

Demonstragao: Seja S a classe dos quase isomorfismos em K~ (.A). Pela proposi-
cao 3.14, temos que Sk (proj—a) = S N Mor(K~(Proj — A)) é um sistema mul-
tiplicativo em K~ (Proj-A). E ainda, pelo lema 3.13, dado s*: X* —— P* um
quase isomorfismo, com P* € K~ (Proj-A) e X* € K~ (A), existe k*: P* — X*
tal que s*k® = 1% em K~ (A). Assim, pela proposi¢ao 1.32 temos que o funtor
K= (Proj — A) —= K~ (A)[S™'| = D (A) é fiel e pleno. ]

Lema 3.16 Qualquer diagrama da forma

[

K(L‘;P

com o quadrado um diagrama pullback, b um epimorfismo, K = Ker(© V) e
Q = Ker(p) pode ser completado com um epimorfismo g: K —Q tal que o

diagrama

é comutativo.

Demonstragao: Considerando o morfismo 0: () ——= B’, temos ho(0 = 0 =

¢ o i,. Como o quadrado é pullback, existe A :Q ——= A’ tal que ¢’ oA =0¢e

t o A =1i,, ou seja, temos o diagrama comutativo:

A*@)B

Seja iy 1 K'—— A’ , onde K’ é o niicleo de ¢'.

Como @'\ = 0, pela pro-

priedade universal do nicleo, existe p:Q —— K’ tal que iyu = A, ou seja,
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temos o diagrama comutativo:
A , ¢ ,
Q—=A—B
N
!: N Ti”/
Q
K/
E ainda, como ¢ t i,y = h¢'iyy = 0, novamente pela propriedade universal

do nucleo, existe n: K' —— (@ tal que t i,y = 4,7, ou seja, temos o diagrama
comutativo:

K"g’@

Disso temos i np =t iy pu = tA = i,. Como i, ¢ monomorfismo, nu = 1g e
portanto, n é epimorfismo.

Agora, como ¢ iy = 0, pela propriedade universal do ntcleo, existe
f i K —— K’ tal que iy f = iy, ou seja, temos o diagrama comutativo:

PLA'LB' (**)
i(p/wT Tiw/
_ _ s 1!
K 7 K

Os diagramas (x) e (#*) obtemos o seguinte diagrama comutativo:

K p

ey

Z‘pl @

K/C_> A/ _r o BI

Pl

Observemos que o diagrama superior é um pullback. De fato, sejam T" € ObA,
j:T——=P e j:T—K' taisqueiyj =1 j.

T ’\J
g
A\

K—— ” P
NG

f (4

AN
K — A
/LW/
Como ¢ j = ¢'iyj’ = 0, pela propriedade universal do ntcleo, existe
a:T—K tal que iyya = j, ou seja, temos o diagrama comutativo:




E ainda temos:
wj = Z'Lp/j/ = w Z'g,/w o = Z'Lp/j/ = Z'Lp/de = i¢/j/.

Como i,y ¢ monomorfismo, segue que fo = j'. Logo o quadrado é um pullback.
Portanto como 1 é epimorfismo pelo lema 1.16 temos que f também o é.
Finalmente, o epimorfismo ¢ é definido como a composicao g = nf. ]

Proposicao 3.17 Seja A uma categoria abeliana com suficientes projetivos. Se
X* € um complexo tal que X™ = 0, para todon > 0, entao existe um complexo P*®
tal que P™ =0, para todo n > 0 e exriste um quase isomorfismo s: P®* — X* .

Demonstracgao: Seja o complexo

—n—1 —n -1
dX dX

D. G “.*)anflx X—n Xfl

X0 0.

Para todo n > 0, definimos P™ = 0. Como A tem suficientes projetivos temos
o epimorfismo ¢, : P° ——= X0, com P° projetivo. Consideremos o pullback de

dy' e ¢o como no diagrama:

70— PO

| J#o

X X0
4=l

X

Como T° € A temos um epimorfismo p-1——=70_ com P~! projetivo.
Definimos s_; : P~' ——= p0 como a composicao p—1 ——= 70 ——= p0 . Agora
consideremos o nicleo de s_; e construimos o diagrama pullback

T-1—— Ker s_;

P—l

TO

X2 X!

—2
dX

Como A tem suficientes objetos projetivos temos um epimorfismo p-2 —— 71

e definimos s_, : P2 —— p—1 pela composic¢ao

P2 T-1 Ker s 1 —— p-1.
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Seguindo com essa construcao temos o diagrama:

P—S

T2 —— Ker s_o

P—2

T-1—= Ker s_3

P—l
T° P
e P, V) -1 0
X = X = X p= X 0

Pela forma como foram construidas, as aplicagoes s_j : P~ ——= p—k+1 fa-
toram pelo Ker s_p,1. Consequentemente, Im s_, C Ker s_j,1. Assim obtemos
um complexo de objetos projetivos:

—k S—k+1

pPe - c. P—k ® Pfk+1

P 0

Resta verificarmos que este complexo é quase isomorfo a X*®. Consideremos o
diagrama:
Ker s_, 1~ p—n-1

|

T —» Ker s_,

L]

Ker d}”_1(—> Xl —s X

—n—1
dX

Pelo lema 3.16 existe um epimorfismo ¢ : Ker s_,_ 1 — Ker d;("*l . Con-

sideremos o pullback de g e a, com « sendo a inclusdo da I'm dy" 2 no Ker dy"*

!

7 Ker s_,,_1

/ !

Im dy" 2 — Ker dy" !

Pelo lema 1.16 temos que ' é monomorfismo porque « 0 é e ¢’ é epimorfismo
porque g o é. Queremos provar que Z = Im s_, . Para isso, consideremos o
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seguinte diagrama:

P—n—2
X
A
T-n-1 2 Kers_,_,
U w / K
~
~N
AL
é
—n—1
g Ker dy
~.
/ p

—n— —n—2 —_n—
X2 o I A2 ——> X 0!

onde o morfismo ¢ : 771 —— 7 existe pois yug o =076 =pu avydecomo
i € monomorfismo, g\y = ayd e Z é um pullback. Observemos que:

w

Tt A

|k

X2 —— I d "

é um pullback, pois o’ é monomorfismo e o quadrado exterior ao diagrama é

pullback no passo —n — 1. Assim, como v é epimorfismo, entao w também o é.
Logo temos a fatorizacao de s_,_s:

A / A
P—n—Q Hl T—n—l L Z OCH Kefr S*ﬂ*l HS P—n—l

com wA; epimorfismo e Az monomorfismo.

S—n—-2

anf2

WAL A3a/

Entao como A é uma categoria abeliana, temos Z = Im s_,_».
Assim consideremos o seguinte diagrama comutativo:

0—=Im s po—">Ker s_p  —2= H"Y(P*)——0

ST

0—=1Imdy" ?— Ker dy" ' —= H " 1(X*)—=0

onde as linhas sao sequéncias exatas curtas e o primeiro quadrado é pullback.
Como g e v sao epimorfismos temos que p também é um epimorfismo. Resta
verificarmos que p ¢ um monomorfismo. Como o primeiro quadrado do diagrama
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anterior é um pullback entre monomorfismo e um epimorfismo podemos completa-
lo ao diagrama comutativo:

1

Ker g Ker p

|

0—>Ims_, 0—>Kers ,  —2> H—"1(P*)—0

g’ g lﬂ

0—=1Imdy" ?— Ker dy" ' —= H " 1(X*)—=0

Ker ¢

0 0

Aplicando o lema da Serpente 1.15, obtemos Ker p = 0 e entao p é monomor-
fismo. Portanto s: P*——= X* é quase isomorfismo. [ ]

Corolario 3.18 Seja A uma categoria abeliana com suficientes projetivos. O
funtor Q : K~ (Proj-A) — D~ (A) é uma equivaléncia de categorias.

Demonstragao: Pelo teorema 3.15 o funtor é fiel e pleno. Como A tem sufi-
cientes projetivos, pela proposi¢ao anterior, para todo complexo X*® em K~ (.A)
existe um complexo P* em K~ (Proj-A) e um quase isomorfismo s: P* — X*.
Assim Q(s) é um isomorfismo em D~ (.A). Portanto o funtor também é denso. =

Corolario 3.19 Seja A uma categoria abeliana com suficientes projetivos. O
funtor K=*(Proj — A) — D°(A) € uma equivaléncia de categorias.

Observacao 3.20 Analogamente podemos provar que a categoria Kt (Proj-A)
¢ equivalente a categoria DY (A) e que a categoria K°(Proj-A) € equivalente a
categoria D°(A)

Proposicao 3.21 Seja A uma dlgebra. Se Q° ¢ um complexo de A-mddulos
projetivos finitamente gerados, onde Q° = 0, para i < —n ei > 0 e N € um
A-mddulo qualquer, entao Hompa)(Q®, N[i]) =0, parai >n ei < 0.

Demonstracao: De fato, seja Py uma resolugao projetiva do A-mddulo N.

Py p2 p! PO 0
Em D(A) temos o isomorfismo
Hompy)(Q*, Ni]) >~ Homp)(Q°, PY[i]) (%)

Como K~ (Proj-A) é uma categoria equivalente a D~ (A) e Q* e Py sao pro-
jetivos, pelo corolario 3.18 temos

Homp-5)(Q%, PR i]) = Homc—a)(Q°, PX[i]) =0, (+%)

para i >n e i < 0, pois como @°® é um complexo da forma:

0 Q—n Q*n+1 - Q*l QO 0
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e considerando Py[i], para i > n, teremos um diagrama da forma:

1} 1) . Q_n Q_n+1 . QO 1)
P—l PO e 0 0 c. 0 0

e em K~ (A), o inico morfismo que podemos ter é o morfismo nulo. Agora se
tivermos Py|i], para i < 0, teremos um diagrama da forma:

0 Q™" Q° 0 0
L | |
s pn—2__ p-n-l pi-1 pi PO

eem K~ (A), como Py é um complexo exato, segue que o iinico morfismo que pode-
mos ter é o morfismo nulo. Combinando () e (**) temos Homp(a)(Q*®, N[i]) = 0,
parai >ne < 0. [

A seguinte proposicao relaciona os morfismos da categoria derivada, entre um
complexo de projetivos e um complexo qualquer, com os morfismos da categoria
homotépica de complexos entre os mesmos objetos.

Proposicao 3.22 Seja o complezo P* € K~ (Proj-A). Entdo para qualquer
complexo Y*, a aplicagao canonica

¢: Homgu(P*,Y*) — HOW’D(AJ)C(P.,Y')
f — T
¢ bijetiva.
Demonstragao: Vejamos primeiro que ¢ ¢ sobrejetora: Dado um morfismo ~—
s

representado por P* <S— X L)y' em HomD( y(P*,Y*). Como s* é quase
isomorfismo, pelo lema 3.13, existe um morfismo g® . P* — X* tal que s*s"® =
1% em K(A). Entao temos o seguinte diagrama comutativo:

X.

s® /.T y\
S
f. /®

N A

[ ) °_ /o

. fes
Assim os morfismos —e
S

sao isomorfos em D(A). Portanto, existe um

morfismo f*s"*: P* ——=Y* em K(A) cuja imagem por ¢ é ~—.
s

Agora vejamos que ¢ é injetora: Sejam f7, f3 : P* ——Y* morfismos tais
i 5

que — e = sao equivalentes. Entao existe um complexo X°®, um morfismo

1° 1°
76



t* . X*——=Y* e um quase isomorfismo s®: X*——= P* tal que o seguinte
diagrama comuta:

P.
/ N
D G
\ lso f2.
P.
Portanto f7s® =t* = f3s®. Pelo lema 3.13 existe k®: P*—— X* tal que
s°k® ~ 1%. Portanto f} = f5. ]

Lema 3.23 Para qualquer par de objetos A, B € A e para todo n € 7, existe um
isomorfismo candnico Ext’y(A, B) — Hompay(A, T"B) onde estamos iden-
tificando os objetos como complexos concentrados de grau zero.

Demonstragao: Seja

PA3"'4>P”+1 dn P PQ

dy do

P! p° 0

uma resolucao projetiva do objeto A. Assim, por definigao,
Ext"(A, B) = H"(Homa(P}, B)),
onde Hom4(P%, B) é o complexo

Hom(do,B) Hom(d1,B)

OHHOmA(PO,B)

Hom (P!, B)

Homy(P?,B) — - -

com Hom(d;, B)(f) = fdi.
Vamos construir um isomorfismo entre Homya)(P3,T"B) e Ext’y(A, B).

Observemos primeiro que um morfismo f de complexos entre Py elI"B ¢
uma familia de morfismos f;, com ¢ € Z tal que f; = 0, para todo i # n e
fn=/f:P"— B de modo que fd, =0, como no diagrama:

P;l: ...*)PnJrldL)Pnk;Pnfl Pl do PO 0
v P b pobop
T'B : 0 B 0 0 0 0

Como fd, = 0 temos f € Ker Hom(d,, B) assim podemos considerar sua

Ker Hom(d,, B '
er Hom( ) = H"(Hom(P3, B). Vejamos que o

classe [f] no quociente Im Hom(d,_1, B)

morfismo
¢: Homy(P3,T"B) — Eatly(A, B)

f — [/]

é um isomorfismo. Se f ~ g, entao H'(f) = H'(g). Logo [f] = [g]. Portanto ¢
estd bem definida.
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Provemos que ¢ é injetiva: sejam f, § € Homya)(P3, T"B) tal que [f] = [g].
Assim, f—g € Im Hom(d,_1, B) e entao existe p: pr-! —— B tal que f—g =
hd, 1. Portanto f — g ¢ homotopico a zero.

Pn+1 dn P dn—1 Pn—l dn—2 Pn—2 - ...

Ker Hom(d,, B)
Im Hom(d,,—, B)
f:P"— B tal que fd, = 0. Assim, temos f tal que f; = 0, para todo i # n
e f, = f um morfismo de complexos entre P$ e T"B tal que ¢(f) = [f]. Portanto
temos Ext" (A, B) ~ Hom(P3,T"B).

Pela proposicao 3.22, temos Homy(ay(P3, T"B) ~ Homp(a)(P3.1T"B). Como
P3 e A sao quase isomorfos, temos Hompa)(P3,T"B) ~ Homp) (A, T"B).
Disso, temos

Vejamos agora que ¢ é sobrejetora: dado [f] € , temos

Ext’y (A, B) ~ Hompa)(A,T"B).

Corolario 3.24 Seja A uma categoria abeliana e D(A) a respectiva categoria
derivada, entao temos a imersao A ——D(A) .

Demonstragao: Para cada objeto X € A, associamos a sua resolugao projetiva,
X*® ~ P%, onde vemos X* como complexo concentrado no nivel zero.
Para morfismos, usando o lema anterior temos:

Homu(X,Y) ~ Ext%(X,Y) ~ Hompa)(X,T°Y) = Homp()(X,Y).
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Capitulo 4

Teorema de Morita para
categoria derivada

Neste capitulo iremos provar o teorema de Morita para categoria derivada e
como referéncia usamos [11].

No que segue as categorias sao aditivas e os funtores sao funtores aditivos.
Os anéis sao associativos com unidade. Os médulos, a menos que afirmamos o
contrario, sao modulos a direita.

Associados com um objeto X de uma categoria A, temos as seguintes subcate-
gorias plenas de A: Sum-X consiste de todas as somas diretas de cépias de X;
Add-X consiste de todos os somandos diretos de somas diretas de cépias de X;
add-X consiste de todos os somandos diretos de somas finitas de cépias de X.

Associado com um anel A, temos as seguintes categorias: Mod-A é a categoria
de todos A-mdédulos a direita; mod-A é a categoria dos A-moédulos finitamente
gerado; Free-A é a categoria dos A-mddulos livres; Proj-A é a categoria dos
A-modulos projetivos; proj-A é a categoria dos A-mddulos projetivos finitamente
gerado.

Para anéis temos o teorema de Morita ([12]) que diz:

Teorema: Sejam A e I' anéis. Entao:

Mod-A ~ Mod-T" < 3 P € proj-A
tal que
(1) EndyP ~T.
(2) add-P gera mod-A (como categoria abeliana)

Para categoria derivada Rickard provou em [11] o seguinte teorema:

Teorema: Sejam A e I' anéis. Sao equivalentes:

(i) K= (Proj-A) ~ K~ (Proj-T')

(if) D*(A) ~ D*(T)

(iii) K°(Proj-A) ~ K*(Proj-T)
)

(iv) K®(proj-A) ~ K°(proj-T')
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(v) Existe um complexo T € K®(proj-A) tal que

(1) Hom(T*,T*[i]) = 0, para i # 0.
(2) add-T* gera K°(proj-A) (como categoria triangulada).

com EndT® ~T.

A equivaléncia (i7) < (v) é semelhante ao Teorema de Morita e devido essa
semelhanca, costuma-se dizer que Rickard desenvolveu uma teoria de Morita para
categoria derivada.

Se A e I' satisfazem as condicoes do teorema anterior dizemos que A e I sao
derivadamente equivalentes.

O complexo T que satisfaz as condigoes (1) e (2) da condi¢ao (v) do teo-
rema anterior é chamado complexo inclinante. Se satisfaz apenas a condigao (1),
dizemos que T é parcialmente inclinado.

Nas préximas segoes nos concentraremos na demonstracao do Teorema de

Rickard.

4.1 Construgao do funtor F entre K (Proj-I') e
K~ (Proj-\)

Suponhamos que existe T* € K®(proj-A) tal que Hom(T*,T*[i]) = 0, para
it # 0. Iremos construir um funtor exato aditivo

F:K (Proj—T)— K (Proj—A\)

o qual ¢ fiel e pleno.

Para a construcao do funtor F', mostraremos primeiro que K~ (Proj-I") ~
K~ (Free-I'), em seguida mostraremos que Free-I' ~ Sum-T* e consequente-
mente K~ (Proj-I') ~ K~ (Sum-T*). Assim sera suficiente construir um funtor
entre as categorias K~ (Sum-T*) e K~ (Proj-A). Isso serd feito explicitamente
para objetos da categoria C~ (Sum-T"*)(sera definida a seguir) para quem associ-
amos algo como uma generalizacao de um bicomplexo de tal modo que podemos
definir o complexo total como em 1.24.

Este procedimento define um funtor ¢ : C~(Sum-T*) — K~ (Proj-A) o qual
fatora pelo mergulho natural C~(Sum-T*) — K~ (Sum-T*). Isso juntamente
com as equivaléncias acima nos da o funtor F'. Em seguida verificaremos que esse
funtor F' é aditivo e exato.

Vejamos o esquema:
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associagédo

G(A)

C~(Sum —T°*)

complW
K~(Proj —A) K= (Sum —T)
!
> K~ (Free—1T)
!
K~ (Proj —T)

Sejam entao A um anel e T € K°(proj-A) tal que Hom(T*®, T*[i]) = 0, para
1#0e End T® ~T.

Lema 4.1 Se X* € K°(proj-A), entao Hom(T*®,—) : K~ (Proj-A) — Ab co-
muta com soma direta arbitrdria.

Demonstragao: veja [13] e [5]. n
Lema 4.2 O funtor Hom(T*,—) : K~ (Proj-A) — Mod-I" induz uma equivaléncia
entre Sum-T* e Free-I.

Demonstragao: Seja X € Sum-T*, ou seja, X = @T*. Como T* € K®(proj-A),
pelo lema anterior, temos

Hom(T*, X) = Hom(T*,®T*) ~ @Hom(T*,T*) ~ &' € Free — T’
Portanto Sum - T® ~ Free-I. |

Lema 4.3 O mergulho natural K~ (Free-I') — K~ (Proj-I') é denso (e conse-
quentemente uma equivaléncia,).

Demonstragao: Seja P*: ... — P2 — P! — PY — 0 — ... um
complexo em K~ (Proj-T').

Como PY é um moédulo projetivo, PY é um somando direto de um mddulo
livre, ou seja, Ly = P° ® Qo, onde Lg é um mdédulo livre. Somando os complexos
abaixo,

- p2 _, p1 _, po _, 0 — 0 —

D

— 0 — Qy — Qg — 0 — 0 —

temos o complexo

P2 PleQ P’ ®Q)—>0—>

Novamente, como P! @ Qg é projetivo, P~ @& Qo é somando de um médulo
livre, ou seja, L1 = P~'® Qo ® @1, com L; médulo livre. Somando os complexos

-5 p3 _, p—2 _, P_I@QO N PO@QO — 0 —
)

— 0 — Q1 — Q1 — 0 — 0 —
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temos o complexo
=P ®Q ——=P ' 0QdQ1 —=P ' ®Qy—>0—> -

Seguindo esse procedimento, obtemos:

L3 L2 L1 L() 0 ...GK_(Free—F)

Pela observagao 2.23 |, temos que o complexo Q? é zero em K~ (Proj-I'), onde
(¢ ¢ um complexo tal que Qf = Qi e ] =1ie )] = i—leQ? = 0, caso
contrario. Consequentemente, P* ~ P* @ (dQ?). Logo o funtor é denso e temos
uma equivaléncia entre as categorias K~ (Free-I') e K~ (Proj-T'). |

Pelos lemas 4.2 e 4.3, temos:
K~ (Proj-I') ~ K~ (Free-I') ~ K~ (Sum-T*)

Note que imagem de I' por essa equivaléncia é T°°.

Nosso préximo passo é construir um funtor de K~ (Sum-T"*) em K~ (Proj-A).
Para isso, definiremos a categoria C~(Sum-T"*) e em seguida construiremos um
funtor aditivo de C~(Sum-T"*) em K~ (Proj-A) provando que esse funtor fatora
através do funtor natural de C~(Sum-T*) em K~ (Sum—T*).

Defini¢ao 4.4 Seja d; a diferencial do complezo T®. A categoria C~(Sum-T*)
tem como objeto uma sequéncia de complexos sobre Proj-A que sao somas diretas
de copias de T®, junto com uma sequéncia de classes de homotopia 6 de funcgoes
entre elas tal que d;dy; = djidy e a aplicacao d%] € homotopico a zero, onde djy
¢ um representante de 6. Um objeto de C~(Sum-T*) é denotado por (X,9).

Sejam (X, 0) e (Y, ) objetos em C~(Sum-T*). Um morfismo o : X —=Y
€ tal que ad; = dja e adpy ~ dy e, onde dpp € um representante de § e dy;, um
representante de ¢§'.

Seja (X, 0) um objeto de C~(Sum-T"*). Escolhendo um representante d;; em
cada classe de homotopia, entao podemos visualizar esse objeto como:

. qi—1d did Jithi
@ T sy ! X ! it — L o
Aj
-y "y
l i’ dry iy’
T JimLitl Jhit1 PARTAR!
eyl 1 ij+1 1 i+l L
X X X
Ajt1
i—1,5+1 i,j+1 i+1,5+1
i’ dri i
T Jimbit2 Jid+2 Jitlite
@ con— xi-lLj+2 1L X hi+2 ! Xitli+2 L ...
Aj+2
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onde X% = @Ti, para todo i e j.
Aj

Observacao 4.5 Seja (X,0) um objeto de C~(Sum-T*). Escolhendo um repre-
sentante dj; em cada classe de homotopia, resulta que (X**, dy,d;;) satisfaz as
sequintes propriedades:

(1) X** € um objeto bigraduado;

(i1) dy tem grau (1,0) dado pelo complexo T*;

(11i) d;r tem grau (0,1) dado pelas aplicagoes entre o complexo original.

() X% # 0 para somente uma quantidade finita de indices i ou j;

(v) d3 = 0;

(vi) didy; = dppd;

(vii) Visto como complexo (X*7,d;) € soma direta de cdpias de T®, para cada j.
(viii) Se o : X —=Y € um morfismo em C~(Sum-T*), entdo « define, a menos

de homotopia, um morfismo graduado op: X** ——=Y** de grau (0,0).

Assim, os objetos de C~(Sum-T"*) sdo quase bicomplexos. Seja (X,d) um
objeto em C~(Sum-T*), com dj; um representante de §. Tentaremos tomar o
complexo total de (X** d;,d;r) como definido no capitulo 1 em 1.24.

Temos que verificar que esta construcao fornece um complexo. Vamos escolher
X% e checar isso. Assim, o correspondente complexo total a partir de X%/ é:

114 il ¢
dzIJr J dlIJIr J 0
Co ot [
(df dyg ) o\ 0 AP dyt )
X ———— Xthi g xiitl X275 @ Xithi g X612

Precisamos verificar se realmente temos uma diferencial. Fazendo a com-
posicao temos,

114 AR
a0 N 4y
141,75 1,7+1 I _ i+1,7 71,5 t,J+1 71,5
dII dl 1 ( diJ ) - dII d[ —Q_—'_l d'L dII
,] I 1,] 1]
0 dII d[[ dII

Observemos que a primeira componente é zero pois d; é uma diferencial. A
segunda componente nao ¢ zero, mas pode ser zero se escolhermos (—1)" d}} em
vez de dZI} e pela observacao 4.5 no item (vi), temos que a segunda componente
é zero. Agora como dyJ T d%l ~ 0, a terceira componente, em geral, ndo é zero.
Logo nao temos um complexo.

Renomearemos do := d” e dy := (—1)"+d}i.

Vejamos um exemplo para ver o que esta acontecendo com o intuito de con-
tornar esse problema.
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Exemplo 4.6 Pelo exemplo 1.35 temos que o médulo simples S(d) nao tem auto
extensoes, ou seja, para i # 0, Ext'(S(d),S(d)) = 0. De fato, como S(d) = I(d)
¢ injetivo seque que Ext'(S(d),S(d)) = 0. Consideremos S(d) como complezo
concentrado e o representemos por sua resolugao projetiva, a dizer T'® como seque:
jb jc t ib ic
70— p() I py e pio L p 0,
onde as inclusoes de P(b) e P(c) em P(d) sdo denotadas por iy e i, e as inclusoes

de P(a) em P(b) e P(c) sao denotadas por j, e j.. Considere o sequinte objeto
em C~(Sum-T*):

Jb

(ﬂj (%%Aw

0 P(a) P(b) @ P(c)

|
&
g
=
-
g
=
|
N
o

(e

FE facil checar que os quadrados sao comutativos. Além disso, a composi¢cao
de aplicacoes verticais consecutivas € homotopico a zero. De fato, o unico nivel
que precisamos checar é a composi¢ao

(7 (ir i)

P(a) ————— P(b) ® P(c) —— P(d) .

Mas pelo diagrama anterior existem as aplicagoes
(i i)

Jb
<‘76> P(b) @ P(c) e P(b) & P(c) ~—— p(d)

G i) (2 )= (o i) (2)+ G i) ()

Agora vamos tomar o complexo total associado a esse objeto de C~(Sum-T*)

P(a)

tais que:

1oy B
0 [P(a)]? [P(b) ® P(c)]? [P(d)]? 0,
b 0 0
—Je _O. 8 W i i —i. 0 0
onde o = Jb Jb 0 e = 0 0 —i —i. 1% 1. |. Note que
A L 00 0 0 i i
0 =7
0 .jc _jc
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22'bjb - 2icjc _ibjb - Z.cjc 0
50& = _ibjb - icjc 0 7:bjb - icjc
0 —Jb + leJe Wb — Lede
Dessa forma (o nao € zero e trocando sinais na definicao das aplicagoes
nao resolve pois existem entradas de mesmo sinal. Logo nao podemos tomar
diretamente o complexo total.

O problema é que se d é a diferencial do complexo total, entdo d? é por
definicao a soma dydy + dody + dydy + dydy, onde dy é a diferencial do complexo T*®
e d; as aplicagbes verticais do objeto de C~(Sum-T"*) considerado. O primeiro
termo é zero pois trata-se de uma diferencial, o segundo e o terceiro cancelam,
mas o ultimo nao é zero e sim, homotdpico a zero. Isto significa que existe uma
aplicagao homotopia h de grau (—1,2) tal que —d? = hdy+doh. Definindo dy = h
e tomando a nova diferencial como d = dy + d; + do, temos

d2 — (d0+d1+d2)2 = d(2) + dody + d1dg + d1d1 + dods + dodg + d1do + dody + d% =0.
0 0 0 0 0
-0 = = = = =

Em geral, isso ainda nao resolve o problema. Quando se muda a diferencial
adicionando d,, temos naturalmente que verificar em cada nivel que temos uma
diferencial. Em graus maiores do complexo total nao existe uma garantia para
isso. Em nosso exemplo nao existem graus mais elevados para checar.

O que ¢ feito, em geral, é ir produzindo endomorfismos d;, © € N de forma a
corrigir cada nivel da diferencial do complexo total. A medida que produzimos
os endomorfismos d;, o “defeito”do complexo total aparece em um nivel mais
elevado, mas com a suposicao de T (o desaparecimento de morfismos deslocados
a menos de homotopia) nos permite usar o mesmo “truque”’para corrigir este
proximo nivel também. Como 7' ¢é limitado, isto implica que o nosso problema
eventualmente desaparece.

A diferenga entre o que queremos (uma diferencial para o complexo total)
e o que realmente temos é um endomorfismo de translacao, consequentemente
homotdpico a zero (mas nao necessariamente zero). Assim, a idéia para resolver
o problema é: escolhendo uma homotopia, podemos mudar o problema para o
grau seguinte. E entao podemos transferi-lo novamente, e novamente e assim,
transferimos para um nivel onde T (complexo limitado) tem entrada zero, e
assim a “aplicacao problematica”é zero.

Iremos formalizar esta idéia introduzindo uma nova categoria. Essencial-
mente, isto é feito adicionando todos esses endomorfismos para o complexo dado,
ou seja, iremos estender dy, d; a uma sequéncia de endomorfismos graduados d;,
tendo grau (1 —i,1) tal que

dgdn + dldn—l + ‘e —|— dndo = 0,

para todo n. Dessa forma iremos construir uma categoria G(A) de modo a pos-
sibilitarmos a construcao do complexo total.

Definigao 4.7 A categoria G(A) € definida da sequinte forma:
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Os objetos de G(A) sao: {(X*°*,d;),i = 0,1,2,...}, onde X** é um objeto bi-
graduado de Proj-A tal que X% # 0, para uma quantidade finita de indices i ou
j, d; é um endomorfismo de X** de grau (1 —i,1), para cada i, satisfazendo

dod,, + didy_y + ...+ dydy = 0,

para todo n.

Um morfimo o em G(A) entre os objetos (X**,d;) e (Y**, ¢e;) é uma familia
de aplicagoes graduadas {a;} : X** ——=Y**, comi=0,1,2,... tal que o; tem
grau (—i,1) e para todo n, temos

aod, + aidy—1 + ...+ andy = epary, + €101 + ...+ €00
com a composicao de morfismos definida por

(aﬂ)n = @oﬁn + CVlﬁnfl +...+ Oénﬁm
onde {a;} : X0 — Y e {3} : Y** — Z*°.

Observagao 4.8 Se (X*°*,d;) € um objeto de G(A), entao podemos tomar o
complezo total (tot(X**), > d;), onde tot(X**)" = X", Note que Y d; é
realmente uma diferencial, pois

>diY di=(do+di+dy+.. ) (do+di+dat..)=

= d5 + (dody + dido) + (dods + dydy + dady) + ... + (dody, + ... + dpdp) + ... =0
pela definicao dos objetos de G(A).

Pelo esquema do funtor F' feito no inicio deste capitulo, para a construcao do
funtor F', precisamos agora construir os funtores entre C~(Sum — T°) e G(A) e
entre G(A) e K~ (Proj-A).

Nosso préximo passo serd construir o funtor de G(A) em K~ (Proj-A), uma
vez que ja vimos que podemos tomar o complexo total de um objeto de G(A).

Lema 4.9 Euxiste um funtor entre as categorias G(A) e C~(Proj-A).

Demonstragao: Pela observacao 4.8, dado um objeto em G(A) podemos tomar
o complexo total. Se o : X** — Y** é um morfismo em G(A), entdo »_ «;
define um morfismo entre o complexo total de X** e o complexo total de Y*°.
De fato, isto vem da condicao ega,, + ... + e, a9 = aod, + ... + a,dy, para todo
n € N.

i

@Xi,—i @X’i,l—i
> ail J{Z o
@Y’i,*i @Yi,l*i

e
Zeizai:(60+€1+62+...)<O&0+Oé1+062...):
= egp + (g1 +e1ap) + ... + (egan + ... +enap) + ... =
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= apdy + (aody + cndp) + ... + (apdy, + ...+ apdy) + ... =
:(a0+a1+ag+...)(d0+d1—|—d2—|—...):ZaiZdi

Assim temos o funtor complexo total dado por:
p: GA) —= C (Proj—A)
(X d;) —— (tot*(X**), > d;)

c

(Y** e;) —— (tot*(Y**),> e;)

Dessa forma temos um funtor entre G(A) e C~(Proj-A). Porém, precisamos
de um funtor entre as categorias G(A) e K~ (Proj-A). Para isso definiremos
homotopia em G(A).

Definicao 4.10 Seja {a;} : X** — Y** um morfismo em G(A). Dizemos
que {a;} € homotdpico a zero ({a; ~ 0}) se existe uma sequéncia de aplicagoes
graduadas {h;} de X** — Y** tais que h; tem grau (—1 —i,i) e tal que, para
todo n,

oy = eohy + ...+ ephg + hody, + ...+ hpdy

Dois morfismos em G(A) se dizem homotdpicos se sua diferenga é homotdpico a
zero.

Observacao 4.11 FEstd bem definida a categoria

cujos objetos sao os mes-

~Y

mos objetos de G(A) e os morfismos sao os morfismos de G(A) a menos de ho-
motopia.

A
Lema 4.12 O funtor complexo total estd bem definido de G(A) em K= (Proj-\).

~Y

Demonstragao: Seja {«;} : X** — Y** um morfismo homotdpico a zero
({a;} ~ 0 ) em G(A) e consideremos o morfismo entre os complexos totais de
Xe*®* e YV**

) . d; L d; . ) d; . .
e @Xz,—l—z 24) @Xz,—z 24) @Xz,l—z 24) @X1,2—z ...

Zail Zaii ZO@'J{ Zail

e @Yi,—l—i ﬁ EBYi,—i ﬁ EBYi,l—i ﬁ. EBYi,Q—i ...

Como {«a;} ~ 0 segue que existe uma sequéncia de aplicagoes {h;} de grau
(=1 —14,1) e tal que, para todo n,

oy = eohn + €1hn_1 + ...+ Gnho + hodn + ...+ hndo
Pelas condigoes de {h;}, segue que
IS 35 SRS 3 31}
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ou seja, »_ «; ~ 0. De fato,

> di+ ) ey hi=

= <h0+h1+h2+...)(d0+d1+d2+...)+(€0+61+€2+...)(h0+h1+h2+...) =
= (h0d0+60h0) + (60h1 +€1h0 +h0d1 +h1d0) + ... =
:a0+a1+...+0zn+...:Zai

]
Os proximos resultados auxiliarao na construgao de um funtor entre as cate-

gorias C~ (Sum-T*) e G(A).

Lema 4.13 Sejam X*°® e Y** objetos bigraduados de Proj-A, X** com um en-
domorfismo graduado d de grau (1,0) tal que d®> = 0 e Y** com um endomorfismo
graduado e de grau (1,0) tal que €® = 0. Suponha que, para cada i, (X*,d) e
(Y*i e) sejam isomorfos a soma direta de cépias de T®. Entdo toda aplicagdo
a: X** — Y** de grau (p,q), p # 0 tal que ad = e« € da forma eh + hd sendo
h uma aplicagio graduada de grau (p —1,q).

Demonstragao: Para cada i, temos

XL d X2 _d ...

S

e > Yp—l,i+q — Yp,i—l—q — Yp+1,i+q — Yp+2,i+q —

Como ad = ea, segue que o é um morfismo de complexos entre X** — Y *+4[p|,
ou seja, & € Homp—(proj—p)(X*", Y*"[p]). Por hipStese, X*' e Y'*' sdo somas
diretas de cépias de T* e como Homg—(proj—a)(1T*,T*[p]) = 0, para p # 0 segue
que a ~ 0. Logo existe uma aplicacao de homotopia h tal que o = hd + eh, com
grau de h igual a (p — 1, q). [ ]

Observacgao 4.14 O lema anterior também ¢ wvdlido para toda aplicacio o :
X** — Y** de grau (p,q), p # 0 tal que —ad = ea, uma vez que podemos
considerar a diferencial de X** como —d.

Observacao 4.15 Para todo objeto em G(A), o primeiro endomorfismo é sempre
o mesmo, dy, que provém da diferencial do complexo T*®. Dessa forma, sempre
que necessario, usaremos esse fato.

Defini¢ao 4.16 1. Seja (X,0) um objeto em C~(Sum-T*). Jd vimos que
temos um objeto bigraduado X** de Proj-A e endomorfismos dy e dy =
(—1)™d;r com graduagdo (1,0) e (0, 1), respectivamente satisfazendo d =
0 e dody +dido = 0, onde d;; é um representante de §. Um objeto (X**,d;)
de G(A) € dito associado com (X,6) se (X*°, dy,dy) coincidem.
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2. Sea: X — Y éum morfismo em C~(Sum-T*) e (X**,d;) e (Y**,¢e;) sao
objetos de G(A) associados com X eY, respectivamente, entao « define, a
menos de homotopia, uma aplicagcao graduada oy @ X*®* — Y** de grau
(0,0). Uma aplicagao {a;} : X** — Y** em G(A) € associado com (o, ayp)
se ap coincide.

Lema 4.17 Para qualquer objeto X de C~(Sum-T*) e qualquer escolha de 6,
existe um objeto (X**,d;) em G(A) associado a (X, 9).

Demonstragao: Se X € C~(Sum-T*) temos (X**,dy,d;), onde d; = (—1)"¢,
com d3 = 0 e dyd; + didy = 0. Precisamos definir os outros endomorfismos
graduados para conseguirmos um objeto de G(A).

Como d? : X*'—— X*i+2 é homotdpico a zero, para cada i, podemos esco-
lher uma aplicagdo homotopia e obter uma aplicagao graduada dy de grau (—1, 2)
tal que dodg + d% + d2d0 =0.

Suponhamos que temos dy, dy, ds, . . ., d,_1 tal que d; tem grau (1 —1,4) e para
cada k < n, temos

dody, + didp_1+ ...+ dpdy =0
Note que:
do(didp—1 +dadp_2 + ... +dyp_1dy) (dody)dp—1 + ...+ (dody—1)dy
(—dido)dn—1+ ...+ (=didp_2 — ... — dp_1dp)ds
di(—dodn—1 — ... —dp—2di) + ...+ dp_1(—dody)
di(dn-1do) + +dn—1(d1do) =
(didp—1 +. +dn—1d1)d0

Tomando o = dyd,—1 + ... + d,_1dy, temos que « tem grau (2 — n,n) e
doax = ady. Pelo lema 4.13, temos que existe uma aplicacao graduada h de grau
(1 —n,n) tal que a = doh + hdy. Fazendo d,, = —h, temos:

dodn -+ dldn,1 + ...+ dn,1d1 + dndo - 0

Portanto temos um objeto (X **, d;) em G(A) associado a (X, 0) de C~(Sum-T"*).
u

Lema 4.18 Sejam (X**,d;) e (Y** ¢e;) objetos de G(A) associados com (X, )
e (Y,0'), respectivamente, onde X eY sao objetos de C~(Sum-T*). Sejam « :
X — Y um morfismo em C~(Sum-T*) e oy : X** — Y** alguma escolha
da aplicagao graduada como descrito na definicao. Entao existe um morfismo
{a;}: X** — Y** de G(A) associado com (a, o).

Demonstragao: A aplicagao (—1)™ (apd; — e1ag) : X — Y51 define um
morfismo de complexo X*/ — Y*J/*! que é homotépico a zero. Assim existe
uma aplica¢do graduada h; : X** — Y** de grau (—1,1) obtida pela escolha
de uma homotopia para cada j tal que

(_1)i+j(a0d1 - 61040) = ephy + hidy
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Definimos oy = (—1)"7h; : X4 — Yi-Litl

X do > Y+l X do i+l
hll lhl (—1)i+jh1l l(—l)"*j*lhl
yi—Lj+l = Yii+l yi—Lj+l e Yéi+l
Assim,
(—1)i+j(050d1 — 61050) = (—1)i+j+1a1d0 —f- (—1)i+jd00{1
Oéodl — €10y = —Odldo + doOél
€001 + €10y = Oéodl + Oéldo

Suponhamos que temos aplicacoes graduadas ag, a1, . .., a,_1 de graus apropria-

dos tais que para cada k < n, temos:
aopdy, + ardi_1 + ...+ apdy = egay, + e1a—1 + . .. + epayg

Observemos que:
do(Oéodn -+ Oéldn,1 + ...+ an,1d1 — 6101 — ... — enOéo) =

(docvo)dy, + (doat)dp—1 + ... + (docty—_1)dy — (doe1)n—1 — ... — (doen) g

(avodo)d,, + (cvody + ardy — er1ag)dp—1 + ... +
+Haodp—1 +ardpo+ ...+ ay_1dy — €102 — ... — €y_100)d] +
+(erdo)an_1 + (e + eado)an_o + ... + (e16p_1 + . .. + endo)ag

= wo(dod, +didp1 + ...+ dp1dy) + aq(dodp_1+ ... +dpody) +...+
+a,_1(dody) + er1(doa—1 + ...+ ep_100 — Qpdp—1 — ... — Qp_ody) +
+ ... en1(—apdy + erap + doay) + e, (docvg)

= ao(—dpdo) + a1(—=dp_1do) + . .. + an_1(—didp) + e1(_1dp) + ... +
+en—1(andy) + en(ody)

= (e1ap_1+ ... +ep10q0 +epa0 — apdy, — ardp_q — ... — ay_1dy)dy

= —(ody +ondy—1+ ...+ ap1dy —diay—g — ... — dpap)dy

Pelo observagao 4.14 e o lema 4.13, existe uma aplica¢ao «,, de grau (—n,n)
tal que:
Ckodn—i-...—{—CYndo:dg@n—F...—Fanéo.

Portanto, temos um morfimo {a;} em G(A). u

Lema 4.19 Sejam X, Y € C~(Sum-T*) e o morfismo «o: X —=Y . Tome
(X**. d;) e (Y**,e;) objetos de G(A) associados com X eY, respectivamente, e
seja um morfismo {a;} : X** — Y** de G(A) associado com (a, o). Entao

{OéZ}NO &S a~0

Demonstracao: Seja {o;} : X** — Y** um morfismo em G(A) associado a
(o, ) tal que {c;} ~ 0. Logo existe uma aplicagao graduada hy de grau (—1,0)
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de modo que ay = eghg + hody. Assim, como g é um representante de «, segue

que o ~ 0.
Reciprocamente, se a ~ 0, entdo existe uma aplicagdo hy de grau (—1,0)
tal que ag = eghg + hodg. Suponhamos que temos hg, hq,...,h,_1 de graus

apropriados tais que, para k < n, temos
ap = eghy + ...+ ephg + hody, + ... + hidy
Lembremos que, para todo n:
dod, + didy 1+ ... +dpdy =0 e

Oé(]dn + aldn—l + ...+ Oéndo = eply + €10,—1 + ...+ €,Qp.

Assim,
do(Oén — hodn — hldn,1 — ... hn,1d1 — enho — en,lhl — ... elhn,1> =
= doOén — (dohg)dn — (dOhl)dn—l — ... (dOhn—l)dl — (d0€n>h0 —
—(doen,l)hl — ... — (doel)hn,1
= (Oéodn + Oéldn,1 + ...+ Oéndo — 6101 — ... — GnOéo) —+ (hodo — Oéo)dn -+

+(erho + hody + hidy — an)dp—1 + ... +
+(erhp—o+ ...+ en_1ho + hodp_1 + ...+ hy_1dy — ayp_1)dy +
+(e16n_1 + €gen_g + ...+ endo)ho + ... + (€2 + eady) hp_o + erdohn_1

= apdy+ei(—an_1+hodp1+ ...+ hyody +ep_1ho+ ...+ dohp_1) +
+... +en1(—ag + hody + eghy + e1ho) + dp(—ao + dohg) +
+ho(doen, + e1€n—1+ ... +en_1€1) + ...+ hyp_1(doer)

= apdy + e1(—hp_1do) + ... + en_1(—hidy) + en(—hody) + ho(—d,dy) +
+hi(=dp_1do) + ... + hp_1(—didp)

= (ay—hody —hidp1 — ... — hyp_1dy — ey hg — ep_1hy — ... — e1hy,_1)dy

Pelo lema 4.13, existe h,, de grau (—1 — n,n) tal que:
Oén:eohn—l-...+€nh0+h0dn+...+hnd0

Portanto, existe uma sequéncia {h;} de grau (—1 —i,14) tal que, para todo n,
temos:
Oén:€0hn+...+6nh0+h0dn+...+hnd0,

ou seja, {a;} ~ 0. |

G(A)

~J

Teorema 4.20 Existe um funtor entre as categorias C~(Sum-T*) e

Demonstragao: Segue dos lemas 4.17, 4.18 e 4.19. Observe que o lema 4.19
garante que a menos de isomorfismo, esse funtor independe da escolha dos repre-
sentantes. m

Resumindo, j& temos as equivaléncias:
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K= (Proj-I') ~ K~ (Free-I') ~ K~ (Sum-T"*)
e em seguida construimos os seguintes funtores tendo a composigao ¢
¢: C(Sum—-T°) ——— G K= (Proj — A)

~J

(X.7.7 d07 dl) B (X.7.7 d07 d17 d27 .. ) P (@Xi’n_ia Z dZ)

(Y.7.7 €0, 61) P (Y.7.a €p,€1,€2, .. ) P (@Yi’n_i7 Z 6i)

Dessa forma, para a construcao do funtor F', precisamos verificar que a com-
posigao ¢ se fatora através do funtor natural 7 : C~ (Sum-T°*) — K~ (Sum-T*).

Proposicao 4.21 O funtor ¢ se fatora através do funtor natural
7:C (Sum —T°) — K (Sum —1T°*)

como no diagrama

C~(Sum —1T*) ¢ K~ (Proj — A)

d
—~
—~
~
x _ - F

K= (Sum — 3")

Demonstracgao: Pelo lema 4.19 temos que o funtor ¢ se fatora através do funtor
natural 7 : C~(Sum-T*) — K~ (Sum-T*). u

Exemplo 4.22 Sejam (X,9), (Y, d') € C~(Sum-T*) e o morfismo f: X*——=Y*
como no diagrama:

dn—l dn dn+1
XO . . anl X Xn X Xn+1 L> Xn+2 . ...
lf ifn—l ifn J/fn+l lfn-&-Q
. . Ce -1 +1 +2 Ce
Y®: Y d?;I YY" i Y d7;+1 Y e

Vamos construir o associado do complero Cy em G(A). Sejam (X**,dy) € G(A)
associado com (X, 0) e (Y**, di) € G(A) associado a (Y,8') e {f;} : X** — Y**
associado com (f, fo) em G(A). Tome (Z*°,d;) € G(A) associado a C%. Dessa
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forma Z = X%[1] @ Y, para todo i e j, ou seja,

N X0,0 o) YO,fl o Xl,O o) Yl,fl [ X2,0 o) Y2,71 . ...

e 5 XO,I o) YO’O - o Xl,l D Yl,() N X2,1 o) Y2,—1 N

e XO,Q o) YO,I - X1’2 D Yl,l 4>X2,2 @ Y2,1 ..

Tomando a diferencial com as aplicagoes naturais, ou seja, com a diferencial
dp : 7% — Z7kLitE dada por:

(i_<d§ 0)
g feor dv )

com f_1 = 0, para que (Z*°,d;) seja um objeto de G(A) devemos ter dod, +
did,_1+ ...+ d,_1dy + d,dy = 0, para todo n. Vamos checar isso para n = 2.
Pela definicao dos endomorfismos, temos

(A0 (e 0 (& 0
d0_< 0 dg)/) € d1—<f0 d%/ € dQ— fl d%

Assim, precisamos checar que dyds + did; + dodg = 0.

d 0 d 0 N dy 0 di 0 N & 0 % 0\ _
0 dy ho 5 fo di fo di f & 0 dy
_ < d%d3 + didy + d3d% 0 > _ < 0 0 )
&Y f1 +dy fo + fodk + frdS  dY-d5 + dydy + d5-dy 2(fodk + frdx) 0
o que nem sempre € zero. Logo definindo os endomorfismos dessa forma ndao
temos um objeto de G(A). Para corrigi-lo vamos acrescentar um alternador de
sinal nos morfismos f;, ou seja, definimos dj, : Z% — Z=FLI+E dada por:

. &0
DT R dY

Dessa forma, para todo n, sempre que a composicao dy" f; for positiva, a com-
posicao f;dy " € negativa, ou vice-versa. Assim, supondo que a composicao dy " f;
€ positiva para todo n, temos

%%+m%4+m+@Am+%%(da %)( B %)+
0 dy (=1)"*H7f_q  dy

dy 0 dyt 0\, % 0 S 0\
(—1)"*fo  dy (=) frn dyt (=1 foor dy 0 dy )
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dS%d% + ...+ d%d% 0 _
AV fao1 — fodx '+ o+ dy o — faords dYdRE + ..+ dRdY

0 0y /(00
AV fo1 4. dy o — fodvt — o = fa1d 0/ \o o

Portanto o objeto associado ao C§ em G(A) é Z% = X"[1] @Y™, para todo
i ej com diferencial dy : 7" — Z=ktLitk dada por:

k
dy = B )
(D)™ dy

Proposicao 4.23 O funtor F resultante da proposicao 4.21 é exato.

Demonstragao: Para provarmos que o funtor F' é exato precisamos verificar
que ele leva triangulo em triangulo. Sejam os complexos

n—1 n n+1
dy dx dx
X®: s anl — > X" > Xn+1 Xn+2
n—1 n n+1
dy Y dy
Y*: ... —» Yn—l —— Yy — Yn+l Yn+2

Por (T'1), para qualquer aplicagdo o : X* — Y* em K~ (Sum-T*) temos o
triangulo distinguido:

X >y ce X°[1]

Logo é suficiente checar que a imagem sob ¢ desse triangulo, ou seja,

[ ] ¢Oé [ ] L] [ ]
¢X oY ¢Ca P X°[1]
¢ um triangulo distinguido.
O cone de a é dado por:
—d% 0
a®  dyt

Calculemos ¢C?®. Sejam (X**, d% ) € G(A) associado com (X, §) e (Y**, di) €
G(A) associado a (Y, ¢) eseja{a;} : X** — Y** em G(A). Tomemos (Z°*°,d;) €
G(A) associado a C?.

Como vimos no exemplo 4.22, 7% = X%[1] @ Y"/ para todo i e j com
diferencial dj, : Z% — Z'=F+1i*F dada por:

g — d 0
k— (_1)z‘+jak_1 dl;:/ )
com a_; = 0.
Calculando o complexo total de Z**, ou seja, ¢(Z**) = (Q2°,d), temos:
QO — @Zi,—i — ®(Xi,—i+1 ey Yi,—i)
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Ql — @Zi,l—i — @(Xi,2—i D Yi,l—i)

On — @Zi,n—i — @(Xi,n—i—&—l D Yi,n—i)

Assim, temos o complexo total de Z** da forma tot(Z**)" = tot(X**)"* @
tot(Y**)™ e a diferencial é:

d=> di= Z( e, & > ) ( S S )

Dado o morfismo ¢X* LN ¢Y* em K~ (Proj-A) temos o triangulo distin-
guido:

ox*

28 Coa — 0 X°[1]

Como ¢a = > ;. Vamos calcular agora 6° = C’Z o+ Temos o triangulo
distinguido,

tot(X**) ——tot(Y**) —= g* —tot(X**)[1]
Dessa forma, 6" = tot(X**)" @ tot(Y**)" com a diferencial dada por:
—dx 0
Yoo dy

Consideremos o diagrama:

tot(X**) — =% pot(Y**) Q° tot(X**)[1]
l" )
tot(X**) tot(Y**) o° tot(X**)[1
- O gy
1
n _ (_1)n 0 . n n n_ (_1\n . o0\ n 00\ n
onde n o 1 )¢ QO ——=¢n et (=1)™ : tot(X**)" ——=tot(X**)

Observemos que o diagrama acima é comutativo e que 7 : 2* — 6°* definido
acima é um isomorfismo entre esses complexos.

Como tot(X**) —tot(Y**) —¢* ——tot(X**)[1] é um triangulo dis-
tinguido segue que tot(X**) —tot(Y**) — Q* ——tot(X**)[1] é um trian-
gulo distinguido, ou seja, FX* FY* FC? FX*[1] éum triangulo

distinguido sempre que X* Y* (@ X°*[1] é um triangulo distin-

«
guido. Portanto F' é exato. [

Proposicao 4.24 Sejam A um anel e T* um complexo limitado de A-mddulos
projetivos finitamente gerado tal que Hom(T*,T*[n]) = 0, paran # 0 e T ~
End T*. Existe um funtor exato F' : K~ (Proj-I") — K~ (Proj-A) tal que
FI)=1T°.
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Demonstracao: A existéncia do funtor F' é dada pelos lemas 4.2 e 4.3 e a
proposigao 4.21. E pela construcao de F', segue que F(I') =T [ |

Proposicao 4.25 O funtor F da proposicao 4.24 leva complexos limitados em
complexos limitados e complexos em proj-A em complexos em proj-I'.

Demonstragao: Segue da construcao do funtor F'. [

4.2 O funtor F é fiel e pleno

Proposigao 4.26 A restricio do funtor F para K®(Proj-I")
F: K’(Proj —T) — K°"(Proj — A)
¢ fiel e pleno.

Demonstragao: Sejam X*® e Y* objetos de K°(Proj-I'), devemos mostrar que a
aplicacao natural Hom(X*,Y*) Hom(FX*, FY*) é um isomorfismo.

Pelos lemas 4.2 e 4.3, podemos tomar X*® e Y* em K~ (Sum-T*). Se os
complexos X*® e Y* sdao concentrados, ou seja, se X = @T' e X¥ =0, com

A
k%ieyj:@T'eYkZO,comk:%j,entéo,FX'z@T'eFY':@T°.
A p

. p
Assim,

Hom(FX*,FY*) = Hon(@T*, P T°) ~ @ Hom(T*, T*).

Dessa forma, se i # j, Hom(X*,Y*) =0 e como Hom(T*,T*[p]) = 0, parap # 0
segue que Hom(FX* FY*®) = 0. Agora se i = j, temos que Hom(FX* FY*) =
Hom(X*,Y*). E portanto segue que

Hom(X*,Y*)

Hom(FX*,FY*)

¢ um isomorfismo no caso em que X*® e Y* sao concentrados.

Suponhamos que F' induz um isomorfismo para todo X°® com comprimento
menor ou igual a n — 1 e para todo Y* concentrado, ou seja, de comprimento 0.
Seja X* de comprimento n, ou seja,

do dy

X e 0 Xo X1 Xn 0
Consideremos o morfismo de complexos
Ten—1(X*®) : ...0 Xo &0 X1 L Xn—2 i Xn-1 0
J/a lo io lo J{o ldnl J{o
X" ...0 0 0 e 0 Xn 0

Tomemos o triangulo distinguido

Ten1(X*®) ——= X" Cs T<n—1(X*)[1]
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Note que o € = X*, e entao temos o triangulo distinguido

Tan-1(X®) == X" — X* — 71 (X°)[1] (%)

na qual X”* tem comprimento 0 e 7<,—;(X*®), comprimenton n — 1. Como F
¢ exato, aplicando os funtores cohomolégicos Hom(—,Y*®) e Hom(F—, FY*) no
triangulo (%), temos as sequéncias exatas

(X"*[-1,7®) ——— (T<n-1(X*),V*) ————= (X*,V*) ———— (X"*,V*) ————— (T<n—1(X*)[1],Y*)

) | | | |

(FX"*[-1], FY*) —— (Fr<, 1(X*), FY®) — > (FX*,FY*) —> (FX"'*, FY*) — > (Fr<,_1(X*)[1], FY*)

Pelo 5-lema 1.14, temos Hom(X*,Y*) e Hom(FX*, FY*) sao isomorfos. A
inducao sobre o comprimento de Y* é andloga, usando o funtor cohomolégico
Hom(X*,—). |

Para estender este resultado para complexos ilimitados procedemos considerando
complexos ilimitados como um limite de complexos limitados. Assim, enunciare-
mos um lema e sua demonstragao pode ser encontrada em [13].

Lema 4.27 Seja X* um objeto de K°(Proj-A).
(i) Seja Y = (Y*,d) um objeto de K~ (Proj-A) e 7>_,(Y*) o complexo trun-

cado da sequinte forma
s )y syl o
Entao para n grande, a aplicacao natural
Hom(X®, 75>_,(Y*) —= Hom(X*,Y"*)
€ um isomorfismo.

(i) Seja Z = (Z°,d) um objeto de K~ (Proj-A). FEntdo para n grande, a
aplicacao natural

Hom(X*, Frs_,(Z°)) —= Hom(X*, FZ*)
€ um isomorfismo.

Teorema 4.28 O funtor F: K~ (Proj —T') —— K~ (Proj — A) € fiel e pleno.

Demonstragao: Mostremos que o funtor F' é pleno. Sejam X e Y na categoria
C~(Sum-T*). Uma aplicagao {«a;} entre ¢.X e ¢Y, onde ¢ é o funtor entre as
categorias C~ (Sum-T"*) e K~ (Proj-A) dado pela composicao dita anteriormente,
nao necessariamente imagem pela F', é dada pela cole¢ao {a; } de aplicagoes gradu-
adas de grau (—i, ) entre objetos X** e Y** associados com X e Y (onde i pode
ser negativo), tal que, para cada n,

Z iy = Z diCty
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Para mostrarmos que F' é pleno, precisamos mostrar que para qualquer aplicacao
{a;} é homotdpico a uma aplicagao {f3;}, onde 3; = 0 se i < 0.

Como T ¢ limitado, a; = 0, para ¢ suficientemente pequeno. Seja m o menor
valor para o qual «, # 0. Assim, temos «,,dy = do,.

Observemos que a,, : X% — Y17™Jt™m tem grau (—m,m). Dessa forma,
para cada 7j, «,, define uma aplicacao de complexos

as, X ——=Y*Itm[—m] .

Se m < 0, entdo «a,, ~ 0 uma vez que Hom(T*,T*[—m]) = 0, para m # 0.
Assim, {a;} ~ {0}, onde §; =0 se i < m.

Aplicando indugao sobre m, temos {o;} ~ {f;}, onde 3; = 0, para i < 0.
Portanto F' é pleno.

Resta provarmos que F' é fiel. Ja sabemos que F' é exato e pleno. Pelo lema
2.33 é suficiente mostrarmos que se F'X®* = 0, entao X®* = 0. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que X¢ = 0, para i > 0. Segue da proposicao 4.26
que:

Hom(750(X®), 7>_;(X*)) >~ Hom(F1>0X*, Fr>_;X°®) (%)

Pelo lema 4.27(ii) temos:
Hom(F1s0X®, Fr>_;X*) >~ Hom(F1>0X*, F(X*®)), (%)
para j suficientemente grande. De (%) e (), temos:
Hom(7>0(X*®), 7>—;(X*®)) = Hom(Fr=0X"*, F(X*))

Por hipétese FFX*® = 0, logo Hom(F1>¢(X*®), F(X*)) = 0 e consequentemente,
Hom(750(X*), 7>_;(X*)) = 0. Assim temos a homotopia:

0 -0 0 >0 X° 0
o 7 J{o lo - lo P
l;/ e PR
0 X X2 g X! 1 X0 0
Logo o morfismo X -1 £>X0 ¢ uma retracao, pois d1'k° = 1xo, conse-

quentemente temos X ' ~ Ker d7' & X° e entao X*® ~ o« 1(X*®) & X como
abaixo:

1

X0 . — 00— 0 @ — X0 — X — 0 —
@
oc1(X®): ... — X3 — X? — Kerd! — 0 — 0 —

Repetindo o processo, com o<_1(X*), para j suficientemente grande, temos

Hom(7>1(0<-1(X®)), 7>j(0<-1(X*))) =~ Hom(F(1>1(0<-1(X*))), F(72;(0<-1(X"*))))

)
~ Hom(F(r>1(0<-1(X*))), Flo<-1(X*))) =0
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pois Fo<_1(X*®) = 0 uma vez que X = 0. Novamente temos a homotopia

0 /O 0 Kerd—lﬂoﬂ...
J{o e lo lo 7 lo

L/ ' L/ k_l
0> X —> > X2 Kepd 1 —>=0—> -

d

Logo o morfismo X —2 & Ker d-! € uma retracao, e consequentemente
temos X 2~ Ker d 2@ Ker d™'. Assim X*® ~ o< »(X*) ® XJ & X7, ou seja,

1

— 0 — 0 — X0 s XY - 0 —
@

— 0 s Kerd' % Kerd! — 0 — 0 —
)

— X3 — Kerd? — 0 — 0 — 0 —

Seguindo com esse processo, temos que X * é soma direta de complexos aciclicos
homotdépicos a zero e portanto X*® é homotdpico a zero. Portanto F' é fiel. [

4.3 Um adjunto a direita do funtor F

Temos o funtor F' : K~ (Proj-I') — K~ (Proj-A) exato, fiel e pleno, onde
A e T sdo anéis e T € K*(Proj-A) tal que Hom(T®, T*[i]) = 0, para i # 0 e
EndT® ~T.

Agora com a condicdo de add-T*® gerar K°(proj-A) iremos construir nessa
secao um adjunto a direita para o funtor F. Para isso iremos descrever um
processo que lembra a construcao de uma resolugao projetiva.

Lema 4.29 Para algum N € N, existe uma sequéncia de objetos { Xn, Xn_1,...}
em K~ (Proj-A) e para i < N, ezistem triangulos distinguidos

X Sitl Xit1 X;[1]

tais que {SN,SNTL SN=2" 1 sdo objetos de Sum-T*. Além disso a aplicacio
induzida Hom(T®,S") — Hom(T*, X;) € sobrejetora.

Demonstracao: Seja X°® um objeto de K~ (Proj-A). Para n suficientemente
grande, a dizer n > N, temos Hom(T*, X*[n]) = 0 pois T°* é um complexo
limitado e X*® é limitado superiormente.

Tomemos N o maior valor tal que Hom g (proj—a)(1*, X*[N]) # 0. Definimos
Xy = X*[N]. Aplicando o funtor Hom(T®,—) : K~ (Proj-A) — T-mod temos
Hom(T*, Xy) € I'-mod e podemos cobri-lo por um médulo livre, ou seja, temos
o epimorfismo

Tt —s Hom(T', XN) ——

Mas I'* = @Hmn(T',T') o~ Hom(T',@T'), pois T é finitamente gerado.
p B
Logo temos Hom(T*,®,T*) — Hom(T*, Xn) —=0 .
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Denotemos @, T := S™.

Como o morfismo Hom(A, B) —= Hom(Hom(T, A), Hom(T, B)) ¢ um iso-
morfismo, para todo A € Sum-T* e Hom(T*, Xy) é um I'-médulo (veja [7],
p.202), temos o morfismo @,T* = SN ——= Xy que podemos completd-lo a um
triangulo distinguido e fazendo uma rotacao, temos:

XN SN XN Xn-al1],

com Hom(T*,SN)—— Hom(T*,Xy) sobrejetora.

Similarmente, podemos construir §V-1 —— Xy _; e assim temos o triangulo
distinguido

Xn_g —> gN-1 XnN-1 Xnoo[l],

com Hom(T*®,SN=1)——= Hom(T*, Xy_1) sobrejetora.
Seguindo este processo, construimos os objetos Xy, Xy_1,... e, para i < N,
triangulos distinguidos X gitl Xit1 Xi[1] tais que SN, SN ..

sao objetos de Sum-T* e tal que a aplicacio Hom(T®,S") —= Hom(T*, X;) é
sobrejetora.

Compondo os triangulos obtidos acima como no diagrama abaixo:

X Sitl Xiv1
7

7
e
e
e

obtemos uma sequéncia de morfismos (i : §i — i1 tal que d’d"™' = 0 pois
envolve duas aplicagoes consecutivas em um triangulo distinguido. Assim, obte-
mos um objeto de K~ (Sum-T")

SN2 GN-1 ——>GN ——( € K~ (Sum —T°). (%)

Lema 4.30 Com as notagoes do lema anterior, temos Hom(T*, X;[n]) = 0, para
todoi < N en > 0.

Demonstragao: Utilizaremos inducao inversa sobre 1.

Seja i = N. Como Hom(T*,SN[n]) = 0 pois SN € Sum-T*, n > 0 e
como a aplicagao Hom(T*®, SN) —— Hom(T*, Xy) é sobrejetora, temos que
Hom(T*, Xy[n]) = 0.

Suponhamos o resultado validos para i < N e aplicando o funtor Hom(T*, —)
ao triangulo:

Xio1 St X; Xiq[1]

obtemos a sequéncia exata longa
... Hom(T*, X;[n — 1]) — Hom(T*, X;_1[n]) —= Hom(T*, S'[n]) ...
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Como Hom(T*, X;[n —1]) = 0 por hipdtese de inducao e Hom(T*, S'[n]) =0
pois S € Sum-T* e n > 0 segue que Hom(T*, X; 1[n]) = 0, para n > 0.
Portanto, por inducao sobre 7, segue o resultado. [ ]

Defini¢ao 4.31 O objeto (S*,d) de K~ (Sum-T*) obtido em (%) é chamado T*-
resolu¢ao de X. No caso de Hom(T*, X*[n|) = 0, para todo n, a T*-resolugao é
nula.

A proposicao a seguir é um resultado que usaremos na demonstragao do nosso
préximo resultado. Sua demonstragao pode ser encontrada em [13].

Proposicao 4.32 Se X = (X*,d) ¢ um objeto de K~ (Proj-I'), entdo para qual-
quer Y* em K~ (Proj-T")

Hom(X*,Y*) —lim Hom(7>_,(X*),Y")
¢ sobrejetora e para qualquer Z* € K~ (Proj-A)
Hom(FX*, 7*) —lim Hom(Fr>_n(X*), Z°)
¢ sobrejetora. Se Hom(T*, Z*[i]) = 0, para todo i, entdo esta ultima aplica¢io é

um isomorfismo.

Nos veremos que uma 7*-resolugao de um objeto X*® é unicamente determi-
nado, a menos de isomorfismo. Isto seguird da seguinte proposicao.

Proposicao 4.33 Sejam X* € K~ (Proj-A) e R® a imagem em K~ (Proj-I')
de uma T*-resolu¢ao de X* pela equivaléncia Hom(T*®, —) : K~ (Sum-T*) —
K~ (Proj-TI'). Entao existe uma aplicagao F(R*) —— X* tal que para qualquer
Q* em K~ (Proj-I') a aplicagdo induzida

Hom(F(Q°), F(R*)) — Hom(F(Q*), X*)
€ um isomorfismo.

Demonstracao: Sejam X°® em K~ (Proj-A) e R* a imagem em K~ (Proj-
I') de uma T*-resolucao de X* sobre a equivaléncia Hom(T*,—) : K~ (Sum-
T*) — K~ (Proj-I'). A menos de translacdo, podemos assumir sem perda de
generalidade, que R" = 0, para n > 0. Isto ¢

Re - . R_2 R—l RO 0 0
Afirmacgao: Para cada n > 0, existe um triangulo
Xoln = 1] = P11 (R) = X* —— X, [n]

tais que os diagramas

FR™ *f> X—n[n — ]_] e F727n+2<R.) L FTszL‘Fl (R.>
x J/“ \ J/v
FTZ—n+1(R.) X
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comutam, onde f é a aplicacao dada pela T*-resolucao, d é a aplicacao in-
duzida pela diferencial em R® e g a aplicacao natural induzida pela inclusao
Tooni2(RY) — Tonia (R®) -

De fato: aplicaremos inducao sobre n. No caso n = 1, tomemos a construcao
da T*-resolu¢ao de X* (na qual obtemos S°)

X4 S0 X* X 4[1]
Note que FR? = ¢S° = 5% pois S° € Sum-T*. Logo temos o triangulo
X1 FRY X* X 4[1]

e os diagramas comutam pela construcao da 7*-resolucao

S-1— FR-! X e ST =Fr(R) ——=Frso(R*) = 5°
FTEO(R.) = q0 \X.

Assuma que ja temos os triangulos para n < m. Vamos construir para m + 1.
Pela hipétese de inducao temos o triangulo:

ANy Xopm — 1] —= Frs_p1(R*) — X* — X_,,[m]
Como R™™[m — 1] —=7m>_p41(R*) —= 7>_,(R*) — R~™[m] é um triangulo
e F' é um funtor exato temos
Ny FR™m — 1] —= F1>_p1(R*) — F1>_,(R*) — FR™™[m)]
também é um triangulo. Da construgao da T**-resolucao, temos o triangulo

X m-1 S—m X m Xfmfl[l]

que por rotacao e translagao, temos o triangulo:
Ag: FR™m—1]—X_,[m — 1] —= X_,,_1[m] —= FR™™|m)|
Assim temos o diagrama:

FR™m—-1]——X_,[m—-1]—X_,,_1[m]

FR™™[m]

|
|
01

|
v
FR™™m—1]— Frs_pm1(R*) —— F1>_n(R*) ——= FR™[m]
|
|
|
%2
|
v
X X* X_p[m]

X _[m] —— X_ o1 [m + 1]
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Note que o quadrado superior a esquerda comuta por hipétese de indugao. As-
sim pelo axioma do octaedro, temos que existem 01 : X_,,—1[m] — F'1>_,(R®)

e 0y: Frs_,,(R*) —— X* tais que o diagrama anterior é comutativo e

X pa[m] =2 Fra_n(R*) —2= X* — = X_,u1[m + 1]

¢ um triangulo.
A comutatividade dos diagramas:

FR™™ Y m] —— X_,,_1[m] e Frs_ i1 (R®) —= F1>_,(R®)
T~ T~
Frs_(R®) X*

seguem da comutatividade do axioma do octaedro. Portanto segue a afirmacao.

Voltemos a prova da proposicao. Tomando o triangulo distinguido
Xoili] 2= Fro y(R*) —2 X* — = Xy [i + 1]
e aplicando (72) obtemos o triangulo
Froi(R°) —= X* —= X q[i + 1] —= F7>(R*)[1]

Dado inteiro p, aplicando o funtor cohomoldgico Hom(T*[p],—), obtemos a
sequéncia longa exata

(T*[p], X—ia[i]) — (T*[p], Fr>—i(R*)) — (T*[p], X*) — (T*[p], Xia[i + 1])

Como Hom(T*[p], X_;_1[i+1]) = 0, para i suficientemente grande pelo lema 4.30
obtemos que Hom(T*[p|, Fr>_;(R*)) ~ Hom(T*[p], X*), para i suficientemente
grande.

Pelo lema 4.27(ii), temos Hom/(T*[p|, Fr>_;(R*)) ~ Hom(T*[p], FR*), para i
suficientemente grande. Combinando os isomorfismos acima obtemos

Hom(T*[p], FR®) = Hom(T*[p], X*)
Pela proposicao 4.32, temos que:
Hom(FR®, X*) — lim Hom(F7>_n(R*), X*)
¢ sobrejetora e como lim Hom(F1s>_,(R®), X*®) # 0, existe ¢ : FR®* — X* tal

que

FTZ—n(R.)

LN

FR*—

X.

Dado ¢ : FR®* —— X*, por (T'1), obtemos o triangulo

FRO e xo = O FR[1]
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e aplicando o funtor cohomolégico Hom(T*[p], —) obtemos a sequéncia longa
exata

(T*[p], FR®) — (T*[p], X*) —= (T*[p], C3)) —— (T*[p], FR*[1]) — (T*[p], X*[1])

Como Hom(T*[p], FR*) ~ Hom(T*[p], X*) segue que, para todo inteiro p,
Hom(T'pl,C =0 (x)

Seja Q* um objeto arbitrario em K~ (Proj-I'). Como Hom(T*[p], C3[i]) = 0
para todo i , temos pelo corolario 4.32(ii)

Hom(FQ*,C3) ~lim Hom(Fr>_;(Q°%),C3)
Como o objeto F(7>_,(Q*)) é gerado por add-T*, por (x), segue que
Hom(Fr>_4(Q°*),C3[r]) = 0.

Logo Hom(FQ*,C3) = 0.

Usando o triangulo FR* ° . xe s FR®[1] e aplicando o funtor
cohomolégico Hom(FQ*, —) temos a sequéncia exata longa

= (FQ* GG A1) — (FQ*, FR*) — (FQ*, X*) —= (FQ*, CF) — -

Como Hom(FQ*,C3) = 0 segue que Hom(FQ*, FR*) ~ Hom(FQ*, X*) como
queriamos demonstrar. [

Agora, vamos mostrar que a T*-resolucao é tinica a menos de isomorfismo.

Corolario 4.34 A imagem da T*-resolu¢ao de um objeto X* em K~ (Proj-A)
sobre a equivaléncia induzida por Hom(T*®, —) é unicamente determinada a menos
de isomorfismo.

Demonstragao: Seja X*® um objeto em K~ (Proj-A) e sejam R*, R'® as imagens
de duas T*-resolugdes de X*® em K~ (Proj-A). Pela proposi¢ao anterior existe
um morfismo ¢ : FR®* —— X* tal que Hom(FQ*®, FR®) ~ Hom(FQ*, X*®) para
qualquer objeto @Q* em K~ (Proj-I'). Em particular, isto é valido para Q°* = R'®
e Q* = R°®, respectivamente, ou seja,

Hom(FR"*,FR®) ~ Hom(FR"*, X*)
Hom(FR*,FR"®) ~ Hom(FR®, X*)
Dados os morfismos ¢ : FR®* —— X*® e ¢ : FR'* —— X* existem morfismos

ty : FR®——FR* e s4: FR* —— FR'* tais que ¢ = ¢ty e ¢ = 1s,, ou seja,
os diagramas abaixo sao comutativos:

FR. L X. e FR/. L X.
o 7 o
FR'® FR®
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Disso segue que
Y= ¢s¢t¢, = w(IdFR’ — S(zﬂfw) =0

¢ =dtysy = Pldpr—tyss) =0
Como temos os isomorfismos
Hom(FR*®,FR") ~ Hom(FR"*, X*)
Hom(FR*,FR*) ~ Hom(FR*, X*)

segue que sty = Idpp e tysgy = Idpr. Consequentemente s, ¢ um isomorfismo
e FR®* ~ FR'*. Como F é fiel e pleno, R®* ~ R'®. ]

O objetivo desta segao é construir um funtor G : K~ (Proj-A) — K~ (Proj-
I') tal que G ¢é adjunto a direita do funtor F' que definimos anteriormente. O
resultado acima mostra que dado X* € K~ (Proj-A), se definimos G(X*) como a
imagem de uma T*-resolugao em K~ (Proj-T') sobre a equivaléncia induzida por
Hom(T*, —), entao isto é bem definido.

Como F' é um funtor fiel e pleno, temos:

Hom(Q*,G(X*)) = Hom(Q*,R*) ~ Hom(FQ*®, FR®) ~ Hom(FQ*®, X*),

onde Q* é um objeto qualquer em K~ (Proj-I') e R® é a imagem de uma 7T'°-
resolugdo em K~ (Proj-I') sobre a equivaléncia induzida por Hom(T*®,—). Seja
0 o isomorfismo entre Hom(Q*,GX*®) e Hom(FQ*, X*)). O isomorfismo 6 é
natural em @Q°. De fato, dado f: Q] ——= @3, o diagrama abaixo é comutativo

00,

Hom(Q3, GX?) Hom(FQ3, X*)
Hom(f,GX’)\L \LHom(Ff,X‘)

Hom(Q},GX*) Hom(FQ}, X*)

Q2
uma vez que

O(Hom(f,GX*)(h)) = 0(hf) = oF(h)F(f)

Hom(Ff,X*)(0(h)) = Hom(Ff,X*)(¢F(h)) = ¢F(h)F(f),

onde h:Q5——=GX®* e ¢: FGX*=FR*—— X*.

Usando o isomorfismo adjunto 6 existe para qualquer Y* em K~ (Proj-A) um
morfismo 7y : F o G(Y*) ——=Y* correspondente ao morfismo identidade em
G(Y*). De novo, usando o isomorfismo adjunto # podemos definir, para qualquer
¢:Y*——Y’ em K (Proj-A), o morfismo

G(¢) =0(pony): GY*) — G(Y™)

Note que temos o diagrama abaixo comutativo uma vez que 6 é natural em

Qo
F(6 F(6 ’
Fays OO e PO
lﬁy i’ly/ iny”
. 0 e
Y " Y ” Y
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Disso temos:
ony = UY/F(9(¢77Y)) (1)

Yy = nyeF(0Wnyr))  (2)
Yoy = nynF(O(Weny))  (3)

De (3), temos
ny F(0(gny)) = dbony

De (1) e (2) e pelo fato de F ser funtor, temos

Vomy = vy F(0(ony ) = nyn F(0(ny»))F(0(dny)) = nyn F(0(ny)0(dny))

Logo,

UY"F(9(¢¢77Y)) = nyn F(0(ny)0(dny)) = F(O(ony)) = F(O(ny)0(dny))

Como o funtor F' ¢ fiel e pleno, temos

0(Ydmy) = 0(ny)0(Pny ).

Ou seja, G(v¥¢) = G(¥)G(¢). Analogamente, mostramos que G(Idy) = Idgy+).
Portanto G é um funtor tal que Hom(Q*,G(X*®)) ~ Hom(FQ*, X*), onde Q* é
um objeto qualquer em K~ (Proj-I"). Assim mostramos o seguinte corolario.

Corolario 4.35 O funtor F : K= (Proj-I') — K~ (Proj-A) tem adjunto a di-
reita G : K~ (Proj-A) — K~ (Proj-I'), e consequentemente F preserva todas
somas diretas.

4.4 A prova do Teorema de Morita para cate-
goria derivada

Ja temos um funtor exato F': K~ (Proj-I") — K~ (Proj-A) fiel e pleno com
adjunto a direita G : K~ (Proj-A) — K~ (Proj-I'). Nesta secao iremos finalizar
a prova do Teorema de Rickard. Os lemas a seguir auxiliarao na demonstragao
do teorema.

Lema 4.36 Um objeto X* em K~ (Proj-A) pertence, a menos de isomorfismo, a
categoria D°(A) (ou seja, tem homologia limitada) se, e somente se, para qualquer
objeto Y* de K~ (Proj-A), existe um nimero inteiro m tal que Hom(Y*, X*[n]) =
0, para todo n < m.

Demonstracgao: Pelo corolario 3.19 existe uma equivaléncia natural entre as
categorias K ~%(Proj-TI') e D*(T"). Sejam X*® e Y* objetos de K~ (Proj-A). Sem
perda de generalidade, vamos supor Y = 0, se 7 > 0.

Seja X* € D’(A). Como DY(A) ~ K~*(Proj-A), podemos supor que X*
é um complexo de projetivos com homologia limitada. Assim, existe r tal que
H(X*) =0, para todo i < —r.
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Tomemos n = —r —1 e consideremos f € Hom(Y*, X*[n]) como no diagrama:

Y. ... y-! Yo 0 0
g TN R
X'[—T—l]:...HX_T_QTgX_T_l —— X T X ——
dy dy dy

O morfismo f ¢ homotépico a zero, pois podemos tomar as aplicacoes k° :
yi—— X7+1+i como sendo zero se ¢ > 0 e para i < 0, facamos o seguinte:
como dy ' f0 = 0 segue que Im f° C Ker dy ™' = Im dy""%. Logo podemos
considerar o seguinte diagrama,

YO
k)f - g . lfo
[_/
X2—=Imdy ?>—=0

Como Y é projetivo, existe (0:y0——= X2 tal que fO = dy %k" =
dy kY +k'dy.. Como H(X*) =0 parai < —r, e Y* é projetivo, temos que exis-
tem as homotopias de maneira analoga a demonstracao do lema 3.12. Portanto,
existe um nimero m = —r — 1 tal que Hom(Y'*, X*[n]) = 0, para todo n < m.

Reciprocamente, se X* € K~ (Proj-A) e X* ¢ D°(A), ou seja, se X* tem

Ker d! ,
homologias ilimitadas, temos que, para todo i, existe T € ]—X = H'(X") tal

m div?
, X
ue z ¢ I'm d's'. Seja Y* o complexo concentrado no nivel zero como abaixo
X

Ye*: 0 A 0

e definimos f € Hom(Y*, X*[i]) como sendo f': A—— Xi, 1 +— T e f" =0,
para todo n # 0. Dessa forma, f nao é homotdpico a zero, pois caso contrario,
existiria k9. A —— X1 tal que

7= f1) = dg;lk:o(l) =z €lm df{l
uma contradicao uma vez que T # 0. [

Lema 4.37 Um objeto X* € D’(T") ¢ isomorfo a um complezo em K°(Proj-

[') se, e somente se, para qualquer Y* € DP(T), ewiste um inteiro m tal que
Hom(X*,Y*[i]) =0, para todo i > m.

Demonstracgao: Pelo corolario 3.19 existe uma equivaléncia natural entre as
categorias K~*(Proj-I') e D*(T'). Se X* € K®(Proj-T), segue que existe um
inteiro m tal que Hom(X*,Y*[i]) = 0, para todo i > m e Y* € D°(T). Recipro-
camente, seja X* € D*(T') e X* ¢ K®(Proj-I'), ou seja, X*® nao ¢ isomorfo a um
complexo limitado de projetivos. Como K ~*(Proj-I') ~ D*(T'), podemos supor
que X* é um complexo de projetivos com homologia limitada. Logo, existe r tal
que H'(X*) =0, para todo i < 7.

Dessa forma, Ker d“™' nao é projetivo, se i < r. Caso contrdrio, como
Ker d' = Im d*~!, para todo i < r, a sequéncia

0— Ker d' —= X' —=Im d"' —=0
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cinde (pois Im d*~! é projetivo). Logo X! = I'm d" ' ® Ker d"! e, conse-
quentemente o complexo X* é isomorfo a seguinte soma direta:

— X2 — Kerd™! — 0

@
0 — Imd'! — X' — ... — X" — 0
Como o complexo - - - Xi—2 Ker d-1 —=0 ézero em D’(T'), parai <
r uma vez que ¢é exato, para ¢ < r, temos que X* é isomorfo ao complexo limitado
0——=1Im d~! Xt e X" 0, o que é uma contradicao pois

X* ¢ Kb(Proj-T).
Tomemos entao Y = @ Ker d*. Consideremos o complexo concentrado no
i<r
nivel zero
Ye: ... 0 Y 0

Queremos mostrar que Hom(X*®,Y*[i]) # 0, para todo i > r. De fato, considere
o seguinte morfismo f:

di—2 di—l . dz

X = e — > Xi—2 Xz'—l Xt Xi+1 G
lf S
Yeli] D e 0 Ker d 0 0

Como Ker d = I'm d, parai < r, temos d"—* é a restricio de d= a I'm di—L.
Suponhamos que f é homotdpico a zero. Logo existe k : Xi —— Ker d¢ tal que
i~1

kd—! = d='. Como Ker d' = Imd—! ~ Tor i1 Segue que iod~! = d~!, onde
er at—

7 € a inclusao i : Kerd“— X*. Assim,
koiod '=kod ™ =q"

Como d*~! é epimorfismo, segue que koi = Idg., 4. Logo temos que a sequéncia
exata abaixo cinde

i . Xt
00— Kerd <— X'— A
r Ker d

HO

Logo Ker d* é um somando direto de X*, que é projetivo. Consequentemente
Ker d* é projetivo, uma contradicao. Isso acontece para todo i > 7, e portanto,
Hom(X*,Y*[i]) # 0, para i > r. |

Lema 4.38 Um objeto X* de K°(Proj-A) pertence a K°(proj-A) se, e somente
se, o funtor Hom(X*,—) : K*(Proj-A) — Ab comuta com soma direta ar-
bitrdria.

Demonstragao: Se X* € K°(proj-A), entdo pelo lema 4.1 o funtor Hom(X*®, —) :

K®(Proj-A) — Ab comuta com soma direta arbitraria . Reciprocamente, supo-
nhamos que exista um objeto X* de K°(Proj-A) nao isomorfo a um objeto de
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K*(proj-A), mas tal que Hom(X*®, —) preserva soma direta arbitraria. Escolhe-
mos tal objeto X*® como sendo

X®.. 0 X0 X! X" 0 0

de menor comprimento. Observemos que n # 0, pois se n = 0, como X* €
K®(Proj-A) é um complexo concentrado que comuta com soma direta arbitréria,
entdao X* € K°(proj-A) pelo lema 4.1, uma contradicao.

Como o funtor Hom(X*®,—) comuta com soma direta arbitraria, qualquer
morfismo f € Hom(X®, @&/A) ~ &;Hom(X*, A) é homotépico a um morfismo
cuja imagem esta contido em @, A, para algum subconjunto finito I, C I.

Podemos supor que X° é um mdédulo livre finitamente gerado. De fato, como
XY ¢ projetivo, X% é um somando direto de um mdédulo livre, ou seja, F =
X%® P° com F médulo livre. Tomando a soma direta do complexo X*® com o
complexo

pPe . ... 0 po po 0

e como P*® é homotopico a zero, segue que X*® ~ X*@ P*. Isso nos dd um modulo
livre no nivel zero.
Além disso, considere o morfismo f : X*®* ——= Z* dado por:

X. e 0 XO Xl Ce Xn 0
b e b

Pela hip6tese, temos X° = (#7,A) & Y tal que Iy é um conjunto finito e f é
homotépico a um morfismo cuja imagem esta contido em @;,A. A homotopia é
dada pelo morfismo g . X! —— X0.

d%
0 XO Xl Xn 0
0 X0 0 0 0

Logo, sd% = Idxo e assim d} é uma retragao, e portanto

X'~ X'® X ~ (@AY & X.
Disso segue que existe um subcomplexo de X*® isomorfo ao complexo
0—Y—7=Y—0,

pois a composicao

Y

iy 0 sd 1Py .
X X Ye,
onde X0 =@, A®Y e X' ~ XO@ X é dada por

Py S dXo iy = Py IdXo iy = Idy
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Logo temos que o complexo X*® é dado pela soma direta:

"HOH@IOA*)@IOA@X Xn 0
S
0 Y Y 0 0
Como o complexo () Y Y 0 ¢ homotopico a zero, segue que
)(o2 HOH@IOAH@IOA@X Xn 0

Consideremos uma familia indexada {Y; : i € I} de objetos de K°(Proj-A)
qualquer e aplicando o morfismo @Hom(—,Y;) — Hom(—,®Y;) de funtores
cohomoldgicos ao triangulo distinguido

7° HTZQ(X.) — X 4>Z.[1]

temos

| | ] |

S(X°[-1],Yi) —=&(2°, Vi) —= B(120(X*), Vi) —= &(X*,Y;) — &(Z°[1], V)
(X.[_l]v @Y;) - (Z.v EB}/Z) — (TZO(X.)a @1/@) - (X.7 @Y;) - (Z.[”v @Y;)

Pelo 5-lema 1.14, temos que Hom(7>¢(X*®), —) comuta com soma direta ar-
bitraria, o que é uma contradigao com a minimalidade do comprimento do com-
plexo X°. [

Agora, estamos em condigoes para finalizar a prova do teorema de Rickard.
Lembremos o teorema

Teorema 4.39 Sejam A e I' anéis. Sao equivalentes:
(i) K= (Proj-A) ~ K~ (Proj-T')
(ii) D*(A) ~ D*(T)
(iii) K°(Proj-A) ~ K°(Proj-T)
(iv) K°(proj-A) ~ K®(proj-T')
(v) Eziste um complezo T* € K°(proj-A) tal que

(1) Hom(T*,T*[i]) =0, para i # 0.
(2) add-T* gera K*(proj-A) (como categoria triangulada).

com End T® ~T.
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Demonstracao: (i) = (ii) Pelo corolario 3.19 temos que existe uma equivaléncia
natural entre as categorias K *(Proj-I') e D*(T"). Por hipétese, temos que existe
uma equivaléncia F' : K~ (Proj —I') — K~ (Proj — A). Seja X* € D’(T).
Pelo lema 4.36, para qualquer Y* € K~ (Proj-I') existe um nimero N tal que
Hom(Y*, X*[n]) =0, paran < N.

Seja Z* € K~ (Proj-A). Como F' é uma equivaléncia, qualquer Z* € K~ (Proj-
A) é isomorfo a F'Y*, para algum Y* € K~ (Proj-I'). Assim,

Hom(Z*, FX*[n]) = Hom(FY*, FX*[n]) ~ Hom(Y*, X*[n]) =0,
para n < N. Novamente pelo lema 4.36, FX* € D°(A). Portanto, temos uma
equivaléncia entre as categorias D°(T") e D*(A).

(it) = (iz7) Sejam uma equivaléncia F: D°(I')——= D’(A) e X* €
K®(Proj-T). Pelo lema 4.37, existe um nimero inteiro m tal que Hom(X*®, Y*[i]) =
0, para i > m. Seja Y* € D°(A) qualquer. Assim

Hom(FX*,Y*[i]) ~ Hom(X*,GY*[i]) = 0,

para todo i > m. Logo, novamente pelo lema 4.37, segue que FX* € K°(Proj-A).
Portanto, temos uma equivaléncia entre as categorias K°(Proj-I') e K°(Proj-A)
induzida pela equivaléncia entre as categorias D°(T") e D°(A).

(iit) = (iv) Sejam F : K°(Proj-I') — K°(Proj-A) uma equivaléncia,
G o seu funtor adjunto a direita e X* € K®(proj-I'). Pelo lema 4.38, como
Hom(FX* ®Y;) ~ Hom(X*, &GY;) ~ ®Hom(X*,GY;) ~ ®Hom(FX*Y}),

para qualquer familia indexada {Y; : i € I} segue que FX* € K°(proj-A).
Portanto as categorias K°(proj-I') e K°(proj-A) sdo equivalentes.

(iv) = (v) Seja F : Kb(proj —I') — K®(proj — A) uma equivaléncia
tal que F'(I') = T*. Assim, notemos que

End T®* = Hom(T*,T*) = Hom(F (), F(I')) = Hom(I',T) =T.
Se i # 0, como F(I') =T* e F' é um funtor exato, temos
Hom(T*,T*[i]) = Hom(F ('), F(I')[i]) = Hom(T',T'[z]) = 0.

Seja C uma subcategoria plena de K°(proj-A) que contém add-T* e é fechada
para isomorfismo, translacao e aplicacao cone. Dessa forma, a equivaléncia F
aplica C a uma subcategoria de K°(proj-I') fechada para as mesmas propriedades
que contém proj-I', e portanto, igual a K°(proj-I'). Consequentemente, C =
K®(proj-A). Logo, add-T* gera K°(proj-A).

(v) = (i) J4 temos um funtor F : K~ (Proj-I') — K~ (Proj-A) exato,
fiel e pleno com adjunto a direita G : K~ (Proj-A) — K~ (Proj-I') tal que
F(T) =T, onde T* € K®(proj-A). Para provarmos que F ¢ uma equivaléncia
resta provarmos que F' é denso. Para isso vamos mostrar que dado um complexo
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qualquer Y* € K~ (Proj-A), o morfismo adjunto ay : FGY*®* — Y* é um
isomorfismo.

Observe primeiro que G(ay) : GFGY* — GY* é um isomorfismo uma vez
que G ¢é um funtor adjunto de F' e oy é o morfismo adjunto. Além disso, o funtor
G ¢ exato, pois F' é exato.

Por (T'1), dado ay : FGY* — Y* podemos completé-lo em um triangulo
distinguido

FGY* —>~Y* Cs, FGY*[1].

Aplicando o funtor G que também é exato, temos o triangulo distinguido

GrGys —2) L Gy GCs,

GFGY"*[1].
Como G(ay) é um isomorfismo temos GC§ = = 0 pelo lema 2.32. Assim,
Hom(T*,C3 i) = Hom(FT',Cy;, [i]) ~ Hom(I'[~i],GC,, ) =0, (%)

para todo i.

Consideremos agora uma subcategoria C de K®(proj-A)) consistindo dos ob-
jetos C* tais que Hom(C*,C5_ ) = 0, para todo i.

Note que, por (x), segue que C contém add-T*. Além disso, C é fechado para
isomorfismos e translagao.

Se f:X®*——=Y* é um morfismo com X°*, Y* € C, segue que C' = X°*[1] @
Y* € C, uma vez que

Hom(C%,Cy, ) = Hom(X*[1]@Y*,Cy ) =~ Hom(X*[1],C5 ) DHom(Y*,Cy, ) = 0,

pois X*, Y* € C. Portanto C também ¢é fechado para aplicagoes cones.

Como add-T* gera K°(proj-A) segue que C = K°(proj-A). Dessa forma,
em particular temos, para todo i, que Hom(A,Cy ) = 0. Consequentemente,
Cs, = 0 e, disso segue que, ay ¢ isomorfismo. Portanto o funtor F' é uma
equivaléncia. [

Observagao 4.40 Se A é uma dlgebra de dimensao finita e T € um A-mddulo a
direita finitamente gerado, entdo T € chamado moédulo inclinante se, e somente
se, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) pd(T) < 1;
(II) Ext\(T,T) = 0;

(III) Eziste uma sequéncia exata curta A Ty Ty 0, com
todo T1, Ty em add-T.

Note que todo mddulo inclinante produz um complexo inclinante(concentrado)
e assim temos que o teorema de Happel:

Teorema (Happel) Sejam A wma dlgebra de dimensao
finita, T um modulo inclinante e I' o anel de endomorfismo
[ := Endy T. Entdo as categorias derivadas D°(A) e Db(T)
sao equivalentes como categorias trianguladas.

¢ um caso particular do Teorema de Rickard.
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Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo, utilizando o artigo [16], mostraremos que a equivaléncia deriva-
da preserva a finitude da dimensao finitistica de uma algebra de dimensao finita,
ou seja, se A e I' sdo duas algebras de dimensao finita derivadamente equiva-
lentes, entao a dimensao finitistica de A é finita se, e somente se, o é a dimensao
finitistica de I'. Ao longo deste capitulo denotaremos um modulo X e o complexo
concentrado do X da mesma forma.

Definicao 5.1 Seja A um anel. A dimensdo finitistica de A, denotada por
fin.dim(A) é o supremo da dimensdo projetiva de A-mddulos a direita finita-
mente gerado de dimensdao projetiva finita, ou seja,

fin.dim(A) = sup{pd(M) : M € mod — A e pd(M) < oo}.

Os préximos lemas nos auxiliarao na demonstracao do principal resultado.
Sejam F : D*(I') —— D%(A) uma equivaléncia de categorias trianguladas tal

que F(I') ~ T*, onde T* € K°(proj-A) é um complexo inclinante com I' =~
Endpn(T*) e G : D*(A) — D*(T) o quase inverso de F.

Lema 5.2 Sejan > 0 e T* um complexo inclinante com T" = 0, para i > 0 e
i < —n. Entao existe um complexo inclinante Q° sobre T' tal que G(A) ~ Q° e
Q' =0, para todoi >n ei < 0.

Demonstracao: Pelo teorema de Rickard (teorema 4.39) existe um complexo
inclinante Q* em K°(proj-I') tal que G(A) ~ @Q®. Pelo lema 2.35, temos

H'(Q%) = Homyery(T', Q°[i]) (1)

Como I' e Q* sao complexos de projetivos, onde I' é visto como o complexo
concentrado, pelo corolario 3.19, temos

Home(F)(Fa Q'[i]) = Home(F)<F7 Q° [Z]) (2)
Como o funtor F' é uma equivaléncia, F(I') ~ T* e G(A) ~ Q°, temos

Hompsry (T, Q°[1]) ~ Hompe(ay (T, Ali]) (3)
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Novamente, como T* e A sao complexos de projetivos, pelo corolario 3.19, temos
Hompe(a)(T*, Ali]) = Hompgo(s) (T, Ali]) (4)
Pelo lema 2.34, temos
Homygoqn(T*, Ali]) = Hi(Hom$y (T ) (5)
Combinando os isomorfismos (1), (2), (3), (4) e (5), temos
HY(Q*) ~ H'(Hom},(I*, A)).

E como H'(Hom%(T*,A)) = 0, para i > n, pois o complexo T é tal que T% = 0 se
i < —n, temos que H(Q*) = 0, parai > n e como Q* ¢ limitado, o correspondente
complexo é exato

m dt—l

4Q 1 t—1 _%@ t
“*)OHKeT’dn*)Qn*)QnJF HHQ HQ —(

Como Q' é projetivo, a sequéncia exata curta

t—1

d
()—>Ke7’dtQ_1 Q! @ Qt 0

cinde, logo Q! ~ K erdgl @ Q! e consequentemente K erdtQ_l =1 malg2 é pro-
jetivo e finitamente gerado. Como [ mdg2 é projetivo, a sequéncia exata curta

t—2
00— Kerdth_2 — Q2 2, ImdtQ_2 —0

cinde, logo Q"2 ~ K erdg2 @ I'md?, consequentemente K erdgz ~ ] mdéf é
projetivo. Seguindo com esse processo, como cada (' é projetivo temos Ker d"
é projetivo e finitamente gerado uma vez que é somando direto de QQ". Portanto
Q°® ~ 0<,(Q%) em K®(proj-T'). Analogamente temos

H'(Hom{(Q*, 1)) ~ Homgm(Q®,I'[i]) (lema 2.34)
~ Hompry(Q®,I'[i])  (coroldrio 3.19)
~ Hompy (A, T*[i])  (Aplicando o funtor F')
~ Homgupy(A, T*[i]) (coroldrio 3.19)
~ H(T*) (lema 2.35)
-0,

para i > 0. Assim Hom{(Q®,T) =~ o<o(Hom%(Q®,T)) em K°(proj-I'?) e conse-
quentemente Q°® ~ 04,(Q®) em K°(proj -T').

Dessa forma, segue que Q° ~ 0L0(0<,(Q%)) em K°(proj-T), ou seja, Q° = 0,
parai >ne <0. - [

Lema 5.3 Sejam m,n,d € Z, d > 0 e X*,Y* € K°(A) tal que X? = 0, para
todo p <m, Y9 =0, para todo ¢ > n, e Exti(X",Y?®) =0, para todo r,s € Z e
i >d. Entao Hompsp)(X®,Y*[i]) =0, para todo i > d +n —m.
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Demonstragao:

Afirmagao: Para todo X € Mod A tal que Exti(X,Y?) = 0, para todo
q € Zei>d, temos que Homp(X,Y*[i]) =0, para i > d +n.

Para k > n, temos 754(Y*) = 0 pois Y* = 0 para k > n. Para k = n, temos
7>k (Y*) = Y"[—n]. Observe que

Hompa) (X, 2k (Y)i]) = Exty (X, 721(Y*))
Exty (X,0), k>n

B { Exti (X,Y"[—n]), k=n
0, k>n
N { Ext'™(X,Y"), k=n
Por hipétese Extl (X,Y?) = 0, para todo q € Z e i > d, logo Ext\ ™(X,Y") =0
sei—n > d, ouseja, se i > d+n. Logo, dado k > n, Homp) (X, 7£(Y*)[i]) = 0,
para i > d + n.

Por inducao “inversa’vamos mostrar que Homp (X, 7sx(Y*)) = 0, para
1 > d+n e para todo k < n. J& vimos que para k = n o resultado é valido.

Seja k < n e assuma que Homp) (X, 7>£(Y*)[i]) = 0, para i > d +n. Vamos
provar que Hompay (X, m>,—1(Y*)[i]) = 0, para i > d + n. Aplicando o funtor
Hompa) (X, —[i]) ao triangulo distinguido

YVEA k] — 15, (V*) —= 1541 (V) —= YA -k + 1]
temos
o Bati (X, 151 (Y®)) —= Exti (X, 7551 (Y*®)) — Exty (X, YL~k +1]). ..

ou seja,

o Bath (X, 11 (YV®)) — Bt (X, 7511 (Y*®)) — Eat' (X, Y1)

Para ¢ > d + n temos por hipétese de inducao que

Ext' (X, m55(Y*)) = Homp) (X, m>5(Y*)[i]) = 0
e pela hipétese da nossa afirmacao temos Ext! (X, Y*~1) = 0, pois
i—k+1>d+n—k+1>d+n—-n+1>d+1>d.

Portanto Ext) (X, 75k-1(Y*)) = Hompa) (X, 755-1(Y*)[i]) = 0, para i > d + n.

Como Y* = 754_1(Y*), para k suficientemente pequeno, por indugao sobre
k, temos que Homp()(X,Y*[i]) = 0, para i > d + n, concluindo a prova da
afirmacao.

Agora vamos provar que Homp(a)(X*®,Y*[i]) =0, para i > d+n —m tal que
Ext\ (XP?,Y?) =0, para todo p,q € Z e i > d.

Note que 7<1(X*®) = 0, para k < m pois X*¥ = 0, se k < m. Para k = m,
temos 7<x(X*) = X™[—m]. Observe que

Hompy(t<e(X®), Y*[i]) = Exty(r<i(X°*),Y*)
Bzt (0,Y*), k<m
N { Ezti (X™[-m],Y*), k=m
|0, k<m
N { Ext\f™(X™ Y*), k=m
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Como Ezti™™(X™, Y4) = 0, para i +m > d, segue pela afirmacio que
Exti™(X™,Y*) = Hompn(X™, Y*[m+1]) =0,

para m + 4 > d + n, ou seja, para i > d +n — m. Logo dado k& < m,
Hompny(1<x(X*®),Y*[i]) = 0, para i > d +n —m.

Vamos aplicar inducao sobre k para provarmos que Hompa)(T<x(X*®),Y*[i]) =
0, para ¢ > d +mn —m e para todo k > m. Ja vimos que para k = m o resultado
é valido.

Seja k > m e assuma que Homp(T<x(X*,Y*[i]) = 0, para i > d +n —m.
Vamos provar que Homp)(T<p+1(X*®,Y*[i]) = 0, para i > d+mn —m. Aplicando
o funtor Homp(a)(—,Y*[i]) ao triangulo distinguido

XE =k — 1] = Tp 1 (X)) — 7 (X*) —= X P A]
temos a sequéncia exata

o Bati (1<p(X°),Y®) — Ext) (T<py1(X*®), V) — Exti ™ (XL ye) .

Para i > d+n —m temos, por hipétese de indugao, que Exth (1<;(X*),Y*)
>de

Hompa (1<,x(X*®),Y*[i]) = 0 e ainda como Ext'(X*™ Y?) = 0, para i
para todo k, g € Z por hipotese, e,

t+k+1>d+n—m+k+1>d+n—m+m+1=d+n+1>d+n.
pela afirmacgao segue que
Ext™ XYY = Hompy (XM Yok +1+1]) =0,

Portanto Hompy(7<k, Y*[i]) = 0, para i > d +n — m. Agora como X°® =
7<(X*) para k suficientemente grande, segue que Homp(a)(X*®,Y*[i]) = 0, para
1>d+n—m. ]

Teorema 5.4 Se duas dlgebras de dimensdo finita A e I' sdo derivadamente
equivalente, entao a dimensdo finitistica de A € finita se, e somente se, a dimensao
finitistica de I o €. Mais precisamente, se T é um complexo inclinante sobre A
de comprimento n tal que I' ~ End(T*®), entdo fin.dim(A) —n < fin.dim(T") <
fin.dim(A) + n.

Demonstragao: Suponha fin.dim(A) = d < co. Sejam Mp um ['-mdédulo de
dimensdo projetiva finita e Np um I'-médulo arbitrério. Observe que H(FN) =
0, para z < —n e ¢ > 0. De fato, pelo lema 5.2 existe um complexo inclinante
Q* € Kb(proj-A) tal que G(A) ~ Q* e Q* =0, parai >n e i < 0. Assim temos

HY(FN) =~ Hompgup (A, FN[i]) (lema 2.35)

]
~ Homppz) (A, FNIi]) (coroldrio 3.19)
~ Hompyry(Q®, N[i])  (Aplicando o funtor F)
= HOme(F)(Q°7 P]:I[Z]
~ Homgwr(Q®, PX[7]) (coroldrio 3.19)
-0,
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para i < —n e ¢ > 0, onde Py ¢ a resolucao projetiva do I'-mdédulo N. Conse-
quentemente segue que o complexo F'N é quase isomorfo ao complexo Y*:

0 — Coker dfnflH(FN)7"H*>~-*>(FN)*1*>KGT d°—=0

Seja Py, a resolugao projetiva do I'-médulo Mp. Como F' é uma equivaléncia
entre K°(proj-I') e K°(proj-A), temos F Py, € K®(proj-A)

Segue de FM ~ FPr, em D°(A) que H(FPy,) = H(FM) =0, parai < —n
e i > 0. Assim, se escrevemos Z* = (Z',d") = FP}; com todo Z' projetivo
finitamente gerado, analogamente o que foi feito na demonstracao do lema 5.2
temos que o complexo Z°® é quase isomorfo ao seguinte complexo X*® em D°(A):

.0——=Coker d ! —— 7zl Vi Ker d>——0...

Como HY(Z*) = 0, para i < —n e Z* € K°(proj-A), vemos que a dimensao
projetiva do médulo Coker d="~1 ¢ finita uma vez que

0O————7Z "2 —s gl —sCoker d" 1 —0

¢ uma resolucao projetiva para Coker d—" 1.
Como a dimensao finitistica fin.dim(A) = d segue que pd(Coker d~"1) < d.
Assim, se trocarmos F'N por Y* e F'Py, por X°®, vemos que X? = (, para
p < —-n, Y7 =0, para ¢ > 0 e que Exti(XP,Y?) = 0, parai > d+ 1 e
p,q € Z, pois pdCoker d~""! < d. Consequentemente Homp)(X*®,Y*[i]) = 0,
para ¢ > d+ 1 + n pelo lema 5.3. Logo,

Exti(M,N) =~ Hompr) (M, N[i]) (lema 3.23)
~ Homyp()(Py, Ni)
~ Homp (F Py, FN[i])  (Aplicando o funtor F)
~ HO?TLD(A)(X. Y.[ ]) = 0,

para i > d + 1+ n. Assim, pela proposicao 1.13, temos pd(M) < d + n e entao
fin.dim(I') < d+n = fin.dim(A) 4+ n.

Similarmente, usando o funtor G : D(A) — D(I"), quase inverso do funtor F, e
o complexo inclinante Q* do lema 5.2, onde Q* = 0, para i > n e i < 0 podemos
mostrar que fin.dim(A) < fin.dim(I') + n. Portanto temos

fin.dim(A) —n < fin.dim(T') < fin.dim(A) + n.
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