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TEOREMA DE MORITA PARA CATEGORIA DERIVADA

Dissertação apresentada à Universi-
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TEOREMA DE MORITA PARA CATEGORIA DERIVADA

Dissertação apresentada à Universi-
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Aos meus pais, José Márcio e Neusa, pelo apoio incondicional e paciência
infinita.
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RESUMO

FIDÉLIS, Michele Ribeiro, M. Sc., Universidade Federal de Viçosa, julho de

2013. Teorema de Morita para categoria derivada. Orientadora: Sônia

Maria Fernandes. Coorientador: Rogério Carvalho Picanço.

Neste trabalho apresentamos conceitos e resultados de categorias trianguladas e

derivadas. O principal objetivo é demonstrar o Teorema de Rickard, também

conhecido como Teorema de Morita para categorias derivadas. Como aplicação

deste resultado mostramos que a dimensão finit́ıstica é preservada por equivalência

derivada, conforme o artigo “Finiteness of finitistic dimension is invariant under

derived equivalences”de Shengyong Pan e Changchang Xi.
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ABSTRACT

FIDÉLIS, Michele Ribeiro, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, july, 2013.

Morita theorem for category derived. Adviser: Sônia Maria Fernandes.

Co-advisers: Rogério Carvalho Picanço.

In this work we present concepts and results of triangulated and derived cate-

gories. The main objective is to prove Rickard’s theorem, also known as Morita’s

theorem for derived categories. As an application of this result we show that

finiteness of finitistic dimension is invariant under derived equivalences, as it is

proved in “Finiteness of finitistic dimension is invariant under derived equiva-

lences”by Shengyong Pan and Changchang Xi.
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INTRODUÇÃO

Para se estudar uma Álgebra Λ com frequência procura-se os invariantes as-

sociados, como por exemplo seu centro Z(Λ), o seu grupo de Grothendick K0(Λ),

seus grupos de cohomologia de Hochschild HH i(Λ), · · · . Ao final da década de

50, uma condição necessária e suficiente para a equivalência entre as categorias

de módulos foi estabelecida pelo Teorema de Morita [12]. Duas categorias de

módulos Mod-Λ e Mod-Γ são equivalentes se, e somente se, existe um Λ-módulo

finitamente gerado projetivo e gerador PΛ tal que Γ ' End(PΛ). Este teorema

é bastante importante quando procuramos os invariantes de uma álgebra pois se

duas álgebras Λ e Γ são Morita equivalentes, ou seja, suas respectivas categorias

de módulos são equivalentes, então seus respectivos invariantes são isomorfos.

Categorias derivadas de categorias abelianas foram introduzidas no ińıcio dos

anos 60 por Grothendieck e Verdier no âmbito da Geometria Algébrica e da

Álgebra Homológica. Rapidamente suas aplicações se estenderam a outras áreas

da Matemática tais como Equações Diferenciais Parciais e Topologia (veja [1]).

Happel em [3] introduziu o conceito de categorias trianguladas e, mais especi-

ficamente, de categorias derivadas da categoria de módulos de uma álgebra, na

Teoria de Representações. O passo determinante nesta direção foi a prova obtida

pelo próprio Happel de que categorias derivadas são invariantes na teoria da in-

clinação, mais especificamente: Se Λ é uma álgebra de dimensão finita sobre um

corpo algebricamente fechado e T é um Λ-módulo inclinante, então as categorias

derivadas Db(Λ) e Db(EndΛ(T )) são equivalentes como categorias trianguladas

(veja [1]).

Generalizando a noção de módulo inclinante para complexo inclinante, Rickard

generalizou o teorema de Happel. Uma condição necessária e suficiente para a

equivalência derivada Db(Λ) e Db(Γ) de duas álgebras Λ e Γ foi provada por

Rickard em [11]. Neste caso existe um complexo limitado T • de Λ-módulos pro-

jetivos finitamente gerados, chamado complexo inclinante, tal que: para todo

n 6= 0, HomDb(Λ)(T
•, T •[n]) = 0 , add-T • gera Kb(proj-Λ) com categoria triangu-

lar e EndDb(Λ)(T
•) ' Γ. Pela semelhança com o Teorema de Morita costuma-se

dizer que Rickard desenvolveu uma teoria de Morita para categorias derivadas.

Como existe um “mergulho”da categoria mod-Λ na categoria D(Λ), a cate-

goria derivada aparece como um “lugar” maior onde Z(Λ), K0(Λ), HH i(Λ), · · ·
são invariantes possuindo um importante papel em problemas de classificação.

Informações homológicas de uma álgebra também são fornecidas pela categoria

derivada D(Λ) de sua categoria de Λ-módulos. Por exemplo temos o isomorfismo

entre ExtiΛ(X, Y ) e HomD(Λ)(X,T
iY ), onde T i é o funtor translação.

Se TΛ é um módulo inclinante para Λ, então a equivalência de categorias
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derivadas é dada pelo funtor derivado à direita Hom(T,−); no caso de com-

plexo inclinante, no entanto, Γ age no complexo a menos de homotopia mas não

em cada componente separadamente, assim este funtor não envia um complexo

de Λ-módulos em um complexo de Γ-módulos. No artigo [10], Rickard provou,

pelo menos para “álgebras suficientemente boas”(por exemplo, álgebras sobre um

corpo), que ainda podemos descrever a equivalência de categorias derivadas como

um funtor derivado. No entanto, para esta demonstração utiliza a construção feita

em [11] (veja [10]). O principal resultado deste trabalho é o Teorema de Rickard.

Para sua demonstração, optamos em estudar o artigo [11] com o intuito de escre-

ver seus resultados com maiores detalhes. Além disso, com este artigo é posśıvel

provar que Z(Λ), K0(Λ), HH i(Λ) são invariantes por equivalência derivada.

Dado uma álgebra Λ, a dimensão finit́ıstica de Λ denotada por fin.dim Λ é o

supremo da dimensão projetiva dos Λ-módulos finitamente gerados de dimensão

projetiva finita. A conjectura da dimensão finit́ıstica da década de 60, o qual ainda

está em aberto, afirma que toda álgebra de dimensão finita sobre um corpo deve

ter dimensão finit́ıstica finita. Essa conjectura está intimamente relacionada com

várias outras conjecturas homológicas na Teoria de Representações de Álgebras.

Com o propósito de caminhar na direção da sua demonstração vários conceitos e

técnicas vem sendo desenvolvidos. Em 2009, Shengyong Pan e Changchang Xi no

artigo [16], provaram que a equivalência derivada preserva a finitude da dimensão

finit́ıstica.

O texto está organizado da seguinte forma: No caṕıtulo 1 apresentamos os

conceitos básicos e resultados de Teoria de Categorias, Álgebra Homológia e Teo-

ria de Representações utilizados ao longo do trabalho.

No caṕıtulo 2 nos dedicamos ao estudo das categorias trianguladas. Na lite-

ratura encontramos a definição de categorias trianguladas por meio de quatro

axiomas conhecidos como (TR1), (TR2), (TR3) e (TR4). Em 2001, J.P. May

no artigo [9] provou que um dos axiomas ((TR3)) provém dos outros três. Uti-

lizando o artigo [9] definimos categoria triangulada por meio de três axiomas.

Neste caṕıtulo também estudamos propriedades importantes que essa estrutura

triangulada fornece a uma categoria. Como exemplo de categoria triangulada

citamos a categoria homotópica de complexos. Tal categoria será bastante útil

para a construção da categoria derivada que definiremos no próximo caṕıtulo.

No caṕıtulo 3 definimos a construção da categoria derivada de uma categoria

abeliana. Provamos que a categoria derivada, em geral, não é abeliana mas tem

estrutura de categoria triangulada e vemos propriedades básicas dessa categoria.

O principal resultado desse trabalho se encontra no caṕıtulo 4. O teorema 4.39

trata do Teorema de Rickard. Ao longo do caṕıtulo nos dedicamos a demons-

tração desse teorema. Para a demonstração, construimos um funtor entre as

categorias K−(Proj-Γ) e K−(Proj-Λ). A construção desse funtor envolve várias

categorias tal como a categoria C−(Sum-T •) para quem associamos algo como

uma generalização de um bicomplexo de modo que podemos tomar o complexo

total. Mostramos que tal funtor é fiel e pleno e tem adjunto à direita. Na seção

4 finalizamos a prova deste teorema.

Por fim, reservamos o caṕıtulo 5 para uma aplicação do Teorema de Rickard.

Utilizando o artigo [16] provamos que a finitude da dimensão finit́ıstica é preser-
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vada por equivalência derivada.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

Neste caṕıtulo apresentamos um resumo das noções básicas de Teoria de Cate-

gorias, Álgebra Homológicada e Teoria de Representações de Álgebras que serão

utilizados ao longo desse trabalho. Nosso objetivo aqui é fixar as notações uti-

lizadas. As demonstrações serão omitidas mas daremos referências de textos onde

maiores detalhes e demonstrações podem ser encontradas.

1.1 Categorias e Funtores

Nesta seção introduzimos a noção de Categorias, Funtores e Transformações

Naturais. Em particular, a categoria dos módulos, a categoria dos complexos e

a categoria dos bicomplexos. Uma exposição detalhada desses resultados podem

ser encontrada em [7],[6], [8],[2] e [17].

Definição 1.1 Uma categoria C consiste de:

1. Uma classe de objetos ObC que denotamos por A, B, C, etc.

2. Para todo par de objetos (A,B) existe um conjunto HomC(A,B) cujos ele-

mentos são chamados de morfismos. Se f ∈ Hom(A,B) é um morfismo,

então denotaremos por f : A→ B.

3. Para todo A,B,C ∈ Ob C, temos uma composição

◦ : HomC(A,B)×HomC(B,C) → HomC(A,C)
(f, g) 7→ g ◦ f

Às vezes denotaremos a composta g ◦ f simplesmente por gf .

Além disso, temos:

(C1) Se (A,B) 6= (C,D) então HomC(A,B)
⋂
HomC(C,D) = ∅.

(C2) A composição de morfismos é associativa.

(C3) Para todo objeto A, existe 1A ∈ HomC(A,A), chamado morfismo unidade

ou identidade, tal que, f ◦ 1A = f e 1A ◦ g = g para todo f ∈ HomC(A,B)

e g ∈ HomC(B,A). O morfismo 1A é único.
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Exemplo 1.2 1. A categoria dos conjuntos, denotado por Sets, tem como ob-

jetos os conjuntos e como morfismos as funções entre conjuntos.

2. A categoria dos grupos abelianos, denotada por Ab, tem como objetos os

grupos abelianos e como morfismos os homomorfismos de grupos abelianos;

Definimos a categoria oposta de uma categoria C, denotada por Cop, do seguinte

modo: ObCop = ObC , HomCop(M,N) = HomC(N,M). E ainda se temos os

morfismos f ∈ HomCop(M,N) e g ∈ HomCop(N,L), então f ◦ g ∈ HomCop(M,L).

Em Teoria de Categorias, um diagrama em uma categoria C é um grafo cujos

vértices são os objetos da categoria C e as flechas são os morfismos em C. Por e-

xemplo, dado X ∈ ObC, representaremos o morfismo identidade como o diagrama

1X : X // X ou apenas como o diagrama X X .

Um diagrama comutativo é um diagrama de objetos (também conhecidos

vértices) e morfismos (flechas) tal que todos os seus caminhos com o mesmo

ińıcio e fim levam ao mesmo resultado por composição.

Definição 1.3 Seja C uma categoria. Uma categoria C ′ é uma subcategoria de C
se as seguintes condições são satisfeitas:

(a) A classe ObC ′ de objetos de C ′ é uma subclasse da classe ObC de objetos de

C;

(b) Se X e Y são objetos de C ′, então HomC′(X, Y ) ⊆ HomC(X, Y );

(c) A composição de morfismos em C ′ é a mesma de C;

(d) Para cada objeto X de C ′, o morfismo identidade 1′X em HomC′(X,X)

coincide com o morfismo identidade 1X em HomC(X,X).

Uma subcategoria C ′ de C é dita plena se HomC′(A,B) = HomC(A,B) para

todo A,B ∈ C ′.
Um morfismo f : A // B em C é um isomorfismo se existe g : B // A

tal que f ◦ g = 1B e g ◦ f = 1A.

Um morfismo f : A // B é chamado monomorfismo (respectivamente epi-

morfismo) se é cancelável à esquerda (respectivamente à direita) em C, isto é, se

g1, g2 ∈ Hom(C,A) é tal que f◦g1 = f◦g2, então g1 = g2 (g1◦f = g2◦f ⇒ g1 = g2,

com g1, g2 ∈ Hom(B,C)).

Seja C uma categoria. Um objeto P ∈ ObC é projetivo se para qualquer epi-

morfismo h : M // N e qualquer f ∈ HomC(P,N), existe f ′ ∈ HomC(P,M)

tal que f = hf ′, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

P

f
��

f ′

~~|
|

|
|

M
h
// N // 0

De maneira dual, um objeto E ∈ ObC é injetivo se para qualquer monomor-

fismo u : L //M e qualquer g ∈ HomC(L,E), existe g′ ∈ HomC(M,E) tal
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que g = g′u, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

0 // L

g

��

u //M

g′~~}
}

}
}

E

Uma categoria C tem suficientes projetivos se, para todo objeto M em C, existe

um objeto projetivo P e um epimorfismo ϕ : P //M . De maneira dual, uma

categoria C tem suficientes injetivos se, para todo objeto M em C, existe um

objeto injetivo E e um monomorfismo ψ : E //M .

Sejam A1 e A2 objetos da categoria C. Um produto de A1 e A2 em C é uma

tripla (A1×A2, p1, p2), onde A1×A2 é um objeto em C e pi ∈ HomC(A1×A2, Ai)

tal que se B é um objeto qualquer em C e fi ∈ HomC(B,Ai), i = 1, 2, então existe

um único f ∈ HomC(B,A1 × A2) tal que o diagrama

B

fi $$HHHHHHHHHH
f // A1 × A2

pi
��
Ai

é comutativo, para todo i = 1, 2. De maneira dual a definição de produto podemos

definir coproduto de A1 e A2 denotado por A1tA2 e de forma semelhante podemos

definir coproduto e produto para uma coleção finita de objetos.

Definimos objeto zero de uma categoria C como o objeto 0 ∈ ObC tal que,

para todo M ∈ ObC, existe um único morfismo 0 //M e um único morfismo

M // 0 em C. Vamos supor que tal objeto 0 ∈ ObC existe.

Sejam A,B ∈ ObC. Suponhamos que existam o coproduto A
j1 // A tB e

B
j2 // A tB e o produto A×B π1 // A e A×B π2 // B . Então os diagra-

mas abaixo produzem os morfismos A tB
p1 // A e A tB

p2 // B satisfazendo

as igualdades p1 ◦ j1 = 1A, p1 ◦ j2 = 0, p2 ◦ j1 = 0 e p2 ◦ j2 = 1B

A tB

p1

��

A tB

p2

��

A

j1
;;wwwwwwwww

1A ##GGGGGGGGG B

j2
ccGGGGGGGGG

0{{wwwwwwwww A

j1
;;wwwwwwwww

0 ##GGGGGGGGG B

j2
ccGGGGGGGGG

1B{{wwwwwwwww

A B

Assim obtemos o diagrama comutativo:

A tB

i

��

p1

{{wwwwwwwww
p2

##GGGGGGGGG

A B

A×B
π1

ccGGGGGGGGG π2

;;wwwwwwwww
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ou seja, π1 ◦ i = p1 e π2 ◦ i = p2. Se i indicado é um isomorfismo, então dizemos

que A,B ∈ ObC possuem biproduto (ou soma direta). Assim temos p1 = π1,

p2 = π2 e

π1 ◦ j1 = 1A, π1 ◦ j2 = 0, π2 ◦ j1 = 0, π2 ◦ j2 = 1B, j1 ◦π1 + j2 ◦π2 = 1A×B (∗)

A última igualdade é válida pelas propriedades de produto A× B. Podemos

verificar que os morfismos j1, j2, π1 e π2 satisfazendo (∗) definem um biproduto.

De forma semelhante, podemos definir o biproduto de qualquer coleção finita

de objetos. Vamos denotar o biproduto por ⊕.

Definição 1.4 Uma categoria C é aditiva se verifica as seguintes condições:

• Possui objeto zero 0 em C;

• Para todo X, Y ∈ C temos que HomC(X, Y ) é um grupo abeliano tal que a

composição é bilinear, ou seja,

f(g + h) = fg + fh

(g + h)f = gf + hf

• Dados X, Y ∈ C existe o biproduto, isto é,

X
i1 //

X ⊕ Y
p1
oo

p2 //
Y

i2
oo

tal que p1i1 = 1X , p2i2 = 1Y , p1i2 = p2i1 = 0 e i1p1 + i2p2 = 1X⊕Y .

Definição 1.5 Seja f : X // Y um morfismo de uma categoria C. O núcleo

de f é o objeto Ker f tal que o morfismo u : Ker f // X satisfaz:

(i) fu = 0

(ii) Se u′ : Z −→ X é um morfismo tal que fu′ = 0, existe um único morfismo

g : Z −→ Ker f tal que u′ = ug

Ker f
u // X

f // Y

Z

g

OO�
�
� u′

;;wwwwwwwwww

De maneira dual, define-se conúcleo denotado por Coker f .

Uma categoria aditiva C é dita uma categoria abeliana se todo morfismo tem

núcleo e conúcleo e o morfismo j indicado no seguinte diagrama é isomorfismo

Ker f k // X
f //

u

��

Y
c // Coker f

Coker k

h

88rrrrrrrrrrr

j
//___ Ker c

v

OO
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Um funtor covariante (contravariante) T : C // C ′ de uma categoria C na

categoria C ′ é definido atribuindo a cada objeto X de C um objeto T (X) de C ′ e

cada morfismo h : X // Y em C um morfismo T (h) : T (X) // T (Y ) em C ′
tal que as seguintes condições são satisfeitas:

(a) Para todo objeto X de C temos T (1X) = 1T (X);

(b) Para todo par de morfismos f : X // Y e g : Y // Z na categoria C,
temos T (gf) = T (g)T (f) ( T (gf) = T (f)T (g)).

Sejam T, T ′ : C // C ′ funtores. Uma transformação natural é uma famı́lia

Ψ = {ΨX}X∈ObC de morfismos ΨX : T (X) // T (X ′) tal que, para qualquer

morfismo f : X // Y em C o diagrama:

T (X)
ΨX //

T (f)

��

T ′(X)

T ′(f)
��

T (Y )
ΨY

// T ′(Y )

em C ′ é comutativo. Dizemos que Ψ é uma equivalência natural de funtores

se, para qualquer objeto X ∈ ObC, o morfismo ΨX : T (X) // T (X ′) é um

isomorfismo em C ′.
Um funtor covariante T : C // C ′ é uma equivalência de categorias se existe

um funtor F : C // C ′ e isomorfismos funtoriais

Ψ : 1C
' // FT e Φ : 1C′

' // TF

onde 1C′ e 1C são funtores identidade em C ′ e C, respectivamente. Nesse caso, o

funtor F é chamado quase inverso de T .

Se existe uma equivalência Ψ : T // T de categorias C e C ′, então dizemos

que C e C ′ são categorias equivalentes, e escrevemos C ∼ C ′.
Um funtor covariante T : C // C ′ é denso se, para qualquer objeto A de C ′,

existe um objeto C em C tal que T (C) é isomorfo a A, ou seja, T (C) ' A.

Dizemos que T é pleno (respectivamente fiel), se a aplicação

TXY : HomC(X, Y ) −→ HomC′(T (X), T (Y ))
f 7−→ T (f)

é sobrejetora (respectivamente injetora), para todos objetos X e Y de C.
O funtor T é aditivo se preserva somas diretas, e, para quaisquer objetos

X, Y ∈ ObC, a aplicação TXY satisfaz T (f + g) = T (f) + T (g), para quaisquer

f, g ∈ HomC(X, Y ).

Lema 1.6 Um funtor covariante T : C // C ′ é uma equivalência de categorias

se, e somente se, T é fiel, pleno e denso.

Definiremos o funtor Hom de Cop×C na categoria dos conjuntos Sets especi-

ficando que este leva o objeto (A,B) no conjunto Hom(A,B) (que é um objeto

8



de Sets), e o morfismo (f, g) : (A,B)→ (A′, B′) na aplicação de Hom(A,B) em

Hom(A′, B′) definida por:

Hom(f, g) : Hom(A,B) → Hom(A′, B′)
k 7→ gkf

(1)

Agora fixemos um objeto A em C e definimos um funtor Hom(A,−) de C em

Set do seguinte modo:

Hom(A,−)B = Hom(A,B)

E Hom(A,−)(g), para g : B → B′, a aplicação:

Hom(A, g) : k −→ gk

de Hom(A,B) em Hom(A,B′). Chamamos esse funtor de funtor Hom (covari-

ante) determinado pelo objeto A em C. De forma análoga, definimos o funtor Hom

contravariante Hom(−, B) determinado por B em C. Sempre que necessário para

simplicar a notação, denotaremos o funtor Hom(A,−) simplesmente por (A,−).

Analogamente para o funtor Hom(−, B).

Determinaremos as transformações naturais de um funtor HomC(A,−), que

é um funtor de C em Set, para qualquer funtor F de C em Set. Sejam a um

elemento qualquer do conjunto FA, B ∈ ObC e k ∈ HomC(A,B). Então F (k) é

uma aplicação do conjunto FA no conjunto FB, e F (k)(a) ∈ FB. Assim temos

a aplicação:
aB : HomC(A,B) → FB

k 7→ F (k)(a)

Lema 1.7 (Lema de Yoneda): Sejam F um funtor de C em Set, A um objeto

de C e a um elemento do conjunto FA. Para qualquer B ∈ ObC, seja aB a

aplicação de HomC(A,B) em FB tal que k → F (k)(a). Então B → aB é uma

transformação natural η(a) de HomC(A,−) em F . Além disso, a→ η(a) é uma

bijeção do conjunto FA no conjunto de transformações naturais de Hom(A,−)

em F . A inversa de a→ η(a) é a aplicação η → ηA(1A) ∈ FA.

Dois funtores F : C // D e G : D // C são ditos adjuntos (F é adjunto

a G à esquerda e G adjunto a F à direita) se temos o isomorfismo natural

Hom(F−,−) ' Hom(−, G−).

Se F e G são adjuntos com um isomorfismo natural

ϕ−,− : Hom(F−,−) // Hom(−, G−)

podemos mostrar que temos as transformações naturais (chamadas de unidade e

counidade)
η : 1C // GF ε : FG // 1D (1)

definidas pelas regras ηC = ϕC,FC1FC e εD = ϕ−1
GD,D1GD para C em C e D em D.

As composições

G
η◦G // GFG

G◦ε // G F
F◦η // FGF

ε◦F // F (2)
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são iguais a 1G e 1F , respectivamente.

Reciprocamente, dadas as tranformações naturais definidas em (1) tais que

as composições (2) são iguais a 1G e 1F , respectivamente. Então ϕC,D definido

pela regra ϕC,Df = Gf ◦ ηC para f : FC // D é um isomorfismo natural

ϕ−,− : Hom(F−,−) // Hom(−, G−) .

Sejam C e D categorias abelianas e seja C
F // D
G
oo um par de funtores aditivos

covariantes tal que F é adjunto à esquerda de G. Então F é exato à direita e G

é exato à esquerda. Funtores adjuntos preservam somas diretas.

A seguir daremos exemplos de algumas categorias importantes neste trabalho.

Enunciaremos propriedades homológicas, definiremos funtores dessas categorias

úteis ao longo do texto.

1.1.1 A categoria dos Λ-módulos

Definição 1.8 Seja Λ um anel. Um Λ-módulo à direita é o par (M, ·), onde M

é um K-espaço vetorial e

· : M × Λ −→ M
(m, a) 7−→ ma

é uma operação binária satisfazendo as seguintes condições:

(a) (x+ y)a = xa+ ya; (d)x1 = x;
(b)x(a+ b) = xa+ xb; (e) (xλ)a = x(aλ) = (xa)λ;
(c)x(ab) = (xa)b;

De forma similar definimos Λ-módulos à esquerda.

Denotaremos por Mod-Λ a categoria onde os objetos são os Λ-módulos à

direita e os morfismos são os Λ-homomorfismos de módulos.

Um módulo M tem dimensão finita se a dimensão dimKM como K-espaço

vetorial de M é finita.

Um K-subespaço M ′ de um Λ-módulo à direita M é dito um Λ-submódulo de

M se ma ∈M ′ para todo m ∈M ′ e todo a ∈ Λ.

Um Λ-módulo à direita M é dito gerado pelos elementos m1,m2, . . .ms de M

se qualquer elemento m ∈ M tem a forma m = m1a1 + m2a2 + . . . + msas, com

a1, a2, . . . , as ∈ Λ. Neste caso escrevemos M = m1Λ + . . .+msΛ. Um módulo M

é dito finitamente gerado se é gerado por um subconjunto finito de elementos de

M . Denotaremos por mod-Λ a categoria dos Λ-módulos finitamente gerados.

Sejam M e N Λ-módulos à direita. Uma aplicação K-linear é dita um

Λ-homomorfismo se h(ma) = h(m)a, para todo m ∈ M e a ∈ Λ. Um Λ-

homomorfismo h : M // N é dito monomorfismo (ou epimorfismo) se é inje-

tora (ou sobrejetora, respectivamente). Um Λ-homomorfismo bijetor é chamado

isomorfismo. Dois Λ-módulos à direita M e N são ditos isomorfos se existe

um Λ-isomorfismo h : M // N . Neste caso, escrevemos M ' N . Um Λ-

homomorfismo h : M //M é dito um endomorfismo de M .

O conjunto HomΛ(M,N) de todos os Λ-homomorfismos de M a N é um

K-espaço vetorial com respeito a multiplicação escalar (f, λ) 7→ fλ dada por
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(fλ)(m) = f(mλ), para f ∈ HomΛ(M,N), λ ∈ K e m ∈M . Se os módulos M e

N são de dimensão finita, então o K-espaço vetorial HomΛ(M,N) é de dimensão

finita. O K-espaço vetorial End M = HomΛ(M,M) de todos Λ-homomorfismos

de qualquer Λ-módulo M é uma K-álgebra associativa com respeito a composição

de aplicações. O morfismo identidade 1M em M é a identidade de End M .

Um Λ-módulo à direita S é simples se S é não nulo e qualquer submódulo de

S é zero ou S.

Um Λ-módulo F é livre se F é isomorfo a somas diretas de cópias de Λ.

Se F é um Λ-módulo livre, então dados M e N Λ-módulos, um epimorfismo

f : M // N e um homormorfismo g : F // N sempre existe ḡ : F //M
tal que fḡ = g, ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

F

g

��

ḡ

~~|
|

|
|

M
f
// N // 0

Dessa forma, todo módulo livre é um módulo projetivo.

Lema 1.9 Todo Λ-módulo pode ser coberto por um Λ-módulo livre, ou seja, dado

um Λ-módulo M , existe um epimorfismo ϕ : M // L com L um módulo livre.

A categoria dos módulos é uma categoria com suficientes módulos projetivos

e injetivos.

Lema 1.10 Um Λ-módulo P é projetivo se, e somente se, existe um Λ-módulo

livre F e um Λ-módulo à direita P ′ tal que P ⊕ P ′ ' F .

Lema 1.11 Um módulo projetivo P ∈ mod-Λ é finitamente gerado se, e somente

se, o funtor HomΛ(P,−) preserva somas diretas quaisquer.

Sejam h : M // N e u : L //M homomorfismos de Λ-módulos à direita.

Dizemos que um Λ-homomorfismo s : N //M é uma seção de h se hs = 1N e

dizemos que um Λ-homomorfismo r : M // L é uma retração de u se ru = 1L.

Se s é uma seção de h, então h é sobrejetora, s é injetora, h é uma retração de s

e existe uma decomposição em soma direta M = Im s ⊕Ker h ' N ⊕Ker h.

Similarmente, se r é uma retração de u, então r é sobrejetora, u é injetiva, u é

seção de r e existe uma decomposição em soma direta M = Im u ⊕ Ker r '
L⊕Ker r.

Um Λ-homomorfismo h : M // N é uma seção (ou uma retração) se h

admite uma retração (ou uma seção, respectivamente )

Uma sequência

. . . // Xn−1
dn−1 // Xn dn // Xn+1

dn+1 // Xn+2 // . . .

(infinita ou finita) de Λ-módulos conectados por Λ-homomorfismos é chamada

exata se Ker dn = Im dn−1 para todo n. Em particular

0 // L
u //M

r // N // 0

11



é chamada sequência exata curta se u é monomorfismo, r é epimorfismo e Ker r =

Im u.

Notemos que o homomorfismo u admite uma retração p : M // L se, e

somente se, r admite uma seção v : N //M . Neste caso existe uma decom-

posição em soma direta M = Im u ⊕Ker p = Im v ⊕Ker r de M , e dizemos

que a sequência exata curta cinde.

Definição 1.12 Definimos a resolução projetiva de um Λ-módulo à direita M

como a sequência

P •M : . . . // Pm hm // Pm−1 // . . . // P 1 h1
// P 0 // 0

de Λ-módulos projetivos e com um epimorfismo h0 : P 0 //M de Λ-módulos

tal que a sequência

. . . // Pm hm // Pm−1 // . . . // P 1 h1
// P 0 h0

//M // 0

é exata. De maneira dual, define-se resolução injetiva de M .

Sejam K um corpo e Λ uma K-álgebra. A dimensão projetiva de um Λ-

módulo à direita M é o inteiro não negativo pd(M) = m tal que existe uma

resolução projetiva de M de comprimento m como no diagrama:

0 // Pm hm // Pm−1 // . . . // P 1 h1
// P 0 // 0

e M não tem uma resolução projetiva de comprimento m−1, se tal número existe.

Tal resolução projetiva é dita resolução projetiva minimal. Se M não admite

resolução projetiva de comprimento finito, definimos a dimensão projetiva de M

pd(M) como sendo infinito. De maneira análoga, define-se dimensão injetiva de

M , id(M).

Seja P •M : 0 // Pm hm // Pm−1 // . . . // P 0 // 0 uma resolução pro-

jetiva minimal de um Λ-módulo M . Aplicando o funtor HomΛ(−, N) a essa

resolução projetiva identificamos um elemento de ExtnΛ(M,N) como a classe de

f ∈ HomΛ(P n, N) tal que fdn−1 = 0. Disso temos ExtnΛ(M,N) = 0, para todo

n < 0 e Ext0Λ(M,N) = HomΛ(M,N).

Proposição 1.13 As seguintes condições são equivalentes para um Λ-módulo à

direita M :

(a) pd(M) ≤ n

(b) ExtkΛ(M,N) = 0, para todos Λ-módulos à direita N e todo k ≥ n+ 1.

Lema 1.14 (5-lema) Considere o diagrama comutativo com linhas exatas

A1
//

h1

��

A2
//

h2

��

A3
//

h3

��

A4
//

h4

��

A5

h5

��
B1

// B2
// B3

// B4
// B5

Se h1, h2, h4 e h5 são isomorfismos, então h3 é isomorfismo.
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Lema 1.15 (Lema da Serpente) Assuma que temos o diagrama comutativo

0 // L
u //

f
��

M
v //

g

��

N //

h
��

0

0 // L′
u′
//M ′

v′
// N ′ // 0

em mod-Λ com linhas sequências exatas. Então existe um homomorfismo de

conexão δ : Ker h // Coker f tal que a sequência induzida

0 // Kerf
u // Kerg

v // Kerh
δ // Cokerf

u′ // Cokerg
v′ // Cokerh // 0

é exata.

Sejam f1 : M1 → M , f2 : M2 → M dois morfismos de Mod-Λ. Um pullback

de f1 e f2 é um módulo P e dois morfismos p1 : P → M1 e p2 : P → M2, tais

que:

(i) f1 ◦ p1 = f2 ◦ p2;

(ii) Para todo módulo N e todo par de morfismos g1 : N →M1 e g2 : N →M2

tais que f1 ◦ g1 = f2 ◦ g2, existe um único morfismo g : N → P tal que

p1 ◦ g = g1 e p2 ◦ g = g2.

N
g

!!

g1

##

g2

��
P

p2 //

p1
��

M2

f2
��

M1 f1
//M

Segue da definição que se tal produto existe, ele é único a menos de isomor-

fismo. De maneira dual, define-se push-out de f1 e f2.

Lema 1.16 Em Mod-Λ consideremos o pullback de f1 e f2 como no diagrama

P
p2 //

p1
��

M2

f2
��

M1 f1
//M

Então

(i) Se f1 é um monomorfismo, p2 também o é.

(ii) Se f1 é um epimorfismo, p2 também o é.
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1.1.2 A categoria dos complexos

Nesta subseção A denotará uma categoria abeliana.

Um complexo é o par (X•, d•X) onde X• é uma famı́lia {Xn : n ∈ Z} de

objetos de A e d•X é uma famı́lia de morfismos {dnX : Xn // Xn+1 } tal que

dnX ◦ dn−1
X = 0. O morfismo d•X chama-se diferencial do complexo.

Podemos representar um complexo como um diagrama a seguir:

. . . // Xn−1
dn−1
X // Xn

dnX //// Xn+1 // . . .

Exemplo 1.17 Toda sequência exata

. . . // Xn−1
dn−1
X // Xn

dnX // Xn+1 // . . .

é um complexo, uma vez que da igualdade Im dn−1
X = KerdnX , temos dnXd

n−1
X = 0

para todo n.

Sejam (X•, d•X) e (Y •, d•Y ) complexos em A. Um morfismo de complexos

f • : (X•, d•X) // (Y •, d•Y ) é uma famı́lia de morfismos { fn : Xn // Y n } tal

que, para todo n, temos fn ◦ dn−1
X = dn−1

Y ◦ fn−1, ou seja, o diagrama

. . . // Xn−1

fn−1

��

dn−1
X // Xn

fn

��

dnX // Xn+1

fn+1

��

// . . .

. . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // . . .

é comutativo. Um isomorfismo entre complexos é um morfismo de complexos

f • : (X•, d•X) // (Y •, d•Y ) tal que {fn : Xn // Y n } é um isomorfismo em

A, para todo n ∈ Z.

Definimos a categoria dos complexos C(A) como a categoria que tem como

objetos os complexos e morfismos, os morfismos de complexos.

Um complexo (X ′•, d•X′) é um subcomplexo de um complexo (X•, d•X) na cate-

goria dos módulos se X ′n é um submódulo de Xn e a diferencial dX′ é a restrição

da diferencial dX ao complexo X ′•, ou seja, para todo n ∈ Z, temos dnX′ = dnX |X′n .

Dizemos que um complexo (X•, d•X) tem comprimento n se é da forma

0 // X0
d0X // X1 // . . . // Xn // 0

onde X0 6= 0 e Xn 6= 0.

Se A é uma categoria abeliana, então C(A) é uma categoria abeliana onde

o complexo zero é o complexo onde cada termo é o zero de A. A soma direta

(X•, d•X)⊕ (X ′•, d•X′) é, por definição, o complexo cujo n-ésimo termo é Xn⊕X ′n
e cuja n-ésima diferencial é dnX ⊕ dnX′ tal que dnX ⊕ dnX′(x, x′) = dnX(x) + dnX′(x

′).

Se f • : (X•, d•X) // (X ′•, d•X′) é um morfismo de complexos, definimos o

núcleo de f • por:

Ker f • : . . . // Ker fn+1 δn+1
// Ker fn δn // Ker fn−1 // . . . ,

onde a diferencial δ• é a restrição da diferencial d•X ao núcleo de f •, ou seja, para

todo n, δn = dnX |Ker fn . De maneira análoga temos o complexo Coker f •.
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Exemplo 1.18 Seja M um objeto em A. Associamos M a um complexo com

X0 = M e X i = 0, para i 6= 0 e todas as diferenciais sendo zero. Este complexo

é chamado complexo concentrado no ńıvel zero. Além disso, isto nos fornece um

mergulho fiel e pleno de A em C(A). Notação: A � � // C(A) .

Definição 1.19 Para um complexo X•,

X• : . . . // Xn−2
dn−2
X // Xn−1

dn−1
X // Xn

dnX // . . .

definimos os seguintes truncamentos:

τ≤n(X•) : . . . // Xn−2 // Xn−1 // Xn // 0 // . . .

τ≥n(X•) : . . . // 0 // Xn // Xn+1 // Xn+2 // . . .

σ≤n(X•) : . . . // Xn−2 // Xn−1 // Ker dn // 0 // . . .

σ′≥n(X•) : . . . // 0 // Coker dn−1 // Xn+1 // Xn+2 // . . .

Sejam X• um complexo em C(A), com A a categoria dos módulos, e n ∈ Z.

Definimos o n-ésimo objeto cohomológico do complexo X• como:

Hn(X•) =
Ker dnX
Im dn−1

X

.

Como dnX ◦ dn−1
X = 0, ou seja, Im dn−1

X ⊂ KerX dn, o n-ésimo objeto coho-

mológico está bem definido para todo n.

Proposição 1.20 Para cada n ∈ Z, Hn(−) : C(A) // A é um funtor.

Demonstração: Consideremos o diagrama:

X•

f•

��

// Hn(X•) =
Ker dnX
Im dn−1

X

Hn(f•)
���
�
�

x_

��

Y • // Hn(Y •) =
Ker dnY
Im dn−1

Y

fn(x)

Definimos

Hn(f •)(x) = fn(x)

Hn(f •) está bem definida, pois

(a) fn(x) ∈ Ker dnY visto que dnY f
n(x) = fn+1dnX(x) = 0 e x ∈ Ker dnX .

(b) x = x′ ⇒ fn(x) = fn(x′), pois

x = x′ ⇒ x− x′ ∈ Im dn−1
X ⇒ Existe z ∈ Xn−1 tal que dn−1

X (z) = x− x′.

Logo,

fn(x)− fn(x′) = fndn−1
X (z)⇒ fn(x)− fn(x′) = dn−1

Y fn−1(z) ∈ Im dn−1
Y .

Portanto, fn(x) = fn(x′). Claramente segue que Hn(1•)(x) = x, para todo

x ∈ Hn(X•) e que Hn(g• ◦ f •) = Hn(g•) ◦Hn(f •).

Esses funtores são chamados funtores de cohomologia. Assim observemos que

ExtnΛ(M,N) = Hn(Hom(P •M , N)).
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1.1.3 A categoria dos Bicomplexos

Um módulo graduado é uma famı́lia indexada M• = (Mp)p∈Z de Λ-módulos,

para algum anel Λ.

Exemplo 1.21 Se (X•, d•X) : . . . // Xn−1
dn−1
X // Xn

dnX // Xn+1 // . . . é um

complexo em Λ, então X• = (Xn)n∈Z é um Λ-módulo graduado.

Sejam M• e N• módulos graduados e a ∈ Z. Um morfismo graduado de grau

a é uma famı́lia de morfismos f • = (fp : Mp // Np+a )p∈Z. O grau de f • é a,

e denotamos por ∂(f •) = a.

Exemplo 1.22 (i) Se (X•, d•X) é um complexo em Λ, então sua diferencial
d•X : X• // X• é um morfismo graduado de grau 1.

(ii) Se f • : X• // X ′• é um morfismo de complexos, então f • é um morfismo

graduado de grau 0.

Proposição 1.23 Se M• f• // N•
g• // P • são morfismos graduados de grau a

e b, respectivamente, então a composição é um morfismo de grau a+ b.

Um Λ-módulo bigraduado é uma famı́lia de Λ-módulos indexada duplamente

M•,• = (Mp,q)(p,q)∈Z×Z.

Sejam M•,• e N•,• módulos bigraduados, e seja (a, b) ∈ Z× Z. Um morfismo

bigraduado de bigrau (a, b), denotado por f •,• : M•,• // N•,• , é uma famı́lia de

morfismos f •,• = ( fp,q : Mp,q // Np+a,q+b )(p,q)∈Z×Z. O bigrau de f •,• é (a, b) e

denotamos por ∂(f •,•) = (a, b).

Como na proposição 1.23, se f •,• : M•,• // N•,• e g•,• : N•,• // P •,• são

morfismos bigraduados de bigrau (a, b) e (a′, b′), respectivamente, então o mor-

fismo bigraduado (gf)•,• : M•,• // P •,• tem bigrau (a+ a′, b+ b′).

Todos os módulos bigraduados (sobre um anel Λ) e morfismos bigraduados

formam uma categoria.

Um bicomplexo é uma tripla ordenada (M•,•, d•,•1 , d•,•2 ), onde M•,• = (Mp,q)

é um Λ-módulo bigraduado, d•,•1 , d•,•2 : M•,• //M•,• são diferenciais de bigrau

(1,0) e (0,1), respectivamente (ou seja, d•,•1 d•,•1 = 0 e d•,•2 d•,•2 = 0), e d•,•1 d•,•2 +

d•,•2 d•,•1 = 0.
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Assim, um bicomplexo pode ser visto da forma:

...

��

...

��

...

��
. . . //Mn−1,m

dn−1,m
1 //

dn−1,m
2
��

Mn,m
dn,m1 //

dn,m2
��

Mn+1,m //

dn+1,m
2
��

. . .

. . . //Mn−1,m+1
dn−1,m+1
1 //

dn−1,m+1
2
��

Mn,m+1
dn,m+1
1 //

dn,m+1
2
��

Mn+1,m+1 //

dn+1,m+1
2
��

. . .

. . . //Mn−1,m+2
dn−1,m+2
1 //

��

Mn,m+2
dn,m+2
1 //

��

Mn+1,m+2 //

��

. . .

...
...

...

De maneira natural temos morfismo entre bicomplexos, e assim definimos a

categoria C2(Λ) cujos objetos são os bicomplexos.

Seja M•,• = (Mp)p∈Z um módulo bigraduado, e assuma que existam morfismos

bigraduados d•,•1 : M•,• //M•,• , com bigrau (1,0) e d•,•2 : M•,• //M•,• ,

com bigrau (0,1) tal que as linhas e colunas de M•,• são complexos. Dessa forma

temos d•,•1 d•,•1 = 0 , d•,•2 d•,•2 = 0 e d•,•1 d•,•2 = d•,•2 d•,•1 . Podemos obter um bicom-

plexo fazendo uma mudança de sinal. De fato, definimos ∆p,q = (−1)pdp,q2 . Isso

não altera núcleos e imagens e assim ∆2 = 0. E ainda,

dp,q1 ∆p,q + ∆p−1,qdp,q1 = (−1)pdp,q−1
1 dp,q2 + (−1)p−1dp−1,q

2 dp,q1

= (−1)p(dp,q−1
1 dp,q2 − d

p−1,q
2 dp,q1 )

= 0

Agora dado um bicomplexo (M•,•, d•,•1 , d•,•2 ), definimos o complexo Xn
I cuja

n-ésima entrada é o complexo vertical

. . . //Mn,m−1
dn,m−1
2 //Mn,m

dn,m2 //Mn,m+1 // . . .

e cuja diferencial é dada por d•,•1 . De maneira análoga, existe um outro complexo

Xn
II cujas entradas são os complexos horizontais. Esta construção nos dá uma

equivalência entre as categorias C2(Λ) e C(C(Λ)).

Ao longo deste texto assumiremos que o bicomplexo satisfaz a seguinte pro-

priedade de finitude: Para qualquer l ∈ Z há apenas um número finito n e m

com n+m = l e Mn,m 6= 0. Nessas condições, definimos:

Definição 1.24 Se M•,• é um bicomplexo, então o complexo total, denotado por

tot(M)•, é o complexo com n-ésimo termo dado por:

tot(M)n =
⊕
p+q=n

Mp,q

e com diferencial dntot(M) : tot(M)n // tot(M)n+1 dada por:

dntot(M) =
∑
p+q=n

(dp,q1 + dp,q2 )
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Além disso, morfismos entre bicomplexos satisfazendo a condição de finitude

acima podem ser transformados de maneira análoga em morfismos entre com-

plexos totais.

Observação 1.25 Se M•,• é um bicomplexo, então (tot(M)•, d•tot(M)) é um com-

plexo. De fato,

dn+1
tot(M)d

n
tot(M) =

∑
p+q=n+1

(dp,q1 + dp,q2 )
∑
p+q=n

(dp,q1 + dp,q2 )

=
∑
p+q=n

(dp,q−1
1 + dp,q−1

2 )
∑
p+q=n

(dp,q1 dp,q2 )

=
∑
p+q=n

dp,q−1
1 dp,q1 +

∑
p+q=n

(dp,q−1
1 dp,q2 + dp,q−1

2 dp,q2 ) +
∑
p+q=n

dp,q−1
2 dp,q2

= 0 + 0 + 0 = 0

A seguir daremos um exemplo de bicomplexo e consequentemente, definiremos

seu complexo total que será importante ao longo desse texto.

Seja A uma categoria abeliana e sejam X• e Y • complexos em A,

X• : . . . // X−2
d−2
X // X−1

d−1
X // X0

d0X // X1 // . . .

Y • : . . . // Y −2
d−2
Y // Y −1

d−1
Y // Y 0

d0Y // Y 1 // . . .

obtemos o bicomplexo Hom(X•, Y •) dado por:

...

��

...

��

...

��
. . . // Hom(X2, Y −1)

d2,−1
2
��

d2,−1
1 // Hom(X2, Y 0)

d2,02
��

d2,01 // Hom(X2, Y 1)

d2,12
��

// . . .

. . . // Hom(X1, Y −1)

d1,−1
2
��

d1,−1
1 // Hom(X1, Y 0)

d1,02
��

d1,01 // Hom(X1, Y 1)

d1,12
��

// . . .

. . . // Hom(X0, Y −1)

��

d0,−1
1 // Hom(X0, Y 0)

��

d0,01 // Hom(X0, Y 1)

��

// . . .

...
...

...

onde, para todo i e j, di,j1 e di,j2 são dadas por:

di,j1 : Hom(X i, Y j) −→ Hom(X i, Y j+1)

ϕ 7−→ di,j1 (ϕ) = djY ϕ

e
di−1,j

2 : Hom(X i−1, Y j) −→ Hom(X i, Y j)

ϕ 7−→ di−1,j
2 (ϕ) = ϕdi−1

X
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Note que o grau das aplicações d•,•1 e d•,•2 são (0,1) e (-1,0), respectivamente.

E ainda temos a comutatividade do diagrama:

Hom(X i+1, Y j)

di+1,j
2

��

di+1,j
1 // Hom(X i+1, Y j+1)

di+1,j+1
2
��

Hom(X i, Y j)
di,j1

// Hom(X i, Y j+1)

De fato, para todo i e j, seja α : X i+1 // Y j

di+1,j+1
2 di+1,j

1 (α) = di+1,j+1
2 (djY α) = djY ◦ α ◦ d

i+1
X = di,j1 (α ◦ di+1

X ) = di,j1 d
i+1,j
2 (α).

Agora que verificamos que temos realmente um bicomplexo, podemos definir

o complexo total desse bicomplexo.

Definição 1.26 Dados X• e Y • complexos em A, definimos o complexo total

Hom•(X•, Y •) por:
Homn(X•, Y •) =

⊕
p+q=n

Hom(Xp, Y q)

dn =
∑
p+q=n

(dp,q1 − (−1)ndp,q2 )

O complexo pode ser visualizado abaixo:

n = −1 n = 0 n = 1

...
...

...

. . . // Hom(X2, Y 1)

−d2,12

##FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

d2,11 // Hom(X2, Y 2)

d2,22

""EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

d2,21 // Hom(X2, Y 3) // . . .

⊕ ⊕ ⊕

. . . // Hom(X1, Y 0)

−d1,02

##FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

d1,01 // Hom(X1, Y 1)

d1,12

""EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

d1,11 // Hom(X1, Y 2) // . . .

⊕ ⊕ ⊕

. . . // Hom(X0, Y −1)
d0,−1
1 // Hom(X0, Y 0)

d0,01 // Hom(X0, Y 1) // . . .

...
...

...
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Observação 1.27 Generalizando a definição de bicomplexo podemos definir uma

categoria de forma que os objetos são (M,d), onde M = (Mp,q) é um Λ-módulo

bigraduado e d é uma coleção {di} de endomorfismos de M de bigrau (1 − i, i)
tal que, para cada n, ∑

didn−1 = 0

Um morfismo α entre os objetos (M,d) e (N, e) é uma coleção de endomor-

fismos graduados {αi} de M•,• −→ N•,• tal que αi tem bigrau (−i, i) e, para todo

n, temos ∑
αidn−i =

∑
diαn−i

1.2 Localização de categorias aditivas

A idéia de localização de uma categoria A é transformar esta categoria em

outra categoria na qual certas classes de morfismos se convertam em isomorfismos.

Os sistemas multiplicativos que vamos definir são classes de morfismos em A
que vão nos garantir a existência da localização. Omitiremos alguns detalhes e

demonstrações. Como referência citamos [2], [15].

Definição 1.28 Sejam A uma categoria aditiva e S uma classe de morfismos

em A. Diremos que S é um sistema multiplicativo se satisfaz:

(S1) Para todo objeto M em A, o morfismo IdM está em S. Se os morfismos s

e t estão em S, então a composição ts também está em S.

(S2) Para qualquer par de morfismo f e s em A tal que s ∈ S, existem morfismos

g e t em A, com t ∈ S de forma que o diagrama

K
g //___

t
���
�
� M

s

��
L

f
// N

é comutativo. De maneira dual, para qualquer par de morfismo f e s em A
tal que s ∈ S, existem morfismos g e t em A, com t ∈ S de forma que o

diagrama

M

f
��

s // N

g
�
�
�

L t
//___ K

é comutativo.

(S3) Sejam f, g : M //M morfismos em A. Então existe s ∈ S tal que

sf = sg se, e somente se, existe t ∈ S tal que ft = gt.

Z ′
t //___ M

f //
g
//M

s //___ Z
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Definição 1.29 Sejam A uma categoria aditiva e S um sistema multiplicativo

em A. A localização de A com respeito a S é uma categoria aditiva A[S−1] e um

funtor (de localização) Q : A // A[S−1] tal que

1. Q(s) é um isomorfismo, para todo s ∈ S.

2. Se F : A // B é um funtor tal que F (s) é um isomorfismo, para todo

s ∈ S, então existe um único funtor G : A[S−1] // B tal que o diagrama

A F //

Q
��

B

A[S−1]
G

;;x
x

x
x

x

é comutativo.

Lema 1.30 Seja S um sistema multiplicativo de morfismos em uma categoria A.

Se existe a categoria A[S−1], então os objetos de A[S−1] são os mesmos objetos

de A e os morfismos em A[S−1] entre X e Y são classes fs−1 ou
f

s
. Também

representaremos essas classes como o diagrama

X X ′
soo f // Y ou (X ′, s, f),

com s ∈ S e f ∈ HomA(X ′, Y ) módulo a relação de equivalência ∼, onde
f

s
∼ f ′

s′

se, e somente se, existem U ∈ ObA, p : U // X ′ e q : U // X ′′ tal que o

seguinte diagrama é comutativo

X ′

s

}}||||||||
f

!!BBBBBBBB

X U
too_ _ _

q

���
�
�

p

OO�
�
�

b //___ Y

X ′′
s′

aaCCCCCCCC f ′

==||||||||

com t ∈ S.

Observemos que:

(i) A identidade em A[S−1] é a classe X X
1oo 1 // X

(ii) A composição de
f

s
◦ g
t

é a classe
gf ′

st′
:

X ′′

t′

}}{
{

{
{

f ′

!!C
C

C
C

X ′

s

~~|||||||| f

!!CCCCCCCC X ′

t

}}{{{{{{{{
g

  AAAAAAAA

X Y Z
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onde t′ ∈ S e f ′ são dados pelo item (b) da definição de sistema multiplica-

tivo para morfismo.

Lema 1.31 Dado o quadrado comutativo em A[S−1]

A
Q(u) //

ϕ

��

B

ψ
��

A′
Q(u′)

// B′

então existe um representante (R, s, a) de ϕ, um representante (S, t, b) de ψ e um

morfismo m : R // S tal que o diagrama em A

A′

u′

��

R
aoo s //

m

��

A

u

��
B′ S

b
oo

t
// B

é comutativo.

Proposição 1.32 Sejam A uma categoria aditiva, S um sistema multiplicativo

em A, B uma subcategoria plena de A e SB = S ∩Mor(B) um sistema multi-

plicativo em B. Considere o diagrama

B
� � i //

QB
��

A
Q
��

B[S−1]
F
//___ A[S−1]

Então F é fiel e pleno se uma das condições a seguir for satisfeita:

(i) Para cada morfismo s : N //M , com s ∈ S e M ∈ ObB, existe um

morfismo u : P // N tal que su ∈ S e P ∈ ObB.

(ii) Para cada morfismo s : N //M , com s ∈ S e N ∈ ObB, existe um

morfismo u : M // P tal que us ∈ S e P ∈ ObB.

1.3 Limite Inverso

Nesta seção apenas apresentamos o conceito de limite inverso com o propósito

de fixar a notação de resultados utilizados no caṕıtulo 4. Para uma exposição

mais detalhada deixamos como referência [8], [2] e [17].

Sejam C uma categoria e I um conjunto parcialmente ordenado. Um sistema

inverso em C é o par ordenado ((Mi)i∈I , (ψ
j
i )j�i), ou simplesmente, (Mi, ψ

j
i ), onde

(Mi)i∈I é uma famı́lia indexada de objetos em C e ( ψji : Mj
//Mi )j�i é uma
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famı́lia indexada de morfismos o qual ψii = 1Mi
, para todo i e tal que o seguinte

diagrama comuta sempre que k � j � i

Mk

ψki //

ψkj !!CCCCCCCC Mi

Mj

ψji

==||||||||

Sejam I um conjunto parcialmente ordenado, C uma categoria e (Mi, ψ
j
i ) um

sistema inverso de C sobre I. O limite inverso (também chamado de limite proje-

tivo ou limite) é o objeto lim
←−

Mi e uma famı́lia de projeções αi : lim
←−

Mi //Mi ,

com i ∈ I tal que

(i) ψjiαj = αi, quando i � j.

(ii) Para todo X ∈ ObC e todo morfismo fi : X //Mi satisfazendo ψji fj =

fi, para todo i � j, existe um único morfismo θ : X // lim
←−

Mi tal que o

diagrama é comutativo

lim
←−

Mi

αj

""

αi

""FFFFFFFF
X

θoo_ _ _ _ _ _ _

fi����������

fj

~~

Mi

Mj

ψji

OO

1.4 Álgebras e Quivers

Nesta seção abordaremos um pouco sobre Teoria de Representações. Para

detalhes e demonstrações citamos [7].

Seja K um corpo. Uma K-álgebra Λ é um anel (Λ,+, ·) com unidade que

possui uma estrutura de K-espaço vetorial compat́ıvel com a multiplicação do

anel, isto é, tal que para todo k ∈ K, e para todos x, y ∈ Λ, temos k(x · y) =

(xk) · y = x · (ky) = (x · y)k.

Uma K-álgebra Λ é dita de dimensão finita se ela possui dimensão finita

como espaço vetorial e de dimensão infinita caso contrário. Um homomorfismo

ϕ : Λ→ Γ entre duas K-álgebras Λ e Γ é um homomorfismo de anéis que é linear

sobre K.

Um quiver Q = (Q0, Q1, s, t) consiste de um conjunto de vértices Q0, um

conjunto de flechas Q1 e duas aplicações s, t : Q1
// Q0 . Assim toda flecha

α ∈ Q1 tem um “começo”num vértice s(α) e um “final”num vértice t(α) bem

definidos. Graficamente uma flecha é denotada por α : s(α) → t(α). Desta

maneira podemos denotar o quiver simplesmente por Q = (Q0, Q1). O quiver é

dito finito se Q0 e Q1 são finitos. O quiver é dito conexo se o grafo obtido pelo

“esquecimento”da orientação das flechas é conexo. Neste texto todos os quivers

são finitos e conexos.
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Um caminho não trivial σ de comprimento r ≥ 1 num quiver Q é uma

sequência de flechas σ = αrαr−1 . . . α1 tais que t(αi) = s(αi+1), para todo

1 ≤ j ≤ r. Graficamente um caminho σ é denotado na forma:

i
α1 // t(α1)

α2 // . . . αr−1 // t(αr−1)
αr // j

Definimos o começo de um caminho σ = αr . . . α1 pelo vértice s(σ) = s(α1) e

o término por t(σ) = t(αr). Um caminho com mesmo começo e fim s(σ) = t(σ) é

chamado ciclo se for de comprimento maior que 1 e loop se for de comprimento

1. Para cada vértice i ∈ Q0, definimos o caminho trivial εi, de comprimento zero,

com s(εi) = t(εi) = i. Para todo par de vértices i, j ∈ Q0 denotamos Q(i, j) o

conjunto de todos os caminhos σ tais que s(σ) = i e t(σ) = j. Dados um vértice

i ∈ Q0 e um caminho σ a justaposição de caminhos induz a aplicação:

Q(i, σ) : Q(i, s(σ)) −→ Q(i, t(σ))
µ 7−→ σµ

e a aplicação:
Q(σ, j) : Q(t(α), j) −→ Q(s(σ), j)

µ 7−→ µσ

que são chamadas composição de caminhos.

Sejam Q um quiver e K um corpo. Consideremos o conjunto Pa de todos os

caminhos, triviais e não triviais, do quiver Q. Denotamos KQ = K[Pa] o espaço

vetorial gerado pelo conjunto de caminhos em Q, ou seja, elementos de KQ são

combinações lineares formais
∑
j

λjCj tais que λj ∈ K, Cj ∈ Pa e λj 6= 0 para

um número finito de ı́ndices j.

Sejam C = αmαm−1 . . . α1 e D = βnβn−1 . . . β1 dois caminhos não triviais em

Q. Se t(D) = s(C) denotamos CD = αmαm−1 . . . α1βnβn−1 . . . β1 ao caminho

formado pela justaposição deles. Se C = εt(D) ou D = εs(C) são os caminhos

triviais definimos εt(D)D = D e Cεs(C) = C, respectivamente. Vamos definir sobre

o conjunto de caminhos Pa uma multiplicação induzida por estas justaposições.

Para todo par de caminhos C,D ∈ Pa, definimos C ·D = CD, se t(D) = s(C) e

C ·D = 0, se t(D) 6= s(C).

Estendemos esta multiplicação para o espaço vetorial KQ por linearidade e

distributividade. Uma verificação direta mostra que esta multiplicação é asso-

ciativa e possui unidade 1 =
∑
i∈Q0

εi. Com esta multiplicação o espaço vetorial

KQ é uma K-álgebra, chamada álgebra de caminhos do quiver Q. Se Q é um

quiver sem ciclos, segue que o conjunto de caminhos Pa é finito e dáı KQ é uma

K-álgebra de dimensão finita. Prova-se que se Q é um quiver finito, a álgebra de

caminho KQ é conexa se, e somente se, Q é um quiver conexo.

Seja Q = (Q0, Q1) um quiver finito. Denotamos por RQ o ideal da álgebra

de caminhos KQ gerado pelas flechas α ∈ Q1. Um ideal bilateral I de KQ é

dito admisśıvel se existe m ≥ 2 tal que Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q. Uma relação em Q

com coeficientes em K é uma combinação K-linear de caminhos de comprimento

maior ou igual a 2 com mesmo ińıcio e mesmo fim. Assim, a relação ρ é um
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elemento de KQ tal que

ρ =
m∑
i=1

λiwi,

onde λi são escalares (não todos nulos) e wi são caminhos em Q de comprimento

maior ou igual a 2 tais que, se i 6= j, então o ińıcio (ou o final, respectivamente)

de wi coincide com wj.

Prova-se que se Q é um quiver finito todo ideal admisśıvel I de KQ é finita-

mente gerado. Se I =< ρi > é um ideal admisśıvel, denotamos (Q, I) o quiver

com relações (ρi) e a álgebra KQ/I é chamada álgebra de caminhos sobre o

quiver com relações e denotada Λ = K(Q, I).

Sejam Λ uma K-álgebra e tomemos {e1, . . . , en} um conjunto completo de

idempotentes ortogonais primitivos. Dizemos que a álgebra é básica se os Λ-

módulos projetivos eiΛ e ejΛ não são isomorfos para todos i 6= j. Prova-se que

a álgebra de caminhos Λ = K(Q, I) de um quiver com relações é básica e de

dimensão finita

Nem sempre os elementos e as operações de uma álgebra são fáceis de ma-

nipular. Podem ocorrer exemplos muito “abstratos”. A realização “concreta”de

uma álgebra é um dos objetivos da Teoria de Representações de Álgebras. Dessa

forma, encontrar uma maneira de relacionar álgebra com “objetos” mais fáceis

de serem estudados torna-se conveniente. O teorema seguinte mostra que, sob

certas condições, podemos visualizar uma álgebra como uma álgebra de caminhos

de um quiver.

Teorema 1.33 (Gabriel) Seja Λ uma K-álgebra básica, conexa e de dimensão

finita, então existe um quiver Q e um ideal admisśıvel I da álgebra de caminho

KQ tal que Λ ' KQ

I
.

Através desse teorema toda a álgebra Λ é uma álgebra de caminhos de um

quiver com relações Λ = K(Q, I).

Seja Q = (Q0, Q1) um quiver finito. Uma K-representação M de Q é definido

como segue:

(a) A cada vértice a ∈ Q é associado um K-espaço vetorial Ma.

(b) A cada flecha α : a→ b é associada uma K-aplicação linear ϕα : Ma →Mb.

Uma representação é dita de dimensão finita se todo espaço vetorial Ma com

a ∈ Q0, é de dimensão finita.

Sejam M = (Ma, ϕα) e M ′ = (M ′
a, ϕ

′
α) representações de Q. Um morfismo

de representações f : M //M ′ é uma famı́lia f = (fa)a∈Q0 de aplicações K-

lineares (fa : Ma →M ′
a)a∈Q0 tais que o diagrama

Ma
ϕα //

fa

��

Mb

fb

��
M ′

a ϕ′α

//M ′
b
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é comutativo, para toda flecha α ∈ Q1. Denotamos por repKQ a categoria de

representações do quiver Q.

Prova-se que se Q é um quiver finito, então a categoria repK(Q) é abeliana.

O núcleo, o conúcleo, objeto nulo e a soma se definem de maneira natural. Uma

representação M ∈ repK(Q) não nula é dita indecompońıvel se, para toda de-

composição M = M1 ⊕ M2, então M1 = 0 ou M2 = 0. As representações

indecompońıveis em repK(Q) são de grande importância em virtude do seguinte

teorema:

Teorema 1.34 (Krull-Schmidt) Seja M = (Mi, ϕα) ∈ repK(Q) uma representação

de um quiver Q sobre um corpo K. Então existe uma decomposição

M = Md1
1 ⊕Md2

2 ⊕ . . .⊕Mdr
r ,

onde Mi, i = 1, 2, . . . r, são representações indecompońıveis, duas a duas não

isomorfas. Além disso, esta decomposição é única a menos de ordem e isomor-

fismos.

Podemos mostrar que temos uma equivalência entre as categorias mod-Λ e

repK(Q). Através desta equivalência podemos descrever os módulos simples,

projetivos e injetivos indecompońıveis como representações do quiver (Q, I). Seja

a ∈ Q0 um vértice de Q. O módulo simples S(a) corresponde a representação

(S(a)b, ϕα) de Q definida por:

S(a)b =

{
0, se b 6= a
K, se b = a

ϕα = 0, para toda flechaα ∈ Q1.

O Λ-módulo projetivo à direita P (a) corresponde a representação

(P (a)b, ϕβ),

onde P (a)b é o K-espaço vetorial cuja base é o conjunto {w̄ = w + I}, com w

caminho de a até b e, para qualquer flecha β : b // c , a aplicação K-linear

ϕβ : P (a)b // P (a)c é dada pela multiplicação à direita por β = β + I.

O Λ-módulo injetivo à direita I(a) corresponde a representação

(I(a)b, ϕβ),

onde I(a)b é o dual do K-espaço vetorial com base o conjunto {w̄ = w+ I}, com

w caminho de a até b e, para qualquer flecha β : b // c , a aplicação K-linear

ϕβ : I(a)b // I(a)c é dada pelo dual da multiplicação à esquerda por β = β+I.

Exemplo 1.35 Seja a álgebra Λ, representada pelo quiver Q abaixo com a relação

comutatividade

Q : a //

��

b

��
c // d

26



Os módulos simples são dados por:

S(a) : K //

��

0

��
0 // 0

S(b) : 0 //

��

K

��
0 // 0

S(c) : 0 //

��

0

��
K // 0

S(d) : 0 //

��

0

��
0 // K

Os módulos injetivos indecompońıveis são dados por:

I(a) : K //

��

K

��
K // K

I(b) : 0 //

��

K

��
0 // K

I(c) : 0 //

��

0

��
K // K

I(d) : 0 //

��

0

��
0 // K

Os módulos projetivos indecompońıveis são dados por:

P (a) : K //

��

0

��
0 // 0

P (b) : K //

��

K

��
0 // 0

P (c) : K //

��

0

��
K // 0

P (d) : K //

��

K

��
K // K

27



Caṕıtulo 2

Categorias trianguladas

No próximo caṕıtulo iremos definir a categoria derivada de uma categoria

abeliana. Em geral, esta categoria não é abeliana. Esta deficiência se compensa,

pois provaremos que a categoria derivada tem estrutura de categoria triangu-

lada. Os triângulos, que iremos definir neste caṕıtulo, vão ser de certa forma

“substitutos”das sequências exatas curtas das categorias abelianas.

2.1 Categorias Trianguladas

Seja C uma categoria aditiva e T : C // C um automorfismo de C. O funtor

T é usualmente chamado funtor translação. O inverso de T é denotado por T−1.

Definição 2.1 Um triângulo em C é uma tripla (u, v, w) de morfismos em C na

forma abaixo:

X
u // Y

v // Z
w // T (X)

A sequência acima muitas vezes é encontrada na literatura em um diagrama da

forma

Z
w

~~~~~~~~~

X u
// Y

v
__@@@@@@@

Dáı o uso da palavra triângulo.

Definição 2.2 Um morfismo entre dois triângulos (u, v, w) e (u′, v′, w′) é uma

tripla (Φ1,Φ2,Φ3) de morfismos em C tal que o diagrama

X
u //

Φ1

��

Y
v //

Φ2

��

Z
w //

Φ3

��

T (X)

T (Φ1)

��
X ′

u′
// Y ′

v′
// Z ′

w′
// T (X ′)

é comutativo. Um morfismo de triângulos é um isomorfismo de triângulos se Φ1,

Φ2 e Φ3 são isomorfismos.
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Definição 2.3 Uma categoria C é dita triangulada se existe uma classe de triângu-

los distinguidos τ , também chamados de triângulos exatos, satisfazendo as seguintes

condições:

(T1) (a) τ é fechada para isomorfismos.

(b) Para todo objeto X ∈ ObC, (1,0,0) é um triângulo distinguido.

(c) Para todo morfismo u em C existe um triângulo distinguido (u, v, w).

(T2) Se (u, v, w) é um triângulo distinguido, então (v, w,−T (u)) é um triângulo

distinguido. Esta condição é conhecida como rotação do triângulo o que se

justifica pelos diagramas abaixo:

Z
w

~~~~~~~~~

X u
// Y

v
__@@@@@@@

T (X)
−T (u)

||yyyyyyyy

Y v
// Z

w
bbEEEEEEEE

(T3) (O axioma do octaedro) Dados os triângulos distinguidos

X
u1 // Y

u2 // U
u3 // T (X)

Y
w1 // Z

w2 //W
w3 // T (Y )

temos o diagrama

X
u1 // Y

w1

��

u2 // U

δ1

���
�
�

u3 // T (X)

X w1u1

// Z

w2

��

v2
// V

δ2

���
�
� v3

// T (X)

T (u1)

��

(∗)

W

w3

��

W

T (u2)w3

��

w3 // T (Y )

T (Y )
T (u2)

// T (U)

Então existem δ1 e δ2 tal que U
δ1 // V

δ2 //W
T (u2)w3 // T (U)

é um triângulo distinguido e o diagrama (∗) é comutativo. Este axioma está

vinculado a um diagrama que pode ser apresentado na forma tridimensional

de um octaedro, dáı a justificativa do nome utilizado na nomenclatura.

Denotaremos uma categoria triangulada pela tripla (C, T, τ), onde C é uma

categoria aditiva, T um automorfismo em C e τ a classe de triângulos que satis-

fazem (T1) e (T2) e (T3).

Definição 2.4 Sejam C = (C, T, τ) e C = (C ′, T ′, τ ′) categorias trianguladas.

Um funtor aditivo F : C // C é dito exato se existe uma transformação natu-

ral invert́ıvel α : FT // T ′F tal que (Fu, Fv, αXFw) está em τ ′ sempre que

(u, v, w) está em τ .
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Definição 2.5 Dizemos que o funtor F : C // C é uma equivalência triangular

se o funtor F é exato e uma equivalência de categorias.

Lema 2.6 Se F : C // C é uma equivalência triangular e G é o quase inverso

de F , então G é uma equivalência triangular.

Definição 2.7 Um funtor aditivo H : C // A de uma categoria triangulada

em uma categoria abeliana é dito funtor cohomológico(covariante) se dado um

triângulo distinguido (u, v, w), temos que a sequência longa

. . . H(T nX)
H(Tnu) // H(T nY )

H(Tnv) // H(T nZ)
H(Tnw) // H(T n+1X) . . .

é exata.

Um funtor aditivo H : C // A é dito funtor cohomológico(contravariante)

se dado um triângulo distinguido (u, v, w), temos que a sequência longa

. . . H(T n+1X)
H(Tnu) // H(T nZ)

H(Tnv) // H(T nY )
H(Tnw) // H(T nX) . . .

é exata.

Definição 2.8 Seja C uma categoria triangulada. Uma subcategoria (ou mais

geralmente uma classe de objetos) B de C gera C como categoria triangulada se

não existe uma subcategoria própria plena de C, fechada para isomorfismos, que

contém B.

Na literatura encontramos a definição de categoria triangulada definindo qua-

tro axiomas, denotados por (TR1), (TR2), (TR3) e (TR4) como podemos ver

em [3]. Nosso (T1) refere-se ao (TR1), (T2) refere-se ao (TR2), (T3) refere-se a

(TR4). Utilizando o artigo [9] provaremos que o axioma (TR3) (lema a seguir)

provém dos outros axiomas citados.

Lema 2.9 (TR3) Se as linhas são triângulos distinguidos e o quadrado da es-

querda é comutativo no seguinte diagrama:

X
f //

i
��

Y
g //

j
��

Z
h //

k
���
�
� TX

T i
��

X ′
f ′
//// Y ′

g′
// Z ′

h′
// TX ′

então existe um morfismo k : Z // Z ′ tal que (i, j, k) é um morfismo de triângu-

los.

Demonstração: Isto segue de parte do 3×3 lema que enunciaremos e provaremos

a seguir.

Lema 2.10 Seja X
f // Y

g // Z
h // TX um triângulo distinguido. Então:

(a) g ◦ f = h ◦ g = 0.
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(b) Se u : U // Y é tal que g ◦ u = 0, então existe v : U // X tal que

u = f ◦ v.

(c) Se s : Y //W é tal que s ◦ f = 0, então existe t : Z //W tal que

s = t ◦ g.

Demonstração: (a) Por (T2) basta mostrarmos que g ◦ f = 0. Usando (T1)

temos o diagrama onde as linhas são triângulos distinguidos:

X

1X
��

1X // X

f

��

0 // 0
0 // TX

T (1X)

��
X

f
// Y g

// Z
h
// TX

Se aplicarmos o lema 2.9, temos que existe s : 0 // Z tal que

X

1X
��

1X // X

f

��

0 // 0

s

���
�
�

0 // TX

T (1X)

��
X

f
// Y g

// Z
h
// TX

o diagrama é comutativo e portanto g ◦ f = s ◦ 0 = 0.

(b) Aplicando (T2) aos triângulos distinguidos

U
1U // U

0 // 0
0 // T (U) e X

f // Y
g // Z

h // TX

obtemos o diagrama comutativo com linhas triângulos distinguidos

U

u

��

0 // 0

0

��

0 // T (U)
−T (1U )// T (U)

T (u)

��
Y g

// Z
h
// T (X)

−T (f)
// T (Y )

Pelo lema 2.9 existe s : T (U) // T (X) tal que T (u)◦(−T (1U)) = −T (f)◦s.
Logo

T (u ◦ 1U) = T (u) ◦ T (1U) = T (f) ◦ s = T (f) ◦ T (T−1(s)) = T (f ◦ T−1(s)).

Como T é um automorfismo temos u ◦ 1U = f ◦ T−1(s). E então existe

v = T−1(s) tal que u = f ◦ v.

(c) Análogo a letra (b).

Proposição 2.11 Sejam C uma categoria triangulada, (u, v, w) um triângulo dis-

tinguido e M ∈ Ob C. Então

(a) HomC(M,−) e HomC(−,M) são funtores cohomológicos.

(b) Se (f, g, h) é um morfismo de triângulos distinguidos de (u, v, w) em (u′, v′, w′)

tal que f e g são isomorfismos, então h também o é.
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Demonstração:

(a) Vamos mostrar queHomC(M,−) é funtor cohomológico. A outra afirmação

segue por dualidade.

Aplicando o funtor covariante HomC(M,−) em um triângulo distinguido

X
u // Y

v // Z
w // TX

obtemos a seguinte sequência de grupos abelianos:

. . . HomC(M,T nX)
HomC(M,Tnu) // HomC(M,T nY )

HomC(M,Tnv)// HomC(M,T nZ) . . .

Pelo lema 2.10 (a) é suficiente verificarmos a exatidão em HomC(M,T nY ). Se

α : M // T nX , temos

HomC(M,T nv) ◦HomC(M,T nu)(α) = T nvT nuα = T n(vu)(α) = 0

pelo lema 2.10(a). Logo temos Im(HomC(M,T nu)) ⊂ Ker(HomC(M,T nv)).

Resta mostrarmos que Ker(HomC(M,T nv)) ⊂ Im(HomC(M,T nu)). Seja então

g : M // T nY um morfismo tal que HomC(M,T nv)(g) = 0.

Por (T2) temos (v, w,−T (u)) é um triângulo distinguido e por (T1), temos o

triângulo distinguido M
1 //M

0 // 0 // TM . Novamente por (T2), temos

M
0 // 0

0 // TM // TM é um triângulo distinguido. Assim temos o dia-

grama tal que T nvg = 0,

M
0 //

g

��

0
0 //

0
��

TM //

Tf
���
�
� TM

Tg
��

T nY
Tnv
// T nZ

Tnw
// T n+1X−Tn+1(u)

// T n+1Y

Pelo lema 2.9, existe Tf : TM // T n+1X tal que −T n+1(u)T (f) = T (g).

Como T é automorfismo, existe um morfismo f : M // T nX tal que T nuf =

g, ou seja, HomC(M,T nu)(f) = g. Logo g ∈ Im(HomC(M,T nu)). Portanto

Ker(HomC(M,T nv)) = Im(HomC(M,T nu)).

(b) Consideremos o seguinte diagrama comutativo:

X
u //

f
��

Y
v //

g

��

Z
w //

h
��

TX

T (f)
��

X ′
u′
// Y ′

v′
// Z ′

w′
// TX ′

com f e g isomorfismos. Aplicando o funtor cohomológico HomC(Z
′,−), que

para simplificar a notação denotaremos esse funtor apenas por (Z ′,−), obtemos

o diagrama comutativo onde as linhas são sequências exatas pela letra (a).

(Z ′, X) //

(Z′,f)
��

(Z ′, Y ) //

(Z′,g)
��

(Z ′, Z) //

(Z′,h)
��

(Z ′, TX)

(Z′,T (f))
��

// (Z ′, TY )

(Z′,T g)
��

(Z ′, X ′) // (Z ′, Y ′) // (Z ′, Z ′) // (Z ′, TX ′) // (Z ′, TY ′)
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Como HomC(Z
′, f), HomC(Z

′, g), HomC(Z
′, T f) e HomC(Z

′, T g) são isomor-

fismos, segue do 5-lema (lema 1.14) que HomC(Z
′, h) é um isomorfismo. Logo

existe ϕ ∈ HomC(Z,Z ′) tal que h ◦ ϕ = 1Z′ .

Repetindo o mesmo procedimento, porém aplicando o funtor cohomológico

HomC(−, Z), obtemos que HomC(h, Z) : HomC(Z
′, Z) // HomC(Z,Z) é um

isomorfismo. Logo existe ψ ∈ HomC(Z ′, Z) tal que ψ ◦ h = 1Z .

Assim temos

HomC(h, Z)(HomC(Z
′, h)(ϕ− ψ)) = HomC(h, Z)(hϕ− hψ) = hϕh− hψh = 0.

Como HomC(h, Z) e HomC(Z
′, h) são injetoras, obtemos ϕ = ψ. Portanto h

é um isomorfismo.

O seguinte lema mostra que a “rećıproca”de (T2) é satisfeita.

Lema 2.12 Se (v, w,−T (u)) é um triângulo distinguido, então (u, v, w) é um

triângulo distinguido.

Demonstração: Dado o morfismo X
u // Y , temos por (T1) o triângulo dis-

tinguido X
u // Y

v′ // Z ′
w′ // TX . Aplicando (T2) obtemos o triângulo dis-

tinguido TX
−Tu // TY

−Tv′ // TZ ′
−Tw′ // T 2X .

Aplicando (T2) no triângulo distinguido da hipótese temos o triângulo distin-

guido TX
−Tu // TY

−Tv // TZ
−Tw // T 2X .

Assim temos o diagrama comutativo

TX
−Tu // TY

−Tv // TZ

h
���
�
�
−Tw // T 2X

TX −Tu
// TY −Tv′

// TZ ′ −Tw′
// T 2X

Pelo lema 2.9 existe o morfismo h o qual é um isomorfismo pela proposição

2.11. Aplicando o funtor exato −T−1 ao diagrama acima temos,

X
u // Y

v // Z

T−1h
���
�
�

w // TX

X u
// Y

v′
// Z ′

w′
// TX

Assim temos que X
u // Y

v // Z
w // TX é isomorfo ao triângulo distin-

guido X
u // Y

v′ // Z ′
w′ // TX . Por (T1), segue que

X
u // Y

v // Z
w // TX

é um triângulo distinguido.

Lema 2.13 (3× 3 lema) Assuma que j ◦ f = f ′ ◦ i e que as duas linhas su-

periores e as duas colunas à esquerda são triângulos distinguidos no seguinte
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diagrama:

X
f //

i

��

Y
g //

j

��

Z
h //

k
���
�
� TX

T i
��

(∗) X ′
f ′ //

i′

��

Y ′
g′ //

j′

��

Z ′
h′ //

k′

���
�
� TX ′

T i′

��
X ′′

f ′′ //___

i′′

��

Y ′′
g′′ //___

j′′

��

Z ′′
h′′ //___

k′′

���
�
� TX ′′

−T i′′
��

TX
Tf
// TY

Tg
// TZ −Th

// T 2X

Então existe um objeto Z ′′ e existem morfismos tracejados f ′′, g′′, h′′, k, k′, k′′ tais

que todos os quadrados são comutativos exceto o último quadrado à direita que sa-

tisfaz −T (h)k′′ = T (i)h′′, e todas as quatros linhas e quatro colunas são triângulos

distinguidos.

Demonstração: Como X
f // Y

g // Z
h // TX é triângulo distinguido, por

(T2) temos que TX
−Tf // TY

−Tg // TZ
−Th // T 2X é triângulo distinguido.

Notemos que o diagrama a seguir é comutativo:

TX
−Tf //

Id
��

TY

−Id
��

−Tg // TZ

Id
��

−Th // T 2X

Id
��

TX
Tf
// TY

Tg
// TZ −Th

// T 2X

Como o morfismo Id é um isomorfismo e TX
−Tf // TY

−Tg // TZ
−Th // T 2X

é um triângulo distinguido, segue que TX
Tf // TY

Tg // TZ
−Th // T 2X é um

triângulo distinguido.

Da mesma forma segue TX
T i // TX ′

T i′ // TX ′′
−T i′′ // T 2X é triângulo dis-

tinguido.

Aplicando (T1) ao morfismo j ◦ f : X // Y ′ construimos o triângulo dis-

tinguido X
j◦f // Y ′

p // V
q // TX . Assim temos o diagrama:

X
f // Y

j
��

g // Z

s

���
�
�

h // TX

X
j◦f // Y ′

j′

��

p // V

t
���
�
�

q // TX

Tf

��
Y ′′

j′′

��

Y ′′

Tg◦j′′
��

j′′ // TY

TY
Tg // TZ
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Por (T3) obtemos o triângulo distinguido Z
s // V

t // Y ′′
Tg◦j′′ // TZ tal

que:
p ◦ j = s ◦ g (1)
t ◦ p = j′ (2)
j′′ ◦ t = Tf ◦ q (3)
q ◦ s = h (4)

Também temos o seguinte diagrama:

X
i // X ′

f ′

��

i′ // X ′′

s′

���
�
�

i′′ // TX

X
j◦f // Y ′

g′

��

p // V

t′

���
�
�

q // TX

T i
��

Z ′

h′

��

Z ′

T i′◦h′
��

h′ // TX ′

TX ′
T i′ // TX ′′

Por (T3) obtemos o triângulo distinguido: X ′′
s′ // V

t′ // Z ′
T i′◦h′// TX ′′ tal

que
p ◦ f ′ = s′ ◦ i′ (5)
t′ ◦ p = g′ (6)
q ◦ s′ = i′′ (7)
h′ ◦ t′ = Ti ◦ q (8)

Definimos k = t′ ◦ s : Z // Z ′ . Assim pelas igualdades acima temos:

k ◦ g = t′ ◦ s ◦ g (1)
= t′ ◦ p ◦ j (6)

= g′ ◦ j (9)

h′ ◦ k = h′ ◦ t′ ◦ s (8)
= Ti ◦ q ◦ s (4)

= Ti ◦ h (10)

Disso já temos a prova de (TR3) (lema 2.9).

Definimos f ′′ = t ◦ s′ : X ′′ // Y ′′ . Aplicando (T1) ao morfismo f ′′ obtemos

o triângulo distinguido X ′′
f ′′ // Y ′′

g′′ // Z ′′
h′′ // TX ′′ .

Observemos o diagrama:

X ′′
s′ // V

t
��

t′ // Z ′

k′

���
�
�

T i◦h′ // TX ′′

X ′′
f ′′ // Y ′′

Tg◦j′′
��

g′′ // Z ′′

k′′

���
�
�

h′′ // TX ′′

Ts′

��
TZ

−Ts
��

TZ

Tt′◦−Ts
��

−Ts // TV

TV
Tt′ // TZ ′

Por (T3) obtemos o triângulo distinguido Z ′
k′ // Z ′′

k′′ // TZ
Tt′◦(−Ts) // TZ ′

uma vez que V
t // Y ′′

Tg◦j′′ // TZ
−Ts // TV é triângulo distinguido por (T2).
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E ainda temos as comutatividades:

g′′ ◦ t = k′ ◦ t′ (11)
(−Ts) ◦ k′′ = Ts′ ◦ h′′ (12)
h′′ ◦ k′ = Ti ◦ h′ (13)
Tg ◦ j′′ = k′′ ◦ g′′ (14)

Como k = t′ ◦ s então −Tt′ ◦ Ts = −T (t′ ◦ s) = −Tk e ainda como temos o

triângulo distinguido Z ′
k′ // Z ′′

k′′ // TZ
−Tk // TZ ′ segue de (T2) que

Z
k // Z ′

k′ // Z ′′
k′′ // TZ

é um triângulo distinguido.

Para finalizar a prova, precisamos checar as comutatividades e a anticomuta-

tividade do diagrama (∗):

k ◦ g (9)
= g′ ◦ j

h′ ◦ k (10)
= Ti ◦ h

f ′′ ◦ i′ def
= t ◦ s′ ◦ i′ (5)

= t ◦ p ◦ f ′ (2)
= j′ ◦ f ′

g′′ ◦ j′ (2)
= g′′ ◦ t ◦ p (11)

= k′ ◦ t′ ◦ p (6)
= k′ ◦ g′

h′′ ◦ k′ (13)
= Ti ◦ h′

j′′ ◦ f ′′ def
= j′′ ◦ t ◦ s′ (3)

= Tf ◦ q ◦ s′ (7)
= Tf ◦ i′′

Tg ◦ j′′ (14)
= k′′ ◦ g′′

E ainda temos (−Th)◦k′′ (4)
= −T (q ◦s)◦k′′ = Tq ◦ (−Ts)◦k′′ (12)

= Tq ◦ (Ts′)◦h′′ =
T (q ◦ s′) ◦ h′′ (7)

= Ti′′ ◦ h′′ = −((−Ti′′) ◦ h′′).

Observação 2.14 O artigo [9] demonstra que dado (T1), (T2) e o 3 × 3 lema

temos o axioma do octaedro.

Lema 2.15 Sejam C uma categoria triangulada e (u, v, w) um triângulo distin-

guido. As seguintes condições são equivalentes:

(i) w = 0

(ii) u é seção.

(iii) v é retração.

Demonstração: (i)⇒ (ii) Por (T1) temos (1X , 0, 0) é um triângulo distinguido.

Consideremos o seguinte diagrama com as linhas sendo triângulos distinguidos:

X

1X

��

u // Y

u′

���
�
�

v // Z

0

��

w // T (X)

1T (X)

��
X

1X
// X

0
// 0

0
// T (X)
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Pelo lema 2.9 (após aplicarmos (T2)), existe u′ : Y // X tal que o diagrama

é comutativo, uma vez que w = 0 e assim temos a comutatividade do quadrado

à direita. Logo u′ ◦ u = 1X , e consequentemente temos que u é seção.

(ii) ⇒ (i) Por hipótese u é seção, logo existe u′ tal que (1X , u
′, 0) é um

morfismo do triângulo distinguido (u, v, w) no triângulo distinguido (1X , 0, 0).

Ou seja, temos o diagrama comutativo:

X

1X

��

u // Y

u′

��

v // Z

0

��

w // T (X)

1T (X)

��
X

1X
// X

0
// 0

0
// T (X)

Logo w = 1T (X) ◦ w = 0.

Analogamente podemos mostrar que as afirmações (i) e (iii) são equivalentes.

Lema 2.16 Seja C uma categoria triangulada. A tripla (u, 0, 0) é um triângulo

distinguido se, e somente se, u é um isomorfismo.

Demonstração: Se (u, 0, 0) é um triângulo distinguido, consideremos o seguinte

diagrama:

X
u //

u

��

Y

1Y

��

0 // 0
0 //

0

��

T (X)

T (u)

��
Y

1Y
// Y

0
// 0

0
// T (Y )

Como (u, 1Y , 0) é um morfismo entre triângulos distinguidos e 1Y e 0 são

isomorfismos segue que u é isomorfismo.

Reciprocamente, considere o diagrama:

X
u //

u

��

Y
0 //

1Y

��

0
0 //

0

��

T (X)

T (u)

��
X

1Y
// Y

0
// 0

0
// T (Y )

onde (1Y , 0, 0) é um triângulo distinguido por (T1). Como u, 1Y e 0 são isomor-

fismos segue que (u, 0, 0) é isomorfo ao triângulo distinguido (1Y , 0, 0). Por (T1)

temos que (u, 0, 0) é um triângulo distinguido.

2.2 Localização de categorias trianguladas

Nesta seção provaremos que a localização de uma categoria triangulada com

respeito a um certo tipo de sistema multiplicativo é também triangulada.

Definição 2.17 Seja (C, T, τ) uma categoria triangulada. Um sistema multi-

plicativo S ⊂ C é compat́ıvel com a estrutura triangulada se satisfaz:

(a) Para todo morfismo s ∈ S, temos que T (s) ∈ S.
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(b) Dado um morfismo de triângulos distinguidos:

X //

Φ1

��

Y

Φ2

��

// Z

Φ3

��

// T (X)

T (Φ1)
��

X ′ // Y ′ // Z ′ // T (X ′)

Se Φ1, Φ2 ∈ S, então Φ3 também pertence a S.

Teorema 2.18 Sejam (C, T, τ) uma categoria triangulada e S ⊂ C um sistema

multiplicativo compat́ıvel com a estrutura triangulada de C. Então a localização

C[S−1] é triangulada e o funtor de localização leva triângulo distinguido em triângulo

distinguido.

Demonstração: Consideremos o seguinte diagrama:

C T //

Q
��

C
Q
��

C[S−1]
T

//___ C[S−1]

Como S é compat́ıvel com a estrutura triangulada, dado s ∈ S temos T (s) ∈
S. Logo Q(T (s)) é um isomorfismo em C[S−1]. Pela propriedade universal da

localização 1.29 existe T : C[S−1] // C[S−1] tal que T ◦ Q = Q ◦ T . Como

para objetos Q(X) = X temos da comutatividade que T (X) = T (X) e assim T

é automorfismo pois T o é.

Definimos:

τ = {(f, g, h) ∈ C[S−1] | (f, g, h) ' (Q(u), Q(v), Q(w)), com (u, v, w) ∈ τ}

Vamos verificar que τ é uma classe de triângulos distinguidos de C[S−1], ou

seja, que τ satisfaz os axiomas da triangulação.

(T1) (a) Claramente qualquer triângulo isomorfo a um triângulo distinguido

é distinguido.

(b) Como C é triangulada, X
1X // X // 0 // T (X) ∈ τ . Vamos mostrar

que X
1X // X // 0 // T (X) ∈ τ . Consideremos o diagrama comutativo:

X
Q(1)=1//

1

��

X

1

��

0 // 0

0

��

0 // T (X)

1
��

X
1
// X

1
// 0

0
// // T (X)

Como 1 e 0 são isomorfismos em C[S−1], temos X
1X // X // 0 // T (X)

é um triângulo distinguido

(c) Seja f : X // Y um morfismo em C[S−1] e consideremos um represen-

tante de f dado por f : X U
soo g // Y , com s ∈ S.
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Como C é uma categoria triangulada podemos considerar o triângulo distin-

guido U
g // Y

v // V
w // T (U) em C. Consideremos o diagrama:

U

Q(s)

��

Q(g) // Y

1

��

Q(v) // V

1

��

Q(w) // T (U)

T (Q(s))
��

X
f
// Y

Q(v)
// V

T (Q(s))◦Q(w)

// T (X)

Note que os dois últimos quadrados são comutativos e o primeiro comuta, pois

f ◦Q(s) = U
1

~~~
~

~
~

1

  @
@

@
@

U
1

��~~~~~~~
s

  @@@@@@@ U
s

~~~~~~~~~ g

��@@@@@@@

U X Y

= U
1

��~~~~~~~ g

��@@@@@@@

U Y

= Q(g)

Portanto o diagrama é um morfismo de triângulos. Como s ∈ S, temos Q(s)

é um isomorfismo. Logo (Q(s), 1, 1) é um isomorfismo de triângulos em C[S−1].

Portanto

X
f // Y

Q(v) // V
T (Q(s))◦Q(w) // T (X)

é um triângulo distinguido.

(T2) Seja ∆ : X
f // Y

g // Z
h // T (X) ∈ τ . Então ∆ ∼= Q(∆), onde

∆ : U
u // V

v //W
w // T (U) ∈ τ

Ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo, com (α, β, γ) isomorfismo de

triângulos em C[S−1]:

U
Q(u) //

α

��

V
Q(v) //

β

��

W

γ

��

Q(w) // T (U)

T (α)
��

X
f
// Y g

// Z
h
// T (X)

Como C é uma categoria triangulada, podemos aplicar (T2) ao triângulo dis-

tinguido ∆ e obtemos o triângulo distinguido

V
v //W

w // T (U)
−T (u)// T (V )

Assim temos o diagrama comutativo:

V
Q(v) //

β

��

W
Q(w)//

γ

��

T (U)
−Q(T (u))//

T (α)
��

T (V )

T (β)
��

Y g
// Z

h
// T (X)

T (f)

// T (Y )

E como (β, γ, T (α)) é um isomorfismo de triângulos em C[S−1], temos que

Y
g // Z

h // T (X)
−T (f)// T (Y )
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é um triângulo distinguido em C[S−1].

(T3) É suficiente verificar para Q(∆), onde ∆ ∈ τ . Consideremos o diagrama:

A
Q(u) // B

Q(v) //

Q(m)

��

C
Q(w) // T (A)

A
Q(mu) // D

Q(n)

��

Q(d) // F
Q(f) // T (A)

T (Q(u))
��

(∗)

E

Q(p)

��

E
Q(p) //

Q(T (v)p)

��

T (B)

T (B)
Q(T (v))

// T (C)

Como o seguinte quadrado é comutativo:

A
Q(u) // B

Q(m)
��

A
Q(mu)

// D

pelo lema 1.31 existem um representante (R, s, a) da 1A, um representante (S, t, b)

de Q(m) e um morfismo m′ : R // S tal que o diagrama é comutativo:

A
u // B

v // C
w // T (A)

R

s

OO

m′ //

a

��

S

b

��

t

OO

TR

T (s)

OO

T (a)
��

A mu
// D

d
// F

f
// T (A)

Como m′ : R // S é um morfismo em C e C é uma categoria triangu-

lada, por (T1), existe um triângulo distinguido começando por m′, dado por

R
m′ // S //M // TR . Logo temos o diagrama:

A
u // B

v // C
w // T (A)

R

s

OO

m′ //

a

��

S

b

��

t

OO

//M

k

OO�
�
�

c

���
�
�

// TR

T (s)

OO

T (a)
��

A mu
// D

d
// F

f
// T (A)

Pelo lema 2.9, existem k : M // C e c : M // F tais que o diagrama

é comutativo. Como o sistema é compat́ıvel com a estrutura triangulada e

s, t ∈ S, então k ∈ S. Logo tome δ1 representado por (M,k, c). Assim existe

δ1 : C // F tal que o diagrama (∗) comuta.

Analogamente, existe δ2 : F // E tal que o diagrama (∗) comuta.
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2.3 Exemplo: Categoria Homotópica K(A)

A categoria homotópica de complexos, que definiremos a seguir, é um exemplo

de uma categoria triangulada. Além disso, a definição da categoria de homotopia

de complexos é o primeiro passo para a construção da categoria derivada que

definiremos no caṕıtulo a seguir.

Definição 2.19 Um morfismo de complexos f • : X• // Y • é homotopicamente

nulo (f • ∼ 0) se existem morfismos kn : Xn // Y n−1 , para cada n ∈ Z, tais

que no diagrama

. . . // Xn−1
dn−1
X //

fn−1

��

Xn
dnX //

fn

��kn{{w
w

w
w

w
Xn+1 //

fn+1

��kn+1
{{w

w
w

w
w

. . .

. . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // . . .

temos fn = dn−1
Y kn+kn+1dnX , para todo n ∈ Z. Dois morfismos f • e g• são ditos

homotópicos se, e somente se, f • − g• ∼ 0.

Proposição 2.20 O conjunto I(X•, Y •) de morfismos homotopicamente nulos é

um subgrupo de HomC(A)(X
•, Y •).

Demonstração: O morfismo nulo 0• ∈ I(X•, Y •) pois, para todo n ∈ Z, o

morfismo 0 : Xn // Y n−1 é tal que 0 = dn−1
Y 0 + 0dnX

. . . // Xn−1

0
��

dn−1
X // Xn

0{{w
w

w
w

w
0

��

dnX // Xn+1

0{{w
w

w
w

w
0
��

// . . .

. . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // . . .

Sejam f •, g• ∈ I(X•, Y •), ou seja, para cada n ∈ Z, existem morfismos

kn, tn : Xn // Y n−1 tais que:

fn = dn−1
Y kn + kn+1dnX

gn = dn−1
Y tn + tn+1dnX

Logo, para todo n ∈ Z, temos fn − gn = dn−1
Y (kn − tn) + (kn+1 − tn+1)dnX .

Disso segue que f • − g• ∈ I(X•, Y •). Portanto, I(X•, Y •) é um subgrupo de

HomC(A)(X
•, Y •).

Definição 2.21 Definimos a categoria homotópica K(A) como a categoria que

tem como objetos os complexos em A e como morfismos, os morfismos de com-

plexos a menos de homotopia.

Observação 2.22 Temos as seguintes subcategorias plenas de K(A)

K+(A) = {X• ∈ K(A); X i = 0 para i ≤ m, para algum m ∈ Z}
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K−(A) = {X• ∈ K(A); X i = 0 para i ≥ m, para algum m ∈ Z}

Kb(A) = K+(A) ∩ K−(A)

K−,b(A) = {X• ∈ K−(A), com H i(X•) = 0 para todo i ≤ m, m ∈ Z}

Observação 2.23 Dado o complexo P • : . . . 0 // P
1 // P // 0 . . . , com P

projetivo, temos que o morfismo h• : P • // P • é homotópico a zero. De fato,

existem morfismos (tracejados) tal que o diagrama abaixo é comutativo

. . . // 0

��

// P
1 //

1
��0���

�
�

�
P

1
��

//

1��~
~

~
~

0

0���
�

�
�

��

// 0

0���
�

�
�

//

��

. . .

. . . // 0 // P
1
// P // 0 // 0 // . . .

ou seja, h• ∼ 0• em K−(Proj-Γ).

Seja f • : X• // Y • e g• : Y • // Z• morfismos de complexos. Se f • e g•

são homotópicos a zero, então g•f • é homotópico a zero. Dessa forma a aplicação

composição

◦ : HomC(A)(Y
•, Z•)×HomC(A)(X

•, Y •) −→ HomC(A)(X
•, Z•)

(g•, f •) 7−→ g•f •

induz a aplicação biaditiva

◦ : HomK(A)(Y
•, Z•)×HomK(A)(X

•, Y •) −→ HomK(A)(X
•, Z•)

tal que o seguinte diagrama é comutativo

HomC(A)(Y
•, Z•)×HomC(A)(X

•, Y •) //

��

HomC(A)(X
•, Z•)

��
HomK(A)(Y

•, Z•)×HomK(A)(X
•, Y •) // HomK(A)(X

•, Z•)

Disso e pelo fato de C(A) ser uma categoria aditiva, temos que a categoria

K(A) é aditiva.

Observação 2.24 Em geral, a categoria K(A) não é abeliana.

Com efeito, seja A uma categoria abeliana com extensões não triviais, ou seja,

nem toda sequência exata cinde. Considere u ∈ HomA(X, Y ) monomorfismo.

Sejam X•, Y • complexos concentrados no ńıvel zero e u• ∈ HomK(A)(X
•, Y •)

com u0 = u e un = 0, para todo n 6= 0.

Suponha K(A) seja abeliana. Logo Z• = Coker u• ∈ K(A). Assim temos a

sequência exata 0 // X•
u• // Y •

π• // Z• // 0 em K(A).

Considere o complexo . . . // 0 // 0 // Coker u // 0 // 0 // . . . .

Como Z• é único a menos de isomorfismo e o complexo acima satisfaz a pro-

priedade de conúcleo podemos assumir

Z• : . . . // 0 // 0 // Coker u // 0 // . . .
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Seja T • ∈ K(A) da seguinte forma: . . . // 0 // X
u // Y // 0 // . . .

e tomemos q• : Y • // T • da seguinte forma:

Y • :

q•

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

Y // 0 //

��

. . .

T • : . . . // 0 // X u
// Y // 0 // . . .

Consideremos a composição:

X• :

u•

��

. . . // 0 //

��

0

0
��

// X

u

��

// 0 //

��

. . .

Y • :

q•

��

. . . // 0 //

��

0 //

��

Y // 0 //

��

. . .

T • : . . . // 0 // X u
// Y // 0 // . . .

Observemos que do diagrama

. . . // 0

��

// 0 //

0
��0����������

X //

u

��1~~}}}}}}}}
0 //

0����������
0
��

. . .

. . . // 0 // X u
// Y // 0 // . . .

temos q•u• = 0 em K(A). Assim pela propriedade universal do conúcleo, existe

um morfismo n• : Z• // T • tal que n•π• = q•, ou seja, o diagrama seguinte é

comutativo.

0 // X•
u• // Y •

π• //

q•

��

Z• //

n•}}{
{

{
{

0

T •

Por outro lado, consideremos: m• : T • // Z• definido por:

T • :

m•

��

. . . // 0

��

// X
u //

��

Y //

π

��

0 //

��

. . .

Z• : . . . // 0 // 0 // Coker u // 0 // . . .

Logo, m•n•π• = m•q• = π•. Como π• é epimorfismo, segue que m•n• = 1. Dáı,

n• é seção, consequentemente Z• é somando de T •, ou seja, Coker u é somando

de Y . Logo a sequência

0 // X
u // Y

π // Coker u // 0

cinde. Portanto toda sequência exata cinde em A, o que é uma contradição.

Lema 2.25 Sejam Hn(−) : C(A) // A o funtor definido em 1.20, para todo

n ∈ Z e ϕ•, ψ• : X• // Y • morfismos homotópicos em C(A). Então temos

Hn(ϕ•) = Hn(ψ•), para todo n ∈ Z.
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Demonstração: Pela definição temos:

Hn(ϕ•)(x) = ϕn(x) e Hn(ψ•)(x) = ψn(x).

Vamos verificar que ϕn(x)− ψn(x) ∈ Im dn−1
Y .

Como ϕ• é homotópico a ψ•, existem aplicações { kn : Xn // Y n−1 , n ∈ Z}
tais que

ϕn(x)− ψn(x) = (ϕn − ψn)(x) = dn−1
Y kn(x) + kn+1dnX(x) = dn−1

Y kn(x),

pois x ∈ Ker dnX . Assim, ϕn(x) − ψn(x) ∈ Im dn−1
Y . Logo, ϕn(x) = ψn(x) e

portanto, Hn(ϕ•) = Hn(ψ•).

A rećıproca é falsa. De fato, consideremos o seguinte complexo em mod-Z e

morfismo de complexos como no diagrama:

X• :

1•

��
0•

		

. . . // Z4

1
��

0




2• // Z4

1
��

0




2• // Z4

1
��

0




2• // . . .

X• : . . . // Z4 2•
// Z4 2•

// Z4 2•
// . . .

onde 2• é o morfismo tal que 2•(x̄) = 2x, para todo x̄ ∈ Z4.

Observemos que Hn(X•) =
Ker 2•

Im 2•
= 0, para todo n ∈ Z. Assim, Hn(1•) =

Hn(0•) = 0, para todo n ∈ Z, porém 1• não é homotópico a 0•. De fato,

precisaŕıamos ter {kn : Z4
// Z4 : n ∈ Z} tal que

2•kn(x) + kn+12•(x) = (1• − 0•)(x) = x,

o que não ocorre.

Notemos que pelo lema 2.25, se f • ∼ g•, temos Hn(f •) = Hn(g•). Logo, para

todo n ∈ Z, Hn(−) : K(A) // A dado por:

X•

f•

��

// Hn(X•) =
Ker dnX
Im dn−1

X

Hn(f•)
���
�
�

x_

��

Y • // Hn(Y •) =
Ker dnY
Im dn−1

Y
fn(x)

está bem definida.

Assim temos o seguinte corolário:

Corolário 2.26 Para todo n ∈ Z, Hn(−) : K(A) // A é um funtor.

Definição 2.27 Seja f • : X• // Y • um morfismo de complexos. Definimos o

cone de f • como o complexo (C•f , d
•
Cf

) tal que Cn
f = Xn+1⊕Y n e dnCf : Cn

f
// Cn+1

f

é dado por dnCf =

(
−dn+1

X 0
fn+1 dnY

)
, para todo n ∈ Z.
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Observemos que (C•f , d
•
Cf

) é um complexo pois, para todo n ∈ Z, temos:

dn+1
Cf
◦ dnCf =

(
dn+2
X dn+1

X 0
−fn+2dn+1

X + dn+1
Y fn+1 dn+1

Y dnY

)
= 0.

Proposição 2.28 Sejam f •, g• ∈ HomC(A)(X
•, Y •). Se f • ∼ g•, então C•f '

C•g .

Demonstração: Como f • ∼ g•, existem kn : Xn // Y n−1 , tais que, no dia-

grama

. . . // Xn−1

fn−1−gn−1

��

dn−1
X // Xn

kn

���
�

�
�

�
�

�

fn−gn

��

dnX // Xn+1

kn+1

���
�

�
�

�
�

�

fn+1−gn+1

��

// . . .

. . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1 // . . .

fn − gn = dn−1
Y kn + kn+1dnX , para todo n ∈ Z.

Definimos γ : C•f // C•g da seguinte forma:

C•f :

γ

��

. . . // Xn+1 ⊕ Y n

 1 0
kn+1 1


��

 −dn+1
X 0

fn+1 dnY


// Xn+2 ⊕ Y n+1 //

 1 0
kn+2 1


��

. . .

C•g : . . . // Xn+1 ⊕ Y n  −dn+1
X 0

gn+1 dnY


// Xn+2 ⊕ Y n+1 // . . .

Observemos que:(
−dn+1

X 0
gn+1 dnY

)(
1 0

kn+1 1

)
=

(
−dn+1

X 0
gn+1 + dnY k

n+1 dnY

)
e (

1 0
kn+2 1

)(
−dn+1

X 0
fn dnY

)
=

(
−dn+1

X 0
fn+1 − kn+2dn+1

X dnY

)

Como fn+1−gn+1 = dnY k
n+1+kn+2dn+1

X , pois f • ∼ g•, temos fn+1−kn+2dn+1
X =

gn+1 + dnY k
n+1. Logo o diagrama é comutativo e γ é morfismo de complexos.

Como det

(
1 0

kn+1 1

)
6= 0, segue que γ é isomorfismo. Portanto C•f ' C•g .

Lema 2.29 Para todo X• em C(A), o cone C•1X é homotópico ao complexo nulo.
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Demonstração: Precisamos mostrar que o morfismo 1•X : C•1X
// C•1X é ho-

motópico a zero. De fato, definimos kn =

(
0 1
0 0

)
: Cn

1 −→ Cn−1
1 , para todo

n ∈ Z.

C•1 :

1
��

. . . // Xn ⊕Xn−1

��

dn−1
C1 // Xn+1 ⊕Xn

��knvvnnnnnnnnnnnn

dnC1 // Xn+2 ⊕Xn+1 //

kn+1
vvmmmmmmmmmmmmm

. . .

C•1 : . . . // Xn ⊕Xn−1

dn−1
C1

// Xn+1 ⊕Xn
dnC1

// Xn+2 ⊕Xn+1 // . . .

Observemos que:

dn−1
C1X
◦kn+kn+1◦dnC1X

=

(
−dnX 0

1 dn−1
X

)(
0 1
0 0

)
+

(
0 1
0 0

)(
−dn+1

X 0
1 dnX

)
=

=

(
1 0
0 1

)
= 1C1 − 0.

Portanto 1•C1
é homotópico a zero, e consequentemente, C•1 ' 0•.

Consideremos o funtor translação

T : K(A) −→ K(A)
(X•, d•X) 7−→ (T (X•), d•T (X)),

onde T (X•)n = Xn+1 e dnT (X) = −dn+1
X , para todo n ∈ Z. Denotamos T (X•) por

X•[1]. Os morfismos são definidos naturalmente. Observe que T é um automor-

fismo.

Sejam a inclusão i•f : Y • // C•f e a projeção p•f : C•f // T (X•) e conside-

remos o diagrama:

Y • :

i•f
��

. . . // Y n−1
dn−1
Y //

in−1
f

��

Y n
dnY //

inf
��

Y n+1

in+1
f

��

// . . .

C•f :

p•f
��

. . . // Xn ⊕ Y n−1
dn−1
Cf //

pn−1
f

��

Xn+1 ⊕ Y n
dnCf //

pnf
��

Xn+2 ⊕ Y n+1 //

pn+1
f

��

. . .

X• : . . . // Xn
−dnX

// Xn+1

−dn+1
X

// Xn+2 // . . .

Observemos que:

dnCf ◦ i
n
f =

(
−dn+1

X 0
fn+1 dnY

)(
0

1Y n

)
=

(
0

dY n+1

)
=

(
0

1Y n+1

)
◦ dnY = in+1

f ◦ dnY .

e

pn+1
f ◦dnCf =

(
1Xn+2 0

)( −dn+1
X 0

fn+1 dnY

)
=
(
−dn+1

X 0
)

= dnT (X)

(
1Xn+1 0

)
=

dnT (X) ◦ pnf .
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Assim i•f e p•f são morfismos de complexos. Além disso, temos p•f ◦ i•f = 0, p•f
é epimorfismo e i•f é monomorfismo. Dessa forma, temos o triângulo

X•
f• // Y •

i•f // C•f
p•f // X•[1]

Vejamos que a categoria homotópica de complexos tem estrutura de categoria

triangulada.

Teorema 2.30 A categoria homotópica de complexos K(A) é uma categoria tri-

angulada com funtor translação T .

Demonstração: Um triângulo M• // N• // Z• // T (M•) em K(A) é

distinguido se é isomorfo em K(A) a um triângulo da forma

X•
f• // Y • // C•f // X•[1] .

(T1) (a) É imediata.

(b) Para verificarmos que X•
1•X // X• // 0• // X•[1] é um triângulo

distinguido vejamos que é isomorfo em K(A) ao triângulo distinguido

X•
1X // X• // C•1X

// X•[1] .

Para isso precisamos verificar que o seguinte diagrama é comutativo e além

disso, que é um isomorfismo em K(A).

X•
1• //

1•

��

X• //

1•

��

0• //

0•

��

X•[1]

1•

��
X•

1•
// X• // C•1 // X•[1]

Claramente o primeiro e o terceiro quadrado do diagrama comutam. Pelo

lema 2.29, temos C•1 ' 0•, logo o segundo quadrado também é comutativo. Assim

temos um morfismo de triângulos que é um isomorfismo.

Logo X•
1 // X• // 0• // X•[1] é um triângulo distinguido.

(c) Pela construção, qualquer morfismo f : X• // Y • pode ser completado

ao triângulo distinguido X•
f• // Y • // C•f // X•[1]

(T2) É suficiente verificarmos para o triângulo distinguido

X•
f• // Y •

q• // C•f
π• // X•[1] .

Vamos mostrar que Y •
q• // C•f

π• // X•[1]
−T (f) // Y •[1] é um triângulo distin-

guido. Para mostrarmos que Y •
q• // C•f

π• // X•[1]
−Tf // Y •[1] é um triângulo

distinguido mostraremos que ele é isomorfo ao triângulo distinguido

Y •
q• // C•f

j• // C•q
p• // Y •[1] .

47



O complexo C•q é dado por:

C•q : . . . Y n ⊕Xn ⊕ Y n−1


−dnY 0 0

0 −dnX 0
0 fn dn−1

Y


// Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Y n . . .

Definimos:

X•[1] :

r•

��
C•q :

t•

OO
. . . // Xn

−fn
1
0


��

−dnX // Xn+1
−fn+1

1
0


��

// . . .

. . . // Y n ⊕Xn ⊕ Y n−1

(
0 1 0

)
OO

dnCq

// Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Y n //

(
0 1 0

)
OO

. . .

Como

(
0 1 0

) −dnY 0 0
0 −dnX 0
1 fn dn−1

Y

 =
(

0 −dnX 0
)

= −dnX
(

0 1 0
)
.

e −dnY 0 0
0 −dnX 0
1 fn dn−1

Y

 −fn1
0

 =

 dnY f
n

−dnX
0

 =

 fn+1dnX
−dnX

0

 =

 −fn1
0

 (−dnX).

temos que r• e t• são morfismos de complexos. Observemos ainda que

tnrn =
(

0 1 0
) −fn1

0

 = 1.

rntn =

 −fn1
0

( 0 1 0
)

=

 0 −fn 0
0 1 0
0 0 0


Vamos verificar que r•t• é homotópico a 1•Cq . Para isso vejamos que o morfismo

k• tal que kn =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 é a homotopia buscada.

dn−1
Cq

kn+kn+1dnCq ==

 −dn−1
Y 0 0
0 −dn−1

X 0
1 fn−1 dn−2

Y

 kn+kn+1

 −dnY 0 0
0 −dnX 0
1 fn dn−1

Y



=

 0 0 −dn−1
Y

0 0 0
0 0 1

+

 1 fn dn−1
Y

0 0 0
0 0 0

 =

 1 fn 0
0 0 0
0 0 1

 = 1Cq − rntn.

Logo r•t• é homotópico a 1•Cq e portanto r• é um isomorfismo.
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Assim temos o diagrama

Y •
q• // C•f

π• // X•[1]

r•

��

−Tf // Y •[1]

Y •
q•
// C•f j•

// C•q

t•

OO

p•
// Y •[1]

Resta verificarmos que temos um morfismo de triângulos em K(A). Clara-

mente o primeiro quadrado é comutativo. O segundo comuta salvo homotopia,

pois como

tnjn =
(

0 1 0
) 0 0

1 0
0 1

 =
(

1 0
)

= πn,

então r•π• = r•t•j• ∼ j• uma vez que r•t• é homotópico a 1•Cq . O terceiro

também comuta, pois

pnrn =
(

1 0 0
) −fn+1

1
0

 = −fn+1 = −T (f)n,

para todo n ∈ Z.

(T3) Novamente é suficiente verificar para triângulos distinguidos. Considere-

mos o diagrama:

X•
f• // Y •

g•

��

q• // C•f
π• // X•[1]

X•
h• // Z•

t• //

j•

��

C•h // X•[1]

��
C•g

p•

��

C•g
p• //

T (q•)p•

��

Y •[1]

Y •[1]
T (q•)

// C•f [1]

Do quadrado à esquerda do diagrama acima temos h• ∼ g•f •. Logo existem

morfismos kn : Xn // Zn−1 tais que:

hn − gnfn = dn−1
Z kn + kn+1dnX ,

para todo n ∈ Z. Definimos δ•1 : C•f // C•h da seguinte forma:

C•f :

δ•1

��

Xn+1 ⊕ Y n
dnCf //

 1 0
kn+1 gn


��

Xn+2 ⊕ Y n+1

 1 0
kn+2 gn+1


��

C•h : Xn+1 ⊕ Zn
dnCh

// Xn+2 ⊕ Zn+1
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Observemos que δ•1 é um morfismo de triângulos, pois(
−dn+1

X 0
hn+1 dnZ

)(
1 0

kn+1 gn

)
=

(
−dn+1

X 0
hn+1 + dnZk

n+1 dnZg
n

)
=

=

(
−dn+1

X 0
gn+1fn+1 − kn+2dn+1

X gn+1dnY

)
=

(
1 0

kn+2 gn+1

)(
−dn+1

X 0
fn+1 dnY

)
Observemos ainda que o seguinte diagrama é comutativo

Y •
q• //

g•

��

C•f

δ•

��
Z•

t•
// C•h

De fato, para todo n ∈ Z, temos

δn1 q
n =

(
1 0

kn+1 gn

)(
0
1

)
=

(
0
gn

)
=

(
0
1

)
gn = tngn

Podemos definir δ•2 : C•h // C•g da seguinte forma:

C•h :

δ•2

��

. . . // Xn+1 ⊕ Zn

 fn+1 0
kn+1 1


��

dnCh // Xn+2 ⊕ Zn+1

 fn+2 0
kn+2 1


��

// . . .

C•g : . . . // Y n+1 ⊕ Zn
dnCg

// Y n+2 ⊕ Zn+1 // . . .

Como (
−dn+1

Y 0
gn+1 dnZ

)(
fn+1 0
kn+1 1

)
=

(
−dn+1

Y fn+1 0
gn+1fn+1 + dnZk

n+1 dnZ

)
=

=

(
−fn+2dn+1

X 0
−kn+2dn+1

X + hn+1 dnZ

)
=

(
fn+2 0
kn+2 1

)(
−dn+1

X 0
hn+1 dnZ

)
segue que δ•2 é um morfismo de complexos. E ainda temos a comutatividade dos

seguintes diagramas:

Z•
t• //

j•

��

C•h

δ•2
��

C•h //

δ•2
��

X•[1]

Tf

��
C•g C•g C•g // Y •[1]

De fato, para todo n ∈ Z, temos(
fn+1 0
kn+1 1

)(
0
1

)
=

(
0
1

)
e (

1 0
)( fn+1 0

kn+1 1

)
=
(
fn+1 0

)
= fn+1

(
1 0

)
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Resta verificarmos que C•f
δ•1 // C•h

δ•2 // C•g
w• // C•f [1] é um triângulo dis-

tinguido. Para isso veremos que é isomorfo ao triângulo distinguido

C•f
δ•1 // C•h // C•δ1

// C•f [1]

Definimos as aplicações r• : C•g // C•δ1 e s• : C•δ1
// C•g tais que, para

todo n ∈ Z,

rn =


0 0
1 0
0 0
0 1

 e sn =

(
0 1 fn+1 0
0 0 0 1

)

Assim, temos o diagrama:

Y n+1 ⊕ Zn
dnCg //

rn

��

Y n+2 ⊕ Zn+1

rn+1

��
Xn+2 ⊕ Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Zn

dnCδ1

//

sn

OO

Xn+3 ⊕ Y n+2 ⊕Xn+2 ⊕ Zn+1

sn+1

OO

Observemos que r• e s• são morfismos de complexos. De fato,
dn+2
X 0 0 0
−fn+2 −dn+1

Y 0 0
1 0 −dn+1

X 0
0 gn+1 hn+1 dnZ




0 0
1 0
0 0
0 1

 =


0 0

−dn+1
Y 0
0 0

gn+1 dnZ


=


0 0
1 0
0 0
0 1

( −dn+1
Y 0

gn+1 dnZ

)

e (
0 1 fn+2 0
0 0 0 1

)
dn+2
X 0 0 0
−fn+2 −dn+1

Y 0 0
1 0 −dn+1

X 0
0 gn+1 hn+1 dnZ

 =

=

(
0 −dn+1

Y −fn+2dn+1
X 0

0 gn+1 hn+1 dnZ

)
=

(
0 −dn+1

Y −dn+1
Y fn+1 0

0 gn+1 gn+1fn+1 dnZ

)
=

=

(
−dn+1

Y 0
gn+1 dnZ

)(
0 1 fn+1 0
0 0 0 1

)
.

Temos também:

snrn =

(
0 1 fn+1 0
0 0 0 1

)
0 0
1 0
0 0
0 1

 =

(
1 0
0 1

)
= I2×2.
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rnsn =


0 0
1 0
0 0
0 1

( 0 1 fn+1 0
0 0 0 1

)
=


0 0 0 0
0 1 fn+1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 ∼ I4×4.

De fato, existe homotopia E13 =


0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 tal que


dn+2
X 0 0 0
−fn+2 −dn+1

Y 0 0
1 0 −dn+1

X 0
0 gn+1 hn+1 dnZ

E13+E13


dn+3
X 0 0 0
−fn+3 −dn+2

Y 0 0
1 0 −dn+2

X 0
0 gn+2 hn+2 dn+1

Z

 =

=


1 0 0 0
0 0 −fn+2 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 = E13 −


0 0 0 0
0 1 fn+1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 .

Logo r• é isomorfismo, e portanto C•f // C•h // C•g // C•f [1] é isomorfo

ao triângulo distinguido C•f
δ•1 // C•h // C•δ1

// C•f [1] . Assim completamos a

prova de (T3). De (T1), (T2) e (T3), segue que K(A) é triangulada.

Exemplo 2.31 Seja o complexo

X• : . . . // X−m+1
d−m+1
X // X−m

d−mX // . . . // X−1
d−1
X // X0 // . . . .

E consideremos o morfismo entre os complexos truncados como no diagrama:

X−m[m− 1] . . . 0

����

// X−m

d−mX
��

// 0

��

// . . . // 0

��

// 0 . . .

��
τ≥−m+1(X•) : . . . 0 // X−m+1

d−m+1
X

// X−m+2 // . . . // X−1 // X0 . . .

O cone desse morfismo é dado por:

τ≥−m(X•) : . . . X−m // X−m+1 // X−m+2 // . . . // X0 // 0 . . .

Logo X−m[m− 1] // τ≥−m+1(X•) // τ≥−m(X•) // X−m[m] é um triângulo

distinguido:

. . . // 0

��

// X−m

d−mX
��

// 0

��

// . . . // 0

��

// 0

��

// . . .

. . . // 0

��

// X−m+1
d−m+1
X // X−m+2 // . . . // X0 // X1 // . . .

. . . // X−m // X−m+1

��

// X−m+2

��

// . . . // X0

��

// X1

��

// . . .

. . . // X−m // 0 // 0 // . . . // 0 // 0 // . . .
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Lema 2.32 Seja f • : X• // Y • em K(A). O morfismo f • é isomorfismo se,

e somente se, C•f = 0.

Demonstração: Consideremos o triângulo distinguido:

X•
f // Y • // C•f // X•[1]

Se C•f = 0, segue do lema 2.16 que se C•f = 0, então f é um isomorfismo.

Reciprocamente, se f é isomorfismo, pelo lema 2.16 temos (f, 0, 0) um triângulo

distinguido. Consideremos o diagrama:

X•
f //

1X

��

Y • //

1Y

��

0 // X•[1]

1X
��

X•
f
// Y • // C•f // X•[1]

Por 2.9, existe k : 0 // C•f tal que (1X , 1Y , k) é um morfismo de triângulos.

Como 1X e 1Y são isomorfismos, segue que k é um isomorfismo e portanto C•f = 0.

Lema 2.33 Seja F um funtor exato e pleno em K(A) tal que se FX• = 0, então

X• = 0. Então F é fiel.

Demonstração: Seja α• : X• −→ Y • tal que F (α•) = 0. Queremos mostrar

que F é fiel, ou seja, α• = 0. Dado α•, como a categoria homotópica é triangu-

lada, temos o triângulo distinguido X•
α• // Y •

v• // C•α // X•[1] . Aplicando

o funtor F , que é um funtor exato, temos o triângulo distinguido:

FX•
Fα• // FY •

Fv• // FC•α // FX•[1] .

Pelo lema 2.15, como Fα• = 0 segue que Fv• é seção. Como o funtor F é

pleno, existe v′• : C•α −→ Y • tal que Fv′•Fv• = F (v′•v•) = 1•FY .

Tomando o triângulo distinguido Y •
v′•v• // Y • // C•v′v // Y •[1] e aplicando

o funtor exato F , temos o triângulo distinguido

FY •
F (v′•v•)// FY • // FC•v′v // FY •[1]

Como F (v′•v•) = F (v′•)F (v•) = 1• é um isomorfismo, segue do lema 2.32,

que FC•v′v = 0. E então, por hipótese, C•v′v = 0. Como C•v′v = 0, novamente pelo

lema 2.32, segue que v′•v• é um isomorfismo. Assim v• é seção e pelo lema 2.15

temos α• = 0.

No caṕıtulo 1 definimos o complexo total Hom•(X•, Y •) como podemos ver

em 1.26. A seguir caracterizaremos a cohomologia desse complexo. Esse resultado

será bastante últil nos caṕıtulos seguintes.

Lema 2.34 Seja A uma categoria abeliana. Para todo n ∈ Z, temos

Hn(Hom•A(X•, Y •)) ' HomK(A)(X
•, Y •[n])
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Demonstração: Vamos calcular a n-ésima cohomologiaHnHom•(X•, Y •). Temos

Ker dn = {ϕ ∈
⊕
j

Hom(Xj, Y j+n) : dn(ϕ) = 0}.

Note que ϕ = (. . . , ϕ−1, ϕ0, ϕ1, . . .), com ϕj ∈ Hom(Xj, Y j+n) e

. . . // X−1
d−1
X //

ϕ−1

��

X0
d0X //

ϕ0

��

X1
d1X //

ϕ1

��

X2 //

ϕ2

��

. . .

. . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1

dn+1
Y

// Y n+2 // . . .

Para n par, temos dn = d1−d2. Logo, em cada componente, como dn(ϕ) = 0,

temos

d1(ϕi)− d2(ϕi+1) = 0⇒ dn−iY ϕi − ϕi+1diX = 0⇒ dn−iY ϕi = ϕi+1diX .

Logo, em ńıveis pares, ϕ ∈ HomC(A)(X
•, Y •[n]).

Para n ı́mpar, temos dn = d1 +d2. Logo, em cada componente, como dn(ϕ) =

0, temos

d1(ϕi) + d2(ϕi+1) = 0⇒ dn−iY ϕi + ϕi+1diX = 0⇒ −dn−iY (−ϕi) = ϕi+1diX .

Logo, em ńıveis ı́mpares, ϕ ∈ HomC(A)(X
•, Y •[n]).

Dessa forma, para todo n ∈ Z, temos que ϕ = {ϕi} ∈ Ker dn é um morfismo

de complexos, ou seja, ϕ ∈ HomC(A)(X
•, Y •[n]).

Calculemos Im dn−1. Seja ϕ = dn−1(r), onde r = (ri) com ri : X i // Y i+n−1 .

Como d2 = 0, ϕ ∈ Im dn−1 ⊂ Ker dn. Logo ϕ ∈ HomC(A)(X
•, Y •[n]).

Pela definição de dn−1, temos dn−1(r) = (d1 − (−1)n−1d2)(r) = (d1(r) +

(−1)nd2(r). Logo, em cada componente temos ϕj = dj+n+1
Y rj + (−1)nrj+1d

j
X ,

ou seja, temos o diagrama comutativo:

Xj−1
dj−1
X // Xj

ϕj

��
rjvvm m m m m m m

djX // Xj+1

rj+1vvm m m m m m m

Y j+n−1

(−1)ndj+n−1
Y

// Y j+n // Y j+n+1

Assim temos ϕ ∼ 0, onde r é a homotopia. Dessa forma, temos

HnHom•(X•, Y •) =
Ker dn

Im dn−1
=
HomC(A)(X

•, Y •[n])

{ϕ ∼ 0}
= HomK(A)(X

•, Y •[n])

Lema 2.35 Sejam Γ uma álgebra e Q• o complexo em mod-Γ

. . . // Q−2
d−2
Q // Q−1

d−1
Q // Q0

d0Q // Q1 // . . .

Existe um isomorfismo entre Hn(Q•) e HomKb(Γ)(Γ, Q
•[n]), para todo n ∈ Z.
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Demonstração: Consideremos o morfismo:

ϕ : HomKb(Γ)(Γ, Q
•[n]) −→ Hn(Q•)

f̄ 7−→ ϕ(f̄) = fn(1Γ) + Im dn−1
Q

Como f̄ ∈ HomKb(Γ)(Γ, Q
•[n]), temos o diagrama comutativo

. . . // 0 //

��

0 //

��

Γ //

fn

��

0 //

��

0 //

��

. . .

. . . // Qn−2

dn−2
Q

// Qn−1

dn−1
Q

// Qn
dnQ

// Qn+1

dn+1
Q

// Qn+2 // . . .

ϕ está bem definida:

• fn ∈ KerdnQ, pois como o diagrama acima é comutativo temos dnQf
n =

0.

• Sejam f̄ , ḡ ∈ HomKb(Γ)(Γ, Q
•[n]) tais que f̄ = ḡ. Como f ∼ g existe

um morfismo k : Γ // Qn−1 tal que dn−1
Q k = fn−gn. Logo fn−gn ∈ Im dn−1

Q .

Em particular, fn(1Γ)− gn(1Γ) ∈ Im dn−1
Q e portanto ϕ(f̄) = ϕ(ḡ).

ϕ é sobrejetora pois:

Dado x̄0 ∈ Hn(Q•), podemos definir f : Γ // Q•[n] tal que fn(1Γ) = x0 e

f j = 0 se j 6= n. Logo, ϕ(f) = fn(1Γ) + Imdn−1
Q = x̄0.

ϕ é injetora pois:

Sejam f̄ , ḡ ∈ HomKb(Γ)(Γ, Q
•[n]) tais que ϕ(f̄) = ϕ(ḡ). Logo fn(1Γ) −

gn(1Γ) ∈ Im dn−1
Q , ou seja, existe y0 tal que (fn−gn)(1Γ) = dn−1(y0). Assim dado

a ∈ Γ, temos (fn − gn)(a) = (fn − gn)(a.1Γ) = a(fn − gn)(1Γ) = adn−1(y0) =

dn−1(ay0). Assim fn − gn ∈ Im dn−1
Q . Consideremos então o seguinte diagrama

Γ

fn−gn
��

Qn−1

dn−1
Q

// Im dn−1
Q

// 0

Como Γ é projetivo, existe um morfismo k : Γ // Qn−1 tal que o diagrama

anterior é comutativo, ou seja, fn − gn = dn−1
Q k. Logo f ∼ g, pois existe homo-

topia h, com hn = k e hj = 0, para j 6= n. Portanto f̄ = ḡ.
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Caṕıtulo 3

Categoria Derivada

Neste trabalho estamos interessados na categoria de Λ-módulos finitamente

gerados de uma álgebra Λ, assim assumimos que a categoria A tem suficientes ob-

jetos injetivos e projetivos. A categoria derivada é uma categoria que nos permite

estudar um objeto da categoria A via sua resolução projetiva. A vantagem de

fazer essa “troca”é que os objetos projetivos tem propriedades boas e conhecidas.

3.1 Categoria Derivada

Seja A uma categoria abeliana. Nesta seção queremos construir sua categoria

derivada D(A). Em 2.26 definimos o funtor Hn(−) : K(A) −→ A, para todo

n ∈ Z. Esse funtor será bastante importante neste caṕıtulo uma vez que como

veremos, complexos que tem cohomologias isomorfas serão isomorfos.

Um morfismo de complexos f • : X• // Y • é um quase isomorfismo se, e

somente se, Hn(f •) é um isomorfismo, para todo n ∈ Z.

Observação 3.1 Segue do lema 2.25 que se f • : X• // Y • é um quase iso-

morfismo e g• : X• // Y • é um morfismo homotópico a f •, então g• é um

quase isomorfismo.

Teorema 3.2 Para todo n ∈ Z, o funtor Hn(−) : K(A) // A é um funtor

cohomológico.

Demonstração: É suficiente verificarmos para triângulos distinguidos. Seja

X•
f• // Y •

i• // C•f
π• // X•[1]

um triângulo distinguido. Devemos mostrar que, para todo n ∈ Z, temos que a

sequência

. . . // Hn(X•)
Hn(f•)// Hn(Y •)

Hn(i•)// Hn(C•f )
Hn(π•)// Hn(X•[1]) // . . .

é exata. Observemos que:

Hn(X•[1]) =
Ker dnX[1]

Im dn−1
X[1]

=
Ker dn+1

X

Im dnX
= Hn+1(X•).
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Afirmação: Dado o triângulo distinguido X•
f• // Y •

i• // C•f
π• // X•[1] , temos

a sequência exata de complexos 0 // Y • // C•f // X•[1] // 0 .

De fato, o diagrama abaixo é comutativo com linhas e colunas exatas.

0

��

0

��

0

��

0

��
Y •

��

. . . // Y n−1

(0 1)t

��

dn−1
Y // Y n

(0 1)t

��

dnY // Y n+1 //

(0 1)t

��

. . .

C•f

��

. . . // Xn ⊕ Y n−1
dn−1
Cf //

(1 0)

��

Xn+1 ⊕ Y n
dnCf //

(1 0)

��

Xn+2 ⊕ Y n+1

(1 0)

��

// . . .

X•[1]

��

. . . // Xn

��

dnX

// Xn+1

dn+1
X

//

��

Xn+2

dn+2
X

//

��

. . .

0 0 0 0

Logo esta sequência exata de complexos induz uma sequência exata longa de

cohomologia

. . . Hn(Y •)
Hn(i•) // Hn(C•f )

Hn(π•)// Hn(X•[1])
Hn+1(f•)// Hn+1(Y •) // Hn+1(C•f ) . . .

onde Hn+1(f •) é o morfismo de conexão definido utilizando o lema da Serpente

1.15.

Dizemos que um objeto X• na categoria homotópica K(A) é aćıclico ou exato

se Hn(X•) = 0, para todo n ∈ Z.

Lema 3.3 Seja um triângulo distinguido X•
f• // Y •

g• // Z•
h• // X•[1] em

K(A). Então f • é quase isomorfismo se, e somente se, Z• é aćıclico.

Demonstração: Aplicando o funtor cohomológico Hn(−), temos a sequência

exata longa

. . . Hn(X•)
Hn(f•) // Hn(Y •)

Hn(g•)// Hn(Z•)
Hn(h•)// Hn+1(X•)

Hn+1(f•) // Hn+1(Y •) . . .

Como f • é quase isomorfismo segue que Hn(f •) é isomorfismo, para todo

n ∈ Z e consequentemente Hn(Z•) = 0, para todo n ∈ Z. Portanto Z• é

aćıclico. Reciprocamente, se Z• é aćıclico, então Hn(Z•) = 0, para todo n ∈ Z,

consequentemente Hn(f •) é isomorfismo, para todo n ∈ Z. Portanto f • é um

quase isomorfismo.

Para construir a categoria derivada vamos considerar como os objetos os com-

plexos de K(A) e os morfismos são obtidos a partir de morfismos de K(A) de

modo que os quase isomorfismos se transformem em isomorfismos. Para isso va-

mos aplicar o funtor de localização em K(A) e vamos mostrar o conjunto formado

pelos quase isomorfismos formam um sistema multiplicativo.
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Teorema 3.4 Sejam A uma categoria abeliana e

S = {f • ∈ K(A) : f • é quase isomorfismo}.

Então S é um sistema multiplicativo em K(A).

Demonstração: Precisamos verificar as três condições (S1), (S2) e (S3) da

definição de sistema multiplicativo.

(S1) Para todo objeto X• ∈ K(A), temos 1•X : X• // X• é um quase iso-

morfismo.

Sejam f •, g• ∈ S então, para cada n ∈ Z, Hn(f •) e Hn(g•) são isomorfismos.

Assim, para cada n ∈ Z, temos

Hn(f •g•) = Hn(f •)Hn(g•)

é um isomorfismo e portanto f •g• é quase isomorfismo.

(S2) Dado o diagrama

Z•

s•

��
X•

u•
// Y •

com s• ∈ S. Como s• ∈ K(A) podemos completar s• em um triângulo distinguido

como segue:

Z•
s• // Y •

f• // N•
g• // Z•[1]

Aplicando (T2) no triângulo acima temos o triângulo distinguido

Y •
f• // N•

g• // Z•[1]
−T (s•)// Y •[1]

e completando f •u• em um triângulo distinguido obtemos o triângulo distinguido

X•
f•u• // N //W • t• // X•[1] . Pelo lema 2.9 obtemos v• : W • // Z•[1] tal

que o diagrama:

X•

u•

��

f•u• // N //W • t• //

v•

���
�
� X•[1]

Tu•

��
Y •

f•
// N•

g•
// Z•[1]

−T (s•)
// Y •[1]

é comutativo. Pelo lema 3.3, como s• é quase isomorfismo temos N• aćıclico e

consequentemente, t• é quase isomorfismo. Aplicando T−1 ao quadrado comuta-

tivo

W •

t•

���
�
�

v• //___ Z•[1]

−Ts•
��

X•[1]
Tu•

// Y •[1]

obtemos o quadrado comutativo

W •[−1]

−T−1(t•)

���
�
�

T−1(v•) //______ Z•

s•

��
X•

u•
// Y •
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que completa o diagrama inicial. Como t• é quase isomorfismo, temos que T−1(t•)

também é.

Analogamente, se temos o diagrama

Z•

u•

��

s• // Y •

X•

com s ∈ S podemos completá-lo de forma a obter o seguinte diagrama comutativo,

com t• ∈ S:

Z•

u•

��

s• // Y •

v•

���
�
�

X•
t•
//___ W •

(S3) Vamos mostrar a seguinte equivalência: existe t• : X ′• // X• em S tal

que f •t• = g•t• se, e somente se, existe s• : Y • // Y ′• em S tal que s•f • = s•g•.

X ′•
t• //___ X•

f• //

g•
// Y •

s• //___ Y ′•

Basta mostrarmos uma das implicações, a outra é análoga. Seja w• = f •− g•
e suponhamos que exista s• : Y • // Y ′• tal que s•w• = 0.

Por (T1), podemos completar o morfismo s• em um triângulo distinguido e

em seguida aplicando (T2) temos o triângulo distinguido:

Z•
h• // Y •

s• // Y ′•
y• // Z•[1] (∗)

Como s• é quase isomorfismo, pelo lema 3.3, temos que Z• é aćıclico.

Aplicando o funtor cohomológico HomK(A)(X
•,−) no triângulo distinguido

(∗), obtemos a sequência exata longa

. . . Hom(X•, Z•)
Hom(X•,h•) // Hom(X•, Y •)

Hom(X•,s•)// Hom(X•, Y ′•) . . .

Como s•w• = 0 temos w• ∈ Ker (Hom(X•, s•)). Como a sequência acima é

exata Ker (Hom(X•, s•)) = Im(Hom(X•, h•)) e assim w• ∈ Im(Hom(X•, h•)).

Logo obtemos j• : X• // Z• tal que h•j• = w•.

Aplicando (T1) ao morfismo j• podemos completá-lo a um triângulo distin-

guido e aplicando (T2) nesse triângulo obtemos:

X ′•
t• // X•

j• // Z•
m• // X ′•[1] (∗∗)

Pelo lema 3.3, como Z• é aćıclico temos que t• é quase isomorfismo.

Aplicando o funtor cohomológico HomK(A)(−, Y •) ao triângulo distinguido

(∗∗), obtemos a sequência exata longa

. . . Hom(Z•, Y •)
Hom(j•,Y •) // Hom(X•, Y •)

Hom(t•,Y •)// Hom(X ′•, Y •) . . .
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Como a sequência é exata, temos:

0 = Hom(t•, Y •) ◦Hom(j•, Y •)(h•) = (h•j•)t• = w•t•

Logo existe t• : X ′• // X• em S tal que 0 = w•t• = (f • − g•)t•, ou seja,

f •t• = g•t•.

Definição 3.5 Seja A uma categoria abeliana. A categoria derivada D(A) é

uma categoria tal que existe um funtor(de localização) Q : K(A) // A que leva

quase isomorfismos em isomorfismos, ou seja, Q(f •) é isomorfismo, para todo f •

quase isomorfismo e satisfaz a seguinte propriedade universal: Se F : K(A) // C
é um funtor para uma categoria qualquer C tal que F (f •) é isomorfismo, para todo

f • quase isomorfismo, então F fatora por Q, ou seja, o diagrama

K(A)
Q //

F
$$IIIIIIIIII
D(A)

G

���
�
�

C

é comutativo para um único funtor G : D(A) // C .

Sendo assim, os objetos da categoria D(A) são os mesmos objetos da categoria

K(A), ou seja, são os complexos em A e os morfismos são classes
f

s
do tipo

X• X ′•
s•oo f• // Y •

onde s• é um quase isomofismo e f • ∈ HomK(A)(X
′, Y ) e ainda

f •

s•
∼ f ′•

s′•
se e

somente se, o seguinte diagrama é comutativo sendo t• um quase isomorfismo.

X ′•

s•

||yyyyyyyy
f•

""EEEEEEEE

X• P •
t•oo_ _ _

n•

���
�
�

m•

OO�
�
�

b• //___ Y •

X ′′•
s′•

bbEEEEEEEE f ′•

<<yyyyyyyy

Propriedades: (Objetos e Morfismos nulos em D(A))

1. X• ' 0• em D(A)⇔ X• é exato.

De fato, como X• ' 0• em D(A) então existe um morfismo s• : X• // 0•

que é um quase isomorfismo em K(A), e assim Hn(s•) é isomorfismo, para

todo n ∈ Z. Dáı Hn(X•) ' Hn(0•) = 0, para todo n ∈ Z. Portanto X• é

exato. Reciprocamente, se X• é exato, então Hn(X•) = 0, para todo n ∈ Z.

Logo Hn(X•) ' Hn(0•) e assim X• ' 0 em D(A).

2. f • ∼ 0• ⇒ f • = 0 em D(A). A rećıproca é falsa.
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De fato, como f • ∼ 0• existem morfismos tais que o diagrama abaixo é

comutativo em K(A):

X•

zzzzzzzz

zzzzzzzz
f•

!!DDDDDDDD

X• X•
f• //___ Y •

X•

DDDDDDDD

DDDDDDDD 0•

==zzzzzzzz

E se temos esse diagrama comutativo, então f • = 0 em D(A).

A rećıproca, porém, é falsa. Considere o morfismo:

X• :

1•X
��

. . . // 0 // Z 2 // Z π //

k

���
�

�
�

Z2
// 0 // . . .

X• : . . . // 0 // Z
2
// Z π

// Z2
// 0 // . . .

onde 2 : Z // Z é dada por 2(x) = 2x e π : Z // Z2 é a projeção

canônica. Como o complexo X• é exato temos pela propriedade 1 que

1•X = 0 em D(A). Porém 1•X não é homotópico a zero, pois precisaŕıamos

ter k : Z −→ Z tal que 2k = 1X , o que não ocorre.

3. Seja f • : X• // Y • em C(A). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f • = 0 em D(A)

(ii) Existe s• : X ′• −→ X• quase isomorfismo tal que f •s• ∼ 0•.

(iii) Existe s• : Y • −→ Y ′• quase isomorfismo tal que s•f • ∼ 0•

Demonstraremos (i) ⇔ (ii). A demonstração da equivalência (i) ⇔ (iii) é

dual.

(i) ⇒ (ii) Se f • = 0 em D(A), então existe um complexo X ′• ∈ K(A)

e um quase isomorfismo s• : X ′• // X• tal que o diagrama seguinte é

comutativo:

X•

yyyyyyyy

yyyyyyyy
f•

""DDDDDDDD

X• X ′•
s•oo_ _ _

s•

���
�
�

s•

OO�
�
�

0• //___ Y •

X•

EEEEEEEE

EEEEEEEE 0•

<<zzzzzzzz

E assim temos que f •s• ∼ 0•.

(ii) ⇒ (i) Se existe s• : X ′• // X• quase isomorfismo tal que f •s• ∼ 0•
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podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

X•

yyyyyyyy

yyyyyyyy
f•

""DDDDDDDD

X• X ′•
s•oo_ _ _

s•

���
�
�

s•

OO�
�
�

0• //___ Y •

X•

EEEEEEEE

EEEEEEEE 0•

<<zzzzzzzz

E portanto segue que f • = 0 em D(A).

4. Se f • = 0 em D(A), então Hn(f •) = 0, para todo n ∈ Z. A rećıproca, no

entanto, é falsa.

De fato, como f • = 0 em D(A), pela propriedade 3 temos que existe um

quase isomorfismo s• : X ′• −→ X• tal que f •s• ∼ 0•. Assim, para todo

n ∈ Z temos:

0 = Hn(f •s•) = Hn(f •)Hn(s•).

Como Hn(s•) é isomorfismo segue que Hn(f •) = 0, para todo n ∈ Z.

A rećıproca, no entanto, não é verdadeira. De fato, consideremos o morfismo

dado por:

X•

f•

��

. . . // 0 //

��

Z 2 //

1
��

Z //

2π
��

0 //

��

. . .

Y • . . . // 0 // Z π
// Z3

// 0 // . . .

Estamos supondo que X0 = X1 = Z e Xn = 0, para n 6= 0, 1 e que Y 0 = Z,

Y 1 = Z3 e Y n 6= 0, 1. Para n 6= 0 e n 6= 1 já temos que Hn(f •) = 0. Resta

verificarmos para n = 0 e n = 1. Observe que H0(X•) = 0 e H0(Y •) = 3Z,

logo H0(f) = 0. De forma análoga, H1(X•) = Z2 e H1(Y •) = 0, logo

H0(f •) = 0. Portanto Hn(f •) = 0, para todo n ∈ Z.

Porém mostraremos que f • 6= 0 em D(A). Suponhamos que f • = 0 em

D(A). Assim pela propriedade 3 existe s• : W • −→ X• quase isomorfismo

tal que f •s• ∼ 0• como no diagrama:

W •

s•

��

. . . //W 0

s0

��

d0W //W1

s1

��

d1W //W 2 // . . .

X•

f•

��

. . . 0 // Z
2
//

1

��

Z
2π
��

// 0 // . . . (∗)

Y • . . . 0 // Z π
// Z3

// 0 // . . .

Como f •s• ∼ 0 então existe h : W 1 −→ Z tal que h d0
W = s0.

Como s• é quase isomorfismo temos que, para todo n ∈ Z, Hn(s•) é isomor-

fismo. Em particular H1(s•) : H1(W •) // H1(X•) é um isomorfismo, ou
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seja, H1(W •) ' H1(X•) = Z2. Como H1(X•) = Z2, se w + Imd0
W , com

w ∈ Ker d1
W é um gerador de H1(W •) segue que s1(w) ∈ 1 + 2Z.

Como 2w ∈ Im d0
W , existe w′ ∈ W 0 tal que d0

W (w′) = 2w. Assim, s0(w′) =

h ◦ d0
W (w′) = h(2w) = 2h(w), ou seja, s0(w′) ∈ 2Z.

Pela comutatividade do diagrama (∗), temos:

2•s0(w′) = s1d0
W (w′) = s1(2w) = 2s1(w)⇒ s0(w′) = s1(w),

o que é uma contradição uma vez que s0(w′) é par e s1(w) é ı́mpar.

Seja A uma categoria abeliana e considere S∗ = S∩K∗(A) onde ∗ ∈ {+,−, b}.
De forma similar como a K(A), obtemos que S∗ é um sistema multiplicativo

em K∗(A). Assim temos

K∗(A)

Q∗

��

� � i // K(A)

Q

��
K∗(A)[S∗−1]

F ∗
//___ K(A)[S−1]

Como Q ◦ i(s) é isomorfismo, para todo s ∈ S∗, pela propriedade universal

de localização 1.29, existe F ∗ : D∗(A) // D(A) tal que F ∗ ◦Q∗ = Q ◦ i.

Teorema 3.6 O funtor F ∗ : D∗(A) // D(A) é fiel e pleno.

Demonstração: Como S∗ é um sistema multiplicativo para K∗(A). Pelo lema

1.32 é suficiente verificar a seguinte condição: Para cada morfismo s : N //M ,

com s ∈ S eN ∈ ObK∗(A), existe u : M // P tal que us ∈ S e P ∈ ObK∗(A).

Façamos isto para os três casos: (i) K∗(A) = K+(A), (ii) K∗(A) = K−(A) e

(iii) K∗(A) = Kb(A).

(i) Sejam X• ∈ K+(A) e s• ∈ HomK(A)(X
•, Y •) ∩ S. A menos de uma

translação, podemos considerar X i = 0, para i < 0. Como s• : X• −→ Y • está

em S, temos que H i(s•) é um isomorfismo e assim H i(Y •) = 0, para i < 0.

Consideremos Z• e f • da seguinte forma:

Y •

f•

��

. . . // Y −2
d−2
Y //

0

��

Y −1
d−1
Y //

0

��

Y 0
d0Y //

π
��

Y 1

1

��

d1Y //

1

��

Y 2 // . . .

σ′≥0(Z•) : . . . // 0 // 0 // Coker d−1
Y

// Y 1
d1Y

// Y 2 // . . .

Observemos que Z• ∈ K+(A) e f • ∈ S. Disso segue f •s• ∈ S uma vez que

s•, f • ∈ S e S é um sistema multiplicativo. Logo existe f • : Y • // Z• , com

Z• ∈ K+(A) tal que f •s• ∈ S. Portanto F+ : D+(A) // D(A) é fiel e pleno.

(ii) Análogo ao item (i).

(iii) Basta considerar um dos casos acima.

Deste teorema podemos considerar as categorias derivadas D+(A), D−(A) e

Db(A) como subcategorias plenas de D(A).
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Lema 3.7 Seja 0 // X•
f• // Y •

g• // Z• // 0 uma sequência exata curta

de complexos em C(A). Então existe um isomorfismo m• : C•f // Z• em D(A).

Demonstração: Consideremos o diagrama:

X• // Y • // C•f // X•[1] (∗)

0 // X•
f•
// Y •

g•
// Z• // 0 (∗∗)

Observando em cada ńıvel e respeitando a comutatividade do diagrama pode-

mos definir m• : C•f // Z• da seguinte forma:

Y •

��

. . . // Y n−1

(0 1)t

��

dn−1
Y // Y n

(0 1)t

��

dnY // Y n+1

(0 1)t

��

// . . .

C•f

m•

��

. . . // Xn ⊕ Y n−1

(0 gn−1)

��

 −dnX 0
fn dn−1

Y


// Xn+1 ⊕ Y n

(0 gn)

��

 −dn+1
X 0

fn+1 dnY


// Xn+2 ⊕ Y n+1

(0 gn+1)

��

// . . .

Z• . . . // Zn−1
dn−1
Z

// Zn
dnZ

// Zn+1 // . . .

O triângulo (∗) e a sequência (∗∗) induzem as sequências exatas de cohomolo-
gia

. . . // Hn(X•)

1
��

// Hn(Y •) //

1
��

Hn(Z•)

Hn(m•)
��

// Hn+1(X•) //

1
��

Hn+1(Y •) //

1
��

. . .

. . . // Hn(X•) // Hn(Y •) // Hn(Cf•) // Hn+1(X•) // Hn+1(Y •) // . . .

Pelo 5-lema (lema 1.14), segue que Hn(m•) é um isomorfismo, para todo n ∈ Z
e consequentemente m• é isomorfismo em D(A).

Lema 3.8 Se u• : X• // Y • monomorfismo em K(A), então Q(u•) : X• // Y •

é monomorfismo em D(A).

Demonstração: Sejam α•, β• ∈ HomD(A)(Z
•, X•) tais que Q(u•)α• = Q(u•)β•.

Vamos mostrar que α• = β•. Sejam os representantes de α• e β•:

α• : Z• W ′•s′•oo a′• // X•

β• : Z• W ′′•s′′•oo a′′• // X•

Temos o diagrama:

W ′•

s′•

��
W ′′•

s′′•
// Z•
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Por (S2) podemos completá-lo e obtemos o seguinte diagrama comutativo,

com r•, v• ∈ S:

W • v• //___

r•

���
�
� W ′•

s′•

��
W ′′•

s′′•
// Z•

E assim temos os seguintes diagramas comutativos:

W ′•

s′•

||yyyyyyyy
a′•

""EEEEEEEE

Z• W •s′•v•oo_ _ _

v•

OO�
�
�

a′•v• //___ X•

W •
s′•v•

bbEEEEEEEE a′•v•

<<yyyyyyyy

W ′′•

s′′•

||yyyyyyyy
a′′•

""FFFFFFFF

Z• W •s′′•r•oo_ _ _

r•

OO�
�
�

a′′•r• //___ X•

W •
s′′•r•

bbEEEEEEEE a′′•r•

<<xxxxxxxx

Segue desses diagramas que :

α• = (W •, s′•v•, a′•v•) := (W •, s•, a•)

e

β• = (W •, s′′•r•, a′′•r•) = (W •, s′•v•, a′′•r•) := (W •, s•, b•).

Ou seja, α• = Q(a•)Q(s•)−1 e β• = Q(b•)Q(s•)−1. Disso temos:

Q(u•)α• = Q(u•)β• ⇒ Q(u•)Q(a•)Q(s•)−1 = Q(u•)Q(b•)Q(s•)−1.

Multiplicando por Q(s•) temos,

Q(u•)Q(a•) = Q(u•)Q(b•)⇒ Q(u•a• − u•b•) = 0.

Logo existe um t• : V • //W • tal que (u•a• − u•b•)t• = 0, uma vez que

u•a• − u•b• ∼ 0•. Assim,

(u•a• − u•b•)t• = 0⇒ u•a•t• = u•b•t•.

Como u• é monomorfismo segue que a•t• = b•t•. Dáı segue que Q(a•) = Q(b•),

pois temos o diagrama comutativo:

W •

yyyyyyyy

yyyyyyyy
a•

""EEEEEEEE

W • V •
t•oo_ _ _

t•

���
�
�

t•

OO�
�
�

a•t• //___ X•

W •

EEEEEEEE

EEEEEEEE b•

<<yyyyyyyy

Portanto α• = Q(a•)Q(s•)−1 = Q(b•)Q(s•)−1 = β• em D(A).

Observação 3.9 De maneira dual, podemos mostrar que se u• é um epimorfismo

em K(A), então Q(u•) é epimorfismo em D(A).
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Como veremos a seguir, em geral D(A) não é uma categoria abeliana. Assim

não podemos aplicar a D(A) a definição usual de exatidão. No entanto, veremos

que D(A) é uma categoria triangulada.

Proposição 3.10 A categoria derivada D(A) é uma categoria triangulada, com

o automorfismo T dado pelo funtor translação.

Demonstração: Sabemos que (K(A), T, τ) é uma categoria triangulada e o con-

junto S dos quase isomorfismos é um sistema multiplicativo.

Pela definição D(A) = K(A)[S−1]. Assim, para verificarmos que D(A) é uma

categoria triangulada, pelo teorema 2.18 basta verificarmos que S é um sistema

compat́ıvel com a estrutura triangulada (Definição 2.17). Façamos isto.

(a) Se f • : X• // Y • é quase isomorfismo, então Hn(f •) é isomorfismo,

para todo n ∈ Z e dáı T (f •) : X•[1] // Y •[1] é quase isomorfismo.

(b) Consideremos o diagrama com linhas formadas por triângulos distinguidos

X•

φ1

��

// Y •

φ2

��

// Z•

φ3

��

// X•[1]

φ1

��
X ′• // Y ′• // Z ′• // X ′•[1]

com φ1, φ2 ∈ S. Devemos mostrar que φ3 ∈ S. Aplicando o funtor cohomológico

Hn(−) ao diagrama acima temos o diagrama de sequências exatas:

. . . Hn(X•)

Hn(φ1)

��

// Hn(Y •)

Hn(φ2)

��

// Hn(Z•)

Hn(φ3)

��

// Hn+1(X•)

Hn+1(φ1)
��

// Hn+1(Y •) . . .

Hn+1(φ2)
��

. . . Hn(X ′•) // Hn(Y ′•) // Hn(Z ′•) // Hn+1(X ′•) // Hn+1(Y ′•) . . .

Como Hn(φ1), Hn(φ2) são isomorfismos, para todo n ∈ Z, pelo 5-lema (lema

1.14) segue que Hn(φ3) é isomorfismo, para todo n ∈ Z. Como o sistema multi-

plicativo é compat́ıvel com a estrutura triangulada segue que D(A) é uma cate-

goria triangulada.

Como X•
f• // Y •

i• // C•f
π• // X•[1] é um triângulo distinguido em K(A)

então os triâgulos distinguidos em D(A) são:

X•

}}}}}}}}}

}}}}}}}}}
f•

  @@@@@@@@@ Y •

~~~~~~~~~

~~~~~~~~~
i•

��@@@@@@@@
C•f

~~~~~~~

~~~~~~~
π•

""DDDDDDDD

X• Y • C•f X•[1]

Observação 3.11 A categoria derivada D(A), em geral, não é abeliana.

De fato, seja u• : X• // Y • um monomorfismo em K(A). Segue do lema

3.8 que Q(u•) é monomorfismo. Suponha que D(A) seja uma categoria abeliana.

Assim temos a sequência exata curta:

0 // X•
Q(u•) // Y • // Coker(Q(u•)) // 0
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Pelo lema 3.7 temos Coker(Q(u•)) ' C•Q(u•).

Aplicando o funtor cohomológicoHomD(A)(Z
•,−), com Z• um complexo qual-

quer, ao triângulo distinguido

X•
Q(u•) // Y • // CQ(u•) // X•[1]

temos a sequência exata longa

(Z•, X•) // (Z•, Y •) // (Z•, C•Q(u•)) // (Z•, X•[1]) // (Z•, Y •[1])

Como Q(u•) é monomorfismo, então Hom(Z•, Q(u•)) também é monomor-

fismo. Logo Hom(Z•, C•Q(u•)) = 0. Como Z• é um complexo qualquer, segue que

C•Q(u•) = 0 e consequentemente Coker(Q(u•)) = 0. Portanto Q(u•) é isomor-

fismo, mas isto é falso. Tomando Y • um complexo não exato e 0• // Y • que

é monomorfismo em K(A), temos que sua localização 0• // Y • não é isomor-

fismo em D(A), pois Y • não é exato. Portanto, em geral, D(A) não é abeliana.

3.2 Complexos de objetos projetivos

Seja Proj-A a subcategoria plena de A formada por todos objetos projetivos

de A. O objetivo desta seção é provar que a categoria derivada D−(A) é equiva-

lente a categoria homotópica de complexos projetivos K−(Proj-A) quando A tem

suficientes objetos projetivos.

Lema 3.12 Sejam P • um complexo em K−(Proj-A) e X• um complexo em

K(A) aćıclico. Então qualquer morfismo f • : P • // X• é homotópico a zero.

Demonstração: Sem perda de generalidade podemos supor que o complexo P •

é tal que P j = 0, para todo j > 0. Seja f • ∈ Hom(P •, X•) como no diagrama

P • :

f•

��

. . . // P−3

f−3

��

d−3
P // P−2

f−2

��

d−2
P // P−1

f−1

��

d−1
P // P0

f0

��

// 0

0
��

// 0 //

0

��

. . .

X• : . . . // X−3
d−3
X

// X−2
d−2
X

// X−1
d−1
X

// X0
d0X

// X1
// X2 // . . .

Queremos construir, para todo k ∈ Z, morfismos hk : Pk // Xk−1 tais que

fk = dk−1
X hk + hk+1dkP . Definimos hk = 0, para todo k > 0. Seguimos induti-

vamente. Como d0
Xf

0 = 0 e X• é aćıclico, temos Im f 0 ⊂ Ker d0
X = Im d−1

X .

Assim podemos considerar o diagrama:

P0

f0

��
X−1

d−1
X

// Im d−1
X

// 0

Como P0 é projetivo, existe h0 : P0
// X−1 tal que d−1

X h0 = f 0 e como

h1 = 0 temos

d−1
X h0 + h1d0

P = f 0.
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Suponha que tenhamos hi, com i ≥ n. Então temos o diagrama comutativo:

. . . // Pn−2

fn−2

��

dn−2
P // Pn−1

fn−1

��

dn−1
P // Pn

hn||yyyyyyyy
fn

��

dnP // Pn+1

hn+1
||yyyyyyyy

fn+1

��

// . . .

. . . // Xn−2
dn−2
X

// Xn−1
dn−1
X

// Xn dnX

// Xn+1
dn+1
X

// . . .

Consideremos o morfismo ψ = fn−1 − hndn−1
P : P n−1 // Xn−1 . Dáı temos

dn−1
X ψ = dn−1

X (fn−1−hndn−1
P ) = dn−1

X fn−1−dn−1
X hndn−1

P = fndn−1
P −dn−1

X hndn−1
P =

= (fn − dn−1
X hn)dn−1

P .

Como fn = dn−1
X hn + hn+1dnP , temos

dn−1
X ψ = (fn − dn−1

X hn)dn−1
P = hn+1dnPd

n−1
P = 0.

Assim ψ fatora pelo Ker dn−1
X e temos o diagrama comutativo:

Pn−1

ϕ %%KKKKKKKKK
ψ // Xn−1

Ker dn−1
X

+ �

99ssssssssss

Como X• é aćıclico, temos Ker dn−1
X = Im dn−2

X . Como Pn−1 é projetivo,

existe um morfismo hn−1 : Pn−1
// Xn+3 tal que o diagrama

Pn−1

hn−1

yys
s

s
s

s
ϕ

��

Xn−2

dn−2
X

// Ker dn−1
X

// 0

é comutativo. Então temos o diagrama comutativo:

Xn−2

π

%% %%KKKKKKKKKK

dn−2
X // Xn−1

Ker dn−1
X

+ �

99ssssssssss

P n−1

ϕ

OOhn−1

\\999999999999999999

ψ

BB������������������

e podemos deduzir que:

ψ = dn−2
X hn−1 ⇒ fn−1 − hndn−1

P = dn−2
X hn−1 ⇒ fn−1 = hndn−1

P + dn−2
X hn−1

como queŕıamos.

Nosso próximo lema nos diz que, em K(A), quase isomorfismo que chegam em

complexo de projetivos é invert́ıvel à direita. E em seguida, veremos que quase

isomorfismos em K−(Proj-A) são isomorfismos.
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Lema 3.13 Sejam P • um complexo em K−(Proj-A) e X• um complexo em

K−(A). Se o morfismo s• : X• // P • é um quase isomorfismo, então existe

k• : P • // X• tal que s•k• : P • // P • é homotópico a 1•P .

Demonstração: Aplicando (T1) ao morfismo s• temos o triângulo distinguido

X•
s• // P •

i• // C•s // X•[1]

em K−(A). Como s• é quase isomorfismo, pelo lema 3.3, temos que C•s é aćıclico

e pelo lema anterior, temos i• : P • // C•s homotópico a zero. Seja h• a homo-

topia correspondente:

hn =

(
kn

tn

)
: P n // Cn−1

s = Xn ⊕ P n−1 .

Assim, in = hn+1dnP + dn−1
Cs

hn : P n // Xn+1 ⊕ P n . Portanto,(
0

1Pn

)
= in =

(
kn+1

tn+1

)
dnP + dn−1

Cs

(
kn

tn

)
=

(
kn+1dnP − dnXkn

tn+1dnP + snkn + dn−1
P tn

)
.

Disso deduzimos que kn+1dnP = dnXk
n e então temos que k é um morfismo de

complexos. E ainda,

1Pn = tn+1dnP + snkn + dn−1
P tn ⇒ 1Pn − snkn = tn+1dnP + dn−1

P tn.

Portanto s•k• : P • // X• é homotópico a 1•P .

Proposição 3.14 Sejam P •, Q• complexos em K−(Proj-A) e s• : P • // Q•

um quase isomorfismo. Então s• é um isomorfismo em K−(Proj-A).

Demonstração: Como Q• é projetivo e s• é quase isomorfismo então pelo lema

anterior existe k• : Q• // P • tal que s•k• é homotópico a 1•Q. Assim,

Hn(s•k•) = Hn(s•)Hn(k•) = Hn(1•Q) = 1Hn(Q•),

para todo n ∈ Z. Como s• é quase isomorfismo temos Hn(s•) é isomorfismo,

para todo n ∈ Z. Pela igualdade acima e como Hn(s•) é isomorfismo, para todo

n ∈ Z, temos Hn(k•) também é, e, consequentemente k• é quase isomorfimo.

Agora, como P • é projetivo e k• é um quase isomorfismo, novamente pelo

lema anterior existe u• : P • // Q• tal que k•u• é homotópico a 1•P . Assim,

u• = 1•Qu
• = s•k•u• = s•1•P = s•

em K−(Proj-A). Conclúımos então que s•k• ∼ 1•Q e k•s• ∼ 1•P e portanto s• é

um isomorfismo em K−(Proj-A).

Como vimos, a classe de quase isomorfismos em K−(Proj-A) coincide com

a classe dos isomorfismos. Assim, a localização da categoria K−(Proj-A) pelo

sistema multiplicativo S ∩Mor(K−(Proj-A)) coincide com K−(Proj-A), onde

Mor(K−(Proj-A)) são os morfismos na categoria K−(Proj-A).
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Teorema 3.15 O funtor restrição Q : K−(Proj −A) // D−(A) do funtor lo-

calização Q : K−(A) // D−(A) é fiel e pleno.

Demonstração: Seja S a classe dos quase isomorfismos emK−(A). Pela proposi-

ção 3.14, temos que SK−(Proj−A) = S ∩Mor(K−(Proj − A)) é um sistema mul-

tiplicativo em K−(Proj-A). E ainda, pelo lema 3.13, dado s• : X• // P • um

quase isomorfismo, com P • ∈ K−(Proj-A) eX• ∈ K−(A), existe k• : P • // X•

tal que s•k• = 1•P em K−(A). Assim, pela proposição 1.32 temos que o funtor

K−(Proj −A) // K−(A)[S−1] = D−(A) é fiel e pleno.

Lema 3.16 Qualquer diagrama da forma

K
� �
iϕ′ψ // P

ψ
����
A′

ϕ′ //

t

��

B′

h
��

Q � �

iϕ
// A ϕ

// B

com o quadrado um diagrama pullback, ψ um epimorfismo, K = Ker(ϕ′ψ) e

Q = Ker(ϕ) pode ser completado com um epimorfismo g : K // Q tal que o

diagrama

K

g

�����
�
�
�
�
�
�

� �
iϕ′ψ // P

ψ
����
A′

ϕ′ //

t

��

B′

h
��

Q � �

iϕ
// A ϕ

// B

é comutativo.

Demonstração: Considerando o morfismo 0 : Q // B′ , temos h ◦ 0 = 0 =

ϕ ◦ iϕ. Como o quadrado é pullback, existe λ : Q // A′ tal que ϕ′ ◦ λ = 0 e

t ◦ λ = iϕ, ou seja, temos o diagrama comutativo:

Q
λ

��

iϕ

$$

0

��
A′

ϕ′ //

t
��

B′

h
��

A ϕ
// B

Seja iϕ′ : K ′ // A′ , onde K ′ é o núcleo de ϕ′. Como ϕ′λ = 0, pela pro-

priedade universal do núcleo, existe µ : Q // K ′ tal que iϕ′µ = λ, ou seja,
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temos o diagrama comutativo:

Q λ //

µ
  @

@
@

@ A′
ϕ′ // B′

K ′

iϕ′

OO

E ainda, como ϕ t iϕ′ = hϕ′iϕ′ = 0, novamente pela propriedade universal

do núcleo, existe η : K ′ // Q tal que t iϕ′ = iϕη, ou seja, temos o diagrama

comutativo:

A′
t // A

ϕ // B (∗)

K ′

iϕ′

OO

η
//___ Q

iϕ

OO

Disso temos iϕηµ = t iϕ′µ = tλ = iϕ. Como iϕ é monomorfismo, ηµ = 1Q e

portanto, η é epimorfismo.

Agora, como ϕ′ψ iϕ′ψ = 0, pela propriedade universal do núcleo, existe

f : K // K ′ tal que iϕ′f = ψiϕ′ψ, ou seja, temos o diagrama comutativo:

P
ψ // A′

ϕ′ // B′ (∗∗)

K

iϕ′ψ

OO

f
//___ K ′

iϕ′

OO

Os diagramas (∗) e (∗∗) obtemos o seguinte diagrama comutativo:

K

f
��

� �
iϕ′ψ // P

ψ
����

K ′

η

��

� �
iϕ′ // A′

ϕ′ //

t

��

B′

h
��

Q � �

iϕ
// A ϕ

// B

Observemos que o diagrama superior é um pullback. De fato, sejam T ∈ ObA,

j : T // P e j′ : T // K ′ tais que iϕ′j
′ = ψ j.

T

j′

$$

j

��
K

iϕ′ψ

//

f
��

P

ψ
��

K ′ iϕ′
// A′

Como ϕ′ψ j = ϕ′iϕ′j
′ = 0, pela propriedade universal do núcleo, existe

α : T // K tal que iϕ′ψα = j, ou seja, temos o diagrama comutativo:

T
α

��@
@

@
@
j // P

ψ // A′
ϕ′ // B′

K

iϕ′ψ

OO
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E ainda temos:

ψj = iϕ′j
′ ⇒ ψ iϕ′ψ α = iϕ′j

′ ⇒ iϕ′fα = iϕ′j
′.

Como iϕ′ é monomorfismo, segue que fα = j′. Logo o quadrado é um pullback.

Portanto como ψ é epimorfismo pelo lema 1.16 temos que f também o é.

Finalmente, o epimorfismo g é definido como a composição g = ηf .

Proposição 3.17 Seja A uma categoria abeliana com suficientes projetivos. Se

X• é um complexo tal que Xn = 0, para todo n > 0, então existe um complexo P •

tal que P n = 0, para todo n > 0 e existe um quase isomorfismo s : P • // X• .

Demonstração: Seja o complexo

X• : . . . // X−n−1
d−n−1
X // X−n

d−nX // . . . // X−1
d−1
X // X0 // 0 .

Para todo n > 0, definimos P n = 0. Como A tem suficientes projetivos temos

o epimorfismo ϕ0 : P 0 // X0 , com P 0 projetivo. Consideremos o pullback de

d−1
X e ϕ0 como no diagrama:

T 0 //

��

P 0

ϕ0

��
X−1

d−1
X

// X0

Como T 0 ∈ A temos um epimorfismo P−1 // T 0 , com P−1 projetivo.

Definimos s−1 : P−1 // P 0 como a composição P−1 // T 0 // P 0 . Agora

consideremos o núcleo de s−1 e construimos o diagrama pullback

T−1

��

// Ker s−1

��
P−1

��
T 0

��
X−2

d−2
X

// X−1

ComoA tem suficientes objetos projetivos temos um epimorfismo P−2 // T−1

e definimos s−2 : P−2 // P−1 pela composição

P−2 // T−1 // Ker s−1
// P−1 .
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Seguindo com essa construção temos o diagrama:

. . . P−3

��
T−2 //

��

Ker s−2

��
P−2

��
T−1 //

��

Ker s−1

��
P−1

��
T 0

��

// P 0

��
. . . X−3

d−3
X

// X−2

d−2
X

// X−1

d−1
X

// X0 // 0

Pela forma como foram constrúıdas, as aplicações s−k : P−k // P−k+1 fa-

toram pelo Ker s−k+1. Consequentemente, Im s−k ⊂ Ker s−k+1. Assim obtemos

um complexo de objetos projetivos:

P • : . . . // P−k
s−k // P−k+1

s−k+1 // . . . // P 0 // 0

Resta verificarmos que este complexo é quase isomorfo a X•. Consideremos o

diagrama:

Ker s−n−1
� � // P−n−1

����
T−n //

��

Ker s−n

��
Ker d−n−1

X
� � // X−n−1

d−n−1
X

// X−n

Pelo lema 3.16 existe um epimorfismo g : Ker s−n−1
// // Ker d−n−1

X . Con-

sideremos o pullback de g e α, com α sendo a inclusão da Im d−n−2
X no Ker d−n−1

X

Z
α′ //

g′

��

Ker s−n−1

g

��
Im d−n−2

X α
// Ker d−n−1

X

Pelo lema 1.16 temos que α′ é monomorfismo porque α o é e g′ é epimorfismo

porque g o é. Queremos provar que Z = Im s−n−2. Para isso, consideremos o
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seguinte diagrama:

P−n−2

λ1

%%KKKKKKKKKK

T−n−1
λ2 //

δ

��

w

&&MMMMMM Kers−n−1

g

����

λ3

&&NNNNNNNNNN

Z
* 


α′
77ooooooooooooo

g′

��

P−n−1

Ker d−n−1
X� _

µ

��
X−n−2

γ
// // Im d−n−2

X β
//

* 


α
77ppppppppppp

X−n−1

onde o morfismo w : T−n−1 // Z existe pois µ g λ2 = β γ δ = µ α γ δ e como

µ é monomorfismo, gλ2 = αγδ e Z é um pullback. Observemos que:

T−n−1

δ

��

w // Z

g′

��

X−n−2 // Im d−n−2
X

é um pullback, pois α′ é monomorfismo e o quadrado exterior ao diagrama é

pullback no passo −n − 1. Assim, como γ é epimorfismo, então w também o é.

Logo temos a fatorização de s−n−2:

P−n−2
λ1 // T−n−1 w // Z

α′ // Ker s−n−1
λ3 // P−n−1

com wλ1 epimorfismo e λ3α
′ monomorfismo.

P−n−2
s−n−2 //

wλ1 ##FFFFFFFFF P−n−1

Z
λ3α′

;;xxxxxxxxx

Então como A é uma categoria abeliana, temos Z = Im s−n−2.

Assim consideremos o seguinte diagrama comutativo:

0 // Im s−n−2
α′ //

g′

��

Ker s−n−1
v′ //

g

��

H−n−1(P •) //

ρ

��

0

0 // Im d−n−2
X α

// Ker d−n−1
X v

// H−n−1(X•) // 0

onde as linhas são sequências exatas curtas e o primeiro quadrado é pullback.

Como g e v são epimorfismos temos que ρ também é um epimorfismo. Resta

verificarmos que ρ é um monomorfismo. Como o primeiro quadrado do diagrama
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anterior é um pullback entre monomorfismo e um epimorfismo podemos completá-

lo ao diagrama comutativo:

Ker g′

��

1 // Ker g

��

// Ker ρ

��
0 // Im s−n−2

α′ //

g′

��

Ker s−n−1
v′ //

g

��

H−n−1(P •) //

ρ

��

0

0 // Im d−n−2
X

��

α
// Ker d−n−1

X

��

v
// H−n−1(X•) // 0

0 0

Aplicando o lema da Serpente 1.15, obtemos Ker ρ = 0 e então ρ é monomor-

fismo. Portanto s : P • // X• é quase isomorfismo.

Corolário 3.18 Seja A uma categoria abeliana com suficientes projetivos. O

funtor Q : K−(Proj-A) −→ D−(A) é uma equivalência de categorias.

Demonstração: Pelo teorema 3.15 o funtor é fiel e pleno. Como A tem sufi-

cientes projetivos, pela proposição anterior, para todo complexo X• em K−(A)

existe um complexo P • em K−(Proj-A) e um quase isomorfismo s : P • // X• .

Assim Q(s) é um isomorfismo em D−(A). Portanto o funtor também é denso.

Corolário 3.19 Seja A uma categoria abeliana com suficientes projetivos. O

funtor K−,b(Proj −A) −→ Db(A) é uma equivalência de categorias.

Observação 3.20 Analogamente podemos provar que a categoria K+(Proj-A)

é equivalente a categoria D+(A) e que a categoria Kb(Proj-A) é equivalente a

categoria Db(A)

Proposição 3.21 Seja Λ uma álgebra. Se Q• é um complexo de Λ-módulos

projetivos finitamente gerados, onde Qi = 0, para i < −n e i > 0 e N é um

Λ-módulo qualquer, então HomD(Λ)(Q
•, N [i]) = 0, para i > n e i < 0.

Demonstração: De fato, seja P •N uma resolução projetiva do Λ-módulo N .

P •N : . . . // P−2 // P−1 // P 0 // 0

Em D(Λ) temos o isomorfismo

HomD(Λ)(Q
•, N [i]) ' HomD(Λ)(Q

•, P •N [i]) (∗)

Como K−(Proj-Λ) é uma categoria equivalente a D−(Λ) e Q• e P •N são pro-

jetivos, pelo corolário 3.18 temos

HomD−(Λ)(Q
•, P •N [i]) ' HomK−(Λ)(Q

•, P •N [i]) = 0, (∗∗)

para i > n e i < 0, pois como Q• é um complexo da forma:

. . . // 0 // Q−n // Q−n+1 // . . . // Q−1 // Q0 // 0 // . . .
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e considerando P •N [i], para i > n, teremos um diagrama da forma:

. . . // 0 //

��

0 //

��

. . . // Q−n //

��

Q−n+1 //

��

. . . // Q0 //

��

0 //

��

. . .

. . . // P−1 // P 0 // . . . // 0 // 0 // . . . // 0 // 0 // . . .

e em K−(Λ), o único morfismo que podemos ter é o morfismo nulo. Agora se

tivermos P •N [i], para i < 0, teremos um diagrama da forma:

. . . // 0 //

��

Q−n //

��

. . . // Q0 //

��

0 //

��

. . . // 0 //

��

. . .

. . . // P−n−2 // P−n−1 // . . . // P j−1 // P j // . . . // P 0 // . . .

e emK−(Λ), como P •N é um complexo exato, segue que o único morfismo que pode-

mos ter é o morfismo nulo. Combinando (∗) e (∗∗) temos HomD(Λ)(Q
•, N [i]) = 0,

para i > n e i < 0.

A seguinte proposição relaciona os morfismos da categoria derivada, entre um

complexo de projetivos e um complexo qualquer, com os morfismos da categoria

homotópica de complexos entre os mesmos objetos.

Proposição 3.22 Seja o complexo P • ∈ K−(Proj-A). Então para qualquer

complexo Y •, a aplicação canônica

φ : HomK(A)(P
•, Y •) −→ HomD(A)(P

•, Y •)

f 7−→ f

1

é bijetiva.

Demonstração: Vejamos primeiro que φ é sobrejetora: Dado um morfismo
f •

s•

representado por P • X•
s•oo f• // Y • em HomD(A)(P

•, Y •). Como s• é quase

isomorfismo, pelo lema 3.13, existe um morfismo s′• : P • // X• tal que s•s′• =

1•P em K(A). Então temos o seguinte diagrama comutativo:

X•

s•

}}zzzzzzzz
f•

!!DDDDDDDD

P • P •

s′•

OO

f•s′• // Y •

P •

DDDDDDDD

DDDDDDDD f•s′•

==zzzzzzzz

Assim os morfismos
f •

s•
e
f •s′•

1
são isomorfos em D(A). Portanto, existe um

morfismo f •s′• : P • // Y • em K(A) cuja imagem por φ é
f •

s•
.

Agora vejamos que φ é injetora: Sejam f •1 , f
•
2 : P • // Y • morfismos tais

que
f •1
1•

e
f •2
1•

são equivalentes. Então existe um complexo X•, um morfismo
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t• : X• // Y • e um quase isomorfismo s• : X• // P • tal que o seguinte

diagrama comuta:

P •

zzzzzzzz

zzzzzzzz
f•1

!!DDDDDDDD

P • X•
s•oo t• //

s•

OO

s•

��

Y •

P •

DDDDDDDD

DDDDDDDD f•2

==zzzzzzzz

Portanto f •1 s
• = t• = f •2 s

•. Pelo lema 3.13 existe k• : P • // X• tal que

s•k• ∼ 1•P . Portanto f •1 = f •2 .

Lema 3.23 Para qualquer par de objetos A,B ∈ A e para todo n ∈ Z, existe um

isomorfismo canônico ExtnA(A,B) // HomD(A)(A, T
nB) onde estamos iden-

tificando os objetos como complexos concentrados de grau zero.

Demonstração: Seja

P •A : . . . // P n+1
dn // P n // . . . // P 2

d1 // P 1
d0 // P 0 // 0

uma resolução projetiva do objeto A. Assim, por definição,

Extn(A,B) = Hn(HomA(P •A, B)),

onde HomA(P •A, B) é o complexo

0 // HomA(P 0, B)
Hom(d0,B) // HomA(P 1, B)

Hom(d1,B) // HomA(P 2, B) // . . .

com Hom(di, B)(f) = fdi.

Vamos construir um isomorfismo entre HomK(A)(P
•
A, T

nB) e ExtnA(A,B).

Observemos primeiro que um morfismo f̃ de complexos entre P •A e T nB é
uma famı́lia de morfismos fi, com i ∈ Z tal que fi = 0, para todo i 6= n e
fn = f : P n // B de modo que fdn = 0, como no diagrama:

P •A :

f̃
��

. . . // Pn+1
dn //

0

��

Pn
dn−1 //

f

��

Pn−1

0

��

// . . . // P 1

0

��

d0 // P 0 //

0

��

0 //

0

��

. . .

TnB : . . . // 0 // B // 0 // . . . // 0 // 0 // 0 // . . .

Como fdn = 0 temos f ∈ Ker Hom(dn, B) assim podemos considerar sua

classe [f ] no quociente
Ker Hom(dn, B)

Im Hom(dn−1, B)
= Hn(HomA(P •A, B). Vejamos que o

morfismo
φ : HomK(A)(P

•
A, T

nB) −→ ExtnA(A,B)

f̃ 7−→ [f ]

é um isomorfismo. Se f ∼ g, então H i(f) = H i(g). Logo [f ] = [g]. Portanto φ

está bem definida.
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Provemos que φ é injetiva: sejam f̃ , g̃ ∈ HomK(A)(P
•
A, T

nB) tal que [f ] = [g].

Assim, f−g ∈ Im Hom(dn−1, B) e então existe h : P n−1 // B tal que f−g =

hdn−1. Portanto f̃ − g̃ é homotópico a zero.

. . . // P n+1
dn //

0
��

P n

0
{{xxxxxxxxx

dn−1 //

f−g
��

P n−1

h{{x
x

x
x

x
0
��

dn−2 // P n−2 //

0
zzuuuuuuuuuu

��

. . .

. . . // 0 // B // 0 // 0 // . . .

Vejamos agora que φ é sobrejetora: dado [f ] ∈ Ker Hom(dn, B)

Im Hom(dn−1, B)
, temos

f : P n // B tal que fdn = 0. Assim, temos f̃ tal que fi = 0, para todo i 6= n

e fn = f um morfismo de complexos entre P •A e T nB tal que φ(f̃) = [f ]. Portanto

temos ExtnA(A,B) ' HomA(P •A, T
nB).

Pela proposição 3.22, temos HomK(A)(P
•
A, T

nB) ' HomD(A)(P
•
A.T

nB). Como

P •A e A são quase isomorfos, temos HomD(A)(P
•
A, T

nB) ' HomD(A)(A, T
nB).

Disso, temos

ExtnA(A,B) ' HomD(A)(A, T
nB).

Corolário 3.24 Seja A uma categoria abeliana e D(A) a respectiva categoria

derivada, então temos a imersão A � � // D(A) .

Demonstração: Para cada objeto X ∈ A, associamos a sua resolução projetiva,

X• ' P •X , onde vemos X• como complexo concentrado no ńıvel zero.

Para morfismos, usando o lema anterior temos:

HomA(X, Y ) ' Ext0A(X, Y ) ' HomD(A)(X,T
0Y ) = HomD(A)(X, Y ).
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Caṕıtulo 4

Teorema de Morita para
categoria derivada

Neste caṕıtulo iremos provar o teorema de Morita para categoria derivada e

como referência usamos [11].

No que segue as categorias são aditivas e os funtores são funtores aditivos.

Os anéis são associativos com unidade. Os módulos, a menos que afirmamos o

contrário, são módulos à direita.

Associados com um objeto X de uma categoria Λ, temos as seguintes subcate-

gorias plenas de Λ: Sum-X consiste de todas as somas diretas de cópias de X;

Add-X consiste de todos os somandos diretos de somas diretas de cópias de X;

add-X consiste de todos os somandos diretos de somas finitas de cópias de X.

Associado com um anel Λ, temos as seguintes categorias: Mod-Λ é a categoria

de todos Λ-módulos à direita; mod-Λ é a categoria dos Λ-módulos finitamente

gerado; Free-Λ é a categoria dos Λ-módulos livres; Proj-Λ é a categoria dos

Λ-módulos projetivos; proj-Λ é a categoria dos Λ-módulos projetivos finitamente

gerado.

Para anéis temos o teorema de Morita ([12]) que diz:

Teorema: Sejam Λ e Γ anéis. Então:

Mod-Λ ∼Mod-Γ⇔ ∃ P ∈ proj-Λ

tal que

(1) EndΛP ' Γ.

(2) add-P gera mod-Λ (como categoria abeliana)

Para categoria derivada Rickard provou em [11] o seguinte teorema:

Teorema: Sejam Λ e Γ anéis. São equivalentes:

(i) K−(Proj-Λ) ∼ K−(Proj-Γ)

(ii) Db(Λ) ∼ Db(Γ)

(iii) Kb(Proj-Λ) ∼ Kb(Proj-Γ)

(iv) Kb(proj-Λ) ∼ Kb(proj-Γ)
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(v) Existe um complexo T • ∈ Kb(proj-Λ) tal que

(1) Hom(T •, T •[i]) = 0, para i 6= 0.

(2) add-T • gera Kb(proj-Λ) (como categoria triangulada).

com End T • ' Γ.

A equivalência (ii) ⇔ (v) é semelhante ao Teorema de Morita e devido essa

semelhança, costuma-se dizer que Rickard desenvolveu uma teoria de Morita para

categoria derivada.

Se Λ e Γ satisfazem as condições do teorema anterior dizemos que Λ e Γ são

derivadamente equivalentes.

O complexo T • que satisfaz as condições (1) e (2) da condição (v) do teo-

rema anterior é chamado complexo inclinante. Se satisfaz apenas a condição (1),

dizemos que T • é parcialmente inclinado.

Nas próximas seções nos concentraremos na demonstração do Teorema de

Rickard.

4.1 Construção do funtor F entre K−(Proj-Γ) e

K−(Proj-Λ)

Suponhamos que existe T • ∈ Kb(proj-Λ) tal que Hom(T •, T •[i]) = 0, para

i 6= 0. Iremos construir um funtor exato aditivo

F : K−(Proj − Γ) −→ K−(Proj − Λ)

o qual é fiel e pleno.

Para a construção do funtor F , mostraremos primeiro que K−(Proj-Γ) ∼
K−(Free-Γ), em seguida mostraremos que Free-Γ ' Sum-T • e consequente-

mente K−(Proj-Γ) ∼ K−(Sum-T •). Assim será suficiente construir um funtor

entre as categorias K−(Sum-T •) e K−(Proj-Λ). Isso será feito explicitamente

para objetos da categoria C−(Sum-T •)(será definida a seguir) para quem associ-

amos algo como uma generalização de um bicomplexo de tal modo que podemos

definir o complexo total como em 1.24.

Este procedimento define um funtor φ : C−(Sum-T •) −→ K−(Proj-Λ) o qual

fatora pelo mergulho natural C−(Sum-T •) −→ K−(Sum-T •). Isso juntamente

com as equivalências acima nos dá o funtor F . Em seguida verificaremos que esse

funtor F é aditivo e exato.

Vejamos o esquema:
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G(Λ)
complexo total

wwppppppppppp
C−(Sum− T •)associaç~aooo

��

φ

rrfffffffffffffffffffffff

K−(Proj − Λ) K−(Sum− T )oo

o
��

K−(Free− Γ)

o
��

K−(Proj − Γ)

F

hhQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

Sejam então Λ um anel e T • ∈ Kb(proj-Λ) tal que Hom(T •, T •[i]) = 0, para

i 6= 0 e End T • ' Γ.

Lema 4.1 Se X• ∈ Kb(proj-Λ), então Hom(T •,−) : K−(Proj-Λ) −→ Ab co-

muta com soma direta arbitrária.

Demonstração: veja [13] e [5].

Lema 4.2 O funtor Hom(T •,−) : K−(Proj-Λ) −→Mod-Γ induz uma equivalência

entre Sum-T • e Free-Γ.

Demonstração: Seja X ∈ Sum-T •, ou seja, X = ⊕T •. Como T • ∈ Kb(proj-Λ),

pelo lema anterior, temos

Hom(T •, X) = Hom(T •,⊕T •) ' ⊕Hom(T •, T •) ' ⊕Γ ∈ Free− Γ

Portanto Sum - T • ' Free-Γ.

Lema 4.3 O mergulho natural K−(Free-Γ) ↪→ K−(Proj-Γ) é denso (e conse-

quentemente uma equivalência).

Demonstração: Seja P • : . . . −→ P−2 −→ P−1 −→ P 0 −→ 0 −→ . . . um

complexo em K−(Proj-Γ).

Como P 0 é um módulo projetivo, P 0 é um somando direto de um módulo

livre, ou seja, L0 = P 0⊕Q0, onde L0 é um módulo livre. Somando os complexos

abaixo,

. . . −→ P−2 −→ P−1 −→ P 0 −→ 0 −→ 0 −→ . . .
⊕

. . . −→ 0 −→ Q0 −→ Q0 −→ 0 −→ 0 −→ . . .

temos o complexo

. . . // P−2 // P−1 ⊕Q0
// P 0 ⊕Q0

// 0 // . . .

Novamente, como P−1 ⊕Q0 é projetivo, P−1 ⊕Q0 é somando de um módulo

livre, ou seja, L1 = P−1⊕Q0⊕Q1, com L1 módulo livre. Somando os complexos

. . . −→ P−3 −→ P−2 −→ P−1 ⊕Q0 −→ P 0 ⊕Q0 −→ 0 −→ . . .
⊕

. . . −→ 0 −→ Q1 −→ Q1 −→ 0 −→ 0 −→ . . .
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temos o complexo

. . . // P−2 ⊕Q1
// P−1 ⊕Q0 ⊕Q1

// P 0 ⊕Q0
// 0 // . . .

Seguindo esse procedimento, obtemos:

. . . // L3
// L2

// L1
// L0

// 0 // . . . ∈ K−(Free− Γ)

Pela observação 2.23 , temos que o complexo Q•i é zero em K−(Proj-Γ), onde

Q•i é um complexo tal que Qj
i = Qi, se j = i e j = i − 1 e Qj

i = 0, caso

contrário. Consequentemente, P • ' P • ⊕ (⊕Q•i ). Logo o funtor é denso e temos

uma equivalência entre as categorias K−(Free-Γ) e K−(Proj-Γ).

Pelos lemas 4.2 e 4.3, temos:

K−(Proj-Γ) ' K−(Free-Γ) ' K−(Sum-T •)

Note que imagem de Γ por essa equivalência é T •.

Nosso próximo passo é construir um funtor de K−(Sum-T •) em K−(Proj-Λ).

Para isso, definiremos a categoria C−(Sum-T •) e em seguida construiremos um

funtor aditivo de C−(Sum-T •) em K−(Proj-Λ) provando que esse funtor fatora

através do funtor natural de C−(Sum-T •) em K−(Sum−T •).

Definição 4.4 Seja dI a diferencial do complexo T •. A categoria C−(Sum-T •)

tem como objeto uma sequência de complexos sobre Proj-Λ que são somas diretas

de cópias de T •, junto com uma sequência de classes de homotopia δ de funções

entre elas tal que dIdII = dIIdI e a aplicação d2
II é homotópico a zero, onde dII

é um representante de δ. Um objeto de C−(Sum-T •) é denotado por (X, δ).

Sejam (X, δ) e (Y, δ′) objetos em C−(Sum-T •). Um morfismo α : X // Y
é tal que αdI = dIα e αdII ∼ d′IIα, onde dII é um representante de δ e d′II , um

representante de δ′.

Seja (X, δ) um objeto de C−(Sum-T •). Escolhendo um representante dII em
cada classe de homotopia, então podemos visualizar esse objeto como:

...

��

...

��

...

��

...

��
⊕
λj

T •

��

. . . // Xi−1,j
di−1,j
I //

di−1,j
II

��

Xi,j
di,jI //

di,jII

��

Xi+1,j
di+1,j
I //

di+1,j
II

��

. . .

⊕
λj+1

T •

��

. . . // Xi−1,j+1
di−1,j+1
I //

di−1,j+1
II

��

Xi,j+1
di,j+1
I //

di,j+1
II

��

Xi+1,j+1
di+1,j+1
I //

di+1,j+1
II

��

. . .

⊕
λj+2

T •

��

. . . // Xi−1,j+2

��

di−1,j+2
I // Xi,j+2

��

di,j+2
I // Xi+1,j+2

��

di+1,j+2
I // . . .

...
...

...
...
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onde X i,j =
⊕
λj

T i, para todo i e j.

Observação 4.5 Seja (X, δ) um objeto de C−(Sum-T •). Escolhendo um repre-

sentante dII em cada classe de homotopia, resulta que (X•,•, dI , dII) satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) X•,• é um objeto bigraduado;

(ii) dI tem grau (1, 0) dado pelo complexo T •;

(iii) dII tem grau (0, 1) dado pelas aplicações entre o complexo original.

(iv) X i,j 6= 0 para somente uma quantidade finita de ı́ndices i ou j;

(v) d2
I = 0;

(vi) dIdII = dIIdI

(vii) Visto como complexo (X•,j, dI) é soma direta de cópias de T •, para cada j.

(viii) Se α : X // Y é um morfismo em C−(Sum-T •), então α define, a menos

de homotopia, um morfismo graduado α0 : X•,• // Y •,• de grau (0,0).

Assim, os objetos de C−(Sum-T •) são quase bicomplexos. Seja (X, δ) um

objeto em C−(Sum-T •), com dII um representante de δ. Tentaremos tomar o

complexo total de (X•,•, dI , dII) como definido no caṕıtulo 1 em 1.24.

Temos que verificar que esta construção fornece um complexo. Vamos escolher

X i,j e checar isso. Assim, o correspondente complexo total a partir de X i,j é:

X i,j

(
di,jI di,jII

)t
// X i+1,j ⊕X i,j+1

 di+1,j
I di+1,j

II 0

0 di,j+1
I di,j+1

II

t
// X i+2,j ⊕X i+1,j ⊕X i,j+2

Precisamos verificar se realmente temos uma diferencial. Fazendo a com-

posição temos, di+1,j
I 0

di+1,j
II di,j+1

I

0 di,j+1
II

( di,jI
di,jII

)
=

 di+1,j
I di,jI

di+1,j
II di,jI + di,j+1

I di,jII
di,j+1
II di,jII


Observemos que a primeira componente é zero pois dI é uma diferencial. A

segunda componente não é zero, mas pode ser zero se escolhermos (−1)i+jdi,jII em

vez de di,jII e pela observação 4.5 no item (vi), temos que a segunda componente

é zero. Agora como di,j+1
II di,jII ∼ 0, a terceira componente, em geral, não é zero.

Logo não temos um complexo.

Renomearemos d0 := di,jI e d1 := (−1)i+jdi,jII .

Vejamos um exemplo para ver o que está acontecendo com o intuito de con-

tornar esse problema.
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Exemplo 4.6 Pelo exemplo 1.35 temos que o módulo simples S(d) não tem auto

extensões, ou seja, para i 6= 0, Exti(S(d), S(d)) = 0. De fato, como S(d) = I(d)

é injetivo segue que Exti(S(d), S(d)) = 0. Consideremos S(d) como complexo

concentrado e o representemos por sua resolução projetiva, a dizer T • como segue:

T • : 0 // P (a)

(
jb jc

)t
// P (b)⊕ P (c)

(
ib ic

)
// P (d) // 0 ,

onde as inclusões de P (b) e P (c) em P (d) são denotadas por ib e ic e as inclusões

de P (a) em P (b) e P (c) são denotadas por jb e jc. Considere o seguinte objeto

em C−(Sum-T •):

0

��

// P (a)

 jb
jc


��

 jb
−jc


// P (b)⊕ P (c)

(
ib −ic

)

��

(
ib ic

)
// P (d)

��

// 0

0

��

// P (a)

 jb
−jc


��

 −jb
jc


// P (b)⊕ P (c)

(
ib ic

)

��

−
(
ib ic

)
// P (d)

��

// 0

0 // P (a) jb
−jc


// P (b)⊕ P (c)(

ib ic
)// P (d) // 0

É fácil checar que os quadrados são comutativos. Além disso, a composição

de aplicações verticais consecutivas é homotópico a zero. De fato, o único ńıvel

que precisamos checar é a composição

P (a)

 jb
jc


// P (b)⊕ P (c)

(
ib ic

)
// P (d) .

Mas pelo diagrama anterior existem as aplicações

P (a)

 jb
jc


// P (b)⊕ P (c) e P (b)⊕ P (c)

(
ib ic

)
// P (d)

tais que: (
ib ic

)( jb
jc

)
=
(
ib ic

)( jb
jc

)
+
(
ib ic

)( jb
−jc

)
Agora vamos tomar o complexo total associado a esse objeto de C−(Sum-T •)

0 // [P (a)]3
α // [P (b)⊕ P (c)]3

β // [P (d)]3 // 0 ,

onde α =


jb 0 0
−jc 0 0
jb −jb 0
jc jc 0
0 −jb jb
0 jc −jc

 e β =

 ib ic ib −ic 0 0
0 0 −ib −ic ib ic
0 0 0 0 ib ic

. Note que
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βα =

 2ibjb − 2icjc −ibjb − icjc 0
−ibjb − icjc 0 ibjb − icjc

0 −ibjb + icjc ibjb − icjc

 .

Dessa forma βα não é zero e trocando sinais na definição das aplicações

não resolve pois existem entradas de mesmo sinal. Logo não podemos tomar

diretamente o complexo total.

O problema é que se d é a diferencial do complexo total, então d2 é por
definição a soma d0d0 +d0d1 +d1d0 +d1d1, onde d0 é a diferencial do complexo T •

e d1 as aplicações verticais do objeto de C−(Sum-T •) considerado. O primeiro
termo é zero pois trata-se de uma diferencial, o segundo e o terceiro cancelam,
mas o último não é zero e sim, homotópico a zero. Isto significa que existe uma
aplicação homotopia h de grau (−1, 2) tal que −d2

1 = hd0 +d0h. Definindo d2 = h
e tomando a nova diferencial como d = d0 + d1 + d2, temos

d2 = (d0+d1+d2)2 = d2
0︸︷︷︸

=0

+ d0d1 + d1d0︸ ︷︷ ︸
=0

+ d1d1 + d0d2 + d2d0︸ ︷︷ ︸
=0

+ d1d2︸︷︷︸
=0

+ d2d1︸︷︷︸
=0

+ d2
2︸︷︷︸

=0

= 0.

Em geral, isso ainda não resolve o problema. Quando se muda a diferencial

adicionando d2, temos naturalmente que verificar em cada ńıvel que temos uma

diferencial. Em graus maiores do complexo total não existe uma garantia para

isso. Em nosso exemplo não existem graus mais elevados para checar.

O que é feito, em geral, é ir produzindo endomorfismos di, i ∈ N de forma a

corrigir cada ńıvel da diferencial do complexo total. A medida que produzimos

os endomorfismos di, o “defeito”do complexo total aparece em um ńıvel mais

elevado, mas com a suposição de T • (o desaparecimento de morfismos deslocados

a menos de homotopia) nos permite usar o mesmo “truque”para corrigir este

próximo ńıvel também. Como T • é limitado, isto implica que o nosso problema

eventualmente desaparece.

A diferença entre o que queremos (uma diferencial para o complexo total)

e o que realmente temos é um endomorfismo de translação, consequentemente

homotópico a zero (mas não necessariamente zero). Assim, a idéia para resolver

o problema é: escolhendo uma homotopia, podemos mudar o problema para o

grau seguinte. E então podemos transferi-lo novamente, e novamente e assim,

transferimos para um ńıvel onde T • (complexo limitado) tem entrada zero, e

assim a “aplicação problemática”é zero.

Iremos formalizar esta idéia introduzindo uma nova categoria. Essencial-

mente, isto é feito adicionando todos esses endomorfismos para o complexo dado,

ou seja, iremos estender d0, d1 a uma sequência de endomorfismos graduados di,

tendo grau (1− i, i) tal que

d0dn + d1dn−1 + . . .+ dnd0 = 0,

para todo n. Dessa forma iremos construir uma categoria G(Λ) de modo a pos-

sibilitarmos a construção do complexo total.

Definição 4.7 A categoria G(Λ) é definida da seguinte forma:
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Os objetos de G(Λ) são: {(X•,•, di), i = 0, 1, 2, . . .}, onde X•,• é um objeto bi-

graduado de Proj-Λ tal que X i,j 6= 0, para uma quantidade finita de ı́ndices i ou

j, di é um endomorfismo de X•,• de grau (1− i, i), para cada i, satisfazendo

d0dn + d1dn−1 + . . .+ dnd0 = 0,

para todo n.

Um morfimo α em G(Λ) entre os objetos (X•,•, di) e (Y •,•, ei) é uma famı́lia

de aplicações graduadas {αi} : X•,• // Y •,• , com i = 0, 1, 2, . . . tal que αi tem

grau (−i, i) e para todo n, temos

α0dn + α1dn−1 + . . .+ αnd0 = e0αn + e1αn−1 + . . .+ enα0

com a composição de morfismos definida por

(αβ)n = α0βn + α1βn−1 + . . .+ αnβ0,

onde {αi} : X•,• −→ Y •,• e {βi} : Y •,• −→ Z•,•.

Observação 4.8 Se (X•,•, di) é um objeto de G(Λ), então podemos tomar o

complexo total (tot(X•,•),
∑
di), onde tot(X•,•)n = ⊕X i,n−i. Note que

∑
di é

realmente uma diferencial, pois∑
di
∑

di = (d0 + d1 + d2 + . . .)(d0 + d1 + d2 + . . .) =

= d2
0 + (d0d1 + d1d0) + (d0d2 + d1d1 + d2d0) + . . .+ (d0dn + . . .+ dnd0) + . . . = 0

pela definição dos objetos de G(Λ).

Pelo esquema do funtor F feito no ińıcio deste caṕıtulo, para a construção do

funtor F , precisamos agora construir os funtores entre C−(Sum − T •) e G(Λ) e

entre G(Λ) e K−(Proj-Λ).

Nosso próximo passo será construir o funtor de G(Λ) em K−(Proj-Λ), uma

vez que já vimos que podemos tomar o complexo total de um objeto de G(Λ).

Lema 4.9 Existe um funtor entre as categorias G(Λ) e C−(Proj-Λ).

Demonstração: Pela observação 4.8, dado um objeto em G(Λ) podemos tomar

o complexo total. Se α : X•,• −→ Y •,• é um morfismo em G(Λ), então
∑
αi

define um morfismo entre o complexo total de X•,• e o complexo total de Y •,•.

De fato, isto vem da condicão e0αn + . . . + enα0 = α0dn + . . . + αnd0, para todo

n ∈ N.

⊕X i,−i

∑
αi
��

∑
di // ⊕X i,1−i

∑
αi

��
⊕Y i,−i ∑

ei

// ⊕Y i,1−i

∑
ei
∑

αi = (e0 + e1 + e2 + . . .)(α0 + α1 + α2 . . .) =

= e0α0 + (e0α1 + e1α0) + . . .+ (e0αn + . . .+ enα0) + . . . =

86



= α0d0 + (α0d1 + α1d0) + . . .+ (α0dn + . . .+ αnd0) + . . . =

= (α0 + α1 + α2 + . . .)(d0 + d1 + d2 + . . .) =
∑

αi
∑

di

Assim temos o funtor complexo total dado por:

ϕ : G(Λ) // C−(Proj − Λ)

(X•,•, di)

α

��

� // (tot•(X•,•),
∑
di)∑

αi
��

(Y •,•, ei)
� // (tot•(Y •,•),

∑
ei)

Dessa forma temos um funtor entre G(Λ) e C−(Proj-Λ). Porém, precisamos

de um funtor entre as categorias G(Λ) e K−(Proj-Λ). Para isso definiremos

homotopia em G(Λ).

Definição 4.10 Seja {αi} : X•,• −→ Y •,• um morfismo em G(Λ). Dizemos

que {αi} é homotópico a zero ({αi ∼ 0}) se existe uma sequência de aplicações

graduadas {hi} de X•,• −→ Y •,• tais que hi tem grau (−1 − i, i) e tal que, para

todo n,

αn = e0hn + . . .+ enh0 + h0dn + . . .+ hnd0

Dois morfismos em G(Λ) se dizem homotópicos se sua diferença é homotópico a

zero.

Observação 4.11 Está bem definida a categoria
G(Λ)

∼
cujos objetos são os mes-

mos objetos de G(Λ) e os morfismos são os morfismos de G(Λ) a menos de ho-

motopia.

Lema 4.12 O funtor complexo total está bem definido de
G(Λ)

∼
em K−(Proj-Λ).

Demonstração: Seja {αi} : X•,• −→ Y •,• um morfismo homotópico a zero

({αi} ∼ 0 ) em G(Λ) e consideremos o morfismo entre os complexos totais de

X•,• e Y •,•

. . . // ⊕X i,−1−i
∑
di //

∑
αi
��

⊕X i,−i
∑
di //

∑
αi
��

⊕X i,1−i
∑
di //

∑
αi
��

⊕X i,2−i

∑
αi
��

// . . .

. . . // ⊕Y i,−1−i ∑
ei

// ⊕Y i,−i ∑
ei

// ⊕Y i,1−i ∑
ei

// ⊕Y i,2−i // . . .

Como {αi} ∼ 0 segue que existe uma sequência de aplicações {hi} de grau

(−1− i, i) e tal que, para todo n,

αn = e0hn + e1hn−1 + . . .+ enh0 + h0dn + . . .+ hnd0

Pelas condições de {hi}, segue que∑
αi =

∑
hi
∑

di +
∑

ei
∑

hi
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ou seja,
∑
αi ∼ 0. De fato,∑

hi
∑

di +
∑

ei
∑

hi =

= (h0 +h1 +h2 + . . .)(d0 +d1 +d2 + . . .) + (e0 + e1 + e2 + . . .)(h0 +h1 +h2 + . . .) =

= (h0d0 + e0h0) + (e0h1 + e1h0 + h0d1 + h1d0) + . . . =

= α0 + α1 + . . .+ αn + . . . =
∑

αi

Os próximos resultados auxiliarão na construção de um funtor entre as cate-

gorias C−(Sum-T •) e G(Λ).

Lema 4.13 Sejam X•,• e Y •,• objetos bigraduados de Proj-Λ, X•,• com um en-

domorfismo graduado d de grau (1, 0) tal que d2 = 0 e Y •,• com um endomorfismo

graduado e de grau (1, 0) tal que e2 = 0. Suponha que, para cada i, (X•,i, d) e

(Y •,i, e) sejam isomorfos a soma direta de cópias de T •. Então toda aplicação

α : X•,• −→ Y •,• de grau (p, q), p 6= 0 tal que αd = eα é da forma eh+ hd sendo

h uma aplicação graduada de grau (p− 1, q).

Demonstração: Para cada i, temos

. . . // X−1,i

α

��

d // X0,i d //

α

��

X1,i

α

��

d // X2,i

α

��

d // . . .

. . . // Y p−1,i+q
e
// Y p,i+q

e
// Y p+1,i+q

e
// Y p+2,i+q

e
// . . .

Como αd = eα, segue que α é um morfismo de complexos entre X•,i −→ Y •,i+q[p],

ou seja, α ∈ HomK−(Proj−Λ)(X
•,i, Y •,i+q[p]). Por hipótese, X•,i e Y •,i são somas

diretas de cópias de T • e como HomK−(Proj−Λ)(T
•, T •[p]) = 0, para p 6= 0 segue

que α ∼ 0. Logo existe uma aplicação de homotopia h tal que α = hd+ eh, com

grau de h igual a (p− 1, q).

Observação 4.14 O lema anterior também é válido para toda aplicação α :

X•,• −→ Y •,• de grau (p, q), p 6= 0 tal que −αd = eα, uma vez que podemos

considerar a diferencial de X•,i como −d.

Observação 4.15 Para todo objeto em G(Λ), o primeiro endomorfismo é sempre

o mesmo, d0, que provém da diferencial do complexo T •. Dessa forma, sempre

que necessário, usaremos esse fato.

Definição 4.16 1. Seja (X, δ) um objeto em C−(Sum-T •). Já vimos que

temos um objeto bigraduado X•,• de Proj-Λ e endomorfismos d0 e d1 =

(−1)i+jdII com graduação (1, 0) e (0, 1), respectivamente satisfazendo d2
0 =

0 e d0d1 +d1d0 = 0, onde dII é um representante de δ. Um objeto (X•,•, di)

de G(Λ) é dito associado com (X, δ) se (X•,•, d0, d1) coincidem.
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2. Se α : X −→ Y é um morfismo em C−(Sum-T •) e (X•,•, di) e (Y •,•, ei) são

objetos de G(Λ) associados com X e Y , respectivamente, então α define, a

menos de homotopia, uma aplicação graduada α0 : X•,• −→ Y •,• de grau

(0, 0). Uma aplicação {αi} : X•,• −→ Y •,• em G(Λ) é associado com (α, α0)

se α0 coincide.

Lema 4.17 Para qualquer objeto X de C−(Sum-T •) e qualquer escolha de δ,

existe um objeto (X•,•, di) em G(Λ) associado a (X, δ).

Demonstração: Se X ∈ C−(Sum-T •) temos (X•,•, d0, d1), onde d1 = (−1)i+jδ,

com d2
0 = 0 e d0d1 + d1d0 = 0. Precisamos definir os outros endomorfismos

graduados para conseguirmos um objeto de G(Λ).

Como d2
1 : X•,i // X•,i+2 é homotópico a zero, para cada i, podemos esco-

lher uma aplicação homotopia e obter uma aplicação graduada d2 de grau (−1, 2)

tal que d0d2 + d2
1 + d2d0 = 0.

Suponhamos que temos d0, d1, d2, . . . , dn−1 tal que di tem grau (1− i, i) e para

cada k < n, temos

d0dk + d1dk−1 + . . .+ dkd0 = 0

Note que:

d0(d1dn−1 + d2dn−2 + . . .+ dn−1d1) = (d0d1)dn−1 + . . .+ (d0dn−1)d1

= (−d1d0)dn−1 + . . .+ (−d1dn−2 − . . .− dn−1d0)d1

= d1(−d0dn−1 − . . .− dn−2d1) + . . .+ dn−1(−d0d1)
= d1(dn−1d0) + . . .+ dn−1(d1d0) =
= (d1dn−1 + . . .+ dn−1d1)d0

Tomando α = d1dn−1 + . . . + dn−1d1, temos que α tem grau (2 − n, n) e

d0α = αd0. Pelo lema 4.13, temos que existe uma aplicação graduada h de grau

(1− n, n) tal que α = d0h+ hd0. Fazendo dn = −h, temos:

d0dn + d1dn−1 + . . .+ dn−1d1 + dnd0 = 0

Portanto temos um objeto (X•,•, di) em G(Λ) associado a (X, δ) de C−(Sum-T •).

Lema 4.18 Sejam (X•,•, di) e (Y •,•, ei) objetos de G(Λ) associados com (X, δ)

e (Y, δ′), respectivamente, onde X e Y são objetos de C−(Sum-T •). Sejam α :

X −→ Y um morfismo em C−(Sum-T •) e α0 : X•,• −→ Y •,• alguma escolha

da aplicação graduada como descrito na definição. Então existe um morfismo

{αi} : X•,• −→ Y •,• de G(Λ) associado com (α, α0).

Demonstração: A aplicação (−1)i+j(α0d1 − e1α0) : X i,j −→ Y i,j+1 define um

morfismo de complexo X•,j −→ Y •,j+1 que é homotópico a zero. Assim existe

uma aplicação graduada h1 : X•,• −→ Y •,• de grau (−1, 1) obtida pela escolha

de uma homotopia para cada j tal que

(−1)i+j(α0d1 − e1α0) = e0h1 + h1d0
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Definimos α1 = (−1)i+jh1 : X i,j −→ Y i−1,j+1

X i,j
d0 //

h1

��

X i+1,j

h1

��
Y i−1,j+1

e0
// Y i,j+1

X i,j
d0 //

(−1)i+jh1

��

X i+1,j

(−1)i+j+1h1

��
Y i−1,j+1

e0
// Y i,j+1

Assim,

(−1)i+j(α0d1 − e1α0) = (−1)i+j+1α1d0 + (−1)i+jd0α1

α0d1 − e1α0 = −α1d0 + d0α1

e0α1 + e1α0 = α0d1 + α1d0

Suponhamos que temos aplicações graduadas α0, α1, . . . , αn−1 de graus apropria-

dos tais que para cada k < n, temos:

α0dk + α1dk−1 + . . .+ αkd0 = e0αk + e1αk−1 + . . .+ ekα0

Observemos que:

d0(α0dn + α1dn−1 + . . .+ αn−1d1 − e1αn−1 − . . .− enα0) =

= (d0α0)dn + (d0α1)dn−1 + . . .+ (d0αn−1)d1 − (d0e1)αn−1 − . . .− (d0en)α0

= (α0d0)dn + (α0d1 + α1d0 − e1α0)dn−1 + . . .+

+(α0dn−1 + α1dn−2 + . . .+ αn−1d0 − e1αn−2 − . . .− en−1α0)d1 +

+(e1d0)αn−1 + (e2
1 + e2d0)αn−2 + . . .+ (e1en−1 + . . .+ end0)α0

= α0(d0dn + d1dn−1 + . . .+ dn−1d1) + α1(d0dn−1 + . . .+ dn−2d1) + . . .+

+αn−1(d0d1) + e1(d0αn−1 + . . .+ en−1α0 − α0dn−1 − . . .− αn−2d1) +

+ . . . en−1(−α0d1 + e1α0 + d0α1) + en(d0α0)

= α0(−dnd0) + α1(−dn−1d0) + . . .+ αn−1(−d1d0) + e1(αn−1d0) + . . .+

+en−1(α1d0) + en(α0d0)

= (e1αn−1 + . . .+ en−1α1 + enα0 − α0dn − α1dn−1 − . . .− αn−1d1)d0

= −(α0dn + α1dn−1 + . . .+ αn−1d1 − d1αn−1 − . . .− dnα0)d0

Pelo observação 4.14 e o lema 4.13, existe uma aplicação αn de grau (−n, n)

tal que:

α0dn + . . .+ αnd0 = d0αn + . . .+ dnα0.

Portanto, temos um morfimo {αi} em G(Λ).

Lema 4.19 Sejam X, Y ∈ C−(Sum-T •) e o morfismo α : X // Y . Tome

(X•,•, di) e (Y •,•, ei) objetos de G(Λ) associados com X e Y , respectivamente, e

seja um morfismo {αi} : X•,• −→ Y •,• de G(Λ) associado com (α, α0). Então

{αi} ∼ 0 ⇔ α ∼ 0

Demonstração: Seja {αi} : X•,• −→ Y •,• um morfismo em G(Λ) associado a

(α, α0) tal que {αi} ∼ 0. Logo existe uma aplicação graduada h0 de grau (−1, 0)
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de modo que α0 = e0h0 + h0d0. Assim, como α0 é um representante de α, segue

que α ∼ 0.

Reciprocamente, se α ∼ 0, então existe uma aplicação h0 de grau (−1, 0)

tal que α0 = e0h0 + h0d0. Suponhamos que temos h0, h1, . . . , hn−1 de graus

apropriados tais que, para k < n, temos

αk = e0hk + . . .+ ekh0 + h0dk + . . .+ hkd0

Lembremos que, para todo n:

d0dn + d1dn−1 + . . .+ dnd0 = 0 e

α0dn + α1dn−1 + . . .+ αnd0 = e0αn + e1αn−1 + . . .+ enα0.

Assim,

d0(αn − h0dn − h1dn−1 − . . .− hn−1d1 − enh0 − en−1h1 − . . .− e1hn−1) =

= d0αn − (d0h0)dn − (d0h1)dn−1 − . . .− (d0hn−1)d1 − (d0en)h0 −
−(d0en−1)h1 − . . . − (d0e1)hn−1

= (α0dn + α1dn−1 + . . .+ αnd0 − e1αn−1 − . . .− enα0) + (h0d0 − α0)dn +

+(e1h0 + h0d1 + h1d0 − α1)dn−1 + . . .+

+(e1hn−2 + . . .+ en−1h0 + h0dn−1 + . . .+ hn−1d0 − αn−1)d1 +

+(e1en−1 + e2en−2 + . . .+ end0)h0 + . . .+ (e2
1 + e2d0)hn−2 + e1d0hn−1

= αnd0 + e1(−αn−1 + h0dn−1 + . . .+ hn−2d1 + en−1h0 + . . .+ d0hn−1) +

+ . . . + en−1(−α1 + h0d1 + e0h1 + e1h0) + dn(−α0 + d0h0) +

+h0(d0en + e1en−1 + . . .+ en−1e1) + . . .+ hn−1(d0e1)

= αnd0 + e1(−hn−1d0) + . . .+ en−1(−h1d0) + en(−h0d0) + h0(−dnd0) +

+h1(−dn−1d0) + . . .+ hn−1(−d1d0)

= (αn − h0dn − h1dn−1 − . . .− hn−1d1 − enh0 − en−1h1 − . . .− e1hn−1)d0

Pelo lema 4.13, existe hn de grau (−1− n, n) tal que:

αn = e0hn + . . .+ enh0 + h0dn + . . .+ hnd0

Portanto, existe uma sequência {hi} de grau (−1− i, i) tal que, para todo n,

temos:

αn = e0hn + . . .+ enh0 + h0dn + . . .+ hnd0,

ou seja, {αi} ∼ 0.

Teorema 4.20 Existe um funtor entre as categorias C−(Sum-T •) e
G(Λ)

∼
.

Demonstração: Segue dos lemas 4.17, 4.18 e 4.19. Observe que o lema 4.19

garante que a menos de isomorfismo, esse funtor independe da escolha dos repre-

sentantes.

Resumindo, já temos as equivalências:
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K−(Proj-Γ) ' K−(Free-Γ) ' K−(Sum-T •)

e em seguida construimos os seguintes funtores tendo a composição φ

φ : C−(Sum− T •) // G(Λ)

∼
// K−(Proj − Λ)

(X•,•, d0, d1)

α0

��

� // (X•,•, d0, d1, d2, . . .)

{αi}
��

� // (⊕X i,n−i,
∑
di)∑

αi
��

(Y •,•, e0, e1) � // (Y •,•, e0, e1, e2, . . .)
� // (⊕Y i,n−i,

∑
ei)

Dessa forma, para a construção do funtor F , precisamos verificar que a com-

posição φ se fatora através do funtor natural π : C−(Sum-T •) −→ K−(Sum-T •).

Proposição 4.21 O funtor φ se fatora através do funtor natural

π : C−(Sum− T •) −→ K−(Sum− T •)

como no diagrama

C−(Sum− T •)

π
))SSSSSSSSSSSSSS

φ // K−(Proj − Λ)

K−(Sum− T •)
F

55lllllll

Demonstração: Pelo lema 4.19 temos que o funtor φ se fatora através do funtor

natural π : C−(Sum-T •) −→ K−(Sum-T •).

Exemplo 4.22 Sejam (X, δ), (Y, δ′) ∈ C−(Sum-T •) e o morfismo f : X• // Y •

como no diagrama:

X• :

f

��

. . . // Xn−1

fn−1

��

dn−1
X // Xn

fn

��

dnX // Xn+1

fn+1

��

dn+1
X // Xn+2

fn+2

��

// . . .

Y • : . . . // Y n−1

dn−1
Y

// Y n
dnY

// Y n+1

dn+1
Y

// Y n+2 // . . .

Vamos construir o associado do complexo C•f em G(Λ). Sejam (X•,•, diX) ∈ G(Λ)

associado com (X, δ) e (Y •,•, diY ) ∈ G(Λ) associado a (Y, δ′) e {fi} : X•,• −→ Y •,•

associado com (f, f0) em G(Λ). Tome (Z•,•, di) ∈ G(Λ) associado a C•f . Dessa
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forma Zi,j = X i,j[1]⊕ Y i,j, para todo i e j, ou seja,

...

��

...

��

...

��
. . . // X0,0 ⊕ Y 0,−1 //

��

X1,0 ⊕ Y 1,−1 //

��

X2,0 ⊕ Y 2,−1 //

��

. . .

. . . // X0,1 ⊕ Y 0,0 //

��

X1,1 ⊕ Y 1,0 //

��

X2,1 ⊕ Y 2,−1 //

��

. . .

. . . // X0,2 ⊕ Y 0,1 //

��

X1,2 ⊕ Y 1,1 //

��

X2,2 ⊕ Y 2,1 //

��

. . .

...
...

...

Tomando a diferencial com as aplicações naturais, ou seja, com a diferencial

dk : Zi,j −→ Zi−k+1,j+k dada por:

dk =

(
dkX 0
fk−1 dkY

)
,

com f−1 = 0, para que (Z•,•, di) seja um objeto de G(Λ) devemos ter d0dn +

d1dn−1 + . . . + dn−1d1 + dnd0 = 0, para todo n. Vamos checar isso para n = 2.

Pela definição dos endomorfismos, temos

d0 =

(
d0
X 0
0 d0

Y

)
e d1 =

(
d1
X 0
f0 d1

Y

)
e d2 =

(
d2
X 0
f1 d2

Y

)
Assim, precisamos checar que d0d2 + d1d1 + d2d0 = 0.(

d0
X 0
0 d0

Y

)(
d2

X 0
f1 d2

Y

)
+
(
d1

X 0
f0 d1

Y

)(
d1

X 0
f0 d1

Y

)
+
(
d2

X 0
f1 d2

Y

)(
d0

X 0
0 d0

Y

)
=

=
(

d0
Xd

2
X + d1

Xd
1
X + d2

Xd
0
X 0

d0
Y f1 + d1

Y f0 + f0d
1
X + f1d

0
X d0

Y d
2
Y + d1

Y d
1
Y + d2

Y d
0
Y

)
=
(

0 0
2(f0d1

X + f1d
0
X) 0

)
o que nem sempre é zero. Logo definindo os endomorfismos dessa forma não

temos um objeto de G(Λ). Para corrigi-lo vamos acrescentar um alternador de

sinal nos morfismos fi, ou seja, definimos dk : Zi,j −→ Zi−k+1,j+k dada por:

dk =

(
dkX 0

(−1)i+jfk−1 dkY

)
Dessa forma, para todo n, sempre que a composição dn−iY fi for positiva, a com-
posição fid

n−i
X é negativa, ou vice-versa. Assim, supondo que a composição dn−iY fi

é positiva para todo n, temos

d0dn + d1dn−1 + . . .+ dn−1d1 + dnd0 =
(
d0

X 0
0 d0

Y

)(
dn

X 0
(−1)i+jfn−1 dn

Y

)
+

(
d1

X 0
(−1)i+jf0 d1

Y

)(
dn−1

X 0
(−1)i+jfn−2 dn−1

Y

)
+ . . .+

(
dn

X 0
(−1)i+jfn−1 dn

Y

)(
d0

X 0
0 d0

Y

)
=
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(
d0

Xd
n
X + . . .+ dn

Xd
0
X 0

d0
Y fn−1 − f0dn−1

X + . . .+ dn−1
Y f0 − fn−1d

0
X d0

Y d
n
Y + . . .+ dn

Y d
0
Y

)
=(

0 0
d0

Y fn−1 + . . .+ dn−1
Y f0 − f0dn−1

X − . . .− fn−1d
0
X 0

)
=
(

0 0
0 0

)

Portanto o objeto associado ao C•f em G(Λ) é Zi,j = X i,j[1]⊕ Y i,j, para todo

i e j com diferencial dk : Zi,j −→ Zi−k+1,j+k dada por:

dk =

(
dkX 0

(−1)i+jαk−1 dkY

)
.

Proposição 4.23 O funtor F resultante da proposição 4.21 é exato.

Demonstração: Para provarmos que o funtor F é exato precisamos verificar

que ele leva triângulo em triângulo. Sejam os complexos

X• : . . . // Xn−1
dn−1
X // Xn

dnX // Xn+1
dn+1
X // Xn+2 // . . .

Y • : . . . // Y n−1
dn−1
Y // Y n

dnY // Y n+1
dn+1
Y // Y n+2 // . . .

Por (T1), para qualquer aplicação α : X• −→ Y • em K−(Sum-T •) temos o

triângulo distinguido:

X•
α // Y • // C•α // X•[1]

Logo é suficiente checar que a imagem sob φ desse triângulo, ou seja,

φX•
φα // φY • // φC•α // φX•[1]

é um triângulo distinguido.

O cone de α é dado por:

C•α : . . . // Xn ⊕ Y n−1

 −dnX 0
αn dn−1

Y


// Xn+1 ⊕ Y n // . . .

Calculemos φC•α. Sejam (X•,•, diX) ∈ G(Λ) associado com (X, δ) e (Y •,•, diY ) ∈
G(Λ) associado a (Y, δ′) e seja {αi} : X•,• −→ Y •,• emG(Λ). Tomemos (Z•,•, di) ∈
G(Λ) associado a C•α.

Como vimos no exemplo 4.22, Zi,j = X i,j[1] ⊕ Y i,j, para todo i e j com

diferencial dk : Zi,j −→ Zi−k+1,j+k dada por:

dk =

(
dkX 0

(−1)i+jαk−1 dkY

)
,

com α−1 = 0.

Calculando o complexo total de Z•,•, ou seja, φ(Z•,•) = (Ω•, d), temos:

Ω0 = ⊕Zi,−i = ⊕(X i,−i+1 ⊕ Y i,−i)
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Ω1 = ⊕Zi,1−i = ⊕(X i,2−i ⊕ Y i,1−i)

...

Ωn = ⊕Zi,n−i = ⊕(X i,n−i+1 ⊕ Y i,n−i)

Assim, temos o complexo total de Z•,• da forma tot(Z•,•)n = tot(X•,•)n+1 ⊕
tot(Y •,•)n e a diferencial é:

d =
∑

dk =
∑(

dkX 0
(−1)i+jαk−1 dkY

)
=

( ∑
dX 0

(−1)n
∑
αk

∑
dY

)
Dado o morfismo φX•

φα // φY • em K−(Proj-Λ) temos o triângulo distin-

guido:

φX•
φα // φY • // C•φα // φX•[1]

Como φα =
∑
αi. Vamos calcular agora θ• = C•∑αi

. Temos o triângulo

distinguido,

tot(X•,•) // tot(Y •,•) // θ• // tot(X•,•)[1]

Dessa forma, θn = tot(X•,•)n+1 ⊕ tot(Y •,•)n com a diferencial dada por:(
−dX 0∑
αi dY

)
Consideremos o diagrama:

tot(X•,•)
∑
αi // tot(Y •,•)

 0
1


// Ω•

η

��

(
1 0

)
// tot(X•,•)[1]

t
��

tot(X•,•) ∑
αi

// tot(Y •,•)  0
1


// θ• (

1 0
) // tot(X•,•)[1]

onde ηn =

(
(−1)n 0

0 1

)
: Ωn // θn e tn = (−1)n : tot(X•,•)n // tot(X•,•)n .

Observemos que o diagrama acima é comutativo e que η : Ω• −→ θ• definido

acima é um isomorfismo entre esses complexos.

Como tot(X•,•) // tot(Y •,•) // θ• // tot(X•,•)[1] é um triângulo dis-

tinguido segue que tot(X•,•) // tot(Y •,•) // Ω• // tot(X•,•)[1] é um triân-

gulo distinguido, ou seja, FX• // FY • // FC•α // FX•[1] é um triângulo

distinguido sempre que X• // Y • // C•α // X•[1] é um triângulo distin-

guido. Portanto F é exato.

Proposição 4.24 Sejam Λ um anel e T • um complexo limitado de Λ-módulos

projetivos finitamente gerado tal que Hom(T •, T •[n]) = 0, para n 6= 0 e Γ '
End T •. Existe um funtor exato F : K−(Proj-Γ) −→ K−(Proj-Λ) tal que

F (Γ) = T •.
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Demonstração: A existência do funtor F é dada pelos lemas 4.2 e 4.3 e a

proposição 4.21. E pela construção de F , segue que F (Γ) = T •

Proposição 4.25 O funtor F da proposição 4.24 leva complexos limitados em

complexos limitados e complexos em proj-Λ em complexos em proj-Γ.

Demonstração: Segue da construção do funtor F .

4.2 O funtor F é fiel e pleno

Proposição 4.26 A restrição do funtor F para Kb(Proj-Γ)

F : Kb(Proj − Γ) −→ Kb(Proj − Λ)

é fiel e pleno.

Demonstração: Sejam X• e Y • objetos de Kb(Proj-Γ), devemos mostrar que a

aplicação natural Hom(X•, Y •) // Hom(FX•, FY •) é um isomorfismo.

Pelos lemas 4.2 e 4.3, podemos tomar X• e Y • em K−(Sum-T •). Se os

complexos X• e Y • são concentrados, ou seja, se X i =
⊕
λ

T • e Xk = 0, com

k 6= i e Y j =
⊕
µ

T • e Y k = 0, com k 6= j, então, FX• =
⊕
λ

T • e FY • =
⊕
µ

T •.

Assim,

Hom(FX•, FY •) = Hom(
⊕
λ

T •,
⊕
µ

T •) '
⊕
λ+µ

Hom(T •, T •).

Dessa forma, se i 6= j, Hom(X•, Y •) = 0 e como Hom(T •, T •[p]) = 0, para p 6= 0

segue que Hom(FX•, FY •) = 0. Agora se i = j, temos que Hom(FX•, FY •) =

Hom(X•, Y •). E portanto segue que

Hom(X•, Y •) // Hom(FX•, FY •)

é um isomorfismo no caso em que X• e Y • são concentrados.

Suponhamos que F induz um isomorfismo para todo X• com comprimento

menor ou igual a n− 1 e para todo Y • concentrado, ou seja, de comprimento 0.

Seja X• de comprimento n, ou seja,

X• : . . . // 0 // X0
d0 // X1

d1 // . . . // Xn
// 0 // . . .

Consideremos o morfismo de complexos

τ≤n−1(X•) :

α

��

. . . 0 //

0

��

X0

0

��

d0 // X1

0

��

d1 // . . . // Xn−2

0

��

dn−2 // Xn−1

dn−1

��

// 0

0

��
X ′′• : . . . 0 // 0 // 0 // . . . // 0 // Xn

// 0

Tomemos o triângulo distinguido

τ≤n−1(X•) α // X ′′• // C•α // τ≤n−1(X•)[1]
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Note que o C•α = X•, e então temos o triângulo distinguido

τ≤n−1(X•) α // X ′′• // X• // τ≤n−1(X•)[1] (∗)

na qual X ′′• tem comprimento 0 e τ≤n−1(X•), comprimenton n − 1. Como F
é exato, aplicando os funtores cohomológicos Hom(−, Y •) e Hom(F−, FY •) no
triângulo (∗), temos as sequências exatas

(X′′•[−1], Y •) //

o

��

(τ≤n−1(X•), Y •) //

o

��

(X•, Y •) //

��

(X′′•, Y •) //

o

��

(τ≤n−1(X•)[1], Y •)

o

��
(FX′′•[−1], FY •) // (Fτ≤n−1(X•), FY •) // (FX•, FY •) // (FX′′•, FY •) // (Fτ≤n−1(X•)[1], FY •)

Pelo 5-lema 1.14, temos Hom(X•, Y •) e Hom(FX•, FY •) são isomorfos. A

indução sobre o comprimento de Y • é análoga, usando o funtor cohomológico

Hom(X•,−).

Para estender este resultado para complexos ilimitados procedemos considerando

complexos ilimitados como um limite de complexos limitados. Assim, enunciare-

mos um lema e sua demonstração pode ser encontrada em [13].

Lema 4.27 Seja X• um objeto de Kb(Proj-Λ).

(i) Seja Y = (Y •, d) um objeto de K−(Proj-Λ) e τ≥−n(Y •) o complexo trun-

cado da seguinte forma

. . . // 0 // Y −n // Y 1−n // . . .

Então para n grande, a aplicação natural

Hom(X•, τ≥−n(Y •) // Hom(X•, Y •)

é um isomorfismo.

(ii) Seja Z = (Z•, d) um objeto de K−(Proj-Λ). Então para n grande, a

aplicação natural

Hom(X•, F τ≥−n(Z•)) // Hom(X•, FZ•)

é um isomorfismo.

Teorema 4.28 O funtor F : K−(Proj − Γ) // K−(Proj − Λ) é fiel e pleno.

Demonstração: Mostremos que o funtor F é pleno. Sejam X e Y na categoria

C−(Sum-T •). Uma aplicação {αi} entre φX e φY , onde φ é o funtor entre as

categorias C−(Sum-T •) e K−(Proj-Λ) dado pela composição dita anteriormente,

não necessariamente imagem pela F , é dada pela coleção {αi} de aplicações gradu-

adas de grau (−i, i) entre objetos X•,• e Y •,• associados com X e Y (onde i pode

ser negativo), tal que, para cada n,∑
i

αidn−i =
∑
i

diαn−i
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Para mostrarmos que F é pleno, precisamos mostrar que para qualquer aplicação

{αi} é homotópico a uma aplicação {βi}, onde βi = 0 se i < 0.

Como T • é limitado, αi = 0, para i suficientemente pequeno. Seja m o menor

valor para o qual αm 6= 0. Assim, temos αmd0 = d0αm.

Observemos que αm : X i,j −→ Y 1−m,j+m, tem grau (−m,m). Dessa forma,

para cada j, αm define uma aplicação de complexos

α•m : X•,j // Y •,j+m[−m] .

Se m < 0, então αm ∼ 0 uma vez que Hom(T •, T •[−m]) = 0, para m 6= 0.

Assim, {αi} ∼ {βi}, onde βi = 0 se i ≤ m.

Aplicando indução sobre m, temos {αi} ∼ {βi}, onde βi = 0, para i < 0.

Portanto F é pleno.

Resta provarmos que F é fiel. Já sabemos que F é exato e pleno. Pelo lema

2.33 é suficiente mostrarmos que se FX• = 0, então X• = 0. Sem perda de

generalidade, vamos assumir que X i = 0, para i > 0. Segue da proposição 4.26

que:

Hom(τ≥0(X•), τ≥−j(X
•)) ' Hom(Fτ≥0X

•, F τ≥−jX
•) (∗)

Pelo lema 4.27(ii) temos:

Hom(Fτ≥0X
•, F τ≥−jX

•) ' Hom(Fτ≥0X
•, F (X•)), (∗∗)

para j suficientemente grande. De (∗) e (∗∗), temos:

Hom(τ≥0(X•), τ≥−j(X
•)) ' Hom(Fτ≥0X

•, F (X•))

Por hipótese FX• = 0, logo Hom(Fτ≥0(X•), F (X•)) = 0 e consequentemente,

Hom(τ≥0(X•), τ≥−j(X
•)) = 0. Assim temos a homotopia:

. . . // 0

0

��

// 0

}}|
|

|
|

|

0
��

// . . . // 0

0
��

// 0

{{w
w

w
w

w
//

0
��

X0

k0||y
y

y
y

// 0 // . . .

. . . // 0 // X−j // . . . // X−2
d−2
// X−1

d−1
// X0 // 0 // . . .

Logo o morfismo X−1 d−1
// X0 é uma retração, pois d−1k0 = 1X0 , conse-

quentemente temos X−1 ' Ker d−1 ⊕ X0 e então X• ' σ≤−1(X•) ⊕ X•0 como
abaixo:

X•0 : . . . −→ 0 −→ 0 −→ X0 1−→ X0 −→ 0 −→ . . .
⊕

σ≤−1(X•) : . . . −→ X−3 −→ X−2 −→ Ker d−1 −→ 0 −→ 0 −→ . . .

Repetindo o processo, com σ≤−1(X•), para j suficientemente grande, temos

Hom(τ≥1(σ≤−1(X•)), τ≥j(σ≤−1(X•))) ' Hom(F (τ≥1(σ≤−1(X•))), F (τ≥j(σ≤−1(X•))))
' Hom(F (τ≥1(σ≤−1(X•))), F (σ≤−1(X•))) = 0
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pois Fσ≤−1(X•) = 0 uma vez que FX = 0. Novamente temos a homotopia

. . . // 0

0

��

// 0

}}|
|

|
|

|

0
��

// . . . // 0

0
��

// Ker d−1

k−1yys s
s

s
s

// 0

0

��

// . . .

. . . // 0 // X−j // . . . // X−2
d−2

// Kerd−1 // 0 // . . .

Logo o morfismo X−2 d−2
// Ker d−1 é uma retração, e consequentemente

temos X−2 ' Ker d−2 ⊕Ker d−1. Assim X• ' σ≤−2(X•)⊕X•0 ⊕X•1 , ou seja,

. . . −→ 0 −→ 0 −→ X0 1−→ X0 −→ 0 −→ . . .
⊕

. . . −→ 0 −→ Ker d−1 1−→ Ker d−1 −→ 0 −→ 0 −→ . . .
⊕

. . . −→ X−3 −→ Ker d−2 −→ 0 −→ 0 −→ 0 −→ . . .

Seguindo com esse processo, temos queX• é soma direta de complexos aćıclicos

homotópicos a zero e portanto X• é homotópico a zero. Portanto F é fiel.

4.3 Um adjunto à direita do funtor F

Temos o funtor F : K−(Proj-Γ) −→ K−(Proj-Λ) exato, fiel e pleno, onde

Λ e Γ são anéis e T • ∈ Kb(Proj-Λ) tal que Hom(T •, T •[i]) = 0, para i 6= 0 e

End T • ' Γ.

Agora com a condição de add-T • gerar Kb(proj-Λ) iremos construir nessa

seção um adjunto à direita para o funtor F . Para isso iremos descrever um

processo que lembra a construção de uma resolução projetiva.

Lema 4.29 Para algum N ∈ N, existe uma sequência de objetos {XN , XN−1, . . .}
em K−(Proj-Λ) e para i < N , existem triângulos distinguidos

Xi
// Si+1 // Xi+1

// Xi[1]

tais que {SN , SN−1, SN−2, . . .} são objetos de Sum-T •. Além disso a aplicação

induzida Hom(T •, Si) // Hom(T •, Xi) é sobrejetora.

Demonstração: Seja X• um objeto de K−(Proj-Λ). Para n suficientemente

grande, a dizer n > N , temos Hom(T •, X•[n]) = 0 pois T • é um complexo

limitado e X• é limitado superiormente.

Tomemos N o maior valor tal que HomK−(Proj−Λ)(T
•, X•[N ]) 6= 0. Definimos

XN = X•[N ]. Aplicando o funtor Hom(T •,−) : K−(Proj-Λ) −→ Γ-mod temos

Hom(T •, XN) ∈ Γ-mod e podemos cobri-lo por um módulo livre, ou seja, temos

o epimorfismo

Γµ // Hom(T •, XN) // 0

Mas Γµ =
⊕
µ

Hom(T •, T •) ' Hom(T •,
⊕
µ

T •), pois T • é finitamente gerado.

Logo temos Hom(T •,⊕µT •) // Hom(T •, XN) // 0 .
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Denotemos ⊕µT • := SN .

Como o morfismo Hom(A,B) // Hom(Hom(T,A), Hom(T,B)) é um iso-

morfismo, para todo A ∈ Sum-T • e Hom(T •, XN) é um Γ-módulo (veja [7],

p.202), temos o morfismo ⊕µT • = SN // XN que podemos completá-lo a um

triângulo distinguido e fazendo uma rotação, temos:

XN−1
// SN // XN

// XN−1[1] ,

com Hom(T •, SN) // Hom(T •, XN) sobrejetora.

Similarmente, podemos construir SN−1 // XN−1 e assim temos o triângulo

distinguido

XN−2
// SN−1 // XN−1

// XN−2[1] ,

com Hom(T •, SN−1) // Hom(T •, XN−1) sobrejetora.

Seguindo este processo, construimos os objetos XN , XN−1, . . . e, para i < N ,

triângulos distinguidos Xi
// Si+1 // Xi+1

// Xi[1] tais que SN , SN−1, . . .

são objetos de Sum-T • e tal que a aplicação Hom(T •, Si) // Hom(T •, Xi) é

sobrejetora.

Compondo os triângulos obtidos acima como no diagrama abaixo:

Xi
// Si+1 // Xi+1

Si+1

OO ;;w
w

w
w

w

Xi−1

OO

Si−1oo

ccG
G

G
G

G

Xi−2
oo

obtemos uma sequência de morfismos di : Si // Si+1 tal que didi+1 = 0 pois

envolve duas aplicações consecutivas em um triângulo distinguido. Assim, obte-

mos um objeto de K−(Sum-T •)

. . . // SN−2 // SN−1 // SN // 0 ∈ K−(Sum− T •). (∗)

Lema 4.30 Com as notações do lema anterior, temos Hom(T •, Xi[n]) = 0, para

todo i ≤ N e n > 0.

Demonstração: Utilizaremos indução inversa sobre i.

Seja i = N . Como Hom(T •, SN [n]) = 0 pois SN ∈ Sum-T •, n > 0 e

como a aplicação Hom(T •, SN) // Hom(T •, XN) é sobrejetora, temos que

Hom(T •, XN [n]) = 0.

Suponhamos o resultado válidos para i < N e aplicando o funtor Hom(T •,−)

ao triângulo:

Xi−1
// Si // Xi

// Xi−1[1]

obtemos a sequência exata longa

. . . Hom(T •, Xi[n− 1]) // Hom(T •, Xi−1[n]) // Hom(T •, Si[n]) . . .
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Como Hom(T •, Xi[n− 1]) = 0 por hipótese de indução e Hom(T •, Si[n]) = 0

pois Si ∈ Sum-T • e n > 0 segue que Hom(T •, Xi−1[n]) = 0, para n > 0.

Portanto, por indução sobre i, segue o resultado.

Definição 4.31 O objeto (S•, d) de K−(Sum-T •) obtido em (∗) é chamado T •-

resolução de X. No caso de Hom(T •, X•[n]) = 0, para todo n, a T •-resolução é

nula.

A proposição a seguir é um resultado que usaremos na demonstração do nosso

próximo resultado. Sua demonstração pode ser encontrada em [13].

Proposição 4.32 Se X = (X•, d) é um objeto de K−(Proj-Γ), então para qual-

quer Y • em K−(Proj-Γ)

Hom(X•, Y •) // lim
←−

Hom(τ≥−n(X•), Y •)

é sobrejetora e para qualquer Z• ∈ K−(Proj-Λ)

Hom(FX•, Z•) // lim
←−

Hom(Fτ≥−n(X•), Z•)

é sobrejetora. Se Hom(T •, Z•[i]) = 0, para todo i, então esta última aplicação é

um isomorfismo.

Nós veremos que uma T •-resolução de um objeto X• é unicamente determi-

nado, a menos de isomorfismo. Isto seguirá da seguinte proposição.

Proposição 4.33 Sejam X• ∈ K−(Proj-Λ) e R• a imagem em K−(Proj-Γ)

de uma T •-resolução de X• pela equivalência Hom(T •,−) : K−(Sum-T •) −→
K−(Proj-Γ). Então existe uma aplicação F (R•) // X• tal que para qualquer

Q• em K−(Proj-Γ) a aplicação induzida

Hom(F (Q•), F (R•)) // Hom(F (Q•), X•)

é um isomorfismo.

Demonstração: Sejam X• em K−(Proj-Λ) e R• a imagem em K−(Proj-

Γ) de uma T •-resolução de X• sobre a equivalência Hom(T •,−) : K−(Sum-

T •) −→ K−(Proj-Γ). A menos de translação, podemos assumir sem perda de

generalidade, que Rn = 0, para n > 0. Isto é

R• : . . . // R−2 // R−1 // R0 // 0 // 0 // . . .

Afirmação: Para cada n > 0, existe um triângulo

X−n[n− 1] u // Fτ≥−n+1(R•) v // X• // X−n[n]

tais que os diagramas

FR−n
f //

d &&NNNNNNNNNNN X−n[n− 1]

u

��
Fτ≥−n+1(R•)

e Fτ≥−n+2(R•)
g //

((RRRRRRRRRRRRRR
Fτ≥−n+1(R•)

v

��
X•

101



comutam, onde f é a aplicação dada pela T •-resolução, d é a aplicação in-

duzida pela diferencial em R• e g a aplicação natural induzida pela inclusão

τ≥−n+2(R•) // τ≥−n+1(R•) .

De fato: aplicaremos indução sobre n. No caso n = 1, tomemos a construção

da T •-resolução de X• (na qual obtemos S0)

X−1
// S0 // X• // X−1[1]

Note que FR0 = φS0 = S0, pois S0 ∈ Sum-T •. Logo temos o triângulo

X−1
// FR0 // X• // X−1[1]

e os diagramas comutam pela construção da T •-resolução

S−1 = FR−1 //

((RRRRRRRRRRRRR X−1

��
Fτ≥0(R•) = S0

e S−1 = Fτ≥1(R•) //

))SSSSSSSSSSSSSSSS
Fτ≥0(R•) = S0

��
X•

Assuma que já temos os triângulos para n ≤ m. Vamos construir para m+ 1.

Pela hipótese de indução temos o triângulo:

41 : X−m[m− 1] // Fτ≥−m+1(R•) // X• // X−m[m]

Como R−m[m− 1] // τ≥−m+1(R•) // τ≥−m(R•) // R−m[m] é um triângulo

e F é um funtor exato temos

42 : FR−m[m− 1] // Fτ≥−m+1(R•) // Fτ≥−m(R•) // FR−m[m]

também é um triângulo. Da construção da T •-resolução, temos o triângulo

X−m−1
// S−m // X−m // X−m−1[1]

que por rotação e translação, temos o triângulo:

43 : FR−m[m− 1] // X−m[m− 1] // X−m−1[m] // FR−m[m]

Assim temos o diagrama:

FR−m[m− 1] // X−m[m− 1]

��

// X−m−1[m]

δ1

���
�
�
�
�
�

// FR−m[m]

FR−m[m− 1] // Fτ≥−m+1(R•)

��

// Fτ≥−m(R•)

δ2

���
�
�
�
�
�

// FR−m[m]

��
X•

��

X•

��

// X−m[m]

X−m[m] // X−m−1[m+ 1]
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Note que o quadrado superior à esquerda comuta por hipótese de indução. As-

sim pelo axioma do octaedro, temos que existem δ1 : X−m−1[m] // Fτ≥−m(R•)

e δ2 : Fτ≥−m(R•) // X• tais que o diagrama anterior é comutativo e

X−m−1[m]
δ1 // Fτ≥−m(R•)

δ2 // X• // X−m−1[m+ 1]

é um triângulo.

A comutatividade dos diagramas:

FR−m−1[m] //

''PPPPPPPPPPPP
X−m−1[m]

��
Fτ≥−m(R•)

e Fτ≥−m+1(R•) //

((QQQQQQQQQQQQQQ
Fτ≥−m(R•)

��
X•

seguem da comutatividade do axioma do octaedro. Portanto segue a afirmação.

Voltemos a prova da proposição. Tomando o triângulo distinguido

X−i−1[i]
δ1 // Fτ≥−i(R

•)
δ2 // X• // X−i−1[i+ 1]

e aplicando (T2) obtemos o triângulo

Fτ≥−i(R
•) // X• // X−i−1[i+ 1] // Fτ≥−i(R

•)[1]

Dado inteiro p, aplicando o funtor cohomológico Hom(T •[p],−), obtemos a
sequência longa exata

(T •[p], X−i−1[i]) // (T •[p], F τ≥−i(R•)) // (T •[p], X•) // (T •[p], X−i−1[i+ 1])

Como Hom(T •[p], X−i−1[i+1]) = 0, para i suficientemente grande pelo lema 4.30

obtemos que Hom(T •[p], F τ≥−i(R
•)) ' Hom(T •[p], X•), para i suficientemente

grande.

Pelo lema 4.27(ii), temos Hom(T •[p], F τ≥−i(R
•)) ' Hom(T •[p], FR•), para i

suficientemente grande. Combinando os isomorfismos acima obtemos

Hom(T •[p], FR•) ' Hom(T •[p], X•)

Pela proposição 4.32, temos que:

Hom(FR•, X•) // lim
←−

Hom(Fτ≥−n(R•), X•)

é sobrejetora e como lim
←−

Hom(Fτ≥−n(R•), X•) 6= 0, existe φ : FR• // X• tal

que

Fτ≥−n(R•)

�� %%KKKKKKKKKK

FR•
φ

// X•

Dado φ : FR• // X• , por (T1), obtemos o triângulo

FR•
φ // X• // C•φ // FR•[1]
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e aplicando o funtor cohomológico Hom(T •[p],−) obtemos a sequência longa
exata

(T •[p], FR•) // (T •[p], X•) // (T •[p], C•φ)) // (T •[p], FR•[1]) // (T •[p], X•[1])

Como Hom(T •[p], FR•) ' Hom(T •[p], X•) segue que, para todo inteiro p,

Hom(T •[p], C•φ) = 0 (∗)

Seja Q• um objeto arbitrário em K−(Proj-Γ). Como Hom(T •[p], C•φ[i]) = 0

para todo i , temos pelo corolário 4.32(ii)

Hom(FQ•, C•φ) ' lim
←−

Hom(Fτ≥−i(Q
•), C•φ)

Como o objeto F (τ≥−i(Q
•)) é gerado por add-T •, por (∗), segue que

Hom(Fτ≥−i(Q
•), C•φ[r]) = 0.

Logo Hom(FQ•, C•φ) = 0.

Usando o triângulo FR•
φ // X• // C•φ // FR•[1] e aplicando o funtor

cohomológico Hom(FQ•,−) temos a sequência exata longa

. . . // (FQ•, C•φ[−1]) // (FQ•, FR•) // (FQ•, X•) // (FQ•, C•φ) // . . .

Como Hom(FQ•, C•φ) = 0 segue que Hom(FQ•, FR•) ' Hom(FQ•, X•) como

queŕıamos demonstrar.

Agora, vamos mostrar que a T •-resolução é única a menos de isomorfismo.

Corolário 4.34 A imagem da T •-resolução de um objeto X• em K−(Proj-Λ)

sobre a equivalência induzida por Hom(T •,−) é unicamente determinada a menos

de isomorfismo.

Demonstração: Seja X• um objeto em K−(Proj-Λ) e sejam R•, R′• as imagens

de duas T •-resoluções de X• em K−(Proj-Λ). Pela proposição anterior existe

um morfismo φ : FR• // X• tal que Hom(FQ•, FR•) ' Hom(FQ•, X•) para

qualquer objeto Q• em K−(Proj-Γ). Em particular, isto é válido para Q• = R′•

e Q• = R•, respectivamente, ou seja,

Hom(FR′•, FR•) ' Hom(FR′•, X•)

Hom(FR•, FR′•) ' Hom(FR•, X•)

Dados os morfismos φ : FR• // X• e ψ : FR′• // X• existem morfismos

tψ : FR′• // FR• e sφ : FR• // FR′• tais que ψ = φtψ e φ = ψsφ, ou seja,

os diagramas abaixo são comutativos:

FR•
φ // X•

FR′•

tψ

OO

ψ

;;wwwwwwww

e FR′•
ψ // X•

FR•

sφ

OO

φ

;;wwwwwwww
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Disso segue que

ψ = ψsφtψ ⇒ ψ(IdFR′ − sφtψ) = 0

e

φ = φtψsφ ⇒ φ(IdFR − tψsφ) = 0

Como temos os isomorfismos

Hom(FR′•, FR′•) ' Hom(FR′•, X•)

Hom(FR•, FR•) ' Hom(FR•, X•)

segue que sφtψ = IdFR′ e tψsφ = IdFR. Consequentemente sφ é um isomorfismo

e FR• ' FR′•. Como F é fiel e pleno, R• ' R′•.

O objetivo desta seção é construir um funtor G : K−(Proj-Λ) −→ K−(Proj-

Γ) tal que G é adjunto à direita do funtor F que definimos anteriormente. O

resultado acima mostra que dado X• ∈ K−(Proj-Λ), se definimos G(X•) como a

imagem de uma T •-resolução em K−(Proj-Γ) sobre a equivalência induzida por

Hom(T •,−), então isto é bem definido.

Como F é um funtor fiel e pleno, temos:

Hom(Q•, G(X•)) = Hom(Q•, R•) ' Hom(FQ•, FR•) ' Hom(FQ•, X•),

onde Q• é um objeto qualquer em K−(Proj-Γ) e R• é a imagem de uma T •-

resolução em K−(Proj-Γ) sobre a equivalência induzida por Hom(T •,−). Seja

θ o isomorfismo entre Hom(Q•, GX•) e Hom(FQ•, X•)). O isomorfismo θ é

natural em Q•. De fato, dado f : Q•1 // Q•2 , o diagrama abaixo é comutativo

Hom(Q•2, GX
•)

θQ1 //

Hom(f,GX•)
��

Hom(FQ•2, X
•)

Hom(Ff,X•)
��

Hom(Q•1, GX
•)

θQ2

// Hom(FQ•1, X
•)

uma vez que

θ(Hom(f,GX•)(h)) = θ(hf) = φF (h)F (f)

e

Hom(Ff,X•)(θ(h)) = Hom(Ff,X•)(φF (h)) = φF (h)F (f),

onde h : Q•2 // GX• e φ : FGX• = FR• // X• .

Usando o isomorfismo adjunto θ existe para qualquer Y • em K−(Proj-Λ) um

morfismo ηY : F ◦G(Y •) // Y • correspondente ao morfismo identidade em

G(Y •). De novo, usando o isomorfismo adjunto θ podemos definir, para qualquer

φ : Y • // Y ′• em K−(Proj-Λ), o morfismo

G(φ) = θ(φ ◦ ηY ) : G(Y •) −→ G(Y ′•)

Note que temos o diagrama abaixo comutativo uma vez que θ é natural em

Q•

FGY •
F (θ(φηY )) //

ηY

��

FGY ′•
F (θ(ψηY ′ )) //

ηY ′

��

FGY ′′•

ηY ′′

��
Y •

φ
// Y ′•

ψ
// Y ′′•
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Disso temos:
φηY = ηY ′F (θ(φηY )) (1)
ψηY ′ = ηY ′′F (θ(ψηY ′′)) (2)
ψφηY = ηY ′′F (θ(ψφηY )) (3)

De (3), temos

ηY ′′F (θ(ψφηY )) = ψφηY

De (1) e (2) e pelo fato de F ser funtor, temos

ψφηY = ψηY ′F (θ(φηY )) = ηY ′′F (θ(ψηY ′′))F (θ(φηY )) = ηY ′′F (θ(ψηY ′′)θ(φηY ))

Logo,

ηY ′′F (θ(ψφηY )) = ηY ′′F (θ(ψηY ′′)θ(φηY ))⇒ F (θ(ψφηY )) = F (θ(ψηY ′′)θ(φηY ))

Como o funtor F é fiel e pleno, temos

θ(ψφηY ) = θ(ψηY ′′)θ(φηY ).

Ou seja, G(ψφ) = G(ψ)G(φ). Analogamente, mostramos que G(IdY ) = IdG(Y •).

Portanto G é um funtor tal que Hom(Q•, G(X•)) ' Hom(FQ•, X•), onde Q• é

um objeto qualquer em K−(Proj-Γ). Assim mostramos o seguinte corolário.

Corolário 4.35 O funtor F : K−(Proj-Γ) −→ K−(Proj-Λ) tem adjunto à di-

reita G : K−(Proj-Λ) −→ K−(Proj-Γ), e consequentemente F preserva todas

somas diretas.

4.4 A prova do Teorema de Morita para cate-

goria derivada

Já temos um funtor exato F : K−(Proj-Γ) −→ K−(Proj-Λ) fiel e pleno com

adjunto à direita G : K−(Proj-Λ) −→ K−(Proj-Γ). Nesta seção iremos finalizar

a prova do Teorema de Rickard. Os lemas a seguir auxiliarão na demonstração

do teorema.

Lema 4.36 Um objeto X• em K−(Proj-Λ) pertence, a menos de isomorfismo, a

categoria Db(Λ) (ou seja, tem homologia limitada) se, e somente se, para qualquer

objeto Y • de K−(Proj-Λ), existe um número inteiro m tal que Hom(Y •, X•[n]) =

0, para todo n < m.

Demonstração: Pelo corolario 3.19 existe uma equivalência natural entre as

categorias K−,b(Proj-Γ) e Db(Γ). Sejam X• e Y • objetos de K−(Proj-Λ). Sem

perda de generalidade, vamos supor Y i = 0, se i > 0.

Seja X• ∈ Db(Λ). Como Db(Λ) ' K−,b(Proj-Λ), podemos supor que X•

é um complexo de projetivos com homologia limitada. Assim, existe r tal que

H i(X•) = 0, para todo i ≤ −r.
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Tomemos n = −r−1 e consideremos f ∈ Hom(Y •, X•[n]) como no diagrama:

Y • : . . .

f
��

// Y −1

f−1

��

// Y 0

f0

��

// 0

0

��

// 0 //

0

��

. . .

X•[−r − 1] : . . . // X−r−2

d−r−2
X

// X−r−1

d−r−1
X

// X−r
d−rX

// X−r+1 // . . .

O morfismo f é homotópico a zero, pois podemos tomar as aplicações ki :

Y i // Xr+1+i como sendo zero se i > 0 e para i < 0, façamos o seguinte:

como d−r−1
X f 0 = 0 segue que Im f 0 ⊂ Ker d−r−1

X = Im d−r−2
X . Logo podemos

considerar o seguinte diagrama,

Y 0

k0

xxr r r r r r

f0

��

X−r−2 // Im d−r−2
X

// 0

Como Y 0 é projetivo, existe k0 : Y 0 // X−r−2 tal que f 0 = d−r−2
X k0 =

d−r−2
X k0 +k1d0

Y . Como H i(X•) = 0 para i ≤ −r, e Y • é projetivo, temos que exis-

tem as homotopias de maneira análoga a demonstração do lema 3.12. Portanto,

existe um número m = −r − 1 tal que Hom(Y •, X•[n]) = 0, para todo n < m.

Reciprocamente, se X• ∈ K−(Proj-Λ) e X• /∈ Db(Λ), ou seja, se X• tem

homologias ilimitadas, temos que, para todo i, existe x ∈ Ker diX
Im di−1

X

= H i(X•) tal

que x /∈ Im di−1
X . Seja Y • o complexo concentrado no ńıvel zero como abaixo

Y • : . . . // 0 // Λ // 0 // . . .

e definimos f ∈ Hom(Y •, X•[i]) como sendo f 0 : Λ // X i , 1 7→ x e fn = 0,

para todo n 6= 0. Dessa forma, f não é homotópico a zero, pois caso contrário,

existiria k0 : Λ // X i−1 tal que

x = f 0(1) = di−1
X k0(1)⇒ x ∈ Im di−1

X

uma contradição uma vez que x 6= 0.

Lema 4.37 Um objeto X• ∈ Db(Γ) é isomorfo a um complexo em Kb(Proj-

Γ) se, e somente se, para qualquer Y • ∈ Db(Γ), existe um inteiro m tal que

Hom(X•, Y •[i]) = 0, para todo i > m.

Demonstração: Pelo corolario 3.19 existe uma equivalência natural entre as

categorias K−,b(Proj-Γ) e Db(Γ). Se X• ∈ Kb(Proj-Γ), segue que existe um

inteiro m tal que Hom(X•, Y •[i]) = 0, para todo i > m e Y • ∈ Db(Γ). Recipro-

camente, seja X• ∈ Db(Γ) e X• /∈ Kb(Proj-Γ), ou seja, X• não é isomorfo a um

complexo limitado de projetivos. Como K−,b(Proj-Γ) ∼ Db(Γ), podemos supor

que X• é um complexo de projetivos com homologia limitada. Logo, existe r tal

que H i(X•) = 0, para todo i ≤ r.

Dessa forma, Ker di+1 não é projetivo, se i < r. Caso contrário, como

Ker di = Im di−1, para todo i < r, a sequência

0 // Ker di−1 // X i−1 // Im di−1 // 0
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cinde (pois Im di−1 é projetivo). Logo X i−1 = Im di−1 ⊕ Ker di−1 e, conse-

quentemente o complexo X• é isomorfo a seguinte soma direta:

. . . −→ X i−2 −→ Ker di−1 −→ 0
⊕

0 −→ Im di−1 −→ X i −→ . . . −→ Xn −→ 0

Como o complexo . . . // X i−2 // Ker di−1 // 0 é zero em Db(Γ), para i <

r uma vez que é exato, para i < r, temos que X• é isomorfo ao complexo limitado

0 // Im di−1 // X i // . . . // Xn // 0 , o que é uma contradição pois

X• /∈ Kb(Proj-Γ).

Tomemos então Y =
⊕
i<r

Ker di+1. Consideremos o complexo concentrado no

ńıvel zero

Y • : . . . // 0 // Y // 0 // . . .

Queremos mostrar que Hom(X•, Y •[i]) 6= 0, para todo i > r. De fato, considere

o seguinte morfismo f :

X•

f
��

= . . . // X i−2

0

��

di−2
// X i−1

d̃i−1

��

di−1
// X i

0

��

di // X i+1 //

��

. . .

Y •[i] ⊃ . . . // 0 // Ker di // 0 // 0 // . . .

Como Ker di = Im di−1, para i < r, temos d̃i−1 é a restrição de di−1 a Im di−1.

Suponhamos que f é homotópico a zero. Logo existe k : X i // Ker di tal que

kdi−1 = d̃i−1. Como Ker di = Imdi−1 ' X i−1

Ker di−1
segue que i◦ d̃i−1 = di−1, onde

i é a inclusão i : Kerdi
� � // X i . Assim,

k ◦ i ◦ d̃i−1 = k ◦ di−1 = d̃i−1.

Como d̃i−1 é epimorfismo, segue que k ◦ i = IdKer di . Logo temos que a sequência

exata abaixo cinde

0 // Ker di
i //

X i //
k
oo

X i

Ker di
// 0

Logo Ker di é um somando direto de X i, que é projetivo. Consequentemente

Ker di é projetivo, uma contradição. Isso acontece para todo i > r, e portanto,

Hom(X•, Y •[i]) 6= 0, para i > r.

Lema 4.38 Um objeto X• de Kb(Proj-Λ) pertence a Kb(proj-Λ) se, e somente

se, o funtor Hom(X•,−) : Kb(Proj-Λ) −→ Ab comuta com soma direta ar-

bitrária.

Demonstração: SeX• ∈ Kb(proj-Λ), então pelo lema 4.1 o funtorHom(X•,−) :

Kb(Proj-Λ) −→ Ab comuta com soma direta arbitrária . Reciprocamente, supo-

nhamos que exista um objeto X• de Kb(Proj-Λ) não isomorfo a um objeto de
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Kb(proj-Λ), mas tal que Hom(X•,−) preserva soma direta arbitrária. Escolhe-

mos tal objeto X• como sendo

X• : . . . // 0 // X0 // X1 // . . . // Xn // 0 // 0

de menor comprimento. Observemos que n 6= 0, pois se n = 0, como X• ∈
Kb(Proj-Λ) é um complexo concentrado que comuta com soma direta arbitrária,

então X• ∈ Kb(proj-Λ) pelo lema 4.1, uma contradição.

Como o funtor Hom(X•,−) comuta com soma direta arbitrária, qualquer

morfismo f ∈ Hom(X•,⊕IΛ) ' ⊕IHom(X•,Λ) é homotópico a um morfismo

cuja imagem está contido em ⊕I0Λ, para algum subconjunto finito I0 ⊂ I.

Podemos supor que X0 é um módulo livre finitamente gerado. De fato, como

X0 é projetivo, X0 é um somando direto de um módulo livre, ou seja, F =

X0 ⊕ P 0, com F módulo livre. Tomando a soma direta do complexo X• com o

complexo

P • : . . . // 0 // P 0 // P 0 // 0 // . . .

e como P • é homotópico a zero, segue que X• ' X•⊕P •. Isso nos dá um módulo

livre no ńıvel zero.

Além disso, considere o morfismo f : X• // Z• dado por:

X•

f

��

. . . // 0 //

��

X0 //

IdX0

X1 //

0

��

. . . // Xn //

0

��

0 //

��

. . .

Z• . . . // 0 // X0 // 0 // . . . // 0 // 0 // . . .

Pela hipótese, temos X0 = (⊕I0Λ) ⊕ Y tal que I0 é um conjunto finito e f é

homotópico a um morfismo cuja imagem está contido em ⊕I0Λ. A homotopia é

dada pelo morfismo s : X1 // X0 .

. . . // 0 //

��

X0

0
��~~~~~~~~

d0X // X1

s
}}{{{{{{{{

//

0

��

. . . // Xn //

0

��

0

0
~~~~~~~~~~~

//

��

. . .

. . . // 0 // X0 // 0 // . . . // 0 // 0 // . . .

Logo, sd0
X = IdX0 e assim d0

X é uma retração, e portanto

X1 ' X0 ⊕ X̃ ' (⊕I0Λ)⊕ Y ⊕ X̃.

Disso segue que existe um subcomplexo de X• isomorfo ao complexo

0 // Y Y // 0 ,

pois a composição

Y
iY // X0

sd0X // X1
pY // Y • ,

onde X0 = ⊕I0Λ⊕ Y e X1 ' X0 ⊕ X̃ é dada por

pY s dX0 iY = pY IdX0 iY = IdY .
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Logo temos que o complexo X• é dado pela soma direta:

. . . // 0 // ⊕I0Λ // ⊕I0Λ⊕ X̃ // . . . // Xn // 0 // . . .

⊕

. . . // 0 // Y // Y // . . . // 0 // 0 // . . .

Como o complexo 0 // Y // Y // 0 é homotópico a zero, segue que

X• ' . . . // 0 // ⊕I0Λ // ⊕I0Λ⊕ X̃ // . . . // Xn // 0 // . . .

Consideremos uma famı́lia indexada {Yi : i ∈ I} de objetos de Kb(Proj-Λ)

qualquer e aplicando o morfismo ⊕Hom(−, Yi) −→ Hom(−,⊕Yi) de funtores

cohomológicos ao triângulo distinguido

Z• // τ≥0(X•) // X• // Z•[1]

temos

⊕(X•[−1], Yi) //

o
��

⊕(Z•, Yi) //

o
��

⊕(τ≥0(X•), Yi) //

��

⊕(X•, Yi) //

o
��

⊕(Z•[1], Yi)

o
��

(X•[−1],⊕Yi) // (Z•,⊕Yi) // (τ≥0(X•),⊕Yi) // (X•,⊕Yi) // (Z•[1],⊕Yi)

Pelo 5-lema 1.14, temos que Hom(τ≥0(X•),−) comuta com soma direta ar-

bitrária, o que é uma contradição com a minimalidade do comprimento do com-

plexo X•.

Agora, estamos em condições para finalizar a prova do teorema de Rickard.

Lembremos o teorema

Teorema 4.39 Sejam Λ e Γ anéis. São equivalentes:

(i) K−(Proj-Λ) ∼ K−(Proj-Γ)

(ii) Db(Λ) ∼ Db(Γ)

(iii) Kb(Proj-Λ) ∼ Kb(Proj-Γ)

(iv) Kb(proj-Λ) ∼ Kb(proj-Γ)

(v) Existe um complexo T • ∈ Kb(proj-Λ) tal que

(1) Hom(T •, T •[i]) = 0, para i 6= 0.

(2) add-T • gera Kb(proj-Λ) (como categoria triangulada).

com End T • ' Γ.
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Demonstração: (i)⇒ (ii) Pelo corolario 3.19 temos que existe uma equivalência

natural entre as categorias K−,b(Proj-Γ) e Db(Γ). Por hipótese, temos que existe

uma equivalência F : K−(Proj − Γ) −→ K−(Proj − Λ). Seja X• ∈ Db(Γ).

Pelo lema 4.36, para qualquer Y • ∈ K−(Proj-Γ) existe um número N tal que

Hom(Y •, X•[n]) = 0, para n < N .

Seja Z• ∈ K−(Proj-Λ). Como F é uma equivalência, qualquer Z• ∈ K−(Proj-

Λ) é isomorfo a FY •, para algum Y • ∈ K−(Proj-Γ). Assim,

Hom(Z•, FX•[n]) = Hom(FY •, FX•[n]) ' Hom(Y •, X•[n]) = 0,

para n < N . Novamente pelo lema 4.36, FX• ∈ Db(Λ). Portanto, temos uma

equivalência entre as categorias Db(Γ) e Db(Λ).

(ii) ⇒ (iii) Sejam uma equivalência F : Db(Γ) // Db(Λ) e X• ∈
Kb(Proj-Γ). Pelo lema 4.37, existe um número inteirom tal queHom(X•, Y •[i]) =

0, para i > m. Seja Y • ∈ Db(Λ) qualquer. Assim

Hom(FX•, Y •[i]) ' Hom(X•, GY •[i]) = 0,

para todo i > m. Logo, novamente pelo lema 4.37, segue que FX• ∈ Kb(Proj-Λ).

Portanto, temos uma equivalência entre as categorias Kb(Proj-Γ) e Kb(Proj-Λ)

induzida pela equivalência entre as categorias Db(Γ) e Db(Λ).

(iii) ⇒ (iv) Sejam F : Kb(Proj-Γ) −→ Kb(Proj-Λ) uma equivalência,

G o seu funtor adjunto à direita e X• ∈ Kb(proj-Γ). Pelo lema 4.38, como

Hom(FX•,⊕Yi) ' Hom(X•,⊕GYi) ' ⊕Hom(X•, GYi) ' ⊕Hom(FX•, Yi),

para qualquer famı́lia indexada {Yi : i ∈ I} segue que FX• ∈ Kb(proj-Λ).

Portanto as categorias Kb(proj-Γ) e Kb(proj-Λ) são equivalentes.

(iv) ⇒ (v) Seja F : Kb(proj − Γ) // Kb(proj − Λ) uma equivalência

tal que F (Γ) = T •. Assim, notemos que

End T • = Hom(T •, T •) = Hom(F (Γ), F (Γ)) = Hom(Γ,Γ) = Γ.

Se i 6= 0, como F (Γ) = T • e F é um funtor exato, temos

Hom(T •, T •[i]) = Hom(F (Γ), F (Γ)[i]) = Hom(Γ,Γ[i]) = 0.

Seja C uma subcategoria plena de Kb(proj-Λ) que contém add-T • e é fechada

para isomorfismo, translação e aplicação cone. Dessa forma, a equivalência F

aplica C a uma subcategoria de Kb(proj-Γ) fechada para as mesmas propriedades

que contém proj-Γ, e portanto, igual a Kb(proj-Γ). Consequentemente, C =

Kb(proj-Λ). Logo, add-T • gera Kb(proj-Λ).

(v) ⇒ (i) Já temos um funtor F : K−(Proj-Γ) −→ K−(Proj-Λ) exato,

fiel e pleno com adjunto à direita G : K−(Proj-Λ) −→ K−(Proj-Γ) tal que

F (Γ) = T •, onde T • ∈ Kb(proj-Λ). Para provarmos que F é uma equivalência

resta provarmos que F é denso. Para isso vamos mostrar que dado um complexo
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qualquer Y • ∈ K−(Proj-Λ), o morfismo adjunto αY : FGY • −→ Y • é um

isomorfismo.

Observe primeiro que G(αY ) : GFGY • −→ GY • é um isomorfismo uma vez

que G é um funtor adjunto de F e αY é o morfismo adjunto. Além disso, o funtor

G é exato, pois F é exato.

Por (T1), dado αY : FGY • −→ Y • podemos completá-lo em um triângulo

distinguido

FGY •
αY // Y • // C•αY

// FGY •[1] .

Aplicando o funtor G que também é exato, temos o triângulo distinguido

GFGY •
G(αY ) // GY • // GC•αY

// GFGY •[1] .

Como G(αY ) é um isomorfismo temos GC•αY = 0 pelo lema 2.32. Assim,

Hom(T •, C•αY [i]) = Hom(FΓ, C•αY [i]) ' Hom(Γ[−i], GCαY ) = 0, (∗)

para todo i.

Consideremos agora uma subcategoria C de Kb(proj-Λ)) consistindo dos ob-

jetos C• tais que Hom(C•, C•αY ) = 0, para todo i.

Note que, por (∗), segue que C contém add-T •. Além disso, C é fechado para

isomorfismos e translação.

Se f : X• // Y • é um morfismo com X•, Y • ∈ C, segue que C•f = X•[1]⊕
Y • ∈ C, uma vez que

Hom(C•f , C
•
αY

) = Hom(X•[1]⊕Y •, C•αY ) ' Hom(X•[1], C•αY )⊕Hom(Y •, C•αY ) = 0,

pois X•, Y • ∈ C. Portanto C também é fechado para aplicações cones.

Como add-T • gera Kb(proj-Λ) segue que C = Kb(proj-Λ). Dessa forma,

em particular temos, para todo i, que Hom(Λ, C•αY ) = 0. Consequentemente,

C•αY = 0 e, disso segue que, αY é isomorfismo. Portanto o funtor F é uma

equivalência.

Observação 4.40 Se Λ é uma álgebra de dimensão finita e T é um Λ-módulo à

direita finitamente gerado, então T é chamado módulo inclinante se, e somente

se, as seguintes condições são equivalentes:

(I) pd(T ) ≤ 1;

(II) Ext1Λ(T, T ) = 0;

(III) Existe uma sequência exata curta 0 // Λ // T1
// T2

// 0 , com

todo T1, T2 em add-T .

Note que todo módulo inclinante produz um complexo inclinante(concentrado)

e assim temos que o teorema de Happel:

Teorema (Happel) Sejam Λ uma álgebra de dimensão
finita, T um módulo inclinante e Γ o anel de endomorfismo
Γ := EndΛ T . Então as categorias derivadas Db(Λ) e Db(Γ)
são equivalentes como categorias trianguladas.

é um caso particular do Teorema de Rickard.
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Caṕıtulo 5

Aplicação

Neste caṕıtulo, utilizando o artigo [16], mostraremos que a equivalência deriva-

da preserva a finitude da dimensão finit́ıstica de uma álgebra de dimensão finita,

ou seja, se Λ e Γ são duas álgebras de dimensão finita derivadamente equiva-

lentes, então a dimensão finit́ıstica de Λ é finita se, e somente se, o é a dimensão

finit́ıstica de Γ. Ao longo deste caṕıtulo denotaremos um módulo X e o complexo

concentrado do X da mesma forma.

Definição 5.1 Seja Λ um anel. A dimensão finit́ıstica de Λ, denotada por

fin.dim(Λ) é o supremo da dimensão projetiva de Λ-módulos à direita finita-

mente gerado de dimensão projetiva finita, ou seja,

fin.dim(Λ) = sup{pd(M) : M ∈ mod− Λ e pd(M) <∞}.

Os próximos lemas nos auxiliarão na demonstração do principal resultado.

Sejam F : Db(Γ) // Db(Λ) uma equivalência de categorias trianguladas tal

que F (Γ) ' T •, onde T • ∈ Kb(proj-Λ) é um complexo inclinante com Γ '
EndD(Λ)(T

•) e G : Db(Λ) // Db(Γ) o quase inverso de F .

Lema 5.2 Seja n ≥ 0 e T • um complexo inclinante com T i = 0, para i > 0 e

i < −n. Então existe um complexo inclinante Q• sobre Γ tal que G(Λ) ' Q• e

Qi = 0, para todo i > n e i < 0.

Demonstração: Pelo teorema de Rickard (teorema 4.39) existe um complexo

inclinante Q• em Kb(proj-Γ) tal que G(Λ) ' Q•. Pelo lema 2.35, temos

H i(Q•) ' HomKb(Γ)(Γ, Q
•[i]) (1)

Como Γ e Q• são complexos de projetivos, onde Γ é visto como o complexo

concentrado, pelo corolário 3.19, temos

HomKb(Γ)(Γ, Q
•[i]) ' HomDb(Γ)(Γ, Q

•[i]) (2)

Como o funtor F é uma equivalência, F (Γ) ' T • e G(Λ) ' Q•, temos

HomDb(Γ)(Γ, Q
•[i]) ' HomDb(Λ)(T

•,Λ[i]) (3)
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Novamente, como T • e Λ são complexos de projetivos, pelo corolário 3.19, temos

HomDb(Λ)(T
•,Λ[i]) ' HomKb(Λ)(T

•,Λ[i]) (4)

Pelo lema 2.34, temos

HomKb(Λ)(T
•,Λ[i]) ' H i(Hom•Λ(T •,Λ)) (5)

Combinando os isomorfismos (1), (2), (3), (4) e (5), temos

H i(Q•) ' H i(Hom•Λ(T •,Λ)).

E como H i(Hom•Λ(T •,Λ)) = 0, para i > n, pois o complexo T • é tal que T i = 0 se

i < −n, temos queH i(Q•) = 0, para i > n e comoQ• é limitado, o correspondente

complexo é exato

. . . // 0 // Ker dn // Qn
dnQ // Qn+1 // . . . // Qt−1

dt−1
Q // Qt // 0

Como Qt é projetivo, a sequência exata curta

0 // Kerdt−1
Q

// Qt−1
dt−1
Q // Qt // 0

cinde, logo Qt−1 ' Kerdt−1
Q ⊕ Qt e consequentemente Kerdt−1

Q = Imdt−2
Q é pro-

jetivo e finitamente gerado. Como Imdt−2
Q é projetivo, a sequência exata curta

0 // Kerdt−2
Q

// Qt−2
dt−2
Q // Imdt−2

Q
// 0

cinde, logo Qt−2 ' Kerdt−2
Q ⊕ Imdt−2

Q , consequentemente Kerdt−2
Q ' Imdt−3

Q é

projetivo. Seguindo com esse processo, como cada Qi é projetivo temos Ker dn

é projetivo e finitamente gerado uma vez que é somando direto de Qn. Portanto

Q• ' σ≤n(Q•) em Kb(proj-Γ). Analogamente temos

H i(Hom•Γ(Q•,Γ)) ' HomK(Γ)(Q
•,Γ[i]) (lema 2.34)

' HomD(Γ)(Q
•,Γ[i]) (corolário 3.19)

' HomD(Λ)(Λ, T
•[i]) (Aplicando o funtor F )

' HomKb(Λ)(Λ, T
•[i]) (corolário 3.19)

' H i(T •) (lema 2.35)
= 0,

para i > 0. Assim Hom•Γ(Q•,Γ) ' σ≤0(Hom•Γ(Q•,Γ)) em Kb(proj-Γop) e conse-

quentemente Q• ' σ′≥0(Q•) em Kb(proj -Γ).

Dessa forma, segue que Q• ' σ′≥0(σ≤n(Q•)) em Kb(proj-Γ), ou seja, Qi = 0,

para i > n e i < 0.

Lema 5.3 Sejam m,n, d ∈ Z, d ≥ 0 e X•, Y • ∈ Kb(Λ) tal que Xp = 0, para

todo p < m, Y q = 0, para todo q > n, e ExtiΛ(Xr, Y s) = 0, para todo r, s ∈ Z e

i ≥ d. Então HomDb(Λ)(X
•, Y •[i]) = 0, para todo i ≥ d+ n−m.
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Demonstração:

Afirmação: Para todo X ∈ Mod Λ tal que ExtiΛ(X, Y q) = 0, para todo

q ∈ Z e i ≥ d, temos que HomD(Λ)(X, Y
•[i]) = 0, para i ≥ d+ n.

Para k > n, temos τ≥k(Y
•) = 0 pois Y k = 0 para k > n. Para k = n, temos

τ≥k(Y
•) = Y n[−n]. Observe que

HomD(Λ)(X, τ≥k(Y
•)[i]) = ExtiΛ(X, τ≥k(Y

•))

=

{
ExtiΛ(X, 0), k > n
ExtiΛ(X, Y n[−n]), k = n

=

{
0, k > n
Exti−nΛ (X, Y n), k = n

Por hipótese ExtiΛ(X, Y q) = 0, para todo q ∈ Z e i ≥ d, logo Exti−nΛ (X, Y n) = 0

se i−n ≥ d, ou seja, se i ≥ d+n. Logo, dado k ≥ n, HomD(Λ)(X, τ≥k(Y
•)[i]) = 0,

para i ≥ d+ n.

Por indução “inversa”vamos mostrar que HomD(Λ)(X, τ≥k(Y
•)) = 0, para

i ≥ d+ n e para todo k ≤ n. Já vimos que para k = n o resultado é válido.

Seja k < n e assuma que HomD(Λ)(X, τ≥k(Y
•)[i]) = 0, para i ≥ d+n. Vamos

provar que HomD(Λ)(X, τ≥k−1(Y •)[i]) = 0, para i ≥ d + n. Aplicando o funtor

HomD(Λ)(X,−[i]) ao triângulo distinguido

Y k−1[−k] // τ≥k(Y
•) // τ≥k−1(Y •) // Y k−1[−k + 1]

temos

. . . ExtiΛ(X, τ≥k(Y
•)) // ExtiΛ(X, τ≥k−1(Y •)) // ExtiΛ(X, Y k−1[−k + 1]) . . .

ou seja,

. . . ExtiΛ(X, τ≥k(Y
•)) // ExtiΛ(X, τ≥k−1(Y •)) // Exti−k+1

Λ (X, Y k−1) . . .

Para i ≥ d+ n temos por hipótese de indução que

Exti(X, τ≥k(Y
•)) = HomD(Λ)(X, τ≥k(Y

•)[i]) = 0

e pela hipótese da nossa afirmação temos Exti−k+1(X, Y k−1) = 0, pois

i− k + 1 ≥ d+ n− k + 1 > d+ n− n+ 1 > d+ 1 ≥ d.

Portanto ExtiΛ(X, τ≥k−1(Y •)) = HomD(Λ)(X, τ≥k−1(Y •)[i]) = 0, para i ≥ d+ n.

Como Y • = τ≥k−1(Y •), para k suficientemente pequeno, por indução sobre

k, temos que HomD(Λ)(X, Y
•[i]) = 0, para i ≥ d + n, concluindo a prova da

afirmação.

Agora vamos provar que HomD(Λ)(X
•, Y •[i]) = 0, para i ≥ d+ n−m tal que

ExtiΛ(Xp, Y q) = 0, para todo p, q ∈ Z e i ≥ d.

Note que τ≤k(X
•) = 0, para k < m pois Xk = 0, se k < m. Para k = m,

temos τ≤k(X
•) = Xm[−m]. Observe que

HomD(Λ)(τ≤k(X
•), Y •[i]) = ExtiΛ(τ≤k(X

•), Y •)

=

{
ExtiΛ(0, Y •), k < m
ExtiΛ(Xm[−m], Y •), k = m

=

{
0, k < m
Exti+mΛ (Xm, Y •), k = m
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Como Exti+mΛ (Xm, Y q) = 0, para i+m ≥ d, segue pela afirmação que

Exti+mΛ (Xm, Y •) = HomD(Λ)(X
m, Y •[m+ i]) = 0,

para m + i ≥ d + n, ou seja, para i ≥ d + n − m. Logo dado k ≤ m,

HomD(Λ)(τ≤k(X
•), Y •[i]) = 0, para i ≥ d+ n−m.

Vamos aplicar indução sobre k para provarmos queHomD(Λ)(τ≤k(X
•), Y •[i]) =

0, para i ≥ d+ n−m e para todo k ≥ m. Já vimos que para k = m o resultado

é válido.

Seja k > m e assuma que HomD(Λ)(τ≤k(X
•, Y •[i]) = 0, para i ≥ d + n −m.

Vamos provar que HomD(Λ)(τ≤k+1(X•, Y •[i]) = 0, para i ≥ d+n−m. Aplicando

o funtor HomD(Λ)(−, Y •[i]) ao triângulo distinguido

Xk+1[−k − 1] // τ≤k+1(X•) // τ≤k(X
•) // Xk+1[−k]

temos a sequência exata

. . . ExtiΛ(τ≤k(X
•), Y •) // ExtiΛ(τ≤k+1(X•), Y •) // Exti+k+1

Λ (Xk+1, Y •) . . .

Para i ≥ d+n−m temos, por hipótese de indução, que ExtiΛ(τ≤k(X
•), Y •) =

HomD(Λ)(τ≤k(X
•), Y •[i]) = 0 e ainda como Exti(Xk+1, Y q) = 0, para i ≥ d e

para todo k, q ∈ Z por hipótese, e,

i+ k + 1 ≥ d+ n−m+ k + 1 > d+ n−m+m+ 1 = d+ n+ 1 ≥ d+ n.

pela afirmação segue que

Exti+k+1(Xk+1, Y •) = HomD(Λ)(X
k+1, Y •[k + 1 + i]) = 0.

Portanto HomD(Λ)(τ≤k, Y
•[i]) = 0, para i ≥ d + n − m. Agora como X• =

τ≤k(X
•) para k suficientemente grande, segue que HomD(Λ)(X

•, Y •[i]) = 0, para

i ≥ d+ n−m.

Teorema 5.4 Se duas álgebras de dimensão finita Λ e Γ são derivadamente

equivalente, então a dimensão finit́ıstica de Λ é finita se, e somente se, a dimensão

finit́ıstica de Γ o é. Mais precisamente, se T • é um complexo inclinante sobre Λ

de comprimento n tal que Γ ' End(T •), então fin.dim(Λ)− n ≤ fin.dim(Γ) ≤
fin.dim(Λ) + n.

Demonstração: Suponha fin.dim(Λ) = d < ∞. Sejam MΓ um Γ-módulo de

dimensão projetiva finita e NΓ um Γ-módulo arbitrário. Observe que H i(FN) =

0, para i < −n e i > 0. De fato, pelo lema 5.2 existe um complexo inclinante

Q• ∈ Kb(proj-Λ) tal que G(Λ) ' Q• e Qi = 0, para i > n e i < 0. Assim temos

H i(FN) ' HomKb(Λ)(Λ, FN [i]) (lema 2.35)
' HomDb(Λ)(Λ, FN [i]) (corolário 3.19)
' HomDb(Γ)(Q

•, N [i]) (Aplicando o funtor F)
' HomDb(Γ)(Q

•, P •N [i])
' HomKb(Γ)(Q

•, P •N [i]) (corolário 3.19)
= 0,
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para i < −n e i > 0, onde P •N é a resolução projetiva do Γ-módulo N . Conse-

quentemente segue que o complexo FN é quase isomorfo ao complexo Y •:

0 // Coker d−n−1 // (FN)−n+1 // . . . // (FN)−1 // Ker d0 // 0

Seja P •M a resolução projetiva do Γ-módulo MΓ. Como F é uma equivalência

entre Kb(proj-Γ) e Kb(proj-Λ), temos FP •M ∈ Kb(proj-Λ)

Segue de FM ' FP •M em Db(Λ) que H i(FP •M) = H i(FM) = 0, para i < −n
e i > 0. Assim, se escrevemos Z• = (Zi, di) = FP •M com todo Zi projetivo

finitamente gerado, analogamente o que foi feito na demonstração do lema 5.2

temos que o complexo Z• é quase isomorfo ao seguinte complexo X• em Db(Λ):

. . . 0 // Coker d−n−1 // Z−n+1 // . . . // Z−1 // Ker d0 // 0 . . .

Como H i(Z•) = 0, para i < −n e Z• ∈ Kb(proj-Λ), vemos que a dimensão

projetiva do módulo Coker d−n−1 é finita uma vez que

0 // . . . // Z−n−2 // Z−n−1 // Coker d−n−1 // 0

é uma resolução projetiva para Coker d−n−1.

Como a dimensão finit́ıstica fin.dim(Λ) = d segue que pd(Coker d−n−1) ≤ d.

Assim, se trocarmos FN por Y • e FP •M por X•, vemos que Xp = 0, para

p < −n, Y q = 0, para q > 0 e que ExtiΛ(Xp, Y q) = 0, para i ≥ d + 1 e

p, q ∈ Z, pois pdCoker d−n−1 ≤ d. Consequentemente HomD(Λ)(X
•, Y •[i]) = 0,

para i ≥ d+ 1 + n pelo lema 5.3. Logo,

ExtiΛ(M,N) ' HomD(Γ)(M,N [i]) (lema 3.23)
' HomD(Γ)(P

•
M , N [i])

' HomD(Λ)(FP
•
M , FN [i]) (Aplicando o funtor F)

' HomD(Λ)(X
•, Y •[i]) = 0,

para i ≥ d+ 1 + n. Assim, pela proposição 1.13, temos pd(M) ≤ d+ n e então

fin.dim(Γ) ≤ d+ n = fin.dim(Λ) + n.

Similarmente, usando o funtor G : D(Λ) −→ D(Γ), quase inverso do funtor F , e

o complexo inclinante Q• do lema 5.2, onde Qi = 0, para i > n e i < 0 podemos

mostrar que fin.dim(Λ) ≤ fin.dim(Γ) + n. Portanto temos

fin.dim(Λ)− n ≤ fin.dim(Γ) ≤ fin.dim(Λ) + n.
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