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Resumo

MARCIAL, Marcos Roberto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro
de 2010. Problemas elipticos semilineares com potenciais singulares e
ou nao singulares. Orientador: Olimpio Hiroshi Miyagaki. Co-orientadores:
Paulo César Carriao e Sandro Vieira Romero.

Neste trabalho, estudamos duas classes de problemas elipticos modelado em
dominios ilimitados. Primeiro trabalhamos com o problema eliptico semilinear

—Au = f(u) em RY, ue H(RY), u#0,

onde assumiremos que f : IR — IR é uma func¢ao continua e impar. Provamos a
existéncia de uma solucao radial positiva, este resultado é devido a Berestycki-
Lions [2]. Em segundo lugar, tratamos o problema

~Au+V(jz))u = f(u), ue DY*(RY;R),

onde o potencial V' > 0 é uma funcao mensuravel e singular na origem.
Provamos a existéncia de solucao radial positiva. No caso onde f é impar,
mostramos que o problema tem um numero infinito de solugbes radiais.
Resultados de nao existéncia para potenciais particulares também serao
tratados. Estes resultados sao devido a Badiale-Rolando [1].
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Abstract

MARCIAL, Marcos Roberto, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, february
2010. Elliptics semilineares problems with singular potentials or not
singular. Adviser: Olimpio Hiroshi Miyagaki. Co-Advisers: Paulo César
Carriao and Sandro Vieira Romero.

In this work we studed two classes of elliptic problems modeled in a bounded
domains. First of all we deal with the semilinear elliptic problem

—Au = f(u) in R, ve H'(RY), u#0,

where we always assume that f : IR — IR is an odd and continuous functions.
We proved the existence of positive radial solution wich is result due to
Berestycki-Lions [2]. Secondly, treated the problem

—Au+V(|lz))u= f(u), ue D"*(RY;R)

where the potencial V' > 0 is mensurable and singular at the origin. We
proved the existence of positive radial solutions. If f odd, we showed that
the problem has infinitely many radial solutions. Nonexistence results for one
particular potencials and nonlinearities are also given. These results are due
to Badiale-Rolando [1].
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Introducao

Trataremos neste trabalho de duas classes de problemas elipticos modela-
dos em dominios ilimitados, onde provaremos resultados de existéncia quando
o potencial é singular e nao singular. Vale ressaltar que o primeiro resultado
é devido a Berestycki-Lions [2], enquanto que o segundo resultado é devido a
Badiale-Rolando em [1]

No primeiro capitulo, estudaremos o seguinte problema eliptico semilinear

—Au = g(u), em RN, N >3,

(Fo)
u € HY(RN), u#0,

onde H'(Q) denota o espago de Sobolev usual, A é o operador laplaciano, e
g : IR — IR é uma fungao continua e impar, (dai g(0) = 0), satisfazendo

ay —o0 < limin —S) glimsup@:—ng’ 0) <0,
—
s—0t S - S
s—0
N +2
(ag) —o0 Sli%iip% <0, 0= Nij_LT N >3,

(a3) existe 7 > 0 tal que G(7) = / g(s)ds > 0.
0

Este tipo de equacao aparece, por exemplo, quando se procura “ondas
solitarias”ou “ondas estacionarias” numa equacao nao linear de Klein-Gordon
ou Schrodinger, respectivamente.

O problema (Fy) modelado em dominios limitados foi estudado respectiva-
mente em [12, 13, 16] . Por outro lado Berestycki-Lions em [2] provaram que
o problema (Fy) modelado em dominio ilimitado possui uma solugao.
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No segundo capitulo estudaremos o seguinte problema eliptico nao linear
com potenciais singulares:

—Au+ V(|z|)u = f(u)
(P1)
we DY2(RN;R), N >3,

onde o potencial V : [0, 4+00) — (0, +00] é uma fun¢do mensuravel, a fungao
nao linear f: IR — IR é continua e V e f satisfazem :

(V,) existem A, > 0 tal que V(s) > As™® para quase todo s > 0;
(f,) existem M >0 e p > 2 tais que |f(s)| < M|s|P~! para todo s € IR.

Novas hipéteses sobre V e f bem como as restrigoes sobre os expoentes
a e p serdao impostas mais a adiante veja (Por exemplo ). Com respeito as
propriedades de integrabilidade do potencial, assumiremos que V satisfaz:

(V) V € L'(a,b) para algum intervalo aberto limitado (a,b), com b > a > 0.

Deixe-nos salientar que pressuposto (V,) temos que V' é singular na origem.
Outras sigularidades sdo permitidas por (V).

Nosso objetivo é apresentar resultados de existéncia para o problema (P;),
devido a Badiale-Rolando em [2]. O caso mais simples em que os pressupostos
de nossos resultados estao satisfeitos é dada pelo problema

—Au + ﬁu = |u[P"2u
(1)
u e DY(IRN; IR), N >3,

onde A > 0, a > 0. Neste caso, exibiremos um resultado de nao existéncia
de solugdes para este problema em particular. Terracine em [15] provou que
o problema (P;) possui uma solugao quando o = 2 e p = 2* = 13—1172, N > 3.
Além disso, neste trabalho o autor mostrou que o problema (1.1) nao possui
solugdo quando a« =2 e p # 2%, ou, a # 2 e p = 2*. Outro impotante trabalho
que trata o problema (P;) é devido a Badiale-Rolando [1], neste paper o autor
mostra que o problema (P;) possui solugdo quando a € (0,2) e p € (2¢,2%),

a _ 2N
onde 2% = =5, N > 3.




Capitulo 1

Problema eliptico semilinear
sem potenciais singulares

1.1 Consideracoes iniciais

Estudaremos neste capitulo um resultado de existéncia para o seguinte
problema eliptico semilinear:

{ ~Au = g(u), em R, N >3,

(F) u€ HY(RYN), u#0,

onde assumiremos que ¢ : IR — IR é uma funcao continua e fmpar .

Problemas do tipo (F) surgem em diversos outros contextos da fisica
(por exemplo, a aproximagao cldssica em mecanica estatistica, falso vacuo
na cosmologia, éptica nao-linear, propagagao de laser, etc).

O funcional S(u) associado a (Fp) ¢ definido por

S(u) = %/RN Vufde— [ Gluds, (1.1)

s

onde G(s) = / g(t)dt. O funcional S(u) é também chamado de “agao”associado

0
com (Fy) (quando (Fy) é olhada como uma equagao no espacgo euclidiano).



Existem estudos importantes e bem conhecidos na literatura sobre proble-
mas elipticos semilineares com valor de fronteira modelados em dominios limi-
tados de IRY. Evidentemente, um forte contraste entre os problemas elipticos
com fronteira definida em dominio limitado e problemas elipticos cuja condi¢ao
de fronteira é um dominio nao limitado é a falta de compacidade da imersao
de Sobolev. Isso acarreta grandes dificuldades no caso do segundo problema
para pesquisadores que trabalham em dominios ilimitados.

Uma primeira abordagem natural ao tratar o problema (Fp) seria a
aproximacao da solugao de (Fy) pela solu¢ao de um problema anélogo na bola
Br = {x € R" : |z| < R}, isto é, primeiramente resolve-se o problema

—AUR = g(uR) em BR
UR} =0
dBR

Uma das dificuldades enfrentadas a priori é a auséncia de limites, (isto
é, a solugao independente de R). Este método, desenvolvida em [16], exige
algumas restrigoes de natureza técnica sobre o termo nao-linear g. Neste
trabalho usaremos uma construcao apropriada cuja finalidade é obtermos
imersoes compactas. Esta restricao pode ser transparente por causa de entes
7autonomos”de (Fy) e a possibilidade de utilizar uma mudanga de varidvel
em IRY. O fato de que g é “auténomo” (isto é, depende apenas de u), e do
operador ser o Laplaciano (ou operador eliptico com coeficientes constantes)
constituem as principais restrigoes sobre o método que sera apresentado.

Uma caracteristica especial de (FPy) é a sua invariancia sobre o grupo de
translacdo e rotacdo, ou seja, se R é uma rotacdo em RY e C € RN ¢é um
vetor fixo, entdo para qualquer solugdo u de (Pp) a fungao v definida por
v(z) = u(Rz + C) é também a solugdo de (Fy). Tal indeterminagao nao estara
presente no que se segue, uma vez que nosso objetivo é procurar solugoes
radiais de (FP), isto é, solu¢do u com simetria esférica, u depende apenas de
|z|. Tais solugoes também sao chamadas de “particle-like”.

1.2 Resultado principal

Presumiremos no nosso trabalho que a dimensao do espagco ¢ N > 3.
Sabemos que ¢ : IR — IR é uma fungao continua, impar, logo ¢(0) =
Suponha ainda que a funcao ¢ satisfaz as seguintes condigoes:



ay —o0o < llminf —= < lmsup———=-m=g < 0,
s—0t S s—0— S
N +2

(ag) existe 7 > 0 tal que G(7) = / g(s)ds > 0.
0

O resultado principal deste capitulo é:

Teorema 1.1 (Berestycki-Lions) Suponha N > 3 e que g satisfaz (a;) —
(a3). Entdo (Py) possui uma solug¢ao u tal que:

i) u >0 em IRN.

it) u € esfericamente simétrica: u(x) = u(r), onde r = |x| e u decresce com
respeito a 1.

iit) u € C*(IRY).

iv) u junto com suas derivadas a menos de ordem 2 tem decaimento exponen-
cial no infinito
|D*(u(x))| < Ce, 2w e RN

para algum C, § >0 e para |a] < 2.

Para provarmos este teorema utilizaremos o método de minimizacao com
vinculo que sera detalhado mais a frente secao 1.4. Na verdade construiremos
um outro problema cuja solucao satisfaz (FPy) e mostraremos que a solugao do
referido problema verifica as condigdes (i) — (iv) do teorema 2.1

Passemos agora a alguns exemplos mais simples onde se aplica o teorema
(2.1).

Exemplo 1.2 Considere a equagao

(1.2)

—Au+mu = ANulP"'u em RN
uwe HY(RY), uw#0 ’

onde A e m sao constantes positivas e p > 1.



Esta equagao foi estudada por S. Pohozaev em [11]. Neste trabalho o autor

mostrou que (2.2) possui uma soluc¢ao se e somente se 1 < p < N42 e nao

N—2
42, Note que se 1 < p < 242 as condigdes (a1) — (as)
sao trivialmente satisfeitas e se p > % o resultado de nao-existéncia segue

da identidade de Pohozaev a qual serd apresentada na préxima secao.

possui solucao se p >

O método de Pohozaev para resolver o problema (2.2) consiste em
maximizar )

e |u|PTdx
p +1 RN

sobre o conjunto

1
{ueHl(lRN): §/JRN |Vu|2dx—l—%/lRNu2dx:1}

Este vinculo faz com que aparega um multiplicador de Lagrange 6 e através
do qual obtemos uma solucao positiva de

—Au + mu = \0uP.

Mostraremos que o multiplicador de lagrange 6 é positivo, e pode ser removido
olhando para a solucao v = ou, ¢ > 0 . O problema foi também estudado
por Berger [3, 4]e por Coffman [6], mostrando que ela possui infinitas solugoes
distintas usando a mesma homogeineidade especial de (2.2).

Exemplo 1.3
—Au+mu = MulP7lu — plultu em RN (13)
ue H(RY), u#0 ’ '
onde \, ;u e m sao constantes positivas e 1 < p, q.
Aqui as hipoteses do Teorema 2.1 sao reduzidas para 1 < p < max(%, q) e

existéncia de 7 > 0 tal que

A m
EEANES S LSS B Y

= T
p+1 qg+1 2

G(7)

A segunda condigao (ag) ¢ automaticamente verificada se 1 < g < p < [. De
fato, note que neste caso

g(u) = Mul"™ u — plu|" v — mu,



g(s)  AsP — us? —ms

lim = = 0.
§—00 Sl sl
Portanto o Teorema 2.1 se aplica para 1 < ¢ < p < ¥t2 = [. Strauss em [13]

mostrou a existéncia de um nimero infinito de solugdes do problema (2.3). O
caso em que q < % < p sera tratado na préxima secao, onde provaremos a
nao existéncia de solugdes nao triviais para (2.3), utilizando a identidade de
Pohozaev.

Finalmente quando p < ¢, o teorema 2.1 se aplica se existir 7 > 0 tal que
G(7) > 0. Utilizando a identidade de Pohozaev pode-se mostrar que (2.3)
nao tem solucao se G(7) < 0V 7 > 0. Assim a condi¢do (a3) é necesséria e
suficiente.

1.3 Identidade de Pohozaev

Se u é solugdo do problema (F), entdo u juntamente com suas derivadas
suficientemente pequenas no infinito necessariamente satisfazem
N -2

7/ |Vu\2dx =N G(u)dz (1.4)
2 RN RN

T

onde G sempre denotard a fungao G(7) = / g(s)ds. A equagao (2.4) é

0
chamada identidade de Pohozaev. Antes de ser mais preciso, vamos dar um
argumento formal explicitando (2.4). Defina dois funcionais

T(u) = /IRN |Vul*dz, V(u) = /]RN G(u)dx.

(Por analogia %T(u) corresponde a energia cinética, enquanto que V' (u)
corresponde a energia potencial. Assim S(u) = 1T(u) — V(u)).

Considere agora a seguinte mudanca de varidvel em IRY: para o > 0 defina
us(z) = u(%). Através de um simples célculo nés obtemos que:

T(u,) = oV 2T (u), V(ug) = oV (u).

Assim S(u,) = "]ng(u) — o™V (u). Daf se u é solugao de (2.1), pelo menos

informalmente podemos interpreta-la como um ponto critico do funcional S.
Deste modo temos %S(ug)azl = 0 o qual é precisamente (2.4).
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O procedimento argumentado acima nao € rigoroso, por duas razoes pelo
menos, em primeiro lugar necessitamos saber se S € C! sobre o espaco onde
estd definido e precisamos mostrar que %ua(z)‘ = —Vu(x).z estd bem

definida.

o=1

Lema 1.4 (Identidade de PohoZaev)
Seja Q um aberto de classe C', g : IR — IR uma funcdo continua onde

Gu) = [ als)ds e u e Hy@) N (@)

¢ uma funcao satisfazendo
—Au = g(u) (1.5)

no sentido “fraco”. Se além disso G(u) € L*(Q) e n(o) designa o vetor normal
exterior a 05), entdo para todo z* € IRY firo, u satisfaz a identidade

?/{JVU@)PO&“’% - Vu(o)|* (o — 2*).n(0)do = N/QG(u(x))d:E-
(1.6)

Em particular se @ = RY, para 1 < j < N temos,

[ ot = [ ot

(N—Q)/Q|8ju(x)\2dx: 2/QG(u(x))d3:,
ou seja, N9

T/ |Vul?dz = N G(u)dz. (1.7)
RN RN

Demonstragao: Seja ¢y uma fungao de classe C'* sobre [0, 00) tal que

1, 0<t<1

Para j > 1 tome ¢;(x) := ¢o(%2)). Daf

R. cadeia ,/ ‘SL’| X1 TN o 1 m
veitn "6 () (g i)~ (5) =

Logo ||V¢;(x)|| < ¢ independe de j e

12]| V()] < %do ('j—') < Cllébllus



Para cada i fixo, multipliquemos os dois membros de (2.5) por (z; —
25 )0iu(z)¢i(x). Agora, usando o fato de 9;G(u(x)) = g(u(z))du(x) e em
seguida integrando por partes o lado direito da equagao obtemos:

/QQ(U(x))(%—Zf)aiU(I)%(l')dx = A(Ii—23)¢j($)5iG(U(x))d$
. /Q (6(2) + (s — )06, (2)) G (u(z))dz +

e por passagem ao limite onde utilizamos o Teorema da Convergéncia
Dominada e o fato de 0;¢;(x) tender a zero quando j — 0o, nds obtemos:

lim [ g(u(z))(z; — 2])0u(x)p;(x)dr = — / G(u(z))dx. (1.8)

i—= Jo Q
Para resolver a outra parte usaremos a identidade

vAu = div(vVu) — VuVo valida em RN\ {0} (1.9)

e em seguida aplica-se o Teorema da Divergéncia.



- /Q Au(z).(z; — 27)Ou(x)p,(x)dr =
- /Q div|(x; — 2])0u(z)p;(x)Vu(z)|dx + /Q V((x; — 2))0u(z)¢;(x)).Vu(x)de =

_/89(‘72' - Zik)aiu(g)ébj(U)VU(U)H(U)dU+/Qez'@'U(f)¢j(:E).Vu(x)dx+
/Q(l’z — 2 )V (0;u(x)p;()).Vu(x)dr =

H(o) + /Q [Orul)*¢; (x)dz + /Q (2 — 27)V(Oyu(2)) ;. Vu(a)do+
/Q(xz — 27)0u(x)Ve;(x).Vu(z)dr =

H(o) + /Q |8iu(:c>|2¢j(:c>dx+% /Q (2 — 25)6,(2)0;[|Vu(x) |*)do+

H(O’) + Elj + EQj + E3j.

onde
Ho) = - /a (0= 20)0(0)0s () Vul)n(a)do,
Ey = A\@iu(x)ﬁbj(:c)dx,
By = 5 [ (= ),@0 Vu()lda

Es; = /Q(:cZ — 27)0u(x)Vu(x).Vo,(z)dx

Quando j — oo, E3; — 0e Ey; — [, |0iu(x)|*dz, pois ¢; = 1 e Vo; — 0.
Agora quanto a Es;, utilizamos integracao por partes.

10



2
1 2 _1 T — 20:b: () I Vulz) | 2dr
= =5 [ Vul)F; =5 [ (@ =00, Tu(o)fde +
e
o0

Quando 7 — oo

1 1 *
By = 9 /Q [Vu(z)* + 2 Jon \Vu(o)|*(o; — z7)n:(o)do.

Finalmente usando as relagoes acima, temos

_%/Q‘VU(ZU)P—F% m\Vu(x)\2(ai—z;-k)m(a)da—/m(o—i—zj)@.u(o—)vu(a)_n(a)da:

- /Q G(u(z))dz.

Como isso vale para cada i = 1,..., N e o gradiente Vu(o) é paralelo a n(o),
temos

E/ |Vu(z)|*dx + 1 (Vu(o)* (o — 2*).n(o)do = N/ G(u(x))dz.
2 Ja 2 Joa Q
Agora, se Q = IRV, entdao 09 = 0, logo
N=z / Vu@)Pde =N [ Glu())dz
RN

2 RN

HazUH%z(BN) = HaluH%z(BN) parai = 1,...,N.

1.3.1 Algumas consequéncias da identidade de Pohozaev

Mostraremos a seguir que as condigoes (a1) — (a3) sdo “quase” necessarias
para a existéncia de uma solu¢ao do problema (F).

11



(a) A hipétese (a3z) é uma condigdo necessdria, visto que se u é solugao de
(), entao segue da identidade de Pohozaev que

N -2
dr = —— Vul?d
RNG(U) x 5N IRN‘ u|*dx >0

(b) Para justificar a hipétese (ay), consideremos um caso de poténcia pura, a
equacao (2.2) vista no exemplo 2.2 da secao 1.1, por exemplo. Note que
neste exemplo temos

g(u) = MulP™'u —mu, X\, m>0.

Se u satisfaz a equagao (2.2), entdo multiplicando por u e integrando em

RN temos
/ |Vu|2dx:/ g(u)udzx.
RN RN

Por outro lado segue da identidade de Pohozaev (ver equagao (2.7)) que

2N
/ g(u)udx:/ \VulPde = ——— G(u)dx
RN RN N - 2 RN
dai
/ AulP~'u — mu)udr = L / Aluf™? - i dx
RN N —2 RN p+ 1 2
ou seja,

1 N -2
A — / |u|PTdr = m u?dr > 0.
P ‘l— 1 2N RN N RN

Como \ e m sao constantes positivas temos que

1L N-2 o N2
1StO € =
p+1°~ 2N P=N9

.

Portanto (2.2) nao possui solugdo quando p > [, como comentamos na

segdo 1.2. Por outro lado, sabemos da literatura [13, 4, 11] que quando

p < 1 (2.2) admite infinitas solugoes radiais. Deste exemplo, vemos que a
N+2

hipétese (az) é necessaria onde | = 3= é denominado “expoente critico”.

(¢) Consideraremos agora a hipdtese (a;). Afirmamos que (a1) é ”quase” necessaria
no sentido de que se ¢’(0) > 0, entdo () ndo tem solugdo radial. Sabe-
mos que se u € H'(IRY) é esfericamente simétrica, entdao por um resul-
tado de Strauss [13] (Ver apéndice, lema A.4) existe uma constante C'
dependendo apenas da dimensao do espaco, no caso N, tal que

N—1

2

u(z) < Cllul|grmmy||z||™

12



na verdade temos |u(z)| = 0(|x\_%) quando |r| — 4oo0. Aqui

f(x) = o(]h|) quando |z| — oo se lim f(h) 0.

Sejam m = ¢’(0) > 0 e q(r) =m — %. Considerando o caso N =3 e

assumindo g € C? numa vizinhanga de 0, temos que ¢q(r) = o(r!). De

fato
/ " 82
9(s) = 9(0) +g'(0)s + ¢"(0) 5
2
= ms+¢g"(0)=.
2
Dai
g(u(r)) u(r) o ulr)?
m——+ ¢"(0)
u(r) (r) 2u(r)
= m+ g”(O)M,
2
logo @ =—q" (O)%, enquanto que u satisfaz a equacao linear

—~Au+qg(r)u=mu em IR?

mas isto é impossivel, pois viola um resultado de Kato [10] o qual diz
que o operador linear de Schridinger —A + ¢(r) nao possui autovalores
positivos associados & auto-funcgoes em L?(IR®) sob a condicao de que

q(r) = o(r™).
(d) Uma outra consequéncia da identidade de Pohozaev ¢é o seguinte coroldrio:

Corolario 1.5 Se u é uma solugcdo qualquer de (Py), entao

S(u) = %T(u) - 0.

Demonstracgao:

Segue do lema 2.4 que

N -2
7/ \Vul|?de = N G(u)dx
2 RN RN
dai,
N -2
Vi = 1),

13



logo
) - X 227w) = L) > 0.

Slu) = ON

1
2

Com intuito de mostrar uma situacao onde a equagao (2.3) nao admite
solugao nao trivial, vamos retornar ao exemplo 2.3,

—Au+mu = MulP~lu — plultu em RN
uwe H(RY), u#0 '

Da identidade de Pohozaev é facil ver que se ¢ < N +2

nao possui nenhuma solucao nao trivial. De fato,

< p a equagao acima

/ |Vul*dz = / (Ml u = plul' u — mu)udz.
RN RN

Por outro lado, segue da identidade de Pohozaev que

2N b
/ |Vul*dz = ) G(uw)dz, G(u)= / g(s)ds
RN —2JRN 0

onde g(u) = MulP~ u — p|u|"'u — mu. Dai segue que

2N A
2N / RS AR P / Al — ] =),
N—2|/)m \p+1 q+1 2 e

ou seja,

1 N-2 1 N—2 m
N ———— = p+1d e R / q+1d :_/ 2 0.
(p+1 ON )/R [l H“( 1N ) A= | w>

1 N-—2 2 x N+2 N+2
Comom—w>06—q+—l+w>0 entaop<m—leq>m.
Portanto, se ¢ < f£2 < p conclui-se que a equacdo (2.3) ndo admite solugao

nao trivial como ja hav1amos afirmado anteriormente.

1.4 Método de minimizacao com vinculo

Um método natural para resolver (Fp) seria olhar diretamente para o
ponto critico do funcional S no espago H'(IRY). Nosso objetivo é modificar g

14



de modo que o funcional S seja de classe C' em H!'(IRY), para isso usaremos
Teorema A.7 .

A primeira dificuldade que enfrentamos ao atacar o problema, é o fato
de S ndo ser limitado superiormente, nem inferiormente em H'(IRY). De
fato, a ilimitacao superior se da devido a presenca do termo gradiente, pois se
designarmos por (e,) uma base ortogonal para H'(IRY), como

/EZN |Ven|2dx = ||6n||§{1(BN) = ]_,

segue que, dado t > 0 e n fixo,

2

1
lim S(te,) = — / Vteo2de— [ Glten)dr = lim —— [ Gten)dz — +oo,
2 IRN ]RN

t—oo t—4o0 RN

(az)
pois / G(u)dx < C/ lu|""dx < oo. Portanto segue que o funcional S
RN RN

nao é limitado superiormente. Para mostrar que S nao € limitado inferiormente
vamos utilizar a hipdtese (a3) e a mudanca de variavel da secao 3.1. De (a3)
temos que existe w € H;(IRY) tal que

V(w) = G(w)dz > 0.

Esta afirmagao serd devidamente justificada na demonstracao do préximo

teorema (2.6). Utilizando a mudanca de varidvel da segao 1.3, isto é, w,(x) =
w(%) =, temos

0.N—2

TT(w) — oV (w).

Como V(w) > 0, segue que S(w,) — —oo quando o — +00 como querfamos.

S(w,) =

Outra dificuldade estd no fato de S nao satisfazer condigoes do tipo (PS™)
ou (PST), isso é pelo fato de estarmos em IRY, entdao possivelmente a afirmagao
acima pode ocorrer, mas sob algumas condicoes a frente tal compacidade sera
resgatada.

Antes de olharmos para o ponto critico do funcional S, consideremos o
problema de minimizacao com vinculo. Inicialmente precisamos modificar a
funcao g de modo que V seja de classe um funcional de C' em H'(IRY). Vamos
definir a nova funcao ¢ como segue:

Seja 7 um numero real fixo, defina

15



(Z) g=: 9(5) Se 9(5> > 0 para todo s > T;
€

(1) se existir sy > 7 tal que g(sg) = 0, defina

10 =17 s,

Para s <0, g é definida (como g) por §(s) = —g(—s). Primeiramente podemos
observar que § satisfaz as condigoes (a1) — (a3). Além disso, segue do principio
do méximo que solugoes do problema (F,) com g sdo também solucoes de (Fp)
com g. Sabemos do caso (ii) acima que uma solu¢ao u com § satisfaz |u| < s,
entao g(u) = g(u). Logo ndo ha perda de generalidade em substituir g por g.
Doravante vamos sempre adotar por convencao que foi substituido g por g, e
no entanto manteremos a mesma notacao g.

Com estas modificacoes, g satisfaz uma condicao mais fraca

_ _ N2
=0 com | = .

L9l
(a2)ui L

Agora utilizando o teorema A.7 (ver apéndice) segue que V(w) = G(w)dx
RN
esta bem definido e é de classe C'! no espaco H'(IRY).

Consideremos entao o seguinte problema com vinculo:
minimize{T(w);w € H'(RY),V(w) = 1}. (1.10)

Note que o problema (2.10) conduz a solugao de (Fp). Sabemos que se u
resolve (2.10), entdo como T e V sdo de classe C! em H'(IRY), pelo Teorema
de Multiplicadores de Lagrange existe um multiplicador de lagrange 6 tal que
T'(u) = 0V'(u), isto é, (pelo menos no sentido de distribuicao)

—Au = 0g(u) em RN (1.11)

Vamos mostrar mais a frente que # > 0. Dai, tomando u,(z) = u(%),
o > 0; temos

6
—Au, = ﬁg(ug) em RY.
Logo escolhendo o = v/f temos a solucao de (Pp).
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Teorema 1.6 Sob as mesmas hipoteses do teorema 2.1 o problema de mini-
mizagdo (2.10) possui uma solugao v € H'(IRYN) a qual é positiva, esferica-
mente simétrica e decrescente comr = |z|. Além disso, existe um multiplicador
de Lagrange 6 > 0 tal que u satisfaz (2.11). Assim u,, para o = VO € uma
solugao de (Pp).

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao do teorema em 5 etapas
enumeradas a seguir:

1. O conjunto {w € H(RN),V(w) =1} é nao vazio.

2. Selecionar uma sequéncia minimizante adequada.

3. Estimar a prior: a seqiiéncia minimizante.

4. Passagem ao limite.

5. Conclusao.
Primeira etapa :

Mostraremos que o conjuto {w € H*(IR"),V(w) =1} ¢ ndo vazio. Note que
este é o tnico lugar onde a hipdtese (a3) é usada.

Seja 7 > 0 tal que G(7) > 0. Para R > 1 defina a seguinte funcao:

T para |z| < R
wr(x) =¢ 7(R+1—7r) para, r=|z| € [R,R+ 1]
0 para |z| > R+ 1.

Como wg € L*(IRY) e Vwg € L2(IRY), entdao wyp € H*(IRY). Agora usando
|.| para denotar a medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel do RY,
verifica-se que

Vi) 2 G(6)| Bl = B — Bl max 16(5)).
Entao, existem constantes C,C’ > 0 tais que V(wg) > CRY — C'RN~! para
R > 0 suficientemente grande. Isto mostra que V(wg) > 0 para algum R > 0
fixo. Entao fazendo um mudanca de variavel em wg, wg,(r) = wr(%), temos
que:
V(wge) =™V (wg).

Entao para um ¢ > 0 apropriado obtemos V(wg,) = 1.
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Segunda etapa :
Selecionaremos uma sequéncia minimizante adequada. Da etapa acima, mais
a definicao de fnfimo segue que existe uma sequéncia u, € H'(IRY) tal que
Viu,)=1e

lim T'(u,) =1 = inf {T(w); we H(RY), V(w) =1} >0.

n—oo

Seja u} denotando um rearranjamento esférico de Schwartz de |u,| (a
definicao e algumas propriedade da simetrizagao de Schwartz serao descritas
no apéndice, segao A.4). Temos que u’ € H'(RYN), V(u}) = 1, e I <
T(u!) < T(uy). Isto significa que (u}) é também uma sequéncia minimizante.
Substituindo (u,) por (u}), assumiremos de agora em diante que, para todo n
u, é ndo negativa, esfericamente simétrica e nao crescente com r = |z|.

Terceira etapa :

Faremos uma estimativa para (u,), isto é, mostraremos que ||un||g1(ry) €
limitada. Para s > 0 defina ¢1(s) = (g(s) +ms)" e g2(s) = g1(s) — g(s) (aqui
a™ = max(a, 0), parte positiva de a). Estendendo g; e go como fungoes impares
para s < 0 Otemos que g = g1 — g com gy, g2 > 0, e mais

N +2
g1(s) = o(s), quando s — 0; lim 91(5) =0, onde [ = St (1.12)
s—oo gl N -2
e
g2(s) > ms, Vs >0 (1.13)
De fato,

se g(s) +ms <0, (2.12) é imediata, pois g; = 0. Agora se g(s) +ms > 0, com
s > 0 entao g1(s) = g(s) + ms, dai

lim 9108 g IO M
s—0 S s—0 S
€
lim gl(f) _ i J8) S M,
s—oo 8§ S§—00 S

Portanto 2.12 se verifica. O caso s < 0 é andalogo.

Quanto a (2.13), temos que se
g(s) <0, s>0 =
gi1(s) =ms = ga(s) =ms — g(s) < ms,
agora se g(s) >0 = go(s) = ms, portanto go(s) > ms, para todo s > 0.

Seja Gi(z) = [] gi(s)ds, i = 1,2.... Segue de (2.12), (2.13) que para
qualquer € > 0, existe C. > 0 tal que

G1(s) < Ccls|"™ + €Gy(s), Vs € R. (1.14)
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Agora como T'(u,) — I, entao a sequéncia ||Vuy,||r2(gy) ¢ limitada. Segue-
se do teorema de imersdes de Sobolev (Ver apéndice A.2) (D“?(RY) —
L¥(IRY)), que |[up]| g2 gy < C, onde 2* =1+ 1 = 2% (aqui a constante C
é positiva e independente n).

Escrevendo V' (u,) = 1, temos

/]RN Gl(un)da::/m Go(uy)dx + 1. (1.15)

Agora tomando € = 1 em (2.14) e usando (2.15), temos [y G2(u,)dz < C.
Logo por (2.13) segue-se que
m

u? < Go(u,) < C.
2 RN RN

Asim, pelo que obtemos acima, ||u,||g1(gyy é limitada. Dai segue-se da
imersao continua H' < LP que

|[tn||Lr(myy < € para qualquer 2 < p < 2%

4° etapa:

Passagem ao limite. Inicialmente observemos que u,(x) — 0 quando |z| —
400 uniformemente com respeito a n. De fato, sabemos das duas tltimas
etapas que u, é radial, ndo crescente e limitada em L2?(IRM). Dai segue-se
do lema radial A.6 (ver apéndice) que |un(z)] < Clz|~2, = € RN, com C
independente de n. Agora como u, é limitada em H'(IRY) podemos extrair
uma subsequéncia de u,, novamente denotada por wu,, tal que u, converge
fracamente em H'(IRY) e quase sempre em IRY para a funcio u € H'(IRY).
Observe que u € H'(IRY) é esfericamente simétrica e nao crescente com 7.

Agora, seja Q(s) = s + |s['T, usando (2.12), obtemos

Gi(s)
— 0 quando s — o0 equando s — 0. 1.16
Q) (110
Sabemos também que
sup Q(uy)dr < +00, (1.17)
n RN
Gi(u,) — Gi(u) quase sempre em RVe (1.18)
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up(r) = 0 quando |z] — +o00, uniformemente com respeito a n.
(1.19)
Por (2.16(-(2.19) o lema de compacidade de Strauss (ver apéndice, Teorema
A.3) nos garante:

G1(up)dr — Gi(u)dr quando n — +oo.
RN RN

Do Lema de Fatou’s (ver apéndice lema A.11) na equagdo (2.15) deduzimos
que

Gh(u)dx > Ga(u)dx + 1,
RN RN
isto é, V(u) > 1. Por outro lado, também sabemos que

T(u) <liminfT'(u,) =1

n—-4o0o

(ver apéndice, Corolario A.14).

Suponha agora por contradigdo que V' (u) > 1. Entao, usando a mudanga
de varidvel u,(z) = u(%), obtemos que V(u,) = oVV(u) = 1 para algum o,
0 < o < 1. Também temos T (uy) = oN"2T(u) < oV2I. Pela definicao de I,
T'(u,) > I. Mas isto implicaria em I = 0, ou seja, T'(u) = 0, logo v = 0 (u ndo
pode ser uma constante nao nula por causa de seu decaimento ), contradizendo
V(u) > 1. Portanto V(u) =1 e T'(u) = I > 0; disto, u é solu¢ao do problema
de minimizacao (2.10).

5° etapa:(conclusao)

Como T e V sdo de classe C' em H'(IRY) (Ver apéndice teorema A.8),
existe um multiplicador de Lagrange 0 tal que $7"(u) = 6V (u). Primeiramente
observemos que 6 # 0. De fato, se fosse 8 = 0 terfamos u = 0 que é impossivel.

Vamos supor entao que 6 < 0. Observe que V'(u) # 0 (V'(u) = 0 daria
g(u) = 0, o que implica em u = 0 pois g(s) # 0 para s > 0 pequeno,
contradizendo assim o fato de V(u) = 1, resultado obtido na etapa anterior.
Considere entdo a funcao w € D (IRYN) tal que

(V'(u),w) = /RN g(uw)wdx > 0.

Como V(u+eW) ~ V(u) + e(V'(u),w) e

T(u+ ew) ~T(u) + 2¢(V'(u),w) para e¢—0 e 6<D0.
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podemos encontrar € > 0 suficientemente pequeno tal que v = u + ew satisfaca
V(v) > V(u) = 1eT(v) < T(u) = I. Novamente por uma mudanca de
variavel, existe o € (0,1) tal que V(v,) =1e T(v,) < I, pois I é infimo que é
um absurdo. Portanto segue que 6 > 0.

Entao u satisfaz, ao menos em H', a equacao
—Au=0g(u) em RN
e entdo u(./V0) = u, /5 ¢ uma solugao do problema (F). O
Lema 1.7 Sob as condigies (ay), (as)ps, se u € uma solugao esfericamente
simétrica de (Py), entdo u € C*(IRY).
Demonstracao: Note que u satisfaz a equagao
~Au = q(z)u em R", (1.20)

g(u(z))
u(x)

onde ¢(x) = . Usando (az)ps, temos

< clult = cfu| vz,

Como u € HY(IRY), temos também que u € L* (IRY)(Teorema de imersdes
de Sobolev). Notando que 2* = N_273° usando a estimativa acima vemos
que q € L%(ZRN ). Agora aplicando um resultado de Brezis & Kato ver [13],
concluimos que u € L7 (IRN) para 1 < p < oo. Usando um argumento cléssico
(na bola Bg) mostramos que u € L2 (IRY). Entao por uma estimativa em LP
temos que u € W2P(IRN) para qualquer p < +oo e assim u € C1*(RRY), com

a € (0,1).

C

Como u satisfaz a equagao (ver apéndice A.12)

N -1
r

—Upp — Upr = g(”)? re (07 +OO)7 (1‘21)

nos ja sabemos que u,, é continua, exceto possivelmente na origem 0. Vamos

colocar v(r) = g(u(r)); v é continua em [0, +00). Reescrevendo (2.21) como

a4
dr

(rV ) = rV o (r)
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e integrando de 0 a r temos

T
NV, = —/ sV (s)ds.
0

Com uma mudanga de variavel temos

1
U, = —r/ tNlo(rt)dt
0

ou )
O —/ N=Ly(rt)dt
r 0
Como )
/ Nl (rt)dt — v(0) quando r — 0,
0 N
- . v(0)
usando (2.21) deduzimos que u,..(0) existe e u,..(0) = ~ quando r — 0.

Entao u € C?(IRY). Observamos também que u > 0 em IRY pelo principio do
maximo e que u € uma funcao decrescente de r, pois pelo principio do maximo
forte u/(r) < 0 para todo r > 0. O

Lema 1.8 Sob as condicoes (a1), (az bis), se u é uma solugdo esfericamente
simétrica de (Py), entao

Du(a)] < Ce, e RV

para algum C,0 > 0 e para |o| < 2.

Demonstracao: O decaimento exponencial no infinito segue de um argu-
mento de um exercicio de equagao diferencial. Segue do lema 2.7 que u

é de classe C?(IR™); por conseguinte satisfaz a equagdo (2.21). Fazendo
(v-1)

v=r"_2 u;entao v satisfaz

gur) |, (N=1(N-3)
‘ u(r) 4
digamos r > rg, temos

onde ¢(r) = — . Para r suficientemente grande,

)+ 52
¢ r2 = 2

(lembramos que u(r) — 0 quando r — 0 pelo lema radial, ver apéndice).
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Seja w = v?; entdo w verifica

1

5 W = v+ {q(r) + ﬁ} w. > {q(r) + —} w.

Entao para r > rg obtemos w,, > mw e w > 0.

Agora seja z = e”V™ (w, + /mw). Nés temos z, = e~ V™ (w,, — mw) > 0;

entdo z é ndo decrescente em (7o, +00). Se existir 71 > ry tal que z(r;) > 0,
entdo z(r) > z(ry) > 0 para todo r > r;. Isto implica que

w, + Vmw > (z(rl))e\/mr, Vr > ryq,

onde w, + v/mw nao é integravel em (7, +00). Mas v? e vy, sdo integraveis
préximo do oo para u € H'(IRY), entdao w, e w também sdo integrdveis, uma
contradi¢ao. Dai z(r) < 0 para r > r;. Isto implica que

(e w), = 6\/m(\/mw +w,) = VM, <0 parar > 1.

Entdao w(r) < Ce V™, de fato, seja f(r) = eV™w(r), r > ry, como
(eV™w), < 0, f é decrescente, ou seja, f(r) < f(r;) = C. Portanto
eV™w(r) < C, o que implica que w(r) < Ce V™.

(N-1)
Como w=1v?ewv=r 2 u,temos
M

-1 _ym

lu(r)| < Cr="7T 2" parar >ry, (1.22)
para certas constantes positivas C' e ry.
Para obtermos o decaimento exponencial de u,, observe que u, satisfaz
(rN ), = =Vl g(u). (1.23)

Entao usando (a;) e o decaimento exponencial de u é facil ver que para r
suficientemente grande, digamos r > ry nds temos

my|u| < |g(u)| < molul, onde mg > my; > 0.

Dal integrando (2.23) em (r,R), usando (2.22) e deixando r,R — 400
mostramos que ¥ "1y, tem um limite quando r — oo e novamente por (2.22)
esse limite s6 pode ser zero. Integrando (2.22) em (7, +00) temos que u, tem
decaimento exponencial. Por fim o decaimento exponencial de w,,. (logo de
|D*u(z)| para |a| < 2) segue imediatamente da equagao (2.21). O
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1.5 Conclusao

Juntando os resultados, do Teorema 2.6, Lema 2.7 e Lema 2.8 provamos
o resultado principal enunciado neste capitulo, o Teorema 2.1 devido a

Berestycki-Lions em [2].
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Capitulo 2

Problema eliptico semilinear
com um potencial singular

Neste capitulo estudaremos o seguinte problema eliptico semilinear

—Au+ V(|z))u = f(u)
(P1)
ue D}(RN;R), N >3

onde o potencial V' : [0, +00) — (0, +00] é uma fun¢do mensuravel. A funcao
nao linear f : IR — IR é continua e V e f satisfazem as seguintes condigoes:

(V,) existem A, a > 0 tais que V(s) > As™® para quase todo s > 0;
(f,) existem M >0 e p > 2 tais que |f(s)| < M|s|P~! para todo s € IR;

(V) V € L'(a,b) para algum intervalo aberto limitado (a, b), com b > a > 0.

Provaremos um resultado de existéncia de uma solucao radial e um
resultado de existéncia de infinitas solugoes radiais para o problema (P;) e um
resultado de nao existéncia no caso em que V' é um potencial particular dado
por V(s) = “ e f é tal que f(u) = |u[P">u com A, > 0 e f € C°(IR; IR).

ES

Estes esultados sao devido a Badiale-Rolando em [1].
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2.1 Espaco de Sobolev com peso

Seja N > 3 e assuma que V' : [0, +00) — (0, +00] é uma funcdo mensuravel
satisfazendo (V,) e (V);.

Nosso objetivo é estudar o espago de Sobolev X com peso V' dado por:

X = X(R";V) := {u € DY (RY) : /

RN

V(|2|)utde < —1—00}. (2.1)

Sabemos que o espaco de Sobolev
D'?:= D"*(IRY) := {u e L* (R"); Vu e L*(R")}

equipado com a norma ||u||p12 := ||Vu||r2 é um espago de Hilbert, o qual pode
ser visto como um completamento do espago C°(IRY) com relacdo a norma
l|.||pr2. Lembremos que convergéncia fraca em D? implica em convergéncia
pontual em R (a menos de subsequéncia quase sempre).

Como a convergéncia no espaco de Lebesgue com peso L?(IRY;V (|z|)dx)
implica em convergéncia pontual (a menos de subsequéncia e em quase todo
ponto), o espaco X = DV2(IRN) N L*(IRY; V(|z|)dz) ¢ um espago de Hilbert
com respeito a norma ||u||? := (u,u) induzida pelo produto escalar

(u,v) = / (VuVo + V(|z|)uv)de  para todo u,v € X(RY; V).
RN

Note que a hipétese (V); garante a inclusdo C°(By\B,) C X. De fato,

dado u € X / V(|x|)u*dr < co. Com efeito, seja u € C2°(B,\B,), logo
RN

oo
uEC B\ Ba) (V)

/ V(|| )uldz c/ V(le))de 2" o,
By\Ba By\Ba

Utilizando-se da imersao continua X < D2, temos que convergéncia fraca
em X implica em convergéncia pontual em IRY (a menos de subsequéncia e
em quase todo ponto). Como uma consequéncia disso, o subespaco

X, =X, (R; V) = {ue X(R";V) :u(z) = u(gx) paratodo g€ O(N)},

onde O(N) é o grupo ortogonal de IRY ¢ nao vazio por (V); e fechado em X,
portanto um espaco de Hilbert. De fato, que X, é nao vazio, é trivial, pois
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a funcao identicamente nula estd contida nele. Agora vamos mostrar que ele
realmente ¢é fechado.

De fato, seja u,, € C*°, u, € X, tal que u, Xy u, onde ¢ = By \ B, para

c )
0 < a <b. Temos

Un () = un(gz)
ql lq
u(z) = u(gz)

Da unicidade de limite segue que u é invariante por grupos ortogonais, ou seja,
u € X,, e assim podemos concluir que X, é fechado como queriamos.

Proposigao 2.1 A imersao X,(IR™; V) — L% (IRN) é continua, onde 2+ 22
para o € (0, 00).

Demonstragao: A prova desta afirmagao segue do lema radial [2] combinado
com (V,). O lema radial faz a seguinte estimativa

Vue DY

rad

(RY: V) |u(z)| < CN||VuHL2(1RN)|x\_¥ para quase todo x € IR™
(2.2)

Dado u € X, temos

2 2 20 (32) 2 y o Ca
o = Ju(o)Plu(@)[" < u(@) POV gy 2]

ju()

2a

(V) 2a_
< ATV V (2D Ju(@)?
para quase todo z € IRY, logo,

[e3

[ e < IVl Ban) ™ [ Valutds < Clal| 2l
RN RN

Portanto ||u|| 25 gy < Cllul|. O
Corolario 2.2 As imersoes

X, (RY;V) — LP(RY) para 0<a<2epcl[25,2"] (2.3)

X, (RY: V) — LP(RY) para o >2epec[22})] (2.4)

sao continuas.
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Demonstracao: Para mostrar (3.3) e (3.4) basta usarmos interpolacao,
proposigao 3.1 e as desigualdades de Sobolev. O

Proposicao 2.3 As imersoes (3.3) e (3.4) sao compactas para p # 2*,2%.

Demonstracao: Dada u, € X, uma sequéncia limitada temos para algum

u € X, u, — u em X, (a menos de subsequéncia precisamos mostrar que

. . * * Z 7 .

u, — u em LP). Para isso seja P(s) = [s|P e Q(s) = [s|* + |s|>». E f4cil

P(s) .. P(s)

ver que lim ——= = lim ——=

jsl—o0 Q(s)  s=0 Q(s)

. Lr .

Strauss Teorema A.3, concluimos que w, — u . Para isso devemos mostrar

que as seguintes condicoes valem:

= (0. Entao usando o lema de compacidade de

(1) lim |u,(z) —u(x)| — 0 uniformemente com respeito a n;

|s|—o0

(i) |u, — ulP — 0 quase sempre em IRY;

(7i1) sup Q(u, —u)dr < +oo.
n RN

Na verdade (i) segue do lema radial, estimativa apresentada em (3.3) mais o
fato de {||V(u, — w)||r2} ser limitado. Quanto a (ii), como u, — u em X,,
segue que a menos de subsequéncia u,(z) — u(x) pontualmente, isto é quase
sempre em IRY, daf |u, —u|? — 0 quase sempre em RY. Finalmente passemos
agora para (i7i). Como

sup /]RN Q((un —u)(z))dz = sup /]RN (Jun — ul” + un — ul*)da

n n
= [fun = ull 73 + |ltn — ull7
(7i1) segue da das imersdes continuas (3.3) e (3.4) mais a limitagao de

{lleen, — wll}- =

Proposigao 2.4 Seu € X,.(IRY;V) entdo existe C = C(N,a, A) > 0 tal que

ful
RN

Demonstragao: Temos

2 y|de < Ol|u)|>7|v||  para todo v € X(IRN; V).

1
2
/ % olde = / 2] % L g < / 2] 2%V e /
RN RN |x| 2 RN By ||

IA

</ \x|a\u\2<22—1>dx) (A—l/ v<|x\)v2dx) .
RN RN
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Logo

1

2
/ [uf** ™ vlde < C(/ ICEIQIUIQ(%_l)dﬂf) [|v]]-
RN RN

Agora escrevendo 2(27, — 1) = 2 4 %5 e usando a estimativa (3.2) obtemos

o 2(22‘_1)d _ 2c N 2d <C \V/ O42 / U_ 20 |- Y=
[ P tas = [ el e < O, [ el

_ C’HVu||L2BN/ W e < A- ICHVU||L2BN/ v
RN |T|® RN

= OJul[¥ |ul[* = O] [ul PEY,

o que completa a demonstracao, ou seja

fun
RN

Proposigao 2.5 Se u € X,.(IRY;V) entdo existe C = C(N) > 0 tal que

fol
RN

Demonstracao: Tome s = 2* ¢ s/ = 2* 7, dal usando a desigualdade de
Holder temos:

%7 uldz < Cllul 7! [v]| - para todo v € X (RY;V).

X olde < C||lul|]> Y]] para todo v € X (IRY; V).

/ lul> Yolde < (/ (‘u2*_1)s’dﬂf)s (/ ‘U|de)s
RN RN RN
A2 -1 o
- {(/ lu 2*dx) ] (/ lv dx)
RN RN
< Ol ol

O

Proposigao 2.6 Seu € X,.(IRY;V) entdo existe C = C(N,«a, A) tal que para
todo p € [2%,2%] ou p € [2*,2}], de acordo com a alternativa o € (0,2) ou
(2,+00), temos

/ lulP~o|dz < Cl|ul[P7Yv||  para todo v € X (IRY; V).
RN
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Demonstracao:

De fato, para A, i € (0,1) fixo tal que p = A2 + pu2* e A+ p =1, temos

[ elds = [ e s = [
RN RN RN

A H
(/IRN |u|2a_1|v|dx) (/]RN |u 2“_1|U|dl‘)

C(Jful %= fol1)* (|u

IN

IA

2 o)) (Ju

ZHll)” = Cllul Pl

2*—1|U‘)de

2.2 Identidade de Pohozaev e resultados de

nao existéncia

Vamos provar um resultado de nao existéncia para o problema (1.1), antes

enunciaremos e provaremos dois lemas.

Lema 2.7 Seja A,a > 0 e f € C°(IR;IR). Assuma também que u €

C?(IRM\{0}) ¢ uma solugdo cldssica para a equagdo

—Au + iu = f(u) em RY\{0}, N >3.

[
Defina F(s) := / f(t)dt para todo s € IR. Se
0

u2

/ (|vu\2 + 2y \F(u)|)dx < 400
RN |z]

entao

N -2

2 2

N x| RN

Demonstracao:

Primeiramente consideremos as seguintes identidades em IRV\{0}:

i) (x-Vu)Au = div [(x -Vu)Vu — %|Vu\2x] + ¥|VU\2;
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—/ |Vu|2dx+N O‘/ A e N F(u)dz.
RN R
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iii) (z-Vu)f(u) = div {F(u)x} — NF(u).

Para Ry > Ry > 0, multiplicando (3.5) por (z- Vu) e aplicando o Teorema
da Divergéncia no aberto Q := Qpg, g, := Bg,\Bg,, nds temos:

2

—LQ(I-Vu)(vu-y)da+%[3ﬂ <|vu|2+|A—|)x Vda—/ F(u)z - vdo

N-—2 ,  N-a
_—/|vu| dr + — |x| N/ (2.8)

onde v(x) é o vetor normal exterior a J{2 em z e do é a (N — 1)-dimensional
medida de 0f2. Note que 92 = 0Bg, U0Bg, €

/ (- Vu)(Vu-v)do| < Ri/ |Vul®do (2.9)
O0BRr 8BR1.
2 2
/ <|Vu|2 + A—u)x cvdo| = Ri/ (|Vu|2 + A—u)do (2.10)
0Bg, || 0B, ||
/ F(u)r -vdo| < RZ-/ |F'(u)|do (2.11)
0B, 0Bk,

para ¢ = 1,2. Agora tomemos uma sequéncia R;, — 0 com R;, > 0, tal que
ul

Rl,n/ <|Vu|2 + ==t |F(u)|)da — 00. (2.12)
OBpR; |z

A existéncia de tal sequéncia se da pelo fato da equagao (3.7) ser limitada.
De fato, mostremos a existéncia de tal sequéncia usando um argumento de
contradicao. Se fosse

2
A= liminle/ (\Vu|2+u—+\F(u)|)da>O
0B, ]

R1—0t

teriamos

2
A
V R, € (0, / <Vu2+—u +Fu)da>—
1 €(0,p) o, |Vul FE | F(u)] R,
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para algum p > 0, e disto tiramos que

2 p 2
/ <|Vu|2+u—+|F(u)|)dx:/ de/ (|Vu|2+“—+|F(u)|)da:+oo
B, || 0 0B, ||

o que é uma contradigdo com a hipédtese (3.6). Entao recordando (3.9)-(3.11),
de (3.12) deduzimos

1 , Au?
— (x-Vu)(Vu-v)do + —( [Vul*+— ) = |F(u)||z-vdo — 0
9B, , 9B, L2 ||

de modo que avaliando (3.8) para Ry = R;, e passando ao limite quando
n — oo, obtemos

2
—/ (x~Vu)(Vu‘l/)da+1/ <|Vu\2+A—u)x-Vda—/ F(u)x-vdo =
9Bk, 2 OBRy |x‘a OBR,

N -2 N - Au?
—/ Vul?dz + O‘/ L dr =N Flu)de.  (2.13)
2 Jopg, 2 Jopg, |zl 0B,

Novamente prosseguindo com o mesmo argumento usado acima inferimos a
existéncia de uma sequéncia Ry, — +o00 tal que

2

Rz,n/ (|Vu|2+u—a+|F(u)|)da—>O quando n — oo.
OBR, ,, ‘SL’|

Entao usando novamente (3.9)-(3.11), (3.13) obtemos o resultado desejado. O

Lema 2.8 Seja u € C*(IRN\{0}; IR) uma solugao cldssica para a equagdo

—Au + A lulP~?u em RN\{0}, N >3. (2.14)

||

Se u € DY?(IRY) N L2(IRY; |x|~*dx) N LP(IRYN) entdo

Au?
/ <|Vu|2+—u)dx:/ |ulPdz. (2.15)
RN || RN

Demonstracao:

Multiplicando (3.14) por u e usando a identidade uAu = div[uVu] — [Vul?
em IRN\{0} temos:

A 2
—div[uVu] + |Vul* + ﬁ = |ul?.
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Agora aplicando o Teorema da Divergéncia no aberto Q := Bp,\Bg,, teremos

2
—/ u(uVuw)da—/ u(Vu‘l/)da—i-/ (\Vu|2+A—u)dx:/ |ulPdx
0B, 0B, Q || Q

usando também o fato que v(z) = —- em 0Bg, e v(z) = 3= em JBp, temos

1

Au?
Rl 8BRl x|

u(uVuw)ala—i u(Vu-x)da—i—/ (\Vu|2+—)dx:/ |ulPdz.
Ry Jopp, o |z Q

Agora, como 23_1 = 1\2/—JI2 <2e N2l - 2L + %, usando as desigualdades de

Schwartz e Holder e o fato de x € Bp, temos

o
— uw(Vu.z)do
‘Rz‘ 9B, (V)

1
< = |u||Vu||:L'|d<7§/ |u||Vuldo

RZ’ OBpR, OB,
2% 1
9% 2%
2%—1 do‘)

7
(/ || da) (/ |Vu
OB, 0Bk,
1 N+2
o\ v o
= |u|* do |Vu|v+2|1|do
OB, 0Bk,

N+2 N N+2 2 N+2

(L meonn® < [(f o)™ ()
8BR,L. 8BRZ.
= c(/ |Vu|2da) (Rfv_l) :
Bg,

1

< C’(/ |u|2*da> </ |Vu|2d<7) R;VT?1
OBk, Bg,
= C(Ri/ |u|2*da> <RZ/ |Vu|2da>
OB, 0Bk,

Agora como na demonstracao do lema 3.7, podemos tomar Ry, — 0% e

Ry, — +oo tal que
Ri,n/ <|u|2* + \vu|2) do — 0
9Bg,
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e a conclusao se segue.

Apresentaremos agora um teorema que sob algumas condigoes impostas aos
expoentes « e p, garante na regiao hachurada da figura abaixo que o problema
(1.1) nao possui solugao.

2N
= 2% e
Pt # “ N-a
)
p=2=2+ Tﬂ
' N=-2
; . -2
; e
/ I: j)_zs
e
0 2 N o
Figura 1.1

Teorema 2.9 (Badiale-Rolando) Dado A > 0 se a € (0,2) e p & (24,2%)
oua=2ep#2* oua € (2,N) epd (2%,2,), oua > N ep < 2* entio a
equacao

A
—Au + Rl = lu|P~2u em IRM\{0}

ndo tem solugdo cldssica nao trivial uw € C*(IRN\{0}; RY) tal que
u € DY (RN) N L2 (RY; |x|~*dx) N LP(RY).

Demonstracao: Vamos supor que a tese deste teorema é falsa, dai, podemos

_Jul”

usar os lemas 3.7 e 3.8 com f(u) = |u|P"%u e F(u) . Levando (3.14) em
p

(3.7), obtemos

_ _ 2
(o2 ) [ g (2N [
2 P/ Jry P 2 By |T]®

o qual é impossivel para u # 0 se (% — %) (% — %) < 0. Como esta

inequacao € equivalente as hipoteses do teorema, chegamos a uma contradicao.
([
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Observagao 2.10 No caso em que o = 2 e p = 2*, a equagdo (3.14) admite
solugoes. Isto foi provado em [8].

2.3 Resultados de existéncia

Para apresentarmos nossos resultados de existéncia precisamos de algumas
notacoes.

Para N > 3 e para quaisquer fun¢bes mensuraveis V' : [0, +00) — (0, +00]
satisfazendo (V')1, nds vamos considerar o espago de sobolev com peso

X = X(R";V) := {u € DY*(IRY) . /

RN

V(|z))udr < —i—oo}.

definido em (3.1).

Observagao 2.11 Note que (V)1 garante X # (). De fato, basta tomar u uma
fungao tendo como suporte compacto na bola By \ B,.

Nossos resultados de existéncia dependem de (V,), (f,) e (V)1, combinados
convenientemente com algumas condigoes que serao enumeradas a seguir:

(V)y  existem B,f3, o > 0 tais que V(us) < p=PBV(s) para quase todo
> o e s> 0;
f)1 existe ¥ > 2 tal que 9F(s) < f(s)s para todo s € IR;
f)2  F(s«) > 0 para algum s, € IR;
)3 F(s) > 0 para todo s € (0, +00);
)a  f(s) >0 para todo s < 0;
)5 f & fmpar;
V), existe m > 0 tal que F'(s) > m|s|P para todo s € IR.

Observacao 2.12 Uma observacdo importante € o fato de que a hipdtese
(V)o garante que o potencial V' estd em L*>(c,+0o0) para algum ¢ > 0 (Em
particular, (V) = (V)1).
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De fato, suponha que V(S,) — +o0o, onde S,, = u,, com u, — +o0o. Entao
por um lado, temos V'(S,,) — +00, por outro lado, usando (V')s, temos

V(S,) = V(un&) < u;ﬁBV(&) =u, V(1) =0

Unp, Unp,
o que é uma contradi¢ao, portanto a observacao feita acima procede.

Antes de enunciarmos nossos resultados de existéncia vamos dar alguns
exemplos de potenciais satisfazendo (V) e (V)a:

Exemplo 2.13 Se V : [0, +00) — (0, +00] satisfaz
AsT* <V (s) < Cs™ @
para algum C > A > 0 e para quase todo s > 0, entdo as suposi¢oes (V) e

C
(V)a se verificam com 3 =«, B> 7 ¢ Ho > 0 qualquer.

Exemplo 2.14 Para quaisquer A >0 ea > (3> 0 a fungao
400 para s =0
V(s) =< As™™ para s € (0,1]
As™P para s € [1,+00)
satisfaz (V,) e (V)g com B = pg = 1.

Exemplo 2.15 Para qualquer so >0, A>0ea > [ >0, as suposicoes (V)
e (V) se verificam para a fung¢do

_J + para s € [0, sq]
Vis) = { B(s —39)™? para s € (sg, +0)

provado que B = B(sg, A, a, 3) > 0 € suficientemente grande.

2.3.1 Teoremas principais

Teorema 2.16 (Badiale-Rolando) Seja f € C°(IR,IR) satisfazendo (f);
e V. uma fung¢do mensurdvel definida de [0,4+00) em (0,400 satisfazendo
(V)1. Assuma que (V) e (f,) se verificam com « € (0,2) e p € (2%,2%), ou
a € (2,400) ep e (2%,2). Assuma também que V satisfaz (V)2 e f satisfaz
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(f)2, ou f satisfaz (f)s. Entdo o problema (P;) tem uma solugcdo radial nao
trivial w € X (IRY; V) e

(u)hdz  para todo h € X (IRY; V).
(2.16)

/ (Vu - Vh+V(|z|)uh)dz = f
RN RN

Se (f)4 se verificar também, temos que a solu¢ao u é nao negativa.

Teorema 2.17 (Badiale-Rolando) Seja f € C°(IR, IR) satisfazendo (f); e
(f)s, € V uma fung¢ao mensurdvel definida de [0,400) em (0, +o0] satisfazendo
(V)1. Assuma que (V,),(f,) e (F,) se verificam com o € (0,2) e p € (25,2%),
oua € (2,+00) ep € (2*,2%). Entao existem em X (IRN;V) infinitas solugoes
radiais para o problema (Py) no sentido de (3.16).

Veja figura abaixo, a regiao hachurada com linhas verticais indica onde o
problema (P;) admite solugao.

2.4 Prova dos Teoremas principais (Teoremas
3.16 e 3.17)

Vamos assumir que f € C°(IR; IR) satisfaz (f); e V : [0, +00) — (0, +00]
é uma funcdo mensuravel satisfazendo (V');. Nés também vamos assumir que
(Va) e (fp) se verificam com o € (0,1) e p € (2,2%), ou a € (2,400) e

p € (25,2%). Seja F(s) = / f(t)dt e seja N > 3. Antes de apresentar a

0
prova dos teoremas 3.16 e 3.17, apresentemos alguns fatos preliminares.

Inicialmente vamos olhar para os pontos criticos do funcional
I:X,.(IRY;V)— IR definido por

I(u) := %/]RN (|Vu|2—|—V(|x|)u2)dx—/lRN F(u)dx Yu e X,.(RY;V). (2.17)

Usando (f,) e as imersoes 3.3 e 3.4 obtemos que I é um funcional de classe C'*
em X, e cuja derivada de Fréchet I'(u) em qualquer u € X, é dada por

I'(u)h = (u, h) — (u)hdxr para todo h € X, (IRY;V).

RN

O lema que enunciaremos a seguir mostra que qualquer ponto critico de [
¢ uma solucao do problema ().
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Figura 2.1:

Lema 2.18 Todo ponto critico de I : X,.(IRN; V) — IR satisfaz a equagdo

(u)hdz  para todo h € X(IRY:;V).
(2.18)

/ (Vu - Vh+V(|z|)uh)de = f
RN RN
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Demonstracao: Seja u € X,. Para h € X definimos

T(u)h = /IRN (Vu.Vh+ V(|z|)uh)dz — (u)hdz.

f
RN

O funcional T'(u) estd bem definido e é continuo em X, isto é, T'(u) € X', pois

(u)hdx

| < [ \tlirlde <1 [ JuPplde < Clllppl] vh e X,
RN RN RN

Usamos a hip6tese (f,) mais a proposigao 3.6. Pelo teorema da representagao
de Riesz existe um tnico @ € X tal que T(u)h = (u,h) para todo h € X.
Usando a mudanca de varigvel z > ¢~ 'y, como |J,| = 1, pois g é ortogonal,
segue entao que (i, h(g.)) = (a(g=*.),h) e T(u)h(g.) = T(u)h para todo h € X
e g€ O(N). Logo (a(g~'.),h) = (u,h). Isto significa que @(g~'.) = u para
todo g € O(N), isto é, & € X,. Agora assuma que I'(u) = 0 em X/. Entao
(t,h) = T(u)h = I'(u)h = 0 para todo h € X, implica que & = 0. Como existe
um unico @ € X tal que T(u)h = (u, h) para todo h € X, temos T'(u)h = 0
para todo h € X, ou seja, a equagao (3.18) se verifica.

Lema 2.19 O funcional I : X,.(IRN;V) — IR satisfaz a condi¢do de Palais

Smale.

Demonstragao: Seja (u,) C X, tal que I(u,) é limitado e I'(u,) — 0 em
X/. Mostraremos que (u,) tem uma subsequéncia convergente em X,. Como

I(uy,) == %/IRN (IVua|® + V(|z])up) dz — /]RN F(uy)dx (a)
I'(up)uy, == /]RN (IVun > + V(|z])up) dz — . f(up)u,dx (b),

Calculando o médulo da diferenga entre o produto da equagao (a) por 9 e (b)
obtemos (|¥(a) — (b)]):

'ﬁ[(un) — I'(up)u,| > f(up)uyde — 19/ F(up)dz + (= — )] |u,]|?
RN RN
M -2 9
> 19/ F(un)dx—ﬂf Flun)de + 2= u]|
RN RN
= 2P
Logo
=2 2 / / /
5 wnl]? < |01 (un) = I (un)un| < [91(wn)| + |I'(un)ua| < C + C'||usl],
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onde C,C" sdo constantes. Disto segue que ||u,|| é limitada em X, assim a
menos de subsequéncia temos u,, — u em X,. Usando a proposicao 3.3 temos
que u,, — uw em LP para algum u € X,.

De (f,) temos que |f(un)u,| < M|u,P. Como u, — w em LP, u € X,,
entdo u, — u quase sempre, dai existe h € LP tal que |u,(z)| < h(x) e assim

| f(un)un] < Mu,|? < M|h(z)P = H(z) € L".

Como f ¢é continua e u,, — u quase sempre, entao f(u,)u, — f(u)u quase
sempre. Usando entdo o Teorema da convergéncia dominada (ver apéndice
teorema A.10) temos

f(up)uyde — f(uw)udz.

RN RN

Como I'(u,)u, — 0, entao

g2 — / £ (n)tndl, oo |[unl]? — / f(wuda.
RN RN

Agora I'(u,)u também converge para zero, assim, usando a convergéncia fraca
e novamente o Teo. da Convergéncia Dominada, obtemos

()= [ fude = ful P~ [ pude

Assim [ f(u)udz = |[u]]?.

Consequentemente, ||u,|[?> — ||u|?, logo como X, é um espaco de Hilbert
segue que U, — u em X,.

Provemos agora um lema técnico .

Lema 2.20 Assuma que V satisfaz (V)q e seja F € C°(IR; IR) satisfazendo a
condicio (f)y. Entdo existe u € X, (IRY; V) tal que / F(u)dx > 0.
RN

Demonstragao: Como V satisfaz (V'), deduzimos que V' € L*(¢, +00) para
algum ¢ > 0(Ver observacao 3.12). Daf C>°(IRY \E;) C X. A fim de provar o
lema, para qualquer R > 3 vamos tomar ®r € C'°(¢,4+00) tal que 0 < dp < 1,

com
0 para t<d+1lout>cd+1+R

QR(t):{ 1 para ¢ +2<t<c+R.
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Agora para todo x € RY defina ug(z) := ®x(]z|), note que ug € X,, pois
ur(gr) = Pr(lgz|) = r(|gllz]) = Pr(|z]), Vg € O(N) e up € X.

Temos tambégl que ug satisfaz suppur C Boy14r \EC/H, 0<up<1lem RN
eurp=1em Buyg\ Byie. Usando a condigao (f)s temos que

/ F(syug)dx = / F(sy)dx + / F(syug)dx Rzeo 400
RN B Bc+1+R\§c+l

Bc+R\Bc+2

Passemos agora & prova dos teoremas 3.16 e 3.17.

Prova do teorema 3.16

Aplicaremos o Teorema do passo da montanha, (ver apéndice Teorema
A.16).

Usando as imersoes (3.3) e (3.4) e a suposi¢ao (f,), obtemos:

~(3.

(/) (3:3)-(34)
‘/ F(u)dz| < C/ lulPde < Cllul|P.
RN RN

Dai

1 1
I(u) = =||ul|* - / F(u)dz > =||ul]* = C||u|[P para todo u € X,. (2.19)
2 RN 2
Como p > 2, isto prova a geometria do passo da montanha proximo da origem,
ou seja, existem 9, p > 0 tais que para todo v € X, com ||u|| = p, obtemos

I(u) > ¢ (basta tomar ||u|| suficientemente pequeno).

Vamos mostrar agora que existe @ € X, tal que ||a|| > p e I(a) <O0.

Primeiro assuma (V)3 e (f)2. Tome u € X, tal que / F(u)dx > 0 (isso é

RN
possivel gragas ao lema 3.20), e defina u,,(z) := u(u, 'z) onde (u,) C (uo, +00)
é uma sequéncia qualquer divergindo tal que (V')y se verifica para qualquer
= p, € para quase todo s > 0. Entao u, € X, é tal que

luall? = 22 [ VuPde i [ Vsl
RN RN
2

Ve Ny 2 —a u
>y, \Vu|*dz + Ap,, —dz
RN R

N Jal
_ N-2 N—a gzt /
= p, K+p, “K — +oo K, K'constantes.
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Por outro lado,

1 1
Ha) = 5 [ VaPde s gt [ Vil - [ Playds
RN RN RN
(V)2 1 N 2 B nog 2, N _
< —u, \Vul*dx + —p,, V(|z|)u*dx — w,, F(u)dr — —c0
2 RN 2 RN RN

quando n — oo. Agora vamos assumir a hipdtese (f)s. De (f); temos
que existe ¥ > 2 tal que ¥F(s) < f(s)s para todo s € IR, logo como

F(s) = / f(t)dt, temos JF(s) < F'(s)s. Resolvendo a equagao diferencial
0

dF d
> 19—8, temos F(s) > F(1)s”. De fato

F(s) s
/de(s)>19 S@
 F(s) — s
logo
F(s) 9
ISP
lnF(l)_lns,

ou seja, F(s) > F(1)s”.

Dai para algum A > 1 e u € X, nao negativo temos

/ FOw) = / FOw)dz + / FOw)da
RN Au>1 0< u<1
> F(l))ﬁ/ uﬁdsz(l))\’g/ u’dz.
Au>1 u

>1

Como ¥ > 2, temos

IOw) = %)\2||u||2—/]RNF()\u)dx

>\2
< 7||U|| - F(l)/\ﬁ/ uw’dr — —oco  quando A — +o0.
u>1

Portanto I satisfaz a geometria do passo da montanha. Logo o Teorema do
passo da montanha (ver apendice A.16) mais o lema 3.19 garantem a existéncia
de um ponto critico de I nao trivial. Pelo lema 3.18 isto resolve (Py) no sentido
de (3.16).

Finalmente observamos de (f)s que qualquer u satisfazendo (3.16) é nao
negativo. De fato, de (f)s, (f)1 e (f)4 temos f(u)u~ > 0 quase sempre em
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IRY | onde u~ é a parte negativa de u. Entdo se u satisfaz (3.16), temos

0= Vu-Vu_dx+/

V(I%I)W‘dx—/ flujudz < —[Ju”[|* = [[u"][ <0
RN RN RN

pois

/JRN (Vu-Vu 4+ V(z|)uu)dz = /JRN (V(u" —u)Vu™ + V(jz)(u" —u)u")de

- _</]RN\vu—|2dx+/]RN v<|x\)(u—)2dx)

_ —12
= —lu7]|
Portanto como v~ =0 e u = u" —u~ segue que u = u™ como querfamos. O

Prova do teorema 3.17

Aqui vamos usar o simétrico do Teorema do Passo da Montanha (ver
apéndice teorema A.17). Precisamos primeiramente mostrar que o funcional [
definido em (3.18) é par. De fato, de (f)s temos f(u) = —f(—u), dai

0= [ feas D [T pesae = [ a = pw),

isto é, F' é par e dai segue que
1 1

I(—u) = —||—u||2—/ F(—u)dx = —||u||2—/ F(u)dx = I(u), para todou € X,.
2 RN 2 RN

Agora podemos aplicar o simétrico do teorema do passo da montanha. Tendo
em conta (3.19) e lema 3.19, necessitamos somente mostrar que [ satisfaz a
seguinte condigdo geométrica: para qualquer subespago Y # {0} de X, cuja
dimensao ¢ finita, existe R > 0 tal que para todo v € Y com ||u|| > R, temos
que I(u) < 0. De fato, seja Y um subespago de X, cuja dimensao é finita.
Tome u € Y, segue de (F,) que

/ F(u)dz > m |u|Pdx.
RN RN

Como as normas sao equivalentes em Y, temos / F(u)dx > C||ull?, e como
RN
p > 2 temos

1 1
I(U)=§||U||2—/ Fu)de < S|lull” = Cllu|” < 0, onde,[[u]| > R,
RN

para R suficientemente grande. Portanto segue o resultado, ou seja, existe
uma sequeéncia ilimitada de valores criticos para o funcional /. Usando o lema
3.18 obtemos o resultado desejado. O
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Apeéendice A
Apeéendice

Noés vamos apresentar aqui alguns resultados que foram utilizados no texto.

A.1 Espacos de funcoes

Vamos lembrar as defini¢oes e algumas propriedades de alguns espacos de
funcoes,

Definicao A.1 Seja Q@ C IRYN, Q aberto. Nés denotamos por C(Q) o
conjunto de todas funcoes reais C° com suporte compacto em ).  Nos
também assumiremos que o leitor esteja familiarizado com o espago de Sobolev

HY(Q), HY(Q). Sabemos que, para N > 3 e 2* = (]\2,]}2), 0 €espaco

DY (RN) = {ue L* (R");Vu € L*(R")}

com produto escalar e norma

(u,v) :/ Vu - Vudz, [|lul| = (/ |Vu\2dx)
RN RN

¢ um espaco de Hilbert. Também sabemos que Dy*(Q) € o fecho de C=(Q) em
D?(IRYN).

Teorema A.2 (Teorema de Imersoes de Sobolev) As seguintes imersoes
5a0

continuas:
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(1.1)  HY(IRY) — LP(R"), 2<p<oo, N=1,2,
(1.2)  HY(RN) — LP(IRYN), 2<p<2* N>3,
(1.1)  DY(RN)— L*(RY), 2<p<2" N >3,

A.2 Lema de compacidade de Straus

Teorema A.3 Sejam P e Q) : IR — IR duas funcoes continuas satisfazendo

P(s) do |s| — +
——~ — 0 quando |s| — +oo.
Q(s)

Se u, : RN — IR é uma sequéncia de funcoes mensurdveis, tal que

sup /JRN 1O (2))|da < oo

n

P(un(z)) — v(z) quase sempre, em RN, quando n — +oo,

entao para qualquer conjunto de Borel B limitado temos
/ |P(un(x)) — v(z)|de — 0 quando n — +o0.
B

Se além disso assumirmos que
P(s)
Q(s)

— 0 quando s — 0.

up(x) — 0 quando |x| — 400, uniformemente com respeito a n,

entio P(u,) converge para v € L*(IRY) quando n — +o0.

(Ver demonstracao em [2] pdgina 338).

A.3 Alguns lemas radiais

(A1)

(A.2)

(A.3)

Lema A.4 Seja N > 3; toda funcdo radial u € H*(IRYN) € quase sempre igual

a fungao U(x), continua para x # 0 e tal que

(1-N)

U(2)| < Cxlal = ullmmyy, 2| = a,

para algum ay > 0, onde Cy depende apenas da dimensao N.
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(Ver demonstracao em [2] pdgina 340).
Apresentaremos o lema radial para o espago DV2(IRY).

Lema A.5 Seja N > 3. Toda funcio radial u € DY2(IRY) € quase sempre
igual a fungao U(x), continua para x # 0 e tal que

(2=N)

U(2)| < Cxlal = ullpragry),  [2[ 21, (A7)

onde C'y depende apenas da dimensao N.

(Ver demonstracao em [2] pagina 340)

Lema A.6 Se u € LP(IRY), com 1 < p < +oo, é uma funcdo radial ndo
decrescente (i.e. 0 < u(z) < u(y) se|z| > |y|), entdo temos

=N N ,
@) < k1% (g ) sy 220 (A8)

(Ver demonstragao em [2] pdgina 341)

A.4 Simetrizacao de Schwartz

Enunciaremos nesta se¢ao, sem provar algumas propriedades da simetrizagao
de Schwartz. Primeiro nés recordamos da definicao de simetrizacao ou
reagrupamento esférico de uma funcido. Seja f € LY(IRM): entao f*, a
simetrizagao de Schwartz de f, é uma fungao radial, nao crescente em r,
mensuravel tal que para qualquer o > 0.

m{f* = a} = m{[f] = a},

onde m é a medida de Lebesgue. Disto é ébvio que

| Pnae= [ s

para toda fungao continua F' tal que F'(f) é integravel.

Uma propriedade fundamental da aplicacao f — f* é a seguinte:
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Inequagdo de Riesz. Sejam f,g € L*(IRY); entao

. f(x)g(x)de < . [ (x)g" (x)dz. (A.9)

Desta inequacao nos tiramos que
1f* = 9" ll2mmy < Nf = 9llzmyy,  frg € LA(RY). (A.10)

Uma outra consequéncia importante da inequagao de Riesz é o seguinte
resultado:

Seja u € DY2(IRYN). Se N > 3 (respectivamente em H'(IR"™) para qualquer
N). Entao u* pertence a DV2(IRYN) (respectivamente , em H!(IRY)) nés temos

/1RN |Vu*(2))?dr < /JRN |Vu(z)2dz. (A.11)

Teorema A.7 Seja ) C RN um dominio reqular limitado, com N > 3. Seja
g € C(IR) tal que g(0) =0 e

: lg(s)] N +2
lim sup <400 onde |l=——. (A.12)
[s|—+o00 |S|l N —2

Entao o funcional

V(u):/QG(u(x))da:, onde G(t)z/o g(s)ds,

estd bem definido e ¢ da classe C* no espago H'(2). Temos também que

(V'(u),v) = /Qg(u(x))v(x)d:c, u,v € H'(S). (A.13)

(Ver demonstracao em [2] pdgina 342).

Teorema A.8 Seja N > 3 e g € C(IR) satisfazendo g(0) = 0, a condi¢ao
(A.12), e

N +2
lifrjfzp |g‘i$‘)‘ < 400 onde = Ni——k2 (A.14)

s#0

Entdo o funcional

V(U):/IRN G(u(zx))dx, onde G(t)z/o g(s)ds,
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estd bem definido e € da classe C' no espaco H'(IRY). Temos também que

(V'(u),v) = /]RN g(u())v(x)de, wu,ve H'(IRY). (A.15)

(Ver demonstracao em [2] pdgina 342).

A.5 Alguns resultados importantes de integracao

Teorema A.9 (Teorema da convergéncia mondétona) Seja (f,) uma sequéncia

crescente de funcgoes de L' tal que sup/fn < 0.
n

Entao f,(x) converge quase sempre em S para um limite finito denotado

por f(z); Mais, f € L* e ||fn — f|lzr — 0.

Teorema A.10 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Seja
(fn) uma sequéncia de fungoes em L*. Suponhamos que

a) fa(x) — f(x) em quase todo ponto de §);

b) existe uma fungdo g € L' tal que para cada n, |f.(x)| < g(x) para quase
todo ponto em €2.

Entio f € LY(Q) e ||fu— fllz: — 0.

Lema A.11 (lema de Fatou’s) Seja (f,) uma sequéncia de funcéoes de L
tal que

1. para cada n, f,(x) >0 em quase todo ponto em €);

2. sup/fn<oo.

Para cada x € Q ponha f(z) = lim f,(z).

Entao f € L'(Q) e



A.6 Alguns resultados importantes

Proposigao A.12 Como u satisfaz a equacio —Au = g(u) em RN, temos

N —1
—Upy — Tur =g(u), r € (0,400)

n
De fato, como u(z) = u(|z|) = u<\/2xf), Au = Zu“ﬂ’
i=1
~ X
entao como r = \/Z x?, temos r,, = ?Z Agora

U, = U(r)org, = u'(r)%
Une, = W(r)(2)? + /() (),
Dai
A i " + u, u, " —l— 1( 1) /
U=y Upy, =t +—n——=u"+~(n—-1)u.
o T T r

i=1
|

Teorema A.13 Seja f € LP eg € L9 com 1 < p < 0o, onde %%—% = 1. Entao
f-gelL'e
[ 1891 < 1715 lgle

Em particular, se f € LP(2) N LI(Q) com 1 < p < q < oo, entao f € L"()
para todo p < r < q e se verifica a desigualdade de interpolagao

1 a 11—«
fller < FIS £ onde = = — +
f e < TN e

(0<a<l).

Desigualdade de Cauchy-Schwartz: Todo produto escalar satisfaz
[(u, 0)| < [Jul|.[[v]|  para todo u,v € X,
onde X é um espaco de Hilbert.

Corolario A.14 Seja v : X — (—o00, +00) uma fun¢ao convexa semicontinua
inferiormente (para topologia forte). Entio ¢ é semicontinua inferiormente
para a topologia fraca o(X, X'). Em particular, se x, — x em o(X, X"), entao

o(x) <liminf p(z,).

Em particular temos se x, — x, entdo ||z|| < liminf ||z,]|.
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(Ver demonstragao em [5], pagina 38).

Definicao A.15 Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que um funcional
CY(H, R) satisfaz a condi¢io de Palais Smale (PS) se qualquer sequéncia
{un} C H tal que {P(u,)} € limitada e ®'(u,) — 0, possui uma subsequéncia
convergente.

Teorema A.16 (Teorema do Passo da Montanha) Suponha que E € C'(V)
satisfaz Palais Smale (PS), V é um espaco de Banach. Assuma

(1) E(0) =0;

(2) Eziste p >0, a> 0 tal que ||ul| = p, entdo E(u) > a;

(3) Existeu € V tal que ||u|| > p e E(u) < a.

Defina
- {7 € OO0, 1) : 1(0) = 0, A(1) = u}
entao

G :=inf sup E(y(t))

7€l (0,1
¢ um valor critico.
(Ver demonstracao em [14] pagina 101).

Teorema A.17 (Simétrico do Teorema do Passo da Montanha) Suponha
que V € um espago de Banach de dimensao infinita e suponha que E € C1(V)
satisfaz Palais Smale, E(u) = E(—u) para todo u, e E(0) = 0. Suponha que
V=VT@V~, onde VT tem dimensao finita e assuma as sequintes condigoes:

(1) Eziste « >0, p > 0 tal que se ||u|| = p, u € VT, entio E(u) > «.

(2) Para qualquer subspago W C V' de dimensao finita existe R = R(W) tal
que E(u) <0 paraw € W, ||u|| > R.

Entdo E possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

(Ver demonstragao em [14] pagina 106).
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Teorema A.18 (Principio do Maximo Forte) Seja Q C IR aberto limi-
tado e conezo, u € C*(Q) N C(Q) e —Au > 0 em Q. Entdio temos uma das
alternativas:

ou u é constante (e entao Au =0)

ou u(x) > igf u, para todo x € , isto €, o infimo € atingido em OS).
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