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Resumo

LEOCADIO, Marcelo Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Julho, 2012.
Cdédigos MDS com a métrica poset. Orientador: Allan Oliveira Moura. Co-
Orientadora: Marinés Guerreiro. Co-Orientador: Abilio Lemos Cardoso Junior.

Uma generalizacao da métrica de Hamming é a métrica poset. Nesse fazemos
um estudo detalhado dos espacos poset, hierarquia de IP-pesos e a IP-distribuicao
de pesos, dando énfase aos codigos poset nao degenerados. Verificamos a relacao de
dualidade poset entre as hierarquias de um codigo e seu dual. Definimos ainda dois
novos parametros para a classe de codigos dualmente nao degenerados no ambiente
poset. Como consequéncia enunciamos o Teorema da Minimalidade, o Teorema da

Variancia e mostramos a Identidade de Minimalidades no espago poset.

v



Abstract

LEOCADIO, Marcelo Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Julho, 2012.
MDS codes with the poset metric. Adviser: Allan Oliveira Moura. Co-adviser:
Marinés Guerreiro. Co-adviser: Abilio Lemos Cardoso Junior.

A poset metric is the generalization of the Hamming metric. In this work we
make a detailed study of poset spaces, hierarchy of IP-weights and IP-distribution of
weights, emphasizing the non-degenerate poset codes. We verify the duality relation
between the hierarchy weights of poset code and its dual. In the sequel two new
parameters are defined to a class of poset codes non-degenerate with dual code is
too non-degenerate in the environment. As a result enunciated in the Minimality

Theorem, the Variance Theorem and the Minimality Identity in the poset spaces.
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Introducao

Com o trabalho [Sha48] intitulado A Mathematical Theory of Communication
C.E. Shannon dos laboratoérios Bell formalizou a Teoria da Informagao em 1948. A
partir da década de 70 essa teoria comecou a interessar também aos engenheiros,
com 0s avancos nas pesquisas espaciais e computacionais. Os cédigos corretores
de erros sao utilizados sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados com
confiabilidade, como por exemplo as comunicacoes via satélite e o armazenamento
de dados em um disco magnético.

Um exemplo de cédigo corretor de erros e um cédigo de robo. Considere que este
se desloca sobre um tabuleiro quadriculado, nas diregoes Norte, Sul, Leste e Oeste,
de acordo com os comandos codificados como elementos do conjunto {0, 1}x{0, 1}.
Assim temos

Leste —— 00 Norte —— 10
Oeste — 01 Sul — 11

O cédigo definido acima é chamado como um cddigo fonte. Suponhamos que
ocorra uma erro na transmissao de uma mensagem e que a palavra 00 seja enviada,
mas a palavra recebida seja 01, fazendo com que o robo se movimente na direcao
oeste em vez de leste. Devemos entao recodificar as palavras do cédigo e introduzir
redundancias que permitam detectar e corrigir erros.

Podemos, por exemplo, modificar o cédigo da seguinte maneira

00 +~— 00000
01 +~— 01011
10 ~— 10110
11 ~— 11101

Apoés a recodificacao temos as duas primeiras posicoes sendo o cédigo da fonte,
enquanto as outras trés sao as redundancias introduzidas. Através dessa recodi-
ficacao, temos um novo coédigo chamado cddigo de canal.
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Observe que, neste caso, se um erro for cometido na transmissao da palavra
10110, de forma que a palavra recebida seja 11110, sabemos que a palavra do cédigo
mais préxima da recebida(a que tem menor nimero de coordenadas distintas) é
10110, que é exatamente a palavra transmitida.

Um sistema de comunicagao utilizado para transmissao da informacao segue o
esquema abaixo.

Canal
$ Codificador ¢ Decodificador ¢

Figura 1: Sistema de Comunicagao

O canal de envio da informagao pode ser de radiofrequéncia, canal de micro-
ondas, cabo, circuito integrado digital, fita magnética, HSDPA (3G) e etc. Mais
detalhadamente.

Uma fonte é um conjunto de possiveis mensagens a serem enviadas por um
dispositivo codificador.

Um codificador é um dispositivo que transforma a fonte em um sinal, digital ou
nao, que pode ser enviado por um canal.

Um canal é um meio fisico pelo qual, o sinal obtido do codificador é enviado
para o dispositivo decodificador.

O decodificador é um dispositivo que transforma o sinal enviado pelo codificador
através do canal, em uma mensagem para o destinatario. Essa mensagem tem que
ser uma das possiveis mensagens da fonte.

O destinatario pode ser uma pessoa ou qualquer outra coisa, um computador,
um celular, em que a mensagem esta sendo encaminhada.

Num sistema de comunicacao consideramos um conjunto finito A, chamado al-
fabeto, que sao os digitos. Um cddigo é um subconjunto C' de A™ e n é um nimero
natural. Uma palavra-codigo é um elemento do codigo, contida na fonte. Um sis-
tema de codificagcao é um algoritmo utilizado no codificador que transforma a fonte
em um cédigo, que por sua vez é enviada pelo canal como um sinal. O decodificador
recebe o sinal e aplica o algoritmo inverso para obter a mensagem.

O estudo dos Codigos Corretores de Erros consiste em transformar o cédigo
da fonte em cédigo de canal, detectar e corrigir os possiveis erros na recepgao das
mensagens e decodificar o cédigo de canal em cédigo da fonte.

Trabalharemos apenas com canais, possuindo as seguintes propriedades:

e Todos os simbolos tém a mesma probabilidade (pequena) de serem recebidos
errados.
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e Se um simbolo é recebido errado, a probabilidade de ser qualquer um dos
outros é a mesma.

e (Canal sem memoria.

Shannon, em [Sha48], determinou que a capacidade do canal é atingida assin-
toticamente por algum sistema de codificacao, isto é, o supremo da definicao da
capacidade do canal é na verdade um maximo quando o comprimento do bloco
tende a valores muito grandes. Como a demonstragao feita por Shannon nao é
construtiva, originou-se o interesse em construcoes de bons cédigos.

As codificagoes mais utilizadas utilizam duas métricas principais, de Hamming
[Hamb50] e a de Lee [H P03].

O problema de decodificar um sinal y, enviado pelo codificador através do canal
como um sinal z, consiste em maximizar a probabilidade de y ser enviado, dado
que, x foi recebido, isto é, escolher uma palavra-codigo y que é mais provavel de ser
recebida como x depois da transmissao. Em certos tipos de canal, esse problema é
equivalente a encontrar a distancia minima de Hamming para o cédigo. O problema
de encontrar a distancia minima de Hamming, para um cédigo de comprimento n e
com uma quantidade M de mensagens, é o problema cléssico em teoria de codigos.

Uma generalizacao do problema cléssico de teoria de codigos foi feita por Nieder-
reider [Nie91]. A partir de um tipo de conjunto parcialmente ordenado, ele definiu
um nova classe de métricas, generalizando o problema classico da teoria de cédigos.
Esse foi um dos primeiros estudos utilizando outra métrica além das usuais.

Mais tarde em [BGL95], Brualdi, Graves e Lawrence determinaram um mo-
delo geral para essas métricas, obtendo a métrica ponderada por ordem parcial,
originando os espacos poset. A métrica de Hamming e a métrica construida por
Niederreider sao casos particulares de métrica ponderada por ordem parcial.

Passando a uma outra questao, visando aplicagoes a criptografia, Wei, [Wei91],
definiu os pesos generalizados de Hamming de um cddigo para dimensoes mais al-
tas. Uma aplicagao desse conceito é o canal Ware-Tap tipo II, que acrescenta um
adversario que pode obter uma quantidade ¢ limitada de digitos da informacao.

Em [Wei91], Wei definiu o peso generalizado de Hamming de um subespagco
como o numero de coordenadas desse subespago que nao se anulam. Para cada
dimensao temos um peso minimo generalizado, o conjunto desses pesos é chamado
de hierarquia do subespago. Wei derivou algumas propriedades dessa hierarquia, e
uma das mais interessantes relagoes ¢ um certo tipo de Identidade de MacWilliams
da hierarquia. Existe uma relacao entre a hierarquia do coédigo e a hierarquia do seu
cbédigo dual. Esta relacao entre as hierarquias é conhecida como Dualidade, que é
utilizada para calcular os pesos generalizados de um cédigo.

No trabalho [ME10], Moura e Firer generalizaram o conceito de Dualidade para
métricas ponderadas. Em [Wei91], Wei utilizou-se da Dualidade para mostrar que
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um codigo satisfaz a condicao cadeia se, e somente se, o seu codigo dual a satisfaz
também. Assim, como Wei, Moura e Firer mostraram a Dualidade sobre os codigos
ponderados e obtiveram que um codigo ponderado satisfaz a condicao cadeia se, e
somente se, o seu coédigo dual satisfaz a condicao cadeia.

Nesse trabalho buscamos compreender os principais conceitos e problemas da
teoria de cddigos, desde os conceitos apresentados por Shannon em [Sha48] e Ham-
ming, em [Hamb0], até a relacdo de dualidade no espago poset demonstrada, em
[IME10], por Moura e Firer.

No Capitulo 1, fazemos uma introdugao sobre a teoria de codigos classica, uti-
lizando a métrica de Hamming. Descrevemos a equivaléncia de codigos através de
isometrias do espago [F'. Depois fazemos uma abordagem sobre codigos lineares,
onde definimos o peso minimo de um elemento, peso minimo de um cédigo e ma-
triz geradora de um cédigo. Definimos também o cédigo dual de um cédigo C,
e a condicao necessaria para um codigo ser MDS. Finalizamos o capitulo dando
exemplos de alguns cédigos classicos.

No Capitulo 2, apresentamos os codigos ponderados por uma ordem parcial e
algumas de suas propriedades. Introduzimos o capitulo com definicao de um poset
seguida de alguns exemplos de poset’s classicos. Mostramos que qualquer conjunto
bem ordenado pode ser rotulado naturalmente. A partir dai, damos énfase aos
c6digos ponderados por ordens parciais, onde o poset determina o peso das palavras
do codigo C.

No Capitulo 3, estudamos o peso generalizado de Hamming para espacos poset,
essa uma generalizacao do peso de um elemento para subespacgos, apresentado por
Wei em [Wei91] e seus principais resultados como o Teorema da Monotonicidade
e o Teorema da Dualidade. Estudamos também os multiconjuntos e suas relagoes
com cédigos. Apresentamos também algumas propriedades relacionadas os pesos
generalizados e aos codigos poset. Estudamos também o Teorema da Dualidade
para o caso poset, demonstrado por Moura e Firer em [MF10] .

No capitulo 4, para cdédigos nao degenerados, apresentamos o conceito de mini-
malidade IP-MDS e o teorema da minimalidade IP-MDS. Wei, em [Wei91], definiu
o conceito de cédigo r-MDS, dessa forma, com a métrica poset, em [LLBOS|, Panek,
Lazzarotto e Bando demonstraram alguns resultados, como o teorema da mono-
tonicidade para o caso poset. A partir dai, o conceito de minimalidade surge da
tentativa de responder se hd alguma relagao de dualidade de um cédigo em um
c6digo (IP,r)-MDS e seu dual ser (P, s(r))-MDS. Assim demonstramos o Teorema
da Minimalidade IP-MDS, que relaciona a minimalidade IP-MDS de um IP-c6digo
C' com o peso minimo de seu dual. Estes derivados do Teorema da Dualidade para o
caso poset, apresentado por Moura e Firer em [MF10] e dos conceitos apresentados
por Wei, em [Wei91].

Finalizamos esse trabalho estudando uma classe de cédigos, onde C' e seu dual
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sao nao-degenerados. Nesse contexto podemos aplicar o Teorema da Minimalidade
IP-MDS em C' e em seu dual. Dessa forma definimos o conceito de variancia IP-MDS
de C, que mede a variacao entre as minimalidades dos dois cédigos. Em seguida
demonstramos o Teorema da Variancia IP-MDS de C, deste, deriva-se a Identidade
de Minimalidades, que mostra que o peso minimo, a dimensao e as minimalidades
de um cédigo e de seu dual estao inteiramente ligadas.



Capitulo 1

Codigos Corretores de Erros

1.1 Introducao

Nesse capitulo faremos uma introducao sobre a teoria classica de codigos cor-
retores de erros, utilizando a métrica definida por Hamming em [Ham50]. Os pri-
meiros cédigos corretores de erros foram criados por Hamming em [Hamb0]. Esses
cédigos utilizavam um processo de verificagao bit a bit. Logo mais, introduziram-
se as redundancia por blocos de informacao, em um processo de verificagao de de
correcao de erros. Com a modernizacao das tecnologias e uso em alta escala tornou-
se necessario o desenvolvimento de codificadores mais eficientes com o objetivo de
melhorar o aproveitamento do canal de transmissao de informagoes.

Como referéncia para esse capitulo sugerimos, [HV02], [Sha4§].

1.2 Cdbdigos e Métrica de Hamming

Em teoria de cdédigos corretores de erros consideramos um alfabeto A, que
consiste em um conjunto finito. Nosso alfabeto serd dado por um corpo finito, Iy,
onde | IF, | é a cardinalidade do corpo. A relevancia de se trabalhar com corpos
finitos é a presenca de uma boa estrutura algébrica, assim nos permitindo fazer
operacoes com os vetores do espaco.

Definicao 1.2.1. Dados n um nimero natural e um corpo finito de cardinalidade
q, IFy, definimos o espago IF como sendo formado pelas n-uplas com entradas em
IF,, ou seja

IF} ={z12y. .. 207 € Iy}

Definicao 1.2.2. Seja IF, um alfabeto. Um cédigo corretor de erros C, ou
simplesmente um cddigo, ¢ um subconjunto proprio do espago vetorial IF;'. Os
elementos do codigo sao chamados de palavras-codigo, ou simplesmente, palavras.
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Afim de comparar as palavras do cédigo, Hamming, em [Hamb50], definiu uma
distancia dentro do espago IF}'".

Definicao 1.2.3. Sejam u = ujuy...u,, Vv="200s...0, € IFy. A distancia de
Hamming entre u e v é dada por

dlu,v)=[{i:w # v,1 <i<n}

Exemplo: Em {0, 1}?® temos

d(001,111)
d(000,111)
d(100,110)

2
3
1

Proposicao 1.2.4. [HV0Z Dadosu,v e w € IF}', valem as sequintes propriedades:

(i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
(i) Simetria: d(u,v) = d(v,u).
(111) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w, V).

Demonstracao. (i) Positividade.
Dados u,v € IF, temos que d(u,v) > 0, pois, por definigao, é a cardinalidade
de um conjunto e d(u,v) = 0 somente quando x; = y;, para todo 1 < i < n.

(79) Simetria.
Dados u,v € IF}', temos d(u, v) = d(v,u) pois, u; = v; se, e somente se, v; = u;,
para todo 1 <1 < n.

(7i7) Desigualdade triangular.

Sejam u,vew € . Quando a contribui¢ao para a distancia de Hamming das i-
ésimas coordenadas de u e v é nula, qualquer contribuicao das i-ésimas coordenadas
em d(u,w) e d(w,v) tornard a desigualdade verdadeira.

Vamos analisar a contribuicao nao-nula. Nesse caso, temos u; # v; e portanto,
nao podemos ter u; = w; e w; = v;. Consequentemente, d(u, w) + d(w,v) é maior
ou igual a 1, que ¢é igual a contribuigao das i-ésimas coordenadas de u e v.

O

Definigao 1.2.5. Dados a € IF' et > 0 um nidmero real, define-se a bola e a
esfera de centro a e raio t respectivamente,
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D(a,t) ={u € IF};d(u,a) < t},
S(a, t) = {u € F};d(u,a) =

Lema 1.2.6. [HV02 Para todo a € IF}' e todo mimero real v > 0, temos

D(a,r)| = (1) -

Demonstragio. Sejam a € F' e r € IR*. O numero de elementos de uma esfera
S(a, i) é
. n ;
s@ol=( ;) @=L
pois em cada coordenada da palavra c temos (¢ — 1) elementos de IF} distintos,

podendo variar nas ¢ coordenadas da palavra, justificando assim, a poténcia i. Mas
como ¢ tem tamanho n, pois pertence a IF', e as i entradas distintas podem percorrer

em qualquer coordenada de c, obtemos a combinacao ( 7; )

Ainda temos que

S(a,i)NS(a,j) =0, sei#je | JS(a i) =D(a,i).

i=0
Portanto, pelo principio de contagem, obtemos
r , r n .
Dl =Y 5@ =X (1) -1y
i=0 i=0
OJ

Observe que a cardinalidade de D(a, r) depende somente de n,q e r, pois d é
invariante por translagoes.

Definigao 1.2.7. Seja C' um codigo. A distancia minima de C' é o nimero

d=min{d(u,v) :u,veC e u#v}.

Sendo M o niimero de elementos de C', temos que calcular distancias para

M
2
calcular d, o que tem um custo computacional elevado. Entretanto, podemos calcular
essa distancia minima de um modo mais facil em cdédigos com alguma estrutura

algébrica adicional que veremos mais adiante.
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Dado um cédigo C' com distancia minima d, define-se

k=[5,

onde [t] representa a parte inteira de um niimero real t.

Lema 1.2.8. [HV02] Seja C um cédigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢’ sdo
palavras distintas de C', entao

D(c,k)ND(c', k) =0

Demonstragdo. Sejam c,c’ € IF' e x como definido acima. Suponha, por absurdo,
que exista x € IF', de forma que x € D(c,k) e x € D(c',x). Logo terfamos
d(x,c) < Kk e d(x,c') < k. Com isso, temos

d(c,c’) < d(ec,x) + d(x,c') < 2k.

Portanto, d(c,c’) <2k < d — 1, o que é um absurdo, pois d(c,c’) > d.
0

Teorema 1.2.9. [HV02] Seja C um cédigo com distancia minima d, entao C' pode

corrigir até Kk = [%] erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracao. Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do cdédigo cometermos ¢ erros
com t < k, recebendo a palavra r, entdao d(r,c) = t < k; enquanto que, pelo
Lema[1.2.8] a distancia de r a qualquer outra palavra do cédigo é menor que k. Isso
determina c univocamente a partir de r, corrigindo a palavra recebida e substituindo-
a por c.

Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, podemos introduzir até d — 1 erros
sem encontrar outra palavra do cédigo, e assim podemos detectar até d — 1 erros.

O

Definigao 1.2.10. Sejam C' C I um cddigo com distancia minima d e r = [%}
O codigo C' serd dito perfeito se a unido disjunta das bolas centradas nas palavras
do cddigo forma todo espago IF', ou seja, se

U D(c, k) = IF}.

ceC

Usando o Teorema |l.2.9podemos tragar uma estratégia para detecgao e correcao
de erros.
Quando o receptor recebe uma palavra r, verifica-se uma das seguintes situacoes:
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i) A palavra recebida r encontra-se num disco de raio x em torno de uma palavra
c do cédigo (essa palavra é tnica, pelo Teorema m ). Substitua a palavra r pela
palavra c.

ii) A palavra recebida r nao se encontra em nenhum disco de raio k em torno de
uma palavra ¢ do cdédigo. Nesse caso, nao é possivel decodificar r com boa margem
de seguranca.

Observe que nem sempre essa estratégia é segura, pois em i) poderiamos ter
cometido mais do que k erros afastando r da palavra transmitida e aproximando-a
de outra palavra do c6digo. Observe também que ii) nao ocorre em cédigos perfeitos.

1.2.1 Equivaléncia de Cédigos

Definigao 1.2.11. Uma fungao F : F} — IF ¢ uma isometria de I} se esta
preserva a distancia de Hamming, ou seja,

d(F(x),F(y)) = d(x,y); para todos x,y € IF}

Nas proposicoes abaixo exibiremos propriedades das isometrias para a métrica
de Hamming.

Proposicao 1.2.12. [MF10, Corolario 1.8] Seja T o conjunto de todas as isome-

trias de IF', entio T' € um grupo.

Proposigao 1.2.13. [HV02 Toda isometria de IF} ¢ uma bije¢ao de IF)'.

Demonstragao. Seja F : IF — IF}! uma isometria. Suponha que, para x,y € I}
tenhamos F'(x) = F(y). Logo, d(x,y) = d(F(x),F(y)) =0, o que implica x = y.
Com isso, F' é injetora e, como toda aplicacao injetora de um conjunto finito nele
préprio é sobrejetora, entao F' é uma bijecgao.

O

Proposicao 1.2.14. [HV02 i) A funcdo identidade de IF} é uma isometria.
ii) Se F' € uma isometria de IF}, entdo F~1 é uma isometria de ;.
i) Se ' e G sdo isometrias de I}, entdo F' o G ¢ uma isometria de IF}.

Demonstragdo. i) Seja F' a fungao identidade de IF}'. Dessa forma, para x,y € I,
temos F'(x) =x e F(y) =y, e portanto,
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ii) Se x,y € I} e I' ¢ uma isometria de IFj', pela Proposigao |1.2.13 existe a
funcao inversa F~! de F. Como F é uma isometria, segue que

d(F~(x), FH(y)) = d(F(F(x)), F(F'(y))) = d(x,y),

o que prova que F~! é uma isometria.
iii) Sejam x,y € IF}', usando o fato que F' e G sao isometrias, temos,

d(F(G(x)), F(G(y))) = d(G(x),G(y)) = d(x,y).

Portanto, F' o G é uma isometria.
O

Definigao 1.2.15. Dados dois cédigos C e C' em IF, diremos que C' ¢é equivalente
a C se existir uma isometria I de IF' tal que F'(C) = C".

Segue da Proposicao [1.2.13| que a equivaléncia de cédigos é uma relagao de equi-
valéncia.

Exemplo: Se 7 é uma bijegao do conjunto {1, ..., n} nele préprio, também chamada
de permutagao de {1,...,n}, a aplicagdo permutagao de coordenadas
T, : Iy — Iy

a1z ...0an > Qr(1)Ax(2) - - - Qr(n)

é uma isometria.

Vamos utilizar as isometrias induzidas por permutagoes para caracterizar as iso-
metrias lineares de F}".

Lema 1.2.16. [HV02 Dada uma isometria F' de IF}' comn > 2 e, dados elementos
ai,...,an—1 € IFy, existem ai,...,a,_, € IF,, uma bije¢ao f, : IF, — IF, e uma
permutacdo o de {1,...,n} tais que

(T, 0o F)(aaz . ..an_12) = (alay...a,_,fo(x)), para todo z € IF,.

Lema 1.2.17. [HV02] Seja G uma isometria de IF}' e sejam ay, . .., Gp 1,0y, ..., 0, 4

elementos fizos de IF,. Suponhamos que ezista uma bijecao f : IF, — IFy tal que
Glajay...ap1x) = (ay...a,_,f(x)), para todo z € IF,.
Entao, existe uma isometria H de ]Fq"_l tal que

G(ry... vy 1wy) = (H(xy ... 20 1), f(2)),V(21,...,2,) € .

q
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Teorema 1.2.18. [HV02 Seja F : I} — IF} uma isometria, entdo existem uma
permutagao m de {1,...,n} e bijecoes f; de IF,, parai=1,...,n, tais que

F=T,0Tjo0---0T}.

Demonstracao. Faremos a demonstragao utilizando indugao sobre n.
Sen =1, e I’ ¢ uma isometria de IFy,, entao temos que I’ ¢ bijecao. Dessa forma,
como a funcao identidade é uma permutacao, podemos escrever F' = [ 0 F'.

Suponhamos n > 1 e que o resultado seja valido para n — 1.
Sejam ay,...,a,—1 € IF,. Pelo Lema [1.2.16| existem a},...,a,_, € IF,, uma

n—1

bijecao f, : I, — IF, e uma permutacao o de {1,...,n} tais que
(T, 0o F)(ay...an12) = (d}...a,_;fu(x)), paratodo z € IF,.

Pelo Lema |1.2.17] existe uma isometria H de F;_l tal que

(To o F)(x1...2) = (H(z1 ... Tp_1), fulzn)). (1.1)

Pela hipétese de inducdo existem permutacoes 7-% de 1,...,n — 1 e bijecoes
fi,..., fae1 de IFy tais que

H=(Ty)o(T}) o0 (T};—_ll)’, (1.2)
onde , . )
() : Iy — I
Ti. . Tp—1 > Tp(1) .- LTrl(n—1)
e,;parat=1,...,n—1,
(T}Z_)’: Fq”_l — ]Fq"_1 .
iL'l....Z'nfl) — a:lfl(xl)xn,l
Definamos a permutacao 7 de {1,...,n} da seguinte forma

. T, se 1<i<n-1
T(l)_ n se 1=n
, —

e ponhamos

q

T,. Fr Fr
— (CL’T(l) .. .l‘T(n)) '
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Para 7 =1,...,n, consideremos

(Tiy:  EF — Fr

(Z‘l .. I‘n)
Assim, das equagoes (1.1]) e (1.2, temos
1 n
TUOF:TUonlo---onn.

Portanto, usando o fato de que T, = T,-1 e que T, o T,y = T,,, e pondo
T =o0"'orT, temos

F:TWOT}lo---OT}ZN

o que prova o resultado.

0
Coroléario 1.2.19. [HV0Z Sejam C e C" dois cidigos em IFy. Entdo C e C' sdo
equivalentes se, e somente se, existem uma permutacio ™ de {1,... ,n} e bije¢oes

fi,..., fn de IFy tais que

¢ = {fﬂ(l)(xﬂ(l)) s fw(n)(xﬂ(n))/xl ceTp € C}

Dois cddigos de comprimento n sobre um alfabeto I, (cujos elementos chama-
remos de letras), sdo equivalentes se, e somente se, um pode ser obtido do outro
mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:

(i) Substituigao das letras numa dada posicao fixa em todas as palavras do c6digo
por meio de uma bijecao de IFy,.

(ii) Permutagao das posigoes das letras em todas as palavras do cédigo, mediante
uma permutagao fixa de {1,...,n}.

1.3 Cébdigos Lineares

Nessa secao fazemos uma abordagem sobre os cédigos lineares, destacando suas
principais propriedades.

Definigao 1.3.1. Um cddigo C C IF}' é chamado cédigo linear se é um subespago
vetorial de IF}.

Sejam k a dimensao de um cédigo C' e {vy, ..., v} uma bases de C, entao todo
elemento de C' se escreve como combinacao linear, de modo tnico, na forma

/\11]1 + )\202 + ...+ )\kvk,
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onde \; € IF,, para todo ¢ = 1, ..., k. Dai
M =1|C| = ¢,

e, consequentemente,
dimyC = k = log,q" = log,M.

Definicao 1.3.2. Dado x = z125... 1, € Iy, define-se o peso de x como sendo o
numero inteiro

w(x) = [{i:x; # 0}
Em outras palavras, w(x) = d(x,0), onde d é a métrica de Hamming,.

Definicao 1.3.3. Define-se o peso minimo de um codigo linear C' como o inteiro
w(C) == min{w(x) : x € C\{0}}.

Proposicao 1.3.4. [HV02 Seja C C IF} um cddigo linear com distancia minima
d, entao

i) Para quaisquer X,y € IF}, temos d(X,y) = w(x —y).

i) d = w(C).

Demonstracao. O item (i) segue diretamente das defini¢bes da métrica de Hamming
e de peso de um cédigo.

Em (i), considere x,y € C' com x # y tais que d(x,y) = d. Dai x e y possuem
exatamente d coordenadas distintas. Tomando z = x —y € C\{0}, temos d(x,y) =
w(z), e como z tem o minimo de coordenadas nao nulas por construgao, obtemos
w(z) = w(C). Portanto, d = w(C).

O

Com a proposi¢ao acima, basta efetuar M — 1 calculos de distancias em um
cddigo linear com M elementos para calcularmos a distancia minima, sendo que

anteriormente era preciso efetuar
(ii) da Proposigao [1.3.4] definimos.

Definicao 1.3.5. A distancia minima de um codigo C' € chamada de peso minimo
do codigo.

9 ) calculos de distancias. A partir do item

Podemos descrever codigos lineares C como subespagos vetoriais C' de um espago
vetorial JF'. Mais precisamente como imagem ou como niicleo de transformagoes
lineares.
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Escolha uma base {v; ... vz} de C e considere a aplicacdo linear

T: Ff — F"

q
T =X1Ty...Tp +— T101+ -+ TRV

Observe que T é uma transformagao linear injetora tal que I'm(7T) = C. Por-
tanto, dado um cddigo C' C F}' de dimensao k ¢ possivel a determinar uma trans-
formacao linear injetora

. k n
T:F; — I/,

e definir C' = Im(T). Note que os elementos de C' sao parametrizados pelos elemen-
tos de IF, f através de T, o que torna facil gerar todos os elementos de C'. Entretanto,
fica dificil decidir se um elemento v de IF' pertence ou nao a C', pois seria necessario
resolver um sistema de n equacoes nas k incégnitas xy, ..., T

T1V1 + XU + + - - + TRV = V,

e essa resolucao geralmente tem um custo computacional elevado.
Por outro lado, para representarmos C' através do nticleo de uma transformacao
linear, basta tomarmos C’ C IF}' um subespago complementar de C, ou seja,

Cod =,
e considere a aplicagao linear

H: CaolC — ]F;_k
udv — vV,

cujo nucleo é exatamente C. Agora basta verificar se H(v) é ou ndo o vetor nulo
de ]Fq"’k para saber se v € IF' é ou nao um elemento de C, o que tem um custo
computacional muito menor.

Exemplo: Considere o corpo finito com trés elementos F3 = {0,1,2}. Seja C' C
IF} o cédigo gerado pelos vetores v; = 1011 e vo = 0112. Esse c6digo possui 9
elementos, pois tem dimensao 2 sobre um corpo de 3 elementos.

Uma representacao paramétrica de C' é dada por

T1V1 + XoVa

variando x; e 9 em F3. O cédigo C' pode ser representado como ntucleo da trans-
formacao linear
H: Tj — F3

T1...T4 +> 2I1+2l’2+l‘3,21}1+$2+l’4.
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Definicao 1.3.6. Dois cddigos lineares C' e C' sao linearmente equivalentes se
existir uma isometria linear T : I} — IF} tal que T(C) = C".

Com isso, C' ¢ linearmente equivalente a C’ em IF}' se, e somente se,
C'={a1Tr) .- CnTn(ny /1. .. 7y € C,c; € I}

Isto equivale a dizer que dois cédigos lineares sao linearmente equivalentes se,
e somente se, cada um deles pode ser obtido do outro mediante uma seqiiencia de
operacoes elementares do tipo:

e Multiplicacao dos elementos numa dada posicao fixa por um escalar nao nulo
em todas as palavras.

e Permutacao das posicoes de todas as palavras do codigo, mediante uma per-

mutacao fixa de {1,2,...,n}.

1.3.1 Matriz Geradora de um Coédigo

Definigao 1.3.7. Um cédigo linear C C IF}' de dimensdo k € dito um [n, klq-
codigo.

Seja § = {vi,...,Vvk} uma base ordenada de C, com v; = v ...v;,, para
1 =1,...,k e considere a seguinte matriz
U1 Vi1 V12 -+ Uin
G pu— p—
Uk Ukl Vg2 - Ugn

Definigao 1.3.8. A matriz G € chamada matriz geradora de C' associada a base

Considere agora a seguinte transformacao linear:

T: Ff — I}
x +— xG.

Sex = (z1...x1) € Fq’“, temos

T(x) =xG = z1v1 + - - - + TRy,
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logo T(ZF(f) = (. Consideraremos, IF f como cbdigo da fonte, C o cddigo de canal e
T uma codificacao.

Lembramos que G nao é univocamente determinada, pois depende da escolha
da base 5. Uma base de um espago vetorial pode ser obtida da outra através de
operacoes do tipo:

e permutacao de dois elementos da base;

e multiplicagao de um elemento da base por um escalar nao nulo;

e substituicao de um elemento da base por ele mesmo somado a um multiplo
escalar de outro elemento da base.

Como os elementos da base do cédigo C' formam as linhas da matriz geradora,
uma outra matriz geradora de C' pode ser obtida por:

e (L1) permutacao de duas linhas ;
e (L2) multiplicagdo de uma linha por um escalar nao nulo;

e (L3) adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra.

Com isso, dada uma matriz G qualquer cujas linhas sao linearmente indepen-
dentes, podemos construir um cédigo C' como imagem da transformagao 7'

Definicao 1.3.9. Uma matriz geradora G de um cddigo C' estard na forma padrao
se

onde Idy € a matriz identidade de ordem k e A é uma matriz qualquer k x (n — k).

Dado um cédigo €', nem sempre teremos uma matriz geradora de C' na forma
padrao. Por exemplo, a matriz geradora

00101
G = ( 00011 >
de um cédigo C' C Fj nunca estard na forma padrao, pois nao é possivel obté-la

usando apenas as operagoes descritas acima. Entretanto, se permutarmos as colunas
trocando a primeira com a terceira e a segunda com a quarta, teremos uma matriz

, (10001
G_<01001)
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na forma padrao, G’ é matriz geradora de um codigo C’ equivalente a C', pois as
operacoes realizadas sobre as colunas de G sao também efetuadas sobre cada palavra
de C.

Assim, realizando operacoes do tipo:

e (C1) permutagao de duas colunas;
e (C2) multiplicacdo de uma coluna por um escalar nao nulo,

sobre uma matriz geradora G de um cédigo C', obtemos G’, que é matriz geradora
de um cédigo C’ equivalente a C'.
Com a operagao (C'1) descrita acima, podemos partir para o préximo resultado.

Teorema 1.3.10. [HV02 Dado um cédigo C, existe um cdédigo equivalente C' com
matriz geradora na forma padrao.

Demonstracao. Seja G uma matriz geradora de C'.

g1 912 - Gin
G=| + :
9kl Gk2 * Gkn

Se G estiver na forma padrao, nada temos a fazer. Se G nao esta na forma padrao,
realizando uma operagao do tipo (C'1) podemos supor g;; # 0, pois a primeira linha
de G é nao nula devido a independéncia linear entre suas linhas. Multiplicando a
primeira linha por g;;', ficamos com 1 no lugar de g;; por meio de (L2).

Somando a segunda, terceira, etc linhas, respectivamente, a primeira linha mul-
tiplicada respectivamente por —ga1, —gs31, etc, obtemos por meio de (L3) uma matriz
na forma

1 byp -+ by
0 by -+ by
0 bra - bin

Na segunda linha dessa matriz certamente temos um elemento nao nulo, e este
pode ser colocado na segunda linha e segunda coluna por meio da operagao (C1).
Multiplicando a segunda linha pelo inverso desse elemento, obtemos a matriz

1 c2 a3 -+ cn
0 ]. Co3 - Con
0 c32 €33 -+ C3p

0 e Cr3 =+ Cin
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Novamente através de operagoes (L3) obtemos a matriz

1 O d13 cee dln
0 1 dog -+ doy
0 0 dsz -+ dsp
0 0 diz -+ dpn

Procedendo sucessivamente dessa forma, obtemos uma matriz na forma padrao
G' = (1d|A).

0

1.3.2 C(Cdbdigos Duais

Definigao 1.3.11. Sejam u,v € . O produto escalar de u e v, denotado por
(u,v), € o elemento de IF}

<11, V> =uUvy + -+ UpUn,
com () sendo uma forma bilinear definida em IF}}'.

Definigao 1.3.12. Seja C C IF}' um cddigo linear. O dual de C, denotado por Cct
¢ o conjunto
Ct={ve IF} : (u,v) =0, para todo u € C'}.

Lema 1.3.13. [HV02 Se C C IF} é um cddigo linear com matriz geradora G, entdo
i) C*+ € um subespaco vetorial de Iy
ii) x € C*, se e somente se, Gx' = 0.

Demonstracao.
(1) Dados u,v € C*+ e X € IF,, temos,

(u+ Av,x) = (u,x) + A(v,x) =0, para todo x € C.
Portanto, u + Av € C*+ e Ot é um subespaco vetorial de IFy.

(ii) x € C* se, e somente se, (x,v) = 0, para todo v € C. Como os elementos
de C' sao gerados por uma base, é suficiente dizer que x é ortogonal a uma base de
C, implicando Gx* = 0, j4 que as linhas de G formam uma base de C.

O
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Definicao 1.3.14. O subespaco vetorial C+ de IF} € também um cdédigo linear e o
chamaremos de codigo dual de C.

Proposicao 1.3.15. [HV02] Seja C C IF} um cddigo de dimensio k com matriz
geradora G = (Idy|A) na forma padrao, entdo

i) dimC+ =n — k;

i) H= (—A"Id,_}) é uma matriz geradora de C*.

Demonstragao. (i) Dado um cédigo C' com matriz geradora G, pelo Lema [1.3.13
temos que, X = 1 ...7, € C* se, e somente se, G - x* = 0. Como G estd na forma
padrao temos

I Th+1
Gx*=0s| : | =-4 :
Ty Tn
Como existem ¢"~* possiveis escolhas distintas para xj,1, . .., T, concluimos que

C* tem ¢" % elementos e sua dimensao é n — k.

(17) Devido ao bloco Id,_j, as linhas de H sao linearmente independentes e,
assim geram um subespaco vetorial de dimensao n — k que estd contido em C*,
pois as linhas de H sao ortogonais as linhas de G. Como esses subespagos tém a
mesma dimensao e o primeiro esta contido no seguinte, estes coincidem. Portanto,
H = (—A!Idn — k) é uma matriz geradora de C'*.

O

Lema 1.3.16. [HV02] Seja C' C IF} um cddigo linear. Para toda permutagdio w de
{1,...,n}, para todo c € IF; e para todo j =1,...,n, temos

Z) ( H(C) =TR(CH).
i) (TI(C)*F =T, (C).
Demonstracao. i) Dado u = ujus ... u, € C temos que, para todo v = vvy...v, €
c+,
(u,v) = ujvy + -+ + upv, = 0.

Mas uﬂ(l)vﬂ(l) + o+ Un(n) V() = 0, pois m(j) = 4, para todoj = 1,...,n. Com
isso, (T (u), T(v)) = 0 e portanto, (T,(C))*+ = T,.(C*).

ii) Como acima, dados u € C' e v € O, temos

T (u) = wyug ... cuj. .. u,

ch,l(v) = V10 .. .c_lvj . Up.
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Logo

(T2 (), T2 (V) = wvr 4+ cuge oy + - 4 vy

-1
=uv1 + - FUCC TV A F URY, = u11)1+--~—l—ujvj+-~-+unvn:O.

Portanto, como (Tg(C’),Tg,l(C'L)) = 0, concluimos que (T%(C))*+ = Tg,l(CL).
O
Proposicao 1.3.17. [HV02] Sejam C e D dois cédigos lineares em IF;'. Se C e D
sdo linearmente equivalentes, entdo C+ e D+ também sdo linearmente equivalentes.

Demonstragao. Sejam C' e D dois codigos lineares contidos em . Sabemos que
se C' e D sao linearmente equivalentes, existem uma permutacao 7 de {1,...,n} e
1, ., cp € IFy tais que

D=T,0T) o---0T(C).
Agora, pelo Lema [1.3.16] segue,

DY =(TyoT) o 0T (C) =T, 0T 10 01", (CF)
n [ Cn

e portanto, C* é linearmente equivalente a D=.
O

Coroldrio 1.3.18. [HV02] Se C C IF} € um cddigo linear de dimensdo k, entdo
Ct € um cédigo linear de dimensdo n — k.

Demonstragdo. Pelo Teorema[1.3.10, C' é equivalente a um c6digo D, com a mesma
dimensao k e com matriz geradora na forma padrao. Dai, pela Proposicao [I.3.15]
dimD+ = n—k. Agora, pela Proposicao D+ é equivalente a C+ e de dimensao
n — k e isso mostra o resultado.

O

Lema 1.3.19. [HV0Z Suponha que C seja um cédigo de dimensdio k em IF;' com
matriz geradora G. Uma matriz H de ordem (n— k) X n, com coeficientes em IF;, e
linhas linearmente independentes, é uma matriz geradora de C* se, e somente se,

G-H =0.
Demonstragao. O subespacgo vetorial gerado pelas linhas de H tem dimensao n — k,
que é igual & dimensao de C+. Representando por g; = ¢i1,...,gin, com i =1,....k
ehy = hji,...,hjp_p, com j =1,...,n—k, as linhas de G e H, respectivamente,
temos

(G-H");; = (gi.hy) = 0.
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Portanto, G - H! = 0.

Por outro lado, G - H* = 0 nos diz que todos os vetores do subespaco gerado
pelas linhas de H estao em C* e, como as dimensoes desses subespacos coincidem,
temos

G - H' = 0 se, e somente se, C* é gerado pelas linhas de H.
O
Corolério 1.3.20. [HV0Z (CH)* =C.

Demonstragio. Por definicao C C (C*)*t. Como
dim(CH)r =n—(n—k)=k=dim C,

obtemos (C+)t = C.
UJ

A proposicao a seguir nos mostra como determinar se um elemento de [F' per-
tence ou nao a um cdédigo C' C I}

Proposicao 1.3.21. [HV02 Seja C C IF}' um cddigo linear tal que Ct tem matriz
geradora H, entao
v e C se esomente se, Hv® = 0.

Demonstracao. Pelo Corolario|1.3.20[e o Lema [1.3.13| (ii) temos

v € C se, e somente se, v € (CH)*.

Como
v € (C*H)* se, e somente se, Hv® =0,

segue o resultado.
OJ

Com isso, os elementos de C ficam determinados por uma condi¢ao de anula-
mento, o que tem um custo computacional baixo, pois basta determinar se Hv® é
o vetor nulo de I para que v € C. A matriz H geradora de Ct ¢é chamada de
matriz de verificagao de paridade de C.

Definigao 1.3.22. Dados um cddigo linear C C IF}' com matriz de verificagao de
paridade H e um vetor v € I}, dizemos que Hv*® € a sindrome de v.
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Vejamos a seguir as informacoes que a matriz de verificacao de paridade pode
nos oferecer a respeito do peso d de um cédigo.

Proposicao 1.3.23. Dado um codigo C' com matriz verificacao de paridade H,
temos que o peso de C' € maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1
colunas de H sao linearmente independentes.

Demonstragdo. Sejam ¢ = c¢;...c, € C* e hl,... h™ as colunas de H. Como
Hct = 0, temos

0=Hc* =) ¢h'. (1.3)

Como w(c) é o nimero de coordenadas nao nulas de c, se w(c) < s — 1, terfamos
uma combinagao nula de ¢ colunas de H, 1 < t < s — 1, contradizendo o fato de
que quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes. Logo w(c) > s e,
portanto, w(C') > s.

Reciprocamente suponhamos que H tenha s—1 colunas linearmente dependentes,
sendo elas hi* hz ... h'*-1. Dai, existem ¢;,,c;,,...,ci,_, € IF, nem todos nulos,
tais que

ci,h™ + -4 A= =0.

Com isso, ¢ = 0...¢,0...¢,0...¢;, ,0...0 € (C e, consequentemente,
w(c) < s—1 < s, 0 que é um absurdo, pois w(C) > s, por hipétese. Portanto,
quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes.

OJ

Teorema 1.3.24. Seja H a matriz de verificagao de paridade de um codigo C.
Entao w(C) = s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente
mdependentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstra¢ao. Suponhamos que w(C') = s, logo todo conjunto de s — 1 colunas
de H é linearmente independente. Com isso, existem s colunas de H linearmente
dependentes, pois caso contrario, pela Proposicao terfamos que w(C') > s+1,
contradizendo a hipdtese.

Reciprocamente supondo que quaisquer s —1 colunas de H sao linearmente inde-
pendentes e que existam s colunas linearmente dependentes, temos pela Proposicao
1.3.23|que w(C') > s. Mas w(C') ndo pode ser maior que s, pois novamente pela Pro-
posicao [1.3.23] existiriam s colunas de H linearmente independentes, contrariando
a hipdtese. Portanto, w(C) = s.

O
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Corolario 1.3.25. (Cota de Singleton) Os parametros (n, k,d) de um cédigo linear
satisfazem a desigualdade
d<n—k+1

Demonstracao. Sendo H a matriz de verificagao de paridade, seu posto é n — k.
Pelo Teorema [1.3.24] sabemos que d — 1 é menor ou igual ao posto da matriz H.
Portanto,

d—1<n—-k—d<n-—-k+1.

O

Definicao 1.3.26. Quando tivermos um codigo em que d =n — k+ 1, chamaremos
esse codigo de MDS (Mazimum Distance Separable).

1.3.3 Exemplos de Cédigos

Exemplo 1 (Cédigo de Hamming.) Um cédigo de Hamming de ordem m
sobre Fy é um cédigo com matriz teste de paridade H,, de ordem m X n, cujas
colunas sao os elementos de F5"\{0} numa ordem qualquer.

Se C' C Fy é o cédigo determinado pela matriz H,,, temos n = 2™ — 1, pela
prépria construcao de H,,. Com isso, sua dimensao é k =n —m = 2" —m — 1.
A distancia minima em um coédigo de Hamming é d = 3, pois é possivel encontrar
3 colunas linearmente dependentes em H,,. Facamos um exemplo para ilustrar um
cddigo de Hamming. Considere a matriz

1 0111
Hy=1 11010
01110

S = O
—_ o O

assmm=3,n=2-1=T7Tek=7-3=4.
Proposicao 1.3.27. Todo codigo de Hamming € perfeito.
Demonstragdo. Como d = 3, temos r = [451] =[] = 1. Dado ¢ € Fj, temos

2
|D(c,1)] =n+ 1. Logo

U D) =Rh+12F =" —1412" =2,

ceC

Portanto,

U D(c,1) =F;

ceC

e todo cédigo de Hamming é perfeito. [



Capitulo 2

Codigos Poset

2.1 Introducao

O estudo de cédigos corretores de erros em espagos poset teve inicio com os
trabalhos de Niederreider em [Nie91], Helleseth , T. Klove e O. Ytrehus em [HKY92]
e Brualdi, Greaves e Lawrence em [BGL95].

Neste capitulo faremos uma descricao dos espacos com a métrica poset, dando
énfase aos cddigos poset. Observaremos como é definido o peso de um elemento a
partir de ideais de um conjunto parcialmente ordenado, o que nos dard uma nova
métrica para os cddigos corretores de erros. Depois, verificaremos que podemos
identificar qualquer conjunto finito parcialmente ordenado com uma ordem mais
adequada para o estudos de cédigos. Finalizamos o capitulo verificando as principais
propriedades dessa nova métrica no espago I, como por exemplo, que o raio de
empacotamento nessa nova métrica ¢ menor do que na métrica usual de Hamming.

As referéncias para esse capitulo sao [BGL9S], [Hamb0], [HKY92|, [Wei9l] e
[JHOS].

2.2 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicao 2.2.1. Seja X um conjunto nao vazio.Uma relagao de ordem parcial
sobre X € uma relagao que satisfaz as sequintes propriedades, para todos x,y,z € X,

o tRz (Reflexiva).
o Se xRy e yRx, entio x =y (Antisimétrica).

e Se xRy e yRz, entio xRz (Transitiva).

25



26 2.2. Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definigao 2.2.2. Um conjunto parcialmente ordenado (poset) é um par
(X, =), onde X € um conjunto nao vazio, chamado base, e <X é uma ordem parcial
sobre X.

Quando dois elementos z,y € X se relacionam, ou seja, r < y ou y < x, dizemos
que os elementos sao comparaveis, caso contrario sao ditos incomparaveis.

Exemplo: O conjunto [n] := {1,2,...,n}, com a relacdo divide |, z|ly & y =
x.k, k € Z forma um poset.

Definicao 2.2.3. Dados a,b,c € X, dizemos que b cobre a quando a =< b e se,
a=c=b, entdo a =c oua ="D>.

Dado um poset (X, <), quando X for finito a cardinalidade de X sera chamada
de comprimento do poset.

Uma representacao grafica dos posets, quando X ¢ finito, ¢ dado pelo diagrama
de Hasse. Dado um poset finito (X, <), os elementos do conjunto X sdo repre-
sentados no diagrama de Hasse por vértices, e as relagoes entre os elementos sao
representados por arestas, convencionando que um elemento a € X estd abaixo de
b e X se, e sdse, bcobre a. A transitividade entre dois elementos é um caminho
crescente no diagrama entre eles.

Definigao 2.2.4. Seja o poset definido sobre [4] = {1,2,3,4} e com ordem
=={1<1,2<23<3,4<4,1<3,2<3,2<4}). Este poset serd chamado
poset N e seu diagrama de Hasse € dado abaizo.

3 4

1 2

Figura 2.1: Poset N

Definigao 2.2.5. O poset X, definido sobre [n|, com a ordem parcial < formado
apenas pelas relagoes reflexivas dos elementos € dito poset anti cadeia ou poset
de Hamming e serd denotado por IH,.

1 2 3 4 5

Figura 2.2: Poset IH;
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Definicao 2.2.6. Seja (X, <) um poset. Um elemento x € X ¢é dito elemento
mazimal se nenhum elemento y € X — {x} cobre x.

Definicao 2.2.7. Seja (X, =) um poset. Um elemento x € X ¢é dito elemento
minimal se nenhum elemento y € X — {x} € coberto por x.

Definicao 2.2.8. Seja (X, <) um poset. Um elemento x € X ¢é dito elemento
mdzximo (minimo) sey 2 x (v =X y), para todo y € X.

Exemplo:

Figura 2.3: Poset sobre [7].

No exemplo acima temos que 1 é elemento minimo e minimal, 6,7 sao elementos
maximais e nao temos elementos maximos no poset.

Denotaremos a ordem de um poset IP := (X, <) por <p. Assim com abuso de
notagao um elemento z € X sera denotado por z € IP.

Definigao 2.2.9. Sejan € IN. O poset L, definido sobre [n], com ordem total <
¢ dito linear ou cadeia e serd denotado por L,. Se Ly = ({1,2,3,4}, =< € ordem
total) entao seu diagrama de Hasse é

1

Figura 2.4: Poset Ly
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Definigao 2.2.10. O poset Rosenbloom-Tsfasman (RT) é uma uniao disjunta
de posets totalmente ordenados de mesmo comprimento.

19 20 3@ @

Figura 2.5: Poset Rosenbloom-Tsfasman

2.3 Rotulamentos

Agora mostraremos que podemos representar qualquer conjunto parcialmente
ordenado de uma forma organizada, permitindo o estudo simplificado de qualquer
poset finito.

Definicao 2.3.1. Seja (X, <) um poset com | X |=n. Uma funcao bijetora
R:{1,2,...,n} —» V(X),

onde V(X) € o conjunto dos vértices do diagrama de Hasse de (X,=), é chamada
de rotulamento de X. Diremos que (X, =<, R) é um poset rotulado.

Exemplo 2.3.2. (N = {a,b,c,d},=<= {(a,a), (b)), (c,c), (d,d), (a,c), (b,c),(b,d)})
pode ser rotulado da sequinte forma:

A B 1 3
Figura 2.6: Rotulamento do poset N.
Observe que poderiamos ter rotulado N de varias formas. Porém restringiremos

aos rotulamentos que preservam a ordem natural dos naturais quando olhamos os
elementos através do rotulamento inverso definido por R.
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Definigao 2.3.3. Um rotulamento R ¢é dito natural se, quando v <y em V(X),
na ordem parcial do poset, tivermos R™'(x) < R7(y), onde < € a ordem natural
de IN.

Exemplo: (N = {a,b,c,d}, 2= {(a,a); (b,b); (c,c); (d,d); (a,c); (b,c); (b,d)}) pode

ser rotulado das seguintes formas:
3
1

c d

R/ @ b \

N N
2 4 2

Figura 2.7: Rotulamentos R e L do poset N.

O rotulamento R é natural, pois se 7,y € N, com x < y, temos R~(z) < R™!(y).
J& L nao é natural, pois a < ¢, mas R~*(a) > R!(c) na ordem natural de IN.

Vamos mostrar agora que podemos rotular naturalmente qualquer poset. Antes
enunciaremos um resultado classico utilizado.

Lema 2.3.4. [Mon78] Se X é um conjunto finito parcialmente ordenado, entdo X
tem elemento minimal.

Teorema 2.3.5. [JHIS8 Todo poset finito (X, <) tem um rotulamento natural.

Demonstracdo. Seja X um conjunto finito e < uma ordem parcial definida em X.
Como X ¢ finito e parcialmente ordenado, entao tem pelo menos um elemento mi-
nimal. Seja z; um elemento minimal de X. Dessa forma, seja x; = R(1).

Considere agora X; = X — {x1}, que é um conjunto parcialmente ordenado com
a ordem induzida de X, logo X; tem um elemento minimal. Seja x5 esse elemento.
Dessa forma definimos 25 = R(2). Seguindo esse procedimento, cada subconjunto
X, C X, para cada 1 < 7 < n, tem um elemento minimal. Tomando x; como
minimal de X; e pondo z; = R(i), obtemos uma funcao bijetora de V' (X) em IN.

O

Dessa forma podemos rotular qualquer conjunto finito parcialmente ordenado
naturalmente. Seguiremos daqui em diante com o rotulamento natural, onde os
elementos minimais, no mesmo nivel, serao dispostos sempre da esquerda para direta.
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2.4 (Cddigos ponderados por Ordens Parciais

Seja IP = ([n], <) um poset e IF, um corpo de cardinalidade de ¢. O conjunto [n]
e as coordenadas de x € [’ estdao em correspondéncia biunivoca através da fungao

Assim, podemos definir um peso ponderado pelo poset IP sobre os elementos
de I} ponderado pela ordem =p. Antes disso, introduziremos alguns conceitos
necessarios.

Definigao 2.4.1. Definimos por M(I) o conjunto dos elementos mazimais de I C
P.

Definigao 2.4.2. Dado um poset IP = (X, =), um subconjunto I C IP é dito um
ideal se I tem a propriedade

xel,yelP ey =Xxentaoy e Il

Exemplo 2.4.3. No poset IH, temos que qualquer subconjunto é um ideal, pois
temos apenas as relacoes x = .

1 2 3 4 5

Figura 2.8: Poset Hj.

Exemplo 2.4.4. No poset N, do exemplo temos Iy = {1,2,3}, I, = {2,4} e
I3 = {2} ideais de N. No entanto Iy = {2,3} ndo € ideal, visto que 1 < 3, mas
1¢1,.

1 2

Figura 2.9: Poset N

Definigao 2.4.5. Dado A C IP, denotamos por (A)p o menor ideal de IP con-
tendo A, chamado de ideal de P gerado por A. O conjunto formado por todos
0s ideais de cardinalidade r de IP serd denotado por S"(IP).
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Observe que I C IP é um ideal se, e somente se, (M (I))p = 1.

Definigao 2.4.6. Dados dois poset IPy, IP» sobre [n], com =<1 a ordem parcial de IP,
e =<9 a ordem parcial de IPy, temos IP, C IPy se, dados x1, 2, com x1 =1 o, temos
T1 o To.

Para todo poset IP sobre [n], temos o poset IH C IP, visto que IH é formado
somente pelas relacoes reflexivas. Este fato é de grande importancia. A seguir uma
definicao importante.

Definigao 2.4.7. O IP-peso de um elemento x € IF} ¢ a cardinalidade do ideal
de IP gerado pelo suporte de x, ou seja,

wp(x) =| (supp(X))p | -

Exemplo 2.4.8. Sejam x = 0110 € Iy, e os poset IH e N sobre [4] como abaizo.
Entao
wp (0110) =| (supp(0110)) 1 |=[ (2,3)n [=] {2,3} |= 2.

wx(0110) =| (supp(0110))y |=| (2,3)x =] {1,2,3} |= 3

XXX

3 4
1 2

Figura 2.10: Poset IHy e N.

Observe que (supp X)m = supp X, ou seja, quando o poset em questdo é o
poset de Hamming, o IP-peso e o peso de Hamming se equivalem. Isto motivou a
chamarmos o poset IH de poset de Hamming.

Em [BGL95|, Brualdi, Greves e Lawrence mostraram que a func¢ao definida por:

dp : ZF: X F;“ — IN
(X7Y) = dP(X7Y) = wlp(X - Y)
é uma métrica em IF q”.

Teorema 2.4.9. [BGL9) Se IP = ([n], %) € um poset, entao a IP-distancia é uma
métrica em IF'.
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Demonstracdo. Sejam u,v,w € F;.

Para mostrar a positividade observe a desigualdade d(u,v) > 0, pois por de-
finicao é a cardinalidade de um conjunto. Essa é 0 somente quando u; = v;, para
todo i, 1 <17 <n.

Para mostrar a simetria observe a igualdade

supp(u — v) = supp(v — u).

Portanto,

d(u,v) =d(v,u).
Para a transitividade basta mostrar que, para todos u,v,w € [, temos
wp(u+v) <wp(u) +wp(v). (2.1)
De fato,
dp(x,y) =wp(x—y) <wp(x—2z)+wp(y —2z) =dp(x,2) + dp(z,y).

Observamos supp (x +y) C supp x U supp y e como a uniao desses ideais é um
ideal, segue

wp(x +y) <| (supp x) pU(supp y)p |<| (suppx)p | + | (supp y)p |[= wp(x)+wp(y).
0

Definicao 2.4.10. O par ordenado (]Fq", dp) € chamado um espago poset, ou IP-
espaco. Um subconjunto do espago métrico (]Fq",d,p) ¢ chamado cédigo poset.
Se C' C IF} € um subespago vetorial de dimensao k, entao C' € um [n, k|, IP-cédigo
linear.

Definigao 2.4.11. Sejam x € IF} e r um inteiro positivo. A IP-bola de centro x e
raio r € o conjunto

Bp(x,r)={y € F};dp(x,y) <7}

Definigao 2.4.12. Sejam x € IF}' e v um inteiro positivo. A IP-esfera de centro
X e raio r € o conjunto

Sp(x,r) ={y € F;dp(x,y) =r}.

Definigao 2.4.13. O raio de recobrimento de um cddigo C C IF;' é o menor
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inteiro positivo r tal que
U Bp(x,r) = IF}.

xeC

Definigao 2.4.14. O raio de empacotamento de um cédigo C C IF € o maior
inteiro positivo r tal que, dados x,y € C,

Bp(x,r) () Br(y,r) = 0.

Denotaremos este por r = rp(C).

Observando que (supp x)m = supp x C (supp X)p, temos wp(x) < wp(x).
Portanto, Bp(0,r) C By(0,7). Isso significa que conseguimos aumentar o raio de
empacotamento de um cédigo C, ou seja, ry(C) < rp(C).

Definigao 2.4.15. Seja IP um poset sobre [n]. Um cédigo C C IF}' é chamado
r-corretor de erros IP-perfeito se as IP-bolas de raio r sdo disjuntas e a unido
das mesmas € todo o espago IF.

Exemplo 2.4.16. Seja L o poset cadeia sobre [{]. Seja C' = {0000,1111} C IFy.
Vamos mostrar que C' é um cddigo perfeito.

Primeiramente vamos mostrar que a intersecao de duas bolas centradas nas pa-
lavras do codigo sao disjuntas. De fato, suponha que exista x € C de modo que
x € Br(0000,3) e x € Br(1111,3). Dessa forma se x € Br(0000,3) entdo
dp(x,0000) = wr(x) < 3, ou seja x4y = 0 e se x € Br(1111,3) entdo
dp(x,1111) = wp(x — 1111) = wr(y1yeysl) = 4, ou seja, essa interse¢ao € va-
zia.

Agora vamos mostrar que a unido disjuntas destas bolas formam todo o espago
IF}'. De fato, se x € B£(0000,3), entio x4 = 0, ou seja, | BL(0000,3) |= 2°, pois
temos 2 possibilidades para cada umas das 3 coordenadas. E se'y € Br(1111,3),
entdo y, = 1, ou seja, | Br(1111,3) |= 23, pois temos 2 possibilidades para cada
umas das 3 coordenadas. Logo

| B£(0000,3) | + | B(1111,3) |=2° +2° =2 =| IF}) | .

Portanto, C' € um cddigo 3-corretor de erros L-perfeito, porém na teoria cldssica
esse codigo nao € perfeito.



Capitulo 3

Peso Generalizado de Hamming

3.1 Introducao

Neste capitulo, descrevemos o trabalho de Wei, em [Wei91], que generaliza o
conceito de peso de um elemento para subespacos vetoriais de um codigo. Este
permite definir o peso minimo de cada subcédigo de um cédigo, gerando assim uma
hierarquia de pesos do cédigo C'. Wei apresenta também o Teorema da Dualidade
que relaciona a hierarquia de pesos de um cédigo C' e de seu cédigo dual C+. A
seguir, baseado nos trabalhos de Panek, Bando e Lazarroto, em [LLBO§|, generali-
zamos os conceitos apresentados por Wei, como r-ésimo peso minimo, hierarquia de
pesos e Teorema da Monotonicidade, para a métrica poset. Finalizamos o capitulo
apresentando os conceitos de multiconjuntos, uma ferramenta necessaria para de-
monstracao do Teorema da Dualidade Poset, demonstrado por Moura e Firer em
[IME10] e o Teorema da Distribuigao de Pesos, demonstrado por Hyun e Kim em
[HKOS], que permite contar o nimero de palavras do c6digo ponderado com peso 7.

Na Secao 3.1 apresentaremos a generalizacao de peso de Hamming para su-
bespacos, e na Secao 3.2 apresentaremos a generalizacao de peso de Hamming para
subespacos no caso da métrica poset. Na Secao 3.3 veremos a ferramenta de mul-
ticonjuntos e a adiante a demonstracao do Teorema da Dualidade Poset. Na Se¢ao
3.4 fazemos uma descricao dos codigos ponderados [-perfeitos e na Secao 3.5 apre-
sentamos o resultado principal deste capitulo, o Teorema da Distribuicao de Pesos
de um cédigo ponderado.

As principais referéncias desse capitulo sao [BGL95)], [HKO0S|, [HKY92], [JH9S],
[LLBOg|, [MET10] e [TG95].

Definigao 3.1.1. O peso generalizado de Hamming de um subespago D C IF}
¢ a cardinalidade do suporte desse subespaco, isto €,

w(D) :=| supp(D) | .

34
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Definicao 3.1.2. O r-ésimo peso minimo generalizado de Hamming de um
[n, k], codigo C' é o menor peso dos subespagos de dimensao r.

d,(C) := min{w(D); D C C,dimD = r}.
Definicao 3.1.3. A sequéncia
{d1(C),do(C), ..., di(C)}
¢ chamada hierarquia de pesos do codigo C'.

Um primeiro resultado nos mostra que a hierarquia de pesos de C' estd bem
ordenada.

Teorema 3.1.4. [Wei91l Teorema 1] [Monotonicidade] Para um [n, k|, codigo C,
com k >0, a hierarquia de pesos é uma sequéncia crescente, ou seja,

1 <di(C) <dy(C) < ... < di(C) <n.
E temos um limitante para cada hierarquia de peso.

Proposigcao 3.1.5. [Wei91, Corolario 1] Seja C um [n, k|, cddigo, entdo, para
re{l,2,....k} et €{0,1,....k—r}, d.(C)+t < d,.4(C).

Teorema 3.1.6. [Wei91 Corolario 2][Limitante de Singleton] Seja C' um [n, k],
entao
r<d.(C)<n—k+r.

Um resultado, demonstrado por Wei, em [Wei91], nos diz como a hierarquia de
um codigo se comporta em relagao a hierarquia de seu dual.

Teorema 3.1.7. [Weid1, Teorema 3][Teorema da Dualidade de Wei] Sejam C' um
[n, k], cédigo e C*+ seu dual. Entdo

{d.(C),1<r<k}y={1,2,....n}/{n+1—-d.(CH),1<r<n-—k}

ou seja, se
X ={di(C),ds(C),...,dx(C)} e
Yi={n+1-di(C"),n+1—-dy(C"),...,n+1—dpt(C")}

entao
XUY =[n={12,...,n} e XNY =10.



36 3.1. Introducao

Proposicao 3.1.8. [Weid1] Sejam IP um poset sobre [n] e C' C I um IP-cddigo.
Entao

Definicao 3.1.9. A [P-distancia de C, denotada por dp(C'), € o menor dos IP-
pesos das palavras de C, ou seja,

dp(C) = min{wp(x);x € C}.
Corolario 3.1.10. [Wei91] Seja C um [n, k], IP-cddigo, entao,

Definigao 3.1.11. Seja IP um poset sobre [n]. Um IP-cédigo C C IF} € dito um
MDS se, e somente se, dp(C) =n —k+ 1.

Definicao 3.1.12. Dado um poset IP sobre [n]. O poset oposto, denotado por P,
¢ definido, também sobre [n], com a ordem =3 definida por,

T 2p Yy se, e somente se, y Jp T.

Exemplo 3.1.13. Dado IP o poset sobre [7],

Figura 3.1: Poset IP sobre o conjunto [7].

O poset oposto P é dado por

Figura 3.2: Poset oposto de IP sobre [7].
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3.2 [P-peso generalizado de Hamming

Uma pergunta para o espaco poset era se o Teorema da Dualidade de Wei,
[Wei91], se aplicava aos c6digos poset. Numa primeira tentativa via-se que se
X ={d(C),d; (C),....d (C)} e
Y = {n+1-d{(C),dy(CF),....d7 (CH)},

entao esse conjuntos nao estavam relacionados, como em [Wei91].
Em [MF10], Moura e Firer demonstraram que a seguinte relagao de dualidade
acontecia. Se

X = {dip(c)u ng<C)’ ce ,d,éP(C)} e
Y = {n+1-dl(Ch),dF(Ch),....d (CH)},

entao
XUY =[nleXnY =0

Nessa secao vamos apresentar alguns resultados para a demonstracao do Teorema
da Dualidade de Wei generalizado, feito em [MFE10]. Verificaremos que C' é um IP-

codigo é IP-MDS se, e somente se, IP-cédigo é IP-MDS, demonstrado por Hyun e
Kim em [HKOS§].

Definicao 3.2.1. O IP-peso generalizado de Hamming de um subespaco
D C IF}' ¢ a cardinalidade do suporte desses subespago, ou seja,

wp(D) :=| (supp(D))p | -

Definicao 3.2.2. O r-ésimo IP-peso minimo generalizado de Hamming de
um [n, k|, IP-cddigo C € o menor IP-peso dos subespagos de dimensdo r, ou seja,

d¥(C) := min{wp D : D C C,dimD = r}.

Chamaremos d¥(C') somente como r-ésimo IP-peso minimo como abuso de es-
crita.

Definicao 3.2.3. A sequéncia
{di (0),d (C),....d; (C)}
é chamada IP-hierarquia de pesos do cidigo C.

Teorema 3.2.4. [LLB0OS| [Monotonicidade Poset] Para um [n, k], IP-cddigo C, a
hierarquia de pesos é uma sequéncia crescente, ou seja,
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1<dP(C)<df(C)<...<dF(0) <n.

Demonstracao. Dado D um subespaco de C' de dimensao r, ele contém subespagos
de dimensao r — 1. De fato, fazendo

I, :={x€ D :z;=0parai € supp D},

temos que [; tem dimensao r — 1.

Seja D C C um subcédigo de dimensdo 7, com 1 < r < k, tal que d¥(C) = w(D).
Considerando i € M ({supp D)p), seja D; :={x € D : x; = 0}. Temos dim D =r
e os elementos de D; tem uma entrada nula no suporte de D, logo dim D; = r — 1.
Como o r — 1-ésimo IP-peso minimo é o menor dos IP-pesos dos subespacos de C,
segue

47 (C) < | (supp Db |< | (supp Dy | =1 = d¥(C) = 1.

O

Corolario 3.2.5. [LLB0S| Seja C um [n,k|, IP-cddigo. Entdo, para cada
re{l,2,...,k} epara cada t € {0,1,... k —r}, temos

d,(C) +1 < dyiy ().

Demonstracao. Faremos a demonstracao por processo de indugao sobre .

Fixando r, mostraremos a desigualdade d,(C') +t < d,+(C). De fato, se t = 1
o resultado segue pelo Teorema da Monotonicidade Poset.

Suponha d,.(C) +t < d,4(C) , parat € {0,1,...,k —r — 1}. Assim

d.(C)+t+1<d(C)+1.

Agora
dr4(C) +1 < dry111(C).

Portanto,
d.(C)+t+1<d+1(C).

0

3.3 Multiconjuntos

Nessa segao faremos uma breve descricao dos multiconjuntos e suas aplicagoes
ao Teorema da Dualidade Poset, demonstrado por Moura e Firer. Uma referéncia
para essa segao ¢ [MFEF10].
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Definicao 3.3.1. Um multiconjunto sobre um conjunto S é uma colecio de ele-
mentos de S nao necessariamente distintos.

Definicao 3.3.2. Para cada multiconjunto, podemos definir a aplicacao
m:S — IN,

onde m(s), coms € S, é o numero de ocorréncias de s em S. m(s) serd chamada
a multiplicidade de um elemento s € S.

Exemplo: Seja C'= (1001,0110) um [4, 2], cédigo. Uma matriz geradora de C' é
1 001
¢= ( 0110 >

Um multiconjunto sobre {colunas de G} é mg = {10,01,01,10}.
A multiplicidade mg : IF3 — IN é:

2, s =10
ma(s) =4 1, s=110u01
0, s =100

Definicao 3.3.3. Um IP-codigo C' ¢ dito degenerado se existe uma matriz geradora
com uma coluna nula, caso contrario é nao degenerado.

Sejam C um [n, k],-c6digo, G e G’ duas matrizes geradoras de C. Como as linhas
de G e G’ sao linearmente independentes, existe uma matriz T de ordem k de posto
completo tal que

G=T-G.
Podemos definir o automorfismo de C'.
¢(V) =T- Vv, (31)

que substitui uma coluna g; por gi. Portanto, mg = m¢r, ou seja, os multiconjuntos
de C' independem da matriz geradora escolhida.

Definicao 3.3.4. Dado C um [n, k|,-cddigo o multiconjunto me := mg € chamado
multiconjunto induzido pelo codigo C.

Definigao 3.3.5. m¢(x) € o nimero de ocorréncias do elemento x em me.
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Definicao 3.3.6. Para um subconjunto U C ZFqk definimos a multiplicidade de
U por

me(U) =Y me(u).

uelU

Defini¢ao 3.3.7. Dado um conjunto D, denotaremos por (D) o conjunto das
partes de D.

Definigao 3.3.8. O multiconjunto induzido pelo IP-cédigo C' nao degenerado € o
multiconjunto sobre p(IFy).

mE{U, Uy, ..., Un},

onde U; = ({gj; j <pi})p-

Observe que o isomorfismo ¢, definido na equacio (3.1)), garante que mZ inde-
pende da escolha da matriz geradora de C.

Teorema 3.3.9. [HKY92| Sejam C C IF} um IP-cédigo de dimensio k <n e wp
o IP-peso de C'. Dado um subespagco D C C' de dimensao r, existe um subespago
U C ZF(f tal que a dimensao do espaco quociente de ZF;'f porU ér e

me (U) =n—wp(D),

onde IP € o poset oposto de IP.

Demonstragao. Seja G uma matriz geradora de C', com vetores coluna {g1,82,...,8n}
e considere 1, definido por
(I IF;€ —C
v = yY(v)=v.G

Temos C' e IF, f sao isomorfos, pois 1) é um isomorfismo e dim C = k.

Dado D C C, existe V C lFéC tal que (V) = D. Observe que i € supp(D) se,
e somente se, existe v € V tal que a i-ésima coordenada de v.G é nao nula. Logo
i € supp(D) se, e somente se, g; ¢ VL. Portanto,

(D) = [{i 3 comi=jg¢ V)]
= n—|{i:j=<i=>geV}]
= n—|{i:[{g:j 2} SV}
= n—|{i:U; CVL}|
= n—-mE V).
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3.3.1 Levantamento

Dado C um [n, k], cddigo linear e {g1, g2, . ..,8n} 0 conjunto das colunas de uma
matriz geradora G de C'. Considere

Mo . ]F; — H?(;L/CVL
x — x+C*t

o epimorfismo canodnico e a transformagao linear

n: F' — ]F(j€

q
x — GxT

Pelo Teorema do Homomorfismo de Mdédulos, existe um isomorfismo 7
3 ct— I qk :
Sejam x + C+ € IF}'/C* e ¢ € C. Definimos

(x+CtH).c =x.c,

onde x.c é o produto canonico dos vetores x e c. Para x =e; e ¢ = v.G, temos

poles).c = (e +CH) = ejc =¢; = gi.v.

Desta maneira associamos o vetor e; com a coluna g; e identificamos Fqk e C
através de pc.

Definigao 3.3.10. Dado um cddigo C, definimos o conjunto de cobertura or-
togonal de ]Fq”/C'l como a cole¢ao ordenada

BIP = {‘/17‘/27"‘7‘/71}7

onde V; = ({g;; 7 <mp i})p.
Assim -
ng = pc(Bp) == {uc(V1), ne(Va), ..., uc(Vy) }.
Desta forma, para cada elemento de p(IF}'/ C1), existe um tnico elemento de

o(IFy). Como dim IF}'/C+ = dim I}, esta correspondéncia é biunivoca.

Definigao 3.3.11. Seja C' um [n, k|, IP-cddigo, seu multiconjunto associado é
o multiconjunto m¢ = & (Bp) definido sobre p(IF)/CF).
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3.3.2 Submulticonjuntos

Definigao 3.3.12. Um submulticonjunto B’ C B, sobre um mesmo conjunto S,
é um multiconjunto tal que B'(s) < B(s), para todo s € S.

Definigao 3.3.13. Denotaremos por [B] o subespago gerado pelos elementos de B.

Lema 3.3.14. [MF10, Lema 3.13] Sejam C' um IP-cddigo e mgp seu, multiconjunto
associado. Se J C [n] e By == {V; : j € J}, com V; = [{e; : i € (j)p}], entao
my = uc(By) é um submulticonjunto de mk.

Proposicao 3.3.15. [MF10, Proposicao 3.15] Sejam C' um [n, k], IP-cddigo e D C

C' um subcodigo de dimensao r. Entao existe um ideal J de IP tal que a dimensao
do espago quociente de [uc(By)] por ¥ ér e

wp(D)=n—|J |=n—| B, | . (3:2)

A partir dessa proposicao temos que analisar as propriedades de B relacionadas
com o ideal J.

Proposigao 3.3.16. [MF10] A igualdade [B;] = [{e; : i € (J)p}] acontece para
qualquer submulticonjunto J C [n].

Demonstracdo. Dado j € (J) 5, o vetor €5 € V; = [{e; 11 € (j)p}], logo e; € [By] e
portanto,
{e; -7 € (J)p}l € [BJl-
U

Proposicao 3.3.17. [MF10] A desigualdade dim [By] >| By | sempre acontece e a

wqualdade acontece se, e somente se, J é um ideal de IP.
Demonstracao. De fato,
dim[B,] = dim[{e; : j € (J)p}] =| (/)p [=| T |=[ B, | -

A igualdade decorre de J ser um ideal de IP se, e somente se, (N)p =1
O

Lema 3.3.18. [MFI10| Sejam C' um [n, k], IP-cédigo e mq o multiconjunto associ-
ado sobre p(IF}/C*) associado a C. Entao

dy (C) = min{| J |:| J | —dim|uc(Bs)] = r}. (3-3)
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Demonstragio. Para D C C*, de modo que wp(D) = d?(CL), considere o ideal

I = (supp D). Pela Proposicao [3.3.16, temos B; = {eg;i € I}, | By |=| I | e
D = [B;]nC*+. Como

D =[{e;:i€ supp D}YNC* C [{e;:i€ (supp D)p}|NC*+ = [B]NCH,

para todo D C C, entdao D estd contido no nicleo de fi¢, a restrigdo de uc a (By).
Assim
dim[Bj| — dim[uc(By)] = dim ker po > dim D.

Como I é um ideal, entdo dim[B;] =| By |= wp(D). Logo wi(D) é um elemento
do conjunto d¥(C1) e , consequentemente,

dP(C) = min{] T | J | dim[uc(By)] = r}.

Para mostrar a outra desigualdade, seja J um ideal de P que atinge o minimo

de {| J || J | =dim[pc(By)] > r}. Entao
| By | —dim|uc(By)] > r.

Se D' := [B;] N C* é o menor subcédigo de C* contido em [By], entdo D' é o
nticleo de 1o, logo

dim[puc(By)] = dim|By] — dim D'.

Como (supp D')p C J, entdo dim[B;| > wp(D'). De J ser um ideal, pela
Proposigao [3.3.17, temos dim[B;] =| By |, donde

| By [> wp(D')

dim D' =| By | —dim[uc(By)| =1 >r.
Pelo Teorema da Monotonicidade Poset temos
dP(Ct) < dl(ch).
Portanto,
dP(C*) > min{| J |:| J | —=dim[pc(By)] > r}.
O
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Exemplo: Sejam C' um [4, 2], IP-cédigo, com matriz geradora

1110
G:(0101>’

IP um poset sobre [4] e P seu poset dual, dados por

Ne NV

Figura 3.3: Poset sobre [4].

Uma matriz geradora para o ILND—Cédigo Cté

, (1010
¢ = ( 01 11 >
Dessa forma
1c(1000) = 1000 + C+ < 10
1c(0100) = 0100 + C+ +— 11
1c(0010) = 0010 + C+ < 10

11c(0001) = 0001 + C* +— 01.

Logo
Vi = [{61,83}], Vo= [{62763}]’

Vs = [{es}], Vi = [{ea}].

Portanto, o multiconjunto associado é ng = {puc(), pc(V2), ne(V3), ne(Va)}
com hierarquia de IP-pesos

d(C) = wp([0101]
wp([01].G)

4 —me([01]1)

= 4—mg([10]) =2
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I
S
Gl
8

4 —me((F3)")
= 4—me(]00]) = 4

Em [MFI10], Moura e Firer demonstram a relacao entre as hierarquias de um
IP-codigo C' e seu dual.

Teorema 3.3.19. [MF1(]/Teorema da Dualidade Poset] Sejam C um [n, k], IP-
cédigo e C+ seu dual. Entao

(dPC),1<r<k}={12,....n}—{n+1-dP(CH),1<r<n—k},

ou seja, se
X = {dP(C),dF(C),....dF(C)} e

Y i={n+1—dP(CY,n+1—dF(Ch),...,n+1—dF  (CH)},

entao
XUY=[n={L2,...,n} e XNY =10.

Demonstrac¢ao. Como
X, YCn,|X|=ke |Y|=n—k,

temos | X | + | Y |=n. Assim é suficiente mostrarmos a igualdade X NY = {).

Dado r € {1,2,...,k}, pelo Lema [3.3.18| existe J C [n] tal que

| By |=dF(C*) (3.4)

dimuc(B,)] < df'(C*) = r.
Seja t a dimensdo do espago quociente de I por [ic(By)]. Dessa forma
t>k—dP(Cch)+r. (3.5)

Pela Proposigao [3.3.15] existe um subcédigo D C C' com ¥([uc(By)]) = D tal
que dim D =te
wp(D)=n—|By|.
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Utilizando a Equacao (3.4) obtemos
wp(D) =n—dP(Ch).
Pela definicao de r-ésimo IP-peso minimo generalizado, temos

d(C) < w(F), para todo E C C' com dim E = t.
Em particular, a desigualdade vale para o subespaco D. Segue
dP(C) < n —dP(CH). (3.6)

Agora mostraremos que n + 1 — df?) (C1) nao estd na hierarquia X. Suponha o
contrério, entao a Equacao (3.6) restringe as possibilidades a

dit(C) =n + 1 — aP(Ch), (3.7)

para algum inteiro [ > 0. A Proposigao [3.3.15| garante a existéncia de I C [n] tal
que (po(By)) = U C I} e a dimensao do quociente de IF;* por U é t + [, onde

mE(U) =| By |=n —d%,(C) (3.8)

dim[uc(Br)] =k — (t +1). (3.9)
Utilizando a Equacao (3.7) na Equagao (3.8)), teriamos

| By |=dP(Ch) -1, (3.10)
e usando o valor de t da Inequacao (3.5) na Equagao obteriamos
dim[uc(Br)] < d?(CL) —r—1. (3.11)
Isto implicaria que a diferenca da Equagao com a Equacao seria
| By | =dim[pc(Br)] >r+1—-1>r. (3.12)

Pelo Teorema |3.3.18| terfamos | By |[> d?(CL), contradizendo a Equagao (3.10)).
0
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3.4 [P-Cébdigos I-Perfeitos

Nessa secao descreveremos o Teorema da Distribuicao de IP-pesos de ', mostrado
em [HKO8] por Hyun e Kim. Como referéncias para esta se¢ao temos [ME10],
[ILLBOg|, [PFKHO0S8| e [HKOS].

Verificamos agora que é possivel construir ideais encaixados de IP a partir de
ideais de cardinalidade r. Lembrando que 3" (/P) denota os ideiais de IP de cardi-
nalidade r.

Proposicao 3.4.1. [HK0S]

(a) Sejam 0 <r < s<nelecSQ"(IP), entao existe J € I*(IP) tal que I C J.
(b) Sejam 0 < s <r <n el €Q"(IP), entio existe J € I*(IP) tal que J C I

Demonstracio. (a) Se s =1+ 1, seja j € [¢ = IP — I um elemento minimal.

Afirmacao: J =1U{j} é IP-ideal.

De fato, dados * € IP e y € J, com z < vy, se y € I, entao
x € I pois I é IP-ideal. Se y = j, como z < y, entdo x ¢ I, pois j é mini-
mal de [€ logox € I. Assim I C Je|J|=r+1.

Desta forma, podemos construir um ideal J de IP tal que I C J e | J |= s, para
r < s < n, adicionando a cada passo um elemento minimal do conjunto IP — I.

(b) Se s = r — 1, seja j € I um elemento maximal. Note que J = I — {j} é
IP-ideal, pois I ¢ ideal e removemos um elemento maximal de I. Portanto, J C [ e
| J|=r—1.

Desta forma, podemos construir um ideal J de IP tal que J C I e | J |= s, para
0 < s <r, removendo a cada passo um elemento maximal do conjunto I.[]

Definigao 3.4.2. Sejam IP um poset, I C IP um IP-ideal e u € IF}}.
Chamaremos o conjunto

Bi(u) ={v € F}; (supp(u—v))p C I}
de I-bola de centro em u e
Si(u) ={v € Fy; (supp(u —v))p = I}
a I-esfera de centro em wu.

Denotemos por B; e Sy, respectivamente, a [-bola e [-esfera centradas em 0.
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Proposicao 3.4.3. [HKO08| Sejam IP um poset sobre [n] e I um IP-ideal ndo vazio.
Entao

(a) Br € um subespago vetorial de IF}' de dimensdo | I |.

(b) Parau € IF} temos Br(u) =u+ By.

(¢c) Parau,v € IF} temos Br(u) = B(v) se e s6 se supp(u—v) C 1.
(d) IF} € particionado pelas I-bolas, para todo ideal I.

Demonstragao. (a) Sejam u,v € By e ¢ € IF,. Vamos mostrar que u+v € By e
c.v € Br. Como supp(u+ v) C supp(u) U supp(v) CTUI =1, temos u+ v € By.
Agora supp(c.v) C supp(v) C I, logo c.v € Bj.

Denote por €; o elemento da base canonica de [F' cuja i-ésima coordenada tem
valor 1 e as demais sao nulas. O conjunto {e;};c; forma uma base de B;. Portanto,
| I'| é a dimensdo de By.

(b) Se v € B;(u), entao por definigdo supp(u —v) € I. Como

supp(u — v) = supp(0 — (v — u)),

temos
v—ué€ Bj.
Assim
v=u+(v—u) €u+ By,
ou seja,

B[(ll) Cu+ By.

Reciprocamente, se w € By, entao supp(w) C I. Como
supp(w) = supp(—w) = supp(u — (u+w)) C I,

temos u+ w € Br(u). Logo —w € Bj(u) e w € By(u). Portanto, u+ B; C Bj(u).
(c) Decorre das equivaléncias

Bi(u) = Bj(v) e u+ B =v+By<u—ve B < supp(u—v) C .

(d) Temos que By é subespaco de IF)' e

F;Z U B[(u).

uelFp

Pelo item (c) essa unido é disjunta e portanto, I é particionado pelas I-bolas.[]
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Definicao 3.4.4. Denotaremos por

U Bi(x)

xeC
a uniao disjunta de I-bolas centradas em X.

Definigao 3.4.5. Sejam IP um poset sobre [n] e [ um IP-ideal. Um IP-cddigo linear
sobre IF)' € dito I-perfeito se a unido disjunta das I-bolas centradas nas palavras

do cddigo formam todo o espago IF', ou seja, se

F' = Bi(x).
xeC

Proposicao 3.4.6. [HK0S Sejam IP um poset sobre [n|, I um IP-ideal e C' um
[n, k], IP-codigo. Se C é I-perfeito, entao | I |=n — k.

Demonstracao. Se C é I-perfeito, entao

| Iy [=] UBI(X)’:> " =C|.d"=¢¢d" = |T|=n—F

xeC

O

Proposicao 3.4.7. [HK0S8| Sejam IP um poset sobre [n] e u,v € F}, entiou ev
estao na mesma I-bola de um IP-ideal I, com | I |= s se, e somente se, dp(u,v) < s.

Demonstragao. Sejam I um [P-ideal de IP, com | I |= s, e u,v € B;. Temos
u— v € By, pois Br ¢ um subespago de IF'. Assim

(supp(u —v))p C I = dp(u,v) =| (supp(u—v))p | <| I |=s.

Reciprocamente, dp(u,v) < s se, e somente se, | (supp(u—v))p |< s. Agora
(supp(u — v))p é o menor ideal de IP contendo supp(u — v), assim, pela Proposigao
B.4.1] existe J C IP [P-ideal tal que | J |= s e (supp(u—v))p C J. Portanto,
Vv E BJ(U).

[

Definigao 3.4.8. Um IP-cddigo C é dito IP-MDS se, e somente se,

d]p(C'):n—k—i-l
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Diremos apenas que C' é um IP-cédigo MDS quando nao confundirmos a métrica
usual nesta secao.

Teorema 3.4.9. [HK0S] Seja IP um poset sobre [n] e C um |n, k], IP-cédigo. Entdo
C é IP-MDS se, e somente se, ele for I-perfeito para todo I € " *(IP).

Demonstragio. Se C' é IP-c6digo MDS, entdo dp(C) =n—k+1. Se I € " *(IP),
entao, pela Proposicao(3.4.3) IF' ¢ particionado pelas I-bolas e o niimero de I-bolas
na particio é ¢" 1l = ¢* =| C'|.

Se x,y € C, entao, pela Proposigao [3.4.7] temos

| I|l=n—k<n—k+1<dpxYy).

Assim By(x) N By(y) = (. Logo

Fy = Bi(x).

xeC

Reciprocamente, seja C' um IP-cédigo I-perfeito, para todo I € S"*(IP). Su-
ponha, por absurdo, que existam x,y € C' com dp(x,y) < n — k. Pela Proposigao
3.4.1] que existe J ideal de IP tal que | J |=n —k e (supp(x —y))p C J. Assim
y € Bi(x), o que é um absurdo, pois C' é perfeito. Logo dp(C) > n — k e, pelo
Limitante de Singleton, temos dp(C) < n — k + 1. Portanto, dp(C) =n —k + 1,
ou seja, C' é MDS.

U

3.5 IP-Distribuicao de Pesos e [P-c6digos MDS

Demonstraremos agora o resultado principal deste capitulo, o Teorema da Dis-
tribuicao de IP-pesos, demonstrado por Hyun e Kim em [HKO08]. As principais
referéncias para esta segao sao [MF10], [HKO08], [BGL93].

Definicao 3.5.1. Sejam IP um poset sobre [n] e C um IP-cddigo sobre IF}. Cha-
maremos de IP-distribuicdo de pesos de C o conjunto {Aop, A1p,- .., Anr},
onde

A,p(C) =] {x € Ciwp(x) =1} | .

Note que A, p(C) =| S, pNC |.
Agora vamos verificar que as palavras codigo estao uniformemente distribuidas
nas [-bolas.
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Proposigao 3.5.2. [HK0S| Seja IP um poset sobre [n] e C' um [n, k|, IP-cddigo. Se
C' ¢ MDS, entao, para um ideal I C IP eu € I}, temos

gtk se | I[>n—k;
| Bi(u)NC |= 1, se | I|<n—k;
0, se u¢Ce |I|<n—k.

Demonstracao. Seja I C IP um ideal de cardinalidade s. Vamos fazer a demons-
tragao em 3 partes.

Se s < n — k, entao pela Proposicao a I-bola centrada na origem contém
apenas uma palavra codigo, a palavra nula, pois caso contrario, existiriay € C, com

dp(0,y) <n—k<dp(C)=n—k+1

Se s = n — k, entao o Teorema nos garante que C' é perfeito, logo cada
I-bola contém apenas uma palavra codigo de C'.

Se s > n — k, entao pela Proposicao existe um ideal J C IP tal que
| J |=n —k e By e By sao subespagos vetoriais de I, com B; C By e By é um
subespago vetorial de By de dimensao | I | — | J |. Logo Br(u) contém exatamente
g"1=1"1 classes laterais de B, para u € IF}, ja que, u+ B; = By se u € B;. Como
C é MDS, pelo Teorema C é J-perfeito. Assim cada Bj contém exatamente
uma palavra cédigo de C' e portanto, B;(u) contém exatamente

qlf\*lJl — qll\*nJrk

palavras de C.
O

Introduziremos algumas notagoes que utilizaremos daqui em diante.

Definicao 3.5.3. Seja [ C IP um ideal de um poset IP. Denotaremos por M(I) o
conjunto dos elementos maximais de I e Iy, :=1— M(I).

O conjunto I; é um ideal de IP, pela Proposicao
Definicao 3.5.4. Definimos Y(I) :={J : 1y, C J C I}.

Como os elementos de Y(I) sao ideais de IP, podem ser construidos a partir de
I; adicionando, a cada passo, um elemento z € M(I) ou removendo um elemento
maximal de I.

Apresentaremos agora alguns resultados classicos da Teoria de Caracteres Aditi-
vos para Codigos, estes, que utilizaremos para demonstrar o Teorema da Distribuicao
de
IP-pesos de C. As principais referéncias sao [Nie91] e [Sta72].
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Definigao 3.5.5. Seja x(E|-) : ;' — IN. A fungdo caracteristica de E C I},
¢ definida da sequinte forma; a imagem de um elemento x € IF! vale 1, se x € E,
e 0, caso contrdrio.

Definigao 3.5.6. Dados um subconjunto A C IP e u € I}, definimos os conjuntos

Bi(u) :={v e F}; supp (u—v)C A} e

Si(u) :=={v e F}; supp (u—v)=A}.

No caso em que o subconjunto A é um ideal ordem de IP, temos a igualdade dos
dois conjuntos B} (u) e Ba(u).

Definicao 3.5.7. Um caracter aditivo \ de IF, é um homomorfismo entre (IF,, +)
e (S1,+), o grupo dos nimeros complexos com norma 1.

Vamos citar alguns resultados classicos da teoria de caracteres aditivos para
cddigos lineares que utilizaremos nesse trabalho.

Proposicao 3.5.8. [Sta72, Teorema 1.3] Seja A um caracter aditivo de IF, e x €

Fq”. Entao
_Jq sex=0,
Z A(X‘B)_{ 0, sex#0,
BelFy

onde X.0 =Y, x;0;, para x;, B; € IF,.

Proposicao 3.5.9. [Sta72 Teorema 1.4] Seja A um caracter aditivo de IF,. Entdo,
para um codigo linear C' C IF', temos

[ ]C|, seueCH
Z)\(u.v) a { 0,se u¢CH
veC

onde C+ € o complemento ortogonal de C.

Definigao 3.5.10. Seja f uma fungao complexa definida em IF}. A transformada
de Fourierf de f € dada por

f) =3 Auv)f(v).

velFy

A proposicao abaixo decorre da Proposicao [3.5.9]
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Proposicao 3.5.11. [Sta72, Teorema 1.5] [Férmula do Somatério de Poison] Se-
jam C' C IF} um cédigo linear e f uma fungao em IF. Entdo

1 ~
> )= e D fw)

ueCt ueC

Observando que a relacao de inclusao natural é uma relacao de ordem sobre o
conjuntos das partes de IP e que os ideais principais de IP sao finitos, podemos
utilizar o seguinte resultado para fungoes definidas em A C IP.

Proposicao 3.5.12. [Sta72, Teorema 1.6][Inversao de Moebius]
Sejam f,q duas funcoes complexas definidas em um subconjunto A C IP. Entdo

f(A) =) g(B) & g(A) =) (-n)f(B).

BCA BCA

Proposigao 3.5.13. |[HKO0S| Seja I C IP um ideal. Entdo

(a) x(Si[x) = Y (=D FI(B)x).

ECA

(0) x(Stlx) = Y (=1 (BY|x).

JEY(I)

Demonstracgao. (a) Se x(BY%|x) = 1, entao x € BY. Dessa forma, supp x C A.
Logo
X(Ss,

supp x|X

) =1

X(SHlx) =0, se D # supp x.

Em outras palavras,

X(Bilx) = Y x(Sk). (3.13)

ECA
Aplicando a Proposicao [3.5.12| na Equagao (3.13)), obtemos

X(S4[x) = Y (=) (BY[x).
ECA

(b) Observamos

X(Sr]x) =1 se, e somente se, (supp x) =1 e
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(supp x) = I se, e somente se, M(I) C supp x C I.
Dessa observagao e das consideragoes feitas em (a), temos
X(Six) = > x(Silx). (3.14)
M(I)CACI

Pelas propriedades de somatorio, temos

Y x(Sikx) = Z > ()M (Bx) (3.15)

M(I)CACI I)CACI ECA
e
SO E0MEENBE =Y Y (=)= FI(BYx). (3.16)
M(I)CACI ECA ECI M(I)UECACI
Como

S (=M= TIyBEx) =Y (=Dl > (=,

ECI M(I)UECACI ECI M(I\UECACI
temos

X(Six) =Y (=) Fx(Bglx) Y (=DM (3.17)

Bel M(I)UECACI
Agora temos
ST (= (=) se M(I)UE =1,
M(I)UECACI - 0, caso contrario,
U —_ =

pois, utilizando argumentos de contagem de subconjuntos, o nimero de parcelas no
somatorio para M (1)U E # I é 211 — 2IM(DVUEL " oy seja, um niimero par.
Temos também

M(IVUE=1&I,CECIaEcY().

Além disso, cada ideal de T(I) é construido adicionando um elemento minimal
ao conjunto M (I), ou seja, o sinal de 114 alterna no somatério. Logo > 14 = 0.
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X(Silx) = Y (=) Px(BEx) Y (=DM

ECI M(I)UECACI
Portanto, _
= Y ()" (B).
EeY(I)
0

3.5.1 Teorema da [P-Distribuicao de Pesos

Teorema 3.5.14. [HK08| Seja IP um poset sobre [n] e C um IP-cédigo de dimensao
k com dp(C) sua IP-distancia minima. Se C' é um IP-cédigo MDS, entdo

1, ser =20,

0, sel<r<dp-—1,
A’I‘,P(C): T— dlp ]- _1 4

(g—1) Z Z ( j)‘ )qr_d”’_J, ser>dp

Ieg(P) j=0

Demonstragao. Faremos esta demonstragao em 3 partes da seguinte forma.
Se r =0, entao A, p(C) = 0, pois 0 é a tnica palavra de peso nulo.
Se r <dp — 1, entao A, p(C) = 0, pois dp(C) < wp(x), para todo x € I
Se r > dp, temos

Ap(C)= Y [SnC].

I€ST (IP)

Agora vamos contar o nimero de elementos de | S; N C' |, para cada I € S"([P).
Por defini¢ao

1 S;NC = x(Six).

xeC

Pela Proposicao [3.5.13| temos

D x(Six) =>" > (—n)iy(Byx). (3.18)

xeC xeC jeY(I)

Agora

> Z DBy x) = Y ()= B nC . (3.19)

xeC JeY (I Jex(I)
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Primeiramente, temos
| L= Ia [+ [ M) |

Agora os ideais J € T([) sao construidos adicionando algum elemento maximal
de I, ou seja,
| J |=| Ins | +h,com 0 < h <| M(I) | .

Porém hé varias formas de adicionarmos esses elementos maximais em Y (I) e o
nimero formas é dado por
| M(I) |
h Y

onde h é o nimero de maximais adicionados a cada passo. Logo, da Equacao (3.19)),

temos
|M(D)]

M(I) |
SINC = ) (—1)MOlh | BrnC. 3.20
aaren 2 (=1) h | BinC | (3.20)
Observe no somatdério acima a igualdade

(_1)|M(1)\+h — (_1)|M(I)\—h'

Agora, da Proposicao [3.5.2], temos

1 | J|<n—k
|BJQC‘_{QJ dﬂ3+1 |J|Zn—k+1

Substituindo a Equagao (3.20) em | B; N C' |, obtemos

n—k—|Ipn|
|sinc| = ) (-pMu +h(| M}E ) |)

h=0

|M (1)

+ Z (_1)|M(1)+h(| M}(LI) |)q|1M|+h—n+k.

h:n—k—|IM|+1
~ . . . . n L(n\ __
Observando as relagoes dos coeficientes binomiais, temos >y (=1)!(7) = 0 e,
dessa forma,

n—k—|In| [M(I)]

S~y |+h(| M}ET) |> = Y (M +h(| M;E ) |)'

h=0 h=n7k7|11\/[|+1
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Logo
[M ()|
1S, NC |= Z (_1)|M(I)+h(| M(I) ‘) (qul+h—dp+1 _ 1)
I=dp—|In] h
Substituindo r = h — dp+ | I |, temos
[I|—dwp
M(I) |
S, NC |= —1 [I|+r+dp | r+l —1).
Realizando a mudanga j =| I | —dp — r, segue
[I|—dp
(1 M(T) |> I—dp+1-j
SinC| = _11( . gImdrti=i _q
| SrnC | ; (-1) ; ( )
[I|—dp

= 3 o (M) (D)) ey

[I|—dp

M) | —1 ,
= (¢g—1) E (—1) <| ( ) | >q1|dlpj.
/=0 J
Portanto, somando agora todos os ideais de cardinalidade r, obtemos

()] =1\ gy
1S, NC|=(qg—1) Z Z ( >q P

J

0

Lema 3.5.15. [HK0S| Seja I C IP um ideal. Parau,v € IF}, temos

X(Brp(v)[u) = Muv)g"x (B plu).

Em particular
X(Brphu) = ¢"'x(Bje plu).

Demonstracao. Considere x(Brp(v)lu) a fungao caracteristica em By p(v). Sua
transformada de Fourier é dada por
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XBrp(v)w) = Y Auw)x(Bp(v)w)

welp

— Z AMuw) = Z Au.(v+w))

WEBI’HD(V) WGBI,P
= AMuw) = Z Au.w).
WGB]JP

Como By p é subespaco vetorial, entao, pela Proposicao temos
] Bl

Z AMuw) = ¢, seuc P
0, seu¢ Byrp.

Sendo assim, basta verificarmos a propriedade quando u € BIL’P. Logo

X(Brp(v)|u) = Muv)q"x(Biplu).

Afirmacgao: BILJP = B[C,i)

Demonstracdao. Seja x € B¢ jp e suponha, por absurdo, que existay € By p tal que
Xy =y x;.y; # 0. Assim para algum i € [n], temos z;.y; # 0, daf x;,y; # 0, ou
seja, i € supp x C I ei € suppy C I, o que é um absurdo, pois I N I¢ = . Logo
se, X € Bic p ey € By p, entao x.y = Yo zy; = 0, ou seja,

€L
B[C7ﬁ g BI,P'

Agora, pela Proposigao [3.4.3] temos

dim Bjc p =| I |= n— | I |= dim B p.
Logo BICJ’[D = B[L,IP.
Consequentemente

X(Brp(v)[u) = AMuv)g"x (B plu).
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Note que A(u.0) = A\(0) = 1, pois A é caracter aditivo. Portanto,

X(Brphu) = ¢"X(Be plu).

O

Agora vamos provar uma equivaléncia que nos darda um limitante para dﬁD(C’L)
em funcao da ordem de um ideal ordem I C IP. Esse limitante foi a primeira
variagao observada em relagao a d¥(C+) que motivou a definigdo apresentada no
capitulo seguinte.

Teorema 3.5.16. [HK08] Sejam IP um poset sobre [n] e C um [n, k], IP-cédigo e C*+
seu codigo dual. Para cada inteiro 0 < 0 < k as afirmagoes abaizo sao equivalentes:

(a) Para cada ideal I C IP, de cardinalidade n — k + 0, cada I-bola centrada na
origem contém exatamente ¢° palavras de C'.

(b) dp(CL) > k— 5+ 1.

Demonstracao. (a) = (b) Seja I C IP um IP-ideal com | I |=n — k + J. Aplicando
a Férmula do Somatério de Poison, na funcio x(B;c plu) e pelo Lema (3.5.15

temos

|CENBepl = > x(Bepln)

ucCct

= ﬁ Z X(BIC,EDN)

ueC

eTIN
= ﬁ un |X(BI,P’11>
ueC
= q’”’|C’ﬂB[71p|:1.
Suponha agora, por absurdo, que exista y € C* nao nulo tal que

dp(0,y) <k —1.

Pela Proposicao [3.4.1} existe um ideal J¢ com supp y C J¢ e | J¢ |= k — .
Como suppy = supp y — 0, pela defini¢dao da J-bolay,0 € BY, o que é um absurdo,
pois | C*+ N B,c  |= 1. Portanto,

dﬁD(CL) Z k‘—’}/'f‘l.

(b) = (a) Se dp(C*+) > k — v+ 1, entao

]CLﬂBlcj; =0, se |I|=n—k+~
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| CNBi(x) =) X(Bi(x)]z).

zeC

Utilizando a férmula do somatério de Poison temos

O

| €N Bi(x) |

Z x(Bi(x)|z)

zeC

1] ~
L D MzX)X(Bie plz)

ueC+

q" Z A(z.x)

ZEClﬂBlc’ﬁ

¢'A0) =q".

Teorema 3.5.17. [HK(S8 Seja IP um poset sobre [n|, entao
C é um IP-cédigo MDS se, e somente se, C+ é um IP-cédigo MDS.

Demonstracao. Seja C' é um IP-c6digo MDS. Pelo Teorema[3.4.9] C' é um [P-c6digo
MDS se, e somente se, C' é I-perfeito para todo ideal I com | I |=n — k.

Agora, pelo Teorema , C' é I-perfeito para todo ideal I com | I |=n—k se,
e somente se, diJ(CL) > k + 1. Assim, pelo Limitante de Singleton Generalizado,

temos

dp(CH) =k + 1.

Portanto, C* é um [P-c6digo MDS.

0



Capitulo 4

Teorema da Minimalidade [P-MDS

4.1 Introducao
Definigao 4.1.1. Dizemos que um IP-cédigo C' é (IP,t)-MDS se dF' (C) =n—k+t.

No trabalho [ME10], Moura e Firer demonstraram a relacdo de dualidade em

espacos poset para um IP-cédigo C' e de seu dual C*+, um ﬁD—cédigo. Dessa maneira,
uma questao que surgiu foi se, dado um IP-cédigo C' (IP,t)-MDS, poderiamos obter
informagoes sobre C e assim verificar se C*+ ¢ (IP, j(t))-MDS, ou seja,

Dado C, um |n, k], IP-cédigo (IP,s) — M DS, quais sdo as condi¢ées para que C*
seja um codigo (IP,r(s)) — MDS?

A partir dai, ao utilizarmos o software Mathematica, foi possivel observar que
havia relagao entre um IP-cédigo C' e seu dual. Porém na tentativa de responder
essa pergunta, notou-se que deveriamos saber melhor de onde partir em busca dessa
relagao, pois,

Se um cédigo C € (IP,r) — M DS entao ele é (IP,t) — M DS, para todo r <t < k,

ou seja, o fato de um codigo C ser (IP,r) — M DS nao é uma informagao precisa.
Assim, tornou-se natural, ja que trabalhamos num universo bem ordenado, pergun-

tar
Qual o menor j € IN tal que C é (IP,j) — M DS?

E essa pergunta faz surgir outra questao:

Esse numero esta definido para qualquer IP — codigo ?

61
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Com esse intuito, neste capitulo definiremos Qp(C), a Minimalidade IP-MDS
de C. A partir dai, utilizando o Teorema demonstraremos o Teorema da
Minimalidade IP-MDS de C' que relaciona a minimalidade IP-MDS de C' e o peso
minimo de seu dual. Seguindo adiante, faremos uma demonstracao alternativa do
Teorema [3.5.17] apresentada por Kim e Hyun em [HKO08], utilizando o Teorema da
Minimalidade IP-MDS de C.

Finalizamos este capitulo estudando a classe de IP-codigos nao degenerados
nos quais seu dual também é nao degenerado. Dessa forma, definimos mais um
parametro dentro dessa classe, a variancia IP-MDS de C, afim de tentar medir qual
a relagao de distancia entre as minimalidade um [P-cédigo C' e de seu dual. Com
isso, demonstramos o Teorema da Variancia IP-MDS de C, que fornece a Identidade
de Minimalidades de C, que relaciona a minimalidade IP-MDS de C' e C*, os pesos
minimos e as dimensoes de um [P-codigo C' e seu dual.

4.2 Minimalidade [P-MDS de C

Definiremos nessa secao a minimalidade IP-MDS de C'; um novo parametro para
IP-c6digos nao degenerados, enunciaremos e mostraremos entao o Teorema da Mi-

nimalidade IP-MDS.

Lema 4.2.1. [Coroldrio de [MF10|] Sejam IP um poset sobre [n] e C um [n, k],
IP-codigo. Entao

2 < d{P(C’L) se, e somente se, C' é (IP,k) — MDS
Demonstragao. Sejam C um [n, k], um [P-cédigo tal que 2 < dF(C’L) e
Y = {df(CH), ] (CH), . di 4 (CH)

a hierarquia de ﬁD—pesos de C+. Pelo Teorema da Monotonicidade Poset, temos
1 ¢ Y. Ainda pelo Teorema da Dualidade Poset, temos

X={n+1-dPC)n+1-dY(C),...,n+1—-aF (C)},

XUY =[nleXnY =0

Logo, 1 € X. Como a hierarquia de pesos é uma sequéncia crescente, temos

df(C) < df(C) < ... < dF(C).
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Com isso
n+1—df(C)y<n+1—df (O)<...<n+1-d¥(C),
ou seja, n + 1 — dF(C) é o menor elemento de X. Assim
n+1—df'(C)=1=d¥C)=n.

Portanto, C' é (IP,k) — M DS.
Reciprocamente, seja C um IP-cédigo (IP, k) — M DS, logo d¥(C) = n. Seja X
a hierarquia de IP-pesos de C, entao

X ={d{’(C),d3 (C),...,df (O)}.
Pelo Teorema da Dualidade Poset temos

Y ={n+1—dP(C),n+1—dl(Cc),....n+1—dF  (CH)},

XUY=[n,XNY=0en¢YV.

Assim,
mar Y <n—1.

Pelo Teorema da Monotonicidade Poset, para o iD—cédigo C*, temos
dP(CH) < dP(Cch) < ... < dP (Ch).
Logo
n+1—dP () <n+1—dP, (CY)<...<n+1-dPCh).
Portanto, -
mar Y =n+1—df (CF)
n+1—dP (CY)<n—1=2<dP (Ch).
O

Definigao 4.2.2. Um cddigo C é dito ndao degenerado se 2 < dy(C*), onde dpy
¢ a distancia de Hamming.

Lema 4.2.3. [Coroldrio de [MF10)] Se C é um [n, k|, IP-cédigo nao degenerado,
entio C' é (IP,k) — M DS.
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Demonstragao. Seja C um [n, k|, IP-cédigo nao degenerado, logo
2 < dp(CH).

Como
dp (CF) <dp(CH),
temos N
2 <dp(Ch) =df (Ch).

Portanto, pelo Lema4.2.1] C' é (IP,k) — M DS.
U

Esse resultado respondeu parcialmente nossas perguntas. Para codigos nao de-
generados podemos definir um novo parametro no espago poset.

Definicao 4.2.4. Seja C' um [n, k|, IP-cédigo nao degenerado. A minimalidade
P—MDS de C, denotada por Qp(C), € o menort € IN tal que C' é (IP,t)— MDS.

Observe que

pois se C' é nao degenerado, entao, pelo Lema Cé (P k)y—MDS.

O Teorema da Dualidade Poset, demonstrado por Moura e Firer, em [ME10],
se mostrou fundamental para nos familiarizarmos com a hierarquia de IP-pesos de
C e de seu dual. Dessa forma, ao estudarmos a hierarquia de IP-pesos de diver-
sos IP-codigos com o software Mathematica, percebemos que esse novo parametro
Qp(C) e dP(CF) estavam intimamente relacionados, e com sua existéncia garantida
pelo Lema [£.2.3] enunciamos e provamos o Teorema da Minimalidade IP-MDS, um

dos resultados principais desse trabalho, que é decorrente do Teorema [3.3.19| e da
defini¢ao de Qp(C).

Teorema 4.2.5. [Teorema da Minimalidade IP-MDS] Seja C' um [n, k|, IP-cédigo
nao degenerado, entao

Qp(C) =1 se, e somente se, d?(C’l) =k—r+2.
Demonstragao. Seja C um [n, k|, IP-c6digo nao degenerado, com Qp(C') = r. Entao
d¥(C)=n—k+r,

a8 (CY=n—k+7r+1,
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df(C)=n
e
d¥ (CY<n—k+r—1
Seja X a hierarquia de IP-pesos de C, entao
X ={d¥(0),dx(C),...;d" (C),n—k+rmn—k+r+1,... nk
Logo
n—k+r—1¢X.
Agora, pelo Teorema da Dualidade Poset, temos
Y={n+1—dP (C)n+1—dP, (CH),....n+1—dP(C)},
XUY =[nleXNY =0.
Logo
n—k+r—1€Y,
e
n—k+r—1=madx Y,
pois

{n—k+rn—k+r+1,...,n} C X.

Pelo Teorema da Monotonicidade Poset, temos
dP(CH) < dP(Cch) < ... < dP (Ch).
Assim
n+1—dP () <n+1—dP, (CY)<...<n+1-—dPCh).
Comon—k+r—1=madx Y, segue
n—k+r—1=n+1-dP(C")=dP(C)=k—r+2
Reciprocamente, seja C' um [n, k], IP-cédigo nao degenerado com

dP(CHY =k —r+2.
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Seja Y a hierarquia de ]ﬁ—pesos de C*, assim

Y = {af (C*).df (CH).....d7 (CH)}.
Pelo Teorema da Monotonicidade Poset, como

dP(Chy < df(ch) < ... <dP (C),

entao {1,2,...,k —r+ 1} néo estd contido em Y.
Pelo Teorema da Dualidade Poset, que

X={n+1-dPC),n+1-dY(C),...,n+1—-aF(C)},

XUY =[nleXNY =0.

Assim
{1,2,...;k—r+1} CXek—r+2¢X.

Pelo Teorema da Monotonicidade Poset, como
df(C) < df(C) < ... <dF (C),

temos
n+1—df(C)y<n+1—dl (C)<...<n+1—dP(C).

Logo
n+1l—df(C)=1=dF(C)=n.

n+1—df (C)=2=dF (C)=n—1.

n+l—dPC)=k—r+1=d°C)=n—Fk+r.
Dessa forma C é (IP,r) — M DS e Qp(C) <r. Como k —r+ 2 ¢ X, temos
n+1—d? (C)>k—r+2=d" (C)<n—k+r—1.

Portanto, r é o menor nimero tal que C' é (IP,r) — M DS, ou seja, Qp(C) = r.
0

O Teorema da Minimalidade IP-MDS ¢é de interesse na Teoria de Cédigos visto
que, dado C um [n, k], IP-cédigo nio degenerado, ao calcularmos d¥' (C*), o Teorema
da Minimalidade IP-MDS nos fornece

Qp(C) =k —dP(C+) + 2,
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ou seja, C' é (IP,r) — M DS, em outras palavras, ja temos k — Qp(C) + 1 IP-pesos
minimos calculados na hierarquia de IP-pesos de C.

Como consequéncia do Teorema da Minimalidade IP-MDS, segue o Teorema
3.5.17, demonstrado por Hyun e Kim em [HKO08], utilizando os conceitos de I-bola
e IP-cédigos I-perfeitos.

Coroldrio 4.2.6. Sejam C um [n, k], IP-cédigo e C* seu cddigo dual. Entao

C éP—MDS se, e somente se C+ é P — MDS.
Demonstragao. Seja C um [n, k|, IP-codigo MDS, entao
dp(C) =dF(C)=n -k +1,

ou seja
Qp(C) =1.

Pelo Teorema da Minimalidade IP-MDS para C', temos
dP(Cr) =k + 1.
Logo C é IP-MDS. N
Reciprocamente, seja C*+ um [n,n — k|, IP-cédigo MDS, entao
dP(Cr) =k + 1.
Pelo Teorema da Minimalidade IP-MDS para C', temos
Qp(C)=1.

Portanto, C' é IP-MDS.
O

Definigao 4.2.7. A IP-discrepancia de C, denotada por §p(C'), € o menor inteiro
s tal que

d¥ ., (C) >n — k.

Observando as definigoes de Qp(C) e dp(C) temos que a minimalidade IP-MDS
é sempre menor que a IP-discrepancia de C'. Dessa forma, enunciamos a seguinte
proposicao.

Proposigao 4.2.8. Seja C' um [n, k], IP-codigo nio degenerado. Entio

(SP(C) < QP(C)
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Demonstragao. Seja C um [n, k], IP-cédigo ndo degenerado tal que Qp(C) = r.
Entao
d¥(C)=n—k+r.

Como
n—k<n—k+r=d"(C),

pela defini¢ao de IP-discrepancia, temos

(SP(C) § r— 1.
Assim
(SP(C) < QP(C) —1< QP(C)
Portanto,
5113(0) < QP(C)
L]

O parametro Qp(C) nos permite contar o nimero de palavras cédigo nas
I-bolas onde | [ |=n —k+ Qp(C) — 1.

Corolario 4.2.9. Se C' um [n, k], IP-cddigo nio degenerado, entao para cada ideal
I CP,com|I|=n—k+Qp(C)—1, cada I-bola contém exatamente ¢*#(©)~1
palavras de C.

Demonstracao. Basta tomar § = Qp(C) — 1 no Teorema [3.5.16]
U

4.3 Variancia IP-MDS de C

Para a classe de cédigos onde C' e O sdo nao degenerados, observamos que
podemos aplicar o Teorema da Minimalidade /P-MDS para C' e C+. Dessa forma
podemos estudar melhor a relagdo r(s) perguntada nessa se¢ao.

Definicao 4.3.1. Um IP- codigo C' é dito dualmente nao degenerado se, e
somente se, C' e C* sdo ndo degenerados.

Esta definigao garante que os nimeros Qp(C) e Q5(CF) estao definidos, pois
como C ¢ dualmente nao degenerado, entao C' ¢ (IP,k) — MDS e C+ é (IP,n—k) —
MDS. Agora com os parametros Qp(C) e Qz(C*) bem definidos, podemos pensar
em como Qp(C) varia em relagao a Q5 (CF) e vice-versa. Assim, definimos um novo
parametro que visa medir a distancia entre as minimalidade de um [P-cédigo C' e
de seu dual. Enunciamos e provamos entao o Teorema da Variancia IP-MDS de C.
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Definicao 4.3.2. Dado C um IP- cddigo dualmente nao degenerado, definimos a
varidncia IP-MDS de C, denotado por Ap(C'), como sendo o nimero inteiro

Ap(C) = Qp(C) — Qp(CH).
Observe

k—nSAlp(C)Sk}—l

Ap(C) = —Ap(Ch).

Dessa forma, enunciamos.

Teorema 4.3.3. [Teorema da Variancia IP-MDS | Seja C' um [n, k], IP-cddigo
dualmente nao degenerado. Entdo

Ap(C) = dF(C) — dP(CY) — n + 2k.
Demonstragao. Seja C um [n, k], IP-cédigo dualmente nao degenerado com
Ap(C) = Qp(C) — Qp(CH),

a variancia IP-MDS de C.
Pelo Teorema da Minimalidade IP-MDS, temos

Qp(C) =k —dP(C*) +2

e
Qp(CH)=n—k—df (C)+2.
Assim B
Ap(C) =k —dP(CH)+2—(n—k—dF(C) +2).
Portanto, B
Ap(C) =dP(C) —dP(CF) —n + 2k.
O

Como consequéncia do Teorema da Variancia IP-MDS, surge uma identidade que
relaciona o peso minimo, a minimalidade e a dimensao de um P-cédigo C' e de seu

dual C*.

Corolario 4.3.4. Todo IP-cédigo C' dualmente nao degenerado satisfaz

dp(C) — dp(CF) — Qp(C) + Qp(CH) = dim C*+ — dim C. (4.1)
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Demonstragao. Seja C' um [n, k|, IP-cédigo dualmente nao degenerado. Considere
Qp(C) e Qp(CF) as minimalidade de C' e C*.
Pelo Teorema da Variancia IP-MDS, temos

Ap(C) = dP(C) — dP(Cr) = n + 2k

Por definicao
Ap(C) = Qp(C) — Qp(CH).

Assim, obtemos

Qp(C) — Qp(CH) = dP(C) — dP (CH) — n + 2k.

Logo
dP(C) — dP(CH) = Qp(C) + Qp(CH) =n—2%k =n—k — k.
Portanto,
dp(C) — dp(CF) — Qp(C) + Qp(Ch) = dim C* — dim C.
O

A equacgao (4.1]) serd chamada Identidade de Minimalidades P-MDS de
C. Uma consequéncia imediata desse resultado é apresentada a seguir.

Corolério 4.3.5. Seja C um [n, k], IP-cédigo dualmente nao degenerado, entao
d¥(C) — d{T)(C’L) =n — 2k se, e somente se, Qp(C) = Qp(CH).

Demonstracao. Segue diretamente da Identidade de Minimalidades IP-MDS de C.
O
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4.4 Perspectivas Futuras

O objetivo central desse trabalho foi estudar a distribuicao de IP-pesos, apre-
sentada em [HKO0S], a fim de nos ambientarmos com o espago de distribuicao do
mesmo.

No decorrer deste trabalho, estudamos todas os principais resultados sobre c6digos
corretores de erros dentro da nova métrica, introduzida em [BGLI5| por Brualdi,
Greaves e Lawrence. Um resultado determinante para conclusao desse trabalho foi
o Teorema da Dualidade Poset, provada em [MF10], por Moura e Firer.

Observando a relacao entre a minimalidade IP-MDS de um cédigo C' e o peso
minimo do seu dual, conseguimos mostrar que, para um IP-cédigo C, dualmente nao
degenerado, é possivel saber a variagao entre Qp(C) e Q5 (CF), através da variancia
Ap(C). A Identidade de Minimalidades veio confirmar a boa defini¢ao desses novos
parametro para a classe de codigos dualmente nao degenerados.

Como perspectiva futura, verificaremos quais as aplicagoes dessa identidade para
os canais Wire-Tap II, que originaram os trabalhos de Wei, e buscaremos informacgoes
e propriedade de IP-codigos a partir desses novos parametros. Se possivel, busca-
remos classificar IP-codigos nao degenerados, através da minimalidade P-MDS de
C, Qp(C). No caso onde C é dualmente nao degenerados podemos nos perguntar
quais propriedades podemos encontrar a partir de Ap(C'), a variancia IP-MDS de

C.
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