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Resumo

NOGUEIRA, Marcelo Aparecido Cabral, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Fevereiro
de 2015.Uma Classe de Equagoes Tipo Yamabe e Teoria de Blow-Up em HZ(M).
Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo. Coorientadora: Margareth da Silva

Alves.

Nesta dissertacao estudamos uma classe de equacoes elipticas tipo Yamabe em uma va-
riedade Riemanniana compacta, sem bordo, de dimensao n > 3. Tais equagoes tem
sido alvo de investigagoes por décadas. Daremos énfase a HZ-teoria de blow-up estu-
dando sequéncias de Palais-Smale associadas com a equacao critica, definindo os pontos
de blow-up e provando o teorema de decomposicao em bolhas.
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Abstract

NOGUEIRA, Marcelo Aparecido Cabral, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Febru-
ary, 2015.A Class of Equations of Yamabe Type and Blow-up Theory in HZ(M).
Adviser: Anderson Luis Albuquerque de Araujo. Co-Adviser: Margareth da Silva Alves.

In this dissertation we study a class of elliptic Yamabe type equations on a compact
Riemannian manifold, without boundary, of dimension n > 3. Such equations have been
the target of investigation for decades. The main focus will be on H3-theory for the
blow-up studying Palais-Smale sequences associated with the critical equation, defining
the blow-up points and proving the theorem of decomposition in bubbles.
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Capitulo 1

Introducao

Em varias areas da Matematica existe um grande interesse em classificar objetos. Por
exemplo, em Topologia, existe o interesse de classicar objetos que sao homeomorfos e na
Teoria dos grupos, podemos destacar a classificacao dos grupos simples finitos. Ainda
em relacao a Topolgia, especificamente na Teoria das variedades, existe o interesse em
classificar variedades que possuam uma certa propriedade topoldgica. Em particular, no
estudo de variedades Riemannianas as nocoes de curvatura existentes permitem extrair
(sob certas hipdteses) informagoes importantes sobre a variedade, permitindo classifica-la
de alguma forma, seja em termos topoldgicos, geométricos ou algébricos. Por exemplo, os
resultados a seguir, presentes em [26], evidenciam a situagao descrita acima:

Teorema 1 Se M ¢é uma variedade Riemanniana fechada, simplesmente conexa, com
curvatura seccional K satisfazendo 1 < K < 4 — 6, para um certo 6 > 0 entao M €
homeomorfa a uma esfera.

Teorema 2 (Cheeger -Gromoll, 1971) Suponha (M, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta com curvatura de Ricci R satisfazendo R > 0. Entdo o recobrimento universal
(M, g) € isométrico a um produto N x RP, em que N é uma variedade compacta.

Corolario 3 Se (M, g) € uma variedade Riemanniana compacta e tem curvatura de Ricci
satisfazendo R >0 e R > 0 em algum espago tangente T,M , entio m (M) € finito.

Ainda neste sentido, temos o resultado a seguir, conhecido como Teorema de Unifor-
mizagao, o qual foi conjecturado por Felix Klein em 1883, e provado rigorosamente por
Henri Poincaré em 1907:

Teorema 4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta bidimensional. Entdo
existe uma métrica § que é conforme a g tal que (M,§) possui curvatura Gaussiana
constante.

Em 1960, H. Yamabe [34] conjecturou que o Teorema de Uniformizagao podia ser
generalizado como a seguir:

Conjectura 5 Seja M uma variedade compacta de dimensdo n > 3 sem bordo, e seja g
uma métrica Riemanniana em M. FEntao existe uma métrica § que € conforme a g, tal
que (M, g) possui curvatura escalar constante.



Qualquer métrica conforme a métrica g pode ser escrita como g = = g, em que u é
uma funcgao real positiva e suave definida em M.

Em seguida, podemos nos perguntar a relacao existente entre as expressoes das
curvaturas escalares S, e S;; para isso, tentamos simplificar a férmula da curvatura escalar
com respeito a métrica g, e apds alguns calculos, obtemos a seguinte relagao:

MAQU + Syu = Sgu%, (1.1)
n—2
em que A, = divy(V4u) denota o operador de Laplace-Beltrami associado a métrica g.
Podemos ainda mostrar que, do ponto de vista analitico, este problema é equivalente a
encontrar uma solugao positiva u € C*°(M) da equagao eliptica nao linear, dada por

n—2

n+2
msgu = ,U/U"*Q, em M (12)

Agu+
em que j € uma constante. Na primeira parte deste trabalho faremos uma descrigao
detalhada de como obter a equagao (1.2) e faremos o inicio da abordagem analitica.

A conjectura de Yamabe foi resolvida com os trabalhos de Yamabe [34], Tru-
dinger [31], Aubin [5] e Schoen [30]. Para uma introdugdo mais detalhada ao problema
de Yamabe, veja [23]. A pespectiva analitica do problema de Yamabe envolve ideias in-
teressantes, em especial, na solucao de equacoes envolvendo o expoente critico, em que
certas técnicas conhecidas nao funcionam. Yamabe observou que a equagao (1.2) estava
relacionada com o funcional dado por

S 55V,
n—=2"9

(S dvs)

o qual é chamado funcional de Yamabe. Utilizando a desigualdade de Holder, pode-
se verificar que tal funcional é limitado inferiormente, e portanto podemos considerar a
constante

Y(g) =

, S5dV,
w(M) = inf —fM R

P (fur Vi) *
que é chamada invariante de Yamabe. O resultado a seguir presente em [23], garante que

o invariante de qualquer variedade compacta é limitado superiormente por uma constante.
Mais precisamente:

Teorema 6 Se M é qualquer variedade Riemanniana compacta de dimensaon > 3, entao

(M) < pu(S™).

A constante p(M) desempenha um papel crucial na solugao do problema. O sinal de
p(M) pode ser positivo (resp. negativo, nulo) implicando que podemos deformar confor-
malmente uma métrica e obter uma outra de curvatura escalar constante positiva (resp.
negativa, nula), e isto também corresponde a determinar solugoes para (1.2) associado ao
sinal do invariante. A solucao é obtida usando técnicas variacionais, e uma das dificul-

vem ue 22§ xpoente criti r imersa ntinu v
dades vem do fato de ergeoe oente critico para a imersao continua de Sobole

H? — = Apés a solucao do problema, surgiu o interesse em estudar equagoes do tipo
Ayu+ a(x)u = b(x)u® em M,

2



em que a, b sao fungoes definidas em M e a > 1; tais equacoes sao chamadas equagoes tipo
Yamabe. Questoes sobre a existéncia, estimativas e unicidade surgiram. Na segunda parte
deste trabalho, apresentamos resultados de regularidade e existéncia para uma classe de
equacoes tipo Yamabe, da forma

Agu+ h(z)u = Aui2 em M,

em que h é uma funcao suave em M e A é um numero real. Como caso particular,
considerando h = #’_21)59, obtemos a equacao (1.2).

A ultima parte deste trabalho apresenta alguns aspectos simples da teoria de Blow-Up
no espago de Sobolev HZ(M), o qual é definido como sendo o completamento de C°°(M)

com respeito a norma || - || z2 dada por
[ullmz = llullz + [[Vulls,

em que || - ||2 é a norma em L?(M). Queremos estudar o comportamento das sequéncias
de Palais-Smale associados a equagao critica. Os argumentos iniciais que serao discutidos
neste trabalho utilizam a compacidade das imersoes Hi (M) < L?(M) para 1 < ¢ < 2.
No caso em que o expoente critico aparece, garantimos existéncia de solucoes para a
equacao critica desde que a energia seja baixa. Podemos nos perguntar sobre o que
ocorre quando temos um problema de expoente critico com energia arbitraria. Ao tentar
responder esta questao, aparece a importante nocao de pontos de blow-up, algumas vezes
também referidos como pontos de concentracao. FKEsses pontos ocorrem naturalmente
quando analisamos o comportamento de sequéncias de Palais-Smale associados a equacao

Agu+ hu = u* (1.3)

em que h é uma funcao suave em M e 2* = % Seja J o funcional definido em HZ(M)
por

2av,.

1 1
Iw) =5 [ (vl myav, = 5 [

Uma questao que estaremos interessados é caracterizar o comportamento assintotico das
sequéncias de Palais-Smale ! para J para funcoes nao negativas. A resposta & esta questao
envolve a contribuicao de varios trabalhos desenvolvidos desde a década de 80, veja por
exemplo [11, 24].

Neste estudo surge uma nocao importante, que é a nocao de bolha, a qual é definida
como uma sequéncia de fungoes B]", para m = 1,2, ...,k que sao obtidas utilizando a

~ ~ . ~ . /L *__ M
expressao de solucoes fundamentais da equacao Euclideana critica Au = u* ~!. Mais
precisamente, define-se

—2
i N
(2
Bl<x> = Az 2)2 )
2+ g(xi,7)
Hi n(n—2)

em que d, denota a distancia geodésica em M, (x;) é uma sequéncia de pontos em M
convergente, (j;) é uma sequéncia de nimeros reais positivos convegindo a zero quando
1 — +o00. O fato de que a definicao de B; utiliza a expressao das fungoes nao negativas
que sao solucoes da equacao Euclideana critica pode ser facilmente notado sabendo que
as expressoes dessas solucgoes sao dadas por

1'Uma sequéncia de funcoes (u;) é dita de Palais- Smale para o funcional J se J(u;) é limitada com
respeito a i, e tal que a diferencial de J, D.J seja tal que D.J(u;) convirja para 0 no dual de HZ(M).



ua,/\(x) = lz—a?

)\2+_

n(n—2)

para todo z € R", em que A > 0 e a € R". Para mais detalhes, veja [15]. Um resultado
importante para a compreensao do comportamento dessas sequéncias, cuja demonstracao
¢ um dos objetivos deste trabalho, é dado pelo seguinte resultado:

Teorema 7 Sejam h uma fung¢ao suave em M e (u;) uma sequéncia de Palais-Smale de
funcdes nao negativas para J. Entdo existe u® > 0 uma solugio de (1.3) e existem k
bolhas (BI"), m = 1,2,.... k, tal que, a menos de subsequéncia,

k
ui:uo—kZBgﬂ—i—Ri

m=1
em que (R;) € uma sequéncia em HY(M) tal que |Ri| 2 — 0 quando i — 4-o0.

O teorema anterior pode ser visto como uma generalizagao de um resultado devido
a Struwe [28], no qual prova-se a existéncia de uma decomposigao para uma sequéncia de
Palais-Smale associada equacao

Au + I = |u* "y, (1.4)

em um dominio €2 C R"; tal decomposicao é da forma descrita no Teorema 7, sendo que
neste caso, as fungoes B/ sao reescalonamentos de solugoes da equagao Euclideana

Au = |ul* "2u em R™.

Também é provado que existe uma decomposicao para o funcional energia associado a
Equagao (1.4).

No caso do Teorema 7 temos uma consequéncia, que ¢ uma caracterizagao da energia
dos termos da sequéncia (u;) no nivel HZ, mais precisamente, mostraremos que existe uma
decomposi¢ao para o funcional energia J e como consequéncia, veremos que sob certas
condicoes, vale a igualdade

k
el = 132 + S 1B 32 + o(1),

m=1

em que u;, v’ e B; sao dados pelo Teorema 7. Recentemente, E. Hebey, O. Druet , F.
Robert e outros autores vem desenvolvendo resultados na chamada C%teoria, o que seria
o préximo passo na diregao da H?-teoria que descreveremos. Para uma introdugao a esta
teoria veja [15].



Capitulo 2

Resultados Auxiliares

Neste capitulo, enunciamos alguns dos principais resultados e definicoes que usare-
mos ao longo deste trabalho, cujas demonstragoes podem ser encontradas nas referéncias
bibliograficas citadas.

2.1  Analise Funcional

Definicao 8 Um operador linear T : E — F entre espacos normados € dito compacto se
T(Bg) € uma subconjunto compacto em F, em que

Bp={zx € E:|z|| <1}
¢ a bola fechada unitdria de E.

Teorema 9 Sejam E e F espagos normados e T : E — F um operador linear e com-
pacto. Entao, para toda sequéncia limitada (r,)52, em E, a sequéncia (T(x,))3, tem
subsequéncia convergente em F.

Demonstragao. Veja [7].

Proposigao 10 Seja E um espago vetorial normado e Jg : E — E" o operador linear
dado por

Je(2)(p) = p(z)

para todos x € E e ¢ € E'. Entao Jg é uma isometria linear, chamado de mergulho
canonico de E em E".

Demonstracao. Veja [7], p. 89.

Definicao 11 Um espago normado E ¢é dito reflexivo se o mergulho canonico Jg : E —
E" for sobrejetor, ou seja, Jp(E) = E". E neste caso, Jg torna-se um isomorfismo
1SOmétrico.

Teorema 12 Sejam E, F' espacos normados el linear.
(1) Se T é compacto, vale que

z, =~z em E = T(x,) = T(x) em F. (2.1)



(2) Se E ¢ reflexivo, entao T € compacto se, e somente se vale (2.1).
Demonstragao. Veja [7].

Teorema 13 Seja E um espago reflexivo. Entao toda sequéncia limitada em E possui
subsequéncia fracamente convergente.

Demonstragao. Veja [7].
Proposicao 14 Seja E um espago normado.
(1) Se x,, = = em E, entao a sequéncia (x,)5°, € limitada, e ||z|| < liminf ||z,||
(2) Sex, =z em E e @, — ¢ em E*, entao ¢,(r,) — ¢(x) em R.
Demonstragao. Veja [7].

Defini¢ao 15 Sejam (X, ||.||x) e (Y, ||.|ly) espagos de Banach. Dizemos que X € (con-
tinuamente) imerso em Y (denotado X — Y') se existe uma aplicagdo linear injetiva
i: X =Y e uma constante C' tal que

li(x)|ly < C|lz||x para todo x € X.

Neste caso vamos simplesmente identificar X com o subespago i(X) C Y. X € com-
pactamente imerso em Y se i transforma subconjuntos limitados de X em subconjuntos
relativamente compactos de Y .

Definicao 16 Um funcional F' em um espago de Banach X é dito Fréchet-Diferencidvel
em um ponto u € X se existe uma aplicacdo linear limitada DF(u) € X*, chamada a
diferencial de F' em u, tal que

|F(u+v) — F(u) — DF(u).v|

[0l x

— 0

quando ||v||x — 0. F € de classe C', se a aplicagio u — DF(u) é continua.

2.2 Analise em Variedades

Definicao 17 Seja M um espacgo topologico de Hausdorff. Dizemos que M é uma vari-
edade topologica de dimensao n se cada ponto de M possui uma vizinhanc¢a aberta que é
homeomorfa a algum subconjunto aberto do espago Euclideano R™.

Definicao 18 Uma carta em M é um par (2, ) em que Q2 € um subconjunto aberto de
M, e ¢ é um homeomorfismo de ) sobre algum subconjunto aberto de R™. Para y € €2,
as coordenadas de o(y) em R™ sao chamadas coordenadas de y em (§2, ).

Defini¢ao 19 Um atlas em M € uma colegcao de cartas (S, ;), © € 1, tal que
M=
iel
Dado um atlas (€2, ¢;)icr, chamamos de fungoes de transi¢ao as aplicagoes
pj o goz_l : QOZ(QZ N QJ) — QOJ<Q»L N Qj),

considerando Q; N, # 0. Um atlas € dito de classe C* se as fungoes de transi¢ées forem
de classe C*. Para nossos propdsitos vamos sempre assumir que k = +o0o e que M é
conexa. Hipoteses adicionais sobre M serao feitas ao longo desse trabalho.



Defini¢ao 20 Sejam (U, v), (V,4) cartas locais em M. Dizemos que (U, ) e (V) sao
compativeis se

(1) oUNV)CR" ep(UNV) CR™ sao abertos;
(13) as fungoes de transi¢ao sao diferencidveis, (no sentido da Definigao 22).

A existéncia de um atlas maximal serd admitida sem maiores detalhes. Um atlas é
dito maximal se contém todas as cartas que sao compativeis com a estrutura diferenciavel.

Definicao 21 Uma variedade diferencidvel M de dimensdo n é uma variedade topoldgica
de dimensao M, juntamente com um atlas C* mazimal.

Definicao 22 Sejam M™, N™ variedades diferencidaveis, em que m = dim M,n = dim N.
Dizemos que uma aplicagao f : M — N ¢ diferencidvel no ponto p € M se existe um
sistema de coordenadas p : U — R™ em M,y :V — R" em N, comp e U e f(U) CV
tais que

pofop ™ ipU) — (V)

¢ diferencidvel no ponto ¢(p).

Dizemos que f: M — N ¢é diferenciavel se f for diferenciavel em todos os pontos de
M. Defina
F(M)={f: M — R: f é diferencidvel }

Definicao 23 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana € uma aplica¢ao
multilinear
T:XM)x---X(M)— F(M)

-~

r fatores

Isto quer dizer que, dados Y1, ..., Y, campos diferencidveis em X (M), tem-se que T'(Y1, ..., Y,)
¢ uma funcao diferencidvel em M, e que T € linear em cada argumento.

Definigao 24 Uma conexao afim (representada por V) em uma variedade Riemanniana
M ¢ uma aplicacao

V: X(M) x X(M) — X(M)

que a cada par de campos X, Y € X (M) associa ao um terceiro campo, denotado por
VxY. Além disso, se Z € X(M), f,g € C*°(M), entdo V tem as sequintes propriedades:

1) fo+gyZ = vaZ + gVyZ
2) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
3) fVxY +X(f)Y

Definicao 25 Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T € um
tensor de ordem (r + 1) dada por

VTW,...Y,, Z) = Z(T(Y4,...,Y,)) = T(V2Yi, .., Y,) — .. = T(V1, ..., Yo 1, V Y},



Seja u : M — R uma funcao diferenciavel. O gradiente de u é o campo diferencidvel
Vu, que identificamos com o tensor

Vu: X(M) —s F(M)

dado por
" Ou
VU(X) = : ai%,
=1
temos que V(Vu) é segundo a definigdo anterior, um tensor de ordem 2, cuja expressao
para campos simples é:

o 0 9 0 0
2 = 2 - _o_ =
Viu = V(Vu) (0xi’ 6xj) 5 (V“(ax )) Vu (Vaij axi)

- % (mz) <Z T 5 >

em que I’i denota as funcoes componentes do campo V s

o a - também chamados de
ozJ z

sfmbolos de Christoffel . Assim, podemos escrever

Oxidx’ L= Ok

o 0 0%u n ou
V(Vu) (a_ a—) :

Desta forma, podemos generalizar e encontrar as derivadas covariantes de ordem mais
alta.

Definicao 26 Seja M wma variedade compacta. O conjunto das fungoes k-vezes dife-
renciaveis em M, para o qual a norma

Juller = ZSUPIV’M

¢ finita, é denotado por C*(M) .

Se f € C*(M) para todo k, dizemos que f € C°(M), se f é apenas continua, dizemos
que f € C°(M). O espago de Hélder C**(M) é definido para 0 < o < 1 como o conjunto
das fungoes u € C*(M) para as quais tenhamos

[VEu(z) — Viu(y)l

||| gk = ||ul|lcx + sup < 00.
: T ol

Definicao 27 Um wvetor tangente a variedade M em p € M € um funcional linear v €
F(M)* tal que
v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(g), f.g € F(M).

O conjunto dos vetores tangentes a M em p é chamado espaco tangente a M em p, e é
denotado por T,(M).

1'Uma simples observacdo permite notar que usamos o fato de que Ffj = F?i. Isto porque estamos
assumindo a existéncia da conexao de Levi-Civita a qual é simétrica. Para mais detalhes, veja [14] .



Podemos construir vetores tangentes em uma variedade diferenciavel tomando uma
carta (U, ¢) em M em torno de p, e definimos para cada i = 1,...,m, o funcional 0; |,:
F(M) — R por

of I(fop™)
81- = — = .
b (1) = 20) =~ 2 o)

Como (f+Ag)op ™t =fop ™t +Agop!, entdo 9; |, é linear. Além disso,

A((fg) 990*1)

Oi |p (fg) = T(@(p))
_9(fe 90‘;):61(9 ) (o)
fop™) gop™)

Assim, 0; |,€ T,M. Também é comum escrever 0; |,= % »- Daqui em diante, para

simplificar a notacao, escrevemos 0; no lugar de % para quaisquer indices [.

Lema 28 Para cada p € M, temos T,M espago vetorial real.

Demonstragao. Veja [33].

Seja M uma variedade diferenciavel, de dimensao n. Uma métrica Riemanniana g em
M é uma familia diferenciavel de produtos escalares definidos sobre os espacos tangentes
de M. Isto é, g associa a cada p € M uma forma bilinear simétrica em T,M,

gp : TyM x T,M — R,
e a condicao de ser diferenciavel, é a seguinte: a funcao
pEMvr— gy,(X(p),Y(p)) €R

deve ser diferenciavel, para cada par de campos de vetores diferenciaveis X,Y em M,
definidos localmente.

Defini¢ao 29 Uma variedade Riemanniana é um par (M, g) em que M € uma variedade
diferencidvel e g € uma métrica Riemanniana em M.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se (U,z = (z!,...,2")) é uma carta, uma

expressao local para g pode ser dada como segue. Seja {0;}1<;<n 0 campo de vetores
coordenados e seja {dz',..,dz"} as 1-formas duais. Parap € U e u,v € T,M, escrevemos

u = Zui@-\p e v= Z'Ujaj]p
i J

entao, como g, ¢ bilinear,



gl v) = D _ w79y (9, 05)
= igij (p)u'v?
= Zj: 9ii(p)da’ (u)dz’ (v)
— Zj: 9:(p)(dz’ @ da?) (u, v)

em que g;;(p) = 9,(9;, 9;) e da' @ da? denota o produto tensorial das 1-formas.
Portanto,
g= Zgijdxi ® da’.
7
Denotaremos por g a matriz dos coeficientes g;; da métrica, e tem-se que seu deter-
minante é nao nulo, e podemos considerar os coeficientes da matriz inversa g~!, os quais
denotaremos por g%.

Teorema 30 Seja M uma variedade e p € M. Para toda carta (U, @) em M em torno
de p, o conjunto {0; |,}i*, € uma base de T,M, com

m

v=) (¢,
i=1

para todo v € T,M, em que ¢/ = m o, com 7 denotando a j-ésima proje¢io. Em
particular, dim(T,M) = m.

Demonstracao. Veja [33].
Dada uma variedade M™, o fibrado tangente de M é o conjunto

TM = | J{p} x T,M.

peEM

Cada elemento de TM é da forma (p,v), com v € T,M e por simplicidade, vamos de-
nota-lo por v, e assumimos que v, € T,M. Podemos introduzir em 7'M uma estrutura
difereciavel, de modo que ele se torne uma variedade diferencidvel de dimensao 2 dim M.
O conhecimento deste conjunto nos permite definir campo vetorial.

Definicao 31 Um campo vetorial em uma variedade M™ é uma funcao X : M — TM
tal que X, := X(p) € T,M, para todo p € M.

O fibrado tangente vem acompanhado de uma projecao natural = : TM — M dada
por 7(v,) = p. Para cada p € M, o conjunto 7 *({p}) (que é o espago T,M) é chamada
de fibra sobre p.

Se X é um campo vetorial, entao X, € T,,M para todo p € M, e portanto, 7(X,) = p.
Reciprocamente, se X : M — TM ¢ talque m(X,) = p para todo p € M, entao
X, € m'({p}) = T,M, e temos X campo vetorial. Logo, podemos enunciar:

10



Lema 32 Uma funcao X : M — TM ¢é um campo vetorial se, e somente se, mo X =
e

Demonstragao. Veja [33].

Definicao 33 Seja X : M — T'M um campo. Considerando uma parametrizacao
p: U CR™ — M € possivel escrever

= 0

em que cada a; : U — R em U e {0/0x'} € a base associada a ¢, i =1,...,m. Dizemos
que o campo X € diferencidvel se, e somente se, a; € diferencidvel para todo 1 =1,....m
para alguma parametrizacdo. Denotamos o conjunto de todos os campos diferencidveis
por X (M).

Proposicao 34 Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g. Se u € C°(M)
e U C M é uma vizinhanga coordenada com campos coordenados %,... entao o
gradiente de u € o operador

0
s Oxn !
V:C®M)— X(M)
em U, dado por
VU—Z klau 0

Ozl Ok
k=1

Demonstragao. Se Vu =Y, _, a* temos

aka

du k ki
= Tm),

g— Z gklgﬂ Zajdkj:ak.
j=1

Agora, se v é outra funcao em COO( ), podemos escrever

entao

(Vu,Vu), = Z (gklaluak,gmjﬁjuam>g

klm,j

= Z 9" g™ 9jVGkm

klm,j

= Z gklﬁluﬁjvéjk

kl,j

= Z gklﬁluakv,

kil

em particular, se v = u, obtemos

Val* =) ¢ oudyu.
ol
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Definicao 35 O divergente ¢ o operador
divy : X(M) — C*(M),

tal que, para X = 5 bj% € X(M) tem-se
T
i=1

“~ 0

Definicao 36 O operador de Laplace - Beltrami € o operador

div, X

A, C=(M) — C=(M)

definido como A, : divy o V,. Da expressio de V, e div, em coordenadas locais (x),
utilizando as definicoes de divergente e gradiente, € possivel mostrar que

Ay() = - WZ (g9 det g ().

O teorema a seguir fornece uma outra representagao para o operador de Laplace-
Beltrami.

Teorema 37 Sejam (gi;) a matriz que representa a métrica g em uma base {9;}:, (g7)
sua tnversa e F?k ,para 1 <i,j,k <n os simbolos de Christoffel entdao

)= o)y TS, Zgﬂkaz
7,k,m

02()

em que 8]2k() = G

Observacao 38 Em alguns textos, o operador A, € definido da forma acima, porém com
sinal negativo. Dependendo do sinal, os dois proximos resultados apds a Definicdo 39,
sao ligeiramente modificados.

Definicao 39 Denotamos por dV,, o elemento de volume em M, que em qualquer carta
¢ dado por

dV, = /det(g;;)dz,

em que g;; sao os coeficientes da métrica g na carta considerada, e dx € o elemento de
volume em R".

Proposicao 40 (Integragio por Partes) Se (M, g) é uma variedade Riemanniana com-
pacta, sem bordo e u,v € C®°(M), entao valem as sequintes afirmagoes:

a) / AudV, = 0;
M

b) / uAUdVg:/ vAudVy;
M M

12



c) /(Vu, Vv)QdVg:—/ uAvdVj,.
M M
Demonstracao. Veja (3], p.46.

Observagao 41 Em [3] o operador de Laplace-Beltrami é definido sem o sinal de menos
e portanto, em nosso caso, igualdade em (c) serd escrita como

/ (Vu, V), dV, = / uAvdV.
M M
para u,v € C°(M).

Lema 42 (Teste da derivada sequnda). Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional,
eu: M — R, ue C*M). Sewu tem um ponto de minimo local em p € M, entdo
Vu(p) =0 e Au(p) > 0.

Demonstragao. Veja [3].

Lema 43 Se f € C*(M) e~y : R — R ¢ uma func¢ao diferencidvel, entdo
Vi{vo f)=+(fV/.

Demonstracao. Veja [20].

Lema 44 Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M — R uma funcao
diferencidvel. Se Vf =0 em M, entdo f € constante em M.

Demonstragao. Veja [20].

Definigao 45 Seja M uma variedade diferencidvel. Se q > 1, definimos o espago de
Lebesque LI(M) como sendo o conjunto de todas as fun¢ées mensurdveis u : M — R
localmente integrdveis em M, tais que a norma

1
e =l i= ([ v,
M

Proposigao 46 Seja 1 < p < 00, entdo o espago dual (LP(M))* € isomorfo a LY(M) em
que p~t + ¢q~t = 1. Portanto, LP(M) ¢é reflexivo quando 1 < p < oco. O isomorfismo:
LY(M)> f— 1, € (LP(M))" € definido como

€ finita.

1) 3 £ - 1,(0) = [ fodu
Demonstragao. Veja [6].

Proposicao 47 (Interpola¢ao) Seja M uma variedade compacta. Se f € L"(M)NLY(M),
1 <r<gq<oo, entao f € LP(M) parap € [r,q| e
1/p—1/q

a l—a _
171 < WA em que a = 35—

13



Demonstracao. Veja [6].

Lema 48 (Brézis-Lieb) Suponha que a sequéncia (f,) seja tal que f, — f q.t.p e que
| fullp, < C < 00 para todo n e para algum 0 < p < co. Entdo

T ([ fal[5 = [1fn = FI5) = A5

Demonstragao. Veja [12].

Proposicao 49 Dado p € M, existem uma vizinhanca V' de p em M, um nimero € > 0
e uma aplicacao C*,
v:(=2,2) xU — M,

em que
U={(qw)eTM;qeV,weT,M wl <c},

tal que t — y(t,q,w), t € (—2,2), € a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa
por q com velocidade w, para cada g € V e cada w € T,M, com |w| < e.

Demonstracao. Veja [14] pag. 72.

Definicao 50 Sejap € M eld C TM um aberto dado pela proposi¢cio acima. Entdo a
aplicagcao exp : U — M dada por

v
eXp(Q?”) = 7(17 q,U) =7 (’0‘7 q, m) ) (Q7v) € Z/{,
¢ chamada a aplicagao exponencial em U.

Para algumas aplicagoes, é conveniente restringir a aplicacao exp a um espago aberto
do espaco tangente 1, M, isto ¢, definiremos

exp, : B.(0) C TuM — M
por exp,(v) = exp(q,v).

Proposigao 51 Dado q € M, existe um € > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M ¢é um
difeomorfismo de B-(0) sobre um aberto de M.

Demonstracao. Veja [14], pag.73.

Definicao 52 O raio de injetividade i,(g) de (M, g) no ponto p € M € definido como
sendo o numero real

ip(M,g) =sup {e >0 exp,: B:(0) C T,M — exp,(B:(0)) C M ¢ um difeomorfismo } .
Definig¢ao 53 O raio de injetividade i, de (M, g) € definido como sendo
iy = inf{i,(M, g) | p € M}.

Observacao 54 Se M ¢ uma variedade compacta, pode se provar que o raio de injetivi-
dade satisfaz
0 < i, < diam(M),

em que diam(M) denota o diagmetro de M. Isto decorre do fato de que o raio de injetivi-
dade i : M — [0,00] é uma funcao continua. Veja [8].
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Definicao 55 (i) Se exp, € um difeomorfismo em uma vizinhanga V' da origem em
T,M, exp,(V) =U C M ¢ chamada vizinhanga normal de p.

(it) Se B.(0) € tal que B.(0) C V, chamamos exp, B:(0) = B.(p) de bola normal (ou
geodésica) de centro p e raio €.

(1ii) A fronteira de uma bola normal é denotada por S.(p) é denominada esfera normal
(ou geodésica).

(iv) As geodésicas em B.(p) que partem de p sio chamadas geodésicas radiais.

Definigao 56 Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para todo
p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, isto €, se as
geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do parametrot € R.

Defini¢ao 57 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e p,q € M. Entao podemos
definir a distancia geodésica (ou intrinseca) entre p e q como

dy(p,q) :=inf{l,(c) | c¢:[0,1] = M € diferencidvel por partes e ¢(0) = p,c(1l) = ¢}
b /de de\1/2
em que ly(c) = [ (%, %>g dt.

Proposicao 58 Com a distancia dg,, M é um espago métrico, ou seja, dados quaisquer
p,q,r € M, vale que

1) dy(p,7) < dy(p, q) + dy(q,7),

2) dy(p,q) = dy(q,p),

3) dy(p,q) >0, edy(p,g) =0 p=q.
Demonstracao. Veja [14].

Teorema 59 (Hopf e Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. As
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
a) exp, estd definida em todo T,(M).
b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.
c) M é completa como espago métrico.
d) M é geodesicamente completa.
)

e) Existem uma sucessio de compactos K, C M, K,, C intK,.1 e, K, = M, tais
que se g, ¢ K, entao d(p,q,) — 00.

Além disso, cada uma das afirmacgoes acima implica que
f) Para todo q € M existe uma geodésica ~ ligando p a q com £(v) = d(p,q).
Demonstracao. Veja [14] pag. 163.
Corolario 60 Se M ¢ compacta entao M € completa.

Demonstragao. Basta notar que M satisfazem a condi¢ao b), pois um subconjunto
fechado de um espaco topolégico compacto também é compacto.
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2.3 Desigualdades

Lema 61 (Desigualdade de Jensen). Se py+ ...+ p, =1, p; > 0, e ¢ € uma fun¢ao
conveza, entao

(P11 + oo + Pan) < pro(Tr) + ..o+ pup(xy).

No caso particular em que ¢ : (0,400) — R € dada por p(z) = z* para o > 1 temos
(14 o+ ) <0 Ml + L+ 20).

Lema 62 Sejan > 3 ep > 0. Eniste C > 0 tal que para quaisquer a,b € R, valem as
sequintes desiqualdades:

la+pl” < C(lal” + [b[7) (2:2)
[la+ 0" —|al* — B | < C(lal* " [b] + [al b ") (2:3)
||a +b]* 2(a+0b) — |a* *a—|b 2*_2b’ < C(la|?b]" + |a|"|b]?) (2.4)
em que 2* = 2 g = 2%(227);) er ="t

Este resultado encontra-se em [1], p. 92.

2.4 Medida e Integracao

Teorema 63 Sejam L(X, A, p) o espago das fungoes integrdveis, e (f,) uma sequéncia
em L e seja g € L tal que |fn(x)| < g(z) ¢.t.p para todo n € N. Se existe f mensurdvel
tal que fn(x) — f(x) ¢.t.p entao

/fd,u: lim /fndu.
X n—-+o0o X

Demonstragao. Veja [16].

Lema 64 Seja f uma fung¢do mensurdvel nao negativa e integravel. Entao [ fdu é abso-
lutamente continua em relagao a p, ou seja, para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que se

1(A) < 6 entio [, fdu < e. Em particular, se lim p(A,) =0 entdo 11111 / | fldp = 0.
n—oo n—-+0o A’n,
Demonstracao. Veja [16].

Lema 65 Sejam {f,} C LP(M) uma sequéncia e f € LP(M), tal que || f, — fll, = 0
quando n — +oo. Entao existe uma subsequéncia { f,, } C LP(M) tal que

(0) fo, = f qt.pem M

(i0) |fon.(z)| < h(x) q.t.p em M, para todo k € N com h € LP(M).

Demonstragao. Veja [10].
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Capitulo 3

Resultados Basicos de EDP’s em
Variedades Compactas

Neste capitulo vamos apresentar algumas construgoes e resultados que vamos utilizar
no restante deste trabalho. Isto inclui uma discussao breve sobre espacos de Sobolev,
regularidade, principio do maximo para equacoes elipticas e exemplos basicos de aplicagoes
do método variacional.

3.1 Espacos de Sobolev

Nesta secao vamos definir alguns espagos de fungoes que utilizaremos ao longo deste
trabalho. As demonstracoes dos resultados desta secao, bem como outros resultados
relevantes podem ser encontrados em [18]. Dado um inteiro positivo k, e p > 1 real, seja

CY (M) = {u € C>®(M) | Vj=0, k/ |VIul|PdV, < —{—oo} .
M

Quando M ¢é compacta, temos que Cp (M) = C*®(M). Para u € C} (M), podemos definir

a expressao
k 1
. p
fullg =3 ([ (9urav,)”
j=0 M

e pode-se verificar que esta expressao define uma norma em C}(M). Definimos o espago
de Sobolev HE (M) como segue.

Definigao 66 Dada (M, g) uma variedade Riemanniana diferencidvel, k inteiro positivo,
ep > 1 real, o espago de Sobolev H, (M) € o completamento de Cy (M) com respeito a
norma || - || gr-

Em particular, se M é compacta, k = 1, e p > 1, temos H} como sendo o completa-
mento do espago C°°(M) referente a norma

1Mz = 11 llp + 1V Ol
em que || - ||, é¢ a norma em LP(M). Trabalharemos mais frequentemente com o espago
HZ(M), em que a norma e o produto interno sao dados respectivamente por

I = [ V0PV, + [ (ray,
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(= [ VOTOW,+ [ (0,
M M
Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Proposigao 67 Para qualquer inteiro positivo k, H? (M) é um espago de Hilbert quando

equipado com a norma
1
k 2
-1l = (E / !Vj(-)\Qqu> :
j=0 M

Além disso, estes espagos possuem a propriedade de serem reflexivos, conforme enuncia a
o« ~ ~ D , .
Proposicao 68 Se p > 1, entio H; (M) é um espago reflexivo.

Demonstragao. Veja [18].

3.2 Imersoes e Regularidade

Proposicao 69 Dado q € [1,n), seja ¢ := 4

o expoente critico de Sobolev. Temos:
n —

(i) Para qualquer q € [1,n), e qualquer p € [1,q¢*], HY(M) C LP(M) e esta imersio é
continua, com a propriedade que é também compacta se p < q*.

(it) A imersao H{(M) C HP2 (M) é continua se 1 <qg<p, 0<m<k,e

1 (k—m)

q n

9

=

temos também que H}(M) C C™

—~

M) € continua se 0 <m < k e (k—m)qg > n.

Teorema 70 (Regularidade Eliptica Global). Seja M uma variedade Riemanniana com-
pacta, e suponha v € L} (M) uma solugao fraca para Au = f.

(i) Se fe HI(M), entaow € H ,(M), e

lullmg,, < CUlIAUlmg + l[ullLo)-

(ii) Se f € CH*(M), entio u € C**>2(M) e
ulloesse < C(lAUlIoxne + ulorsa).
Demonstragao. Veja [23], pag. 46.

Teorema 71 Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensio n (possivel-
mente com bordo). Entao
(i) Se — >

S | =
3|

, entao H{(M) estd continuamente imerso em L"(M).

|

(i1) (Rellich - Kondrakov) Se a desigualdade do item (i) for estrita, entdo a inclusdo
H}(M) C L"(M) é um operador compacto.
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(13) Suponha 0 < a <1, e

1 k-«
- < .
q n
Entao a imersao H} (M) — C*(M) é continua.
Demonstracao. Veja [23].

Proposicao 72 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, h : R — R uma
fungao Lipschitz e uw € HY (M), parap > 1. Se hou € LP(M), entao hou € HY (M) e

((V(hou)(x)] = B (u(z)[|(Vu)(z)]

para quase todo x € M. Em particular, se u € LP(M), vale que |u| € HY (M), e |V]u|| =
|Vu| quase sempre.

Demonstragao. Veja [18].
Proposicao 73 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, e u : M — R uma fung¢do
Lipschitz em M com suporte compacto. Entao u € HY (M) para p > 1. Em particular, se

M € compacta, qualquer fungdo Lipschitz em M pertence a HY (M), para p > 1.

Demonstracao. Veja [18].

3.3 Principio do Maximo e Multiplicadores de La-
grange
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, e consideremos equagoes da forma
Aju+a(r)u = f(x) em M,
em que a, f sao fungoes em M.

Definigao 74 Uma func¢io uw € HZ(M) é chamada solugdo fraca da equagdo acima se
para qualquer ¢ € HZ(M),

| u5endv+ [ awuedv, = [ e,

Teorema 75 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Se uma fungdo v > 0,
pertencendo a C*(M), satisfaz uma desigualdade do tipo

Agd} > ¢f(a¢),

em que [ € uma func¢do continua em M x R, entdo ¢ € estritamente positiva, ou ¢ €
identicamente nula.

Demonstragao. Veja [6].
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Teorema 76 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para espagos de Banach). Seja
(E,|| - |l) wm espago de Banach, @ um subconjunto aberto de E, f : Q — R uma fungdo
diferencidvel e ® : Q — R" de classe C'. Seja também a € R™ tal que H = ®~'(a) € ndo
vazio. Se xg € H C Q € tal que

[ (o) = min f(z)

zeH

e se D®(zg) € sobrejetiva, entao existem niumeros reais N\;, i € {1,...,n}, tais que
n
i=1

em que os ®s sao componentes de P.
Definicao 77 A equacdo .
Df(zo) = >  \D®;(),
¢ chamada equacao de Euler- Lagrange pa;lo problema de minimizacao
f(wo) = min f(z).

Os numeros reais N\;, @ € {1,2,....,n} sao chamados multiplicadores de Lagrange da
equacao.

Exemplo 78 Consideremos o caso em que E = H:(M) =Q, f:Q — R dada por
flw) = [ [vafav,
M

®(u) = (/MudVg,/MfudVg).

Claramente, temos ®~((0,1)) = H, em que

H = {uEHf(MH/ udVy,=0e / fudngl}.
M M
Denotando ®1(u) = [,, udVy e ®o(u) = [,, fudVy , seque que para toda u € HY (M),

DO (u).v = (DB (u).v, DBy(u).v) = ( /M vdv,, /M fvdVg),

em particular, isto vale para ugy tal que f(ug) = ml{tl f(w). Afirmamos que D®(ug) é
ue

e ®:Q— R? por

sobrejetivo. Para isso, seja (a,b) € R* um ponto qualquer e u € H. Considere a fungdo

v € H}(M) dada por
a a
v = b——/ de)u—l——.
(i f )

Segue facilmente que D®(ug).v = (a,b), de modo que DP(ug) € sobrejetivo. Pelo Teorema
76, seque que existem A\, Ay € R, tais que

Df(uo).v = )\1D(D1(U0).’U -+ )\QD(I)Q(U())./U,
ou seja,

2/ (Vuo,Vv)nggzkl/ Ud‘/;]—F)\Q/ fodV
M M M
para toda v € HE(M).
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3.4 Caracterizacao do Primeiro Autovalor do Opera-
dor A,

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Dizemos que A é um autovalor
para A, se existe u € C°°(M), u ndo nula tal que Aju = Au. Multiplicando esta equacao
por u e integrando sobre M teremos

/ ulA g udV, :)\/ u2dVg,
M M

|Vu|?dV,
g
fM— > (0. Mostra-se ainda
2dV,
, . a2y ,
que, se A\g = 0 ¢ um autovalor para A,4, entao a autofungao u ¢ constante, e que se u ¢
constante e A\g e o autovalor associado, entao A\g = 0. Sabe-se que o conjunto de todos os
autovalores de A, formam uma sequéncia numérica nao decrescente divergente

de modo que se A é um autovalor de A, entao A =

O=X <M <...< )\, <...—> 0.

Para a esfera (S",gp), sabe-se que A\, = k(n + k — 1), e para o espago projetivo,
(P*(R), g0), A = 2k(n + 2k —1). O teorema a seguir fornece uma caracterizagdo do
primeiro autovalor do operador de Laplace-Beltrami.

Teorema 79 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Se A\ é o primeiro
autovalor nao nulo de Ay, entao

fM |Vul?dV,

N\ = JMT T 9
1= Sy u2dvy

em que H consiste no conjunto das fungées u € Hf (M) \ {0} tais que [,, udVy = 0.

Demonstracao. Para comecar, repare que uma afirmacao equivalente é que

= mf/ |Vul*dV,,

uEH

ﬁ:{uer(M)]/qungle/udV:q:O}.
M M

De fato, como H C H, segue que

em que

Vul2dV,
o IVuldVy inf/ Vul2dV,.
uE?—l fMUQdV ueH M

Por outro lado, dada u € H qualquer, vem
Jur [Vuldv, / 2
f W u2dVy

uma vez que € H. Assim,
IIUI|2

4V, > inf [ [Vuldv,,

ueH J M
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2
inf M > inf/ |Vul?dV,
u€H fM u%lV}, weH J M

e a afirmacao esta provada. Agora, seja p definido por

p= infi/ [Vul*dV,
ueH J M

e seja (u;) em H uma sequéncia minimizante para i, isto é, || Vu;||3 — p quando i — +o0
e ||lug||l2 = 1 para todo i. Entao,

luillfe = llwilly + [ Vuills < 1+ [[Vull3.

Como HF(M) é reflexivo, e a imersao Hi(M) < L*(M) é compacta, pelo Teorema
69, segue que existe u € HZ(M) e uma subsequéncia (u;,) de (u;), que denotaremos por
(u;), para simplificar a notagao, tal que

(1) (u;) = v em HI(M),
(2) (w;) — uem L*(M).
Por (2), u € #. E pela convergéncia fraca de (1), podemos escrever que
[ ullzz < Timuinf [Jug| 72
e, novamente, por (2), e pelo fato de que lim | Vu;||2 = p vem que
[ull2 + [IVull3 < limsup [u;|3 + limsup |V |13 = [[ull; + u
portanto,

| vakav, <

Notemos que g > 0 pois H nao possui fungoes constantes. Pelo Teorema 76, existem
constantes «, 3 positivas tais que, para qualquer ¢ € HZ(M),

/ (Vu, Vi) ydV —a/ sodVg+6/ updVy.
M M M

Tomando respectivamente, ¢ = 1 e ¢ = u, encontra-se que o = 0 e que § = p. Assim,

vemos que u ¢ uma solucao fraca da equacao Aju = pu. Pela teoria de regularidade,

u € C*(M). Portanto, 1 é um autovalor de A,. Finalmente, para ver que p é o menor

autovalor nao nulo de A4, notemos que se i ¢ qualquer outro autovalor e u é autofungao

associada, temos

Sy uldgudVy [ u?dV
Sy w?dv, a ’ufM u?dVg

p< = [

e o fato de que existe uma tnica u € Hf(M) tal que p = [,,|Vu[*dV, implica que p é
autovalor simples. Entao u = A;, o que prova o teorema.
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3.5 Equacao de Laplace

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Vamos discutir a existéncia e
unicidade para a equagao de Laplace Aju = f em M. Assuma por conveniéncia que
f:M — RéC>®(M). Integrando a equagao de Laplace, e utilizando a Proposi¢ao 40,

segue que
O:/ AgudVg:/ fdvy,
M M

de modo que uma condicao necessaria para existéncia de uma solucao é que se tenha

/Mdeg = 0.

Teorema 80 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, e f € C®(M). A
equacao de Laplace Aju = f possui solugdo se, e somente se fM fdVy = 0. Além disso, a
solucao € unica, a menos de adicao de uma constante.

Mais precisamente, temos

Demonstracgao. Ja vimos que a condicao é necessaria. Resta entao provar que a condigao

é suficiente. Seja
H:{uer(MH/uqu:Oe/fuquzl}.
M M

— 2
u—;gyi;/MWu] dvy.

Temos que H # () pois existe ¢ € R tal que ¢f € H. Considere agora uma sequéncia
minimizante (u;) € H para p, isto é, u; € H para todo i, e

| 1vufav, —

quando i — +o00. Pela caracterizagao variacional de A;, se u € HZ(M) \ {0} e possui

média nula, entao
/ 2alV < —/ |Vu|2dV

Podemos supor que todos os elementos da sequéncia (u;) tenha esta propriedade, e
assim,

1
il = lwill + [ Vaill3 < <)\— + 1) / |V, [*dV,.
1 M

Como HZ(M) é um espaco reflexivo e a imersiao HZ(M) — L*(M) é compacta pela
parte (i4) do Teorema 71, segue que existe u € HZ(M) e uma subsequéncia (u;) de (u;)
tal que

(1) (us) = wem H(M),
(2) (w;) — uem L*(M).
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Por (2), u € H. Por (1), e pela propriedade de que [[ul|zz < liminf ||u;|| 52, obtemos
que

| vapav, <
Logo,
| 1wupav, =

pois u € H e obtemos a desigualdade contraria. Assim p é atingido. Como H nao possui
funcoes constantes 1 > 0. Pelo Teorema 76, existem constantes «, 8 positivas, tais que
para qualquer p € HZ(M),

| uvaav,=a [ a5 [ sea,
M M M

Tomando respectivamente, ¢ = 1 e ¢ = u, encontra-se que a = 0 e que [ = u. Portanto,
u é uma solucao fraca da equagao

Agu=pf.

Por resultados de regularidade, u € C*°(M). Entao a fungao u~'u é a solugao procurada.
Finalmente, para provar a unicidade, sejam u e v duas solucoes da equacao de Laplace.
Entao

Ay(v—u) =0.

Assim, utilizando a Proposicao 40 vem que

0= [ w=wao—wd, = [ 1v@-upd,

segue dai que v — u é constante, terminando a prova.
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Capitulo 4

O Problema de Yamabe

Seja (M?, g) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo, bi-dimensional e seja
K, sua curvatura Gaussiana.

Teorema 81 (Teorema de Uniformizacio) Se (M,g) é uma variedade compacta bidi-
mensional, entao existe uma métrica g que € conforme a g de forma que (M, q) possui
curvatura Gaussiana constante.

Para uma introdugao histérica desse resultado veja [9]. Seja Kj; a curvatura de
Gauss da métrica g constante. O sinal de Kj; ¢ determinado pelo Teorema de Gauss-
Bonnet:

27TX(M2) = /KgdAg = Kg . Area(fj).

A importancia geométrica/topolégica do Teorema de Uniformizagdo é a seguinte:
Como a curvatura com respeito a ¢ é constante, por um teorema conhecido de Hopf, o
recobrimento universal M de M é isométrico a: S?, R? ou H2, em cada caso, o sinal
da curvatura é determinado pelo sinal da caracteristica de Euler. Agora, seja (M™,g)
uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3; uma pergunta natural seria a
seguinte:

E possivel generalizar o Teorema de Uniformizagao paran > 3 7

Uma reposta foi dada em 1960 pelo matematico Japonés Hidehiko Yamabe. Entretanto,
em 1968, Neil S. Trudinger descobriu um sério erro na prova de Yamabe. Ele foi capaz de
salvar alguns resultados de Yamabe, introduzindo novas hipéteses sobre a variedade M.
De fato, Trudinger mostrou que existe uma constante positiva a(M) de tal forma que o
resultado é verdadeiro quando p, < a(M) sendo

fM Sngg

n—2"
n

g := inf
" (V)

em que S; e [g] denotam, respectivamente, a curvatura escalar com repeito a métrica g e
a classe de todas as métricas conformes a g. Em seguida, em 1976, T. Aubin estende o
resultado de Trudinger

Finalmente,em 1984, Richard Schoen fornece os resultados finais da conjectura de
Yamabe. Neste capitulo, vamos descrever o problema de Yamabe, focando no procedi-
mento de colocéd-lo no contexto de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP). Para isso, vamos
utilizar algumas nocoes basicas de Geometria Riemanniana.
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4.1 A Equacao de Yamabe

Nesta secao vamos utilizar algumas definicoes geométricas simples e relacionar curva-
turas através de uma mudanca conforme de métricas para obtermos a chamada equacgao
de Yamabe. Iniciamos esta secao com alguns conceitos basicos de geometria conforme.

Defini¢ao 82 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana de dimensio n > 3. Uma
métrica g € dita conforme a g se existe uma funcao ¢ : M — R suave e positiva

tal que g = pg.

A funcao ¢ é chamada fator conforme. Podemos introduzir no conjunto de todas as
métricas conformes uma relagao de equivaléncia, declarando § equivalente a g (e deno-
tamos g ~ ¢) se, e somente se g é conforme a g. Facilmente, pode-se verificar que isto
define uma relagao de equivaléncia. A classe de equivaléncia da métrica g é dita classe
conforme e vamos denoté-la por [g] := {pg | ¢ € C*(M)}. A titulo de simplificagao,

convém notar que qualquer métrica conforme a g pode ser escrita na forma un-2g¢ para
alguma u € C°(M), e a classe conforme de g fica sendo

90 =433 =urz2g,uecC®M),u>0}

Seja entao g = wiz g com u suave e positiva em M. Estaremos interessados em desco-
brir informagoes sobre o que ocorre com a curvatura escalar ao fazermos uma mudanca
conforme de métricas da forma acima descrita. Como a expressao da curvatura escalar
em coordenadas locais depende especialmente dos simbolos de Christoffel, vamos primei-
ramente descobrir a expressao deles.

Defina r := ﬁ, entao os coeficientes da métrica conforme sao escritos como

-~ S T
gij = U Gij,

de modo que os simbolos de Christoffel fg de g sao dados por
- 1 _ _ o
Féj =5 Z(a'gjk + 0;Gki — OkGi)J"

=3 Z u"gik) + 0;(u" gri) — O(u"gij)Ju~" g".

Nos termos que aparecem, temos

Oar (urgﬁ’y) = aa(ur)gﬁ’y + uraagb"ya

para quaisquer indices «, 3,7y e podemos escrever

~ 1 1
Ty = B 2[84( ")gij + w0 gk + 05 (u") g + u"0;(gri)]g"MuT" — 2 > [0n(u")gij + u” Ok (gig) g™ u
k
=3 Z ")gi + 05 (W) g — O (u")giglg®u" + 5 Z (95) + 05(91i) — On(9)))g"

=3 Z(Tur_laiugjk +ru" " Ougrs — ru" T Opugif ) gt + Fﬁj
k

= —py ! Z(@iugjk + Ojugri — Orugi;) g™ u" + Féj'
K
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Portanto,

- 1
Flij = Fﬁj + ST ! Z(@iugjkgkl + Ojugrig™ — Opugiig*)
k

1
= Féj + §Tu_1(aiu5jl + O;udy — E Ougiig™).
k

Uma observacio é que vale a equacao §¥ = u~"g*. De fato, em notacdo matricial,
sendo I,, a matriz identidade de ordem n, temos [§]u[g]* = I, assim, u"[g] kl[ M =1,e
multiplicando & esquerda pela matriz [g]*, obtemos u"[§]* = [¢g]*, donde [§]* = u~"[g]*.

A expressao da curvatura escalar segundo a métrica conforme g é dada por

E ~ik
R2jk7

ikj

ik = 05 — O Fsk + Z T3l — Z IR
I

em que

e, portanto, temos
Sy =Y u"g*o;Ty — arﬂk+2rs I, — er 7).
ijk

Utilizando a expressao para o simbolo de Christoffel em relagao a métrica g deduzido
acima, encontramos que os demais simbolos sao dados por:

DY, = Dl + 5 (Onj0h + 600 — Y g3 g™ Ot (4.1)

M =T + %(%aju + 800 — Z kg™ Omu), (4.2)

s, =73, + 5 (5ks(9u + 8305 — Z 9ikg™ Omr), (4.3)

I, =T + %@jaju +6,;0,u — Z gjsg" dpu), (4.4)
v

e =Lk + i@ks@ju + 05Ok — Zgjkgms ) e (4.5)

I, =17 + (5530 u + 33 05u — Z Gisg”Ou). (4.6)

Substituindo cada um dos simbolos de Chistoffel na expressao da curvatura escalar
S, obtemos a seguinte expressao:

. . T .
urSg, = Zglkaj [ng + %(&uém + 8ku5w — Zgimgm] mu)]+

ijk

; . r .
- Z g““&i [Fik + Z(ﬁjudk] + Gkudjj — Z gjkgmjﬁmu)]Jr

ijk
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r .
+Z &l I‘fk—l— (Osulps+0;5Opu— Zglkg *Ou)]-[TY, %(8]’”55]'_‘_85”5]']'_2 9jsg™ Opu)|+
p

ijks

. r .
= g, au(sksmkué]s Zg]kg *Ott))- [T, 4 5 (Ostadj Oy =Y gisgVOpu)]
l

ijks

Inicialmente, vamos efetuar os produtos e derivagoes em cada uma das parcelas acima.
Para organizar os cédlculos, vamos denotar:

i j T mj

== g*or, u(ajU5kj + Opudj; — Z girg™ O],
ijk

= > ¢" [0+ 5 (Oudis + Gidhu - Z girg™ )]

ijks

[T, + %(@U(Ssj + 0gudi; — Y 95" Opu)],
p

== g*[rs, 5, (Oudks + Oudjs — > 9ikg™ Omu)]
ijks m

o+ %(aiuasj +0gubiy — > gisg” o).
1
Vamos desenvolver calculos, seguindo a ordem acima. Primeiramente,

= {g*ors + g F1gDjit + o 5 —g"0:;0; ku—2—g "0 (gig™ Omu)+

ijkm
T T

_ ﬁgm(sk]auau — ﬁg k(swa'&6ku + 2 29 gzkg 8 uamu}

SO Yt o LY
z]k

~ 52 Zg”@ ud;u — 2—ng8 U0 + 2—9"”(9 U0 U
u

=) g““é’  +— Z g O — o Z 9% 0;gixg™ Omu

ijk
nr mj mj ik
- %Z@g ]&nu— @Zg J mju—l—EZgJ @u@ku
jm jm ik

Agora, como

Z 9;(9™)Omu = Z - (Z gm0, (gik)gjk> Omu = — Z 9™ 0;(gi) 9" O,
Jjm ik

jm ijkm
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teremos

= g% ol + Zgz’“é’mu - Zg 0;(gix)g™ O+

ijk

+ Z gmz ]gzkamu + _2 Z gjkﬁ uoyu.

ijkm

Para o segundo somatério, temos

- Z{gzka I+ g0, [ (5@@ U+ 6,000 — gikg"™ )] }

ijkm
— Z{gmﬂ F]k + g% 0; [ (3ku + noku — OgmOmu)] }
ijkm
= Z{g““@ F]k + g*0; [ ((9ku + ndpu — Ou)|}
ijk
) , LT
ijk
= Z{glkﬁ ij + —g (uflai,ku — u 20udyu)}
ijk
— Z g““&-l“?k Z 5o 29”“8 uopu + — Z g”l‘cf)Z LU
ijk

O préximo passo serd desenvolver 3. Temos

= Zglkrfkrj _'_ o Zglka U+ —F] (5ks(9¢u + 5238ku — Zgzkgms mu)gzk
ijks iks m
7”2 ik

+ mg’ (2nd;ud,u — Z ngirg™ Omudsu)

= Zgikrfkr Z szgzkﬁ U + Z r’ akug - Z T’ O+

ijks iks ]ks jms

ms

w0 U

_ iks T s ik 2 —mn)r kst

ijks iks jks
2n —n? ks
Z g7 Opudsu
A 4n
ks TJ ik ksTJ ks
- AL T, I L Oyudu.
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Finalmente, desenvolvendo o tltimo somatorio, obtemos:

24 = ZngPS j + - Zg’kF <5sj3,-u + 5ij85u — Zgisglsﬁlu> +
l

ijks zjks
T . .
% Z gzkrgs <5k53ju + 5jsaku — Z gjkgms mu> +
ijks —
r? o s
i 0T Btk = S ™0 )
ijks —

: (5sjaiu + 0;j0su — Z gz‘sgljazu> =
1

= Zg’sz T’ + — Zgzkrﬁka u —i— — ZngFska u+

ijks l]k jks
l r isTJ ikTs
_ _ersgﬂ 8lu+%Zg I 8u+—2g IO u+
jsl zys iks
——ZFjsg mu—l——Zg’s@ ud;u+
jsm
r’ js r’ 2 jl
+ o Zg Ojudsu — ] Z((Sks) ;ug’ Ou+
js jksl
2
r ik sk
+@j§(5 )9 Gku8u+—2g Opudsu+

2 2
r sl r ms
sl ms

ijsm ml

A soma acima possui 16 termos, e podemos escrever, na ordem em que aparecem,
que ¥y = S1+ Sy + ... + Si6. Verificagoes simples permitem concluir que: Sy + S7 = 0,
Sy+ S =0,53 =255, Ss4+ 5S4 =0, Sg+ S13 =0, Si1 + Si5 = 0, e assim, somando os
termos restantes e simplificando, obtemos que

2
7 S 7 7 r j
E g kF —I— E g kaka U —|— E g*Oudpu — ] (5k5)28jugﬂalu,

ijks zjk ksl
e mais simplesmente,
2
. . r L (2 — n)r )
_ § ks 17 E : 1253 aVIY E : ik .
= g ijFZ-S + — g Flka]u + T g 8kuazu
ijks ijk
Apo6s definir os somatdérios, notemos que a expressao dada inicialmente fica sendo

UJTS§ = 21 —22+23 —24.
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Agora, vamos substituir cada um dos somatérios na equagao acima e fazer os calculos.
Lembrando a expressao da curvatura escalar, vem que

w185 = uS, — ZZglkazku =5 2 9 0i(gn)g™ Ot

Ukm
Z 9™ 0;(gin)g K omu + = Z g]ka uopu + — Z ¢F O u+
ijkm
n,r. 7 1 S

Y gk&ku—l——Zg’“F 8u—22gk1“;.88ku+

ik iks jks

4
ks ik ks

-I—U(Q—Zg Qkuﬁu—r%k:g I, Oju — m%}g O udsu.

O segundo membro da igualdade acima possui 12 termos. Fazendo a enumeracao das
parcelas na ordem em que elas aparecem, denotando cada uma delas por .S;, podemos
escrever

UT+1S§ = Sl S R 512,

e verificacao simples permite concluir que S5 + Sg + S19 + S12 = 0. Agora, identificando
os somatoérios que sao iguais a menos de indices, vem que

r A1)
U +1Sg =uSy — n— Zg "o — = ; g 8 (gix)g™ T O ut-
ijkm
Z 9" 0;(gir) 9" O + 2 Z g* T du — 2 Z gksfjsaku.
ijkm ijk jks

Usando a expressao para os simbolos de Christoffel nas duas tltimas parcelas do lado
direito da equacao acima, vem que

D g* TR0 =Y g" T = "¢ 0(g50)0ku — ) g g7 0u(g1) O
ijk jks ksl Jksl
Substituindo, vem

4(n —1 .
UTJFISg = uSg — % g glkaiku‘i‘
ik

r i mj nr mi )
3 > g% 0;(gik) g™ Omu + > > g™0(gik)g" Omut

ijkm ijkm
+2 Z gksgﬂaj (9js)Ou — 2 Z gksgﬂas(gjz)aku-
Jksl Jksl
Portanto,
n—2 nt2 n — i s s
- 1un72 S5 = p— uS — 4Zg RO — 2 ng 9'04(g;1) Opu + 42 9" 7' 01(gjs) Onu.
ksl jksl

Agora, observando que

4> " g 0(gje) 0k =2 "¢ 0(g;0)Oku+2 ) 67 9"0;(910) Ok,

ksl Jksl jksl
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e fazendo a substituicao na equacao acima, simplificando e lembrando a expressao do
operador de Laplace-Beltrami, dada pelo Teorema 37, vem

n+42 i S
Q= 25' = qnuS —4 Z g ka LU+ 2 Z gk g]l ]gls + 3ng3 - asgjl)aku
jksl

= uuS, — 4 Z g Ouu+4> g Z i gis + Ngjs — Dsgj1) 9" Ohu

Jkl

= quuSy — 4 Z g’k@ku +4 Z gﬂFk oLl

gkl

= g uSy, + 4 <Z 8kugle§l — Z gﬂaflu)
5

jkl
= quuS, + 4Au,

em que g, := “=2. Finalmente, podemos escrever a equacao de Yamabe:
n—1 )

n_2 n+2

n—=2 2

4.2 Formulacoes do Problema

Utilizando a equacao que deduzimos na se¢ao anterior, vamos obter uma formulacao
do problema no contexto de (EDP). Para isso, notemos que se o problema de Yamabe
tem solucao, existe uma métrica conforme § = uﬁg tal que Sy é constante. Entao, pela
equacao de Yamabe, temos

n—2 n— n+2 n+2
A —S,u = —S n=2 = [n-
M T oy T
em que [ = S € R. Agora, se existem u : M — R suave e u € R satisfazendo a
equacao
n — 2 n+2
A —S,u = pur—2
gu + A —1) gU = Ju
entao, considerando a métrica conforme g = uﬁg temos
-2 -2 n
uun+ = Aju+ n—S U= n—Sgun%3

4(n—1)"7 4(n —1)

e comparando a primeira equagao com a ultima, obtemos que a curvatura escalar com
respeito a métrica g é constante, pois

4(n —1)
%= T Ty

Portanto, o problema de Yamabe tem solucao se, e somente se, existem u suave e positiva

em M e p € R tais que

n—2 .
Agu+ s Sgu = 2t
gu+4( ) U= H’u ’

2n

* __
em que 2° = =%,
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4.3 Propriedades Invariantes

Nesta secao vamos mostrar invariancia do operador de Laplace - Beltrami em um certo
sentido, e dar significado preciso a constante j, que aparece na introdugao deste capitulo,
mostrando que ela possui a propriedade de ser invariante por mudancas conformes de
métricas.

Definicao 83 O Laplaciano conforme, denotado por L,, € o operador definido por

n—2

Lgu = Agu— m

Squ.

4. , . . . . ~ 4,
E importante notar que L, é conformal invariante no seguinte sentido: se g = un-2g ¢

uma métrica conforme a g, e ¢ : M — R é positiva, entao:
_n+2
Li(p) = u" n2Ly(up). (4.7)
Para verificar esta propriedade, note que pela equagao de Yamabe,

—4(n—1) _nt2
= ﬁu "*2Lgu. (48)

Sy
Se go € [g] , temos go = wﬁg = (wp)ﬁg. Entéo, pela equagao (4.8)

. —4(n — 1) n+2 —4(n — 1) _n+t2

Sgo = — 5 (wp) 2 Lylup) = — —

e comparando as duas ultimas equagoes, segue que Lz(p) = U_%Lg(gou). Agora, seja

H = {u € HY(M) : / lu*dV, = 1} ,
M

e defina p, = in?f{ I(u), em que I(u) é o funcional definido em H?(M), dado por
ue

_9
I(u) = 24V, ”—/S 24V,
) = [ v+ 7= [ spav;

Afirmamos que p, é conformal invariante. Mais precisamente, vale a

Proposicao 84 Se g e g sao conformes, com g = Uﬁg para algum v € C*(M), entao

Hg = Hg-

Demonstragao. Inicialmente, note que se g = vﬁg para alguma v € C*°(M) entao
dVs = (det(gi;)) /= (det(v@D g55)) /= = 0@ (det(gy5)) /= = v @2 dVy,

isto é
’ 2n
AV = v=2dVj.

2n_ 2n_ _2n__ 2n_
ul=av; = [ =l v, = [ ey,
M M M

Para prosseguir, precisamos do seguinte lema.

Portanto,
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Lema 85 Se g = Uﬁg para alguma funcgdo positiva v € C*°(M) entao

1
2 -1

As(v ) = Agju — U—Z*AQU,VU e C™®(M).

Demonstracao. Facamos 0; =
Beltrami, podemos escrever que

det

As(v ) =

\/W Z Oi[v/det G370 (v u)]

=0; Z@ Vdet gviz 2g”8 (v )]

=0; Z O;[v 52 \/det 99" 0;(v™""u))
1,J

—f. 1 492 . (1

= HQUQ*\/MZZJ:&[U det gg” 0, (v u)]

1 2 i -2 —1
:‘%W;@i[z} det gg" (—v™70;(v)u + v~ 0;u)]

=0; Z di(—+/det gg" 0;(v)u + /det gvg" d;u)

=0; Z 0;(1/det gvg”(‘? u) — b6 Z di(v/det gg" 9;(v)u)
i,
=0; Z 9i(v/det gg” d;u)v — 0 Z 9i(v/det gg" 0,v)u
— ¥
1 U

= FAgU_ o

Agv,

para toda u € C*°(M). Portanto,

_ 1 u
Ag(’U 1U) = o1 gU ?Ag’l}.
Facamos p := 2%, entao obtemos que
Az(v™u) = —— A+ —Agu,
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entao

vP~! (Ag(v_lu) + D 2-55(v™ 1u)> = P! (——A v+ S Agu A 5 S v u)

= —uw 1Av—|—Au+ 725’1} —2u

Agv+-2=2_5.v
= —uwv A+ Ayu+ 22 ( ? 4("n1%g>vp_2u

(n 1) vp_l

A(n—1)
= —uwv A+ Aju+ (Agv + D

= —uvilAgv + Agu+ (A U+ 2 S v) vy

= Aju+ ﬁé’gu.

Portanto,
_ n—2 N n—2
Ag(v ) + = 1)59(1) Ly) = v~ (Agu—l— = 1)5 u)
Finalmente, notando que
2 2
pol=2 1= ot
n—2 n—2

e fazendo u = wv, vem que w = v~'u, segue que

n — 2 —(n+2)

Ag(U)) + mSg(M) =v n-2 <Ag(wv) + m%(wv)) .

Queremos mostrar que I3(u) = I,(uv) . Observe que

:/ yvu|§+%/ Ssu*dV
M M
I, (uv) = /M IV (w0) 2 + /M S, (wv)?dV,

Acabamos de provar que

n—2 —(n+2) n—2

Bafu) + ) = () + S ) )

entao multiplicando por u, fazendo 7, : 4(n 1) e integrando sobre M, vem que

M 4(n — 1) M
:/ (A (wv)u + v, S,u v)v N
M

n—2
v,
—/ (Ag(uv)u + 7, Sguv) vdVj,
M

:/ Ay (uv)uv + 7,8, (uv)*dV,.
M
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Integrando a equacao

-2
/ Ag(u)u + n—Sgu2 aVy = / Ay (wv)uv + 7, Sy (uv)*dV,
M 4(n—1) M

por partes, obtemos que

-2
Ii(u) = / Ag(u)u + n—S§u2dV§ = / A, (uwv)uv + 7,8, (uwv)?dV, =
M A(n—1) M

:/ IV (uv)? +’yn/ Sy(uwv)?dV, = I,(uwv).
M M
Portanto, temos 1y = 5.

Lema 86 Dada (M, g) compacta de dimensao n > 3, definimos o invariante de Yamabe
g POT

n-2 'fv‘n”Q/de
=—  inf V. AV
Hg 4(n —1) gelg) 7 uy Y

em que Vi € o volume de M em relacao a metrica g.

Demonstracao. Veja [17], p. 24.

Como vimos na introducao deste capitulo, no caso n = 2 o Teorema de Gauss-Bonnet
fornece uma relacao entre o sinal da curvatura escalar e a caracteristica de Euler de M.
No caso n > 3, o sinal da curvatura estd associado ao numero ji4, conforme veremos a
seguir.

Teorema 87 Seja (M,g) uma variedade diferencidvel compacta de dimensdo n > 3.
Entao

Hg >O<:>3§E [g],Sg >0,

g =0 <= 37 € [g],5; =0,

py < 0<=3g € [g],5; <0.
Acima Sz > 0 (respectivamente, Sz = 0 e Sz < 0) significa que a relagdo é vdlida em
todos os pontos de M. Em particular, nao podemos obter duas métricas conformes com

curvaturas escalares distintas.

Demonstragao. Veja [17], p. 24.
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Capitulo 5

Teoria de Existéncia para Equacoes
Criticas e Subcriticas

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo, de dimensao n > 3, e
seja h uma fungao suave em M. Dado ¢ € (2,2*], em que 2* = % é o0 expoente critico
de Sobolev, considere para cada A € R a equacao

Agu+ hu = it em M
u>0em M,

Definigao 88 Ao longo deste capitulo, teremos, para 2 < q < 2*

Hq := inf / (|Vul|® + hu?)dV,
M

u€Hq

em que

H, = {u e H{(M) | [ |u]?dV, = 1} :
M

Para simplificar a notagdo, escreveremos apenas i para denotar pi,. Além disso, no
caso critico, escreveremos H = Hox.

Observe que dada u € H,,
[ Val vty = [ v, = o )

e, também, pela desigualdade de Holder, vem

2

2 -
lull3 < ull§(Vy)' s = (Ve)' =
Entao, —||ul|3 > —(Vq)lfg e portanto,
[Vl hut)av, = ~Gmase 1) ()",
M

de modo que p € R esta bem definido.
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5.1 Existéncia para a Equacao Subcritica

Nesta secao vamos estabelecer um resultado que fornece a existéncia e regularidade
de solucoes para equacoes subcriticas.

Teorema 89 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo, de dimensao
n >3, e h uma fungdo suave em M. Dado q € (2,2%), existe w € C*°(M), u >0 em M,
tal que

Agu+ hu = pu?™"

e fM uwldVy =1, em que p € a constante definida anteriormente.

Demonstragao. Seja (u;) € H uma sequéncia minimizante para p, isto é,
I(u;) == / (|Vui2dV, + hu?)dV, — u
M

quando i — +00, e [, |u;]7dV, = 1 para todo i. Como u; € Hi (M), segue que |u;| €
H}(M) e |V]ui|| = |Vu;| quase sempre, e trocando (se necessario) u; por |u;|, podemos
assumir que u; > 0 para todo 7. Agora, como g > 2, note que

2
¢ 1-2 1-2
o < ([ lupav, ) v =

pois u; € H. Assim, (u;) é limitada em L*(M).
Agora, escrevendo

| vubav, = [ (Vapav, + wdiav, - [ wiav,
M M M

poderemos concluir que existe C' > 0 tal que ||Vu;]|2 < C para todo i, e assim, (u;) é
limitada em HZ(M). Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos afirmar que

(1) u; = u em HZ(M) (pois (u;) é limitada em HZ(M) que é reflexivo),
(2) u; — u em LI(M) (pois a imersao HZ(M) — Li(M) é compacta),
(3) u; = u q.t.p. (Por (2)).

Por (3), seja x € M tal que u;(x) — u(x) temos u;(x) > 0 para todo i, entdo u(xr) =
limw;(z) > 0, logo u > 0. Agora, por (2),

l[ullg = Nuillgl < flw = willg = 0.

Como ||u;]|, = 1 para todo i, segue que ||ul|, = 1, e portanto, u € H e pu é atingido. Por
convergéncia fraca,
Julle < lim it

e assim,
Va3 < limsup || Vuil3-

Entao,

[Vul3 < limsup/ (|Vu;|* + hu?)dV, — liminf/ huidV, < u —/ hu*dV,,
M M M
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e, portanto,
[ vl + htyav, <
M
Mas, como u € H,
p< [ (Va4 my,
M
Assim,

[ (vu+ v, =

Finalmente, pelo Teorema 76 !, existe o € R tal que para qualquer ¢ € H(M),

/(Vu,Vgo)ngg—l—/ hugpdVg:a/ u?pdV,
M M M

Tomando ¢ = u, obtemos que o = . Segue entao que existe u € H, u > 0, que é solugao
da equacao do enunciado.

Agora, provaremos que u é suave ~ e que u > 0. Seja p; := 2*; como a imersao
HY(M) — LP(M) ¢é continua, existe C' > 0 tal que |lully- < Cllully2, logo u € LP(M).

Escreva Aju = fem que f:= pu?* — hu. Observe que pui~! € Lq%ll(]\/[) uma vez que

2

_ -1 _1,.P1 P11
/) = /M it AV, = P (.

Claramente, hu € L%, pois 1 < # < 2*. Entdo f € L%(M) Notando que u é
P1

solugao fraca de Aju = f, segue do Teorema 70 que u € H;qj (M) . Usando o Teorema
71 concluimos que u € LP2(M), em que

Py = np1
2 - 3
n(g—1) —2p

pois, se n(q — 1) — 2p; > 0 entao

H 0 (M) < Laa0-2m (M) = L (M),
Se n(q — 1) < 2p; dividimos em dois casos:
(1) Se n(q — 1) = 2p; entao

r1

Hy"™ (M) — L*(M) para todo s > 1.

(2) Se n(qg — 1) < 2py, usaremos a parte (i7) do Teorema 69. Tomemos k =2 e m =0
entdo 1 < 2 implica n < 2¢, e tomando ¢ = £, temos ¢ > 1, e a condicao n < 2gq
q n q—1 >
é satisfeita, pois 2p; > n(q — 1). Logo,

H" V(M) < C°(M) c L*(M) para todo s > 1.

'Neste caso devemos considerar o funcional f : Hf(M) — R dada por f(u) = [|Vul?> + [hu® e
observar que a fun¢ao limite u encontrada acima é tal que p = f(u) = min,ey f(u) e ainda considerar o
funcional ® : Hf (M) — R dado por ®(u) = [ |ul?.

2Nesta parte vamos obter a regularidade da solucdo através de um argumento chamado Bootstrap, o
qual é baseado nos resultados de imersao de Sobolev e regularidade eliptica.
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Continuando com este processo, obtemos por indugao finita que u € L*(M) para todo
s. De fato, seja pg = "(q;m. Entao p; > pg, pois isto equivale a dizer que % > @,
isto é, 2* > ¢, o que ¢ verdadeiro.

Definimos p; por inducao, pondo p;11 =

ﬁ sen(qg—1) >2p;esen(qg—1) <2p;
obtemos que u € L*(M) para todo s, pois podemos fazer algo andlogo ao que foi feito nas
etapas (2) e (3) acima.

Notemos que p; > py para todo i. De fato, j& temos p; > po. Suponha n(q—1) > 2p;,

entao
np;

n(qg—1) —pi
Suponha como hipotese de inducao que p; > pg, e observe que m
se p; > po. Entao nossa hipdétese implica m > 1 logo, pix1 > pi > po, € portanto
pit1 > po- Agora, pii1 > p;, se e somente se, p; > pg, de forma que a sequéncia (p;) é
estritamente crescente.

n(g—1) n(g—1)

Agora, notemos que existe ¢y tal que p;, > —5— ou p; < —5— para todo 1.

Piv1 =

- > 1 se, e somente
K3

(7) No primeiro caso, n(q — 1) < 2p;, e obtemos que u € L*(M) para todo s > 1.

(74) No segundo caso, temos (p;) monétona limitada, logo convergente. Sendo p o limite,

ﬁ o que implica p = nla=2) _ po < p; para todo ¢ e dai, temos

temos que p = 3

um absurdo.

Entéo u € L*(M) para todo s > 1. Observe que se f = pud~! — hu, entio f € L*(M)
para todo s > 1. De fato, basta provar que pu?~' € L*(M) para todo s > 1. Seja
p=(g—1)s,como2<qg<2,vemquel <qg—1<2*—1e(qg—1)s>s. Temos por
hipétese, que u € LAD3(M) assim

1

(¢—D)s
(/ (uq_l)stg> < 00,
M

e portanto u?~t € L¥(M). Segue do Teorema 70, que u € H3(M) para todo s > 1; agora
notemos que existe s e a > 0 tal que

1 2 —«
- <
s

)

n

e neste caso, H5(M) < C*(M). Pela parte (i7) do Teorema 70, temos u € C**(M) pois
pqui™t — hu € C*(M) e ainda,

ulloze < C(lAulcx + Jullcs).
Como u € C**(M), podemos aplicar o Teorema 75. Observe que
Agu = put™" — hu = u(pu®? — h) > u(pu®™? — |h|) = uf
em que f: M xR — R é dada por f(z,t) = ut?2 — |h(z)| e
F o, u(z)) = ()2 — |h()].

Assim, concluimos que u é positiva em M ou u = 0. Como u € H, nao podemos ter
u = 0. Logo, u é positiva em M. Além disso, u?! € C**(M) e dai, p,u?™ — hu €
C**(M), assim, u € C**(M), de modo que pu?"' — hu € C**(M), e pelo Teorema
70, u € C%%(M). Procedendo indutivamente, obtemos que se k > 6, podemos fazer um
nimero finito de iteracdes e obter que u € C'(M) para algum | > k. Repetindo esse
processo indefinidamente, concluimos que u € C*°(M).
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5.2 Regularidade para a Equacao Critica

Como vimos nas secoes anteriores, a existéncia de solugoes dependia da compacidade
das imersoes de H(M) em LP(M), em que p < 2*. Discutiremos nesta secao, resultados
de regularidade para uma solugao fraca da equagao critica, caso em que nao podemos
usar a compacidade. Um caso particular dessa equacao é a equacao de Yamabe, que é
um exemplo histérico de equacao em que a imersao de Sobolev que temos de considerar
¢ apenas continua. Inicialmente, vamos provar um resultado que garante a regularidade
de solugoes para a equacao critica. Este resultado é necessario, uma vez que o argumento
de regularidade discutido para a equacao subcritica nao funciona para a equagao critica,
pois a formula indutiva usada para definir p;,;; nao funciona. Entretanto, verifica-se que
o argumento vale se provarmos que u € L°(M) para algum s > 2*, este resultado foi
apresentado por N.S. Trudinger [31] em 1968. Comecamos com um lema auxiliar.

Lema 90 Dado L > 0 sejam F,: R —-R e Gy : R — R as funcoes dadas por

2%
) =17 =k
r TLED2 22205 [ > L

[t <L

G t - * * * *
1) {%LQ R - 222 g s L

entao Fy e G sao funcoes Lipschitz em R.

Demonstragao. De fato, notemos primeiramente que Fy, é Lipschitz em [—L, L], uma vez
que F; é limitada em [—L, L]. Para verificar esta afirmagao, notemos que pela definigdo
de F7, temos :

1. Parat e (=L, L)\ {0},

*
2

2% 2*
R < S5 <5

2. Fj(0)=0,F)(L) =2 L% e Fj(—L) = -2 L% L.
Assim, |F}(t)| < %L%’l, de modo que
FL(0) — Fo(w) < S L5 =
para todo t,w € [—L, L]. Agora, para t,w € (—oo,—L) U (L, 00) quaisquer, temos

Fo(t) = Fo(w)l = SLE 22t = o] < SLE D2t ),

Consideremos agora o caso em que t € [—L, L] e w € (—oo, —L), assim, [t| < L e

41



N

* 2% v o 2F — 2 o
puw—puwy:mg—(—azzmm- L%>

2 2
* PR QK _ D o
=|t7 — 5L jul+=5—L7
2* 2% o g 28 — 2
<l|tj? ——=L = L L=
<[] 5 +—
=|t|7 —L% <.
Por outro lado,
AP 2F —2 o .
Fr(w) = Fu(t) = 5L Ju| = ==L — |t
2* * * *
=SL7 (lwl=D)+ L7 — |7
2* *® * *
< GLF (| =t + LT — |t =
2* * * *
S GLT hw—tl+ L7 — |t 7.

Considerando a funcao g : R — R dada por

g(s) =s7,
temos pelo Teorema do valor médio que existe 0 < # < 1 tal que

2% 2

2" 2%
2\=>;wL+O—9WD2WL—HM

%

L5 — |t

e portanto, como |w| > L,

%

L% — |t

2% -2
2

2% *
| < F @)=L~ [t] < Clw ]
em que C' é uma constante que depende de L. Segue que existe C';, > 0 tal que
|Fr(w) = FL(t)] < CLfw —t],

para quaisquer t € [—L, L] e w € (—o0, —L). Analogamente, podemos repetir a ideia para
o caso em que t € [—L,L] e w € (L,+00). Escolhendo a maior das constantes em cada
caso, obtemos que existe M > 0 tal que

|FrL(w) = FL(t)] < M|w — ],

para todos t,w € R. Ideias analogas permitem concluir que G, também é Lipschitz em
R.

Teorema 91 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3, e
seja h uma fungdo suave em M. Sew € HZ(M), u >0, é uma solugao fraca da equagdo

Agu+ hu = >

em que X\ € R, entao u € suave e ou u =0, ou u > 0 sempre.

42



Demonstracao. Comecamos mostrando algumas propriedades das funcoes Fj e Gp,
definidas acima. Afirmamos que

F(t) <tz
De fato, o caso em que 0 <t < L é claro, agora se t > L considere funcao

o*

1) =% = Fu(0),

entao o
F(t) = 5@2*/2—1 _ L2*/2—1) 0.
Como f(L) =0, temos f(t) > 0set > L, quer dizer, Fr(t) < £,
Analogamente a afirmacao anterior, temos G (t) < 21 para mostrar isso, basta
considerar a fungao

g(t) ="~ = Gy (t)
para t > L. Note que (F1(t))* > tG(t). De fato, por definigao, Se 0 <t < L,

(Fr(t)* —tGr(t) =t —tt* 7t = 0.

E, se [t| > L,

A 2 2 ,\? 2, 2 9 .
(FL(t))2 _ tGL(t) — (EL(Q 72)/2‘t| _ 5 LQ) —t <5L2 72|t’ _ TLz 1>

2°\? . e (2 2" o2 2" .
= (=) L7 22 L [ = — 1)t = — 1) L =L P = - 1) L e
(5) & 1) (2 o (2 i
2 2\’ .. (24)* (2 e, .
= =) | 2F - -1 — —1)|L* =o.
2 (2) +[ > T2 2

Tem-se ainda que (F}(t))? < 2G'(t) quando ¢ # L. De fato, se || < L, temos

>

2* 2*
Fp(t) = S-Jt| =~
2
(§
G () = (2° — D)|t|* ¢
Entao,
2" ! ! 2 2" 2% -2 2"
QL) — (FL()? = =t ——1)>0.
SO = (F () = 72 (5 - 1) =
Se |t| > L,
2%\ >
2= (%)
(§]
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, 2* (2°\? ¢
a0-5(3)

2" 2% . t

—GLt)—(F )’ ==L"7?(-—1)=0.

5 G0~ (F0) = 52272 (1 -1)

Seja Fi, = Fr(u) e G = Gr(u). Como Fj, e Gy, sdo funcoes Lipschitz, u € HZ(M), e
Fr(u),Gr(u) € L*(M) segue da Proposigao 72, que Fr(u), Gr(u) € H}(M). Como u é
uma solucao fraca de

Assim,

Agu+ hu = Au?

temos para toda ¢ € H(M), que

/ (Vu, V) ,dV, + / hupdV, = A\ / u® pdV,.
M M M
Logo, para ¢ = G, € H2(M), vale que

/ (Vu, VGL)dV, + / huG rdV, = A / u? TG Lav,.
M M M
Agora, como
—/ |h|u(;LdVg§/ huG dV,,
M M

Gr=Gr(u) <u¥leuec L¥ (M) segue que

/ (Vu, VG1),dV, < max |h|||u]|Z + )\/ u? T1GLdV, = C) + 02/ u? "G dv,.
M M M

Usando a definicao de VG, vem
VG = G (u)Vu,
e, dai,

/ G (u)|Vul|*dV, < C, + 02/ u? TG Ldv,
M M

utilizando o fato de que (FJ (¢))? < 2G7(t) e tGL(t) < (F(t))?, podemos escrever que

2 . 2 Lo
5/ IVFL|2dV, = 2—/ (F7 (u)?|Vul?dV, < C, +02/ u* ?FRdV,. (5.1)
M M M

Dado K > 0, defina
K ={z:ulz)<K}e K" ={z:u(zx)> K}

Segue, da desigualdade de Holder, que
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W22V, 4 / W2 E2AV,

[ e, = |
M K+

) ) 2/n o 2/2*
w2ipav,+ ([ ) ([ drean)
K- K+ K+

=

IN

~ 2/n ~ 2/2*
/ u* 2FEAV, + ( / u2*dvg> < / Ff*d{@)
K K+ K+

~ . 2/2*
/ > PFEAV, + e(K) ( / F? dvg> :
K K+

e(K) = (/K+ u2*dvg)2/n.

Agora, como HZ(M) — L? (M), existe uma constante C3 > 0 que independe de K e L
tal que

em que

I

5 < C3||FL||?{12-
Entao,

/UQ*_QFECMS/ uz*—2ﬁvj§d%+5(_}()03/ (IVEL* + F7)dV,
M — M

como u € L¥ (M) , temos que u € L*(M) e assim, pelo Lema 64, segue que

I}l_r)nooa(K) = 0.
Dado 6 > 0, fixemos K tal que
2
CQCgE(K) < E < 1. (52)
Quando L > K,

/uz*zﬁ%d% < /u2*2(u22*)2dvg < K2(2**1)Vg
Independentemente, sendo u € L2 (M), e Fp(t) < t¥'/2,

2*
2% §C4<OO7

/ Ffdvy < |lu
M

em que Cy independe de L. Assim, segue de (5.2) que

*

~ 2 * ~
/ |VEL|?dV, < — ((71 + 02/ u? —2F§dvg>
M 2 M

2 . 8 _
<3 {01 + Cy [KQ(Q DV, 4 Cse(K) (/ |V Fy|*av, + / ngvg)} }
M M
2* . i
<3 <01 + CoK*@ DV 4 CyCae(K) / |V EL|2dV, + Cgcgg(K)al)
M

=O5+06/ |V EL|2dV,,
M
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De (5.2) temos que 1 — C > 0, e portanto,

. Cs
VEF2dV, < ,
/];4’ L’ g — 1_06

em que Cg = 2-C5C3¢(K). Como HF(M) < L?' (M) é continua,

/Ff*dvgg@ (/ |vFL|2dvg+/ ngvg> §C7< Cs +g4>
M M M 1-— 06

(2%)2
2

e todos os C; nao dependem de L. Fazendo L — oo temos u € L , uma vez que

2*/2)2* — |yl (22)2

Fr(u)? = (|u

* " *y2
Como 2* > 2 temos (22)2 > 2% e como u € L* (M) N L%
A7 que u € L"(M) para qualquer 2* < r < @, em particular, existe s > 2* tal que
u € L*(M). Pelas ideias utilizadas no Teorema 89 prova-se que u é suave, e pelo principio

do maximo, garantimos que v = 0 ou u > 0 em M. Isto prova o teorema.

(M), temos pela Proposi¢ao

5.3 Teoria de Existéncia Para Equacoes Criticas

Na discussao da existéncia de solucoes para equacoes subcriticas realizada na segao
anterior, usamos o fato de que a imersao de H? em LP é compacta se p < 2*. Obtivemos
a regularidade para o caso critico sob algumas hipdteses. Nesta secao, discutiremos re-
sultados envolvendo a existéncia para equagoes criticas, para o qual a compacidade nao é
valida. Portanto, para uma sequéncia (u;) que converge fracamente em H?Z, nao podemos
afirmar que (u;) converge fortemente em L?", o que impede a obtencao de uma fungao u
minimizante para o invariante p. Um caso particular em que isto ocorre é na equagao de
Yamabe, como ja citamos.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo, de dimensao n > 3,
e seja h uma funcao suave em M. Vamos considerar nesta secao, equacoes da forma

Agu+ hu = M2 7l em M
u>0em M,

para A € R. Fazendo A = p = po«, iremos distinguir trés casos. O caso negativo (
p < 0), o caso nulo (= 0) e o caso positivo ( u >0 ).

5.3.1 O Caso Negativo

Dado ¢ € (2,2%), sejam p, e H, como na Definigdo 88. Pelo Teorema 89, existe u, suave
e positiva em M tal que
Agug + hug = pgud™’

e fM uldVy = 1. Assuma p < 0, portanto, existe u € H := Ha- tal que I(u) <0, em que

I(u) = /]W(\Vu\z—l—hu?)dl/g.
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Notando que
u

c
(fM |u|qug)1/‘1

Hy.

segue que

<1 -
H =T\ Uy Tuleav,) e
e pela desigualdade de Holder,

0</ |u|qczv;,g</ u
M M

Observemos agora que existe g9 > 0 tal que p, < —¢¢ para 2 < ¢ < 2*, pois

u _ I(u)
pg <1 ((fM |u|qd‘/g)}1> = Hqu < 0.

Agora, para u € H,, vale que

<
* a4 1

2% 2 1_2* _2%
dvg | Vg T =V .

_2
~[lull3 = —(Vy)" s,

e portanto,
/M(’V“’2 + h?)dV, > /Mhu%zvg > —Cl[ul} > —C(V,)' s,

de modo que
Hq > _C(V;J)lia

para todo ¢ € (2,2*). Diminuindo g se necessério, podemos supor que

1
—— < py < —gp para todo ¢ € (2,27).
€0

Seja z, um ponto em que u, é maximo, entdo Aju,(z,) > 0. Logo,

h(xg)ug(wq) < Agug(wy) + h(zg)ug(zy)
= Mqug_l(xq)
< —gudH(zq) < 0.

Em particular, h(z,) < 0 e como h(zy) < prgul?(x,), temos

cotg*(wq) < ug(w)(—tg) < —hlwy) < max|h(z)],

assim,
_ 1
ul™? () < 5max|h|.
Em outras palavras, existe C' > 0 tal que u,(z) < C para todo ¢ € (2,2*) e todo x € M.

Pelos Teoremas 89 e 70, podemos afirmar que u, é limitada em HY (M) para todo p,
e todo ¢ € (2,2%). Como gouf~*(z,) < max |h[, temos

h
ug_l(x) < %uq(a:) para todo x € M.

€0
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Logo,
lug || = /M ud™ (z)[PdV, < Cllug|p < oo, (5.3)

pois u, € LP(M). Novamente, pelo Teorema 89, existe u, € C*°(M) , u, > 0 tal que
Agug + hug = pgud ™.

Facamos f := uqug_l — hu,. Entao, Aju, = f. Claramente, —hu, € LP(M) para
todo p, uma vez que a sequéncia (u,) e uniformemente limitada e por (5.3), segue que
ul~! € LP(M) para todo p . Logo, f € LP(M) pelo Teorema 70, u, € Hy (M) e

||Uq||H§ < C(lAugllp + [lugllp)
= C(I£1lp + llugllp)
< Cllpgllug ™, + (max h] + 1) Jugl,).

Portanto, a sequéncia (u,) é uniformemente limitada em HY (M) para todo p. Temos
ainda que HY(M) C C*'(M) para p > n > 3. Em particular, (u,) converge para alguma
u € C'(M) quando ¢ — 2*. Assumindo que (p,) converge para algum A quando ¢ — 2%,
obtemos que u é solucao fraca de

Agu+ hu = >

além disso, u é ndo nula desde que [ v uddVy =1 e uy — u uniformente quando g — 27,

temos
/ u? dV, = 1.
M

Por argumentos de regularidade, e pelo principio do maximo, obtemos que u é suave e
positiva em M. Em particular, u é uma solucao forte da equacao critica acima. Nao é
dificil verificar que limsup,_,5. f14 < p € que

uSI( T ),
Huq 2%
=
(o) v
M

para todo g. Como u, — u uniformemente, temos que

e deste modo, teremos

lim [ ul dV, :/ u dV, = 1.
q—2* M M
Portanto, temos também que liminf, - 1, > p. Assim, obtemos que p, — p quando
q — 2% e assim, A = u. Desta forma, provamos que se p < 0, entao existe uma funcao u
suave e positiva tal que

Agu+ hu = pu® !
e f I u2*dVg = 1. Em particular, u é uma solu¢ao minimizante dessa equacao. Além disso,
u é obtida como o limite uniforme de uma subsequéncia da sequéncia (u,).
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5.3.2 O Caso Nulo

Nesta se¢ao, vamos novamente utilizar o Teorema 89 no qual prova-se a existéncia de
solucao para a equacao subcritica. Assumimos que p := o« = 0 e consideramos H = Ho-.
Sejam também p, e H, como na Definicdo 88. Pelo Teorema 89, existe u, € C*(M),
ug > 0, tal que

-1
Agug + hug = pgud

e fM uldVy = 1. Afirmamos inicialmente que se p = 0, entao p, = 0 para todo g € (2,2%).
Dado € > 0, seja u. € H tal que I(u.) < e. Como a imersio HZ(M) — L* (M) é
continua, existe A > 0 tal que

lull3- < Allullzz = A(IVull3 + [|ul)3)

Tomando v = u,, temos
5 < AVl + [lucl3)-

Hue

Além disso,
[Vuell3 < max[h|[u.]f3 + ¢,

e com isso,

2 < Ale + Blluel3),

1 =||ue

em que
B :=max |h| + 1.

Portanto, A™' < e+ Bl|u.||3 e
lucllz > (A~ —e)B~".

Assim ||u|l2 > C para todo € > 0 suficientemente pequeno. Segue, entdo, que existe

C > 0 tal que
2
o< ([ tudav,) @
M
Logo,
C 2
[y, = |5 ) =c,
M 1=
g
Claramente,
I(u.) €
pg < I([Juclly ue) = < :
! ! Juellg — [luell3

E obtemos jg||u||? < e. Fixando ¢ > 2, e fazendo € — 07, segue que p, < 0. Por outro
lado, utilizando o fato de as u,s serem limites de sequéncias minimizantes para p,, como
>, € H, vem que

foi utilizado no caso negativo e fato de que ||u,

2 1(u, L =0.

5*1uq) > Huq

Hqg = I(uq) = Huq

E, portanto, p, > 0. Portanto, foi provado que se yp = 0, entao p, = 0 para todo g.
Escolhendo u = ||u, 2_*1uq para algum ¢, obtemos que u é uma solucao suave positiva da
equacao

Agu+ hu = pu® 7

. _ , L .
tal que [,, u* dV, = 1. Em particular, u é uma solu¢ao minimizante da equagao.
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5.3.3 Melhores Constantes para a Desigualdade de Sobolev

Antes de enunciar o teorema de existéncia para a equacao critica no caso em que p > 0,
vamos fazer uma pequena digressao e apresentar alguns resultados basicos referentes a
teoria das melhores constantes de Sobolev.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, dados k,p tal que kp < n, a
continuidade da imersao de H} (M) em Ln%k(M) (veja a parte (i7) do Teorema 71)
implica que existe C' > 0 tal que

Hanv_wiz;ﬂC < CO|lul|gr para toda u € Hy(M).
No caso especial em que k£ = 1, obtemos que para p < n, existem A, B > 0 tal que

lull 2= < A|Vull, + Bljul, para toda u € HY(M) (I,)

Agora, elevando (];) a poténcia p, obtemos que existem A, B > 0 tais que
[ul|’en < Al|Vull? + Bllu||p para toda u € HY (M) (1)
n—p

Mais geralmente, elevando (I}) a poténcia 6 € [1,p], obtemos a existéncia de constantes
A, B > 0 tais que

ul|%n < A||Vu|lf + Bllull para toda uw € HY (M) (1)
n—p
Uma questao natural seria perguntar sobre o melhor valor de A em (]3), o melhor
valor de B, a validade dessas desigualdades 6timas, e a existéncia de funcoes extremais

(fungbes para as quais vale a igualdade). Neste estdgio, para tornar mais claro o sentido
da palavra “melhor” definimos

Agp(M) =inf{A>0[3B>0 tal que (I)) vale Vu € H{ (M)},
e neste caso, estaremos interessados nas seguintes questoes:
(i) Qual é o valor de Ay, (M) ?

i melhor constante Ay ¢ atingida? Em outras palavras, existe uma constante
i) A melh tante Ag,(M) é atingida? Em out 1 ist tant
B > 0 tal que

lull e < App(M)|[Vully + Bllull, para todau € HY (M) (I,,) ?

O valor de Ay, (M) é fornecido pelo Teorema 94. Denote por C3°(R™) o conjunto das
fungoes suaves de suporte compacto em R”. Seja

RS

1 — inf (f]Rn |VU|p)n_p )
ot #5) ™

K(n,p)  uecg(Rm)\{0} (
A constante K (n,p) foi calculada em [4, 27, 32]. O Teorema a seguir fornece o valor das
constantes K (n,p), e caracteriza as fungoes extremais em R".

1

Teorema 92 Sejal <g<ne ST %.Entdo:

Q=
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(i) Para u e C3°(R™),

</ |u\pdx>’l’ < K(n,p) < 5 ]Vu]qu> ' (5.4)

em que

S =

p—1/( n—p \* T(n+1)
K(n,p) = n—p (n(p _ 1)) <F(%)I‘(n +1— %)wn1)

(17) K(n,p) € a melhor constante para (5.4) e se p > 1, a igualdade em (5.4) € atingida
pelas funcoes dadas por

Ll
1 -
ur(t) = | ————
(A + ||| )
em que A € um numero real positivo e || - || denota a norma em R™.

Demonstracao. Veja [18], p. 92.

Observagao 93 No Teorema 92, tem-se que w,_1 € 0 volume de S C R™ e

['(x) ::/ t" e tdt
0

¢ chamada funcao Gama.

Em particular, segue do Teorema 92 que, para p = 2,

3=

B 1 F(n—l—l)
K(n,2) = (n(n—Q))% <P(%)F(%+1) wn_1>

Sabe-se que

= wol(§TY) = ——
w1 = vol(S") T+ 1)
entao,
K(n,2) = (n+ 1)1“2(71)
F(%)WQ

Agora, para x > 0 usamos a férmula de duplica¢do para a funcao Gama (veja [21] p. 42),

para obter
1
9e-1p (g) r (“"; ) = /l(2),

e para r = %, obtemos
1
r (9) r <g + 5) — 91" /7T(n),
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ou seja,
(™ +l _ 21*”\/?F(n).
2 2 I'(%)
Agora, como I'(x + 1) = aI'(z) para todo x > 0, vem

" T2 T2
wyp = vol(S™) = TET ) = TIT(a)
Logo,
or" T r(2)
Y 21=n /7T (n)
L(g)ms
(n+41)2=7y/7l'(n)
L(3)ms
" (n+1)2T(n)
e assim,
I (n+1)2™(n)  27"T(n+1)
wo w03 DTG+ Dwnt
e, isto implica que,
['(n+1) o
PP+ Dwnt wn
Segue que
Mn+1 " B
(F(%)F(% +1 w> o
e, portanto,

Kny— .2 (L)
(n(n—2))2 wn win(n —2)

Teorema 94 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n, p €
[1,n), e @ € [1,p]. Entdo temos que Ag,(M) = K(n,p)’. Em particular, seque deste
resultado que para qualquer € > 0, existe B, > 0 tal que

lull%en < (K(n,p)” + )[[Vully + Bel[Vull,,
para toda w € HY(M).

Demonstragao. Veja [22].
Quando p = 2, sabe-se que a constante K (n,2) ¢ atingida, de acordo com o teorema
a seguir. Para mais informagoes, veja [22].

Teorema 95 (Desigualdade de Sobolev) Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta com n > 3. Entao existe B > 0 tal que

(/ \uyﬁd%) ’ gK(n,Q)Q/ \vu|2dvg+3/ u2dv,
M M M

para toda v € H(M). Em outras palavras (I3 ) € vdlida em M.

2,0pt
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5.3.4 O Caso Positivo

Nesta se¢ao, vamos considerar o caso em que j := o+« > 0. Afirmamos que se p > 0,
entao o operador Ay + h é coercivo, isto é, existe A > 0 tal que

[ (vu -+ v, = Aluls
A fim de provar a afirmacao, note que para qualquer u € H, tem-se

/ (IVul2 + ha)dV, > p > 0.
M

1-Z 1-Z
0 ful = [ wav, < v F (Vg )u < (V”’ ) [ (vaf + uyav,,
M H H M
/(|Vu|2+hu2)dvg o / u2dv,.
M ‘/";727* M

v
=0

Seja 0 < e < [i/2 tal que (1 — &)+ €h > [1/2. Segue entao que

/(|Vu|2+hu2)dvg _ /(|Vu|2+hu )V, + ( 1—5/ (IVul> + ha®)dv,
M M
/(|Vu|2~|—hu VAV, + (1 — )i /
= / |Vu|?dV, +/ ehudVy + (1 — )/L/MquVg
= 5/ |Vu| dVg—i—/ (eh + (1 — e)p)u*dV,

M M

> 5/ \Vu\QdVg—i-g/ quVZJ
M M
> 5(/ |Vu|2dV:q+/ ’LLQqu).
M M

[ (Va4 a)av, > elulfy.

v

Portanto,

e Ay + h é de fato coercivo se p > 0.

Teorema 96 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana Compacta de dimensao n > 3, e
h uma func¢ao suave em M. Se
1

: 2 2
mf/ (IVu|* + hu)dV, < K 2%

uEH M

em que K(n,2) € como na se¢cio (4.3) e H como na Defini¢ao 88. Nestas condigies,

existe w € C°(M), u > 0, tal que
Agu+ hu = pu* 71,

2% o . P ~ .. . ~ sy -
e fMu dVy, = 1. Em particular, u € uma solugdo minimizante para a equagdo critica.
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Demonstracao. Provaremos que a solucao u do teorema acima pode ser obtida como o
limite das solucoes subcriticas dadas pelo Teorema 89. Dado 2 < ¢ < 2%, sejam p, e H,
para 2 < g < 2%, e seja u, € C*°(M), u, > 0, dada pelo Teorema 89, tal que

Agug + hug = pgud™’

e fM uldV, = 1. Afirmamos que p, — p quando ¢ — 2*. De fato, dado & > 0, seja u € H
tal que o < I(u) < p+e. Agora, note que ||ul|, — |Jull2~. Para provar esta afirmacao,
observe em primeiro lugar, que

1
q In( [y lul2dVy)
([ vy ) ==
M

Agora, notemos que existe uma limitacao por uma funcao integravel:

ul” < (1+ Jul)? < (1+[u))* € LY(M).

Além disso, por continuidade, |u|? — |u|*" quando ¢ — 2*, uma vez que

glnful _ 62*ln\u| _ |U, 2*

lim |ul? = lim e
q—2* q—2*

Entao, pelo Teorema da convergéncia dominada,

/M |u|?dV, — /M lu*"dV, quando ¢ —» 2*.

Logo,
In f,, [ulaV;)
1 . M g
q In(fpr [ul9dVy) lim n(fyy [ul dvg)
lim (/ \u]qug)q =lime @ =el? q =e T = ula
q—2* M q—2*

Agora, como u € H, ||ul|o+ = 1, e assim,
I(Jlullg u) — I(u),
quando ¢ — 2*. Como ||u||;'u € H,, temos py < I(||ul|, u), de modo que

limsup py < I(u) < p+e.

q—2*

Fazendo € — 07, obtemos que limsup,_,. f1g < p.
Agora, utilizando a desigualdade de Holder, obtemos

q Vl_Qi*
2% Vg )

1 = [lug |2 = /M |74V, < |[u,

e, portanto, 1 < liminf,_ o« ||1y[2+. Temos também que

fillugll2s < pg = 1(ug).

Para ver isso, note que
) = [ (Va4 hai)dy = sy [ atdb = (5.5)
M M
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Ug

Por outro lado, para qualquer v € H p < I(u). Entéo, como u = | € H, teremos

[ugllox
I(u,)

||uq

p<I(u) =

)

2
2*
e isto implica, juntamente com (5.5) que

5 < I(ug) = pq;

como /> 0 temos p, > 0 para todo g. Usando as mesmas idéias do caso negativo, segue
que u, — u uniformemente quando ¢ — 2* e [ |uy|* — [|u[* =1, quando ¢ — 2* e pela
desigualdade anterior, temos

NHUq

< lim1 .
p < liminf pg

Com estas informacoes, segue que lim,_,9+ y1; = p como afirmado. Mas o operador A, + h
é coercivo no caso em que i > 0 e existe A > 0 tal que

(1) _ Mg
A A

Como HE(M) é reflexivo, existe u € HZ(M) tal que, a menos de subsequéncia,

gl <

(1) uy — uem HE(M) (pois (u,) é limitada em HZ(M)),
(2) ug — uw em L*(M) (pois a imersao Hi(M) — L*(M) é compacta),
(3) ugy — u q.t.p. (Consequéncia de (2)).

Por (3), u é nao negativa. Pela teoria da integragao, se (f,) é uma sequéncia limitada em
LP(M) para algum p > 1, e se (f,) converge q.t.p para f, entdo f € LP(M) e f, = f em
LP(M). Vamos verificar que as f;s dadas por f; = uf~"' sdo limitadas em L7 (M). Para
isso, usamos que a imersao HZ(M) < L* (M) é continua, assim existe C' > 0 tal que

[gll2 < Cllugl -

Como 1 < % e u, € L* (M), segue pela desigualdade de Holder, que

9
g—1y, 13+
g Vg 7.

/s

2 < [uq

Agora, usando o resultado de integragao mencionado, e sabendo que f, — u? 7!, q.t.p

por (2), segue que para qualquer ¢ € HZ(M),

/uglgodVg—>/ u2**1gpdVg
M M

quando ¢ — 2*. Portanto, obtemos de (1) e (2) que para qualquer p € HZ(M),

/ (Agug + hug)pdVy = / (Vug, V)g + hugpdVy — / (Vu, V)g + hupdVy,
M M M

quando ¢ — 2*. Multiplicando por ¢ a equagao subcritica que u, satisfaz, e em seguida
integrando teremos

/ ©Agug + phu,dVy = ,uq/ ug_lgod\/g.
M M
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Usando a Proposicao 40 na equacao anterior e passando ao limite quando g — 2%,
obtemos

/ (Vu, V), + hup dV, = u/ u® odV,,
M

M
de modo que u é uma solucao fraca da equacao

Agu+ hu = pu®* 7t

Por resultados de regularidade discutidos anteriormente, e pelo principio do méximo,
obtemos que u é suave e que u = 0 ou v > 0 em M. Vamos provar diretamente que u # 0.
Pela desigualdade de Sobolev, existe B > 0 tal que

2 < K(1,2)[[Vugll3 + Bllugl3.

[
para todo ¢q. Pela desigualdade de Holder, e pela desigualdade anterior vem

2_ 2
q 2%

B
= Bl < V5 K2 (19l + gl

Mas,
| (V= hal)av, < ra)
e assim,
IVagllz < 1 (ug) + masx () ugl5,
logo,
LSV K (27 (1) + Cllug ),
em que C := max |h(z)] + K(?f 2z Fazendo g — 2*, segue que

1< K(n,2)*(u+ Cllull3)
e por hipétese, p < 1/K(n,2)? entao uK(n,2)* < 1. Assim,
1 <1+ K(n,2)*Cllull3.

Portanto, [|ulls > 0. Como ja mencionado, u é suave, e pelo que acamos de provar, u é
positiva em M. Finalmente, vamos mostrar que |jul|3 = 1. Com efeito, como a imersao
H2(M) — L* (M) é continua, existe C' > 0 tal que

[ugllar < C’”uq”H%-

Agora, pelo fato de L?" (M) ser reflexivo, vem que existe uma subsequéncia de (u,)
(que ainda denotaremos por (u,) ) tal que u, — u em L* (M). Dessa forma, tomando o
limite inferior quando ¢ — 2*, vem

|ull2» < Hminf ||ugl2 < liminf 12 = 1.
0

1

Agora, como u satisfaz a equagao Aju + hu = pu® ~!, segue que

2%
PR

) = [Vl + bty = o [ ¥ av, =
M M
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Portanto, dividindo ambos os membros da equagao acima por ||ul|3. vem

2% —2
2%

I(Jlu

pu) = pulfu

mas,

I([lully'w) = p,

e juntando essas informagoes, vem

2% -2

p < I(]u >

pu) = pillu

e portanto, ||ul|3 "2 > 1, isto é, ||u
temos ||ul[« = 1 como querfamos mostrar.

o7

9+ > 1. Como ja provamos a desigualdade oposta,



Capitulo 6

Teoria de Blow-Up no Espaco de
Sobolev H%(M)

Até o momento, utilizamos argumentos que foram baseados nas imersoes
H(M) — LYM) paral<q<2*.

Discutimos o caso critico em que 1 > 0 onde o expoente critico aparece, mas a energia
é baixa. Ainda resta explicar o que acontece quando temos um problema de expoente
critico com energia arbitrdaria. Uma importante nocao que aparece é a nocao de pontos
de Blow-Up, algumas vezes também referidos como pontos de concentracao.

Um cenario em que esta nogao aparece naturalmente é quando se discute sequéncias
de Palais-Smale associados a equacao

Agu+ hu = u* (6.1)

em que

n
Agu=— Z ekl ((‘Z-ju — Ffj@ku)
ij=1
é o operador de Laplace-Beltrami, e h é uma funcao suave em M.
Uma questao geral que estaremos interessados é a de caracterizar o comportamento
assintético das sequeéncias de Palais-Smale para fungoes nao negativas. Um resultado
similar existe quando nenhuma condigao é feita em relagao ao sinal da sequéncia de Palais-

Smale. A resposta a esta questao envolve a contribuicao de varios trabalhos desenvolvidos
desde a década de 80.

6.1 O Teorema do Passo da Montanha

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3. Consideremos
a equacao dada por
Agu+ hu = u? L

com u > 0, em que h € C*(M). No que segue, assumiremos que o operador A, + h é
coercivo. Note que se h é uma funcao positiva em M, temos coercividade, pois

/ (|Vul? + hu?)dV, > h(mo)/ u*dV,
M

M
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para algum zy € M e analogamente ao que fizemos no Capitulo anterior, pode-se concluir
que Ay + h é coercivo.
Seja J : H(M) — R o funcional dado por

g-

J(u):%/M(qumhﬁ)

Definigao 97 Uma sequéncia de funcoes (u;) em HE(M) é chamada de Palais-Smale
para J se:

(i) J(u;) € limitada com respeito a i, e
(i) DJ(u;) — 0 em HE(M)* quando i — +o00.

Uma ferramenta basica para construir sequéncias de Palais-Smale é o Teorema do
passo da montanha de Ambrosetti-Rabinowitz (Veja [2]). Usaremos o Teorema do passo
da montanha sob a seguinte forma:

Teorema 98 (Ambrosetti-Rabinowitz) Seja ® : E — R uma fung¢do em um espago de
Banach E. Suponha que existe uma vizinhang¢a U de 0 em E, ug € E\U , e uma

constante p tal que
®(0) < p, P(ug) <p, P(u) =p

para todo u € OU. Seja
¢ = inf{max ®(u);y € '},

uey

em que I' representa a classe dos caminhos continuos ligando 0 a uy. Entao existe uma
sequéncia (u;) em E tal que ®(u;) — ¢ e D®(u;) — 0 em E* quando i — +00.

Demonstragao. Veja [2].

Em nosso caso, vamos considerar £ = HZ(M) e ® = J. Seja U = By(r) a bola de
centro 0 e raio r em HZ(M). A fim de aplicar o Teorema 98, devemos a priori mostrar
que J é um funcional C!. Primeiro, vamos mostrar que J é Frechét-Diferencidvel. Para
simplificar a notagéo, escreveremos [,,(-)dV; como [(-). Seja

DJ(u)v = /(vu, Vv>g+/huv - /u2 -

Utilizando a expressao do funcional J obtemos

J(u+v) /|Vu\2 /Vu V), /|VU|2 /hu +
1 o1 -
+§/v+/ —/u Y +6(v)

em que 6(v) = [,, 0(v v)/v — 0, quando v — 0 em HZ(M) e

1 s L[, 1 ).
—2/\Vu|+2/hu 2*/|u\,
temos
1
J(u+v)—J(u):/(VU,VU)Q+§/|VU|2+/huv+ /v —/ v+ o(v

29
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e, portanto,

|J(utv) = J(u) = D] _ 1, |6(v)]
[V]] 2 20 vl

Mas, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que |v| < ¢ implica |o(v)| < €|v|. Neste caso,

o) = | [ ot

< [1ow) <= [ ] < eloli ),

e, assim,

< ellollp (V)2 — 0,
[0l 22 !
quando v — 0 em HZ(M), mostrando que J é diferencidvel. Agora, resta mostrar que a
aplicacao

DJ:H}M) — B(H}(M),R)
U —> DJ(u),

em que B(H?(M),R), representa o conjunto dos funcionais lineares limitados, ¢ continua.
Para isso, consideremos separadamente os seguintes funcionais, definidos em H?(M):

Dy (u)p = / (Vu, Vi), + / hug

DJs(u)p = /uQ*_lgp.
2*

Em relacdo a este tltimo funcional, considerando a fungao real dada por f(z) = |z|*,

* __ . . . .
podemos mostrar que f’(x) = 2*|x|* ~2z. Com isso, podemos considerar o funcional acima
como sendo

Dy(u)p = / " .

Seja u, — u em HZ(M) . Entao, para qualquer p € H(M), temos:

Dy () — Dy ()| — ‘/ V(1 — )V + /(u - un)hgo‘

< (= w) @)l + maxlh 1] [ Ju= ol

[ = unllmzll @l 2 + Crllu = unllal[ @]l

[ = unll g2 |01l 2 + Callu — unll 2 llopll 123

Portanto,

D Ji(un) — DJi(u)|| g2y = sup  |DJi(u)e — DJi(un)el

”‘P”H%Sl

< sup (= wallzllelg + Callu = unllag ol
Il <1

< lu = unllz + Collu = vz,
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de modo que,
1D Jy(un) — DJi(u) pazpy — 0 quando n — +oo.

Agora, considerando o funcional D.J,, suponhamos que u, — u € HZ(M). Entao,
U, — u € LIU(M) para 1 < g < 2* e, a menos de subsequéncia, u,(z) — u(x) q.t.p em
M. Além disso, existe g € LI(M) tal que |u(z)|, |u,(z)] < g(x) q.t.p em M (a menos de
subsequéncia) veja o Lema 65. Queremos mostrar que DJy(u,) — DJy(u) em B(HZ R).
Para isso defina f(u) := |u|?"2u. Entao

|f()]7T = [ul?2ulaT = |u|? € L'(M).
Logo, f(u) € Lﬁ(M), e ainda, temos
() = F@)]7T < 28T (Jfun]? 20|77 + [Jult2u77 )

< 2077 (fuy|? + [u]?)
<271t g|r e LN(M).

Pelo Teorema da convergéncia dominada, segue que f(u,) — f(u) em La1(M) para
q > 2. Dai, dada ¢ € H}(M), e ¢ = 2*, segue da desigualdade de Holder, que

| D Ja(un)-p = DJa(u).p] < / [f (un) = f)llel < 1S (un) = f(w)]lr

2*
51 ¢
imersao continua H (M) — L* (M), vem que existe C' > 0 tal que

em que r = é o conjugado de 2*. Entao, utilizando a desigualdade de Holder e a

1D Ja(un) — DJo(u)|| gz ey = sup  |DJa(un).0 — DJo(u).¢|

Il g2 <1

< sup | f(ua) = f(u)]l;
Il g2 <1

< sup O f(un) = f(u)ll-|l@lla2
Il <1

= C||f(un) = f(W)|l; — 0,
quando n — +o00. Assim,
| DJa(un) — DJo(u) az,py — 0,

quando n — 400 e concluimos que os funcionais D.J; e D.Jy sao continuos. Logo, DJ é
continuo.

Agora, vamos garantir a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale para J. Supo-
nhamos que A, + h coercivo, entao existe A > 0 tal que

[ 1vu -+ a)av, > Nl

I = Gl =5 [ 1l
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A imersdo continua HZ(M) < L* (M) implica que existe C' > 0 tal que

2%

i

para toda u € HZ(M). Logo —||u

2> —C||u||?q% e, com isso,

A 1

C
Tw) > Sllully - o

2

>\ *
lull3- = 5 llullzs = o lullzs-

c

Facamos C = % e Cy = 57, entao

J(w) = Cillullys — Collu

2*

Tomando r > 0 suficientemente pequeno, segue que existe p > 0 tal que se u € dBy(r),
entao J(u) > p. De fato, se u € OBy(r) entdo [lullyz = r, logo |[u 125,12 =71 e |jull3e =1,
1

de modo que

J(u) > Cyr® — Cor?.

Considere a fungdo f(r) = Cyr? — Cyr®” entdo f(r) > 0 se, e somente se, & > r> 2 ¢
existe ro > 0 nestas condigoes. Tomando r = ry vem que J(u) > p para toda u € 9By(r)
em que p = Cyr — Cord’.

Por outro lado, J(0) = 0, e para 0 # vy € HZ(M), vemos que existem constantes
K1, K5 positivas tais que

J(t’Uo) = |t|2 (1 - |t 2*_2K1) KQ,

e portanto, J(tvg) — —oo quando t — +o0.

Segue que existe 7 > 0, p > 0, e uy = twy tal que J(0) < p, J(ug) < p, ugp €
H2(M) \ By(r), e J(u) > p para todo u € dBy(r). O Teorema 98 entao nos garante a
existéncia de uma sequéncia de Palais- Smale para o funcional J.

6.2 Parte de Existéncia do Teorema 96 via Sequéncias
de Palais-Smale

Vamos utilizar a nocao de sequéncias de Palais-Smale para mostrar que existe u > 0
suave, que ¢é solugao de
*_
Agu+ hu=u*"t

A abordagem que seguiremos é devida a Brézis e Nirenberg [13]. Com o objetivo de obter
solucoes positivas, vamos modificar a definicao do funcional J, considerando um novo
funcional J* dado por

1 1 y
7 =5 [ (Val+ mav, - o [ @,

em que uT = max{0,u}. Como no Teorema 96, assumimos que

1
inf I(u) < ————
b 1) < 2
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9« = 1 e I é o funcional

em que H é o conjunto de todas as funcoes em HZ(M) tais que |ju
definido por

I(u) = /M(|Vu|2+hu2)dl/:q.

Dado € > 0, existe vg € H tal que

1
I(vg) < in%[(u)+6< —+te¢
ue

K(n,2)?
Uma vez que I(vg) = I(—wvp) e |[V]wl|| = |Vuwo|, podemos tomar vy > 0. Desta forma,
vy = e
J+(t ) t2]( ) tQ* / ( +>2*dv t2]( ) t2*
vo) = =I(vog) — — [ (v =—I(vy) — —
0) = 5t ) =5 [ W 9= 51 0) = o5

pois ||vg|l2+ = 1. Considere a fungao f(t) := %I(vo) - i—:, um céalculo direto mostra que

—2

flt)=0<=t=0o0ut=(I(v)) 7.
Tem-se f”(t) = I(vg) — (2* — 1)t* 72, e portanto,
10) = I(g) 20 e f'(I(wo)"%) = (2= 27)I (1) < 0.

Portanto, to := (I(v9))"T ¢ ponto de méximo global de f para t € [0, 00). Consequente-
mente,

mac " (too) = T (tovo) = 5

Assim, como I(vg) < K(n,2)"? , vem

1 n 1
* =—1I(vg)2 < —K(n,2)™".
max J™ (tvo) = —I(vo)* < —K(n,2)
Repetindo um procedimento ja realizado no final da Secao 6.1, sejam r > 0 pequeno, e
t > 0 adequados. Usando o Teorema 98, com U = By(r) e up = tvg, obtemos a existéncia
de uma sequéncia de Palais-Smale (u;) para J* tal que J*(u;) — ¢ quando i — +o0,
em que

K(n,2)™"
—; + . < + RS v
c 1nf{r1IL1€a$<J (u):yel'} < I?Zagcj (tvg) < " .
Em particular, podemos escrever que
1 2 2 1 +\2*
— [ (\Vw|*+huj)dV, = — | (u;)” dV,+c+o(1), (6.3)
2 u 2% I
em que o(1) — 0 quando ¢ — +o0. Agora, tomando @; = [|u; || sus, teremos
DJ*(w;) - @, — 0 quando i — +00. (6.4)
Segue de (6.3) que
1 L[
“I(u;) = — [ (uf)*dVy+c+o(1) (6.5)
2 2 i
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e da convergéncia de (6.4), obtemos

1 1

) = o

* [ vy + ol ) (6.6)
2 M 1

Fazendo a subtracao das equacoes acima membro a membro, e usando a coercividade de
Ay + h segue que
Ml < () < e+ o(1) + ofllusll ),

e portanto,

" <c+o<1> N o(Hu@-HH;)) |

luill <
TN il Juille

Afirmamos que [|u;|| 2 < C para todo i. De fato, supondo que ||u;|| 2 — +00, terfamos
1 1

pela equagdo acima que [[u;[zz < 0 o que é uma contradicao. Passando a uma sub-

sequencia, se necessario, obtemos:

(i) w; = uem H(M);
(it) wi —uweu —ut em L*(M), e
(14i) u; — u q.t.p quando i — +00.

Como DJ*(u;) — 0 quando i — +00, temos que para qualquer ¢ € HZ (M),

/(Vui,V@dV;,—i—/ huigodVg:/ (u)* " pdV, + o(1).
M M M

Usando as convergéncias de (i) a (iii) e passando ao limite quando i — 400, segue que
u ¢ solucao fraca de
Agu+ hu = (ut)* 1.

Em particular, tomando ¢ = u~, obtemos

/(Vu,Vu‘)QdV;]—f—/ huu_dl/;,:/ (u™)? " tudv,.
M M M

Utilizando a defini¢ao das fungoes u™ e 4™, concluimos que a segundo membro da equagao
acima é nulo, de forma que

/ (Vu,Vu~),dV, +/ huu~dVy, = 0.
M M
Agora, como u = u™ — u~ segue que
uu” =utuT — (uT)? = —(u")? e / (Vu, Vu™),dV, = —/ |Vu~|2dV,
M M
onde também, usamos o fato de que

(Vu,Vu™), = Zgijaiquaju_ = 0.
.3
Portanto,

/M V|2 + h(u)2dV, = 0.
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Como A, + h é coercivo, segue que u~ = 0, logo, v > 0 . Para mostrar que u nao ¢é
identicamente nula, suponha que se tenha u = 0.

Como a sequeéncia (f;, [Vu;|*); é limitada, podemos assumir, passando a uma sub-
sequéncia, que

/ Vul2dV, — § > 0,
M

quando ¢ —» +00. Por passagem ao limite, obtemos da equagao (6.6) que

S:/ (u+)2*qu,
M

uma vez que

1,2)
il g2

o([[us

olluillmz) = Nuillgz — 0,

pois
il = [ 1VuPavy+ [ wav, — s
M M

quando i — 4-00.
Por outro lado, pela equagao (6.5) obtemos, por passagem ao limite, que

S 1 .
5 = ; M(U+)2 d‘/g + c.

Observe que como estamos assumindo u = 0, temos, pelo passo (ii), que u; — 0 em
L*(M). Juntando estas equagoes, obtemos que S satisfaz a equagao

S 1 1
5—<§—;>5+Q

o que implica S = nc. Pela desigualdade de Sobolev, temos

13 < usllze < K(n, 2)* [ Vull; + Bllualls,

para todo B > 0 e todo i. Agora, notando que

vem que

i 3. — S+

Além disso, como ||Vu,||3 — S, a desigualdade acima nos dé que

S7 < K(n,2)%S + Blu|?2 = K(n,2)%S,

e, portanto, K (n, 2)5% > 1. Mas, sabemos que

1

S = <
nc e c K. 2’

assim,




logo, )
SnK(n,2) <1,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, u nao é identicamente nula. Assim, existe u > 0
suave, solucao de
*_
Agu+ hu = u? L

Ao lidar com sequéncias de Palais-Smale perdemos a priori a minimalidade da solugao.
Por outro lado, as abordagens baseadas em sequéncias Palais-Smale evitam o uso de
multiplicadores de Euler-Lagrange. Assim, podemos lidar com equagOes mais gerais.
Como em Brézis-Nirenberg [13], isto inclui o caso das equacoes dadas por

Agu+hu=u>"" + fu?,

em que f é uma fungao suave e ¢ € (1,2* — 1).

6.3 Introducao a Teoria de Blow-Up no Espaco H?

Para comecar a estabelecer a H?-teoria de Blow-Up, vamos introduzir a nocao de
bolha.

Defini¢ao 99 Dada uma sequéncia (x;) em M, e uma sequéncia {u;} de nimeros reais
positivos, tal que lim pu; = 0, definimos uma bolha como uma sequéncia (B;); de funcoes
definidas em M, dadas por:

n—2

2
i
BZ(ZE) = ( 5 dg(zi,m)2>
Wi + n(n—2)

em que d, € a distancia com respeito a g. Chamamos x}s de centros da bolha, e os ps
como o peso das bolhas.

Facilmente verifica-se que uma bolha converge para zero se existir ¢ > 0 tal que
¢ < dy(x;,x) para todo i € N, enquanto B;(z;) — +00. A definicdo acima relembra a
expressao das funcoes extremais da desigualdade de Sobolev

2
(/ |u|2*d:c) < Kfl/ |Vul*dz.
n Rn

As bolhas possuem uma expressao parecida com a expressao das solugoes fundamentais
da equacao Euclideana
Ay =¥ L.

A H?-teoria de blow-up pode ser estabelecida como se segue.
Teorema 100 Seja (M™, g) uma variedade compacta, com n > 3, e h uma fungdo suave
em M. Seja também (u;) uma sequéncia de Palais-Smale de fungées nao negativas para J.

Entao existe u® > 0 uma solugdo da equagao (6.1) e existem k bolhas (B™), m = 1,2, ..., k,
tal que, a menos de subsequéncia,

k

m=1

em que (R;) € uma sequéncia em H{(M) tal que ||Ri|l gz — 0 quando i — +ooc.
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Quando k = 0 neste teorema, a sequéncia (u;) convergem em H? para u’. Quando
k > 1, aparece a situacao de blow-up. A menos de subsequéncia, podemos assumir que
os centros x* das bolhas convergem quando @ — +00. Seja S o conjunto de todos esses
limites. Entao S ¢ finito, possivelmente reduzido a um tunico ponto, e

S={reM|Imz=Ilimz]"}.

Os pontos em S sao chamados de pontos geométricos de blow-up de (u;).

6.4 Resultados Auxiliares

Nesta se¢ao, vamos enunciar e provar alguns lemas que serao de suma importancia
para demonstrarmos o Teorema 100. Comecamos com um resultado que garante que uma
sequéncia de Palais-Smale para J é limitada em HZ(M). Sendo este reflexivo, garantimos,
a existéncia de uma tinica u® € H? que ¢ limite fraco de alguma subsequéncia da sequéncia
de Palais-Smale dada.

Lema 101 As sequéncias de Palais-Smale para J sdo limitadas em HZ(M), em que

2 av,.

1 1
I =5 [ (VuP+ v, - o [ Ju
2 Jur 2* s
para w € HE(M).

Demonstragao. Seja (u;) uma sequéncia de Palais-Smale para J. Como ja vimos,
DJ(ui)u; = o([[ui]|y2). Agora, observemos que

1 1 1
Tw) = EI(UZ)_(i_E)/Mqu
1 1 . 1 .
= —J(u) — = |2 - |2
5 (u;) 2/M|ul dVg—l—n/M|u1] dv,

1 1 «

J(ui)—% /M s

T(us) % /M Ju

Como J(u;) ¢ limitada, existe ¢ > 0 tal que

1
Lo
nJm
[
M

2% d‘/g

e, assim,

. 1
? dVy = §DJ(Ui)Ui = O(““Z’HH%)?

quer dizer,

2 dVy + o([luillz)-

PV + o([luilluz) < c.

Consequentemente,

dVy < net of|[uillaz)- (6.7)
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Agora, pela desigualdade de Holder,

[ v, <
M

< (ne+o(lluillmz))?

= O+ o([luillm2) 7
_ C+0(Hui\|12{12).

1

2
2 _2
Ve 7

l
5%

Entao,

/M utdV, < C+o <||u2 l) : (6.8)

Usando a definicao de J, podemos escrever que

2 *
2%
Assim, como J(u;) é limitado e vale (6.7), temos
I(ui) < C+ o(|[uil[ ). (6.10)
Notando que
luillFz < 1 (us) + Clluillz, (6.11)

segue de (6.8), (6.10) e (6.11) que existe C' > 0 tal que

2

oF
> ’

1

Hulﬂfqlg < C para algum C > 0.

llle < €+ ollluillaz) + o (lluil

em particular,

Isto prova o Lema 101.
Seja agora o funcional .J : H2(M) — R dado por

/|Vu|2dV— /|u|2 dV,. (6.12)

Claramente, se h = 0 entdo J = J. Uma sequéncia de Palais - Smale para J é uma
sequéncia (u;) em HE(M) tal que:

(a) J(;) é limitada com respeito a 4, e
(b) DJ(ii;) = 0 em HZ(M) quando i — +o0.

Seja (u;) uma sequéncia de Palais-Smale de fungoes nao negativas para J. Pelo Lema
101, podemos assumir que, a menos de subsequéncia,

(i) u; — u® em HZ(M) quando i — +oo,
(i) u; — u® em L*(M),
(i13) u; — u® q.t.p.

Como u; > 0 segue pelo item (744), que u® > 0.
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Lema 102 Seja (u;) uma sequéncia de Palais-Smale para J e u° a fungdo limite dada
pelo Lema 101 . Entdo 4; = u; —u®. Afirmamos que (i;) é uma sequéncia de Palais-Smale
para J com a propriedade de que

J(@;) = J(u;) — J(u®) 4 o(1),

0

e além disso, u” € solugdo da equagdo (6.1).

Demonstragao. Comecamos observando que, por hipdtese, para qualquer p € HZ(M)
tem-se

DJ(u;)p = / (Vu;, V) ,dV, +/ hu;pdV, — / u? odV, = o(1). (6.13)
M M M
Considere o funcional @, : H?(M) — R dado por
D, (u) = / (Vu, V)dV,.
M
Pelo item (i) concluimos que @, (u;) — ®,(u’). O item (i) garante que

/huigodVg—)/ hu’pdV,,
M M

finalmente, observe que, pelo Lema 101, existe C' > 0 tal que

11—k 1-&
2olggy, ) = Zav,) = fu
y |u; g Uy | g = [Ju;

1 2*—1
7

2*—1
2* S C’

* *_ *_ 2% .
e, como u; ' — u¥ "1 q.t.p, tem-se que u — u?> 7t em LF-1(M) em particular, a

convergéncia é fraca. Assim, para toda ¢ € (L237—1(M))* = L* (M), teremos
/ ul todV, — / (u®)? "tpdV,.
M M
Em particular, ¢ € H?(M) C L? (M), tem-se que
/ u?*’ldeg — / ug pdV,.
M M

Passando ao limite em (6.13) obtemos

| @ vaav,+ [ meav, = [ @i,
M M M

implicado que u° é solugao fraca da equagao (6.1). Pela argumentacao feita no capitulo
anterior, na prova do Teorema 96 segue-se que u° é de fato uma solugao de (6.1). Final-
mente, para provar que (4;) é uma sequéncia de Palais-Smale para J com a propriedade
enunciada, vamos calcular a energia J(@;). Primeiro, observe que

[ hta = e

gc/ s — s + u0ldV
M

< Cllus — ulll2llui + w2
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e pelo item (i7) acima, podemos escrever que
/ hu?dV, :/ h(u®)?dVy + o(1).
M M

Utilizando a definicao de J e J, teremos

T () ) = 3 (1)~ 1)) = 9 (=) B 5 s

A primeira parcela do segundo membro da equagao acima é tal que

2|l 2)-

5o —lui—uo

I(w) = I(u”) = ([|Vull; = [Va'[13) + o(1),
agora, por convergéncia fraca, temos
= (IV(ui = a3 + [IVul]3 = [Vusll2) = o(1).
De fato,
IV (i = w3 = Vsl — 2/(Vui,Vu0> + ([ Va3,

Consideremos o funcional ® dado por

P(p) = /(V%WO%

para ¢ € HZ(M). Entao ® é um funcional linear continuo, uma vez que

[@(p)| < /\VSOHVUOI < IVello[I[Va®ll2 < [IVa®ll2]lol 2,

e como estamos supondo que a sequéncia (u;) converge fracamente para u’ em HZ (M),

segue-se que
/(Vui,Vu()) —)/]Vuo\z,

quando i —> 400, provando a afirmacao.
Finalmente, pelo Lema 48 temos

2. =o(1).

luill3- = N1u®l13+ = llui — uo

Portanto, B
J () = J(u;) — J(u®) + o(1),

de modo que J(i;) é limitado. Seja ¢ € HZ(M), entdo a continuidade da imersdo
H}(M) — L*(M) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz permite-nos concluir que

’/ hiidV,

M

waax|] [ pula
M

maux [l i)

Cllell e llill2

Cllellmzllui = u®l2

‘/ hu;p — huogodVg
M

IN

IA A
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e, portanto, a convergéncia em L?(M) na tltima desigualdade permite concluir que

/ husdV, — / B0 pdVy + of ] 2).
M M

Desde que u° é uma solucao de (6.1) tem-se que u° € C*°(M).Um fato importante é

que vale a seguinte igualdade

DJ(u;)-0 = DI ()0 + o([[ 0] 2)- (6.14)

Para mostrar isso, vamos verificar que

DI(w)p = D)o~ [ WigdVy + ollllug) (6.15)

em que U; é tal que [, WipdV, = o(||¢||y2). Para simplificar a notagao, escreveremos
J(-), a0 invés de [,,(-)dV,. As expressoes das diferenciais de J e J sdo dadas por

D (i) = / (Vits, Vp)y — / @l 2.

/(Vu V), /hulgo /|u1]2 ulgo—i—/\ul Ui

— [0, 0by + ollelg) + [~ [Tl Fusp+ [ 0P e
/(UO)T_IQO - / i P + / @i |* e + o[l 2)

= (1w = [ o= [ 1l ) + ool

== [ [ = e = a0e| + ol

—— [ wiotollielg),

Entao,

DJ(u;)p — DJ (i) =

em que
\Iji — |Ui’2*_2ui . (u0)2*—2 0 ’u ‘2 —2

Assim, utilizando a terceira desigualdade do Lema 62, o fato de que a imersao HZ(M) <
L?*(M) é continua, e a desigualdade de Holder, obtemos:

/ W] = / el
<c / @l ] + C / PREIT
<C <H|u | u”|"

)

o+ |||l || || o

2 ) Iellas

||<,0

< &y (|l ey H T

71



(n+2)? . _ n+2

para algum C7 > 0 em que ¢ = . Agora, observemos que

2n(n—2) 2n

][] o= = o(1) (6.16)
(§]

11" ||| 2= = o(1) (6.17)

2% —1

De fato, |i;]9|u’|” € L==1 (M), pois

_ o2 _
Juaper#=av, = [ e

Agora, como 1 < 2* — 1 < 2*, tem-se que a imersiao HZ(M) — L* ~1(M) é compacta, e
existe C' > 0 tal que

[t #av, < maxtu] [ 1a

2*_1d‘/g-

714y, < maX|u0\/]ﬂi

21V, < Of|u; — u°

2% —1-

Como u; — u® em HZ(M), a compacidade da imersao garante que u; — u° em L? ~1(M)
e a menos de subsequéncia, obtemos (6.14). Analogamente, mostra-se que o mesmo vale
para a equacao (6.15) . Finalmente, observando que

ollellrz)

Neellmz — 0,
(e 1

quando i — +00, obtemos que (4;) é uma sequéncia de Palais - Smale para J, finalizando
a prova do Lema 102.
Seja f* = %K (n,2)~". Se u é uma solugao fundamental positiva da equacao Euclide-
ana critica
Au=u?"1

podemos multiplicar ambos os membros da equagao por u e integrar, para obter

/ \Vu\zdx:/ u® de,
Rn M

e, por uma propriedade das solugoes fundamentais positivas, (veja [17]), teremos

1 N T 11 )
2/Rn [Vulde 2 /Mu a (2 2*) (2)

1
— —K(n,2)™"
~K(n,2)

Lema 103 Seja (;) uma sequéncia de Palais - Smale para J tal que @i; — 0 em HZ(M)
quando i — +oo e tal que J(@;) — B < B* quando i — +o00. Entdo 4; — 0 em HE(M)
quando 1 — +00.

Demonstracgao. Pelo que estamos assumindo, .J (@;) é limitada, e pelo Lema 101
com h = 0, teremos
- . ~2/2F
l@ill3s < €+ ol ) + ol )
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e as U,s sao limitadas em HZ(M). Entao pela equagao (6.13) com h = 0, vem
DJ (). 1; = / Vi |2 dV, — / a2 dV, = o(1). (6.18)
M M
Por definicdo de J,

Q*d‘/tq

~ 1 1
J(i;) = —/ V| *dV, — —/ |
2 Ju 2* s
e pela equacao (6.18),
/ V| *dV, :/ @2 dV, + o(1).
M M
Logo,
~ 1 ~ % 1 ~O* 1 ~ 9%
J(w) =5 [ 4 dVy+o(l) = o [ g dVy=— [ a7 dVy+o(1). (6.19)
2 ) 2° Jm M
Novamente por (6.18),
[ aav,= [ vapav,+ o),
M M

substituindo em (6.12), teremos

(i) = /M Vi 24V, + o(1). (6.20)

S

Assim, por hipétese, J(@;) = 3+ o(1). Considerando as equacdes (6.19) e (6.20), podere-
mos escrever

n

1
_ E/MN'&iFdVngo(l)
= [+o(1).

~ 1 *
J(@;) = —/Maf dVy + o(1)

Assim, =L [ V@, [2dV, +o(1) e
filay = [ (Vafav,+ [ @a,
! M M
¢ limitada. Podemos admitir que, a menos de subsequéncia,
/ |Vi,;|?dV, — L > 0 quando i — —+o0.
M

Logo, quando i — +00 na igualdade

1

» | apav, =g+ ofu)

nJm

obtemos



Agora, como (u;) C HZ(M) podemos usar a desigualdade de Sobolev, e, a menos sub-
sequencia, existe B > 0 tal que

2 < K(n,2)?| Va3 + Bllal3,

||

para todo i. Além disso, como a imersao H2M — L?(M) é compacta, tem-se que @; — 0
em L*(M), (uma vez que @; — 0 em HZ(M)). Além disso,

2 o(1))*

(nJ(@))** = (lu

IN

5 +o(1)

||

IN

K(n,2)*|V; + Bl + o(1)
= K(n,2)*(nJ(@) + o(1)) + Bl|a|3 + o(1))

= nK(n,2)%J(@;) + B2 + o(1).

Fazendo i — o0, vem (nB)*? < K(n,2)?nB3. Observe que pelas equacdes acima,
|V ||3 = nB + o(1). Assim, se mostrarmos que 3 = 0, e juntarmos isto ao fato de que
|@;]|3 — 0 quando i — +o00, teremos 4; — 0 em H(M). Assumindo que 3 > 0 podemos
dividir ambos os membros da desigualdade (n3)%?" < K(n,2)*n3, por %2 e em seguida,
elevar a poténcia n/2 para obter

n"?* < K(n,2)"n"?8.

Assim, obtemos K (n,2) "n~! < 3, isto é, 3* < 3. Mas por hipétese 3 < 3* e obtemos
uma contradi¢ao. Portanto, temos § = 0, e a prova do Lema 103 termina.

O proximo lema é um dos principais argumentos utilizados na prova do Teorema
100. Para a prova deste resultado no contexto Euclideano indicamos [28, 29]. Agora,
para a prova no contexto Riemanniano, indicamos [15]. Finalmente, para a prova no caso
de outros tipos de operadores indicamos [19].

Observacao 104 No enunciado do proximo lema, teremos a sequinte notacao:

i enota o completamento do espago das fungoes suaves em R™ com suporte
) D?(R™) denot let to d d 5 R" t
compacto, com respeito a norma || - || = [|V(+)]]2-

(73) Dado § > 0 denotamos por ns a fungdo corte suave em R"™ tal que ns(x) = 1 se
r € Bs(0) e ns(x) = 0 sex € R"\ By(0). Usando o fato de que a aplicagcdo
exponencial

exp, : Tp,M — M.

¢ um difeomorfismo local, de acordo com a Proposicao 51, podemos definir uma
funcao corte suave em M por

6.0 =15 (exp, (x))

em que exp,. € a aplicagao exponencial em x; € M.

74



(1ii) Parai € N, defina a fun¢ao B; em M, por

1\7 (1
Bi(x) = s, <—> U (— exp;1 T >
(@) 125 i ( )

em que u é uma solugao da equagdo Au = |u|* ~'u em R"™. Entdo, definimos sua
energia pela expressao

.
2 dx.

1 1
E(BZ):i/ |Vu|2da:—? . Vu

(iv) Denotamos por iy := inj(M, g) o raio de injetividade da variedade compacta M, o

qual satisfaz a condi¢do
0 < iy < diam(M, g).

Lema 105 Seja (@;) uma sequéncia de Palais-Smale para J, tal que @; — 0 fracamante
em HZ(M) mas nao fortemente. Entdo existe uma sequéncia (p;) de mimeros reais posi-
tiwos, p; — 0, quando i — +00, uma sequéncia convergente (x;) em M, e uma solu¢ao
nao trivial u € D}(R") da equacao Euclideana critica

2* -2

Au = |ul* "“u

tal que, a menos de subsequéncia, a sequéncia (u;) dada por

em que

i) = () - e

en =Nz, 0 <0< %g, ¢ wma sequéncia de Palais-Smale para J, T; — 0 em HZ(M)
quando i — +00, e

J(@;) = J(w;) — E(B;) + o(1).

em que o(1) — 0 quando i — +00.

Demonstracao. Veja [15], Capitulo 3.

O préximo passo se refere a energia de uma bolha. Sabe-se que as solucoes positivas
da equacao Au = |u|? ~'u sdo fungoes extremais para a desigualdade étima de Sobolev
em R". Para tais fungoes temos

/ |Vul?dr = K(n,2)™" :/ u® du,
Rn n

veja ([17]). Segue-se entdo que, para bolhas nao negativas, a energia é precisamente [3*,
uma vez que a expressao da energia se torna

11 1
E(B;) = (5 - 2—) /R |Vu|?dV, = EK(n, 2)7" = B,

Lema 106 Seja (B;) uma bolha como no Lema 105. Entao E(B;) > p* .
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Demonstragao. De fato, se u é uma solugao nao trivial da equacio Au = |u|? ~2u, entdo
multiplicando por u e integrando sobre R", obtemos

/!Vu]de:/ lu|? da.

Pela desigualdade de Sobolev em R”,

(.

2
=

2
2*dx> SK(n,z)Z/ |Vu|2dx:K(n,2)2/ |ul* d,

n

assim,
1 o\ b )\
K(n, 2 < n|u| dx = ) lul* dx )
entao,
K(n,2)_”§/ |u|2*da::/ |Vul*dz,
e, portanto,
EBy—(+-2 /|v 2av, > LK (n,2)" = 8
i) — |\ § 7 A% U = n, - )
2 2¢) Jgn )

terminando a prova do Lema 106.
Agora, vamos utilizar os lemas anteriores para provar o Teorema 100.

6.4.1 Demonstragcao do Teorema 100

Seja (u;) uma sequéncia de Palais - Smale de fung¢oes nao negativas para J. Pelo Lema
101 temos que existe C' > 0 tal que [lu;l|gz < C. Podemos afirmar que

(i) Existe u® € HE(M) , tal que u; — u® em HE(M),
(ii) u; — u® em L*(M),
(i11) u; — u® q.t.p quando i — +o0.

Além disso, por defini¢ao, podemos assumir que, a menos de subsequéncia, J(u;) — c,
quando ¢ — +00. Pelo Lema 102 temos u® > 0 solugao de (6.1) e u; = u; — u® é uma
sequéncia de Palais-Smale para J com

J(@;) = J(us) — J(u®) + o(1).
Se ; — 0 em HZ(M), entao
U; = 'LLO + 17/2
e 0 nao a nada hé fazer.

Caso contrério, pelo Lema 105 existe (B}') tal que a menos de subsequéncia, a sequéncia

consistindo dos @;’s dados por
~1_ ~ 1
u; =u; — B,

é tal que (%)) é uma sequéncia de Palais-Smale para .J, @} — 0 em HZ(M), e
J(u}) = J(u;) — E(B}) + o(1) < J(i@;) — B* + o(1),

76



pois pelo Lema 106, E(B;) > 5*.
Se 4} — 0 em HZ(M), o teorema é provado, pois

~ 0 1, ~1
u, =u + B; +u;.

Agora, se uj — 0 em HE(M), mas nao fortemente, aplicamos o Lema 105, e garantimos
a existéncia de uma bolha (B?) tal que a menos de subsequéncia, a sequéncia consistindo

dos u? dados por

~2 _ ~1 2

é tal que (@2) é de Palais-Smale para J, @2 — 0 em H>(M) e

J(a2) = J(u}) — E(B?) + o(1) < J(i;) — 26 + o(1).

K3 3

Novamente, se u? — 0 em HZ(M), o teorema ¢ provado pois
u; =u’ + B} + B} + R,

em que R? = u?. Procedemos indutivamente.
Apés k iteracgoes, obtemos

J(af) < (J(ui) — J(u)) = kB* 4+ o(1) < C — k",
para algum C' > 0 e entao para algum k, teremos a menos de subsequéncia, que

J(i) = 8 < B,

k

e, neste caso, aplicamos o Lema 103 e obtemos que @; converge fortemente para 0 em

H?(M) e para este k , tem-se o teorema provado.

Observacao 107 Qutra possibilidade é que, como a energia de j(&f) fica menor a cada
iteragao, temos a igualdade

k

J(k) = J(a) = S BB +of1).

i=1

Podemos encontrar k de modo que o lado direito da equacao acima fique menor que 3* e
aplicamos novamente o Lema 105. Desta forma, obtemos por meio de um desses processos
a tese do teorema.

O corolario a seguir fornece uma caracterizacao da energia dos termos da sequéncia de
Palais-Smale no nivel H?.

Corolario 108 Dada a decomposicio em bolhas, tem-se que a energia da sequéncia (u;)
referente a esta decomposicao € dada por

k
lalle = )% + 3 nE(BE) + o(1).

m=1
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Demonstracgao. Utilizando a prova do Teorema 100 obtemos

J(af) = J(w) ~ ) E(B

e como vimos, J(w;) = J(u;) — J(u®) + o(1). Assim

k
(@) = J(w) = (') = 3 B(B
m=1
Para este fndice k, vale que ||@f||yz — 0 quando i — 400, isto &,
IV @ ll2 + 152 — 0,

quando i — 400. Por imersao, existe C' > 0 tal que

k|32 — 0 quando i — +00.
Agora, notando que

@l < Cllaf| -

1 1
=5 [ Ivatpav, - 5 [ ey, = SIvakig - et
2 Ju 2* s
tem-se que J(@F) = o(1), e assim,
k
J(u;) = J(u°) + Y E(B}") + o(1). (6.21)
m=1
Usando o fato que u® ¢ solugao da equagdo Aju + hu = u* ~! vem que
o 1 ISP PR
J(u”) = (u”)” dVy, = —|ju’||5-- (6.22)
n Ju n

Por outro lado, pelo Lema 101, tem-se que a sequéncia (u;) ¢ limitada em H?(M). Por-
tanto,

o(lluil ) 1, o
/ Ju;|* AV, + ———= Tl Nwill g2 = EHUZ 5o +o(1). (6.23)

Substituindo (6.22) e (6.23) em (6.21), temos

k

“I3: +n > E(B") + o).

m=1

||Uz‘ ;

Agora, como DJ(u;)u; = o(||u;|| 2), podemos escrever que

/ |Vui\2—|—hu?dvg:/ (u;)* dV, + o(1),
M M

logo,

J 1wl Ry, = [ (@ av, = [ h = @0y, o).
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Como
[t = @, = o),
M
segue que

/ |Vug)? + h(u®)?dV, = / (u;)? dV, + o(1).
M M

Usando o fato de que u° é tal que Au® + hu® = (u°)* =1 podemos escrever que

- [ v, = [ wapav, - [ @)y,
M M M
e, finalmente,

[ovubav, - [ 19apav, = [ rav,- [ av, o),
M M M M

IVuill3 = IVl = flus

e isto prova o corolario, pois

ou
5 +o(1),

2 — [’

k k
lwllZe = 00 + 57 nE(BY) + o(1) <= [Vaill3 = [Vl + S nE(B") + o(1),

m=1 m=1
uma vez que u; — u® em L*(M), e portanto, |u;|s — ||u’|l2 = o(1). Se u é uma solugao
positiva da equacao Euclidiana critica, pode-se escrever
luillz = [l + KB (n,2)™" + o(1),
conforme a observacao a seguir.

Observagao 109 Se u € D?(R") ¢ uma solucio ndo trivial, vimos que podemos definir
uma bolha (B;) pela expressao

)= (5) o (Gt
i(T) = N5z, | — u | —exp, (x) ).
i Hi

Um fato importante citado em [17], € o sequinte: Se u € ndo negativa, existe uma sequéncia
(Z;) em M e uma sequéncia de nimeros reais positivos fi; tal que

n—2

~ 2
i
BZ(ZE) = T o + RZ(.Z')7
(ﬂ? + dg(&4,7) )

n(n—2)

em que R; — 0 em H(M) quando i — +o00. Isto nos faz notar uma conexdo com a
definicao original de bolha dada no inicio deste capitulo. Assim, neste caso

B; =B+ R,

em que R; é uma funcio em HZ(M) para cadai e R; — 0 quando i — +00. De acordo
com [17], tem-se a norma em H:(M) de uma bolha como na Defini¢io 99 satisfaz

1Bl = K(n.2)™" +o(1).

Note que B; dada neste exemplo estd na forma da Defini¢io 99. Assim, supondo u solugdo
positiva da equacao Fuclidiana critica, teremos

m 1 1 —-n 1 M
B(BY) = [ [Vufde = LK (2" = L|BP [ +0(1).
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6.5 Unicidade da H?-decomposigao

Uma questao natural que surge a respeito da decomposicao em bolhas dada pelo
Teorema 100, é se tal decomposicao é tnica. Nesta secao, vamos fazer comentarios a
respeito desta questao.

Sejam B}, B, B? bolhas. Assuma que F(B}, B?) — +oo quando i — +00, e que

F(B}, B?) seja limitado, em que

F(BLBH =t B o ti)
( ) T g 1}

Entao F(BZ, B}) — +oo quando i — +o00. De fato, pela definigao de F' e por hipétese,
podemos escrever que
2

>0
- '
1y + I +

dg (le ,m?)Q

e — oo quando 7 — 400,

—~
—_
~—

=

2 f “zl dg(levx%)Q <C 1 C
( ) ) + P + e s para alguma constante C' > 0,

dg ($? ,:1:?)2
1 u;

(3) F(B2, BY) =% + 14 4

wrolou

Supondo (3) limitado, vem que cada parcela de F/(B?, B?) é limitada, assim, “—z .

=

R5
|

1LY

2
B é limitada. Assim,

é limitada. Da mesma forma, obtemos que u
1

w34 (p)?

T TTs

)

e por definicio de bolha, temos (u?)? + (u})* convergente, e assim o fator (ujpu?)=' é

limitado e como M é compacta, d,(x},2?)* < diam(M)? < +o0, mas isto contraria a
hipétese (1). Agora, vamos discutir a unicidade referente a decomposi¢ao em HZ. Suponha
que tenhamos dois conjuntos (B/™) e (B™) de bolhas, m = 1, ..., k, correspondentes a duas
decomposigoes em H? da sequéncia (u;). Denotemos por 7 e ™ respectivamente, os
centros das bolhas (B*) e (B), e ui™ , jil* os respectivos pesos. Suponhamos que para
qualquer m, exista m tal que

K(n,2)™" = (B", B]") yz + o(1).

Observe que
1B = B2 = B — 208 By + | B2

= 2K (1n,2)™" + o(1) — 2(K (n,2)™" + o(1))
=o(1)

entao, 4lir+n |B™ — B™| u2 = 0. Pode-se verificar que a condigio
1—r+00
K(n,2)™" = (B]", B") 2 + o(1),

é equivalente a

~m m sm
lim ©“— =1 e lim 9<Z’Z):0.
i——400 ) i——400 'u;n



Portanto, mostramos que se temos dois conjuntos (B[") e (Blm) de bolhas, m = 1, ..., k,
correspondentes a duas decomposicoes de (u;) em H?, entdao, a menos de reenumeragao,

~m d m 5m
1—>+400 'u;n 1—>+00 'u;n

em que z/" e & denotam respectivamente, os centros das bolhas (B") e (B™), e u" |
[ os respectivos pesos. Em outras palavras, a HZ- decomposigao é tinica a menos das
equacoes acima. Mais precisamente, as equacoes acima implicam que B/ = BZ" + R; em
que R; — 0 em H . entao dada a decomposicao

poderemos também escrever

e, portanto,

k
m=1

em que R; — 0 em HZ(M) quando i — +o0.

81



Referéncias Bibliograficas

1]

[9]

Ambrosetti,A. Malchiodi, A. Perturbation Methods and Semilinear Elliptic Problems
on R™ . Birkhauser Verlag, 2006.

Ambrosetti,A., e Rabinowitz, P. H., Dual variational methods in critical point theory
and applications. J. Func. Anal., 14, 349-381, 1973.

Andrews, B., Christopher,H.,The Ricci Flow in Riemannian Geometry- A complete
Proof of the Differentiable 1/4-Pinching Sphere Theorem. Lecture Notes in Mathema-
tics. Springer,2011.

Aubin, T., Problémes isopérimétriques et espaces de Sobolev. C. R. Acad. Sci.Paris
280, 347-371, 1974.

Aubin, T., équation différentielles non linéaires et probleme de Yamabe concernat la
courbure scalaire. J. math. PuresbAppl., 55: 269 - 296, 1976.

Aubin, T., Nonlinear Analysis on Manifolds, Monge-Ampére Equations. Springer -
Verlag, 1982.

Botelho, G., Pellegrino, D., Teixeira., E. Fundamentos de Andlise Funcional. Textos
Universitarios, SBM, 2012.

Berger, M., Some relations between volume, injectivity radius, and convexity radius
in Riemannian manifolds. Differential Geometry and Relativity Mathematical Physics
and Applied Mathematics Volume 3, 1976.

Berger, M., A panoramic view of Riemannian geometry .Springer -Verlag, Berlin,
2003.

[10] Brézis, H., Andlisis Functional. Teoria e Aplicagoes Alianza Universidad Textos,

1983.

[11] Brézis, H., and Coron, J.M., Convergence de solutions de H-systémes et applications

aux surfaces a courbure moyenne constante, C. R. Acad. Sci. Paris. 298, 389-392,
1984.

[12] Brézis, H., and Lieb,E., A relation between pointwise convergence of funtions and

convergence of functionals. Proc. Amer.Math.Soc.,88, 486-490, 1983.

[13] Brézis, H., e Nirenberg, L., Positive solutions of nonlinear elliptic equations involving

critical Sobolev expoents. Comm. Pure Appl.Math., 36, 437-477, 1983.

[14] Do Carmo, Manfredo Perdigao, Geometria Riemanniana.(5* edi¢ao). Rio de janeiro:

IMPA, 2011.

82



[15] Druet, O., Hebey, E., e Robert, F., Blow-up theory for elliptic PDEs in Riemannian
geometry . Princeton University Press, 2004.

[16] Fernandez, P., Medida e Integracdo . Projeto Euclides, IMPA, 2002. Pisa Cl. Sci,
22(3): 165-274, 1968.

[17] Hebey, E., Variational methods and elliptic equations in Riemannian geometry. Notes
from lectures at ICTP,2003.

[18] Hebey, E., Nonlinear analisys on manifolds: Sobolev Spaces and inequalities. New
York: Courant Institute of Mathematical Sciences, New York University, 1999.

[19] Hebey, E., and Robert, F., Coercivity and Struwe’s compactness for Paneitz type
operators with constant coefficients. Calc. Var. Partial Differential Equations, 13, 491-
517, 2001.

[20] Jost, J., Riemannian Geometry and Geometric Analysis. Universitext, Sexta Edicao,
Springer, 2011.

[21] Karatsuba, A., Basic Analytic Number Theory. Springer Verlag, 1983.

[22] Krupla, D., Saunders, D., Handbook of Global Analysis. Elsevier Science; First edition
, 2008.

[23] Lee, J. M.,and Parker, T. H., The Yamabe problem. Bull. Math. Soc.,17, 37-91, 1987.

[24] Lions, P.L., The concentration-compactness principle in the calculus of variations I,
1I, Rev. Mat. Iberoamericana. 1, 145-201 and 45-121, 1985.

[25] Miyagaki, O. H., Fquagoes Elipticas modeladas em variedades Riemannianas: uma
introducao. Vicosa : UFV- DMA,2004.

[26] Petersen, P., Riemannian Geometry . Second Edition, Graduate Texts in Mathema-
tics, Springer -Verlag, 2006.

[27] Rodemich, E., The Sobolev inequalities with best possible constants. Analysis Seminar
at Californi Institute of Tecnology, 1966.

[28] Struwe, M., A global compactness result for elliptic boundary value problems involving
limiting nonlinearities. Math. 7., 187, 511-517, 1984.

[29] Struwe, M., Variational Methods . Springer-Verlag, 1990.

[30] Schoen, R., Conformal deformation of a riemannian metric to constant scalar cur-
vature. J. Differential Geometry/ 20: 479-495, 1984.

[31] Trudinger, N., Remarks concerning the conformal deformation of riemannian struc-
tures on compact manifolds.Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, p.265-274,
1968.

[32] Talenti, G., Best Constant in Sobolev inequalities Ann. Mat. Appl.. 110, 353-372,
1976.

[33] Tu, L., An Introduction to Manifolds. Universitext, Second edition, Springer, 2011.

83



[34] Yamabe, H., On a deformation of riemannian structures on compact manifolds.
Osaka Math. J., 12: 21-37, 1960.

84



