MAISA KELY DE MELO

O LEMA DE BUTLER-MCGEHEE E APLICACOES

Dissertagao apresentada a Universidade Federal de
Vigosa, como parte das exigéncias do Programa de
Poés-Graduagao em Matematica, para obtencao do
titulo de Magister Scientiae.

VICOSA
MINAS GERAIS - BRASIL
2013



Ficha catalografica preparada pela Secédo de Catalogacéao e
Classificacdo da Biblioteca Central da UFV

T
Melo, Maisa Kely de, 1989-

M528lI O Lema de Butler-McGehee e aplicacdes / Maisa Kely de

2013 Melo. - Vicosa, MG, 2013.

vi, 63f. : il. (algumas color) ; 29cm.

Orientador: Kennedy Martins Pedroso.
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Vigosa.
Referéncias bibliograficas: f.62-63.

1. Sistema dindmicos diferenciais. 1. Universidade Federal
de Vicosa. Departamento de Matematica. Programa de
Pds-Graduacdo em Matematica. 11. Titulo.

CDD 22. ed. 515.39




MAISA KELY DE MELO

O LEMA DE BUTLER-MCGEHEE E APLICACOES

Dissertagao apresentada a Universidade Federal de
Vigosa, como parte das exigéncias do Programa de
Pos - Graduacao em Matemaética, para obtencao
do titulo de Magister Scientiae.

APROVADA: 30 de julho de 2013.

Alexandre Miranda Alves Anderson Luis A. de Araijo
(Coorientador) (Coorientador)
José Barbosa Gomes Sonia Pinto de Carvalho

Kennedy Martins Pedroso
(Orientador)



Agradecimentos

Agradeco a Deus por ter me concedido a vida e as oportunidades que tive. A minha
mae pelo apoio incondicional a todas as minhas decisdes. Ao meu orientador Kennedy
pelos ensinamentos em matematica. Aos membros da banca examinadora por aceitarem
participar deste trabalho. A todos os funcionarios da UFV por terem me atendido extraor-
dinariamente bem em todas as vezes que deles precisei. A CAPES pelo apoio financeiro
que me permitiu realizar este trabalho.

i



Sumario

ntroducao

(1 Fluxos no Espaco Euclidiano|

(1.1 Definicao de um Sistema Dinamico Continuo| . . . . . . . . . . . . . .. ..

2 O Lema de Butler-McGeheel

2.1 Lema de Butler-McGehee (Butler e Waltman, 1986)( . . . . . . .. ... ..

[2.2  Lema de Butler-McGehee (Smith e Waltman, 1995)] . . . . . . .. ... ..

2.3 Lema de Butler-McGehee (Smith e Thieme, 2011)[ . . . . . . . . . ... ..

B A Dinamica d B |

[3.1 Introducaol. . . . . . . . .. o

[3.3  Um Teorema de Estabilidade Global para Sistemas Parcialmente Lineares| .

il

vi

12
16
20

26
26
31
34

37
37
38
41



[3.4  Resultado da Competicao do Sistema 3.1y . . . . . . . ... ... ... ...

[3.5  Algumas Simulacoes

Numeéricas| . . . . . . . . ...

4 O Modelo de May-Leonard Para Competicao Entre Trés Espécies

4.1 Introducaol. . . . . . . . ..

4.3  Estudo do comportamento dos pontos criticos| . . . . . . . ... ... ...

4.4 Estudo do comportamento das orbitas positivas| . . . . . . . ... ... ..

4.5 Resultado Principal . . . . . . . . ... oo o

4.6  Simulacao numérical

Conclusaol

[Referéncias Bibliograficas|

v

50
50
o1
o1
o7
o8
60

61

62



Resumo

MELO, Maisa Kely de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2013. O Lema
de Butler-McGehee e aplicagoes. Orientador: Kennedy Martins Pedroso. Coorien-
tadores: Alexandre Miranda Alves e Anderson Luis Albuquerque de Araijo.

Nesta dissertacao estudam-se conceitos e resultados de sistemas dindmicos com énfase
no Lema de Butler-McGehee. O objetivo é apresentar e demonstrar trés versoes do Lema
de Butler-McGehee, bem como, duas aplica¢oes deste lema. Tais aplicagoes tratam da
analise global do comportamento de solugoes de sitemas de equagoes diferenciais ordinarias
que representam as populagoes de espécies que interagem num mesmo ambiente. Com as
condicoes adotadas, para o sistema com duas espécies mostra-se que uma das espécies é
extinta e a outra tende a se manter constante. J& no sistema com trés espécies mostra-se
que ha a coexisténcia entre as trés espécies. Conclui-se que o Lema de Butler-McGehee é
uma ferrramenta eficiente que auxilia na obtencao de informacgoes a cerca das regides de
atracao e repulsao de determinados conjuntos.



Abstract

MELO, Maisa Kely de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July 2013. Butler-
McGehee Lemma and applications. Advisor: Kennedy Martins Pedroso. Co-advisor:
Alexandre Miranda Alves e Anderson Luis Albuquerque de Aratjo.

In this dissertation we study concepts and results about dynamical systems with em-
phasis at Butler-McGehee Lemma. The purpose of this work is to introduce and to prove
three versions of Butler-McGehee Lemma, as well as, two applications of this lemma. Such
applications deal with the behavior of solutions to the systems of Ordinary Differential
Equations that describe populations of species that interact in the same environment.
The adopted conditions show that in the system with two species, one specie is going to
extinguish and another is going to survive with constant population. In the system with
three species there is coexistence among the species. The Butler-McGehee Lemma has
been found to be an efficient tool that helps to acquire information about the regions of
attraction and repulsion of certain sets.
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Introducao

O Lema de Butler-McGehee surgiu na década de 1980 no desenvolvimento da Teoria
da Persisténcia. Do ponto de vista biologico, persisténcia significa a sobrevivéncia de
toda a populacao de um sistema num tempo futuro. Matematicamente, persisténcia de
um sistema significa que solugoes estritamente positivas nao possuem pontos omega limite
na fronteira do cone nao negativo.

Curiosamente, as provas dadas para o Lemma de Butler-McGehee surgiram de forma
independente realizadas por Geofrey Butler e Richard McGehee.

A versao apresentada por McGehee é dada (e demonstrada) como Lema Al em
[5]. Nesta versao, McGehee mostra que se um ponto critico hiperbélico P esta no
conjunto omega limite de um ponto z, entao ou P é o conjunto omega limite de x ou
o conjunto omega limite de = possui intersecao com as variedades estaveis e instaveis de
P. Intuitivamente, esta versao diz que nao é possivel uma o6rbita “serpentear” dentro e
fora de uma vizinhanga de um ponto critico hiperbdlico infinitas vezes sem ter pontos de
acumulagao nas variedades estaveis e instaveis deste ponto.

Ja a vers@o atribuida a Butler ¢ dada (e demonstrada) pelo Teorema 4.1 em [2], e diz
que num conjunto compacto invariante isolado (M) para um fluxo num espago métrico
localmente compacto, o conjunto omega limite dos pontos que estao (estritamente) na
regiao de atragao fraca de M possuem interse¢ao com a regido de atragao (forte) de M.

Apos as primeiras versdes dadas em [B] e [2], apareceram vérios resultados que
utlizaram o Lema de Butler-McGehee para tratar de questoes de Persisténcia em Sistemas
Dinamicos. Dentre eles podemos ressaltar o livro The theory of the chemostat, o qual tras
a versao atribuida a McGehee e utiliza o Lema de Butler-McGehee na demonstragao do
principal teorema para competicao entre dois competidores realizada em um biorreator.
Hé uma generalizacao da versdo do Lema de Butler-McGehee (versao dada por Butler)
em [4]. A versdo mais recente encontra-se no livro Dynamical systems and population
persistence, no qual o Lema de Butler-McGehee foi “promovido” a teorema.

O Lema de Butler-McGehee é utilizado, por exemplo, para garantir a persisténcia
uniforme de um sistema de interacao entre trés espécies sempre que houver um ntmero
finito de ciclos limites no plano zy, como pode ser visto no Teorema 2 de [10]. E também
pode ser utilizado para concluir que se a variedade estavel de um ponto critico hiperboélico
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P esta contida na fronteira (do cone positivo), entdo nenhuma trajetoria do interior do
cone positivo pode ter P como ponto omega limite (ver Corolario [2.1).

Uma ilustragao do Lema de Butler-McGehee pode ser vista considerando o sistema

¥’ = sinz(—0.1cosx — cosy)

/

Yy = siny(cosx — 0.1cosy).

(1)

Para o sistema (1)), no conjunto [0, 7] x [0, 7], todas as solugdes que surgem de (7, %)
tém conjunto omega limite igual ao quadrado limitado pelas retas x =0, z =7, y =0
e y =, sendo os pontos (0,0), (0,7), (7,0), (7, 7) os vértices deste quadrado. Considere
uma orbita que surge de (7, 5) e denomine-a por ¢. O ponto (0,0) é um ponto critico
hiperboélico do sistema cuja variedade estavel é constituida pelo lado do quadrado
contido na reta y = 0 e o proprio (0,0). Note que o ponto (0,0) pertence ao conjunto
omega limite de (, mas nao coincide com este conjunto. Nestas condigoes, o Lema de
Butler-McGehee garante que o conjunto omega limite de ¢ tem intersegao nao trivial com
a variedade estavel de (0,0). Neste caso, esta interse¢ao é o lado do quadrado contido na
reta y = 0 e o ponto (0,0). O comportamento descrito acima para o sistema referente

ao conjunto [0, 7] x [0, 7] pode ser visto na Figura [1]

- (m, )

ook &,

Figura 1: O conjunto omega limite de qualquer solugao que surge de (7, %)

é o quadrado limitado pelos quatro equilibrios e as 6rbitas heteroclinicas.

Em nosso trabalho apresentamos trés versoes do Lema de Butler-McGehee de forma
que a primeira versao é a versao atribuida a Butler (dada em [2]), as outras duas versoes
sao as versoes dadas em [14] e [I3] e aqui elas sao apresentadas (e demonstradas) como
corolédrio da primeira versao. Provamos um Teorema de Convergéncia em que dado
um sistema dindmico é possivel conhecer o comportamento global de suas trajetérias
a partir da analise de um sistema dindmico secundéario que é obtido quando “vemos” o
sistema dindmico principal numa dimensao menor. Ainda, apresentamos duas aplicacoes
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do Lema de Butler-McGehee a cerca da sobrevivéncia de competicao entre espécies de
microorganismos. O desenvolvimento do nosso trabalho ocorre na seguinte sequéncia:

No Capitulo[I]definimos o que é um sistema dindmico, bem como os entes matematicos
que sao inerentes a ele, por exemplo, Orbitas, pontos criticos e conjunto omega
limite. Enunciamos e provamos resultados basicos sobre fluxos num espago euclidiano.
Apresentamos resultados importantes que relacionam o fluxo de um sistema dindmico
com a solucao de uma equacao diferencial ordinaria.

No Capitulo 2| apresentamos (e demonstramos) a versao do Lema de Butler-McGehee
dada em [2] e provamos como corolario dela as versées dadas em [14] e [13], obtendo assim
demostragoes que distanciam-se completamente das demonstracoes originais.

No Capitulo [3| utilizamos o Lema de Butler-McGehee para demonstrarmos o Teorema
de Convergéncia referido anteriormente. Enunciamos (e demonstramos) um teorema
que garante, sob certas condigoes, a sobrevivéncia e extingao de dois microorganismos
interagindo em um biorreator.

No Capitulo {4| trazemos uma aplicacdo do Lema de Butler-McGehee (versao mais
recente) que garante, sob certas condigoes, que as solugoes do sistema de interagao
entre trés espécies considerado neste capitulo sao atraidas para um ciclo heteroclinico,
possibilitando a coexisténcia entre as espécies.



Capitulo 1

Fluxos no Espaco Euclidiano

A proposta deste capitulo é apresentar um estudo bésico da teoria de fluxos num
Espago Euclidiano. Nas Secoes [L.1], [1.2] e apresentamos os entes matematicos
que rodeiam um sistema dindmico tais como, orbita e conjuntos limites e abordamos
em detalhe resultados que envolvem tais conceitos. E importante ressaltar que o estudo
realizado nestas segoes ocorre sem qualquer mencao a equacgoes diferenciais e teve como
principal referéncia o livro [1].

Somente na Segao [L.5]entram em cena as equagoes diferenciais ordinarias. Nesta se¢ao
ha varios resultados que relacionam um fluxo com uma equagao diferencial ordinéria,
resultados estes que estabelecem por exemplo, as condi¢goes necessarias para garantir que
um fluxo é solucao de uma equagao diferencial ordinaria. Hé& ainda outros resultados
importantes que sao necessarios nos capitulos posteriores.

1.1 Definicao de um Sistema Dinamico Continuo

Sejam E um espaco Euclidiano n-dimensional com métrica d e R o conjunto dos
numeros reais. Para qualquer subconjunto M de E usaremos os simbolos intM, OM e M
para denotar respectivamente o interior, a fronteira e o fecho de M.

Defini¢ao 1.1. Uma aplicagao m: E x R — E define um fluro § = (E,R,7) em E se
esta aplicagao possui as sequintes propriedades:

i) m(x,0) =z para todo x € E;

ii) m(mw(x,t),s) = n(x,t +s) para todo x € E e todo t,s € R;

iii) 7 € continua.
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Para todo z € E a aplicacao 7 induz uma aplicagao continua 7, : R — FE tal que
7.(t) = w(x,t). Esta aplicagdo 7, é chamada movimento sobre z.

Para todo ¢t € R a aplicacao 7 induz uma aplicacao continua «* : £ — FE tal que
7t(x) = 7(x,t). A aplicagdo 7' é chamada agao.

Teorema 1.1. A aplicacio 7~ definida por
7 (z) = n(x, —t)

¢ o inverso da aplicacdo .

Demonstracao. De fato,

Axioma it Axioma 1

rtort(z) = 7N (n(x,t)) = w(m(x,t), —t) =" w(x,t —t) TUE w(2,0) = w.
Da mesma maneira, 7' o 7 (z) = z. O

Teorema 1.2. A aplicagio ©* é um homeomorfismo de E em E.
Demonstracao. Afirmagoes:

i) ' é sobrejetora.
De fato, dado x € E, «'(x, —t) = .
ii) 7 é injetora.
7t (y). Aplicando 7" em

—t

De fato, dados z,y € E e t € R fixo, suponha que 7'(z) =
ort(x) = 7 ton'(y), pelo Teorema

ambos os lados na tultima igualdade obtemos 7~*

LI z=y.

Ainda, como 7 é continua (Defini¢ao [1.1)), 7* e 77" sdo continuas.
Portanto, 7! ¢ um homeomorfismo de F em E.

]

Como consequéncia deste fato, segue que o sistema dindmico § é um grupo de um
parametro, que para cada t € R um homeomorfismo é definido. As transformacoes 7
formam um grupo, isto é, o conjunto {7}, ¢ € R é um grupo (abeliano) cuja operagao é
definida por

wtoq® = gtts,
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1.2 Conceitos Elementares

Definicao 1.2. Para todo x € E fixo, a orbita, através de x € o conjunto

O(z) = {n(x,t) : t € R},

Os conjuntos OF (z) = {r(x,t) : t e R*} e O (z) = {w(x,t) : t € R™} sao chamados
semi-orbita de x positiva e negativa, respectivamente.

Podemos dizer que o movimento 7, sobre o ponto z € E é o local de m(x,t) para todo
t € R, parametrizado por t. O movimento pode ser visto como a “lei” que 7(x,t) segue
para mover-se em O(x). Para compreendermos melhor a diferenca basica entre o conceito
de trajetoria O(z) e movimento 7., podemos pensar em O(z) como o “trilho” que um
ponto z se move ao seguir a “lei” 7.

Definicao 1.3. Um ponto x € E que possui a propriedade
O(z) = {z}
¢ chamado ponto critico.
Definicao 1.4. Um ponto x € E cujo movimento w, tem a propriedade
7.(t) = x(t) = x, para todo t € R

também é chamado um ponto critico.

Pontos criticos sao pontos fixados pela aplicacao n! : £ — E. Observe que a Definicao
define ponto critico como um tipo particular de trajetoria.
Vejamos agora algumas propriedades de pontos criticos.

Teorema 1.3. Se para a < b, a,b € R, x € E ocorre

{r(a,t) :t € [a.0]} = {2},
x € um ponto critico.

Teorema 1.4. O conjunto de todos os pontos criticos € fechado.

Demonstragao. Seja € o conjunto dos pontos criticos. Considere {z,} uma sequéncia em
¢ tal que lim =z, =7. Vejamos que T € €.

n—-—+00
Sendo z,, € €, Vn segue,
{m(zn,t) : t € R} ={2,} & 7(v,,t) =2, VtER.
Dai

T= lim z,= lim 7(zn,t) " ‘2" x(z,1), Vt € R.
n—+o0 n—-+400

Da Definicao segue que T é um ponto critico, resultando que € é um conjunto

fechado. u
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Definigao 1.5. Seja M um conjunto nao vazio de E, x € E ed > 0. O conjunto S(M,0)
¢ definido por
S(M,d) ={x € FE:d(x,M) <0},

onde d(z, M) = infl{d(x,y):y € M} ed(x,y) € a distancia euclidiana entre x e y.

Teorema 1.5. Se para todo € > 0 existe pelo menos um y € S(z,€) tal que, ou
OT(y) C S(x,€) ou O (y) C S(x,¢€), entao x é um ponto critico.

Corolario 1.1. Para x,y € E, se tlim 7(y,t) = x, entao x é um ponto critico.
— 00

Demonstracao. Temos tlim m(y,t) = z, dai
——400

Ve > 0, 7(y,t) € B(z,¢e), t € RY.
Consequentemente, OT(y) C S(z,e). Entdo, pelo Teoremdl.5] z ¢ um ponto
critico. ]
Teorema 1.6. Nenhum movimento atinge um ponto critico dentro de um valor finito de

t.

Demonstracao. Seja x um ponto critico. Suponha, por absurdo, que z é alcangado por um
valor finito de tempo, isto é, existem 7 € Rey € E, y # x, tais que, 7(y, 7) = = = 7(x,0).
Assim,

y=m(y,0) =7y, 7 —7) =n(n(y,7), —7) = 7(n(,0), =7) = 7(z, -7).

Isto é, esté ocorrendo um deslocamento de x, o que é uma contradicao, uma vez que x ¢é
um ponto critico. 0

Definigao 1.6. Um movimento que para todo t € R e algum T # 0 satisfaz a condigao
T (t + 7) = m,(t) (1.1)
¢ chamado movimento periodico.
Pelo axioma i) da Definigao (de sistemas dindmicos) segue da Defini¢ao que

para todo inteiro n,
7. (t +n7) =, (1).

O menor ntimero positivo 7 satisfazendo a Defini¢ao ¢ chamado o periodo do
movimento periédico 7,. Se o movimento peridédico nao possui tal menor periodo T,
entao m, define um ponto critico.
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Teorema 1.7. Se existe pelo menos um s € R e um 7 # 0,7 € R, tal que,
To(s +7) = ma(s), (1.2)

entao m, € periodico.

Demonstracao. Note que a igualdade (|1.2)) vale para pelo menos um s € R, enquanto a

igualdade (1.1]) requer que valha para todo t € R. Devemos mostrar que (1.2) = ((1.1)).
Para qualquer ¢ € R temos,

w25+ ) = n(n(z, s),t) = n(nle,s +1),¢) = n(z,s +7+1).
Assim, se tomarmos t = t'+ s temos 7(x,t) = m(x,t+7), para todo t € R, que caracteriza
um movimento perioédico. O

Corolario 1.2. Se {m(x,t) :t € [a,b]} = {z},a < b,z é um ponto critico.

Demonstracao. Pelo fato de {m(z,t) : t € [a,b]} = {2} temos 7w(z,tf) = x para todo
t € [a,b]. Em particular, 7(z,a) = z, pelo Teorema [1.7], segue que 7, é periddico.

SejaT € R tal que, 0 <7 <b—a = a <a+7 <b. Nestas condigoes w(x,a+7) ==z
para todo 7 € [0,b — a], o que implica x ser peridédico de periodo 7 € [0,b — a]. Dali,
concluimos que x é ponto critico, pois se nao fosse, existiria um periodo minimo tal que
m(x,a+ T) # x, 0 que é uma contradicao. ]

Teorema 1.8. O conjunto de todas as orbitas periddicas com periodo T € [0,T], T € RT
¢ um conjunto fechado.

Demonstragao. Seja {m(x,,t) : t € R,n € N} uma sequéncia de o6rbitas periodicas de
periodo 7. Suponha que lim 7(z,,t) = m(z,t), t € R. Vejamos que O(x) é uma orbita
n—oo

periodica de periodo 7. Isto é simples de ver, uma vez que w(z,,t) = w(z,,t+7) €

m(x,t) = lim 7(x,,t) = im 7(x,,t +7) = w(x,t + 7).

n—oo n—oo

O

Observacao 1.1. F possivel mostrar que uwma trajetoria associada com um movimento
periodico € fechada e limitada.

Se x € E nao é um ponto critico e O(z) nao é uma orbita periddica, entao para todo
a,b € R, a # b, os segmentos da trajetoria {m(z,t),t € [a,b]} sdo arcos (imagens
homeomorfas de segmentos). No caso que O(x) é uma orbita periodica, {m(x,t),t € [a,b]}
é ainda um arco para todo a,b € R com, a < be (b—a) < 7, onde 7 é o periodo.
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Definicao 1.7. O conjunto M C E ¢é chamado tnvariante se sobre toda transformag¢ao
do grupo {r'}, M € levado em si mesmo. Isto €, se para todo t € R,

(M) = M.

Analogamente, definimos o conjunto M C FE invariante positivo e negativo como o
conjunto que possui a propriedade 7(M,RT) = M e n(M,R™) = M, respectivamente.
Conjuntos que sao invariantes positivos ou negativos algumas vezes serao chamados de
semi-invariantes.

Teorema 1.9. Seja M C E um conjunto. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. M ¢€ invariante (em rela¢io a §);
2. O(x) € M, para todo x € M;
3. m.(R) C M, para todo x € M.

Demonstracao. 1 = 2: Seja M C FE um conjunto invariante. Dado =z € M,

B : -
temos m(x,t) Dz ¢ M, para todo x € M. Considere y € O(x), entao

y = 7(x,t) para algum t € R. Mas, por (M) temos y = 7(z,t) = T € M. Logo,
O(x) C M.

Que 1 < 2 ¢é imediato, pois

O(x) ={m(z,t) : t € R} = m,(R), para todo z € M.

3 = 1: Por hipotese temos 7'(M) C M para todo ¢t € R, em particular, para —t € R.
Sendo assim,

T M)CM = 7'(r (M) Cr' (M) = M C 7' (M).

Logo, como ¢ € R ¢é arbitrario, (M) = M, para todo t € R, provando que M é um
conjunto invariante (com relagdo a §). O

Assim, se um ponto = pertence ao conjunto invariante M, entdo O(x) C M. Isto é
equivalente a dizer que conjuntos invariantes consistem de trajetérias completas.
Teorema 1.10. Se um conjunto M C E € invariante, entao ambos, a fronteira (OM) e
seu interior (int M) sao invariantes.

Para demonstrar o Teorema [1.10[ serao necessérios os seguintes lemas:

Lema 1.1. Se os conjuntos M; C E, (i = 1,--- ,n) sao invariantes entio os conjuntos
UMz', ﬂMz e M;\\M;, (j =1,---,n) sio invariantes.



10 1.2. CONCEITOS ELEMENTARES

Demonstracao. Que U M; ¢é invariante é facil, pois dado x € U M;, temos x € M;, para
- :

1
algum ¢ = 1,...,n. Como M; é invariante, temos O(x) C M; C UM% Agora, seja
i

T € ﬂMZ Entao x € M;, para todo ¢« = 1,...,n. Como cada M; é invariante, temos
i

O(x) € M;, para todo i = 1, ...,n. Logo, O(z) C ﬂ M;. Finalmente, se M;\M; nao fosse

(2
invariante, existiriam um ¢ € R e um x € M;\M; tais que, 7(z,t) =y € M;. Como M, é
invariante, temos = = w(y, —t) € M, contradigao! Logo M;\M; é invariante. O

Lema 1.2. Se o conjunto M C E € invariante, entao seu fecho € invariante.

Demonstracao. Seja {z, : ©, € M,n € N} uma sequéncia tal que, lim z, = z. Entao
n—oo

lim 7 (x,,t) "B 7z, 1), para todo ¢ € R. Como M ¢é invariante, temos 7 (M) = M.

n—oo

Dai, m(z,t) € M. De onde vem que, m(x,t) € M. Assim, como z € M e w(z,t) €

segue que M é invariante.

O =

Demonstra¢ao. (Do Teorema [1.10)): Seja M um conjunto invariante.

Afirmacao: C(M) = E\M ¢ invariante. De fato, seja € C(M). Suponha que
O(z) & C(M), entao O(x) € M. Dai, x € M. Contradigao! Logo, O(z) C C(M),
consequentemente, C'(M) ¢é invariante. Pelo Lema segue que M e C(M) sdo
invariantes. E, pelo Lema , segue que OM = M N C(M) e int(M) = M\OM sio
invariantes. [

Teorema 1.11. (Teorema da Alfdndega) Sejam C, X subconjuntos de um espago
métrico E. Se C' € conexo e tem pontos em comum com X e F\X, entdo algum ponto de
C pertence a fronteira de X.

Demonstragao. As hipoteses C N X # 0 e C N (E\X) # () significam que o subconjunto
CNX do espago métrico conexo C' nao é vazio nem é o espago C' inteiro, pois, se CNX = C,
como X # () terfamos X = C = X N (E\X) # 0, o que é um absurdo. Logo, existe
algum ponto ¢ pertencente a fronteira de C' N X no subespago C. Mostraremos agora

que ¢ também pertence a fronteira de X em M. De fato, para todo ¢ > 0, existem
seCNXCXcomd(e,s)<eeteC\(CNX)=C\X C E\X com d(c,t) <e. O

Lema 1.3. Seja M C E. Se existem x € intM e s € R tais que w(x,s) & intM, entdo
eriste T € R com w(x,7) € OM.

Demonstracao. Seja x € intM = X tal que existe s € R com y = w(z,s) € X. Sabemos
que a aplicagdo 7, é continua. Logo, a imagem do intervalo [0, s] por 7, é um conjunto
conexo, que chamaremos de C. Como 7,.(0) = z e m,(s) = y temos z € CN X e
y € CN(E\X). Dai, pelo Teorema [1.11] existe z € CNIX = M. Logo, existe T € [0, 5]
tal que 7(z,7) =z € OM. O
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Lema 1.4. Seja M C E. Se OM ¢ invariante, entao intM € invariante.

Demonstracao. Seja x € int M. Suponha que intM nao seja invariante. Entao existe 7 € R
tal que 7(x,7) =y € OM. Por outro lado, como OM é invariante temos 7(y,t) € IM,
para todo t € R, em particular para t = —7, dai

w(y,—7) = 7n(n(x,7),—7) =2 € IM.
Contradicao! Portanto, intM é invariante. m
Corolario 1.3. (Do Teorema [1.10)

Seja M C E. Se OM ¢€ invariante, entio M ¢ invariante. Se M ¢ ou fechado ou
aberto e OM € invariante, entdo M € invariante.

Demonstracao. Como OM é invariante, segue pelo lema acima que intM é invariante.
Como M = intM U OM, segue pelo Lema que M é invariante.

Se M ¢é fechado, temos M = M, segue pelo que acabamos de ver que M é invariante.

Se M ¢é aberto, temos M = ntM. Como intM ¢ invariante, segue que M ¢é
invariante. O

O proximo teorema é uma versao mais fraca do Teorema [1.10| onde sao considerados
conjuntos semi-invariantes.

Teorema 1.12. Se M C E é um conjunto invariante positivo (negativo), entao ambos,
intM e M sdo conjuntos invariantes positivos (negativos).

Observe que se M ¢ invariante positivo, mas nao ¢ invariante, sua fronteira, M, nao
preserva necessariante a mesma propriedade de invariancia como o faz o interior de M.

Teorema 1.13. Nenhum conjunto invariante M C E € atingido por um ponto x ¢ M
num tempo finito.

Introduziremos agora uma subclasse importante dos conjuntos invariantes: Os
conjuntos minimais.

Definicao 1.8. Um conjunto Q C E é chamado minimal se é nao vazio, fechado,
mvaritante e nao possut nenhum subconjunto proprio com essas trés propriedades.

Exemplo 1.1. (de Conjuntos minimais) Os exemplos triviais de conjuntos minimais
sao pontos criticos e trajetorias compactas que nao contenham pontos criticos.

O interesse por conjuntos minimais compactos é justificado a seguir:

Teorema 1.14. Todo conjunto invariante, nao vazio, compacto M C E contém algum
congunto minimal.

Teorema 1.15. Um conjunto M C E é minimal se, e somente se, para cada v € M,

O(z) = M.
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1.3 Conjuntos Limites das Trajetorias

Nesta secao introduzimos o conceito de conjunto limite de uma trajetoria. Este
conceito foi inicialmente estudado por Henry Poincaré na tltima metade do século
XIX (ver [3]). Através dos conjuntos limites é possivel resolver problemas de equagoes
diferenciais a partir de problemas topoldgicos. Sendo possivel, em muitas vezes, entender
o comportamento da equacao diferencial sem efetivamente encontrar a solugao.

Definicao 1.9. Diz-se que y € E é um ponto omega limite de v € E se existe uma
sequéncia {t,} C RT tal que, quando t, — 400

m(x,t,) — y.

O conjunto de todos os pontos omega limite de x € E sera chamado de conjunto
omega limite de x e denotado por w(x). Isto é,

w(r)={y € E:3{t,} CR" talque, t, — +ccen(x,t,) — y}. (1.3)

O conjunto de todos os pontos omega limite de todos os pontos x € B C FE sera
chamado conjunto omega limite de B e denotado por w(B). Isto é,

w(B) = U{w(x) :x € B}.

Analogamente é definido o conjunto dos pontos alfa limite de um ponto x € F
como:
alx) ={y € E: Ht,} CR™ talque, t, - —ccen(z,t,) — y}.

Ainda, o conjunto alfa limite de um conjunto B C E pode ser definido como

a(B) = U{a(x) :x € B}.

Observagao 1.2. Se um ponto x € E possui um ponto limite y, este ponto limite €
comum a todos os pontos de O(x). Isto €, todos os pontos da drbita de x possuirdo ponto
limite, que por sua vez coincidem com y.

Um ponto limite pode ser considerado tanto como uma propriedade do movimento m,
definido por x, como uma propriedade da trajetoria correspondente.

Exemplo 1.2. (de conjunto limite) Na F' z'gum 0s conjuntos w e a limite de qualquer
ponto coincidem. Na verdade, para qualquer x € R? 0s conjuntos w(x) e a(x) sao o circulo
centrado na origem que passa por .

Em todos os teoremas a seguir, os resultados obtidos para o conjunto w também sao
validos (com as alteragao necessarias) para o caso do conjunto a.
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Figura 1.1: Exemplo de conjuntos w e « limite

Proposigao 1.1. Se ¢ € w(p) entao w(q) C w(p).

Demonstracao. Sejam q € w(p) e r € w(q). Entao existem seguéncias {t,}, {7,} tais que

m(p,tn) = q € m(q, ) — 1,

quando t,, — o0 e T, — o0 respectivamente.
Considere a sequéncia &, = t, + 7,. Entao,

w(p, &) = m(mw(p,tn), T) — 1,

quando &, — oo. Isto é, r € w(p). Portanto w(q) C w(p).

Teorema 1.16. Para todo x € E':

i) w(x) € fechado e invariante;
il) Ot(z) = Of(z) Uw(x);
Demonstragao. i) Dado y € w(x), existe {t,} C R tal que, quando n — oo, t, — oo e

m(x,t,) — y. Note que
m(x,t +t,) = n(r(z,t,),t) — 7w(y,t), Vt € RT.

Portanto, 7(y,t) € w(z), Vt € RT e w(x) é positivamente invariante. Da mesma

maneira verifica-se que w(z) é negativamente invariante.
Seja {yn}, com y, € w(x) tal que y, — y. Para cada n € N, existe t € R tal que

th >ne|m(x,t,) —ynl < e
Note que 7(z,t,) = (7(x,t,) — Yn) + yY» — v quando n — oco. Portanto, y € w(z) e

w(x) é fechado.
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ii) Que (O (z) Uw(x)) C OF(x) é imediato.
Agora, dado y € O (z), existe {t,} C R tal que, m(z,t,) "=y, daf y € w(x).

Por outro lado, Ot(z) = O%(z) U 9Ot (z). Logo, se y ¢ 00T (x), segue que
y € O (x). Portanto, OF(z) C Ot (z) Uw(x).

]

Teorema 1.17. Se x € E e w(x) é compacto, OF(x) é compacta.

O teorema a seguir traz uma rela¢do entre 6rbita e conjunto omega limite (compacto).

Teorema 1.18. Se x € E e w(x) é compacto e nao vazio, entao

lim d[O"(z),w(z)] = 0. (1.4)

t—4o00

Demonstragao. Suponha que (1.4) ndo acontecega. Entdo, existem {t,} C RT e § > 0
tais que,
d(O"(z),w(x)) > ¢ quando t, — co. (1.5)

Note que a sequéncia {m(z,t,)} C O+(z), que por sua vez é compacta (pelo Teorema

1.17). Logo,

m(z,t,) "=y € w(z) C OF(x). (1.6)
Mas, por (1.5) d(O*(x),w(x)) > ¢ quando t, — oo, o que contradiz (1.6). Com esta
contradi¢ao concluimos a demonstragao. O]

O préximo teorema traz as propriedades de conjuntos limites de orbitas periddicas e
conjuntos minimais em geral.

Teorema 1.19. Se para x € E, m, define um movimento periddico, entio

Demonstra¢ao. Como o movimento é periddico, segue do Teorema que O(x) é um
conjunto fechado, dai O(z) = O(z). Suponha que o periodo seja 7. Dado y € O(x),
existe o tal que, y = 7w(x,ty) = n(x,to + n7), n € Z. Ainda, como lim (ty £ n7) = *oo,

n—oo

segue que lim w(x,ty +n7) =y. Logo, y € w(z) e y € a(x). Concluimos que,
O(z) Cw(z) e O C afz).
Agora, dado z € w(x), existe {t,,} C R* tal que,

7(x,t,) — 2z, quando, ¢, — 0. (1.7)
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Considere cada t,, = kT +t/, onde k € Z e 0 <t/ < 7. Da forma que foi definida, {¢/}
¢ uma sequéncia limitada, portanto possui subsequéncia convergente. Suponha t/ — 7.
Entao,

m(z,t,) = m(x, kT + 1) — 7w(a, kT + 70) = 7(z,7) quando, ¢, — oo. (1.8)
Pela unicidade dos limites e seque que z = w(x,7y) € O(x). Portanto,
w(z) C O(x).
Analogamente, a(z) C O(x). O

Teorema 1.20. Seja x € E tal que w(z) = a(z) =0, entao O(x) é minimal.

Demonstragao. Note que O(x) nao contém qualquer subconjunto proprio invariante.

Evidentemente O(z) # 0, pois z = n(z,0) € O(z).

A fim de que O(x) seja minimal devemos ter O(z) = O(z). Para isto considere a
sequéncia {m(x,t,)}. Suponha que

m(z,t,) — . (1.9)

A sequéncia {t,} necessariamente é limitada, caso contrario, y € w(z) U a(z), o que é
um absurdo. Logo {t,} possui subsequéncia convergente. Suponha ¢, — 79. Entéao

m(x,t,) — 7(z, 7). (1.10)
Pela unicidade dos limites (1.9) e (1.10]), seque que 7(x,79) = y. Portanto y € O(x).
Consequentemente O(z) = O(x). O

Teorema 1.21. Se x € E nao € um ponto critico, entdo uma condi¢do necessdria e
suficiente para O(x) ser periodica é que O(x) = O(z) = w(z) = a(x).

A classe de conjuntos minimais nao compactos em E? contém somente um elemento,
como traz o teorema a seguir:

Teorema 1.22. Se o conjunto minimal M C E? ndao é compacto, entao M consiste de
uma unica trajetoria com conjuntos omega e alfa limite vazios.

Em alguns casos pode ser importante distinguir o caminho pelo qual as trajetorias
tendem ao conjunto limite. Isto pode ser feito pela introducao de trajetoria assintotica.

Definigao 1.10. Uma trajetoria O(x) é chamada positivamente assintdtica se

Ot (z) Nw(z) = 0.

Do resultado (i7) do Teorema segue em particular que
w(x) = Ot (2)\O™ (z).

Isto é, o conjunto omega limite consiste somente dos pontos que pertencem a fronteira

de Ot (z).
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1.4 Estabilidade em Sistemas Dinamicos

Nesta se¢ao preocuparemo-nos com o que pode ser chamado a “fisiologia” do sistema
dinamico, isto é, o estudo do comportamento, as relagcoes e propriedades relativas dos
elementos.

Definicao 1.11. Sejam M C E um conjunto compacto e B C E tal que para todo x € B,
w(xz) #0 ew(x) C M. Entao M é chamado um atrator relativo a B.

O maior conjunto B sera denotado por A(M) e chamado de regiao de atragdo de M.
Assim,
AM)={z € E:w(z)#0 ew(x) C M} (1.11)

Se existe um 6 > 0 tal que S(M,0) C A(M), entdo M ¢é chamado um atrator. Se

A(M) = E, entdo M é chamado um atrator global.

Se existe um § > 0 tal que, z € S(M, ) implica w(z) N M # ), entdo M é chamado
atrator fraco. O conjunto

A,(M)={z € E:w(x)#£0ew(lx)nM#0}
¢ chamado regiao de atragao fraca.

Se para todo € > 0 existe um d(e) > 0 tal que z € S(M,0) implica que O*(x) C
S(M,e), M é chamado estavel. Se um conjunto compacto nao é estavel, entao ele é
chamado instavel.

Observacgao 1.3. Se M C E € um atrator, entao
OA(M)NOM = (.

Definicao 1.12. Seja M C E um conjunto compacto. Entao M é um atrator negativo
se existe um 6 > 0 tal que x € S(M, ) implica que a(x) # D e a(x) C M. A regidgo de
atragcao negativa ou regigo de repulsao A~ (M) € definida similarmente a feita em
1.11).

Estudaremos agora as propriedades basicas do conjunto A(M).

Teorema 1.23. Se M C E € um atrator compacto, o conjunto A(M)\M ¢ aberto.

Teorema 1.24. Seja M C E um conjunto compacto. FEntao se M ¢é um atrator, os
conjuntos A(M) e O(A(M)) sao invariantes.

Definigao 1.13. Seja M C E wm atrator compacto. Se existe um ponto x & M tal que
a(x) N M # 10, entao o conjunto M serd chamado um atrator instdvel.
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Definicao 1.14. Seja M C E um conjunto atrator compacto positivamente invariante.
O congunto M serd chamado um conjunto atrator estdavel ou um conjunto atrator
assintoticamente estdvel se existe um n > 0 tal que x € S(M,n)\M implica
alz)yN M =10.

O conjunto A(M) definido em neste caso serd chamado regiao de estabilidade
assintotica de M. Se A(M) = E, o conjunto M serd chamado globalmente
assintoticamente estdvel.

Definicao 1.15. Seja M C E um atrator negativo como na Defini¢ao se existe um
n >0 tal que x € S(M,n)\M implica que w(x)NM =0, M serd dito ser completamente
instdvel (ou negativamente assintoticamente estdvel).

Observacao 1.4. Invertendo a diregao do movimento ao longo da trajetoria, conjuntos
que sao completamente instdaveis tornam-se assintoticamente estdveis e vice-versa.

Teorema 1.25. Se M C E ¢ fechado e estavel, entao M € positivamente invariante.
Corolario 1.4. Se um conjunto compacto M C E € estdvel, entao ele é positivamente
invariante. Se além de estdvel, M é um atrator, entao M € assintoticamente estdvel.

O proximo teorema clarificara a estrutura de conjuntos assintoticamente estaveis e
suas regioes de atragao.

Teorema 1.26. Se M C E ¢ um conjunto compacto minimal que € assintoticamente
estdvel, entao para todo x € A(M) o conjunto compacto O+ (x) C E € assintoticamente
estdvel.

Discutiremos agora algumas propriedades topolégicas de atratores para fluxos.

Definicao 1.16. Diremos que um conjunto compacto M C FE tem propriedade de
estabilidade forte se ele ¢ ou assintoticamente estdavel ou completamente instdvel.

Teorema 1.27. Seja M C E um conjunto minimal compacto que é um atrator global
fraco. Entao M € um ponto critico.

Corolario 1.5. Seja M C E um conjunto minimal com propriedades de estabilidade
global fortes, entao M é um ponto critico.

O teorema a seguir é uma generalizacao de um dos resultados principais da Teoria de
Poincaré-Bendixon (o Teorema [1.38)). Isto é claro quando notamos que uma trajetoria
periddica e seu interior formam um conjunto invariante homeomorfo ao disco unitéario.

A prova de tal teorema é uma aplicacao elementar do Teorema do ponto fixo de
Brouwer e do seguinte lema.
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Lema 1.5. Sejam M C X um conjunto compacto positivamente invariante e {O,} uma
sequéncia de trajetorias periodicas com periodo T, tal que O, C M e T, — 0. Entao M
contém um ponto critico.

Teorema 1.28. Seja M C E wum conjunto compacto positivamente invariante que €
homeomorfo a bola unitdria fechada em E. Entao M contém um ponto critico.

Demonstracao. Considere uma sequéncia de tempos positivos {7,} tal que 7, — 0 e a
sequéncia de aplicagdes {m,} definidas por,

T, F — F
r = mp(x) =m(x, 7).

Como 7 é continua, cada uma das aplicacoes m, é continua.

Para cada n € N, considere a restrigao m, = m,| . Como M é positivamente
M

invariante, cada 7, é uma aplicacao de M em si mesmo.

Teorema 1.29. Teorema do Ponto Fixo de Brouwer: Seja B a bola unitdria fechada
centrada na origem em E. Toda aplicagdo continua f : B — B possui (pelo menos) um
ponto fixo.

Como M é homeomorfo & bola fechada unitaria em E e cada 7, é continua, pelo
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer segue que para cada n € N, 7, possui (pelo menos)
um ponto fixo.

Para cada n € N, considere z,, € M um ponto fixo de 7,. Pela definicao de m,, temos

Ty = Tn(Tn) = T(Tn, ).

Logo, pela definicao de fluxo temos

T(Tn, t) = T(T(Tp, Th),t) = T(Tp,t + 7), para todo t € R.

Com isso, segue que O (x,,) é periddica.

Como M ¢é positivamente invariante temos O (x,,) C M para cada n € N.

Logo, pelo Lema [1.5] segue que M contém um ponto critico. O
Corolario 1.6. Sejam X um conjunto invariante compacto e M C X, M # X um atrator

fraco com A,(M) = X. Entao M nao € estdvel.

Finalizamos esta se¢ao de estabilidade introduzindo o conceito de estabilidade no
sentido de Poisson, que pode ser definida como propriedade das trajetorias de seus
conjuntos limites.
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Definicao 1.17. Um movimento m, é chamado

e positivamente estdvel no sentido de Poisson, P'-estdvel, se x € w(x),
e negativamente estdvel no sentido de Poisson, P~ -estdvel, se x € a(x),
e estdvel no sentido de Poisson, P-estdvel, se ambos x € w(x) e x € a(x)

acontecem.

Observe que se x é Pt-estavel ou P~ -estavel, pelo fato de sempre ocorrer 2 € O(z),
tem-se

O(z) Nw(z) #0 ou O(x)Na(z) # 0.

Podemos entao provar que

Teorema 1.30. Se x é P'-estdvel entao,

a(z) Cw(z) = O(z).

Se x é P~ -estdvel entao

e se x € P-estdvel, entao

Demonstragao. Fagamos algumas observagoes:

a) a(r) C O (z):
Seja y € a(x). Entao, existe uma sequéncia {t,} C R~ tal que, quando ¢, — —o0,
m(x,t,) — y. Logo, y € O~ (x).

b) O—(z) C O(x) e Ot (z) C O(x).

c) O(z) C w(x):
Seja y € O(z), entao existe um to € R tal que 7(z,tg) = y. Como x é Pt-estavel,
x € w(z). Dali, existe uma sequéncia {t,} C RT, tal que quando ¢, — +oo,
m(x,t,) — .

Considere a sequéncia 7, = t,, + to. Temos
m(x, ) = 7m(x, t, +to) = w(w(x,t,),to) — w(x, to) = v.

Logo, y € w(x). Como o conjunto w(x) é fechado podemos concluir que

O(x) C w(x).
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d) w(z) C O(x):
Seja x € w(z). Entao existe uma sequéncia {t,} C R" tal que, quanto ¢, — 400,
m(z,t,) — y. Logo, y € OF(x) C O(x).

Portanto, a(x) C w(x) = O(z).
O segundo item do teorema segue de forma analoga, sendo o tltimo item apenas uma
rapida conclusao dos itens anteriores. O

Teorema 1.31. Um movimento 7, € Pt-estdvel se, e somente se, a trajetoria O(zx) nao
€ positivamente assintotica.

Demonstracao. Se x é Pt-estavel, entao
re€w(r) = Ox)Nw(z) #0 = O(xr)nao é positivamente assintotica.

Reciprocamente, suponha que O(z) Nw(z) # 0 e considere y € O(z) Nw(z) # (. Entao
existem ty € R e {t,} € RY tais que m(x,ty) = y e 7w(x,t,) — y. Considere a sequéncia
= t, — to, temos

m(x, ) = 7(m(x, t,), —to) — 7y, —to) =

Portanto, x € w(x), isto é, x é Pt-estavel. ]

1.5 Resultados de Equacoes Diferenciais

Considere o sistema de equagoes diferenciais

¥ = f(x), (1.12)

em que f:R" — R". Seja x : J — R" uma solugao deste sistema em algum J C R tal
que para todo t € J,

Geometricamente z(t) ¢ a curva em R™ cujo vetor tangente 2’(t) existe para todo t € .J
e coincide com f(z(t)). A aplicagdo f : R" — R"™ define um campo de vetores em R".
Uma condicao inicial para uma solugao x : J — R™ é uma condigao da forma x(ty) = xy,
onde ty € J e x¢p € R™. Para simplificar, quando for conveniente, usamos tq = 0.

O principal problema em equacgoes diferenciais é encontrar a solucao de qualquer
problema de valor inicial, isto é, determinar a solugao do sistema ([1.12) que satisfaz
a condicao inicial z(0) = z( para cada x, € R™.

O resultado a seguir diz que, se as solugoes z(t) e y(t) comegam perto, entao elas
devem permanecer perto para t proximo de ty. Estas solugoes podem distanciar uma da
outra, mas isto nao ocorre mais rapido do que de forma exponencial. Para mais detalhes
dos teoremas a seguir veja a segao 7.3 de [6].
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Teorema 1.32. Considere a equagdo diferencial ¥’ = f(x) onde f : R" — R™ ¢ C!.
Suponha que z(t) € uma solugao desta equagao que estd definida no intervalo fechado
[to, t1] com x(ty) = zo. Entao, existe uma vizinhanga U C R™ de xy e uma constante k
tal que, se yy € U, entao eziste uma unica solugao y(t) também definida em [tg,t1] com
y(to) = yo. Mais ainda, y(t) satisfaz

[y(t) —a(t)] < klyo — wole ™),

para todo t € [to,t1].

Em particular, pelo Teorema [1.32] como o lado direito da desigualdade depende de
|yo — 20|, que podemos assumir pequeno, temos:

Corolario 1.7. (Dependéncia continua das condigoes iniciais) Seja ¢(x,t) o fluro
do sistema ' = f(x), onde f é C'. Entio ¢ é uma funcio continua de x.

Equagoes diferenciais frequentemente dependem de parametros. Por isso, uma questao
natural é como as solucoes destas equacoes dependem destes parametros? Suponha
que o sistema 2’ = f,(z) depende do pardmetro a de forma C'. O teorema que
apresentaremos agora usa o resultado sobre dependéncia continua das solugoes com relacao
as condigoes iniciais para verificar que as solugoes do sistema original ' = f(x), dependem
continuamente de a.

Teorema 1.33. (Dependéncia continua dos pardmetros) Seja x’ = f,(x) um sistema
de equagoes diferenciais no qual f, € continuamente diferencidvel em x e em a. Entao o
fluxo deste sistema depende continuamente de a.

De encontro ao Teorema vem um resultado que estara presente fortemente nas
aplicagoes que estudaremos nos Capitulos[3]e[dl Em termos praticos, o resultado a seguir
diz que as solugdes de um sistema x’ = f(z,t) sdo invariantes no cone positivo. Considere
por cone positivo de R" o conjunto {(xy,z9, -+ ,z,) € R" 1 2; > 0,Vi=1,2,--- n}.

Proposicao 1.2. Suponha que f em ' = f(x,t) tem a propriedade que solugdes de
problema de valores iniciais x(ty) = xo > 0 sdo unicas e, para todo i, f;(t,x) >0 sempre
que © > 0 satisfaz x; = 0. Entao x(t) > 0 para todo t > ty, no qual estd definida, sendo

Demonstra¢io. Na condicao forte: quando para cada ¢, temos z; = 0 e f;(z,t) > 0 para
x >0, segue que x(t) > 0 para todo t > .

Para resolver o caso geral faremos uma translacao da funcao f, de modo que tenhamos
a condicao forte. Para s > 0, defina a familia de fungoes

fs(z,t) = f(z,t) + sv,
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onde v é um vetor com todas as entradas iguais a 1. Podemos supor s de modo que f;
satisfaz a condigao forte, e entao solugoes de =’ = f(x,t) que comegam nao negativas
permanecem nao negativas no futuro.

Como a solugao de =/ = f(x,t), x(ty) = o > 0 pode ser aproximada em qualquer
t >t fixo por solugoes de problemas de valor inicial correspondentes para fs, para s > 0
suficientemente pequeno, pela continuidade de solugdes com respeito aos parametros,
segue que z(t) > 0 para todo t > t. O

O campo de vetores f : R” — R" associado com um fluxo ¢ : R®" x R — R" é definido
por

fla) = S| (1.13)

t=0

Este campo de vetores é interessante porque o fluxo é uma solugao da equacao
diferencial 2’ = f(x), como é visto no seguinte

Lema 1.6. Se ¢y(x) é um fluzo, entao ele € uma solugao do problema de valor inicial

d

E%(%) = flee(x0)),  wo(w0) = o,

para o campo de vetores definido em .

Agora, nem toda equagao diferencial define um fluxo completo, pois as solugdes nao
necessariamente existem para todo tempo. No entanto, se elas estao definidas para todo
tempo, o fluxo é completo.

Garantir que uma solucao de um campo de vetores possui intervalo maximal sendo
o conjunto dos nimeros reais pode se tornar uma tarefa um tanto quanto ardua. No
entanto, dispomos de alguns resultados que sob certas condi¢oes a cerca do campo de
vetores f : R" — R", asseguram que as solugdes de =’ = f(x) estdo definadas em toda a
reta. Sao os seguintes resultados, onde estamos considerando:

Lema 1.7. Seja U um subconjunto aberto de R™ e f : U — R™ um campo de vetores C*
tal que o problema de valor inicial

¥ = f(z), x(0) = x,

tem uma solu¢io u(t,xg) € U, que existe para todo t € R e todo xy € U. Entao
wi(To) = u(t, z9) € um fluro completo.

Para as demonstragoes dos Lema [1.6{ e Lema 1.7 veja a Segao 4.2 de [12].

Teorema 1.34. (Existéncia Global Limitada) Se [ € localmente Lipschitz e limitada,
entio as solugoes de (7?) definem um fluro completo.
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Teorema 1.35. Se f(x) € localmente Lipschitz em R™, entao (77) € equivalente a

dy  fw)
ar W= T

com uma reparametrizacao do tempo. O campo de vetores F define um fluxo em R™ que
¢ Lipschitz e limitado.

Teorema 1.36. (Existéncia Global Lipschitz) Suponha que f(x) € globalmente
Lipschitz em R™. Entao as solugoes de &' = f(x), x(0) = zo existem para todo tempo e
portanto definem um fluxo.

Para verificar as demonstragoes dos Teorema Teorema [1.35| e Teorema [1.36
consulte a Secao 4.3 de [12].

Os resultados desta se¢ao nos dao liberdade para aplicar as propriedades do fluxo
§ = (R",R,m) as solugoes do sistema z’ = f(x), x(0) = zo. Por isso, quando for
necesséario, trabalharemos com uma solu¢do de 2/ = f(z), 2(0) = ¢ utilizando as
propriedades do fluxo 7 vistas nas se¢oes anteriores.

Introduziremos agora a definicao de um sistema de equagoes diferenciais do tipo
Kolmogorov, na qual se configuram os sistemas estudados nas aplica¢oes dos Capitulos 3]

e[l

Definicao 1.18. Um sistema de equagoes diferenciais da forma

2

xr = (1131,.172, o axn)-
¢ chamado de sistema Kolmogorov.

Observagao 1.5. Considere o sistema de equagoes diferenciais
' = F(x), (1.14)

onde F : R* — R™ € um campo de vetores de classe C*. Seja ¢ : R* x R — R" o fluzo
gerado pelo campo F. Dado um conjunto E C R", dizemos que E € invariante por ¢ se
para qualquer xo € E tem-se ¢(z,,t) € E para todo t € R. Como ¢,,(t) é a curva em R"
cujo vetor tangente ¢, (t) existe para todo t € R e coincide com F(¢g,(t)), dizemos que
E € invariante por ¢ sempre que F' € tangente a FE, isto €, sempre que ¢, (t) € solugao

de para todo xy € E.

Trabalhar com um sistema de equagoes diferenciais do tipo Kolmogorov apresenta
algumas vantagens, dentre elas destaca-se a seguinte proposicao, que serd requisitada
algumas vezes neste texto.
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Proposicao 1.3. Para um sistema de equacoes diferenciais do tipo Kolmogorov em R?
ou em R3, o0s semi-eivos e as faces positivas sao invariantes pelo fluro gerado por este
sistema.

Demonstracao. Faremos a demonstracao para R3, o caso R? é analogo.

Considere o campo de vetores F : R — R3 dado por

F(x,y,z) = (J:fl(x,y,z),yf2(x,y,z),zf3(x,y, Z))7

onde f; : R — Ry, i =1,2,3 sdo fungdes de classe C' e o conjunto E = {(z,y,z) € R?:
r=0ey =0} Seja¢:RI xR — R} o fluxo gerado pelo campo F. Note que F’ é
E

dado por
F(0,0,z) = (0,0, 2f3(0,0, 2)).

Entao, F'| é tangente ao conjunto F, pois o vetor tangente a uma reta (em qualquer
E

ponto) é a propria reta (neste caso, o eixo z). Pela Observagao isto significa que o
semi-eixo positivo z € invariante por ¢. O mesmo vale para os demais semi-eixos positivos.

Seja M a face nao negativa do plano xy. Note que a face positiva do plano zy é
intM e OM =semi-eixorUsemi-eixoy. Como o semi-eixo x e 0 semi-eixo y sao invariantes
por ¢, segue pelo Lema que semi-eixorUsemi-eixoy € invariante por ¢. Portanto
OM ¢é invariante por ¢, o que pelo Lema [1.4] garante que intM é invariante por ¢, por
conseguinte, a face positiva do plano zy é invariante por ¢. Da mesma maneira, mostra-se
que as faces positivas dos planos zz e yz sao invariantes por ¢.

]

Enunciaremos agora dois resultados classicos decorrentes da Teoria de Poincaré-
Bendixson que serao tuteis na demonstracao do Teorema . E interessante ressaltar
que estes resultados sao véalidos para sistemas de dimensao 2. Tais resultados garantem
(sob certas condigoes) a existéncia de orbitas periddicas e pontos criticos.

Teorema 1.37. (Tricotomia de Poincaré-Bendixson) Seja OT(yy) uma drbita
positiva de que permanece num subconjunto K C R? fechado e limitado e suponha
que K possui um niumero finito de pontos criticos. Entao uma das sequintes afirmagoes
acontece:

a) w(yo) € um ponto critico;

b) w(yo) € uma orbita periddica;

c) w(yo) contém um nimero finito de pontos criticos e semi-orbitas cujos conjuntos omega
e alfa limite consistem de um desses pontos criticos para cada semi-orbita.
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Teorema 1.38. Se O ¢é uma orbita fechada tal que seu interior estd contido num
subconjunto aberto de R?, entdo existe um ponto critico contido em intQO.

De encontro a esses dois ultimos teoremas apresentamos um teorema que fala sobre a
nao existéncia de orbitas periodicas.

Antes de enunciarmos o proximo teorema é necessario estabelecer a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.19. Seja 2’ = f(x) = (fi(x), fa(x)), f definida num subconjunto conexo G
de R?. Uma funcgdo positiva B em G tal que o campo de vetores Bf possui divergente
positivo (ou negativo) em todo ponto € chamada Fun¢do de Dulac, sendo o divergente

de f dado por divf = % + %
I I

Teorema 1.39. Suponha que D € um subconjunto aberto e conexo de R?. Se a expressdo

of 0Og

div(f,g) = . + P >0 em D, entao nao hd orbitas periddicas do sistema
T Y
dx dy
O resultado também vale se div(f,g) = of + o9 <0emD.
or 0Oy

Demonstracao. Veja pagina 32 de [§]. O



Capitulo 2

O Lema de Butler-McGehee

Com origem na década de 1980, o Lema de Butler-McGehee constitui-se de uma
poderosa ferramenta para analise do comportamento da regiao de atracao de um conjunto
compacto invariante isolado. Num contexto hiperboélico o Lema de Butler-McGehee ajuda
o Teorema da Variedade Estével a obter mais informagoes sobre o comportamento das
orbitas proximo de um ponto critico hiperbolico. Ainda, o Lema de Butler-McGehee traz
um resultado analogo ao Teorema da Variedade Estéavel (no sentido de indicar elementos
que estao na regiao de atragao) para os conjuntos estavel e instével, sem assumir que o
conjunto invariante tenha estrutura hiperbdlica.

Neste capitulo apresentaremos trés versoes do Lema de Butler-McGehee, sendo
que demonstraremos a primeira versao dada por Butler e Waltman em 1986 em [2].
Mostraremos que as outras versdes dadas por [14] e [13] sdo decorrentes da primeira
versao, observando que demonstraremos a versao dada em [13]| para um caso particular.

2.1 Lema de Butler-McGehee (Butler e Waltman,
1986)

Para as defini¢oes béasicas e resultados considere um fluxo § = (E, R, 7), onde £ é um
subconjunto fechado de um espaco métrico localmente compacto.

Definicao 2.1. Um subconjunto nao vazio M de E, invariante por §, € chamado um
conjunto invariante isolado se ele é o conjunto invariante maximal em alguma
vizinhanga, isto €, é o maior conjunto invariante desta vizinhanga. A vizinhanga €
chamada uma vizinhanca tsolante.

Definigao 2.2. Os conjuntos estdvel e instdvel de um conjunto invariante isolado M
sao definidos respectivamente, por

WHM)={z € E:w(x)#0,wx) C M},

26
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W= (M)={z € E:a(zx)#0,a(x) C M}.
Note que os conjunto estével e instavel definidos acima coincidem com a regiao de
atragao e regiao de repulsao, respectivamente, dadas no inicio da Secao
Proposigao 2.1. Seja M C E um conjunto compacto. Se W+ (M) # () entao o conjunto

W (M) é invariante.

Demonstragao. Seja x € W (M). Entao x € E, w(z) #0 e w(z) C M. Sejay € O(z),
entdo y = 7(x,tp), para algum ¢y € R. Como w(x) # 0, existe {t,} C R tal que, quando
n — oo, t, — 0o e w(x,t,) — z. Note que, quando t,, — oo,

7y, tn) = m(n(x,to),t,) = w(mw(x, t,),t0) — 7(2,to). (2.1)

De (22.1) concluimos que w(y) # 0 pois, 7(z,t) € w(y). Por outro lado, dado z € w(y),
existe {7,} C R* tal que, quando n — oo, 7,, — o0 e 7(y, 7,) — 2. Mas,

w(y, 1) = w(m(z, o), Tn) = 7(x, T + to) — 2,
logo z € w(x) e, portanto w(y) C w(x), mostrando assim que W (M) é invariante. [

Observagao 2.1. Se M ¢é compacto, x € WT(M) ¢é equivalente a tlim d(m(xz,t), M) =0,

— 00

com afirmagao similar se mantendo para W= (M).

Definicao 2.3. Os conjuntos estdvel fraco e instdvel fraco de um conjunto
wmwvariante isolado M sao definidos respectivamente, por

WHM)={z € E:w(x)N M # 0},

W, (M)={z € FE:alx)ynNM #0}.

w

Observagao 2.2. Note que W (M) C Wi (M), pois se x € WH(M) entao, x € E,
wx)Z0ewx)C M =z FEewl@)NM#*0=zecWi(M).

A proposicao a seguir encontra-se como observagao em [9], pagina 235 e sera utilizada
na demonstragao da Proposicao |2.3]

Proposicao 2.2. M ¢ localmente compacto se, e somente se, para cada v € M existe
r > 0 tal que a bola fechada B(z,r) é compacta.

Proposicao 2.3. Se M ¢é um conjunto compacto invariante isolado de um espaco métrico
localmente compacto E, entao existe V' compacto tal que VO M e OV D OM de forma
que M € invariante isolado com relacao a V.
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Demonstracao. Seja U o aberto que isola M. Note que M C U B(x,r;). Assim,
zeM
¢ = U B(x,r,) é uma cobertura de M. Ainda, sendo E localmente compacto, pela

xeM
Proposicao ¢ é uma cobertura com bolas compactas.

Observe que U B(z,r,) também cobre M. Dai, como M é compacto, M admite
xeM

n
uma subcobertura finita, digamos M C U Bj. Da mesma maneira é possivel obter uma
k=1

subcobertura finita para 0M, suponha OM C U C;. Desta forma, {U B} U {U C;}
j=1 k J
fornece uma cobertura finita de M.

Nestas condigbes, V* = (U{Fk}) U (U{UJ}) ¢ um conjunto compacto tal que
k J

V*D MedV*DOM.

A fim de assegurar que o conjunto compacto que estamos procurando nao “escape” de
U, basta considerarmos

V= (JBnD)u (| JC;nD))

k J

e temos o resultado desejado. O

O Lema e o Lema foram apresentados em [2] em 1986 por Butler e Waltman,
sendo que o Lemal[2.2]¢é o resultado ao qual estamos chamando de Lema de Butler-McGehee
(Butler e Waltman, 1986).

Lema 2.1. Seja M wum conjunto compacto e invariante isolado.  Suponha que
WIH(M)\M # 0. Entao WH(M)\M # (.

Demonstragao. Queremos mostrar que W (M)\M # (0, ou seja, que existe y € W+ (M)
ey & M.

Para isto, exibiremos uma sequéncia em {y;} C 9V tal que y, — y € OV, onde V é
uma vizinhanga compacta de M que isola M (isso significa que M é o invariante maximal
em V). Em seguida, mostraremos que O"(y) C V, de onde concluimos que w(y) C V.
Dai, como w(y) é compacto e invariante, pelo isolamento de M, deve-se w(y) C M. Da
tltima inclusao ocorre que y € W*(M). Ainda, como M esta contido propriamente em
V' (Proposigao ey € dV, temos que y & M. Como queriamos mostrar.

Vejamos agora como a sequéncia {y,} é construida.

Seja x € W,IH(M)\M. Se x € W*(M), nao ha o que fazer. Suponha entao que
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Note que OT(x) deve entrar em V', pois w(z) N M # ). Por outro lado, a O (x) deve
sair de V', pois se nao safsse terfamos que V' ¢é positivamente invariante, o que contradiz
o fato de M ser invariante maximal. Neste sentido, a OT(z) entra e sai de V infinitas
vezes.

Assim, pela compacidade de M, é possivel escolher uma sequéncia de pontos {xy} C
O (x) e uma sequéncia de tempos negativos {t;} tais que,

lim d(xg, M) = lim d(nm(z,t), M) = 0.

k—o0 k—o0

No procedimento de O (z) entrar e sair infinitas vezes de V', ao escolhermos {tx},
podemos considera-la de modo que,

7T([Ek, [tk,O]) CcVe W(ZEk,tk) e oV.

Como M é compacto e invariante, a dependéncia continua das solugdes com relacao
as condigoes iniciais implica que t; — —oo quando k — oo.

Seja yp = m(xy, tx) € OV. Como 9V é compacta, podemos escolher uma subsequéncia
Yn, convergindo a y € JV. Para cada ¢ > 0 temos

7(y,t) = lim w(7(zp,, ty, ), t) = Um 7(z,,, t,, +1).

k—oo k—oo

Escolhendo k suficientemente grande tal que t,, +t < 0, temos t,, +t € [t;,0] e
7(zp,, t,, +1) € V. Pela compacidade de V temos 7(y,t) € V.

Dai, fixando y, ao variarmos ¢ em R™ concluimos que O*(y) C V, ou ainda,
Of(y) ¢ V. =V. Como Ot(y) = OF(y) Uw(y), em particular, w(y) C V. Tendo
em vista que w(y) ¢ um subconjunto fechado de um conjunto compacto ('), segue que

w(y) é compacto. ]

Lema 2.2. Seja M um conjunto compacto e invariante isolado para algum fluxo continuo
§ num espago métrico localmente compacto. Entao, para qualquer x € WH(M)\W(M)
seque que

w@)NWHMN\M #0 e wx)NW—(M)\M # 0.

(Andlogo para a(x)).

Demonstragao. Seja x € WIEH(M)\W*(M).  Por argumentos analogos aos da
demonstracao do Lema , existe uma vizinhanga compacta V' de M na qual O™ (z)
entra e sai infinitas vezes a medida que t — +o00. Sem perda de generalidade podemos
supor que x € V, (caso ndo pertenca, podemos tomar V maior necessario até que isto
acontega).
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Agora, seja {t,} C R tal que d(zx, M) — 0 quando k — oo (t — o0), onde
z = w(x,ty) € OF(x). Sabemos que d(xy, M) — 0, quando k — pelo fato de
x e WHM)\W*(M) e M ser compacto.

Escolha 75, < 0 tal que

m(xg, [1:,0]) CV e w(xg, 1) = w(x, 7 + L) € OV.

Como M ¢ invariante e compacto, segue da continuidade de 7 que 7, — —o0 quando
k — oo.

Sendo
z € WH(M\W*(M), (2.2)

segue que x € W, (M)\M, pois se x € M, pela invaridncia e compacidade de M
deveriamos ter w(x) C M = x € WT(M), o que contradiz (2.2)). Logo W, (M)\M # 0,
o que pelo Lema [2.1| garante que W (M)\M # 0.

Na demonstragao do Lemal[2.1]vimos que existe y € OVNW (M), logo VAW (M) # @
(V' ¢ fechado). Ainda, sendo W (M) invariante, se W (M) C V o isolamento de M
implica que W+ (M) C M o que contradiz o fato de existir y € 9V N W (M). Portanto,
WHM) ¢ V.

Suponha que exista uma subsequéncia {ny }, para a qual ¢,,, +7,, < 0 quando ny — .
Fazendo k — oo e usando as definicoes de ¢, e 7,, segue que

Of(z)cV = Of(z)= (0" (z)Uw(z) CV =V

Em particular, w(z) C V. Sendo M C V, o subconjunto M U w(x) é um subconjunto
fechado e invariante de V. Pelo isolamento de M, devemos ter (M Uw(z)) C M, o que
implica w(x) C M e contradiz (2.2). Portanto, para k suficientemente grande devemos
ter tp + 7 > 0.

Seja yr. = w(x,ty + 1) = w(TK, 7R) € OV. Pela compacidade da fronteira podemos
supor que existe {ng} C {ny} tal que k}im yw =y € V. Para cada t > 0 temos

w(y,t) = lim 7w(m(xp, %), t).

k'—o0

Tomando k" suficientemente grande de modo que 7 + ¢ < 0, temos 7 + t € [13,0].
Dai 7(zy, 7 +t) € V, pela compacidade de V, w(y,t) € V. Como t foi considerado
arbitrariamente, variando ¢t em RT, temos O (y) C V. Consequentemente, w(y) C V =
w(y) C M, isto &, y € W (M).

Como t, + 7, > 0, para k suficientemente grande, uma possibilidade é a sequéncia
ty + 7 possuir uma subsequéncia limitada convergindo a 7, onde y = 7(x, 7). Dai decorre
que z = 7(y, —7) e pela invariancia de W (M) segue que x € W (M), mas x ¢ W*(M).
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A outra possibilidade é t; + 7, — 0o quando k — 00, 0 que ocasiona y € w(x) e entao

w(x) N (WH(M)\M) # 0.

Agora escolha g, de modo que

m(xy, [0,04]) CV e & = n(xy, 0%) € OV.

Entao klim o, = 00. Pela compacidade de 0V, podemos escolher {k'} C {k} tal que
klim & = € € OV Para cada 0 < 0, escolhendo k' satisfatoriamente grande de modo que

o + 0 > 0 temos 7(zy, 0 +0) € V, resultando 7(§,0) € V.

Variando o em R~ temos O~ (§) C V. Dai, a(§) C V. Pela propriedade de isolamento
de M segue que a(§) C M de onde decorre que £ € W~ (M). Como £ também pertence
a dV ¢ M, temos £ € W= (M)\M. Como

lim 7(m(x, ty),op) = lim 7(x,ty +op) =&

k! —o00 k' —o0

ety +op — oo quando k — oo segue que £ € w(x). Pelo que haviamos visto, terminamos
a prova ao concluir que w(z) N W~ (M)\M # (. O

2.2 Lema de Butler-McGehee (Smith e Waltman, 1995)

A versao do Lema de Butler-McGehee apresentada nesta segao é uma particularizagao
do Lema em que M é um ponto critico hiperbdlico. Utilizaremos esta versao na
aplicagao do Capitulo [3]

Nesta secao considere o sistema

7' = f(x) (2.3)
onde f:R*" = R", feCl ez eR"™

Definicao 2.4. Um sistema dindmico € dito ser dissipativo se todas as orbitas positivas
pertencem a um conjunto limitado.

Observacao 2.3. Se o sistema € dissipativo, entao o conjunto omega limite de
qualquer orbita deste sistema € nao vazio, compacto e conexo.

Demonstragao. Sejam 7 : R" x R — R" o fluxo gerado por 2/ = f(z) e p € R". Como
o sistema é dissipativo, segue que O7(p) C K, K C R™ compacto. Entao, |m(p,t,)| < u,
i > 0, Vn, para qualquer sequéncia {t,}, t, — oo. Portanto, {m(p,t,)} possui
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subsequéncia convergente, ou seja, 7(p,t,, ) — y e assim, w(p) # 0, pois y € w(p). Como
w(p) € O+(p) C K e w(p) ¢ fechado (ver Teorema [1.16)), segue que w(p) ¢ compacto.

Suponha que w(p) ndo seja conexo, isto é, que existem dois conjuntos fechados e
disjuntos A e B tais que w(p) = AU B. Por definigao, para qualquer z4 € A, existe
{tx,} C RT tal que 7(p,tr,) — 24 quando t, — oo. O mesmo ocorre para qualquer
zp € B. Como para cada sequéncia t, — 00, existem infinitos valores de tempo tais
que t, <t < ty, entdo, o segmento de orbita {m(p,t) : ty, <t < t,} conecta pontos
arbitrariamente perto de z4 a pontos arbitrariamente perto de zg. Como w(p) é fechado,
ele contém os limites destes segmentos e portanto nao pode ser desconexo. O

O sistema
o= Jf(y")x (2.4)

é dito ser a linearizagao do sistema ({2.3)) referente ao ponto critico y*, onde Jf(y*) é a
matriz Jacobiana de f no ponto y*.

Se todos os autovalores da matriz Jacobiana tém parte real negativa, entao y* é um
ponto critico assintoticamente estavel de @’ = f(z).

Se todos os autovalores da matriz Jacobiana de um ponto critico tém parte real positiva
(negativa), entao este ponto critico é dito ser um repulsor (atrator). Um ponto critico
repulsor nao pode estar no conjunto omega limite de qualquer outra o6rbita que nao seja
ele mesmo.

Definicao 2.5. Quando nenhum autovalor da matriz jacobiana tem parte real nula, o
ponto critico € dito ser hiperbdlico.

Observagao 2.4. Na Definigao nao assumimos qualquer estrutura especial para M,
WH(M) ou W~ (M), mas quando E € uma variedade diferencidvel e M € wm ponto critico
temos que WH(M) e W= (M) tém (localmente) estrutura de varidade.

Proposigao 2.4. Seja P um ponto critico hiperbdlico para o fluro § = (E,R, 7). Entdo
existe uma vizinhanga V de P em que todo subconjunto invariante por § coincide com P.

Demonstragdo. Sejam V' = B(P,¢) uma vizinhanca de P e M = B(P, 5) um subconjunto
de V invariante por § (note que M ¢ {P}). Como P é um ponto critico hiperbdlico
devemos considerar trés casos:

1° caso: P possui apenas variedade estavel (¢ atrator). Neste caso, dado y € M, y # P,

como P ¢ atrator, existe ty € R tal que 7(y,%0) € B(P,5). Da mesma maneira,
existe £, € R, tal que 7(7(y,ty),t1) € B(P, ). Procedendo assim sistematicamente
existird um ¢,, € R tal que,

15
m(m(y,tn) b+ -+ taa) € B(P, ).
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Para n infinitamente grande temos 7(y,to+ - -+ t,) € B(P,0) = P. Mas, como P
é um ponto critico, segue que m(P,t) = P, para todo ¢t € R. Dai,

n(m(y,t1+ - +t,),t) =7(Pt), Vt € R,
o que é um absurdo, visto que y # P.

20 caso: P possui apenas variedade instavel (¢ repulsor). Neste caso, como P ¢é repulsor,
dado y € M, existe t; € R, tal que w(x,t) ¢ M, para todo t > t; e M nao é
invariante.

3° caso: P possui variedades estavel e instavel (¢ um ponto de sela). Neste caso, dado
x € M, temos

e se x pertence a variedade estavel de P, existe ty € R, tal que 7(z,t) € M, para
todo t < ¢,

e se x pertence a variedade instavel de P, existe ¢; € R tal que, 7(z,t) ¢ M,
para todo t > t;.

De qualquer maneira, M nao é invariante.
m

O lema a seguir é apresentado como Teorema de Butler-McGehee em [I4], pagina
12. A intencao deste resultado é mostrar que uma 6rbita nao pode “serpentear"dentro
e fora de uma vizinhanca de um ponto hiperboélico P infinitas vezes sem ter pontos de
acumulagao nas variedades estavel e instavel deste ponto.

A demonstragdo deste lema dada aqui é uma aplicagdo imediata do Lema [2.2]
distanciando-se consideravelmente da demonstracdo apresentada em [14].

Lema 2.3. (Lema de Butler-McGehee (Waltman e Smith, 1995)) Seja © € R".
Suponha que P é um ponto critico hiperbolico de

Y = f(y) (2.5)

que estd em w(x), mas nao € o conjunto omega limite inteiro, ou seja, w(x) ¢ {P}. Entao
w(z) tem intersecao nao trivial (diferente de P) com as variedades estdvel e instdvel de
P.

Demonstragao. Para m: R" x R — R" (P, t) = P é solucao de 3y = f(y), de onde segue
que {P} C R" que é localmente compacto.

Portanto, {P} é um conjunto compacto, invariante isolado, para o fluxo continuo
gerado por ¥y = f(y) num espago métrico localmente compacto. Por hipotese, para
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z € R", P € w(x) ew() ¢ {P}, ouseja, x € WH({P}H)\WT({P}). Pelo Lema de
Butler-McGehee (Butler e Waltman, 1986) segue que

w@) NWTIPH\{P}Y # 0 e w(@)nW-({PH\{P} # 0. (2.6)

Como P é um ponto critico hiperbélico, os conjuntos estavel e instavel de P possuem
estrutra (local) de variedade, sendo assim, (2.6]) diz que w(x) possui intersegao nao trivial
com as variedades estéavel e instavel de P. O]

Exemplo 2.1. Na Figura podemos ver uma ilustragio do Lema [2.3. O conjunto
omega limite da orbita o é {AYU{B} U{C}tUyUBUg. Considere por exemplo o ponto
A. O ponto A nao é o conjunto omega limite inteiro da orbita o, mas estd contido nele.
Ainda, a variedade estivel de A é 3 U {A}. Sendo assim, concluimos que o conjunto
omega limite da orbita o possui intersecao nao trivial com a variedade estdvel de A.

Figura 2.1: Tlustracao do Lema [2.3]

A seguir apresentamos um corolario do Lema de Butler-McGehee (Waltman e Smith,
1995) que sera requisitado na demonstragao do Teorema .

Corolario 2.1. Se a variedade estavel de um ponto critico hiperbolico P estd contida na
fronteira do cone positivo, entio nenhuma trajetoria do interior do cone positivo pode ter
P como um ponto omega limite.

Demonstracao. Veja [14] pagina 13. ]

2.3 Lema de Butler-McGehee (Smith e Thieme, 2011)

Nesta secao E é um espaco métricoe @ : E x R — F ¢é fluxo continuo.

Definicao 2.6. Um conjunto positivamente invariante A C E € dito ser transitivo em
cadeia se para quaisquer a,b € A e para quaisquer € > 0 e s € J C R existe uma
sequéncia finita de pontos 1 = a, o, , Ty, Tma1 = b em A e tempos ty,ts, - -t,, em J
tais que

ti>s ed(Py(z;),wit1) <€, i=1,---,m.
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A sequéncia {x1,x9,  , Tmy1;t1,to, + tm} € chamada uma (e,s)-cadeia em A
conectando a a b.

Exemplo 2.2. Um dos exemplos mais comuns de conjuntos transitivos em cadeia € o
conjunto omega limite, como pode ser verificado no sequinte lema.

Lema 2.4. Seja ® : E x R — R um fluro continuo. Entdo o conjunto omega limite de
qualquer orbita positiva pré-compacta € transitivo em cadeia.

Demonstragao. Seja x € E e x, = ®{x,t,}. Suponha que z tem orbita positiva pré-
compacta, Ot (z) = {z,} e denote o conjunto omega limite de Ot (z) por w. Entéo w é
nao vazio e compacto. Pelo Teorema temos

lim d(z,,w) = 0.

n—oo

Dado € > 0, pela continuidade de ® e compacidade de w, existe § € (0, 5) com a seguinte

propriedade: Se w,v sdo pontos na d-vizinhanga aberta U de w com d(u,v) < 4, entdo
d(®y, (u), ¢, (v)) < 5. Como z, aproxima de w quando n — oo, existe N > 0 tal que

r, € U para todon > N.

Sejam a,b € w pontos arbitrario. Entao existem k& > m > N tais que

(2, ®(a, 1)) < % e d(zg, ®(b,1)) < §
A sequéncia
{yO =0, Y1 = Tmy " s Yk—m — Tk-1, yk—m+1 — b}
¢ uma £-cadeia em w conectando a e b.
Para cada y; € U, parai = 1,--- , k—m, podemos escolher z; € w tal que d(z;,y;) < 9.
Seja zg = a € zp_,mi1 = b. Entao, parat=0,1, -,k —m temos,
d(®¢,(2), ziv1) <
< d(Dy(20), Py (i) + d( Py, (¥i), Yir1) + d(Yir, 2i41) <
€ € €
< s+;t+5=¢€
-3 3 3
Assim, a sequéncia {zo, 21, * , Zk_m+1} € Uma e-sequéncia conectando a e b. ]

A demonstragao do Lema ¢ dada para difeomorfismos em [7].

A seguir apresentamos a versao mais recente do Lema de Butler-McGehee em sua
plena generalidade. No entanto, faremos a demonstragao para um caso particular, onde
o conjunto Y é o conjunto omega limite de um ponto x € F e M é um ponto critico
hiperbodlico, pois esta restricao ¢é suficiente para utilizarmos o lema na aplicacao de
competicao entre trés espécies apresentada no Capitulo @] Para ver a demonstragio do
caso geral do Lema de Butler-McGehee (Smith e Thieme, 2011) veja [13], pagina 182.
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Lema 2.5. (Lema de Butler-McGehee (Smith e Thieme, 2011)) Sejam M
um conjunto fechado, isolado e positivamente invariante e Y wum conjunto compacto,
invariante e transitivo em cadeia em E. Suponha que Y N M # 0, mas Y ¢ M. Entao
existe um y € Y\M tal que ®(y,t) — M quando t — oc.

Demonstragao. Considere que M é um ponto critico hiperbolico e para x € E, Y = w(x).
Suponha que w(z) N M # 0 e w(z) ¢ M.

Entao z € W (M)\M # 0. Pelo Lema [2.2) Lema de Butler-McGehee (Butler e
Waltman, 1986),
w(x) NWH(M)\M # 0.

Portanto, existe y € w(x) NWT(M) ey & M. Agora,
yeWHM) = wly)c M =

I{t,} C R" tal que, quando n — oo,t, — 00 e ®(y,t,) — M.



Capitulo 3

A Dinamica de um Biorreator

Neste capitulo mostraremos uma aplicagao do Lema de Butler-McGehee ao usé-lo
para demonstrar um teorema de estabilidade global para sistemas parcialmente lineares,
em outras palavras, o Lema de Butler-McGehee é usado para mostrar que (sob certas
condigbes) existem singularidades de um sistema linear associado ao sistema parcialmente
linear considerado que formam um ciclo. Como consequéncia deste resultado provamos
um teorema que garante a sobrevivéncia e extin¢ao de duas espécies de microorganismos
interagindo num mesmo ambiente.

Basearemo-nos no trabalho de Smith e Waltman [I4] no qual foram utilizados dados
obtidos de um experimento realizado num biorreator, que é um equipamento para
cultivo sob imersao temporaria ou permanente de células vivas de animais, plantas ou
microorganismos ou enzimas com o objetivo de propagacao das células cultivadas. Num
biorreator é utilizado um meio de cultura liquido que permite a renovagao do ar durante
o cultivo, bem como o monitoramento de alguns parametros essenciais ao crescimento
do material em cultivo, tais como pH, oxigénio dissolvido, temperatura, concentragao de
ions, etc.

3.1 Introducao

As bactérias sao uma forma de vida presente em diversos ambientes do nosso planeta.
Ao longo do tempo elas se mostraram 1util em varios aspectos, por exemplo, para produgao
de paes, cervejas e vinhos, producao de insulina humana, vacinas, biocombustivel,
tratamento de residuos, dentre muitos outros. Para avancar na potencialidade do uso
dessas bactérias, faz-se necessario conhecer sua reagao diante de outro microorganismo
ou da influéncia de determinado tipo de nutriente. Para realizacao destes estudos
(experimentos), entram em cena os biorreatores, onde o desenvolvimento das células ou
enzimas de estudo pode ser monitorado e controlado.

37
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Para o experimento que gerou o modelo que iremos estudar, foi utilizado um tipo
especifico de biorreator, o quimiostato, que se caracteriza por ser um equipamento
que permite os nutrientes necessarios para o crescimento celular serem fornecidos
continuamente a uma taxa especifica para o recipiente de cultura por uma bomba ligada
a um reservatorio com estes nutrientes, enquanto os nutrientes e as células residuais sao
removidas do recipiente de cultura com a mesma taxa (de entrada) por outra bomba
mantendo assim a cultura no quimiostato com um volume constante. Na Figura
pode-se observar o esquema de um quimiostato simples.

Entrada
de ar

Entrada d N Saida de
ntrada de__ * )
O NI <5 [ residuos

nutrientes /, — H ——] “ —
Bomba

o M Saida
- B —
] dear
(>
4
- Bomba
o

Figura 3.1: Um esquema de um quimiostato simples

3.2 O Modelo

A fim de estudar a competicdo entre duas espécies num quimiostato, foram
introduzidos dois microorganismos diferentes no sistema. Pelo que foi proposto por Smith
e Waltman em [14], o sistema que representa a variagao de nutrientes e da populacao dos
microorganismos no quimiostato ¢ dado por:

m15x1 mQSxQ

! — 1 _ _ _
S S ay + S as + S’
x’ o ( mIS . )

1 1 ay + IS ; (3 1)
o mQS _

2 2 ao + S ’
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No sistema , S representa a quantidade de nutrientes, x; e xo representam a
populagao de cada microorganismo, m; e mso representam a taxa de crescimento maxima
dos microorganismos z; e xy respectivamente (a unidade da taxa de crescimento méaxima
é %) e a; e as sao constantes de saturacao referentes aos microorganismos x; e g
respectivamente. As constantes mq,mo, a; € as podem ser consideradas como parametros
naturais dos microorganismos no ambiente do quimiostato e podem ser medidos pelo

cientista.

Ao considerarmos a mudanga de variaveis %(t) = 1 — S(t) — x1(t) — x2(t), podemos
reescrever o sistema (3.1)) como

Y = -%

’ m1<1—2—131—$2)
= —1
“ x1<a1+1—2—$1—$2

a2—|—1—2—x1—x2

/ " (mg(l—Z—xl—xQ) _1) (3.2)

E(O) < 1, ZE1<O) > 0, ZL’Q(O) > 0.

A primeira equagao de (3.2)) é resultante de
¥ o= =S8 - -1y =

mlsml m25x2 m1S mQS
= -1 — —1) - 1) =
+S+a1+5+a2+5 xl(al—i—S ) $2(GQ+S >

= —1+S+I1+LE2:—E.
Proposicao 3.1. O sistema € dissipativo.

Demonstragao. Observe que sendo ¥ = —Y, entao X(t) = kge ™, ko < 1. Logo,
tlim X(t) = 0.

Como () =1 — S(t) — z1(t) — x2(t), temos
tlirgo S(t) 4+ x1(t) + xo(t) = tll}rglo |S()] + |21 (t)] + |xa(t)]
= I [[(SO. e aa®) [ =1 (33)

Isto é, para todo € > 0, existe t; > 0 tal que se t > t;, entao
(H (S(t),21(8), wa(t)) || — 1‘ <e = |[(SE), m(t), 22(1) || <+ 1.
Como as normas num espaco Euclidiano sao equivalentes, as trajetérias do sistema

(3.1)), a partir de um ¢ > ¢;, estao num conjunto limitado, o que pela Defini¢ao implica
que o sistema ((3.1)) é dissipativo. O
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No plano ¥ = 0, que é difeomorfo ao plano S + x; + o = 1 as trajetorias de (3.2))
satisfazem

1 — oy —
l'/l = I (ml( 1 x2> — 1)

a1+1—£L’1—$2

A (m2(1 — 11 —T) 1) (3.4)

as+1—2x1 — 29
$1(0) > 0, SL’Q(O) >0, 21 +29 < 1.

by . . , 2
Encontremos agora os pontos criticos do sistema |j isto é, os pontos (x1,25) € R <

tais que
1 — 0 —
1 <m1( et xQ)—l) = 0;
ar+1—x1 — 2
1 — 1y —
T9 (m2( 7 xQ)—l) = 0.
as+1—x1 — 29
1 — 0 —
Resolvendo o sistema acima obtemos z; = 0 ou ma i lie), —1 =0ce
a1+1—x1—x2
1 — 2 —
x2:00um2( al $2)—1:0.

ag + 1-— r1 — X2
Portanto, um ponto critico é a origem e os outros pontos criticos satisfazem as equagoes

m1(1 — T — Ig) m2(1 — T — Ig)

=1le =1 (3.5)
a1+ 1—x1 — 29 as+1—2x1 — 29
Resulta das equagdes de (3.5)) respectivamente que
a a
T, + To = L tlem tay= 2 4. (3.6)
1-— mq 1-— meo
Defina \; = il e Ny = e )
mq — 1 mo — 1

Assim, as equagoes de (3.6 podem ser reescritas como
$1+I’2:1—)\1€2§1+$2:1—)\2.

Com tudo, os pontos criticos do sistema (|3.4]) sao

EO = (0,0), El = (1 — )\1,0) € E2 = (0, 1-— )\2)

Em vista dos resultados para crescimento sem um competidor, os tinicos casos
interessantes (adequados) sdo aqueles onde m; > 1e 0 < \; < 1, parai =1,2.
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3.3 Um Teorema de Estabilidade Global para Sistemas
Parcialmente Lineares

Seja f : D C R® x R™ — R™ uma funcao de classe C! e A uma matriz de ordem
m X m com entradas reais. Considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

y/ - f(y72>
2 = Az (3.7)

Vamos supor que o fluxo completo (veja Lema gerado por tem D como
conjunto invariante e dissipativo (veja Defini¢ao e Definicao . Sendo assim, dado
(y,z) € D, teremos w(y,z) # 0 (ver Observacao [2.3)), onde w(y,z) denota o conjunto
w-limite do ponto (y, 2).

Observando que a segunda equacao de é linear e desacoplada da primeira equacao,
vamos denominar , ou qualquer sistema que fique na forma de depois de uma
mudanca de variaveis, de parcialmente linear. O estudo dos sistemas parcialmente
lineares é motivado por suas aplicagoes na modelagem de biorreatores (veja [14] e [?]).

Considere agora o sistema

¥ = f(z,0). (3.8)

Repare que o conjunto @ = {z : (,0) € D} C R™ é invariante pelo fluxo completo

gerado por ([3.8)).

Uma pergunta natural é: quais sao as hipdteses sobre o espac¢o de fase do sistema
(@ que nos levam a caracterizar o espaco de fase do sistema ¢

Comecando pelas singularidades, obtemos o seguinte

Lema 3.1. Suponha que

(H1) todos os autovalores da matriz A tém parte real negativa;

(H2) o sistema (@) tem um numero finito de singularidades, denotadas por xj, j =
1,--- ,k e todas sao hiperbolicas. Entao

(i) todas as k singularidades do sistema sao hiperbolicas, em particular, localmente
assintoticamente estdveis;

(ii) para qualquer (y,z) € D,w(y, z) C Q x {0}.
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Demonstragao. (i) As singularidades do sistema (3.7)) sdo dadas por

{(y,2) €Dy =0e2=0} = {(y,2)€D: f(y,z) =0e z=0}
= {(y,2) € D: f(y,0) =0} (3.9)

Por sua vez, as singularidades do sistema (3.8]) sao
{ZL‘j e f(l'],O) = 0} (310)

Comparando com (3.10)) vemos que as singularidades do sistema sao do
tipo (z;,0), 7 =1,--- ,k. Como as singularidades do sistema sao hiperbolicas
segue que as singularidades do sistema também o s@o. Ainda, como todos os
autovalores da matriz A tém parte real negativa, segue que cada z;, j =1,--- ,k ¢
localmente assintocamente estavel. Sendo assim, cada (z;,0),j = 1,--- , k também
¢é localmente assintoticamente estéavel.

(ii) Seja ¢ : R — R"™ o fluxo gerado por (3.7). Dado (y,z) € D, como D ¢é invariante
por ¢, segue que @, (t) C D. Ainda, como D ¢é dissipativo, w(y,z) # 0.
Pelo item (¢), cada (x;,0),57 = 1,--- k é localmente assintoticamente estavel.
Assim, ¢(y..y(t) — (2;,0), quando t — oo, para algum ¢ € {1,---,k}. Portanto,
w(y, z) C 2 x {0}.

]

Sob as hipoteses do Lema [3.1], podemos utilizar o Teorema das Variedades Estdvel e
Instdvel para continuar nosso estudo do espaco de fase do sistema . Vamos denotar
por M*(x;), j = 1,--- ,k, as variedades estéveis do sistema e por AT (z;),j =
1,--- , k, as variedades estaveis do sistema . Podemos enunciar o

Lema 3.2. Sob as mesmas hipdteses do Lema[3.1], temos

(i) dimA*(z;,0) =m+dimM*(x;), j=1,---,k;
(i) M*(z;) x {0} = AT (z;,0)N{(y,2) € D: z = 0}.

Demonstragao. (i) Considerando os pontos (x;,0) no sistema (3.7) temos y' = f(z;,0).
Como todos os m autovalores de A tém parte real negativa, segue que
dimA* (x;,0) = m + dimM™*(x;).

(ii) Para o mesmo fluxo (¢) definido acima temos

(.2) € A (2,0) N {(go2) € D12 =0}

Py.0)(t) = (2;,0) &
(y,z) € M*(x;) x {0}.
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Antes de enunciarmos o préximo resultado, faz-se necessario a seguinte

Definigao 3.1. Sejam P e Q) pontos criticos hiperbdlicos (nao necessariamente distintos).
P ¢é dito estar encadeado a ), denotamos P — @, se existe um elemento x, x ¢ PUQ,
tal que v € M~ (P) N M™(Q). Uma sequéncia finita Py, Py, -, Py de pontos criticos
hiperbolicos € dita ser uma cadeia se P, — Py — -+ — P, (PL — P, se k =1). A cadeia
serd um ciclo se P, = P,.

Observagao 3.1. Se (x1,0) é um singularidade globalmente assintoticamente estdvel para
o sistema , entao para qualquer (yo,20) € D, seque que Py, =) (t) — (21,0), quando
t — o0, isto €, w(yo, 20) = {(21,0)}.

Como uma aplicagao do Lema de Butler-McGehee, o proximo resultado nos mostra
como certas condigdes globais na configuragao do espago de fase do sistema (3.8)),
determinam o espago de fase do sistema ((3.7)).

Lema 3.3. Sejamr € Ntalquel <r <keS={(z;,0): j=1,---,k} as singularidades
do sistema (3.7). Se, além de (H1) e (H2), forem vdlidas

k
(HO) existe um (Yo, 20) € D tal que (Yo, 20) & U A" (z4,0);

j=1
(H3) dimM™(z;) =npara j=1,--- 7 edimM*(z;) <n, para j=r+1,--- k;

(H4) Q| M (x)).

Jj=1
Entao existem singularidades do sistema (@ que formam um ciclo.

Demonstragao. e De (HO0) concluimos que tlim o(t) # (x4,0), 5 =1,--- ,k, onde p é

uma solu¢ado do sistema (3.7) que passa pelo ponto (yo, 29). Isso significa que existe
uma sequéncia t, — +oo tal que p(t,) nao converge para qualquer ponto de S.
Logo, podemos afirmar que w(yo, 29) nao esta contido em S.

e Tome agora um ponto de w(yo,zp). Pela conclusio (i) do Lema [3.1 sabemos
que esse ponto é da forma (x,0), com x € Q. De (H4) concluimos que existe
uma solucao do sistema que passa por z, convergente para algum z,, de onde
concluimos que (2, 0) € w(z,0) C w(yo, 20) (ver Proposi¢ao[d.9). Assim concluimos
que w(yo, 20) NS # 0.

e Por (H3), jo > r + 1, porque os pontos (x;,0), j = 1,--- ,r s@o (globalmente)
assintoticamente estaveis e bastaria um ponto desses, digamos (z1,0), em w(yo, 20)
para que w(yo, 20) = {(x1,0)}, e assim terfamos a contradi¢do w(yo, 29) C S.
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e Usando o fato provado acima de que w(yo,2p) contém outros pontos além de
(7j,,0), concluimos através do Lema de Butler-McGehee que existe um ponto
(u,0) € w(yo,20), com (u,0) € A (xj,,0), distinto de (z;,,0). Pela conclusao
(it) do Lema [3.2 obtemos u € M~ (xj;,). Por (H4), u € M™(x;,) para algum
71 € {1,---,k}. Como consequéncia, existe uma orbita heteroclinica ligando z;,
a zj,, (exatamente a solugdo do sistema que passa por u), ou seja, Tj, € Tj
estao encadeados. Caso tenhamos j, = j;, temos um ciclo e o lema esta provado.
Caso contrario, supondo jo # j; e sabendo que u € M7 (z;,), concluimos que
(j,,0) € w(u,0) C w(yo,20). Usando novamente o fato de que w(yo, 2p) contém
outros pontos além de (z;,,0), concluimos através do Lema de Butler-McGehee e
de (H4) que existe um jp € {1,--- ,k} de maneira que z; e z;, estdo encadeados.
Repetindo esse argumento um nimero finito de vezes, obtemos um ciclo.

[
Teorema 3.1. Se além das hipéteses (H1), (H2),(H3) e (H4) ainda vale

(H5) O sistema ([3.8) nao possui ciclos.
Entao podemos concluir que

k
D c | JA"(=;,0),

J=1

ou seja, as singularidades do sistema sao globalmente assintoticamente estdveis.

k
Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que D ¢ U A" (z;,0), entdo vale (H0). Como

j=1
também sao validas (H1), (H2),(H3) e (H4), pelo Lema [3.3] existem singularidades do
sistema (3.8)) formando um ciclo, o que contraria (H5). O

3.4 Resultado da Competicao do Sistema 3.1

A seguir apresentaremos um teorema que prevé o resultado da competicao entre os dois
microorganismos referentes ao sistema . Para garantir que o ponto critico F; nao esta
no conjunto w-limite de qualquer trajetéria com condigoes iniciais positivas, utilizamos
um corolario do Lema de Butler-McGehee (Corolario

Teorema 3.2. Suponha que m; > 1,i=1,2 e 0 < A\ < Xy < 1. Entao qualquer solugao
do sistema com x;(0) > 0 satisfaz

thm S(t) = >\1,
tlim r(t) = 1=\,
lim z5(t) = 0.

t—oo
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Ou seja, o ponto (A\1,1— A\1,0) € um atrator global para o sistema .

Demonstracao. O primeiro passo é entender o comportamento assintotico dos pontos
criticos do sistema , encontrando os autovalores da matriz Jacobiana associada ao
sistema avaliada em cada um desses pontos criticos. O sistema pode ser visto como
um campo de vetores F' : Ri — Ri definido por

MiT) — T3 — Taly MaTy — T3 — Toly )
— Ty | .

F(xy,29) = ( — T

a, +1— 2 — 29 a4+ 1— 2 — 29

A matriz Jacobiana de F' em E, = (0,0) é dada por:

[ ml(al + 1)
—(a1 P -1 0
JE(Ey) = ma(as + 1)
0 Mt o)y
(a2 + 1)

[ (m1 — 1)(m1 —1- al)
(m1 —1)(a; + 1)
0

0
(mg —1)(mg — 1 — ag)
(m2 — 1)((12 + 1)

(= 1)(1 = \y)

0
—_ a1—|—1
0 (m2 — 1)(1 — )\2)
- (12—|—1

Comom; >1,1=1,2e0< A\ < A < 1,2=1,2, segue que ambos os autovalores sao
positivos. Dai, Fy = (0,0) é um repulsor. Em particular, a origem nao esta no conjunto
omega limite de qualquer trajetoria.

Em E; = (1 — A\, 0) temos
(A1 — Daymy (A — Daymy

A1+ ap)? At ar)?
JF(Ey) = A1+ a) (mgy (— 1)+(/\1 )_ A2)
0
as + A\

Neste caso, ambos os autovalores sao negativos. Logo, F; = (1 — A1,0) é um ponto
critico assintoticamente estavel.

Em E; = (0,1 — \y), a matriz Jacobiana de F' é dada por

(m1 —1) (X2 — M)

0
_ A2+ a
JF(EQ) - (/\2 3 1)@;777,2 ()\2 — 1)&2?712
()\2 + a2)2 ()\2 + CLQ)2
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Temos um autovalor positivo e outro negativo. Como FEy é um ponto critico
hiperbodlico, pelo Teorema da Variedade Estével, a dimensao da variedade estével é o
nimero de autovalores com parte real negativa de JX (F,), segue entdo que a dimensao
de M*(FE,) é 1. Portanto, M+ (FE5) é homeomorfa a um segmento de reta. Ainda, Fy
atrai ao longo do eixo z; = 0, logo M (0,1 — \y) encontra-se no eixo x; = 0. Portanto,
pelo Corolario 2.1 E; nao é um ponto omega limite de qualquer trajetoria com condigoes
iniciais positivas.

Como F; é um atrator local, para provarmos o teorema ¢é suficiente mostrarmos que
E; é um atrator global. Como dito anteriormente, as condi¢oes de estabilidade impedem
uma trajetoria com condic¢oes iniciais positivas de ter Ey e Ey em seus conjunto omega
limite.

Como o sistema é dissipativo, O (z) permanece num conjunto compacto. Assim,
pelo Teorema o conjunto omega limite de qualquer trajetoria com condigoes iniciais
positivas deve satisfazer um dos trés itens deste teorema. Se ele fosse uma orbita periddica,
pelo Teorema [1.38| o conjunto omega limite teria um ponto critico em seu interior. Como
ja vimos, nenhum dos trés pontos criticos satisfaz isso. O item ¢) do Teorema nao
pode ser satisfeito porque nao é possivel construir um esquema com FEy, E1, Fs e Orbitas
heteroclinicas de modo que cada um dos pontos criticos seja omega ou alfa limite de
alguma das orbitas, pois Ey é repulsor e Ey nao pode ser omega limite de nenhuma
trajetoria com condigbes iniciais positivas. Dai, s6 nos resta concluir que w(z) é um
ponto critico, seguramente w(z) = F;. Concluimos entdo que toda orbita com condigdes
iniciais positivas tende a Fj.

As conclusoes obtidas até agora se referem apenas ao plano > = 0, isto é, ao sistema
(3.4). Para esbocarmos um comportamento global, precisamos analisar o sistema sem
restrigoes, mais precisamente, a conclusao final deve ser considerada para o sistema (3.2]).
Para fazer esta analise global iremos utilizar o Teorema |3.1}

As hipéteses dos Teorema [3.1] e Teorema se relacionam da seguinte maneira:

O sistema (3.2)) corresponde ao sistema ((3.7)),

O sistema (3.4]) corresponde ao sistema ((3.8)),
D= {(Z,l‘l,xz) Xy > 0, r1+ 2o+ 2 < 1},

Q={(z1,22) 1 2; >0, 11 + x5 < 1},

m=1,n=2e¢amatriz A= [—1];41.

Vejamos que nas condig¢oes do Teorema cada uma das (H;) do Teorema sa0
satisfeitas:

(Hy) Sendo A = [—1], o tnico autovalor desta matriz tem parte real nao negativa,
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(Hy) O sistema (3.4) possui apenas os pontos criticos Ey = (0,0), E; = (1 — A1,0) e
E; = (0,1 — X2) que sao hiperbolicos,

(Hg) dzmM+(E0) = O, dzmM+(E1) =2e dzmM+(E2) = 1,

(H4) Na primeira parte da demonstracao vimos que M™(Es) esta contida no eixo 7 =0
e que E; atrai todas as trajetorias positivas do sistema (3.4) tais que z1 + x5 < 1,
dai M (Ey) = {(x1,22) : x; > 0,21 + 22 < 1}. Portanto, Q@ = M (Ey) U MT(E,),

(Hs) Como também foi visto na primeira parte da demonstracdo, o sistema (3.4) néo
possui um ciclo de pontos criticos.

Verificadas todas as hipoteses, o Teorema [3.1] nos permite concluir que todas as
trajetorias do sistema (3.2) tendem a um ponto (E;,0), sendo E; um ponto critico do

sistema ([3.4)).

Conhecendo o comportamento assintético destes pontos criticos podemos afirmar que
o ponto referido acima é E;. Portanto,

lim (2(£), 22(t), 5(£)) = (1 — A1, 0,0).

t—o0

Agora, como X(t) =1 — S(t) — z1(t) — z2(t) do limite acima segue que,

O]
O Teorema [3.2] afirma que no modelo considerado, quando m; > 1, i = 1,2 e

0 < A1 < Ay <1 apopulagao x; é vencedora da competicao, a populacao xs € extinta, e a
concentragao de nutrientes tende a se estabilizar, de modo que a partir de certo tempo se
mantém em S(t) = \; massa/[?, isto ¢, qualquer solugao com condigdes iniciais positivas

do sistema ((3.1]) tende ao ponto (A, 1 — Ay,0) .

3.5 Algumas Simulacoes Numéricas

Exemplo 3.1. Nas figuras abaixo foram considerados retratos de fase do sistema
em que supomos valores para os pardmetros ay, as, my, mo de forma que fossem satisfeitas
as desigualdades 0 < Ay < Ay < 1. Em todos os casos considerados, as solugoes abairo da
linha verde (que representa o conjunto x1 + x5 < 1), tendem ao ponto (1 — Ay,0) como
previsto pelo teorema. Mais ainda, observe que em cada caso, a regiao de atra¢ao do ponto
(1 — A1,0) wltrapassa o limite da linha verde.
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Figura 3.2: a1 =0.1,m; = 1.2, \; =0.5,a0, = 0.6, my = 2, Ay = 0.6

Na Figura 3.2l o ponto (1 — A1,0) = (1 — 0.5,0) = (0.5,0) é um atrator local para o
sistema [3.4] J4& na Figura[3.3] o ponto (1 — Ay,0) = (0.4,0) é atrator local.

Xy

0.51

Figura 3.3: a1 =0.3,m; = 1.5, A\ =0.6,a0 = 1.1, my = 2.5, Ay = 0.73
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Figura 3.4: a1 = 0.45,m; = 2.96, A\ = 0.22, a5 = 0.776, ms = 1.872, Ay = 0.89

Na Figura o ponto (1 — Ay,0) = (0.78,0) ¢ atrator local para o sistema [3.4 Na
Figura [3.5] o ponto (1 — Ay,0) = (0.45,0) ¢ atrator local para o sistema [3.4 Observe que

a regido de atragdo do ponto (1 — Ay,0) é maior na Figura comparada com as demais
figuras.

\\\\.\\4\\

0.5

Figura 3.5: a1 = 1.1,m; =3, A\; =0.55,a5 = 1.1,my = 2.5, Ay = 0.73



Capitulo 4

O Modelo de May-Leonard Para
Competicao Entre Trés Espécies

Saber o comportamento da populacao de determinadas espécies é uma questao
importante em diversas areas. Para analisar o comportamento de uma populacao
sobre determinado aspecto sao necessarios modelos mateméticos que sejam tanto
precisos e realisticos quanto possiveis. Existem equagoes diferenciais ordinérias que
representam este comportamento, em particular, o comportamento de competicao entre
trés espécies. No entanto, para este caso, mesmo as equagoes mais simples sao nao lineares.
Consequentemente, determinar as possiveis solugoes estaveis da equagao considerada
requer um estudo mais refinado acerca do comportamento das solugoes da equacao.

4.1 Introducao

Nossa investigacao do modelo para competicao entre trés espécies foi motivada pela
aplicagdo do Lema de Butler-McGehee utilizada no teorema que garante (sob certas
condigoes) a estabilidade das trés populagoes consideradas. Para o modelo considerado,
existe um ciclo heteroclinico, HC', envolvendo as populacoes das trés espécies. Com
o Lema de Butler-McGehee (Smith e Thieme, 2011), é possivel concluir que para
qualquer elemento N = (Ny, Na, N3) do cone positivo de R?® que ndo pertenga a linha
I = {(N1,N2,N3) € R : Ny = N, = N3} o conjunto omega limite de N contém o
ciclo heteroclinico HC'. E possivel concluir que para o mesmo N, w(N) ¢ HC. Com isso,
conclui-se que para o elemento N, HC' = w(N). Consequentemente, qualquer elemento de
Ri\l, converge para HC'. Mostrando assim, que existe um equilibrio entre as populagoes
das trés espécies competidoras, isto é, é possivel a coexisténcia entre estas espécies.

20
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4.2 O Modelo

O modelo que estudaremos neste capitulo foi proposto por May e Leonard em [11]. O
sistema descreve a dinamica de 3 populagoes competindo entre si. O sistema é dado por

N{ = Nl[l—Nl—OéNg—ﬁNg],
Né = Ng[l—ﬂNl —NQ—O./Ng], (41)
Né = Ng[l—OéNl—ﬁNg—Ng].

N;(t),i =1,2,3 é o numero de individuos da populagao i, i = 1,2, 3 respectivamente,
no tempo t.

« € o coeficiente de concorréncia que mede a extensao a qual a populagao 2 afeta a taxa
de crescimento da populagao 1, a populacao 3 afeta a taxa de crescimento da populacao
2 e a populacao 1 afeta a taxa de crescimento da populagao 3.

[ é o coeficiente de concorréncia que mede a extensao a qual a populacao 1 afeta a taxa
de crescimento da populagao 2, a populacao 2 afeta a taxa de crescimento da populacao
3 e a populacao 3 afeta a taxa de crescimento da populagao 1.

Faremos agora um estudo acerca do comportamento das solugoes do sistema (4.1]).
Este estudo foi inicialmente proposto por Smith e Thieme em [13].

Primeiramente observe que o sistema é um sistema de equacoes diferenciais do
tipo Kolmogorov. Por isso, pela Proposi¢ao segue que os semi-eixos (positivos) e as
faces do cone positivo de R? sao invariantes pelas curvas solucoes de . Ainda, a linha
[ ={(N1, N2, N3) € R3 : Ny = Ny = N3} ¢ invariante como pode ser visto na seguinte:

Proposicao 4.1. A linha | = {(N1, No, N3) € R3 : Ny = Ny = N3} € invariante pela
curva solugao de que passa pelo ponto ¢ = (N (to), Nao(to), No(to)) no instante ty.

Demonstracao. Sejam ¢ = Ni(tg) = Na(to) = N3(tg) > 0 e N(t) = (n(t),n(t),n(t)) tal
que n(t) é solugao de n'(t) = n(1 —n — an — fn) com n(ty) = c¢. Repare que N(t) € I
para todo t >t e que N(t) ¢ solugao de (4.1). ]

4.3 Estudo do comportamento dos pontos criticos

Encontremos agora os pontos criticos do sistema (4.1)), isto ¢, os pontos
N = (N1, Ny, N3) € R? tais que,

N{(N) =0 Nl(l—Nl—OéNQ—ﬁNg) =0
Né(N) = 0 = Ng(l —ﬁNl —NQ—O[Ng) = 0
Né(N) =0 Ng(l—OéNl —ﬁNQ—Ng) = 0
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Claramente a origem é um ponto critico de (4.1)). Com rela¢ao aos semi-eixos positivos
temos as seguintes conclusoes:

e Ny >0,Na=0eN;=0 = N(1-N)=0 "5° N, =1¢e E; =(1,0,0) é ponto
critico de (4.1)).

e Ny =0,Na>0eN;=0 = No(1—No)=0 "E° Ny=1e E,=(0,1,0) é ponto
critico de (4.1)).

e Ny =0,Na=0eN;>0 = N3(1—N3)=0 "5 Ny=1e E;=(0,0,1) é ponto
critico de (4.1)).

Analisemos agora o interior de cada uma das faces do octante positivo. Denomine
essas faces por Fiy, = {(N1, N, N3) € R% : Ny = 0}, Fy, = {(N1, N2, N3) € R3 : Ny =0}
e FN3 = {(Nl,NQ,Ng) S Ri_ : N3 = O}

Em Fy, temos,

{Ng(l—Ng—OéNg) =0 NQ,N3>O{1—N2—OZN3 = 0 {NQ"‘OJNg =1
0

N3(1 = BNy —N3) = 0 1— 03Ny — N3 = BNy + N3 = 1
- l—a 1-p l—a 1-5
L 1— 0,entdo Ny = ——— N3 = ———e P, = (0

é ponto critico de (4.1)).

Analogamente, concluimos que se 1 — aff # 0, na face Fy, haverd o ponto critico

1-— 1—a l—a 1-
P, = b ,0 e na face Fiy, havera o ponto critico P; = , b ,0.
1—af 1—ap 1l—af’ ' 1—ap
Por outro lado, se a3 = 1, entao nao existem pontos criticos no interior de Fy,, Fj,
e F,. Mas, af =1 se, e somente se, 0 <« <1 < foua = =1. Com isso, acabamos
de demonstrar a seguinte:

Proposicao 4.2. Se 0 < a < 1 < 3, entao nao existem pontos criticos do sistema
no interior de Fi,, Fn, e Fi,.

A partir de agora considere 0 < o < 1 < (3.

Vejamos se existem pontos criticos no interior do cone positivo. Ou seja, encontrar os
(N1, N2, N3) € R? tais que

Nl(l—Nl—OéNQ—ﬁNg) =0 Ny N N0 ]_—Nl—OéNQ—ﬁNg =0

Ng(l—ﬂNl—Ng—O[Ng) =0 = ]_—ﬁNl—NQ—OéN?) =
Ng(l—OéNl—ﬁNg—Ng) =0 1—(1/N1—ﬂN2—N3 =0

o
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l+a?+ 3 -0—af—a

1+ a3+ 32 =308
Logo concluimos que existe um tinico ponto critico no interior do cone positivo dado por

1

F——— (1,1,1),
1+04+ﬁ( )

pois (1+a?B+ 3 -B—-af—a)(l+a+p)=1+a+ 3 —3apf.

Resolvendo o ultimo sistema obtemos Ny = Ny = N3 =

Analisemos agora o comportamento assintotico de cada um desses pontos criticos.
Podemos olhar o sistema (4.1) como um campo de vetores F : Ri — ]Ri dado por

F(Nl,Ng, N3) = (Nl[l—Nl—OéNg—ﬁNg], NQ[l—BNl—NQ—OéN:;],Ng[l—OéNl—ﬁNg—Ng}).

O comportamento local dos pontos criticos pode ser interpretado através dos

autovalores da matriz Jacobiana de F' em cada um desses pontos. A matriz jacobiana de
F em N = (Ny, Ny, N3) é dada por

1—2N1—04N2—6N3 —OéNl —6N1
JF(N) == —ﬁNQ 1— ﬂNl - 2N2 - OéNg _O[NQ
—O{N3 —ﬁNg 1-— OéNl — ﬁNQ — 2N3
Assim,
100 . 1 a B
JE0,0,00=|0 1 0. JE(E") =— 31 a
00 1 R
-1 —a -f l—a 0 0
JF(1,0,00=| 0 1—-8 0 JF0,1,0)=| -8 -1 -«
0 0 1l-a 0 0 1-8

1-8 0 0
JF(0,0,1) = 0 1—-a O
—a = -1

Concluimos que todos os pontos criticos sao hiperbodlicos, a origem é repulsora, os
pontos Ey, Esy, E3 possuem cada um variedade estavel de dimensao um e variedade instavel
de dimensao dois.

Efetuando os autovalores de JF(E*) no software Maxima (ver [15]), obtemos:

a4 —2+iV3(8 —a)
21+ a+P) '

)\1:—1 (& /\273:
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Supondo a + 3 > 2, segue que Ay e A3 possuem parte real positiva e como \; = —1,
segue que F* é um ponto de sela. Sendo assim, a dimensao das variedades instéavel e
estavel de E* sao respectivamente dois e um. Mais ainda, a variedade estavel de E* esta
contida na linha [ := {(Ny, No, N3) € RS : Ny = Ny = N3}, pois v = (1,1, 1) é o autovetor
associado ao autovalor A\; = —1 e v gera o espaco estavel de E*.

O préximo lema nos proporciona mais informagoes a respeito do comportamento
assintotico dos pontos criticos Ei, Fs e Ejs.

Lema 4.1. a) E; € globalmente assintoticamente estdvel no hiperplano invariante Ny =
0, Ny >0 e Ny > 0. No entanto, ele é repulsor uniforme fraco para solu¢oes com
N3(0) > 0: eziste um € > 0 tal que limsup |N(t) — Ey| > 0 para qualquer solugdo

t—00
com N3(0) > 0.

b) Es € globalmente assintoticamente estdvel no hiperplano invariante Ny = 0, Ny > 0 e
N3 >0, mas € repulsor fraco uniforme para solugoes com N1(0) > 0.

c) Es5 é globalmente assintoticamente estdvel no hiperplano invariante No =0, N3 > 0 e
Ny >0, mas € repulsor fraco uniforme para solugoes com No(0) > 0.

Demonstracao. Quando N3 =0, N; > 0 e Ny > 0 temos

N, = Ny(1— [Ny — Ns)

A matriz Jacobiana associada ao sistema (4.2)) calculada em (1,0) é dada por
-1 —«a
0 1-p|°
Logo (1,0) ¢ localmente atrator para o sistema (4.2)), consequentemente (1,0,0) ¢é

localmente atrator para as solugoes do sistema (4.1]) que estao na face Fl,.

Para mostrar que (1,0,0) ¢ globalmente assintoticamente estéavel no interior de Fy,
iremos mostrar que nao existe outro atrator em Fy, que nao seja F;. Para comegar, veja

que nao existe orbita periddica em Fl,. De fato, considere a fungao de Dulac D =

_ NiN;
e o campo F'(Ny, Na) = (f(N1, N2), g(Ni1, N2)) dado por
N/ = ! Nl(]_—Nl—OéNQ) = L(]_—]\/vl—(,l{]\/vg)
! N1N2 N2
(4.3)
1 1
Né — N1N2N2(1—BN1—N2) - E(l—ﬁNl—NQ)
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0 1 9) 1
Temos —f =——ce€ 99 _ ——. Logo,

GNl N2 6N2 Nl

Pelo Critério de Bendixson (Teorema , o sistema nao possui orbitas
periddicas. Como o comportamento das solugoes de ¢ 0 mesmo para as solugoes
de segue que nao possui orbitas periddicas, pois difere de apenas
por uma mudanca na velocidade e isto nao afeta as o6rbitas. Como ja vimos que sob
a hipotese 0 < a < 1 <  nao ha pontos criticos no interior de Fl,, pela Tricotomia
de Poincaré-Bendixson, o conjunto omega limite de qualquer zy € intfy, ¢ uma Orbita
heteroclinica (ou homoclinica). Como E; é localmente atrator, F4 esta no conjunto omega
limite desta orbita heteroclinica. Pelo que vimos acima, isto nos leva a concluir que E; é
globalmente assintoticamente estavel.

Suponha que Fj nao é repulsor fraco uniforme para solugoes com N3(0) > 0. Entao,
para todo € > 0, existe uma solugao com N3(0) > 0 e

limsup |[N(t) — Ey| < e. (4.4)

t—o0

Como N3(t) > 0 para todo t > 0, ap6és uma transla¢ao positiva no tempo, podemos
supor

IN(t) = Ex| = [((N1(2), Na(2), Ns(t)) = (1,0,0))] = |(N1(£) — 1, Na(t), Ns(1))| < e.

N/
Por ,F?’zl—aNl—ﬁNg—Ngz1—04(14—6)—56—6.
3

!/
Como a < 1, podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno de modo ir>1£ —3>0.
t20 [Ng
Com isso,

!/

N
Fg>0 = InNs>t+c = Ng(t)>k0€t.
3

Logo, N3 — oo quando t — oo. O que contradiz a desigualdade (4.4)).

[]

Com o estudo realizado até o momento e considerando 0 < a <1 < fea+ [ > 2
temos as seguintes conclusoes a respeito do comportamento assintotico dos pontos criticos:
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Ponto Critico Estabilidade

(0,0,0) Repulsor
(1,0,0) Glob. Assint. Estavel na face Fy, e repulsor fraco para N3(0) > 0
(0,1,0) Glob. Assint. Estavel na face Fy, e repulsor fraco para N1(0) > 0
(0,0,1)

(

Glob. Assint. Estavel na face Fy, e repulsor fraco para No(0) > 0
,1,1) Assint. Estavel na linha invariante [

Proposicao 4.3. Existe um ciclo heteroclinico que relaciona Fy,Ey e E3 da sequinte
maneira

ElHE3P—>E2l—>E1.

N3

B
s (1IN,
E, N,
i
Ny

Figura 4.1: Ciclo Heteroclinico HC

Demonstracao. Primeiramente lembre que a dimensao das variedades estaveis de F, F»
e F3 ¢ um. Pela demonstragao do Lema vimos que o conjunto omega limite de
qualquer zg € intFy, é uma orbita heteroclinica (ou homoclinica) que tende a E;. Logo
esta orbita heteroclincia esta contida na variedade estavel de E;. Como a dimensao da
variedade estavel de E; é um, podemos concluir que na verdade, esta 6rbita heteroclinica
n coincide com a variedade estavel de E;. Por outro lado, o conjunto alfa limite desta
orbita heteroclinica é um ponto critico, mais precisamente FEs, pois Es é repulsor para
N1(0) > 0, nao existem outros pontos criticos nas faces e o inico ponto critico do interior
do cone positivo é E*, que por sua vez, é atrator somente para a linha invariante /.

Da mesma maneira concluimos que existem uma orbita heteroclinica em Fly, que tende
a I3 e possui conjunto alfa limite E; e uma o6rbita heteroclinica em Fl, que tende a Es
e possui conjunto alfa limite E3. Logo estas orbitas heteroclinicas constituem um ciclo
heteroclinico que iremos denominar por HC' O]

Denominaremos por d a trajetéria que esta em Fl, e possui conjuntos aw — limite =
{E1} e w — limite = {F3}; por n a trajetéria que pertence a Fy, e possui conjuntos
a — limite = {E3} e w — limite = {F3} e por 7 a trajetoria que esta em Fy, e
possui conjuntos a — limite = {Es} e w — limite = {F1}, o ciclo heteroclinico pode
ser esquematizado como na Figura {4.1]
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Observagao 4.1. Pelo Lemal[4.1], podemos ver que os pontos que emanam de Ey, Ey e E3
estao localizados respectivamente em intF,, intFy, eintFy,. Lembre que a dimensao das
variedades instaveis de Ey, Ey e F3 é dois. Com isso, podemos concluir que as variedades
instaveis de Ey, Ey e E3 sao respctivamente intFy,, intFy, e intFy,.

4.4 Estudo do comportamento das orbitas positivas

Proposicao 4.4. O sistema € dissipativo.

Demonstragao. Considere S(t) = Ni(t) + Nao(t) + Ni(t). Usando o sistema (4.1)
conseguimos mostrar que

_a+p dsS

22 <8(1-9). 4.
S 2S_dt_S( S) (4.5)

Sendo C;—f <S(1—-5)e0<S5(0) <1 temos,

C s v e [t S
/o S(f)(1—5<€))d§§/o d = dt :’/o S(§)d§+/o st

= [ nis@ds = [ Fm i1 - s < ¢

= (In|S(t)| —In|S(0)]) — (In|1 = S(¢)| —In|1 = S(0)|) <t

=ko
L S 1-50)
= 1-5@) S0

S(t)

<t
1-S0t) =

ﬁln‘

‘+1n‘1—5(0)‘

5(0)

= S(t) < k7M1 — S@))e! = kyle! — ky'S(t)e!

-1 _t -1
LSy K

= <1
T 14 kytet kgt tet

d 2
Oé‘f‘ﬁSQ < —S segue que S(t) > Tﬁ Isto
«Q

Analogamente, usando o fato que S — 5 I

é, as solugdes de (4.1)) sao limitadas inferiormente e superiormente. Podemos dizer entao
que as solugdes de (4.1)) sdo atraidas pelo conjunto

2
T={N:N;>0,—— <N, +No+ Ny < 1}.
{ Oé‘i‘ﬁ 1 2 3 }
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Em particular, o conjunto 7' é fechado. E possivel encontrar um subconjunto fechado
(e portanto compacto) em 7' tal que a partir de um ¢ > ¢; > ¢, as 6rbitas de (4.1)) entram
e nao saem mais. Com isso, concluimos que (4.1]) é dissipativo. O

4.5 Resultado Principal

Antes de apresentarmos o préximo resultado é importante enunciar o Principio da
Invariancia de LaSalle.

Teorema 4.1. (Principio da Invaridncia de LaSalle) Suponha que exista uma
vizinhanga D de 0 e V : D — R uma funcao de classe C* cuja derivada € negativa.

Seja I a unidgo de todas as orbitas completas contidas em {x € D : — = 0}. FEntao,

dt

existe uma vizinhang¢a U de 0 tal que, para todo xo € U, w(xg) C I.

Proposigao 4.5. Suponha que 0 < o <1 < B e a+3 > 2. Entao o conjunto omega limite
de qualquer solucao de que nao estd na linha [ estd contido no ciclo heteroclinico

HC.

Demonstragao. Seja xo um elemento do cone positivo que nao esta na linha invariante /.
Sabemos que w(xg) # {E*}, pois a variedade estavel de E* é a propria linha [ Ainda,
w(zo) nao pode coincidir com Fy, Fy ou E3. Pois, se xy € Fy,, E3 é repulsor para O (),
se zg € F,, F1 é repulsor para O () e se xg € Fy,, Ey € repulsor para O (xg).

dP
Seja P = N1 Ny Nj5. Usando 1} e S = Ny + Ny+ N3 temos o= P[3—(14+a+p)S].

Seja
V =PS, (4.6)
entao
1% dS
— =PS733-(1 — 3PSt — 4.
pn STB—-(1+a+p)S]—3PS o (4.7)
e?
dsS
E = Nl[]_—Nl—OéNQ—ﬁN?,]

+ No[l — BN) — Ny — aNy] (4.8)
+ Ng[l—CYNl—ﬁNQ—Ng].

Substituindo (4.8)) em obtemos

v _ —PS™W,
dt
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onde

W = (1+a+p)S?—3N[N) + aNy+ BN;] —
— 3N2[5N1+N2+05N3]—3N3[(1N1+ﬂN2+N3]

Expandindo e simplificando W obtemos

av a+pf—-2P
O 2 Ny = NP (M= NP (N = N <.

Seja D\l uma vizinhanca de z,. Considere a fun¢ao V dada em (4.6 restrita a

D, isto ¢, V : D — R. Seja [ a uniao de todas as oOrbitas completas contidas em

av
A={r e D:— =0} Como o ¢ negativa em D, pelo Principio da Invariancia

de LaSalle, existe uma vizinhanca U\[ de x( tal que para todo yo € U\l, w(yo) C L

Note que — = 0 quando N; = Ny = N3 ou quando P = 0, isto é, na linha [/ ou em
FN17 FN2 ou FN3' LOgO, A=1U FN1 UFN2 UFNg'

Por outro lado, w(yg) C T. Logo

w(ye) CTN(IUFyn, UFN, UFy,) . (4.9)

Mas, T'Nl= {E*}. Lembre que a variedade estavel de E* ¢ a propria linha invariante
I, isto significa que todos os pontos que tendem a E* quando t — oo estao na linha .
Segue entao que O (yy) nao tende a E*, pois yo ¢ . Portanto, w(yg) ¢ T N[ Entao,

podemos ver (4.9) como

w(yo) CTQ(FN1UFN2UFN3). (410)

Afirmagao: w(yy) C HC'

Seja zp € w(yo). Entao, existe {t,} C R tal que ¢(yo,t,) — 20, quando t,, — co. Onde
¢ é solugao de (4.1). Como w(yy) C T'N (Fn, U Fy, U Fy,), 20 € T N Fy,, para algum
1 = 1,2,3. Digamos que zg € T'N Fy,. Como FEs é o atrator global para as solugoes de
contidas em Fl,, concluimos que zy = Fy. Dai, zy € HC. Como w(yp) é invariante,
segue que w(yy) C HC. O

Na proposicao a seguir apresentamos uma aplicacdo do Lema de Butler-McGehee
(Smith e Thieme, 2011). A Proposigao assegura que as solugoes positivas, do sistema
que nao pertencem a linha [/, tendem ao ciclo heteroclinico HC'. O Lema de Butler-
McGehee (Smith e Thieme, 2011) é usado para mostrar que o conjunto HC' esta contido
no conjunto omega limite de tais solugoes positivas. Para aplicéd-lo, o particularizamos

considerando M = {E}, Es, E3} e Y = w(xp), onde x5 € RY\L
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Proposigao 4.6. Suponha 0 < o <1< f ea+ > 2. Entao o conjunto omega limite
de qualquer solugao de que nao estd na linha | € o ciclo heteroclinico HC'.

Demonstragao. Seja zy um ponto de RI\L. Como w(zg) C HC, pelo menos um
E; € w(xg), i =1,2,3. Considere M = {E, F3, B3} e Y = w(xg). Entao w(zg)NM # 0 e
w(zg) ¢ M. Pelo Lema de Butler-McGehee (Smith e Thieme 2011) existe € w(xo)\M
tal que

7(x,t) — M, quando t — cc.

e Se 7(x,t) — Ey, quando t — oo entdo, x € 7. Como w(xg) é invariante, v C w(xy).

e Se m(z,t) — Ey, quando t — oo entao, x € n. Como w(zy) é invariante, n C w(xy).

e Se m(z,t) — Ej3, quando t — oo entdo, x € 6. Como w(xy) ¢ invariante, § C w(xy).

Assim, HC = ({E1, B, Es} Uy UnUJ) C w(zg). Portanto, HC' = w(xy).

Como zp ¢ um ponto qualquer de R3\/, segue que todas as solugées contidas em
Ri\l tendem ao ciclo heteroclinico HC'. Em outras palavras, considerando tais solugoes,
a+3>2e0<a<1<f, nenhuma das trés espécies consideradas vao a extingao, pelo
contrario, h&4 uma coexisténcia entre essas espécies. ]

4.6 Simulacao numérica

Na Figura podemos ver o retrato de fase do sistema (4.1]) quando sdo considerados
a + 3 = 2.5, veja que de fato ocorre a existéncia do ciclo heteroclinico HC'.

Figura 4.2: Simulagao para o + 5 = 2.5



Conclusao

Ao longo do nosso trabalho estudamos em varios sentidos o Lema de Butler-McGehee,
0 que nos permitiu constata-lo como poderosa ferramenta para estudar o comportamento
de solucoes de um sistema dinamico, mais precisamente, a relagao entre o conjunto omega
limite de um conjunto com os conjuntos estavel e instavel de um conjunto compacto
invariante isolado. Quando o conjunto é um ponto critico hiperbolico, o Lema de Butler-
McGehee complementa as informacoes dadas pelo Teorema das Variedades Estavel e
Instavel. Indo além da estrutura local, ajuda a caracterizar (sob certas condigoes) o

comportamento global das solugoes de um sistema dinamico, como podemos ver no
Teorema B.11

Num contexto geral, o Lema de Butler-McGehee estabelece informagoes a respeito
dos conjuntos estavel e instavel de um conjunto. Por exemplo, o conjunto omega limite
do pontos que estao (estritamente) na regiao de atragao fraca de um conjunto compacto
invariante isolado possui intersecao com a regiao de atragao forte deste conjunto.

No estudo do comportamento de solugoes de sistemas que representam competicao
entre espécies vimos que o Lema de Butler-McGehee desempenha um papel importante
na determinacao do resultado da competicao, no sentido de relacionar os pontos criticos
existentes com o conjunto omega limite das 6rbitas positivas do sistema. Pode ser usado
por exemplo, para concluir que determinados pontos criticos nao pertencem ao conjunto
omega limite, para indicar de que maneira o conjunto omega limite se relaciona com a
variedade estavel de um ponto critico hiperbdlico, para mostrar a existéncia de ciclos
heteroclinicos e/ou orbitas periodicas.
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