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POESIA MATEMATICA

As folhas tantas
do livro matemdtico
um Quociente apaironou-se
um dia
doitdamente
por uma Incognita.
Olhou-a com seu olhar inumerdvel
e viu-a do dapice a base
uma figura impar;
olhos rombaides, boca trapezoide,
corpo retangular, seios esferoides.
Fez de sua uma vida
paralela a dela
até que se encontraram
no infinito.
“Quem és tu?”, indagou ele
em ansia radical.
“Sou a soma do quadrado dos catetos.
Mas pode me chamar de Hipotenusa.”
E de falarem descobriram que eram
(o que em aritmética corresponde
a almas irmas)
primos entre Si.
E assim se amaram
ao quadrado da velocidade da luz
numa sexta potenciacao
tracando
ao sabor do momento
e da pairao
retas, curvas, circulos e linhas sinotdais
nos jardins da quarta dimensao.
Escandalizaram os ortodoxos das formulas euclidiana
e 0s exegetas do Universo Finito.
Romperam convengoes newtonianas e pitagoricas.
E enfim resolveram se casar
constituir um lar,
mais que um lar,
um perpendicular.
Convidaram para padrinhos
o Poliedro e a Bissetriz.
FE fizeram planos, equagoes e diagramas para o futuro
sonhando com uma felicidade
ii



integral e diferencial.

E se casaram e tiveram uma secante e trés cones
muito engracadinhos.

E foram felizes

até aquele dia

em que tudo vira afinal monotonia.

Foi entao que surgiu

O Mdazimo Divisor Comum
freqiientador de circulos concéntricos,
ViC10808.

Ofereceu-lhe, a ela,

uma grandeza absoluta

e reduziu-a a um denominador comum.
Ele, Quociente, percebeu

que com ela nao formava mais um todo,
uma unidade. Era o triangulo,

tanto chamado amoroso.

Desse problema ela era uma fracao,

a mais ordindria.

Mas foi entao que FEinstein descobriu a Relatividade
e tudo que era espurio passou a ser
moralidade

como alids em qualquer

sociedade.

Millor Fernandes

il



Sumario

vi

vil

ntroducao

[ Conceitos Prelimg |

(1.1 Coddigos corretores de erros|. . . . . . . . . . ...

(1.1.1 ~ Meétrica de Hamming| . . . . . . .. ... ... ... ....

[1.1.2  Equivalencia de codigos| . . . . .. ... ... ... .. ..

(1.1.3 Codigos lineare| . . . . . . . . ... ...

[2 Codigos Poset|

[2.1 Conjuntos parcialmente ordenados|. . . . . . . . .. ... ... ..

[2.3  Codigos ponderados por ordens parciais|. . . . . . . . . . . . . ..

2.4 Peso de Hamming generalizado| . . . . . . ... ... ... ....

3 odigos Poset

BT Codigos NMDS| . . o o oo

[3.2  Codigos NMDS e distribuicoes| . . . . . . . ... ... ... ....

[3.2.1 Meétrica de Hamming ordenada . . . . . .. ... ... ..
iv



[3.2.2  Distribuicao de pontos no cubo unitario| . . . . . . . ... 64

[3.2.3  Distribuicao de pesos de um codigo poset NMDS| . . . . . 80

[3.3 Construcoes de alguns codigos NMDS|. . . . ... ... ... ... 91

[3.3.1 Cason = 1: codigos lineares tormados por apenas uma cadeial 91

[3.3.2  Caso n = 2: codigos lineares formados por duas cadeias| . . 92
[3.3.3 Caso n = 3: cddigos lineares formados por tres cadeias . . 93
[4 Consideracoes Finais| 95
[Referencias Bibliograficas| 96




Resumo

COUTO, Luiz Henrique de Almeida Pinto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
fevereiro de 2014. Cdédigos NMDS sob a métrica poset. Orientador: Allan
de Oliveira Moura.

Neste trabalho, a partir de uma generalizagao da métrica de Hamming por uma
métrica ponderada por uma ordem parcial, definimos os espagos poset e estu-
damos os codigos lineares NMDS em tais espagos, obtendo caracterizagoes para
estes. Com o auxilio de tais caracterizagoes, apresentamos duas aplicagoes com
respeito a distribuicoes: a distribuicao de pesos de um cédigo e, no caso parti-
cular da métrica obtida por um poset Rosenblomm-Tsfasman, a distribuicao de
pontos no cubo unitario U™ = [0,1)". Fornecemos também algumas construgoes

de codigos NMDS em espagos Rosenbloom-Tsfasman.
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Abstract

COUTO, Luiz Henrique de Almeida Pinto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
February, 2014. NMDS codes under the poset metric. Advisor: Allan de
Oliveira Moura.

In this work, from a generalization of the metric Hamming for a weighted metric
by a partial order, we define the poset spaces and we study linear NMDS codes
in such spaces, gaining characterizations for these. With the aid of such charac-
terizations, we present two applications with respect to distributions: the weight
distribution of a code and, in particular case of the metric obtained by a poset
Rosenblomm-Tsfasman, the distribution of points in the unit cube U™ = [0, 1)™.
We also provide some constructions of NMDS codes in Rosenbloom-Tsfasman

spaces.
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Introducao

O estudo dos fenomenos oscilatorios tem importantes aplicagoes. Uma delas
ocorre, por exemplo, na cabine de avides. Da Teoria Ondulatéria da Fisica, sabe-
mos que duas ondas podem interferir destrutivamente, proporcionando o anula-
mento de seus efeitos [4]. Na cabine de uma aeronave é possivel que haja um som
de fundo, devido aos motores. A exposigao a esses sons durante uma longa via-
gem pode incomodar os tripulantes e, para resolver esse problema, um esquema
pratico pode ser executado.

Um computador instalado na cabine recebe o som de fundo proveniente dos
motores por meio de um microfone e o analisa. Em seguida, emite por meio de
alto-falantes uma onda sonora idéntica a recebida, mas com a fase invertida. A
superposicao dessas duas ondas idénticas, porém em oposicao de fase, ird propor-
cionar o “siléencio” dentro da cabine.

Poderiamos, num modelo bem simplista, codificar os sons de fundo com base
nas notas musicais:

| Nota | CoDIFICAGAO |

Dé 1000000
Ré 0100000
Mi 0010000
Fa 0001000
Sol 0000100
La 0000010
Si 0000001
Siléncio 0000000

e todos os possiveis sons de fundo seriam gerados pela combinagao (soma) destes.
Assim, o computador analisaria as frequéncias dos sons emitidos e codificaria
como o vetor 1010100 o som proveniente da combinacao das notas D6, Mi e Sol
(que juntas formam o acorde de Dé maior). Apds essa codificagdo, o computador
emitiria o0 mesmo sinal 1010100, mas com fase invertida e o resultado seria

1010100 + 1010100.
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Se cada uma das entradas desses vetores estao em Z, (e, portanto, 0 + 1 =
1=140e0+0=0=1+1), terfamos

1010100 + 1010100 = 0000000,

ou seja, o siléncio pretendido.

No entanto, caso o som emitido pelos motores fosse codificado erroneamente
como 1010010, o som resultante pela combinacao do som emitido pelos motores
e do som emitido pelos alto-falantes seria percebido como

1010100 + 1010010 = 0000110,

isto é, uma combinagao de Sol e La que nao soaria agradavel aos tripulantes
(ondas sonoras muito préximas mas com frequéncias diferentes, como Sol e L4, séo
muitas vezes dissonantes e caracterizam o fenomeno conhecido como “batimento”
na Teoria Ondulatéria).

Para evitarmos esse problema, poderiamos recodificar as notas repetindo as
entradas do vetor, como segue:

| Nota | CoODIFICAGAO |
Dé 10000001000000
Ré 01000000100000
Mi 00100000010000
Fa 00010000001000
Sol 00001000000100
La 00000100000010
Si 00000010000001
Siléncio || 00000000000000

Assim, supondo que se tenha introduzido um erro na recepgao do som e o com-
putador tivesse codificado este som como 10100101010100, por exemplo, como
este vetor nao é uma combinagao dos vetores do cédigo anterior (pois a primeira
metade do vetor é diferente da segunda), o computador pode reconhecer que
existe um erro. Além disso, como os vetores gerados pelas combinagoes ante-
riores mais proximos deste vetor erroneamente codificado sao 10101001010100
e 10100101010010, poderiamos inferir que o som emitido pelos motores foi uma
combinagao de D6, Mi e Sol ou uma combinacao de D6, Mi e L4, respectivamente.

Esse tipo de situacao é uma aplicacao da Teoria de Cddigos Corretores de
Erros, um campo de pesquisa muito ativo na atualidade em diversas dreas do
conhecimento, tais como a Matematica, a Computacao, a Engenharia Elétrica e
a Estatistica. Um cdédigo corretor de erros é, basicamente, um modo organizado
de acrescentar algum dado adicional a cada informagcao que se queira transmitir
ou armazenar e que permita, ao recuperar a informagcao, detectar e corrigir os



erros no processo de transmissao da informagao. Um dos objetivos principais da
teoria baseia-se na transmissao e armazenamento de dados de forma eficiente,
garantindo a confiabilidade destes.

Essa teoria teve inicio na década de 40, quando os computadores eram maquinas
ainda muito caras e apenas institui¢coes de grande porte como o governo ou as
universidades tinham condi¢oes de manté-los. Esses computadores eram utiliza-
dos para executar tarefas numéricas complexas, como calcular a érbita precisa de
Marte ou avaliar dados estatisticos de um censo [19)].

Em 1947, Richard W. Hamming trabalhava com estas maquinas no Labo-
ratério Bell de Tecnologia [19]. Na época, os programas eram gravados em cartoes
perfurados cuja leitura pelo computador permitia detectar erros de digitacao.
Caso um erro fosse detectado, a leitura era interrompida e o computador pas-
sava automaticamente a ler o programa do préximo usuario. Aborrecido por
perder varios de seus dados devido a presenca de erros, Hamming indagou: se os
computadores sao capazes de detectar tais erros, nao seriam também capazes de
corrigi-los?

Essa questao levou Hamming a desenvolver um codigo capaz de detectar até
dois erros e de corrigir um erro, se ele fosse tinico. No intuito de melhorar estas
correcoes, ele questionava sobre a possibilidade de criar cédigos mais eficientes
que esse proposto inicialmente. Essa questao foi respondida indiretamente em
outubro de 1948, por C. E. Shannon num artigo intitulado “A Mathematical
Theory of Communication”, artigo este que, pode-se dizer, fundamentou a Teo-
ria dos Cédigos Corretores de erros. A teoria continuou a ser desenvolvida por
matematicos nas décadas de 50 e 60 mas, com o advento das pesquisas espaciais
e a popularizacao dos computadores, a partir da década de 70, a teoria também
comecou a interessar aos engenheiros.

Codigos corretores foram utilizados, por exemplo, para transmitir fotografias
coloridas de Jupiter e Saturno pela nave Voyager em 1979 [12]. Atualmente, a uti-
lidade dos cédigos corretores apresenta-se sempre que fazemos uso de informagoes
digitalizadas, como assistir programas de televisao, falar ao telefone, navegar pela
internet, fazer compras (cédigo de barras), cadastramentos (ISBN, CPF), den-
tre outras atividades. A situac@o inicial apresentada na introducao a respeito
do barulho em cabines de avioes também pode ser adaptada para o bloqueio de
celulares em presidios, por exemplo.

Nessa dissertagao, comegaremos abordando alguns tépicos da Teoria Classica.
Como veremos, a eficiéncia da detecgao e correcao de um cédigo estd intimamente
ligada a distancia minima deste, conforme definida por Hamming [I2] e a busca
por essa distancia minima da origem ao chamado “problema classico da teoria”
[21].

A classe de codigos MDS é definida como aquela onde os codigos possuem a
maior distancia minima. Porém, o comprimento desses codigos nao pode ser
muito grande [2] e esta restrigdo levou ao estudo de classes de cddigos com



distancias minimas préximas aos MDS e que, por isto, preservam muitas das
propriedades estruturais associadas a estes. Podemos citar, dentre estas classes,
a dos cédigos Near-MDS (NMDS), Near-Near-MDS (N2-MDS) e dos A*-MDS
[30]. Dentre estes, daremos enfoque aos cédigos NMDS.

Na década de 90, estudos mais avancados possibilitaram uma generalizacao
do problema classico por H. Niederreider [23], a partir da defini¢ao de uma nova
classe de métricas. Essas métricas foram, posteriormente, esquematizadas em um
modelo geral baseado em uma métrica ponderada por uma ordem parcial (poset
metric, em inglés).

Neste trabalho, definiremos os cédigos corretores lineares sob a métrica pon-
derada e faremos um breve estudo da familia dos c6digos near-MDS (NMDS) sob
essa métrica. Com este objetivo, esta dissertagao conta com trés capitulos. No
Capitulo 1, focaremos alguns resultados da Teoria Classica dos Cédigos corretores
e alguns rudimentos da Teoria das Matrizes Ortogonais. No Capitulo 2, introdu-
ziremos a métrica poset e faremos uma anadlise de cédigos corretores considerando
esta métrica. No Capitulo 3, restringiremos o nosso estudo a classe dos cédigos
NMDS, visando obter resultados sobre a distribuicao de pesos do codigo e a cor-
respondente distribuigdo de pontos no Cubo Unitario U™ = [0, 1)", utilizando,
para isso, conexoes com a Teoria de Matrizes Ortogonais.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo, trataremos dos conceitos preliminares necessarios para o desen-
volvimento desta dissertacao. Comecaremos abordando alguns topicos da Teoria
Classica de Codigos Corretores de Erros, como a métrica de Hamming e suas
consequentes isometrias. Em nosso estudo, focaremos a classe de cédigos mais
utilizada na Teoria Cléssica, a dos cddigos lineares.

Finalizaremos o capitulo apresentando alguns rudimentos da teoria de matri-
zes ortogonais, que possuem conexoes com a Teoria de Cddigos e que nos serao
necessarios no Capitulo 3.

O conteudo da primeira se¢ao deste capitulo pode ser encontrado em [12]. O
leitor podera omitir as demonstragoes desta secao, se preferir, uma vez que estas
foram fornecidas aqui para auxiliar aquele que nao esteja familiarizado com as
notagoes e resultados apresentados em [12] e também por questoes de completude.
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1.1 (Cdbdigos corretores de erros

O ponto de partida para a construcao de um cédigo corretor de erros é fornecer
um conjunto finito nao-vazio A, chamado alfabeto. Neste trabalho, considera-
remos |A| > 1.

Definicao 1.1 Dados n € N e um alfabeto A, definimos A™ como o conjunto
formado pelas n-uplas cujas entradas sao tomadas em A, isto €,

A" ={r=m29... 20520, € Aji=1,...,n}.

Observacao 1.2 Por questoes de simplicidade, daremos preferéncia a notacdao
justaposta dos elementos de A", representando os elementos por x1xs...xT, em
vez de (T1, T, ..., Ty,).

Definicao 1.3 Um cddigo corretor de erros é um subconjunto proprio
C C A", isto ¢,
0D+£CCA™

Denotaremos por |A| o nimero de elementos do conjunto A. Para nosso es-
tudo, se |A| = ¢, um cdédigo C C A™ serd denominado cédigo g-ario. Os elemen-
tos de C sao sequéncias finitas dos simbolos do alfabeto, denominadas palavras
do codigo e o nimero de letras de uma palavra é denominado comprimento da
palavra e corresponde ao numero n.

Exemplo 1.4 Quando o alfabeto utilizado é o conjunto Zs = {0,1}, o cddigo
diz-se bindrio. O conjunto

C, = {00000, 10011, 10110, 11101}

€ um cddigo bindrio de comprimento 5.

A fim de tornar precisa a nocao intuitiva de proximidade entre as palavras,
apresentamos a seguir um modo de medir a distancia entre as palavras em A”".

1.1.1 Métrica de Hamming

A métrica de Hamming é a métrica mais importante em termos de aplicagoes
praticas e pode ser definida através da nocao de distancia que leva em conta a
diferenca entre as palavras, comparadas entrada a entrada:
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Definicao 1.5 Dados dois elementos x = x1x2...2, € Yy = Y1Y2...Yy, de A",
chama-se distancia de Hamming de x a y ao niumero de coordenadas em que
estes elementos diferem, isto €,

d(x,y) = [{i; 2 £ yi, 1 <i < n}l.

Exemplo 1.6 No cddigo C; = {00000, 10011,10110, 11101}, temos:

d(10011,10110) =
d(10011,11101) =
d(10110,11101) =

A distancia de Hamming, de fato, define uma métrica em A™:

Proposicao 1.7 [12] Dados x,y,z € A", valem as sequintes afirmacoes:

(i)
(i)
(iid)

d(x,y) > 0, para todos x,y € A", e d(x,y) =0 se, e somente se, x = y;
d(z,y) = d(y,x), para todos z,y € A";

d(z,y) < d(z,z)+d(zvy), para todos x,y,z € A™.

DEMONSTRACAO:

(4)

Nota-se facilmente que d(z,y) > 0, pois a fun¢do cardinalidade é nao-
negativa e

dz,y) =0 z; =vy;, paratodoi=1,...,n<x=y.

Repare que
dz,y) = [{isz #yi, 1 <i <n}| = {iy: # 23,1 < i <n}| =d(y, z).

Note que a contribui¢ao de cada uma das i-ésimas coordenadas de x e y
para o célculo de d(z,y) é igual a zero se z; = y; e igual a um se x; # y;.
Assim, vamos comparar as contribuigoes das coordenadas para d(z,y) e
d(z,z) 4+ d(z,y).

Se z; = y; para todo 7, 1 <17 < n, entao a contribuicao de cada coordenada
é zero em d(x,y). Como a contribui¢do de cada coordenada em d(z, z) +
d(z,y) pode ser 0, 1 ou 2, temos d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Se x; # y; para algum i, entao devemos ter z; # z; ou z; # y;. Logo, a
contribui¢ao de cada uma das i-ésimas coordenadas de z, y e z em d(z, 2) +
d(z,y) é maior ou igual a um, que é a contribuicao de cada uma das i-ésimas
entradas de x e y em d(x,y) e o resultado segue.
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Chama-se decodificagao ao procedimento de deteccao e correcao de erros
num determinado codigo. Na Teoria Classica, esse procedimento se baseia na
nocao de proximidade entre as palavras. Essa no¢ao surge naturalmente no espaco
métrico (A", d) com as seguintes defini¢oes:

Definicao 1.8 Definimos a bola de raio r > 0 e centro em x como
B(x,r) ={y € A% d(z,y) <r}

e a esfera de raio r > 0 e centro em x como

S(z,r)={y € A% d(x,y) =r}.

Lema 1.9 [12] Se |A| = q, para todo a € A™ e todo nimero natural v > 0, temos

Blar)| =Y () a-v.

=0

DEMONSTRAGAO: Os elementos da esfera
S(a,i) ={v e A" d(a,v) =i}

sao aqueles cujas coordenadas coincidem com as coordenadas de a, exceto por @
delas. Assim, para formarmos um desses vetores devemos escolher quais das suas
n entradas deverao ser distintas das correspondentes entradas em a e determinar,
para cada uma dessas ¢ entradas, um elemento do alfabeto que seja distinto
daquele presente na mesma entrada em a.

. . s n . ..
Como a primeira decisao pode ser tomada de | . | maneiras distintas e a

i
segunda pode ser tomada de (¢ — 1)* maneiras distintas, segue, pelo Principio

Multiplicativo, que
: n ;
Sta.l = ()= 1)"

1
Notando que as esferas S(a,i) e S(a,j) sado disjuntas se i # j e que
| S(a,i) = B(a,r),
i=0

segue, pelo Principio da Inclusao-Exclusao que

Banl=3 (1) -1

1=0
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Definicao 1.10 Dado um codigo C C A", chama-se distancia minima de C
ao numero

d =min{d(z,y);z,y € C,x # y}.
Exemplo 1.11 No cddigo Cy, dado no Exemplo temos d = 2.

d—1
Dado um cédigo C com distancia minima d, definiremos xk = 5 | onde

|a] representa o maior inteiro menor ou igual a (também chamado de piso)
de a.

Lema 1.12 [72] Seja C um cdédigo com distancia minima d. Sec e c sao palavras
distintas do codigo C, entao

B(e,k) N B(d, k) = 0.

DEMONSTRAGAO: Se existisse v € B(c, k)N B(d, k), entdao d(v,¢) < ke d(v,) <
k. Assim, pelas partes (ii7) e (ii) da Proposigao [1.7] terfamos

d(c,d) <d(c,v) +d(v,d) <2k <d—1<d,

o que é um absurdo, pois d é a distancia minima do cédigo e, portanto, deveriamos
ter d(c,d) > d. 0O

Com base no lema acima, surge a nocao de raio de empacotamento:

Definicao 1.13 O raio de empacotamento de um codigo C € o maior niumero
real R tal que as bolas de raio R e centro nas palavras (distintas) do cddigo sao
disjuntas.

Repare que, para a métrica de Hamming, temos R = k e este raio de em-
pacotameto depende apenas da distancia minima d. A importancia da distancia
minima é traduzida no teorema a seguir:

Teorema 1.14 [12] Seja C um cdédigo com distancia minima d. Entao C pode
d—1

corrigir até Kk = {TJ erros e detectar até d — 1 erros.

DEMONSTRACAO: Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do cédigo cometermos t
erros e recebermos a palavra b, entdao d(b,c) = t. Se t < k, entdo d(b,c) < k.
Sabemos que a distancia de b a qualquer outra palavra do cédigo é maior do que
K, pelo Lema [1.12] Assim, determinamos ¢ univocamente a partir de b.
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Por outro lado, dada uma palavra no cédigo, podemos introduzir nela até
d — 1 erros sem encontrar outra palavra do cddigo, e assim, a deteccao do erro
serd possivel. 0O

Em virtude do Teorema [I.14] um cddigo terda maior capacidade de correcao
de erros quanto maior for a sua distancia minima. Portanto, é fundamental, para
a Teoria Classica de Cddigos Corretores, poder calcular d ou estima-lo por cotas
inferiores. Esse problema é conhecido como problema classico da teoria.

O Teorema também permite tracar uma estratégia para a decodificagao,
denominada decodificagcao por palavra mais préoxima. Seja C um codigo
com distancia minima d e seja kK como descrito anteriormente.

Quando o receptor recebe uma palavra b, uma das seguintes situagoes é veri-

ficada:

(i) A palavra b encontra-se num disco de raio £ em torno de uma palavra ¢ do
cédigo (essa palavra é tnica, pela demonstragao do Teorema [1.14)). Neste
caso, substitui-se b por c.

(77) A palavra b nao se encontra em nenhum disco de raio x em torno de uma
palavra ¢ do cédigo. Neste caso, nao é possivel decodificar b com boa
margem de seguranga.

Observe que em (i) nao se pode ter certeza absoluta de que ¢ tenha sido a
palavra transmitida, pois poderiamos ter cometido mais do que k erros, afastando
assim b da palavra transmitida e aproximando-a de outra palavra do cédigo. A
questao deve ser encarada em termos probabilisticos. A situagao (i) nao ocorre
em determinada classe de codigos, denominados codigos perfeitos.

Definicao 1.15 Seja C C A™ um cddigo com distancia minima d e seja k =

d—1
{TJ . O codigo C serd dito perfeito se

U B(e,k) = A™.

ceC

Note que, na definigdo acima, B(c, k)N B(c, k) = ) se ¢ # ¢’. Isto nos permite
obter a seguinte caracterizagao, que decorre do Principio da Inclusao-Exclusao e
do Lema [1.9

Proposicao 1.16 Seja C C A™ um codigo que possua M palavras e distancia

d—1
minima d e seja kK = {TJ . Entao C ¢ perfeito se, e somente se,

M; (7;) (q—1)" =4q"
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A obtencao dos codigos perfeitos com a Métrica de Hamming foi trabalhada
arduamente por matematicos e estes constataram a existéncia de apenas um
nimero pequeno deles, tais como os Codigos de Hamming, algumas classes dos
codigos Golay e outros codigos de menor interesse, conhecidos como “codigos tri-
vialmente perfeitos” [13]. No préximo capitulo, introduziremos uma nova métrica
com a qual obteremos um nimero maior de codigos perfeitos.

Definicao 1.17 Dado um codigo C sobre um alfabeto A, diremos que as entradas
da terna (n, M,d) constituem os parametros fundamentais do cddigo, onde
n € o comprimento das palavras, M ¢ o nimero de palavras do cédigo e
d a sua distancia minima.

Sao de particular interesse os cédigos para os quais M e d sao grandes rela-
tivamente a n. Dados trés nimeros naturais n, M e d, nem sempre existe um
codigo que possua parametros (n, M, d), pois hd uma interdependéncia complexa
entre esses trés numeros. Estudar esta interpendéncia constitui um dos problemas
fundamentais desta teoria.

1.1.2 Equivaléncia de cédigos

A nocao de equivaléncia de codigos repousa sobre o conceito de isometria que
definiremos abaixo:

Definicao 1.18 Seja A um alfabeto e n um niumero natural. Diremos que uma
funcao F : A" — A™ ¢ uma tsometria de A" se ela preserva distancias de
Hamming, isto €,

d(F(z), F(y)) = d(z,y)
para todo x,y € A™.

As isometrias para a métrica de Hamming possuem propriedades notaveis,
dentre as quais, destacamos as seguintes:

Proposicao 1.19 [72] Toda isometria de A™ é uma bijecao de A™.

DEMONSTRACAO: Seja F' : A" — A™ uma isometria. Suponha que, para z e
y em A" tenhamos F(x) = F(y). Assim, d(z,y) = d(F(x), F(y)) = 0, o que
implica x = y. Portanto, F' é injetora e como toda aplicacao injetora de um
conjunto finito nele proprio é sobrejetora, entao F' é uma bijegao. 0
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Proposicao 1.20 [12/

(1) A funcdo identidade de A™ € uma isometria de A™;
(i1) Se F' € uma isometria de A", entio F~1 é uma isometria de A™;

(7i1) Se F' e G sdo isometrias de A", entdo F o G é uma isometria de A™.

DEMONSTRACAO:

(7) Denotemos a identidade de A™ por Id e, assim, d (Id(z),Id(y)) = d(z,y),
para todo x,y € A". Logo, Id é uma isometria de A™.

(i1) Se F é uma isometria, pela Proposigao existe a aplicacao inversa F~1
de F. Como F' é isometria, entao

d(F~ (), F ' (y)) = d (F (F~'(2)) , F (F~'(y))) = d(=,y)
para todo z,y € A", o que prova que F~! é uma isometria de A™.
(7i1) Sejam z,y € A". Se F' e G sao isometrias, entao

d(F (G(z)), F(G(y)) = d(G(x), G(y)) = d(z,y),

o que prova que F o G é uma isometria de A™.

s

Observagao 1.21 Note que o conjunto {F : A" — A"} de isometrias de A" ¢é
um grupo com a opera¢do de composi¢ao. Dessa forma, (F,o) pode ser dito o
grupo de isometrias de A".

Definigcao 1.22 Dados dois cédigos C e C' em A™, diremos que C' € equivalente
a C se ezistir uma isometria F de A" tal que F(C) =C'.

A equivaléncia de cédigos é, de fato, uma relagao de equivaléncia, pelas pro-
posicoes anteriores. Além disso, decorre imediatamente da definicdo que dois
codigos equivalentes tém os mesmos parametros.

Exemplo 1.23 Se f : A — A € uma bijecdo e 1 € um numero inteiro tal que
1 <i <n, entao a aplicacao
T} : A" — A"
(@1, iy ya,) — (ar,..., f(a;),...,a,)
€ uma isometria, uma vez que, dados * = T1XTo...Tn, Y = Y1Ya ... Yo € A", temos
f(x;) = f(y:) se, e somente se, x; = y;.
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Exemplo 1.24 Se 7 é uma permutacao de {1,...,n} a aplicagdo permutacao de
coordenadas
T, : A" — A"
(al, .. ,CLn) —> (aﬁ(l), RN aﬁ(n))

€ uma isometria, uma vez que, dados * = T1To...Tn, Y = Y1Ya ... Yo € A", temos
Tr(i) = Yr(s) S€, € somente se, T; = Y.

O proximo teorema nos fornecera uma caracterizagao que geralmente é a apre-
sentada em textos sobre cddigos como uma definicao de cédigos equivalentes,
como veremos a seguir. O leitor interessado podera consultar [I2] para uma
demonstracao deste resultado.

Teorema 1.25 [12] Se F : A" — A" € uma isometria, entdo existem uma per-
mutacdo m de {1,...,n} e bijecoes f; de A, i =1,...,n, tais que

F=T,0T;o...0T}.

Corolario 1.26 [12] Sejam C e C' dois cédigos em A". Entao C e C' sio equi-
valentes se, e somente se, existem uma permutacio m de {1,...,n} e bijecoes
fiy-o, fn de A tais que

C' = {(fr (@) o+ frt) (Ta()) 5 (1, 20) €CF

Com este corolario, temos a caracterizacao alternativa para cédigos equiva-
lentes:

Proposicao 1.27 [12] Dois cédigos de comprimento n sobre um alfabeto A sao
equivalentes se, e somente se, um deles puder ser obtido do outro mediante uma
sequéncia de operacoes do tipo:

(1) Substituicao dos elementos de A numa dada posicao fizra em todas as pala-
vras do codigo por meio de uma bijecdo de A.

(17) Permutagdo das posicoes dos elementos de A em todas as palavras do cédigo,
mediante uma permutacdo fira de {1,2,...,n}.

1.1.3 Cdbdigos lineares

Em geral, se nao colocarmos uma boa estrutura em um cédigo, sua utilidade
serd um pouco limitada. A estrutura utilizada mais comum é a linearidade.
Tomando o alfabeto A = I, o corpo finito com ¢ elementos, temos a seguinte
defini¢ao:
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Definigao 1.28 Um cddigo linear ¢ um subespago vetorial proprio de Fy.

Todo codigo linear é, por definicao, um espago vetorial de dimensao finita
sobre F,. Seja k a dimensao do cédigo C e seja {vy, va, ..., vx} uma de suas bases.
Assim, todo elemento de C se escreve de modo tnico na forma

AU1 F AUy + .+ AUk,
onde \; e Fy,i=1,... k.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, temos
M=|C|=¢"
e, consequentemente,

dimg, (C) = k = log, (¢*) =log, (M) .

Definigao 1.29 Dado x € Fy, 0 peso da palavra x é o nimero inteiro

w(z) = [{i;2; # 0} = d(=,0)
e o peso de um codigo linear C é o natural

w(C) = min{w(x);z € C\{0}}.

Proposicao 1.30 [12] Seja C C Fy um cddigo linear com distancia minima d.
Entao:

(¢) Para quaisquer x,y € Fy, d(z,y) = w(r — y);

(17) d =w(C).

DEMONSTRACAO:

(i) Temos w(x —y) = [{i;z; —yi # 0} = [{is2; # y;}| = d(z, y).

(17) Para todo par de elementos x,y € C com = # y temos z = © —y €
C\{0}. Assim, w(C) = min{w(z);z € C\{0}} = min{w(x —y);x # y} =
min{d(z,y);x # y} = d.

O

A proposicao acima nos mostra que, em codigos lineares com M elementos,
podemos calcular a distancia minima d a partir de M — 1 célculos de distancias,

em vez dos ( 5 calculos anteriormente requeridos, em que se fazia necessario
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comparar as distancias de todas as palavras, duas a duas. Em virtude da pro-
posicao anterior, a distancia minima de um codigo linear C sera também chamada
peso do cdédigo C.

A principio, conhecemos duas maneiras de se descrever subespagos vetoriais
C de um espaco vetorial Fy: uma como imagem, e outra como niicleo de trans-
formacoes lineares.

Uma possivel representacao de C como imagem de uma transformacao é dada

escolhendo-se uma base 5 = {vy,vq,...,0x} de C e definindo-se a transformacao
linear
T Fl; — IF;‘
r=(x1,Ta,...,2) > TiU] + ToUs+ ...+ TpUg

Como o niicleo da transformagao ker(T") é constituido apenas pelo vetor nulo,
T é uma transformacao linear injetora. Assim, pelo Teorema do Nicleo e da
Imagem, temos dim (I'm (T')) = k, o que implica

Im(T)=_C.

Portanto, dar um cédigo C C Fy de dimensao k ¢ equivalente a dar uma
transformacao linear injetora
. Tk 0
T:F; —F,
e definir C = I'm(T).

Essa é a forma paramétrica dos subespaco C, pois os elementos de C estao
parametrizados pelos elementos x de F ’; através de T, o que torna facil gerar
todos os elementos de C.

No entanto, é dificil decidir se um elemento v € ' pertence ou nao ao cédigo
C, pois, para tal, é necessario resolver o sistema de n equagoes nas k incognitas
x1,...,T) abaixo
T1V1 + XoUg + ... + TV =V

e essa solucao, em geral, representa um custo computacional muito elevado.

A outra maneira de descrevermos um cédigo C é através do nicleo de uma
transformacao linear. Assim, tomando uma base para C e completando-a, a fim
de que os vetores adicionados constituam uma base para um subespaco C' de Fy
complementar de C, isto é,

Col =Ty,
e considerando a aplicacao linear

H: Cal — Fg*k
udv — v

temos ker(H) = C. Computacionalmente, é muito mais simples determinar se um
certo elemento v € Fy pertence ou ndo a C. Para isto, basta verificar se H(v) é
ou nao o vetor nulo de Fg*k, o que tem um custo bem pequeno.
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Exemplo 1.31 Considere o corpo F3 = {0,1,2} e seja C C F3 o cddigo gerado
pelos vetores v; = 1011 e vy = 0112. Esse cddigo possui 9 = 32 elementos, pois
tem dimensao 2 sobre um corpo de 3 elementos. Uma representacao paramétrica
de C ¢ dada por

101 + x9v9 = 21(1,0,1,1) + 22(0,1, 1, 2)
ao variar r1 e ro em IFs.
Definindo a aplicagao
H: F3 — [F2
(x1, X2, 23, 24) — (201 + 200 + 3,201 + T2 + 24)

o codigo C pode ser representado como nicleo desta transformacao linear, uma
vez que

Ker(H) = {(xl,...,:c4) € F3;221 + 219 + 23 =0 € 221 + 29 + 24 :0}
{(ml,...,m)e]}*‘%;xg:xl—i—xg e:c4:a:'1+23:2}
= {xl(l,O,l,l)+x2(0,1,1,2);x1,x2 EFg}:C.

Definigao 1.32 Seja C C Fy um cddigo linear. Chamamos parametros do
cddigo C a terna de inteiros (n,k,d), onde k é a dimensio de C sobF, ed é a
distancia minima de C.

Seja 8 = {v1,v9, -+ , v} uma base ordenada de C e considere a matriz G de
ordem k x n dada por

U1 V11 V12 ... Uin

Vg Vel Vk2 ... Ukn
A matriz G é chamada matriz geradora do cédigo C associada a base 5. A
matriz geradora G gera uma transformagao linear injetora definida por
T: IE"; - Fy
x = z-G°
Se x = (x1,...,x)), entdo
T(x)=2-G=x101 + ...+ Tvy

e assim G gera uma transformagao linear T' cuja imagem Im(T) = T(F}) é o
cédigo C.

Note que a matriz G nao é univocamente determinada por C, pois ela depende
da escolha da base #. Como uma base de um espaco vetorial pode ser obtida de
uma outra base qualquer através de sequéncias de operagoes do tipo:
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(1) Permutagao de dois elementos da base;
(72) Multiplicagao de um elemento da base por um escalar nao nulo; ou
(747) Substituicdo de um vetor da base por ele mesmo somado com um multiplo

escalar de um outro vetor da base,

segue que duas matrizes geradoras de um mesmo coédigo C podem ser obtidas
uma da outra por uma sequéncia de operagoes do tipo:
(Ly) Permutac@o de duas linhas;
(Ly) Multiplicagdo de uma linha por um escalar nao nulo;
(L3) Adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra.
Inversamente, podemos construir cédigos a partir de matrizes geradoras G.

Para isso, basta tomarmos uma matriz k£ X n cujas linhas sao linearmente inde-
pendentes e definir um codigo como sendo a imagem da transformacao linear

T : IF’; -  F7
r — x-G°

Exemplo 1.33 Seja G = uma matriz com entradas em Fo

—_ = =

0
1
1

— O
)
— O

e considere a transformacao linear injetora

T: F3 — TS
r —= xz-G°

Assim, obtemos um cédigo C de dimensao 3 em F5 que é a imagem de T. A
palavra 101 do codigo da fonte, por exemplo, é codificada como 01010.

Definicao 1.34 Uma matriz geradora G de um codigo C estd na forma padrao

se twermos
G = (Idg|A),

onde Idy € a matriz identidade de ordem k e A é uma matriz k x (n — k).

Dado um cédigo C, nem sempre é possivel encontrar uma matriz geradora de
C na forma padrao efetuando operagoes sobre as linhas. No entanto, efetuando
também sequéncias de operagoes sobre as colunas de G' como:

(C1) Permutagao de duas colunas;
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(Cy) Multiplicacao de uma coluna por um escalar nao nulo,

obteremos uma matriz G’ de um codigo C’ equivalente a C e G’ estara na forma
padrao.

Teorema 1.35 [12] Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C' com
matriz geradora na forma padrao.

DEMONSTRAGAO: Seja G uma matriz geradora de C. Mostraremos que com
uma sequéncia de operagoes do tipo (Li), (La), (L3) e (Cy) podemos colocar G
na forma padrao. Suponhamos

Jg11 912 ... Gin
G = : : :

9k1 Gk2 - Gkn
Como as linhas de GG sao vetores da base de C, elas sao linearmente independentes
e, assim, a primeira linha de G é nao nula. Por (C}), podemos supor g;; # 0.

Multiplicando a primeira linha por g;;' (operacdo (Ls)), podemos colocar 1 no
lugar de ¢q;.

Somando & linha ¢, onde 2 < i < k, a primeira linha multiplicada por (—1)g;
(operagoes (L3)), obtemos uma matriz da forma

1 blg c. bln
0 byy ... Doy
0 bro ... bpn

Agora, na segunda linha dessa matriz, temos certamente um elemento nao
nulo que, por meio de uma operagao (C}), pode ser colocado na segunda linha
e segunda coluna. Multiplicando a segunda linha pelo inverso desse elemento, a
matriz se transforma em

1 Cig Ci13 ... Cip

0 1 Co3 ... Copn

0 C3g C33 ... Csp

0 Croa C23 ... Ckn

Novamente, usando operagoes (L3), obtemos a matriz

10 d13 R dln
01 d23 R dgn
0 0

d33 ce dgn

0 0 dog ... dpn
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e assim sucessivamente, até encontrarmos uma matriz na forma padrao

1.1.4 Dualidade

Definigao 1.36 Sejam u = (uy,...,u,) € v = (v1,...,v,) elementos de F}. O
produto interno formal de u e v € dado por

n
(u,v) = uvy + ... + Upv, = E U 0;.
i=1
Se (u,v) =0, diremos que u e v sao ortogonais.
Note que o produto interno formal é uma forma bilinear simétrica sobre F,,.

Definigao 1.37 Seja C C Fy um cddigo linear. O dual de C é dado por

Ct={ve Fy; (u,v) =0, para todo u € C}.

Lema 1.38 [12] Seja C um (n, k) cédigo linear com matriz geradora G na forma
padrao. Entao:

(i) C* € um subespaco vetorial de Fy;

)
(it) x € C* se, e somente se, G -zt = 0;
(i1i) dim (C) =n — k;
)

(iv) H = (—=AYId, ) é uma matriz geradora de C*.

DEMONSTRAGAO:

(¢) Sejam u,v € C+ e A € F,. Assim, (u,z) = (v,x) = 0 para todo = € C e,
dai,
(v+u,x)=(v,x) + (u,z) =040 =0,
donde temos u + v € C*.

Além disso, como (Av,z) = AMv,x) =0 e Ct # 0 (pois 0 € C1), segue que
C* é um subespaco de Fy.
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(ii) Note que # € Ct se, e somente se, x é ortogonal a todas as palavras de
C e esta ultima condigao ocorre se, e somente se,  é ortogonal a todos os
vetores de uma base de C. Como as linhas da matriz geradora G sao vetores
de uma base de C, segue que a tltima condicao é equivalente a G - 2' = 0.

(ii7) Pela parte (it), x € C* se, e somente se, G - ' = 0. Como G esté na forma
padrao, podemos reescrever esta ultima igualdade como

(Idy|A) - 2t = 0.
Assim,
10 0 | A1 k+1 -+ A1n T 0
0 1 0 | a2 k+1 ... QA2n i) 0
Do C : :
00 ... 1 ’ Ak k+1 --- Qkn Tn 0

e efetuando o produto de matrizes, obtemos

T1+ @11 Trer + oo+ 1Ty 0
To+ Gopy1Tpe1 + .+ G2pTy 0

. - )
Tp+ Qg4 1The1 - -+ QenTn 0

0 que é equivalente a

T a1 41 --- Qi Tpi1 0
T g 41 .- Q2p Tg42 0
+ S =
T Ak k+1 --- Qkn Tn 0
Isto é,
T Tp41
T2 Tp42
— _A.
)
T Tp,
se fizermos
a1,k+1 --- Qin
a2k+1 ... Q2pn
A= )
Qg k+1 --- Qkp

Dessa forma, C* possui ¢"* elementos, pois existem ¢ escolhas para cada
t .
uma das n—k entradas do vetor (zx.1...%,) e uma vez determinadas estas

. t
entradas, ficam determinadas as outras k entradas do vetor (zy...zy) .

Portanto,
dimg, (C) = log, |C*| = log,(¢" ") =n — k.
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(iv) Se H = (—A'Id,_4), as linhas de H sao linearmente independentes por
causa do bloco Id,_; e, portanto, geram um subespaco de dimensao n —
k. Repare que as linhas de H sdo ortogonais as linhas de G = (Idg|A).
Assim, o espaco gerado pelas linhas de H estd contido em C*. Como estes
subespagos possuem a mesma dimensao, eles coincidem e, assim, H é uma
matriz geradora de C*.

O

Definicao 1.39 Diremos que dois cédigos lineares C e C' sao linearmente equi-
valentes se existir uma isometria linear T' : Fy — Fy tal que T(C) = C', onde
o termo isometria linear significa que T é uma transformacgao linear e uma
isometria de Fy.

Note que se 7 é uma permutacao de {1,...,n} entdo a isometria T, definida
no Exemplo ¢ linear. Além disso, se f; : F, = F,, i = 1,...,n, sdo bijecoes
lineares, entao a aplicagao T} definida no Exemplo ¢ uma isometria linear
de F”.

q

Lema 1.40 [I2] Se m € uma permutacdo de {1,....,n} e fi : F, = F,, i =
1,...,n, sao bijecoes, entao:

(i) Uma fungao f : F, — F, € linear se, e somente se, existe um elemento
c € F, tal que f(x) = cx, para qualquer x € IF,.
(17) A aplicagdo Ty o T}l o...oTy € linear se, e somente se, cada f; € linear.

(iii) Seja C um cddigo linear em ¥y, f(x) = cx a lei de formagdo da aplicagdo
f:Fy = Ty, comc €Fy. Defina T} = T}, para cada i = 1,...,n; entdo
(T,(C))" =T, (CY) e, para c € F\{0}, tem-se que (Ti(C)) " = T, (CF).

DEMONSTRACAO:

(i) Se existe um elemento ¢ € F, tal que f(z) = cx, para qualquer z € F,
entao f ¢ linear, pois dados z,y € IF,

flxt+y)=clx+y)=cx+cy=f(z)+ f(y)

e
fAz) = c(Az) = Mex) = AMf(x).

Note que f(1) = ¢, para algum ¢ € F,. Supondo agora que f é uma

transformagao linear, devemos ter f(Ay) = Af(y), para A,y € F, e, assim,

para todo x € [y,

flz)=f(x-1)=af(l) = xc = cx.
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(i)

(iid)

Se cada f; é linear entao cada T' } também o é. Como T, também ¢é linear e a
composicao de operadores lineares ¢ linear, segue que a aplicagao T o T}l o
...oT} ¢élinear. Por outro lado, T7 o T}l o...oT} ¢élinear se, e somente se,
T}l o...0T} 0é, e o efeito desta ultima composi¢ao sobre a entrada ¢ de
um vetor v € Fy € aplicagao de f; nesta entrada. Para que essa composigao
seja linear, ela deve ser linear em cada entrada, e isto s6 é possivel se cada
fi for linear.

Seja ¥ = (71, ...,2,) € F. Temos
v € (T,(C))" & (2,Tx(y)) =0, paratodoy=(yi,...,yn) €C

& T1Yr) + -+ TYrm) = 0, paratodoy e C
g TrryY1 + ...+ Tr1(n)yn = 0, para todo y € C
< (Tr-1(x),y) =0, paratodoyeC
= Tﬂ.—l(l‘) ect
@ 1-1(z) et
& zeT,(CH),

onde em (i) usamos o fato que 7(i) = j se, e somente se, i = 7 1(j) e
reordenamos as parcelas, se necessdrio e, em (i7), fizemos Ty-1(x) = T (),
uma vez que (Tr-10T;) (x) = x.

Além disso, fixado i € {1,...,n}, temos

x € (T;;(C))L & (2, T'(y)) =0, paratodoy = (y1,...,9,) €C
< my+ -t x(ey) + .o+ 2y, =0, para todo y € C
< oy + .+ yi(er) + ..+ ypz, =0, para todo y € C
& (y,T!(x)) =0, paratodoyeC
& Tiz)ect
& r€ (Tj)f1 (cH) =T, (ch),

uma vez que (17 o T7,) (z) = z.

Observacao 1.41 O Lema e o Teorema [1.25 nos permitem concluir que
dois cddigos lineares C e C' sdo linearmente equivalentes se, e somente se, existem
uma permutagdo ™ de {1,...,n} e elementos ci,...,c, de F)\{0} tais que

C - {(C1x7r(1), e ,cnxﬂ(n)) i(x,. . x,) € C},

ou seja, dois codigos lineares sao linearmente equivalentes se, e somente se, um
deles pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:
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(4)

(i)

Multiplicagcao dos elementos numa dada posicao fixa por um escalar nao
nulo em todas as palavras.

Permutacao das posicoes das coordenadas de todas as palavras do codigo,
mediante uma permutacgdo fiza de {1,... ,n}.

Esta caracterizacao nos permitird estender o item (zii) do Lema para
codigos em que a matriz geradora nao pode ser colocada na forma padrao:

Proposicao 1.42 [12] Sejam C e D dois codigos lineares em Fy.

(4)

(i)

Se C e D sdo linearmente equivalentes, entdo C+ e D+ sdo linearmente
equivalentes;

Se dimg, (D) = k, entdo dimg, (D*) =n — k.

DEMONSTRACAO:

(4)

Como C e D sao linearmente equivalentes, pela Observagao existem
uma permutagdo 7 de {1,...,n} e elementos ¢, ..., ¢, de F,\{0} tais que

D=T,oTl o.. oT" (C).
Assim,
DY = (TyoTlo...oT ()"

(T, (T o...0T7 (C))"

SR (T1 Lo T (0))*
2 1 (1 (T; T2 (0)T)

g TLio. . oTli(C),
onde em (1),(2),...,(n+ 1) usamos repetidas vezes o Lema |1.40|

Portanto, C* e D+ sdo linearmente equivalentes, pois existe a isometria

linear
TroT 1o...0T",
cq Cp,

que faz a correspondéncia entre C*+ e D+.

Pelo Teorema , existe um cdédigo C de dimensao k que é linearmente
equivalente a D, com matriz geradora na forma padrao. Pelo Lema [1.38
(i17), dim (C*) = n — k e, pelo item (i) da Proposicao , dimg, (D+) =
n — k, uma vez que D+ e C* sdo linearmente equivalentes e, portanto, tém
0S mesmos parametros.
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Lema 1.43 [12] Seja C um (n,k) cddigo linear com matriz geradora G. Uma
matriz H de ordem (n — k) x n com coeficientes em F, e com linhas linearmente
independentes é uma matriz geradora de C+ se, e somente se,

G-H'=0.

DEMONSTRAGAO: Como H possui n — k linhas linearmente independentes, estas
geram um subespago vetorial de ' de dimensao n—k, portanto, igual a dimensao
de C*. Representando por hq,...,h,_j as linhas de H e por g4, ..., g as linhas
de G, segue que o elemento que estd na linha 4 e na coluna j da matriz G - H* é
dado por (g;, hj).

Desta forma, G - H" = 0 equivale a dizer que (g;, h;) = 0, para todos i, j,
isto ¢, os vetores do subespaco gerado pelas linhas de H estao em C*+. Como esse
subespaco possui a mesma dimensao que C*, eles coincidem e, assim, C+ é gerado
pelas linhas de H, isto é, H é uma matriz geradora de C*. O

Corolario 1.44 (CL)L =C.

DEMONSTRACAO: Sejam G e H as matrizes geradoras de C e Ct, respectiva-
mente. Assim, G- H' = 0 e, daf, H - G' = (G - H')' = 0, donde conclufmos pelo
Lema |1.43| que G é uma matriz geradora de (Cl)L e, assim, (CL)L =C. 0

Proposicao 1.45 Seja C um cédigo linear e seja H wma matriz geradora de C+.
Entao:
v € C se, e somente se, H -v' = 0.

DEMONSTRACAO: Pelo Lemam (i), x € C* se, e somente se G-a! = 0. Assim,
vel = (CL)L<:>H-Ut:O.
O

Pela Proposicao|1.45], H também é chamada uma matriz teste de paridade
do codigo C, pois permite caracterizar os elementos de um cédigo C por uma
condi¢ao de anulamento. O vetor H - v' é chamado sindrome de v.

Exemplo 1.46 Seja C o cddigo sobre Fo com matriz geradora

111
011
010

1
G=10
0 |

O = O
_ o O
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Como G estda na forma padrao, a matriz H, teste de paridade para C € dada
por

H—

—_ =
)
o~ o
o O =
O = O
_ o O

devido ao Lema[1.3§ (iv). Tomando v = 100111 e v' = 010101, temos v € C ¢
v' & C, pois

0

H-o'=1|0

0
1 0
H-@W)Y=[1]#]0
0 0

Lema 1.47 Se H é uma matriz teste de paridade de um cddigo C entdo w(C) > s
se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes.

DEMONSTRACAO: Faremos essa demonstracao por absurdo.

Suponhamos que cada conjunto de s — 1 colunas de H seja linearmente inde-
pendente ¢ w(C) < s. Seja ¢ = (cq,...,¢,) uma palavra nao nula de C e sejam
h',h%, ... h"™ as colunas de H. Como H é matriz teste de paridade de C, temos
H - ¢t =0, pela Proposicao . Assim,

0:H-ct:0:i01hi.

i=1
Como w(c) é o nimero de componentes nao nulas de ¢, se
UJ(C) S s — 17

entdo existe um nimero ¢ de coordenadas nao nulas de ¢ (com 1 <t < s—1)
e, consequentemente, existe uma combinacao linear nula de ¢ colunas de H onde
os coeficientes sao nao nulos, o que é um absurdo pois supomos que qualquer
conjunto de s—1 colunas (e consequentemente qualquer conjunto com um nimero
menor dessas colunas) é linearmente independente.

Reciprocamente, supondo w(C) > s e que existam s — 1 colunas de H linear-
mente dependentes, digamos h'', ... h's~', existiria uma combinacao linear

s—1
E Cikhlk = 0,
k=1

onde os elementos ¢;,,...,c¢;, , € F; nao sao todos nulos.
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Note que o vetor ¢ = (¢;), 1 <1 <mn, onde

Cl:{ ¢, k=1,...,5—1

0, caso contrario
é uma palavra de C (pois H - ¢ = 0) e possui peso
w(c) <s—1<s,

o que é um absurdo, pois estamos supondo w(C) > s. 0

Teorema 1.48 [12] Se H é uma matriz teste de paridade de um cédigo C, entao
w(C) = s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente inde-
pendentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

DEMONSTRAGAO: Novamente, faremos a prova por absurdo.

Suponhamos que w(C) = s. Assim, todo conjunto de s — 1 colunas de H
é linearmente independente pelo Lema Se nao existissem s colunas de H
linearmente dependentes, todo conjunto de s colunas de H seria linearmente
independente e, novamente pelo Lema [1.47],

s=w(C)>s+1,
um absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto de s — 1 colunas de H seja
linearmente independente e que existam s colunas linearmente dependentes. Pelo
Lema [1.47, w(C) > s. Se tivéssemos w(C) > s, isto é, w(C) > s+ 1, pelo
mesmo lema, quaisquer s colunas de H seriam linearmente independentes, uma
contradi¢ao. Logo, w(C) = s. 0

Corolario 1.49 (Limitante de Singleton) [12] Os parametros (n, k,d) de um
codigo linear satisfazem a desigualdade

d<n-—k+1.

DEMONSTRACAO: Se H é uma matriz teste de paridade de C, entdo o posto de H
(isto é, o niimero maximo de colunas linearmente independentes de H) é n — k,
pela Proposicao [L.42] (ii). Seja d = w(C). Pelo teorema anterior, devemos ter
d—1<n—k e, assim, concluimos que d <n — k + 1. O

Definicao 1.50 Um cddigo serd chamado separado por distancia mdxima
(MDS) (Maximum Distance Separable, em inglés) se valer a iqualdade

d=n—k+1.
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A classe dos cédigos MDS é de particular interesse pois, por possuir a maior
distancia minima possivel, fornece cédigos com a maior capacidade de correcao e
deteccao de erros (ver Teorema [1.14]). Além disso, como veremos no Capitulo 3,
os c6digos MDS possuem boa interpretagao geométrica.

Definigao 1.51 Um cddigo C é dito degenerado se existe uma matriz geradora
de C com uma coluna nula. Caso contradrio, ele é dito nao-degenerado.

Teorema 1.52 [12] Um cédigo C C Fy ¢ nao-degenerado se, e somente se,
d(C*) > 2.

DEMONSTRAGAO: Pela contra-positiva, basta mostrar que
d(C*) =1 < C é degenerado.

De fato, se d(C1) = 1, entdo existe uma palavra v € C* tal que v possui apenas
uma entrada nao-nula. Como v € C*, v é ortogonal a todos os vetores linha de
uma matriz geradora de C e isto s6 serd possivel se uma coluna dessa matriz for
nula. Assim, C é degenerado. Para a reciproca, tome uma matriz geradora de C
que possui uma coluna nula e perceba que existird v € C* tal que a tnica entrada
nao nula de v corresponda a posicao da coluna nula da matriz geradora de C.
Assim, w(v) = 1. 0O

Neste trabalho, lidaremos apenas com codigos nao-degenerados.

1.2 Matrizes ortogonais

Na década de 40, em uma série de artigos, C. R. Rao introduziu determina-
dos arranjos combinatérios visando aplicagoes em Estatistica. Embora Rao tenha
considerado num primeiro momento apenas uma subclasse desses arranjos, toda a
classe rapidamente se popularizou e ficou conhecida como matrizes ortogonais
ou OAs (Orthogonal Arrays, em inglés). Apesar do nome, uma “matriz ortogo-
nal” nao é uma matriz cujas colunas sao ortogonais, como infere o senso comum,
nem tampouco ha alguma mencao a um produto interno em sua definicao. O
adjetivo “ortogonal” possui uma aplicacao especifica em Estatistica e seu nome é
devido a Bush [0].

Além da Estatistica, matrizes ortogonais também sao usadas em Computagao
e Criptografia. Na Matematica, possuem ligacdes com a Geometria Projetiva
Finita, Teoria de Algoritmos e, como veremos, codigos corretores de erros.

Aqui temos um exemplo de uma matriz ortogonal de forca 2:
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000O0O0OO0OOO0OO0OO0O®O0
11101101000
01110110100
00111011010
000111011071
10001110110
010001110171
101000111QO01
11010001110
01 101000O01T171
10110100011
11011010001

Escolhendo quaisquer duas colunas, digamos a primeira e a ultima:

— = O == O OO0 O
_ ) R, O, R, O, OO0

cada um dos vetores linha (0,0), (0,1), (1,0) e (1,1), aparece uma mesma quan-
tidade de vezes (3 vezes, na verdade) nessa escolha de colunas. Essa propriedade
caracteriza uma matriz ortogonal. O ntimero de colunas escolhido é denominado
forca e o niimero de repeticoes de cada vetor é denominado indice.

Como apenas Os e 1s aparecem, esta é chamada uma matriz de dois niveis.
Existem 12 linhas e 11 colunas, o que significa que esta é uma matriz de tama-
nho 12 e 11 restrigoes.

Numa forma compacta, dizemos que esta é uma OA(11,12,2,2).

Nesta representagao, a primeira coordenada indica o nimero de colunas, a
segunda o numero de linhas, a terceira a quantidade de niveis e a quarta a forca
da matriz. Como veremos, nao ha necessidade de explicitar o indice, uma vez
que este fica determinado pelos outros parametros anteriores.

Definicao 1.53 Sejam k, N et inteiros positivos tais que t < N. Uma matriz A
com entradas em {0,1,2,... ,n} é chamada uma matriz ortogonal de forca t,
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tamanho k, N restricoes e s niveis se a matriz A possui N colunas, k linhas,
seus elementos podem ser escolhidos dentre s nimeros e, em cada submatriz de A
de ordem k X t, todos os possiveis vetores linha (de ordem 1 X t) aparecem com a
mesma frequéncia \. Denotaremos esta matriz por OA(N, k, s,t) e chamaremos
o numero A de tndice da matriz ortogonal.

Exemplo 1.54 Aqui temos uma OA(7,18,3,2) de indice A\ = 2:

000O0O0O0O0
1111110
2222220
00121220
1120200
2201010
0102211
1210021
2021101
0220111
1001221
2112001
0121022
120210 2
201021 2
021120 2
102201 2
210012 2

Note que, escolhendo quaisquert = 2 colunas, cada um dos vetores linha (0,0),
(0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1) e (2,2) ocorrem exatamente \ = 2
vezes.

Exemplo 1.55 A sequinte matriz é uma OA(8,4,2,3) de indice A = 1:

o O O o
__ 0 O
— O = O
O = = O
—_ o O
O~ O
O O ==
— = =

Matrizes ortogonais podem nao existir para valores arbitrarios dos parametros
N, k,s et. Sabe-se, por exemplo, que nenhuma (8,5, 2, 3) matriz ortogonal existe
(veja em [I8]). Um importante problema neste contexto é a construgao de ma-
trizes com o maior nimero possivel de colunas [I§]. Sabe-se, por exemplo, que
quanto maior a forca, mais dificil é a construcao de uma OA que possua essa
forca [11].
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Teorema 1.56 [11/ Se A € uma (N, k,s,t) matriz ortogonal de indice A, entdo
k= \st.

DEMONSTRACAO: Note que, como A tém forca ¢ e indice A, escolhendo quaisquer
t colunas de A, um vetor linha v aparecera exatamente A vezes. Como as entra-
das da matriz A podem ser escolhidas dentre s elementos, existem s’ vetores v
distintos de ordem 1 x ¢t. Portanto, como a matriz A possui k linhas, os s vetores
distintos aparecem

k
A=

vezes, o que implica k = \s’. 0

Teorema 1.57 [11] Qualquer matriz ortogonal de for¢a t é também uma matriz
ortogonal de for¢a t', para 0 < t' < t. O indice da matriz quando considerado
como wma matriz de forca t' é \s'™"', onde X denota o indice da matriz quando
considerada com forca t.

Embora a descricao de matrizes ortogonais por forgas menores do que a ma-
ximal esteja correta, muitas vezes é enganosa. A seguinte observacao diz respeito
ao efeito da permutacao de linhas e colunas em matrizes ortogonais:

Observagao 1.58 [11] Seja OA(N,k, s,t) uma matriz ortogonal. Entdo:

(¢) Uma permutacao das linhas ou colunas dessa OA resulta em outra OA com
08 Mesmos parametros.

(17) Uma permutagao dos niveis dessa OA resulta em outra OA com 0s mesmos
para- metros.

(1i1) Qualquer k x N’ submatriz de OA(N,k,s,t) € uma OA(N' k,s,t'), onde
t' = min{ N’ t}.

Finalmente, a associacao entre cédigos corretores de erros e matrizes ortogo-
nais é dada pelo seguinte teorema, cuja extensao daremos no proximo capitulo:

Teorema 1.59 [11] Se C C F} € um (n,k,d) cddigo linear tal que a distancia
minima do seu cédigo dual C+ € d*, entdo as palavras de C formam as linhas de
uma matriz ortogonal de forca d — 1 e indice gFd

DEMONSTRAGAO: Seja G uma matriz geradora de C e seja M uma matriz onde
as linhas sao as palavras de C, isto é, suas linhas sao os vetores do espaco gerado
pelas linhas de G. Como G é uma matriz teste de paridade para C*+ e w(Ct) = d*,
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pelo Teorema[1.48] quaisquer d- — 1 colunas de G sio linearmente independentes
e, assim, quaisquer d+ — 1 linhas de G serdo linearmente independentes.

Escolhendo quaisquer d*+ — 1 colunas de M e formando uma nova matriz D,
existirao d* — 1 linhas de D linearmente independentes e essas linhas geram todas
as outras linhas de D. Como D possui ¢* linhas (pois M possui ¢* linhas) e as
d+ — 1 linhas de D geram um espaco com qu*l vetores (distintos), cada linha de
D devera se repetir um mesmo nimero

k

q _ k—dt+1
dl—1 - q

q

de vezes, donde concluimos o resultado. 0O

Exemplo 1.60 Tome o (6, 3,2) cddigo linear C dado no E:L‘emplo que possut
uma matriz teste de paridade dada por

10
H=111
11

O = O
O O =
O = O
_ o O

Note que as palavras de C* sdo

000000 011110
100100 010101
111010 001011
110001 101111

e que, portanto, w(Ct) = 2.

Note também que as palavras de C formam a matriz

100111
010011
001010
110100

M=t 01101 |
011001
111110
000000

que € uma matriz ortogonal de for¢at =1 = w(C*)—1 e indice A = 93-w(CH)+1 —
22 = 4, uma vez que escolhendo qualquer uma de suas colunas, os vetores linha 1
e 0 aparecem exatamente 4 vezes.



Capitulo 2

Cddigos Poset

O objetivo maior deste capitulo é introduzir ao leitor deste trabalho as prin-
cipais ideias sobre codigos ponderados por ordens parciais. Iniciaremos tratando
das definicoes e resultados concernentes ao estudo das relagoes de ordem, suas
representacoes graficas e da definicao de uma nova métrica, baseada em tais
relagoes.

O conceito de métricas ponderadas por ordens parciais (poset metrics, em
inglés) foi iniciado em 1991 por Niederreider [23] e, posteriormente, generalizado
por Brualdi, Graves e Lawrence [5]. Nos iltimos anos, muitos trabalhos tém apro-
fundado o conhecimento sobre esses espacos, especialmente para alguns casos de
conjuntos parcialmente ordenados, tais como as ordens coroa [10, [I], hierdrquico
(ordem fraca) [17] e Rosenbloom-Tsfasman [27, [9].

Apés essas consideracoes, iniciaremos o estudo de codigos lineares com essa
nova métrica. Tal estudo possibilitou uma série de avancos tedricos para questoes
classicas da Teoria de Codigos, uma vez que generalizou a distancia de Hamming
definida anteriormente e garantiu a existéncia de um ntmero maior de cédigos
perfeitos.

Encerraremos esse capitulo tratando de resultados sobre uma determinada
sequéncia de pesos relacionada aos cédigos introduzida em 1991 por V. Wei [31].
Inicialmente com motivagoes na area da Criptografia, essa sequéncia possibilitou o
estudo da estrutura algébrica de codigos sob uma nova perspectiva e sua extensao
para as métricas poset nos concede a generalizacao de resultados anteriormente
conhecidos e o estudo proficuo de determinadas classes de codigos.

32



2.1. Conjuntos parcialmente ordenados 33

2.1 Conjuntos parcialmente ordenados

Definicao 2.1 Uma ordem parcial sobre um conjunto X nao vazio é uma
relacao bindria < que satisfaz as sequintes propriedades para quaisquer a,b,c € X :

(i) a = a (Reflezividade);
(17) Sea =beb=a entio a="> (Antissimetria);
(7i1) Se a X b e b= c entio a < ¢ (Transitividade).
Definicao 2.2 Seja X um conjunto nao vazio. O par ordenado (X, =) € deno-

minado conjunto parcialmente ordenado ou poset (partial ordered set, em
inglés) se = € uma ordem parcial sobre X.

Se a < bou b =< a dizemos que a e b sao comparaveis. Caso contrario, eles
sao ditos incomparaveis.

Exemplo 2.3 Seja X ={1,2,3,4,5,6,12} e faca x <y se x é um divisor de y,
para x,y € X. Entao (X, =) € um poset.

Exemplo 2.4 Seja P(X) o conjunto formado por todos os subconjuntos de um
conjunto X e tome a relagao < tal que A <X B se, e somente se, A é um subcon-
gunto de B, para A e B em P(X). Entao (P(X), =) € um poset.

Exemplo 2.5 O conjunto dos nimeros inteiros sob a relagao maior do que ou
igual a (>) é um poset.

Exemplo 2.6 Seja K = {e,a,b,c} = Zy X Zs o grupo de Klein, onde e é o
elemento neutro de K. Sabemos que os subgrupos de K sao {e}, (a) = {e,a},
(b) = {e, b}, (c) = {e,c} e K. Um reticulado para esse grupo estd descrito abaizo.

(@) /:li\ ()
N

Seja X o conjunto dos subgrupos de K. Com a ordenag¢do

{e}

xRy < x éum subgrupo de vy,

(X, =) € um poset onde os elementos (a) e (b) sao incompardveis. O mesmo vale
para os pares ({a), {(c)) e ({b),(c)) de elementos de X.
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Definicao 2.7 Dados dois elementos a,b € (X, =), diremos que b cobre a quando
a = c=0bimplicar c = a ou c=>.

Se X é finito, entao dizemos que o poset ¢é finito e a cardinalidade do conjunto
X é chamada de comprimento do poset.

Os posets finitos podem ser representados graficamente através dos diagra-
mas de Hasse, onde os elementos de X sao representados por vértices e as
comparagoes entre os elementos a,b € X sao representadas por uma aresta se
a cobre b ou b cobre a. No diagrama, os elementos cobertos sao dispostos em
posicao inferior aos que lhe cobrem.

Exemplo 2.8 Considere a ordem < sobre o conjunto X = {a,b,c,d,e} com as
comparacoes a S a, b=<b,c=<c,d=d,e=<e,a=b, c=b,d=<e. O diagrama
de Hasse do poset (X, =) € o sequinte:

b e
a c d
Exemplo 2.9 Seja X = {a,b,c,d} e tome a relagdo bindria < definida através

das comparagoes a < a, b <b, c <¢c,d=<d,a=<c,b=<ceb=d. Entio (X, =)
é um poset, chamado poset letra N e denotado por N .

c N
a b,
Doravante consideraremos [n| := {1,2,3,...,n}.

Exemplo 2.10 Seja X = [n] e tome a ordem parcial X formada apenas pelas
relagdes reflexivas dos elementos de X. O poset (X, <) € dito poset anticadeia
ou poset de Hamming e serd denotado por H,. Abaizo, o diagrama de Hasse
para o poset Hy.
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Note que, no poset H,, quaisquer dois elementos sao incomparaveis.

Exemplo 2.11 Um poset ([n],=) no qual quaisquer dois elementos sao com-
pardveis € dito totalmente ordenado ou poset linear (ou cadeia) e serd
denotado por L,.

Exemplo 2.12 O poset Rosenbloom-Tsfasman (RT) é constituido pela uniao
disjunta de posets lineares de mesmo comprimento. Abairo, temos o diagrama de
Hasse de um poset RT formado por 3 cadeias e 4 niveis.

0@ 1® 1RO
® 5@ o9
i@ S@ @
1® 20 3@

2.2 Rotulamentos

Quando representamos posets finitos através dos diagramas de Hasse, é con-
veniente denotar os pontos como niimeros naturais ao invés de letras do alfabeto
ou outros simbolos especiais. No entanto, a disposi¢ao destes nimeros é impor-
tante para alguns posets, pois de acordo com as disposi¢oes, obtemos diferentes
relagoes e, consequentemente, diferentes posets. A esse processo de denotar os
pontos através de nimeros naturais damos o nome de rotulamento. A fim de
tornarmos a nogao de rotulamento mais precisa, temos a seguinte definigao:
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Definicao 2.13 Seja (X, X) um poset com | X| =n. Um rotulamento de X ¢
uma aplicagao bijetora

R:[n|={1,2,...,n} = V(X),

onde V(X)) € o conjunto de todos os pontos do poset (X, <). O poset (X, <) com
um rotulamento R para X serd chamado poset rotulado e serd denotado pela
tripla

(X, =X, R).

Exemplo 2.14 Considere o conjunto X = {a,b,c,d} e a ordem parcial < que
define o poset N na forma do sequinte diagrama de Hasse:

Definindo uma aplicagcao
R:{1,2,3,4} —» V(X) = {a,b,c,d}

tal que R(1) = a, R(2) = b, R(3) = c e R(4) = d, temos que R € uma aplicagao
bijetora e o poset rotulado resultante (X, =, R) possui o sequinte diagrama de
Hasse:

Em geral, qualquer poset pode ser transformado num poset rotulado de muitas
formas diferentes. Note que, pelo Principio Fundamental da Contagem, para o
poset N existem 4! = 24 diferentes rotulamentos e diferentes posets associados.

Dentre todos os posets rotulados, poderiamos pensar em qual deles possui
o rotulamento mais natural. Nesse sentido, convencionaremos que um poset é
rotulado naturalmente quando o rotulamento preserva a ordem natural < dos
naturais, como segue:
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Definicao 2.15 Um rotulamento R de um poset (?, <) € dito natural se, caso
r =y em V(X), entao R~'(z) < R7'(y) em [n].

Exemplo 2.16 Tome o poset N' com o rotulamento R dado no Exemplo [2.1]).
Note que R ¢ natural pois, se v,y € X e x <y, temos R~'(z) < R7'(y) em
(1,2,3,4}.

No entanto, o rotulamento L : [4] — {a,b,c,d} definido por L(1) =d, L(2)
b, L(3) = c e L(4) = a conforme descrito pelo diagrama de Hasse a seguir nao é
natural pois a < ¢, mas 4 = L™(a) > L™(c) = 3.

vl

Como veremos a seguir, podemos mostrar que todo poset pode ser rotulado
naturalmente. Assim, focaremos os nossos estudos em posets que possuem rotu-
lamentos naturais. As defini¢bes a seguir se farao tteis:

Definicao 2.17 Seja (X, =) um poset. Um elemento x € X ¢é dito elemento
maximal se nenhum elemento y € X — {x} cobre x. Um elemento x € X ¢é
dito elemento minimal se nenhum elemento y € X —{x} € coberto por x. Um
elemento x € X ¢é dito elemento mdrimo (minimo) sey <z (x <Xvy), para
todoy € X.

Exemplo 2.18 Considere o poset sobre [7] descrito no diagrama de Hasse abaizo:

6 7@
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Observe que 1 € elemento minimo e minimal, 6 e 7 sao elementos maxrimais
e nao existem elementos mdximos neste poset.

Lema 2.19 Se X ¢ um conjunto finito parcialmente ordenado, entao X possui
um elemento minimal.

DEMONSTRACAO: Suponha que X seja um conjunto que possua n elementos.
Escolhamos 1 € X. Se x; é minimal, temos o resultado. Caso contrario, existe
9 € X\{z1} tal que x5 é coberto por x;. Se x5 for minimal, temos o resultado.
Caso contrério, escolhamos z3 € X \{z1, 25} tal que x3 é coberto por z3. Como X
é finito, apds um nimero finito de passos, obtemos um elemento minimal z; € X,
para algum ¢ =1,...,n. 0O

Teorema 2.20 Todo poset finito (X, <) possui um rotulamento natural.

DEMONSTRACAO: Seja X um conjunto nao vazio com cardinalidade n e seja <
uma ordem parcial definida em X. Como X ¢ finito e parcialmente ordenado,
entdo possui ao menos um elemento minimal, pelo Lema [2.19 Seja z; um ele-
mento minimal de X e faca 1 = R(1).

Denote X = X e considere agora Xo = X — {1}, que é um conjunto par-
cialmente ordenado com a ordem induzida de X. Assim, X5 tem um elemento
minimal. Seja xs esse elemento e defina x5 = R(2). Seguindo esse procedimento,
cada subconjunto X; C X, onde 1 < ¢ < n, é nao vazio e possui um elemento
minimal. Tomando z; como o minimal de X; e pondo x(i) = R(i), obtemos uma
aplicacao bijetora de V(X) em [n] = {1,2,...,n}. Logo, esse poset admite rotu-
lamento natural. 0O

Dessa forma, podemos rotular naturalmente qualquer conjunto finito munido
de uma ordem parcial. Seguiremos daqui em diante com o rotulamento natural,
onde os elementos minimais, no mesmo nivel, serao dispostos sempre da esquerda
para a direita.

2.3 C(Cddigos ponderados por ordens parciais

Doravante, se B = (X, %), cometeremos o abuso de notagao S C ? para nos
referirmos ao subconjunto S C X cujos elementos sao ordenados de acordo com

o poset P. O mesmo vale para z € P.

Sejam P = ([n], <) um poset e F, um corpo de cardinalidade g. O conjunto
[n] e as coordenadas de x € F} estdo em correspondéncia biunivoca através da
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aplicacao

Assim, podemos definir uma distancia sobre os elementos de Iy, ponderada

pela ordem = do poset B No entanto, se fazem necessérias algumas defini¢oes
preliminares:

Definigao 2.21 Seja P = ([n], <). Um ideal I C N alinhado & esquerda

desse poset é um subconjunto I C ? tal que, para todo 1 € B,
jelei=j=iel.

Exemplo 2.22 No poset H, qualquer subconjunto é um ideal, pois a unica relacao
ezxistente € a relacao reflexiva entre os elementos.

Exemplo 2.23 Considere o poset N' com o sequinte diagrama de Hasse:

Os conjuntos Iy = {1,2,3}, Iy = {2,4} e I3 = {2} sdo ideais de N mas
Iy ={2,3} nao o €, visto que 1 <3 el ¢ 4.

Lema 2.24 Se I; e I, sao ideais em um poset ?, entao Iy N1y e Iy U I também
0 5a0.

DEMONSTRACAO: Basta notarmos que, dados = e y em B taisque x € 1 N1 e
y=z,comox €l exclyel el,saoideais, segue que y € I; e y € I, donde
concluimos y € I; N Is.

Da mesma forma, dados x e y tais que x € Iy Ul e y < x, temos = € [ ou
x € I,. Suponha, sem peda de generalidade, que x € I;. Assim, como I; ¢é ideal,
temos y € [ e, portanto, y € I1 U Is. O
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~ = . . .
Definigao 2.25 O poset dual P ¢ o conjunto X com as relagées definidas por
, mas com a ordem invertida, isto €,

%
jjiemP@ijjemB.

Definigao 2.26 Para um subconjunto S C ?, denotaremos por (S) = (S)z a

interseccao de todos os ideais em relagao a B que contém o conjunto S. FEste
ideal serd chamado ideal gerado por S.

Note que o ideal gerado por S C B ¢ o menor (no sentido de inclusao de

conjuntos) ideal de ? que contém o conjunto S.

Denotaremos por €2(I) o conjunto dos elementos maximais de /. Repare que
IcC B ¢ um ideal se, e somente se, (Q2(1))z = I.

. ~ . =~ = .
Defini¢ao 2.27 Dados dois posets Py, Py sobre [n], sendo =<1 a ordem pagzal
de P1 e =9 a ordem parcial de Po, dizemos que Py € um refinamento de P; e
escrevemos Py C Py se, dados quaisquer x1,xs € [n] tais que x1 =1 T, tivermos
r1 X2 Ta.

Exemplo 2.28 Como o poset de Hamming H € formado somente pelas relagoes
reflexivas, dado qualquer poset P sobre [n|, temos H C P.

Definigao 2.29 O suporte de um elemento x € o subconjunto supp(z) C [n]
formado pelos indices de todas as entradas nao nulas de x.

Exemplo 2.30 Seja z = 10110101 € F5. Entao
supp(x) = {1,3,4,6,8}.

Definicao 2.31 O conjunto (supp(z)) C P serd chamado ideal gerado pelo
suporte de z (ou suporte alinhado a esquerda de x) e corresponde ao menor

ideal de ? que contém o suporte de x.

Definigao 2.32 Seja B um poset definido em [n] e sejam x,y, € Fy. O peso de

x com respeito ao poset B € dado por

wz(z) = |(supp(z))z|-
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Exemplo 2.33 Sejam x = 0110 € F} ¢ o0s posets H e N, com os rotulamentos
anteriormente descritos nos Exemplos e respectivamente. Entdo

w(0110) = [(supp(0110))se] = (2, 3))u| = {2.3}] = 2.

wrr(0110) = [{supp(0110)) x| = [((2,3))w| = {1, 2,3} = 3.

Observacao 2.34 Note que (supp(x))y = supp(x), isto €, quando o poset em
questao € o poset de Hamming, o peso de x com relagao ao poset e o peso de
Hamming se equivalem.

Lema 2.35 Seja ? um poset definido em [n] e sejam x,y € Fy. Entdo

wg(r +y) Swz(2) +wz(y).

DEMONSTRAGAO: Como as entradas nao nulas do vetor x + y sdo, necessaria-
mente, nao nulas em x ou y, temos

supp(x +y) S supp(x) U supp(y).
Como supp(x) C (supp(z))z e supp(y) C (supp(y))z, temos
supp(x) U supp(y) C (supp(x))z U (supp(y))3
supp(z +y) C supp(x) U supp(y) C (supp(z))z U (supp(y))z-

Como (supp())z e (supp(y))z sdo ideais, pelo Lemam, (supp(z))zU(supp(y))z
é um ideal e este contém supp(z + y). Logo,

(supp(x +y))z C (supp(z))z U (supp(y))3,
pois (supp(z + y))5 6 0 menor ideal de P que contém supp(z + ).
Portanto,
wp(z +y) = |(supp(z + y))3| < [supp(z))z U (supp(y)) 3|

< [(supp(x))z| + [(supp(y))z| = wp(z) + wz(y).
O
O conceito de métricas ponderadas por ordens parciais foi introduzido em

1995, por Brualdi, Graves e Lawrence [5] a partir da nogao de distancia ponderada
por uma ordem parcial da seguinte forma:
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Definigao 2.36 Seja B um poset definido em [n] e sejam x,y € Fy. A distdncia

entre x e y em relacdo ao poset B € definida por
dg(z,y) = wp(r —y) = [(supp(z — y))3|.

Teorema 2.37 Se P ¢ um poset sobre [n], entdo a distancia dz(z,y) = w3 (v —
y) € uma métrica em Fy.

DEMONSTRAGAO: Sejam z,y e z € Fy.

(4) Temos dz(z,y) = |(supp(x —y))| > 0, pois a cardinalidade de um conjunto
é nao negativa. Observe ainda as equivaléncias

_>
dz(x,y) = [(supp(z—y))| =0 & (supp(z—y)) =D& z—y= 0 =y,
onde 6> é o vetor nulo de Fy;

(44) Repare que dz(z,y) = d3(y, ), pois o suporte do vetor z —y é o mesmo
suporte do vetor —(x —y) =y — x;

(¢4i) Pelo Lema [2.35]
dg(r,y) =wg(r —y) =wp ((z —2) + (2 —y)) Swp(r —2) +wz(z -y

= dz (v, 2) + dz(z,y).

Definicao 2.38 O par ordenado (F?,dﬁ) ¢ denominado espaco poset. Um
subconjunto proprio C do espago métrico (IFZ, d7—3>) ¢ chamado cédigo poset. Se
este subconjunto C C Fy é um subespago vetorial, entao C € chamado cédigo
poset linear.

Definicao 2.39 Um cddigo poset C possui distaGncia minima d se

d = min{dz(z,y);x,y € C,x # y}.

Definigao 2.40 Dado um cddigo poset linear C C Fy, seu cédigo dual € o

conjunto
ct {yEF szyz O,VmEC}.
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Obse%vagéo 2.41 Os pesos no dual C*+ sdo considerados de acordo com o poset
dual P .

No capitulo anterior, vimos que o raio de empacotamento R é muito impor-

tante no esquema de decodificacao das palavras. Sabemos ainda que, na métrica

d—1
de Hamming, o raio de empacotamento é dado por {TJ

Sabemos também que o raio de empacotamento nao pode exceder d, se d é
a distancia minima das palavras do codigo. Assim, parece natural que, indepen-
dente da métrica utilizada, tenhamos

{%J <R<d-1.

Veremos que existem codigos poset cujo raio de empacotamento é justamente
o limitante superior da desigualdade acima e, portanto, maiores do que o pro-

veniente da métrica de Hamming. Para isto, basta tomarmos posets totalmente
ordenados (L,,).

Teorema 2.42 Se C C Fy ¢ um cddigo poset com distancia minima d, onde o
poset € linear, entao

R=d-1.

DEMONSTRACAO: Note que o raio de empacotamento deve ser menor que d, pois
toda bola de centro a € C e raio d, contém uma outra palavra do cédigo. Assim,
vamos mostrar que

Bla,d—1)NB(b,d—1) =0,

para todos a,b € C\{0} distintos. Se tivessemos x € B(a,d—1)NB(b,d—1), entao
terfamos d(x,a) < d—1ed(x,b) < d— 1. Isto significa que as possiveis entradas
nao nulas de (supp(z — a)) e (supp(x — b)) pertencem ao conjunto das primeiras
d — 1 entradas ajustadas a esquerda, isto é, as coordenadas de (supp(z — a)) e
(supp(x —0b)) sao nulas para as coordenadas i ajustadas a esquerda tais que ¢ > d.
Como

supp(a —b) C supp(a — =) U supp(z —b) C (supp(z — a)) U (supp(x — b))

e (supp(z —a)) U (supp(x —b)) = 0, para as entradas ajustadas & esquerda n > d,
temos

(supp(a — b)) =0

para as entradas ajustadas a esquerda ¢ > d. Isto significa que
d(a,b) = |(supp(a —b))| <d—1<d,

um absurdo. 0O
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Este teorema é importante no sentido que permite a construcao de um nimero
maior de codigos perfeitos, bastanto para isto tomar a métrica linear.

O leitor interessado poderd consultar a referéncia [8] sobre raios de empaco-
tamento de codigos poset, para posets arbitrarios.

2.4 Peso de Hamming generalizado

Dado um cédigo C com a métrica de Hamming, existe uma sequéncia cres-
cente de inteiros positivos associada ao cédigo chamada pesos de Hamming
generalizados. Inicialmente motivado por problemas em Criptografia, V. Wei
introduziu essa sequéncia em 1991, possibilitando o estudo da estrutura algébrica
de cédigos sob uma nova perspectiva, uma vez que os termos desta sequéncia
satisfazem certos limitantes baseados nos parametros fundamentais do cédigo. O
que faremos aqui é um estudo elementar desta sequéncia de pesos e da extensao
de algumas de suas propriedades para cédigos com métricas poset.

Definigao 2.43 Seja D um subespago de Fy. Definimos

supp(D) = | ) supp(x).

zeD
Definicao 2.44 O t-ésimo peso poset generalizado de um (n,k) cédigo li-
near C € definido como
di (C) = min{|(supp(D))|; D € um (n,t) subcddigo de C}.

Cabe observar que d;(C) = d, onde d é a distancia minima de C e que o t-ésimo
peso poset generalizado de um codigo C depende do poset considerado.

Definigao 2.45 O conjunto {d.(C);1 < r < k)} é chamado hierarquia de
?-pesos de C.

Os seguintes resultados, abordados por A. Moura [21I] e A. Barg e P. Pur-
kayashta [2] em 2010, sobre os pesos da hierarquia serao utilizados fortemente na
caracterizacao dos cédigos NMDS, objetivo principal dos nossos estudos:

Lema 2.46 (Monotocidade da Hierarquia dos pesos Generalizados) /20,
21, 12] Seja C um (n, k) cddigo poset linear com dimensdo k. Entdo

0< dl(C) < dg(C) < ... < dk(C) <n.
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DEMONSTRAGAO: Seja D; C C um subespago linear tal que |(supp(D;))| = d;(C)
e dimensao de D; = t, para t > 1. Seja 2(D;) o conjunto de todos os elementos
maximais do ideal (supp(D,)). Para cada coordenada em Q(D;), D; possui ao
menos um vetor onde a posi¢ao dessa coordenada é nao nula. Escolhamos ¢ €
Q(Dy) e seja D! o conjunto que obtemos retirando somente os vetores v € Dy,
com v; = 0. Entao

di—1(C) < [(supp(D}))| < [(supp(Dy))] =1 < di(C) — 1 < dy(C).

O Corolério pode ser generalizado, como segue:

Lema 2.47 (Limitante de Singleton Generalizado) Seja C um cddigo poset
linear em Iy de dimensao k. Entao, para todot > 1,

DEMONSTRAGAO: Pelo Lema di(C) <nedy(C) < diy1(C) — 1. Assim,
dp1(C) <dp(C)—1<n—-1=n—k+(k—1)

:>dk,2(C)§dk,1(C)—1§n—2:n—k+(k—2)

Prosseguindo com esse argumento, temos
dp—s(C) <n—s=n—k+(k—s).

Facamos k — s =t e teremos o resultado. 0O

Teorema 2.48 (Dualidade de Wei) [21, [2] Seja C um cddigo poset linear em
Fy de dimensao k e seja C* o seu cddigo dual. Considerando a hierarquia de

pesos de C

e o conjunto
Y={n+1-d(C",n+1—dy(CH),....n+1—d, 1(CH},

entio X eY sdo disjuntos e X UY ={1,2,...,n}.

DEMONSTRAGAO: Temos X C [n], pelo Lema e, como

1<d(CH)<n=1<n+1-d,(C") <n
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para 1 < s < n — k, temos também Y C [n]. Assim, X UY C [n], |[X| =Fke
Y| = n — k. Pelo Principio da Inclusao-Exclusao,

XUY=hleXnY =0

Logo, basta mostrarmos que X NY = (.

Devemos ter d,,_1(Ct) = n, pois se d, (C*) < n, o cidigo seria degenerado.
Assim,
dpk(CH)=n=n+1-d, ,(C") =1

e, como C* também ¢ nio degenerado, pelo Teorema [1.52, temos d(C) > 2 e,
assim,

n+1—d,_(Ct) < d.(C),
para todor=1,...,k.

Mostraremos agora que, para todo 1 < s <n—k — 1,

n+1-d(CH) ¢ X ={d,(C);1 <r <k},
Seja t = k + s — dy(Ct) e considere os seguintes casos:

(i) 1° Caso: r <t
Tome D, C C* tal que dim(D,) = s e |(supp(Ds)s)| = ds(Ct). Este
subcodigo existe pela definicao de Dy.

Como dim(D,) = s, podemos formar uma matriz teste de paridade H
do cédigo C tal que as suas primeiras linhas sejam s vetores linearmente
independentes de D,. Seja D o complementar de (supp(D;))ss, em relagao
ao conjunto de coordenadas e seja H [D] a submatriz de H formada por
todas as colunas em D.

O posto de H [D] sera no maximo (n — k) — s e, pelo Teorema do Nicleo e
da Imagem, a nulidade de H[D] serd no minimo

IDl=(n—k—s8)=n—ds(C")—n+k+s=k+s—d,(C") =t
Assim, tomemos a aplicacao

T F o~ ek
r +— H[D]-a"

Note que a aplicacao estd bem definida pois x é um vetor 1 x (n — dS(CL)),
H[D] tem ordem (n — k) x (n — dy(C*)) e z* ¢ um vetor (n — dy(C*)) x 1.

Assim, obtemos o subcédigo C = ker(T') C IF(‘JD| tal que

dim(C) = nulidade de H[D] >t
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(ii)

e, fazendo nulas as n — |D| entradas restantes, obteremos um subcédigo
C' C C de dimensao no minimo t.

Logo, existe um codigo linear de dimensao no minimo ¢ no qual todas as
palavras tém suporte dentro das coordenadas indexadas por D e possuem
todas as coordenadas que nao estao em [ como zero, isto é, existe um
subcddigo C' desse codigo linear com dim(C’) = ¢ em que todas as palavras
sao nao nulas somente nas coordenadas indexadas por D.

Portanto,
d;(C) < |(supp(C"))5| = |D| = n — dy(C*)

e, assim, como 1 < r < t, segue

d.(C) < dy(C) <n—dy(CH) < m+1—d,(CH).

2° Caso: r>t+1

Vamos mostrar que, para r =t + ¢, onde 1 <1 < k — ¢, temos
dt+i(C) 7é n + 1 — ds(CL)

Supondo d;,;(C) = n + 1 — d,(C*), para algum 1 < i < k — ¢, considere o
subcédigo Dyy; C C tal que

|{supp(Di14)) 5| = diri(C)

e tome uma matriz geradora de C onde as primeiras t 4 ¢ linhas sejam
correspondentes ao subcodigo Dyy; C C.

Seja D o complementar de (supp(Di;))7 no conjunto das coordenadas e
seja G[D] a submatriz de G formada por todas as colunas em D. Entao
G[D] é uma matriz de ordem k x (n — d;4;(C)) e de posto no maximo k—t—i.
Assim, n — d;;(C) > k —t — i e entdo

dim (ker(G[D])) > n—dwi(C) —k+t+i
= n—di(C) = (t —s+dy(CH)) +t+i
= s+41i—(do(CH) —n +di4(C))
= s+i—(dJ(CT) —n+(n+1—d,(Ch)))

= s+1—1.

Portanto, denotando por C’ o subcddigo de C+ obtido a partir do cédigo
gerado por ker(G[D]) pelo completamento com zeros nas entradas fora de
D, temos

dsﬂel(cL) < ‘<SUPP(C/)>$‘ =|D|=n—dy(C) = ds<CL> -1
o que contradiz o Lema (faga i = 1).
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O seguinte resultado é uma generalizagdo do Teorema [1.48}

Lema 2.49 [2] Seja C um cddigo poset linear em Fy de dimensdo k e seja H a
matriz teste de paridade de C. Entdo di(C) = 9§ se, e somente se,

(@) Quaisquer 6 — 1 colunas alinhadas a esquerda de H tém posto no minimo
o —t;

(b) Ezistem 0 colunas alinhadas & esquerda de H com posto exatamente 6 — t.

DEMONSTRAGAO: Suponha d;(C) = 0. Vamos demonstrar a parte (a).

Suponha, por absurdo, que existam d — 1 colunas alinhadas a esquerda com
posto menor que § — t. Denotemos o conjunto formado pelos indices dessas
d — 1 colunas por D e construamos a submatriz H[D] de H. Como temos
posto(H[D]) <6 —te

posto(H[D]) + coposto(H[D]) = § — 1,
segue que coposto(H[D]) > t.

Assim, existe um subcodigo de C de dimensao no minimo ¢ e em que todas as
suas palavras possuem coordenadas nao-nulas apenas nas entradas que estao em
D. Portanto,

d,(C) < |D|=0—-1<0.

Vamos demonstrar agora a parte (b):

Se di(C) = 4, entdo existe um subcédigo C' C C tal que [(supp(C’))z| =4 e
dim(C’) = t.

Seja X = (supp(C'))z e seja H[X] a submatriz de H formada pela restrigao
desta as colunas indexadas por X. Assim, como |X| = § e coposto(H[X]) = t,
temos

posto( H[X]) = 0 — coposto(H[X]) =6 — t,

donde concluimos que existem ¢ colunas alinhadas a esquerda de H com posto
0 —t.

Por outro lado, suponha agora que quaisquer § — 1 colunas alinhadas a es-
querda de H tém posto no minimo 6 — ¢t e que existam 0 colunas alinhadas a
esquerda de H com posto exatamente § — ¢.

Assim, fazendo D o conjunto formado pelas ¢ colunas de posto exatamente
d —t e construindo a submatriz H[D] de H, temos:

coposto(H[D]) =0 — (6 —t) =1,
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donde concluimos que existe um subcédigo C' C C tal que dim(C') = t e
(supp(C))5] < 5. Assim,
di(C) < 0.

Como as 6 — 1 colunas de H tém posto no minimo § — ¢, a submatriz de H
formada por quaisquer 0 — 1 colunas tem coposto no maximo § — 1 — (0 —t) =
t —1 < t, ou seja, nenhum conjunto de coordenadas de tamanho menor que 6 dé
suporte a um subcodigo de dimensao ¢. Assim,

e, portanto,

Exemplo 2.50 Considere o cédigo poset C C F5 dado pela matriz geradora

11000
G=110110
10101

e cuja distancia € definida pelo poset Ls. As palavras de C sao:

00000 11000
10101 01101
10110 01110
00011 11011

Tomando a palavra x = 11000 € C, o peso desta é dado por
w, (2) = 2,
que € a distancia minima de C. Pelo Lema[1.43, a matriz H dada por
(11000
€ uma matriz teste de paridade para C, visto que as suas linhas sao linearmente
independentes e ortogonais as linhas de G.

Note que as palavras de C*+ sdo

00000 11011
11100 00111

e, destas, a palavra nao nula que possui menor peso, a dizer 3, ¢ 00111.

Vamos determinar a hierarquia de B—pesos para C e a hierarquia de %-pesos
para C*:
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(i) Hierarquia de B—pesos para C:

(a) Cdlculo de d,(C).
Como a palavra © = 11000 € a que possui o menor peso, temos

di(C) = wx(z) = 2.

(b) Cdlculo de dy(C).
Devemos formar todos os subespacgos de dimensao 2, a partir das pa-
lavras de C e determinar aquele cujo ideal gerado possui a menor car-
dinalidade. Note que podemos tomar as palavras das matriz geradora,
duas a duas, para formar cada subespaco.

(1) Dy C C com Dy gerado por 11000 e 10110.
As palavras de Dy sao:

00000 11000
10110 01110

e, portanto,

supp(Dy) = U supp(z) ={1,2,3,4},

x€Dy

donde concluimos que |(supp(Dy)| = 4.

(2) Dy C C com Dy gerado por 11000 e 10101.
As palavras de Dy sdao:

00000 11000
10101 01101

e, portanto,

supp(Dy) = U supp(x) ={1,2,3,5},

€Dy

donde concluimos que |(supp(Da)| = 5.

(3) D3 C C com D5 gerado por 10110 e 10101.
As palavras de D3 sao:

00000 10110
10101 00011

e, portanto,

supp(Ds) = | supp(x) = {1,3,4,5},

z€Ds3

donde concluimos que |(supp(Ds)| = 5.
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Portanto,
d2(C) = min{4,5} = 4.
Cadlculo de ds(C).

Devemos formar todos os subespacgos de dimensao 3, a partir das pa-
lavras de C e determinar aquele cujo ideal gerado possui a menor car-
dinalidade. Note que o unico subespag¢o de dimensao 3 € o proprio
codigo C.
Assim,

supp(C) = U supp(x) ={1,2,3,4,5},

zeC

donde concluimos que |(supp(C)| =5 e entao

ds(C) = 5.

Portanto, a hierarquia de B—pesos para C € {2,4,5}.

<_
(ii) Hierarquia de P -pesos para C*:

(a) Cadlculo de dy(C*).

Como a palavra x = 00111 € a que possui o menor peso, temos

d,(Ct) = wis () = 3.

(b) Calculo de do(Ct).

Devemos formar todos os subespacos de dimensao 2, a partir das pa-
lavras de C*+ e determinar aquele cujo ideal gerado possui a menor
cardinalidade. Note que o unico subespaco de dimensao 2 € o proprio
cddigo C*.
Assim,

supp(C*) = U supp(x) ={1,2,3,4,5},

xeCt

donde concluimos que |(supp(C)| =5 e, entdo

dy(C*H) = 5.

%
Portanto, a hierarquia de ‘P -pesos para C+ é {3,5}.

Note que ambas as hierarquias de B—pesos de C e Ct formam uma sequéncia
crescente, o que estd de acordo com o Lema[2.40 e, além disso, os conjuntos

{dr(c)7 I1<r< 3} = {27475}

{54+1—dy(Cr);s=1,2y ={5+1-3,5+1—-5}={1,3}

formam uma particao de {1,2,3,4,5}, o que estd de acordo com o Teorema

248



2.4. Peso de Hamming generalizado 52

Finalmente, note que, como dy(C) = 2, quaisquer 1 =2 —1 colunas alinha-
das a esquerda da matriz teste de paridade

11

0 0

sao linearmente independentes e existem 2 colunas alinhadas a esquerda
linearmente dependentes, a dizer, a primeira e a sequnda.

0
1

De modo andlogo, como do(CL) =5, quaisquer 4 =5 — 1 colunas alinhadas
a esquerda da matriz geradora de C

1 1000
G=|(10110
1 0101

tém posto no minimo 3 = 5 — 2 e existem 5 colunas alinhadas a esquerda
com posto exatamente 3. FEstas observagoes estao de acordo com o Lema
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Capitulo 3

Codigos Poset NMDS

Neste capitulo, vamos estudar a classe de codigos NMDS em um espago poset
visando estabelecer caracterizacoes e algumas expressoes para a sua distribuicao
de P-pesos, com base nos resultados do capitulo anterior. No caso particular
de um poset RT, obteremos a chamada “métrica de Hamming ordenada” e, com
o apoio desta, faremos algumas conexoes com a distribuicao de pontos no cubo
unitério U™ = [0,1)" e com as (t,m, s)-redes, comparando essa classe de c6digos
aos conhecidos codigos MDS.

Os codigos MDS sao definidos como aqueles em que a distancia minima ¢é a
maxima possivel. No entanto, o comprimento destes nao pode ser muito grande
[2] e isto os torna, de certa forma, raros. Esta restri¢ao levou ao estudo de classes
de cédigos com distancias minimas préximas a dos cédigos MDS, tais como os
cédigos NMDS, que foram definidos por S. Dodunekov e I. Landjev [7] como a
melhor dessas classes, por possuir propriedades similares as dos cédigos MDS e
admitir uma boa interpretagao geométrica.

Além da distribuigao de pontos no cubo unitario e da distribuicao de pesos na
métrica de Hamming Ordenada, discutiremos alguns exemplos de cédigos poset
NMDS para casos com uma, duas e trés cadeias.
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3.1 Cdbdigos NMDS

Nessa secao, estudaremos uma familia de cédigos obtida pelo enfraquecimento
das restricoes da definicao dos cléssicos codigos MDS.

Definigao 3.1 Um (n,k,d) cddigo linear C é chamado near-MDS (NMDS)
se
dC)=n—kedy(C)=n—k+2.

Exemplo 3.2 Note que o (5,3,2) cddigo linear C apresentado no Exemplo
€ NMDS pois
dC)=2=5-3

dy(C) =4 =5—3+2.

Uma outra caracterizagao dessa familia de codigos, via matriz teste de pari-
dade, é a seguinte:

Lema 3.3 Um (n, k,d) cédigo linear C no poset B ¢ NMDS se, e somente se,
(a) Quaisquer n—k—1 colunas alinhadas a esquerda da matriz de paridade H
sao linearmente independentes;

(b) Existem n—k colunas de H alinhadas a esquerda linearmente dependentes;

(¢) Quaisquer n —k + 1 colunas de H alinhadas a esquerda tém posto cheio.

DEMONSTRACAO: Suponha que C seja NMDS. Assim,
d1 = n—=k
dg = n — ]{3 + 2
e, pelo Lema [2.49,
(a) Quaisquer n — k — 1 colunas de H tem posto maior ou igual a n — k — 1.

Logo, quaisquer n — k — 1 colunas de H tem posto n — k — 1, isto é, elas
sao linearmente independentes.

(b) Existem n — k colunas de H com posto n — k — 1, isto é, existem n — k
colunas linearmente dependentes.

(¢) Quaisquer n — k + 1 colunas de H tém posto maior do que ou igual a
n—k+2—2=n—ke este é o posto maximo de H.
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Suponha agora que:

(a) Quaisquer n — k — 1 colunas alinhadas a esquerda da matriz de paridade
H sao linearmente independentes (ou seja, quaisquer n — k — 1 colunas tém
posto
>n—k—1)

(b) Existem n — k colunas de H alinhadas a esquerda linearmente dependentes
(isto é, existem n — k colunas com posto < n —k — 1);

(¢) Quaisquer n — k + 1 colunas de H alinhadas a esquerda tém posto n — k.

Fazendo § = n — k temos por (a) que quaisquer  — 1 colunas tém posto >
d — 1. Por (b) e (c), adicionando uma coluna ao conjunto das n — k colunas com
posto < n — k — 1, esse conjunto passa a ter posto n — k. Assim, o posto do
conjunto das n — k colunas era n — k — 1 e entao existem n — k = ¢ colunas com
poston—k—1=9—1.

Pelo Lema 2.49] temos d;(C) = 0 = n— k. Fazendo agora § = n — k+ 2, temos
por (¢) que quaisquer 6 — 1 =n — k + 1 colunas tém posto

n—k>n—-k=n—-k+2-2=0§—-2.
Repare também que quaisquer n — k + 2 colunas tém posto exatamente
n—k=n—-k+2-2=90-2,

pois quaisquer n — k + 2 colunas contém n — k + 1 colunas e estas ja possuem o
posto maximo (n— k) por hipdtese. Assim, pelo Lema[2.49, do(C) =n—k+2=¢
e, portanto, C é NMDS. O

Essa caracterizagao nos auxilia a demonstrar muitos resultados a respeito de
cédigos poset NMDS. Uma primeira observagao é a seguinte:

Lema 3.4 Seja C um (n,k,d) cédigo linear no poset B Entao C € NMDS se, e
somente se, seu dual C+ também o é.

DEMONSTRAGAO: Se C 6 NMDS, entao di(C) =n—keds(C) =n—k+2.

Como existem n—k nimeros entre 1 e n—k (incluindo 1 e n—k) e d,(C) > dy(C)
para todo r € {2,...,k}, devemos ter, pelo Teorema m,

Y={n+1-dC)1<t<n—k}={l,....n—k—1,n—k+1}

Repare que, quanto menor o valor de d;(C*), maior o valor de n+ 1 — d;(C*).
Como o menor peso de C*+ é d;(C*) e o maior valor do conjunto Y én —k + 1,
temos

n+tl-—d(CH=n—k+1=d(C)=k=n—(n—k).
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Como o segundo menor peso de C*+ é dy(Ct) e o segundo maior valor do
conjunto Y é n — k — 1, temos

n+l—doy(CH)=n—k—-1=d(C)=k+2=n—(n—k)+2

Portanto, C* é NMDS. 0O

Exemplo 3.5 Note que o (5,2,3) cédigo linear, dual do cédigo NMDS C apre-
sentado nos Exemplos e ¢ NMDS uma vez que

d(Ct)=3=5-2
dy(CH)=5=5-2+2.
Repare que este ultimo resultado também vale para cédigos MDS:

Proposicao 3.6 Seja C um (n,k,d) cédigo linear no poset ? Entao C é MDS
se, e somente se, seu dual Ct também o é.

DEMONSTRAGAO: Se C é MDS, entao d,(C) =n —k + 1.

Como existem n — k numeros entre 1 ¢ n — k (incluindo 1 e n — k) e
d,(C) > di(C), para todo r € {1,...,k}, devemos ter

Y={n+1-d(C)1<t<n—k}={1,....,n—k}

Quanto menor o valor de d;(C*), maior o valor de n + 1 — d;(C*). Assim, como
o menor peso de C* é d;(C*) e o maior valor do conjunto Y é n — k, temos

n+l-—di(CH)=n—k=d((C)=k+1=n—(n—Fk) +1
e, assim, C*+ é MDS. 0

Assim, embora obtidos pelas restrigoes da definicao dos cddigos MDS, os

codigos NMDS ainda apresentam alguma estrutura similar a estes quanto a du-
alidade.

Vamos enunciar agora uma outra caracterizagao para codigos NMDS, em ter-
mos de um cédigo e de seu dual.

Teorema 3.7 Um (n,k,d) cddigo linear C no poset B ¢ NMDS se, e somente
se,

d(C) + d(C*) = n.
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DEMONSTRAGAO: Se o codigo C é NMDS, entao, pelo Lema , Ct é NMDS.

Assim, d(C) =n —k e d(Ct) = k = n — (n — k). Portanto,

d(C) +d(CT) = (n—k)+k=n.

Suponha agora d(Ct) = n — d(C). Como dy(C*) > d(Ct) + 1, temos
dy(C) >n —d(C) + 1.
Afirmagao: dy(Ct) >n —d(C) + 2.
De fato, se tivéssemos dy(Ct) < n — d(C) + 2, entdo
n—d(C)+1<dy(CH) <n—dC)+2= dy(CT) =n—d(C) +1,

o que contraria a particao de {1,...,n} dada pelo Teorema

Pelo Limitante de Singleton Generalizado,

n >  dCHH+n—k-2

Afirmagao
> (n—d(C)+2) +n—k—2
= 2n — k —d(C).

Dessa forma,
—n>—k—d(C)=4d(C)>n—k.
Pelo Limitante de Singleton, temos duas possibilidades:

dC)=n—koud(lC)=n—k+1.

Se tivéssemos d(C) = n — k + 1, entédo, pelo Teorema [2.48]
n—k+1=d(C)<dy(C)<...<dp(C)=n—k+k=n
e, assim, n + 1 — d(Ct) = n — k, donde d(Ct) = k + 1 e entdo

dC)+d(CH)=n—k+1)+(k+1)=n+2+#n,
um absurdo. Logo, d(C) =n — k.

Pelo mesmo raciocinio da afirmagao anterior, do(C) > n—d(C+)+2 e, portanto,

da(C) >n—d(CH) +2=d(C)+2=n—k+2.

Pelo Limitante de Singleton Generalizado, temos dy(C) = n — k + 2.

O préximo resultado nos garante a existéncia de cédigos NMDS com parametros
ligeiramente préximos aos parametros de um cédigo NMDS dado. Por iteragao,
este resultado garante que podemos encontrar codigos NMDS de comprimentos

menores a partir de codigo NMDS de grandes comprimentos.
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Lema 3.8 Seja C um (n,k,d) cddigo linear no poset 3 Se C é NMDS entao
existe um cédigo NMDS com parametros (n—1,k—1,d) e um cddigo NMDS com
parametros (n — 1,k,d —1).

DEMONSTRAGAO: Como C é NMDS, entao d = n — k. Para obtermos um
(n—1,k —1,d) cédigo NMDS, basta deletarmos uma coluna da matriz teste de
paridade H de C preservando um conjunto de n — k colunas alinhadas a esquerda
linearmente dependentes. Como d = n — k, quaisquer n — k — 1 colunas alinhadas
a esquerda da matriz H sao linearmente independentes. Deletando uma coluna de
H e mantendo um conjunto de n — k colunas linearmente dependentes, a matriz
resultante H' terd n— 1 colunas, quaisquer n —k — 1 colunas alinhadas & esquerda
de H’ serao linearmente independentes e existirao n — k colunas linearmente
dependentes (as que estamos mantendo).

Dessa forma, o comprimento do c6digo C* gerado por H' passa a ser n — 1 e,
pelo Lema [3.3] o c6digo C* serd NMDS, de dimensao n — k. Como C* é NMDS,
segue que C; = (C*)L ¢ NMDS, possui comprimento n — 1 e possui dimensao
n—1—(n—k) =k—1 Porser NMDS, sua distancia minima é dada por
(n—1)—(k—1) =n—k = d. Portanto, o cédigo C; é NMDS e tem parametros
(n—1,k—1,4d).

Para obtermos um (n—1, k,d— 1) cédigo NMDS basta deletarmos, da mesma
forma, uma coluna da matriz geradora GG de C preservando um conjunto de k
colunas alinhadas a direita linearmente dependentes.

A justificativa segue do fato que, se C é NMDS com parametros (n,k,d),
entdo C+ ¢ NMDS com parametros (n,n — k, k) e possui matriz teste de paridade
G. Aplicando a construcao anterior, obteremos um cédigo C; com parametros
(n—1,n—k —1,k) e o dual deste cidigo C; serd NMDS e terd dimensao (n —
1) — (n —k — 1) = k. Por ser NMDS, a distancia minima de Ci- serd

m—1)—(k)=n—k)—1=d-—1.

Logo, Ci* ¢ um (n — 1,k,d — 1) cédigo NMDS. 0O

Lema 3.9 Seja C um cddigo linear em ? com distancia minima d e seja C*+ seu
cédigo dual. Entdo a matriz M cujas linhas sdo as palavras de C+ formam uma

matriz ortogonal de forca d — 1 com respeito a P .

DEMONSTRACAO: A demonstracao segue a mesma linha de raciocinio daquela
apresentada no Teorema [I.59] O tunico cuidado a ser tomado ¢é a consideragao
que fazemos com respeito ao poset P, onde, ao invés de considerarmos colunas
linearmente independentes, consideramos colunas linearmente independentes ali-
nhadas a esquerda. 0O
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Exemplo 3.10 Seja C o codigo que possui matriz geradora G dada por

00 0 0

—_— O = O
— = =
_— o O O
O = O O O
oSO O
S OO O

0
1
0
0

_ o O =

1
1
0
0
em relacao ao poset RT com 3 cadeias e 3 niveis.

Das 32 palavras de C, as que possuem o menor peso, a dizer 4, sao

100111000, 100100110 e 111000100.
Assim, temos d(C) = 4. Pelo Lema as palavras de C*+ formardo uma

matriz ortogonal de for¢a d(C) — 1 =3 em relagio ao poset RT mencionado.

De fato, notando que a matriz H dada por

— o O O
o O = O
O = O =
S O = =
— == O
SO = O =
=
o~ oo
O = O =

€ uma matriz teste de paridade para C, suas palavras formarao a matriz

000]00O0] 00O
001 ]101]101
010]110] 100
01 1]011]00°1
100] 0101|100
101 ]111]001
1101007000
|11 1]001]101
M=looo]110]010
001101 1] 111
010]000] 110
01 1]101]01°1
100] 100|110
101]001] 011
110]0101]010
111111111

Perceba que os conjuntos possiveis de trés colunas alinhadas a esquerda (de
acordo com o poset RT) sdo as sequintes:

{1,2,3} {1,2,4}  {1,8,9}
{4,5,6} {1,2,7}  {4,8,9}
{7,8,9} {1,5,6}  {1,4,7}
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onde o congunto {1,4,7} indica que escolhemos a 1%, a 4% e a 7% coluna, por exem-
plo. Tomando quaisquer um desses conjuntos de 3 colunas ajustadas a esquerda,
os vetores linha

000 100
001 101
010 110
011 111

aparecem exatamente 2 vezes, o que caracteriza uma matriz ortogonal.

3.2 Codigos NMDS e distribuigoes

Veremos agora uma nova caracterizacao de coédigos NMDS que nos fornecerd
uma associacao entre palavras de um coédigo NMDS sobre uma métrica definida
por um poset Rosembloom-Tsfasman e distribui¢oes uniformes de pontos do cubo
unitario U™ = [0, 1)".

3.2.1 Meétrica de Hamming ordenada
Definicao 3.11 Chamaremos de distancia ordenada a distancia definida por

um poset que € uma unido disjunta de n cadeias (também chamadas blocos)
de comprimento r, isto é, um poset Rosembloom-Tsfasman.

A métrica de Hamming ordenada é a métrica proveniente desta distancia
ordenada.

Nesta métrica, como 3 ¢ uma uniao de n blocos de comprimento r, sera
conveniente escrever um vetor x € ? como

rn
T = (D11, Tl ooy Tl oo o5 Tp) € B

Note que as entradas de x estao em correspondéncia com os vértices de um
poset RT com r niveis e n cadeias da seguinte forma:

Xer XQrT anT

X12 X22 T Xm2

X11 X271 T Xm
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Proposicao 3.12 O peso de x € dado por

w(T) = Zmdw{j;xij # 0}.

DEMONSTRAGAO: Como wz(r) = }(supp(x))g |, escrevendo = como um elemento

de F;™, o ideal gerado pelo seu suporte serd a uniao dos ideais gerados pelos

elementos maximais nao nulos de cada coluna e a cardinalidade de cada um
desses ideais é dada pela quantidade de elementos situados abaixo do maximal,
incluindo este. Nessa representacao, j é um contador de quantos elementos estao
abaixo de z;j, incluindo o x;;. Logo,

wg(w) = Y _mix{j;z; # 0}

Definicao 3.13 Seja x um vetor formado por n blocos de comprimento r. Defini-
mos e;, i =1,...,r como o numero de blocos de x nos quais a entrada nao nula
mais a direita (em relagao a ordem dada pelo poset) estd na i-ésima posi¢ao,
contabilizada a partir do inicio do bloco. O wetor de comprimento r dado por
e=(e,...,e.) serd chamado de shape de x.

Usaremos as sequintes notacoes:

T
el =2 e
i=1

r

le|" = Z ie;

=1

eo =n —|el.
Repare que, shape(z) = e equivale a dizer w(z) = |e|’, pela Proposigao

Exemplo 3.14 Seja x € F2° dado por
x = 01011|01010|00100|11010/10000.

Analisando o poset Rosembloom-Tsfasman sequinte,
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1® o@® o® 09 0@

19 1@ o® 1® 0@

0® 0@ 00 1® 1@

obtemos
61:]_ 6220 63:1 64:2 65:1

e, portanto, o shape de x € dado por
e=(1,0,1,2,1).

Além disso, o niumero de mazimais € dado por

5
el =) ei=1+0+1+2+1=35,

i=1
o numero de cadeias sem mazximais ¢ dado por
ep=n—lef=5-5=0

e 0 peso de x € dado por

5
w)=lel' = ie;=1-1+2-0+3-1+4-2+5-1=1T.

=1

Se I = (supp(z)), entado denotaremos o shape do ideal I por shape(I). Observe
que, pela Proposicao shape(I) = shape(x).

Em analogia as propriedades de ideais no espago de Hamming ordenado, usa-
remos o termo “ajustado a esquerda”’ para ideais em um poset P.

Definigao 3.15 Um (nr, M,d) cédigo poset ordenado C C F;" é um sub-
conjunto arbitrdario de M vetores em F" tais que a distancia ordenada entre
quaisquer dois vetores distintos em C €, no minimo, d.

O espago poset F;" serd chamado espago de Hamming ordenado e, se
C € um codigo linear de dimensao k sobre I, e distancia ordenada minima d,
denotaremos este como um [nr,k,d] cddigo.
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A nogao de matrizes ortogonais no espago de Hamming ordenado F" ¢ deri-
vada da nocgao apresentada para espacos poset no Lema|3.9| e, neste espaco, serao
chamadas matrizes ortogonais ordenadas (OOA).

Definigao 3.16 Um subconjunto A C Fy" tal que |A| = M € chamada uma
(t,n,r,q) matriz ortogonal ordenada (OOA) de forga t se sua proje¢do
em qualquer conjunto de t coordenadas ajustadas a esquerda contém todas as ¢

linhas uma mesma quantidade, digamos X\, de vezes. O parametro A serd chamado
indice de A.

Temos M = \¢' e, se C é um [nr, k, d] cédigo, entdao o cidigo dual forma uma

(d—1,n,7,q) OOA de indice

/\ — an—k—d+1

)

pelo Lema [3.9,

As OOAs sao também chamadas estruturas hipercibicas e foram intro-
duzidas por Lawrence [I§] e Mullen e Schmid [22] como uma equivalente com-
binatoria a conjuntos formados por pontos que apresentam multiplicidade mais
apropriada para a integracao numérica sobre o cubo unitario.

3.2.2 Distribuicao de pontos no cubo unitario

Definicao 3.17 Diremos que a bola centrada em x com respeito ao poset B
(também chamada I-bola) é o conjunto

Bi(x) = {v € Fy; supp(v — x) C I}

e a vizinhanga de um cddigo poset C com respeito a um ideal I (também cha-
mada [-vizinhanga) € definida como

Bi(C) = Bilo).

ceC

Definicao 3.18 Um cddigo linear C de dimensdo k forma um I-telhado se
existe uma particao
C=CiUCU...UCp

tal que as componentes da particao possuem mesma cardinalidade e as I-vizinhancas
de componentes distintas sao disjuntas. Se, além disso, as [-vizinhancas forma-
rem uma particao de ¥y, diremos que C forma um I-telhado perfeito.
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Teorema 3.19 Seja C um (n,k,d) cddigo linear no poset ? Entao C é NMDS
se, e somente se,

(1) Para todo I C 3 com |I| = n—k+1, o cddigo C forma um I-telhado
perfeito.

(17) Existe um ideal I C B com |I| = n — k tal que C forma um I-telhado
com respeito a esse ideal. Nao existe nenhum ideal de tamanho menor que
possui essa propriedade.

DEMONSTRACAO: Dado um vetor v € Fy, e um ideal I C B, denotaremos por
v[I] a restrigao do vetor v as coordenadas indexadas por 1.

Para provar a afirmagao (i), seja C um cédigo NMDS e seja I um ideal de
tamanho n — k + 1. Seja H|[I] a submatriz da matriz teste de paridade H do
cbdigo C obtida deletando todas as colunas de H que nao estao em [I. Assim,
H[I] é uma matriz de ordem (n — k) x (n —k +1).

Como C é NMDS, pelo Lema [3.3] quaisquer n — k + 1 colunas de H alinhadas
a esquerda tém posto maximo, a dizer n — k. Desta forma, posto H[I| = n — k
e, portanto, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, a nulidade de H[I] é

n—k+1—(n—k)=1,
donde concluimos que o subespago ker(H|[I]) possui dimensao 1 e, portanto,
|ker(H[I))| = ¢" = q.
Como um subespaco vetorial é, em particular, um subgrupo aditivo, fagamos

C; o espago obtido tomando-se ker(H|[I]) e acrescentando zeros as entradas que
nao pertencem a I e seja C; a j-ésima classe lateral de C; em C, para j =

2., ¢

Dessa forma, temos a particao
qk:—l
i=1

Note que se ¢ e ¢ sdo duas palavras de uma mesma classe C;, para algum j,
entao

d—d" e = ker(H[I).

Pela construcao, as palavras de C; possuem todas as entradas nulas nas coor-
denadas indexadas por I¢. Desta forma, se 0 é o vetor nulo,

(¢ =" [I€] =0[I° = ([I°] = '[1°].
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Vamos mostrar que, se ¢ e ¢’ sao de classes distintas, devemos ter /[I¢] #
C//[Ic].
Como a distancia minima de C é d e, como C é NMDS, pelo Lema , cté

NMDS e possui distancia minima d* =n — (n — k) = k.

Pelo Lema , o codigo C = (CL * forma uma matriz ortogonal de forca

d—1=Fk —1 eindice ¢ em relacao a P. Portanto, cada vetor z € F’;_l aparece
exatamente g vezes nas restricoes das palavras ¢ € C as coordenadas de J = I¢,
pois

Jl=n—|Il=n—(n—k+1)=k—1.

Como as palavras de uma mesma classe coincidem em I¢ e cada classe possui
exatamente ¢ elementos, segue que as entradas das palavras de classes distintas
diferem em I e temos o resultado.

Considerando agora duas classes distintas C; e C;, temos By (C;) N Br(C;) =0
pois, caso contrario, existiria z € B;(C;) N B;(C;) e dai z € By(c) N By(c"), para
algum ¢ € C; e para algum ¢’ € C;. Mas, dessa forma, terfamos

supp(z =) C T e supp(z—c") I
e, como
supp(d' — ") = supp(’ — 2z + 2z — ") C supp(c” — 2) U supp(z — ) C 1,

terfamos
(¢ — )% = 011 = 1 = 1€,

um absurdo. Isto implica que C forma um [-telhado.
qk—l
Este telhado ¢é perfeito, pois IFy = U Br(C)).
i=1

De fato, temos B;(C;) = U By(c) e se

ce Cj
v € Bi(c) = {v € Fy; supp(v — ¢) C I},

entao
v[I€] = [I°],

isto é, os elementos de B;(C;) sdo aqueles cujas entradas em I sao iguais as de
c € Cj. Assim, B(C;) possui ¢l elementos. Como as classes C; sao disjuntas e
|B;(C;)| = ¢!l, entdo, para qualquer m € {1,...,¢*'},

qkfl
U BiC)| =" [B1(Cu)| = ¢ - g = ¢ - " = ¢ = |FY|
i=1
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e, assim,
qk—l
Fr =) Bi(Cy),
i=1
isto é, C forma um [I-telhado perfeito.

Vamos provar, agora, a afirmagao (i7). Seja C um cédigo NMDS e seja [ um
ideal de tamanho n — k, tomado a partir do suporte de uma palavra de peso
minimo (n — k). Seja H[I] a submatriz da matriz teste de paridade H do cédigo
C obtida deletando todas as colunas de H que nao estdo em /. Assim, H[I] é
uma matriz de ordem (n — k) x (n — k).

Como C é NMDS, pelo Lema [3.3] posto H[I] = n — k — 1. Portanto, pelo
Teorema do Nicleo e da Imagem, a nulidade de H[I] é

n—k—(n—-k—1)=1,
donde concluimos que o subespago ker(H|[I]) possui dimensao 1.

Pelo mesmo raciocinio apresentado em (i), facamos C; o subespago obtido
partir de ker(H[I]) pela adjungao de zeros e seja C; a j-ésima classe lateral de C;
em C, para j = 2,...,¢"!. Dessa forma, temos a particao

C= qU C;.
=1

Como C é NMDS, C*+ é NMDS, pelo Lema e assim d(Ct) = k. Dessa
forma, pelo Lema [3.9] o cédigo C forma uma matriz ortogonal de forca k — 1 e
indice ¢ em relacdao & P. Fazendo J = I, temos

lJl=n—(n—Fk)=k
e, tomando um ideal (ajustado a direita) L C J com |L| =k — 1, teremos
d[L] = L]
para ¢’ e ¢’ na mesma classe C; e
c[L] # L]
para ¢’ e ¢’ em classes distintas.

Note que, se ¢ e ¢ diferem nas entradas em L, entao diferirdo nas entradas em
J. Pelos mesmos argumentos anteriores, Br(C;) N B(C;) = () para i # j e, assim,
C forma um I-telhado. Nao existem ideais F' com |F| < n — k que possuem essa
propriedade pois, caso existissem, poderiamos tomar a matriz correspondente
H[F] e terfamos um subcédigo C; de C com suporte apenas nas coordenadas
indexadas por F, obtendo assim uma palavra com peso menor que a distancia
minima do codigo.
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Suponha agora que I C P ¢ um ideal tal que |I| = n—k+ 1 e seja
{C1,...,Cpr-1} uma parti¢ao de C tal que |C;] = ¢, para todo i = 1,...,¢",
que forma um I-telhado perfeito. Isto implica que ¢/[I¢] # ¢"[I¢], para ¢ € C;,
"€ Cj,com1<i<j<ght

F

Em outras palavras, C forma uma matriz ortogonal com respeito ao poset P
de indice g e forca k — 1. Assim, d(C*) > k pelo Lema e, pelo Limitante de
Singleton, temos d (Cl) =koud (CL) =k+1.

Se tivéssemos d (C*) = k+1=n— (n—k) + 1, entdao C*+ seria MDS com
respeito a P e, dai, C seria MDS em relagao ao poset B, o que viola a hipdtese
(i1). Logo, d(Ct) = k e, assim, d(C) < n — k. Se tivéssemos d(C) < n — k,
existiria um ideal I tal que |I| < n — k que fornece suporte a um subcddigo de

dimensao 1 de C. Entéo C forma um I-telhado, o que contradiz (7). Assim,
d(C)+d(C*+) =n—k+ (k) =n e, portanto, C é NMDS. 0

Exemplo 3.20 Considere novamente o [5,3,2] cédigo C C F5 dado pela matriz
geradora

1 10
G=1101
1 01

O = O
— o O

e cuja distancia € definida pelo poset Ls. Vimos no Exemplo que a matriz

H dada por
1 1011
H:<1 110 0>

¢ uma matriz teste de paridade para C e também que d(C) =2 e d(Ct) = 3.

Assim,

d(C)+d(C)=2+3=5=n = C é NMDS.

Tomando um ideal I = {1,2,3} C L5, temos
I|=3=5-3+1=n—k+1,

e assim, como a matriz H[I] é dada pela restricio de H as colunas em I, temos

an-(110)

Note que posto (H[I]) = 2 e, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, a nulidade de
HI[I] é 1. Assim, existe um subcddigo C; C C tal que dim (C1) =1 e cujo suporte
estd contido na primeira ou sequnda entradas. Desta forma, Cy serd o espaco
gerado pela palavra 11000 e as classes laterais de C; em C serao, respectivamente:

C, = {00000,11000}

C, = {10110,01110}

C; = {01101,10101}

C, = {11011,00011}.
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Tomando vetores na mesma classe, o suporte da diferenca entre eles estd em I e,
para vetores em classes distintas, o suporte da diferenca nao estd contido em I.

Para exemplicar esta ultima afirmacgao, tome 10110 € Cy € 00011 € C4. Temos
supp(x —y) = supp(10101) &€ I = {1,2,3} pois a quinta entrada de supp(x — y)
€ nao nula e 5 ¢ 1.

Calcularemos agora as I-vizinhangas das classes.

(i) Os elementos de B(Cy) = B;(00000) U B;(11000) sdo:

00000 11000
01000 10100
00100 01100
10000 11100

(i1) Os elementos de Br(Cy) = Br(10110) U B;(01110) sao:

00010 11010
01010 10110
00110 01110
10010 11110

(17i) Os elementos de B(C3) = B;(01101) U B;(10101) sao:

00001 11001
01001 10101
00101 01101
10001 11101

(iv) Os elementos de B;(Cy) = B;(11011) U B;(00011) sao:

00011 11011
01011 10111
00111 01111
10011 11111

Perceba ainda que B;(C;) N B;(C;) =0 sei #j e

=4.8=32=2"=|F)

Y

U B (Cr)

donde obtemos A
F; = | Bi(Cy),
k=1

isto €, C forma um I-telhado perfeito.
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Além disso, tomando agora o ideal J = {1,2}, teremos

w1 1)

e assim, posto(H[J]) = 1 e a nulidade de H[J] serd 1, donde concluimos que
existe um subcddigo C; C C tal que dim(Cy) = 1 e Cy possui suporte contido na

primeira ou na sequnda entrada. Analisando as palavras de C, seque que C € o
subespaco gerado pela palavra 11000 e as classes laterais de C; em C serdo as
mesmas classes encontradas para o ideal I no caso anterior:

¢, = {00000, 11000}
C, = {10110,01110}
C; = {01101,10101}
C, = {11011,00011}.

Calcularemos agora as J-vizinhancas das classes.

(i) Os elementos de B;(Cy) = B;(00000) U B;(11000) sdo:

00000 10000
01000 11000

(ii) Os elementos de B;(Cy) = B;(10010) U B;(01010) sdo:

00010 10010
01010 11010

(iii) Os elementos de B;(Cs) = B,(01001) U B,(10001) sdo:

00001 10001
01001 11001

(iv) Os elementos de B;(Cy) = B;(11011) U B, (00011) sdo:

00011 10011
01011 11011

Como as J-vizinhangas sao disjuntas, C formard um J-telhado mas este nao
serd perfeito pois o elemento 11111 € F5 nao pertence a nenhuma das J-vizinhancas
das classes.

Grosso modo, uma distribuicao no cubo unitario é qualquer colecao ar-
bitraria de pontos deste. Utilizaremos a caracterizacao de codigos NMDS prece-
dente para relacionarmos codigos no espago de Hamming ordenado a distribuigoes.
Um cédigo ordenado da origem a uma distribuicao de pontos no cubo unitério
pela aplicagao
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P Frn — U =1[0,1)"
(Cl1y ey Clry ooy Crdy ooy Cp) (1,000, Ty)

onde

para 1 <1 <mn.

Note que esta aplicagao estd bem definida pois z; € [0, 1). De fato, como F, é
um corpo de caracteristica g e ¢;; € IF, sempre podemos considerar 0 < ¢;; < g—1.
Assim,

C; C; C; —1 -1 -1
Oy =ty @2 4 G972 970, 41
¢ gt q

q q" q"

A nocao idealizada da distribuicao uniforme de pontos no cubo unitario diz
que um conjunto C possui tal distribuigao (uniforme) se, para qualquer qualquer
conjunto mensuravel A C U™, temos

% D 1z € A) = vol(A),

zeC

onde vol(A) é o volume com a medida dada em U", neste caso a medida Eucli-
deana.

As distribuicoes que consideraremos aproximam essa no¢ao pela restricao dos
subconjuntos A C U™ a blocos retangulares com lados paralelos aos eixos coor-
denados. Cada um desses blocos sera chamado um intervalo elementar.

Definicao 3.21 Seja g > 2 um nimero inteiro. Um intervalo elementar na
base q do cubo unitario U™ € um intervalo da forma

“la a;+1
E:”{— —>
di’  od; ’
i—1 LY q

onde 0 <a; <q%,0<d;<rel<i<n.

1 9 10
Exemplo 3.22 O conjunto E = [O’E) X [T(S’E) x [0,1), contido no cubo
11
cnitdrio U3 é um intervalo elementar na base 2 que possui volume F=5' 16 1.
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Definicao 3.23 Uma (t,m, s)-rede na base q € um conjunto R de ¢™ pontos em
Us =10,1)° com a propriedade que qualquer intervalo elementar E de volume ¢"~™
contém exatamente q' pontos de R.

Definicao 3.24 Seja € uma colecao de intervalos elementares no cubo unitdrio
U™ =10,1)". Uma (nr, k) distribuigao na base q, com respeito a & € uma cole¢ao
arbitrdria de pontos em U™.

Definicao 3.25 Uma distribuicao é denominada étima se cada intervalo ele-
mentar de volume ¢~* contém exatamente um ponto.

Em 2001, M. Skriganov mostrou que valem os seguintes resultados:

Proposigao 3.26 [29]/ Um (nr, k,d) cddigo MDS na métrica de Hamming orde-
nada existe se, e somente se, existe uma (nr, k) distribuicao dtima.

Teorema 3.27 [29] Seja C um (nr, k,d) cédigo linear MDS em F;™ e seja P(C)
o correspondente conjunto de pontos em U". Entao qualquer intervalo elementar

de volume —— tem exatamente q pontos de P(C) e, além disso, a distribuicdo

de pontos P(C) dd origem a uma (k — r, k,n)-rede para k > r.

Omitiremos as demonstracoes desses dois resultados, pois estas fogem ao foco
desta dissertacao.

Em suma, a Proposicao diz que codigos MDS na métrica Ordenada cor-
respondem a distribuigoes 6timas no cubo unitario. Veremos que os codigos
ordenados NMDS aproximam essa e as outras propriedades dadas no Teorema
[3.27] Para isto, utilizaremos o seguinte resultado, cuja demonstracao também
omitiremos, provado por K. Lawrence em 1995:

Teorema 3.28 [18]/ Uma (m —t,n,r,q) OOA de indice ¢* e tamanho ¢™ corres-
ponde a uma distribuicdo na qual todo intervalo elementar de volume ¢'~™ contém
exatamente ¢ pontos. Além disso, uma (m —t,n,m —t,q) OOA de indice ¢' e
tamanho ¢™ dd origem a uma (t,m,n)-rede.

Assim, com a caracterizacao precedente de cédigos ordenados NMDS, obtemos
o seguinte teorema:

Teorema 3.29 [2] Seja C um (nr, k,d) cédigo linear em F;™ e seja P(C) o cor-
respondente conjunto de pontos em U™. Entao C é NMDS se, e somente se,
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1
(1) Qualquer intervalo elementar de volume —— tem exatamente q pontos de
q
P(C).

n
1 1
(11) Eziste um intervalo elementar H [0, —l) de volume —- contendo exata-
, q q
=1
mente q pontos e nao existem intervalos elementares menores dessa forma
que contenham exatamente q pontos.

DEMONSTRACAO: Suponha que C seja NMDS. Vamos, inicialmente, provar a
afirmagao (7). Como C é NMDS, para todo I C P com [I| =nr—k+1,0
codigo C forma um I-telhado perfeito pelo Teorema [3.19] Desta forma, C forma
uma matriz ortogonal de for¢a £ — 1 e indice ¢ com respeito a P ou, de forma
equivalente, C forma uma (k — 1,n,7,q) OOA de indice ¢ = ¢' e tamanho ¢*.
Esta matriz corresponde, pelo Teorema |3.28, a uma distribuicao na qual todo
intervalo elementar de volume

g "

4
o
contém exatamente ¢' pontos.

Para demonstrar o item (i7), suponha que C seja NMDS. Assim, pelo Teorema
m, existe um ideal I C B tal que |I| = nr — k ao qual C forma um I-telhado e

nenhum ideal de tamanho menor possui essa propriedade. Desta forma, C forma
uma matriz ortogonal de forca k e indice ¢' = ¢! com respeito & P e, como uma
(k,n,r,q) = (k+1)—1,n,r,q) = (m —t,n,r,q) OOA de indice ¢ e tamanho
¢"*! corresponde a uma distribuicdo na qual todo intervalo elementar de volume

t—m

_ _ 1
q — gD kL

q
contém exatamente ¢' = ¢ pontos e nao existem intervalos elementares de volume
menor contendo g pontos. Note que o ponto 0 sempre estara nesse intervalo pois

a palavra nula 0 € C esta dentro de qualquer ideal I.

Vamos agora demonstrar a reciproca. Supondo que qualquer intervalo elemen-
tar de volume ¢~**+1) possui exatamente ¢ pontos de P(C), pelo Teorema M,
quaisquer k—1 colunas alinhadas & esquerda de C formam uma (k—1,n,7,q) OOA
de indice ¢ = ¢. Assim, podemos separar as palavras de C em classes de equi-

valéncia onde uma palavra esta relacionada com a outra se as k — 1 entradas
k

. q _ .

correspondentes coincidem. Desta forma, teremos — = ¢*~! classes de equi-
q

valéncia e, escolhendo um ideal I C ? com

Il=nr—(k—1)=nr—k+1

tal que as palavras das classes coincidem fora desse ideal obteremos a condicao
(¢) do Teorema [3.19]
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Supondo agora que exista um intervalo elementar de volume ¢~ contendo
exatamente ¢ pontos e que nenhum intervalo elementar de volume menor contendo
exatamente ¢ pontos existe, pela correspondéncia dada no Teorema [3.28 existira
uma

((k+ 1) - 1,n,r, Q) = (k’,n,r, q) OOA

de indice ¢ = ¢* e tamanho ¢"**! e nao existem OOAs de forca maior que k com

essa propriedade. Assim, as palavras do cédigo coincidirao em k entradas para
alguma organizacao das colunas e nao coincidirao em mais do que k entradas.
Sendo J o ideal formado por estas entradas, temos |J| = k e, assim, fazendo [ o
complementar de J no conjunto das coordenadas, temos

|I| = nr — k.

Estabelecendo a relacao de equivaléncia ~ entre as palavras de C tal que, para
C1,Co € C

¢1 ~ ¢y se, e somente se, ¢1[J] = e]J],
obteremos a condigao (i7) do Teorema Combinando (i) e (i7), C serda NMDS.
UJ

Corolario 3.30 [2/ Um [nr,k,d] cédigo C NMDS no espago de Hamming orde-
nado forma uma (k — 1,n,r,q) OOA de indice q. A correspondente distribuicdo
P(C) Cc U™ forma uma (k —r,k,n)-rede para k —1 > r.

DEMONSTRAGAO: A primeira parte do corolério segue de C* ser um (nr, nr—k, k)
codigo NMDS e, assim, o dual deste (C) forma uma matriz de forcat =k — 1 e
indice ¢, pelo Lema A segunda parte segue do fato que uma

(k—1,n,r,q) OOA
¢ também uma
(r,n,r,q) OOA=(k—(k—r),nk—(k—r),q) OOA

para r < k — 1 devido ao Teorema e a Observacao m(uz) e, pela corres-
pondéncia dada no Teorema essa matriz ortogonal gera uma (k—r, k, n)-rede.

O

Com estes resultados, podemos perceber que as distribui¢oes de pontos no
cubo unitario provenientes de cédigos NMDS possuem propriedades similares
aquelas distribuicoes obtidas a partir dos cédigos MDS. Note que os cddigos
MDS também satisfazem a parte (i) do teorema anterior e dao origem a uma
(k —r,k,n)-rede para k > r (é o que diz o Teorema [3.27)).
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Exemplo 3.31 Tomando novamente o cddigo C do Ezemplo dado pela
matriz geradora

G:

—_
o O =
o O O
O = O
_— o O

. 51 . -
no espaco de Hamming ordenado F5", vimos que as palavras de C sao

00000 11000
10101 01101
10110 01110
00011 11011

e que C ¢ NMDS.

Vamos agora estudar a distribuicao de pontos no cubo unitdrio gerada por C.
A correspondéncia entre as palavras e os pontos do cubo unitdrio U' = [0,1) se
dd através da sequinte associagao:

0O 0 0 0 0
A: _— _— —_ _— —_ = N
00000 ~ 25+24+23+22+2 0;
1 0 1 0 1
10101 B= —4+ _— 4+ _ 4 — 4= 95-
0101 ~— 25+24+23+22+2 0, 65625;
10110 = 1+O+1+1+0—040625-
925 94 93 92 9 Y ’
o 0 0 1 1
00011 — D= §+§+§+§+5_0,75,
1 1 0 0 0
11000 — E = §+§+§+§+§_0,09375,

01101 — = 0+1+1+O+1—06875
925 94 93 0 92 1 9 ’ ’
o 1 1 1 0
111 - — 4+ — 4+ — 4+ —=0.4
01110 +— 25+24+23+22+2 0,4375;

11 0 11
1011 — H= — 4+ +> =0, 84375,
» ot T Ty TR

descrita pela figura abaizo:

1
Note que os intervalos elementares de volume 1 5a0

1) 1) [59)  [9)
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e cada um deles contém exatamente q = 2 pontos. Além disso, existe um unico

intervalo elementar da forma

23

1

o

de volume — = 3 contendo exatamente 2 pontos: {O,

)

23

. Note que nao existem

intervalos menores que possuem essa forma e com essa propriedade.

Exemplo 3.32 Considere o cédigo C dado pela matriz geradora

G:

o O O
oS O O
o O = O

0

0
1
0

0

o O O =
o O O

1
0
0

0

_ O O

no espaco de Hamming ordenado ]F;LQ. Note que as linhas de G sao linearmente

independentes e, portanto, dim(C) = 4.

As palavras de C sdo:
00000000
00000001
00010000
00010001
00100010
00100011
00110010
00110011

11001100
11001101
11011100
11011101
11101110
11101111
11111110
11111111

Note que uma das palavras de peso minimo (ajustado a esquerda) é x = 11001100,

cujo peso é dado por w(x) = w(C) = 4.

Tomando a matriz H, teste de paridade de C, dada por:

0

— = =
_ o O O
OO O =

seque que as palavras de C+ sdo:

00000000
11000000
10001000
01001000
10000100
01000100
00001100
11001100

o O OO

0 0

SO O

01
10
0 0

00100010
11100010
10101010
01101010
10100110
01100110
00101110
11101110

o O OO
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e uma das que possuem o peso minimo (ajustado a direita) é x = 11000000, com

w(z) =w (CT) = 4.

Como
dC)+d(CH)=4+4=8=4-2=nr,

seque que C é NMDS.
Vamos agora estudar a distribuicao de pontos no cubo unitdrio gerada por C.

A correspondéncia entre as palavras e 0s pontos do cubo unitdrio U* = [0,1) X
[0,1) se dad através da sequinte associag¢ao:

00000000 +— A=
00000001 — B =
00010000 +— C' =
00010001 +— D =
00100010 — E =
00100011 — F =

00110010 — G =

(
(
(
(
(
(
(

00110011 — H= (G+ 9+ 4+ao+o+m—+5
11001100 — I = (
11001101 — J = (
11011100 — K = (
11011101 — L = (
11101110 — M = (
11101111 — N = (
11111110 — O = (
(

11111111 — P =



3.2. Cédigos NMDS e distribui¢oes

7

descrita pela Figura abaizo:

estao esbogados na figura

1
P
L]
09
0.8
F H
L] L[]
07 J L
L]
0.6
B
05
o
L]
04
03
E G
L] L]
0.2 .\ K
0.1
oA
0 01 02 03 04 06 07 08 09 i
Alguns intervalos elementares de volume 3= 91
sequinte.
1
b
°
0.9
0.8
F H
0.7 .J
06
0.5 B
o
L]
04
03
E G
0.2 .\
0.1
olA
0 01 02 03 04 06 07 08 09 i

Note que cada um deles contém, exatamente, 2 pontos.
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3.2.3 Distribuicao de pesos de um cdédigo poset NMDS

Nesta secao, explicitaremos a distribuigao de pesos de um [n, k, d] cédigo poset
linear em termos da distancia minima d e dos ideais e também estudaremos o caso
onde o poset considerado é o que da origem a métrica de Hamming Ordenada.

Seja C um [n, k, d] c6digo poset NMDS linear. Lembre-se que §2(1) é o conjunto
de elementos maximais de um ideal I e faca

I=1\Q0).

As seguintes defini¢oes nos ajudarao na elaboracao da expressao que caracte-
riza a distribuicao de pesos de C:

Definicao 3.33 Seja A; € o numero de palavras do codigo cujo suporte ajustado
a esquerda € exatamente I, isto €,

Ap = H{z € C; (supp(z)) = 1}
e, dado um inteiro s, seja A, € o numero de palavras do codigo C com peso s, ou

seja,
Ag= > A

I:|I|=s

Definicao 3.34 Dado um inteiro s, seja Ly o conjunto dos ideais em relacao ao
poset P com cardinalidade s, isto €

T, ={IC P;|I| = s}

e, dado um ideal L C B, seja Ls(L) o conjunto dos ideais de L com cardinalidade
s, isto €,
ZJ(L)={J;J C L el|J|=s}

Teorema 3.35 A distribuicao de pesos do codigo C possui a sequinte forma:

Ss—

A, = Z Z (-1 (|Q(ZI)‘) (4 = 1) + (~1)> Z Z A

d—
I€T; 1=0 I€T, JeTy(I)
JoI

para d < s < n.
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DEMONSTRACAO: O numero de palavras de peso s é dado por

As =

Y

U ns)

1€Z;

onde S; = {z € Fy; (supp(x)) = I} é a esfera com suporte ajustado a esquerda
exatamente I.

Note que a expressao acima pode ser reescrita como

L €ensy

I1€Zs

=> {lenBi-| U ©€nByl], (3.1)

I€T, JET,_1(I)

onde By = {z € F};(supp(x)) C I} é a bola que contém os elementos do
espago que possuem todas as entradas nglas nas coordenadas indexadas por aque-
las que ndo pertencem a I e Bj = B;\{ 0 }. Isto é possivel pois CNSy e CNS; sdo
disjuntos para I, J € Z, distintos e, assim, pelo Principio da Inclusao-Exclusao,

=Y lens =Y [cn|B - |J By

€T, €T, JET, ()

U ensy)

I1€Zs

=X llenBi-| U @nBy||=> [lenBil-| U (€n5)

1€ls JEl-Sfl(I) 1€ JEl_Sfl(I)

Note que se I é um ideal de cardinalidade s e J é um ideal contido em [
com cardinalidade s — 1, pela diferenca das cardinalidades concluimos que J nao
contém um maximal de [ e, assim, os ideais J € Z, ;([) estdo determinados
pelos |Q2(])] maximais de I, de forma que existem exatamente [Q2(])] ideais J nas
condigoes dadas. Portanto, a cardinalidade do ultimo termo da equagao (3.1)
pode ser determinada pelo Principio da Inclusao-Exclusao:

U @nBy)l = > [enBl- > [CnBynB,|+...+
Je _’[371(1) Je 1-571([) J1,J2€ Isfl(l)
J1#J2
12(1)]
+(—1)lDI=1 > cnl B, |- B2
J1,...,J‘Q<I>‘€ Is_l(f) i=1
Ji#F )

Como C é NMDS, segue que C*+ é NMDS e, assim, d (CL) =n—d=n—(n—
k) = k e, portanto, pelo Lema C = (Cl)L forma uma matriz ortogonal de
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forga k — 1 com respeito ao poset dual % Em outras palavras, os vetores de C
formam uma matriz cujas £ — 1 ultimas colunas ajustadas a direita se repetem
q vezes. Isto nos fornece uma estimativa para cada termo individual na equagao
acima.

Para cada s > d+ 1, considere o complementar I¢ de um ideal I € I,. Assim,
|[I| =s>d+1 e, como
| =n—|I|=n—s<n—(d—1)=(n—-d)—1=k-1,

k

o cbédigo C suporta uma matriz ortogonal de for¢ca n — s e indice % =q
=

k—n+s _

¢*~? nas coordenadas definidas por I¢.

Note que, para distintos Ji, ..., J; € Zs_1(I), como os ideais sao determinados
pelo conjunto dos elementos maximais, o conjunto

{1, ..., Ji}; Jis sao distintos e J; € Z, (1), i =1,...,1}
QI
possui (’ (l )|> elementos.

Facamos

Como
By = {z € Fy; (supp(x)) C J}

By, = {x € F}; (supp(z)) C Ji},

segue, por dupla inclusao, a igualdade

!
B, =(B,
i=1
e, consequentemente,

l
B; =( B,
=1

Como cada J; nao contém um elemento maximal de I e J é a interseccao de [
J;s, segue que J nao contém [ elementos maximais de I. Assim, as entradas cor-
respondentes a esses maximais sao todas nulas nas palavras que possuem suporte
em J. Lembrando que as palavras com suporte em J sao nulas nas coordenadas
definidas por I¢ e nas coordenadas definidas por I — J e que as primeiras ocor-
rem em ntimero de ¢° % e incluem as ¢’ palavras que sdo também nulas em I —.J,
concluimos que as palavras que possuem suporte em .JJ sao em numero de

s—d

(S
»

|
T
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Assim,
s—d

l
cn (ﬂBJi>‘ —|CNBy| = qql e
=1

* e 4 %
e, como B nao contém o vetor nulo 0, obtemos

—d

i S
CnN (mBZ>':|CﬁB§‘:q7_1:qsdl_L
=1

paral <[ <s—d—1.

Finalmente, para | = s — d, J nao ird conter [ = s — d maximais de /. Como
JO =10 - J), temos |JO| = [I°|+|I = J|=(n—s)+(s—d)=n—de,
assim, |J| = d, o que implica

l
cn (ﬂ BZ)‘ = [CNBjl = {z € C; (supp(x)) = 3| = A,
=1

pois se o suporte das palavras em B estivesse contido propriamente em J, exis-
tiria uma palavra com peso menor que a distancia minima.

__ Neste caso, como J nao contém s — d maximais de /, temos, pela construgao,
I C J C 1. Assim, quando s — 1 = d, temos

> Cm(hB;>|: dooA= D ()AL (33)

Zie Zs—1(1) Je Id‘v(I) Je Id‘v(l)
J2OI, J;s distintos J2OI JOI

Quando s — 1 > d, como

l
cn (ﬂ B}Z) ‘ =q¢ " -1,
=1

para dados Ji, ..., J; distintos, temos

r Joli)

Jiye 1€ s—1(I)
Portanto, observando a igualdade

- (00 .

Jis distintos

U @nBy|=| | ©€nB)|+| | @nBy
Je To_1(I) Je To_1(I) Je To_1(I)
s—1>d s—1=d

e, pelas equagoes [3.2] e [3.3] temos
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91014
U (CnBy)| = (_1)l—1<| (l )|) (qs—d—l B 1) n
Je Isfl(f) =1
+ Y (=Tt (3.4)
Je Ty(I)
JoI
Temos ainda
S lenBil=g¢—-1, (3.5)
Ie T,
e, como,
AS e U (C N SI) ’

1T,

pelas Equagoes [3.1] 3.4 e temos

s—d—1 Q(I)
As _ Z (qs—d . 1) . Z (_l)l—l( l ) (qs—d—l . 1) + Z (_1)s—d—1AJ
Ie Is =1 Je IdAgI)
JoT
e, portanto,
()|
=3 @ (N e S 4
IeT, 1=0 €T, JeTy(I)
JoT

O

Como um corolario do teorema acima, obteremos a distribuicao de pesos de
um c6digo NMDS no espago de Hamming ordenado Fy:". Para isso, utilizaremos
a seguinte definicao:

Definigao 3.36 SejaC C Fy" um cddigo ordenado NMDS com distancia minima
d e seja s um inteiro tal que d < s < nr. Entao denotaremos por A, o nimero
de palavras do codigo que possuem shape exatamente e.

Lema 3.37 O ndmero de palavras com peso ordenado s em um coédigo C C Fp™"

¢ dado por
A=) A

e:lel’=s
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DEMONSTRACAO: Como A, representa o numero de palavras do cédigo que
possuem shape exatamente e, e o peso de uma palavra que possui shape e é dado
por |e|’, segue que o nimero de palavras com peso ordenado s é dado por

A, = Z A,.

ele|’=s

Corolério 3.38 A distribuicao de pesos de um cddigo ordenado NMDS C C Fy"
€ dada por

s—d—1

a= e X (") e nsen ©ovoa,

d—
=0 ele|/'=s ' e:le|’=d

para d < s < n, onde

LCCED O CLal | (PSR R I (P

Filfl'=s

DEMONSTRACAO: Lembrando que o shape de um ideal I é dado por

shape(l) = e = (e1,...,€,),

onde e;, para j = 1,...,7 ¢ o numero de cadeias de comprimento j contidas em
I, obtemos
2L)[ = le]
e
3 QDN _ 3 €] n
l l J\eo,...,e.)"
Ie I ele|’=s
O termo Z Z Aj pode ser reescrito como
I€T, JeTy(I)
JorI
S 4 =% erzs;'nggIHAJ
I1€ls JeId(I) Je Iy
JoTI
- Y ne Y a4
e:le|’=d J:shape(J)=e

onde Ny(e) = HI €T, CJCI,Jéfixo e shape(J) = e} :

Observemos que

Z A; = A,

J:shape(J)=e
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e, entdo, s6 necessitamos determinar a quantidade Ny(e) no somando acima.

Lembrando que o que determina um ideal I é a disposicao dos seus maximais
e esta disposicao pode ser abordada através dos shapes do ideal, facamos J fixo,
e = shape(J), f = shape(I) e |f|' = s. Para que

IcJcl,

em cada cadeia, todo maximal de I deve estar no mesmo nivel ou em algum nivel
acima de um maximal de J. Dessa forma, as componentes do shape f devem
satisfazer as desigualdades

fr > e
fr‘—i_frfl Z er_'_erlefr
h+ L=l = lel=ea+.. 4> fot.. .+ [
f0+f1+-”+fr:|f|+f0 = ’€|+€0:€0+61+...+6T2|f|7

A
e|f] =s.
Das desigualdades acima, decorre

€r—1 2 fr_erzo
€r—2 Z (fr + frfl) - (er + 67“71) Z O

v

co > [f]=le] >0.

Para calcularmos Ng(e), basta contabilizarmos a quantidade de ideais I (dis-
tintos) que possuem shapes satisfazendo todas as desigualdades acima. Se uma
delas nao for satisfeita, devemos ter Ns(e) = 0. Se todas as desigualdades forem
satisfeitas para f = shape(I), um possivel esquema ¢é descrito a seguir.

No nivel r, devemos escolher e, dos f,. maximais de I para dispor nas posicoes
ocupadas pelos e, maximais de J e, depois, dispor (ainda no nivel ) os f. — e,
maximais de [ restantes acima dos e,_; maximais de J presentes no nivel r —
1. Como os ideais sao determinados pelas posi¢goes ocupadas pelos maximais e

nao pelos maximais, temos ( possibilidades para as disposicoes dos f,

Cr_
. . fr — €
maximais.
No nivel » — 1, os f,_; maximais de I serao distribuidos de forma que
€r—1 — (fr - er‘) = (67« +er_1 — fr)

deles ocupem as posicoes correspondentes as dos maximais de J neste nivel e os

fr—l - (67’ +e_1— fr) - (fr + fr—l) - (er + 67"—1)
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restantes ocupem posi¢oes acima dos e,_, maximais de J do nivel » — 2. Assim,
€r—2

temos ((fr + fro1) — (er +€021)

Continuando esse raciocinio, temos, pelo Principio Multiplicativo, que

para as disposicoes dos f,_; maximais.

Ny(e) = HI EIS;TQ J C1,J éfixo e shape(J) = eH
B VA U [ (YRR S B (%)
f:lfl'=s fr—er <fT+frfl) _(er‘i_er*l) |f’ - ‘6’
e a demonstracao esta completa. -

Coroléario 3.39 A distribuicao de pesos para um (n,k,d) cddigo linear NMDS
no espaco de Hamming € dada por

LG R W It

l

DEMONSTRAGAO: Basta fazermos r = 1 e obteremos a métrica de Hamming, a
partir da métrica ordenada. Desta forma,

le| = le|’ = e1 =d,
\fl = fi=s,
S (62 (0= = ()
e -0 =00 =00)
Ni(e) = (Z:j)
e temos o resultado. 0

Exemplo 3.40 Considere o cédigo poset C C F5 dado pela matriz geradora

11000
G=|(10110
1 0101

e cuja distancia € definida pelo poset Ls. As palavras de C sao:

00000 11000
10101 01101
10110 01110
00011 11011
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Tomando a palavra x = 11000 € C, o peso desta € dado por
wes () =2,

que € a distancia minima de C. Note que, por inspe¢ao,

Vamos verificar esses valores pela expressio obtida no Coroldrio [3.38 Para
isto, observe que o unico shape e tal que le|' = d =2 ¢ dado por e = (0,1,0,0,0).

e Cudlculo de As:

Fazendo s = 3, o unico shape f que satisfaz |f|' = s = 3 é dado por
f=10,0,1,0,0) e como A, = Ay = 1, pela expressio do Coroldrio
temos

> Nsfe)de = (fse:l65> ((fs + f4)e—3 (es + 64)) <(f5 + fa+ f3)e—2 (es +eq + 63)).

e:le|’=2

€1

.<(f5 +...+f2) —(es+. ..e2)> <|f|e—0 |e|> - (8) (3) (1) <8> (8) =1

Portanto,
3-2-1 B 1
A5 = > (=0 > <l)(eo,...,er) (22727 —1) +
1=0 e:lel'=3
+H(=1)* ) Ns(e)A.
exlel'=2

1 1!
_ (_1\0 1-0 1Y L1 —
= =D (0) 01010!1!0!0! (2 D+(=D-1=0.

e Calculo de Ay:
Fazendo s = 4, o tnico shape f que satisfaz |f|' = s = 4 é dado por
f =1(0,0,0,1,0) e como A. = Ay = 1, pela expressio do Coroldrio

temos
> Ni(e)A. =0,

e:le|’=2

poises =0 < 1= (fs+ f1) — (e5 +e4) €, assim, o € nulo o termo dado por

€3 B 0 B
<(f5 + f1) — (es + 64)) - 1> = 0. Portanto,
5 le] 1
A= 3 (DY ( z ) (60 e ) (1) 4
=0 e:le|’=4 yooy Cr

H=1)P2 Y Ni(e)A,

e:lel’=2
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1 1!
_ (_1\0 I v/, N R
= (=D <o> AR b+

1 1!
1 4-2-1
+(=1) @m (22— 1)+ (+1) -0
= 1-(4-1)-12-1)+0=2.
e (Cdlculo de As:

Fazendo s = 5, o unico shape [ que satisfaz |f|' = s = 5 € dado por
f =1(0,0,0,0,1) e como A. = Ay = 1, pela expressio do Coroldrio

temos
Y Ns(e)A. =0,
e:le|’=2

pois ey, =0 < 1= f5—e5 e, assim, € nulo o termo dado por

0
= 0. Portanto,
(f5 - 65) <1>

5—-2—

T ST B ol () R E

e:le|’=5

~1)"2 3 Ns(e)A

e:lel’=2

N
_ (_1)0 b s 90
= =D (0) omororonon b+

1 1!
1 5—2—-1
(=) (1) oioroio! 2 ~D+ (D0
= 1-8-1)—1(4-1)+0=4

Exemplo 3.41 Considere o cédigo C dado pela matriz geradora

11001100
a— 0010O0O0T1Q0
0001O0O0O0®O
000O0O0O0O0OT1

no espaco de Hamming ordenado Fé’Q. Note que as linhas de G sdo linearmente
independentes e, portanto, dim(C) = 4.

Jd mencionamos que as palavras de C sao:

00000000 11001100
00000001 11001101
00010000 11011100
00010001 11011101
00100010 11101110
00100011 11101111
00110010 11111110
00110011 11111111
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e que uma das palavras de peso minimo (ajustado a esquerda) é x = 11001100,
cujo peso é dado por w(x) =w(C) = 4. Note que, por inspe¢ao,

A4:3, A5:O, A6:4 A7:4 € A8:4

Vamos verificar o valor de Ag pela expressio obtida no Coroldrio[3.38 Para
isto, observemos que o0s possiveis shapes e tais que |e|' = d = 4 sao dados por

¢ =(0,0,0,1), ¢ =(0,2,00 e € =(1,01,0).

Como queremos calcular Ag, devemos perceber que os possiveis f tais que
|f|" = 6 sao dados por

f=1(0,1,0,1) e fr=1(0,0,2,0).

Dessa forma, analisaremos separadamente as contribuicoes dos shapes €', €’ e e
no termo g Ng(e)Ae:

e:le|’=4

e Shape €':
Note que

/ / /
(& e €
2 L 0 )Ae’

o) = 30 (L2 ) (s eyt e (ot iy = o) (e

o
pilfi=e 4~ e
= 0-2=0,

poiS, como

e, =0<1=f; —¢l,
0s binomiais que envolvem as entradas de f e e e as entradas de f* e €
nao contribuem para Ng(e').
e Shape €":
Note que

!
€2

fffez) ((f4 + f3) = (ef + eg'>> <(f4 bt f2)61— (€ +...e4 >(m io\e'w)AE”

Nﬁ(eﬁ)Ae//
f:f1'=6
€

e'/l 6” 6”
- (f: fez) <(f1 +£3) — (ef + e;,)) <<f: ) - .-e'2'>) <|f*| ? |e"\)Ae”

pois €y =0 < 1 = fy — €} e, assim, apenas os binomiais que envolvem 0s
termos de f* e €’ contribuem para Ng(e"). De fato,

e () ()
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e Shape e :
Note que
N@(em)Aew =0
pois Agn = 0, ja que nenhuma palavra do cédigo C possui o shape €’ =
(1,0, 1,0).
Portanto,

> Ns(e)Ae = Ng(€')Aer + No(€")Aer + Ng(€”) Aen =0+ 140 =1.

e:le|’=4

Como

Z €] n (2 2! N 2 2!
= \1)\eo,...,es) — \1/0l0II0ON! [ ) 010101210!

eile]/=6
()00
seque que
As = Ggl(—l)l %::6 ('?') (607“2"6) (2641 — 1) +
+(_1)64e:|cZ,:4N6(6)A6
- e (e
B

3.3 Construcoes de alguns cédigos NMDS

Nesta secao, apresentaremos algumas construcoes de codigos NMDS no espago
de Hamming ordenado, para os casos n = 1,2 e 3.

3.3.1 Caso n = 1: codigos lineares formados por apenas
uma cadeia

Para n = 1 a construgao é quase imediata se reconhecermos que um [r, k, d|
c6digo NMDS é também uma matriz ortogonal ordenada de forca k — 1 ajustada
a direita e indice q.
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Denotando por I; a matriz identidade de ordem [, tome x = (xy,...,x,)
qualquer vetor de peso ajustado a esquerda d =n — k. Assim, x # 0 e ; = 0,
paral =d+1,...,r. Entao a seguinte matriz de ordem k x r gera um codigo

NMDS com os parametros acima citados:

f r1...xzg O O
o= ().

onde os 0s e 1s sao blocos de matrizes com as dimensoes apropriadas e
k—1)xd , . el s
M e IF((J ¥4 ¢ uma matriz arbitraria.

Repare que o cédigo dado no Exemplo foi construido tomando-se

10
x-llOOOeM—(1 0).

3.3.2 Caso n = 2: codigos lineares formados por duas ca-
deias

O processo aqui serd parecido com o correspondente ao caso n = 1. No
entanto, como temos agora duas cadeias, precisamos de mais elementos em nossa
matriz geradora.

Definicao 3.42 Seja D; a matriz quadrada de ordem | cujos elementos da dia-
gonal secunddria sao todos iguais a 1 e todos os outros elementos sao iguais a 0,
1sto €,
0 ... 1
D, =

Tomando u e v dois vetores de comprimento r em Fg’l e pesos ajustados a
esquerda r — ki e 7 — ko, respectivamente, faca K = ki + ky. A seguinte matriz
gera um [2r, K, 2r — K| c6digo linear NMDS em F/?:

UL oo Up o1 Upgy, O 0 | 0. 0 py1 Upg, O 0
G — 0 0 10 | 0 0 1 0
= 0 0 0 Iua| Elkyk) 0 0 0 |
Bk k) 0 00 | 0 0 0 Iy

onde FE,(i,j) é uma matriz de ordem (i — 1) x (r — j — 1) que possui a seguinte
forma:
|: Dr—j—l
Er(iaj) = O(i+jfr)><(rfj71)
[06-1)x(—i-p|Dia] i+35<r.

] 1+ >,

Pela forma da matriz geradora podemos perceber que quaisquer K — 1 colunas
alinhadas a direita da matriz acima sao linearmente independentes. No entanto,
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as ultimas k; e ko colunas do primeiro e segundo blocos, respectivamente sao
linearmente dependentes. Isto implica que essa matriz constitui uma matriz or-
togonal ordenada de peso ajustado a direita exatamente igual a K — 1. Portanto,
o dual deste codigo possui distancia minima K. Por fim, o peso minimo de qual-
quer vetor produzido pela matriz geradora é 2r — K. Portanto, pelo Teorema[3.7]
esta matriz gera um cédigo NMDS.

3.3.3 Caso n = 3: cdédigos lineares formados por trés ca-
deias

Para o caso n = 3, daremos um cédigo NMDS com parametros bem es-
pecificos. Sejam u, v, w € Fg’l trés vetores tais que o peso ajustado a esquerda de
cada um deles é r —2. Entao, a matriz G mostrada abaixo sera a matriz geradora
de um [3r,6,d] cédigo na base ¢ > 3. Note que quaisquer K —1=6—-1=25
colunas alinhadas a direita sao linearmente independentes e existem K = 6 colu-
nas alinhadas a direita linearmente dependentes (as duas dltimas de cada bloco).
Além disso, ela é formada de trés blocos, correspondendo as trés dimensoes dadas
por n.

G=[B1|By| B3],

onde ~ _
Up.. Up—g Up—5 Up—g Up—3 Up—2 0 0
0 0 0 0 0 10
B — 0 0 1 0 0 1 0
e 0 1 0 0 0 011"’
0 0 1 0 0O 01
0 0o 0 1 0 00]
[ v 026 Vs U4 Ur—g U2 0 0]
0 0 0 0 0O 1 0
B, — 0 0 1 0 0O 00
2 0 0O 0 0 1 00
0 0 1 0 0 01
i 0 1 0 0 0 0 1]
e —_ —
Wy .. Wp—g Wr—5 Wr_gy Wr_3 Wr—z 0 0
0 0 1 0 0 0 0
B — 0 0 0 0 0 10
5 0 0 1 0 0 01
0 0 0 1 0 0 0
i 0 1 0 0 0 0 1]

Note que, dependendo da escolha para os vetores u, v e w, o codigo gerado
pela matriz G pode ser degenerado (o mesmo vale para os vetores z, u e v para
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os casos n = 1 e n = 2). Note também que a matriz dada no ultimo caso possui
a restricao de que seus elementos sao tomados em [, com ¢ > 3. Para gerar
um cédigo bindrio (¢ = 2) nas mesmas condigbes descritas anteriormente, basta
trocarmos o bloco B; anterior pelo bloco B] dado por

UL .. Up—g Up—5 Up—g Up—3 Up—2 0 0
0 0 0 0 0 10
B _ 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0O 01
0 0 1 0 0 01

0 0 0 1 0 01|

Dessa forma, quaisquer K —1 = 6 —1 = 5 colunas alinhadas a direita sao line-
armente independentes e existem K = 6 colunas alinhadas a direita linearmente
dependentes (as duas ultimas de cada bloco).



Capitulo 4

Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi estudar caracterizacoes para cédigos NMDS que
possibilitassem a comparacao destes com os cédigos MDS, além de apresentar
duas aplicagoes dessas caracterizacoes no que diz respeito a dois tipos de dis-
tribuigoes: a distribuicao de pontos no cubo unitdrio e a distribuicao de pesos
do cédigo. Quanto ao primeiro tipo, vimos que as distribui¢oes originadas por
codigos NMDS, embora nao sejam o6timas, possuem propriedades similares as
distribuicoes étimas obtidas pelos cédigos MDS.

Quanto ao segundo, vimos que, ao contrario dos cédigos poset MDS [14], a
distribuicao de pesos dos codigos NMDS nao é completamente determinada se
nao conhecemos o nimero de palavras que possuem suporte alinhado a esquerda
em ideais J de cardinalidade d, onde d é a distancia minima do cédigo. Em
particular, para codigos NMDS no espaco de Hamming, é necessario saber o
numero de palavras de todos os shapes e tais que |e|’ = d. Isso ressalta o fato de
que a combinatoria de cédigos em espagos poset depende dos ideais tomados e a
cardinalidade dos seus suportes.

Como perspectivas futuras, podemos buscar expressoes para outros tipos de
distribuicao de pesos para os codigos (distribui¢oes para subcédigos, por exem-
plo). Tal estudo é de grande interesse, uma vez que é importante saber a probabili-
dade de decodificacao correta quando uma informagao é transmitida utilizando-se
um cédigo e, para calcular isto na pratica, é necessario conhecer a distribuicao
de pesos dos cddigos [3].

Um outro interesse surge na estensao de propriedades especificas dos cédigos
NMDS com a Métrica de Hamming cléssica para espagos poset, uma vez que estes
possuem boa interpretacao geométrica [7]. Um possivel estudo, nesse sentido,
envolve a nogao de género e a busca por condi¢oes necessarias para que o analogo
para cédigos lineares da Hipdtese de Riemann para curvas algébricas [I5] valha
para cédigos NMDS em espacos poset.
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