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Resumo

FILHO, Luiz Carlos Gabriel, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2011.
Poligono fundamental associado ao grupo gerador da superficie. Orientador:
Mercio Botelho Faria. Co-orientadores: Allan de Oliveira Moura e Simone Maria de
Moraes.

Neste trabalho fazemos um estudo de uma classe poligonos no disco de Poincaré,
conhecidos como poligonos candnicos de Fricke, que sao poligonos fundamentais rela-
cionados a um grupo fuchsiano, gerador de uma superficie de género g. Nos baseamos
no artigo de Linda Keen [I5], considerando o caso em que o género g > 0. Além
disso, com o intuito de aplicar o procedimento adotado por Keen, calculamos os ciclos
e encontramos as relagoes do grupo relacionado aos ladrilhamentos de tipo {24\ +4, 4}
e {24\ — 12,4}, que originalmente foram obtidos dos ladrilhamentos {12n — 8,4} e
{12n — 12,4} apresentados por Oliveira em [19]. Em seguida fazemos uso de um pro-
cedimento desenvolvido por Agustini [I] para exibir as matrizes associadas as fungoes
de emparelhamento chegando desta maneira aos vértices do poligono fundamental as-

sociado.



Abstract

FILHO, Luiz Carlos Gabriel, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, February, 2011.
Associate of fundamental polygon generator surface. Advisor: Mercio Faria
Botelho. Co-advisors: Allan de Oliveira Moura and Simone Maria de Moraes.

In this paper we study a class of polygons on the Poincare disk, known as canonical
Fricke polygon that are fundamental polygon related to a Fuchsian group, generating
a surface of genus g. We rely on Article by Linda Keen [15], considering the case where
the genus g > 0. Moreover, in order to apply the procedure adopted by Keen, we
calculate the cycles and found the relationship of groups related to the tiles of the type
{24\ + 4,4} and {24\ — 12,4}, which were originally obtained the tiles {12 — 8,4}
and {12n — 12,4} given by Oliveira in [19]. Then we use a procedure developed by
Agustini [I] to display the matrices associated with pairing functions coming this way

to the vertices of the polygon associated key.
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Introducao

Neste trabalho estudamos uma classe de poligonos no disco de Poincaré, chamada
de Poligonos Canonicos de Fricke. Estes poligonos foram originalmente estudados
por Robert Karl Emmanuel Fricke e Felix Christian Klein, na obra Vorlesungen tiber
die Theorie der automorphen Funktionen 1, paginas 285 — 315, Leipzig, 1926, onde
definiram uma classe de poligonos fundamentais chamados de canoénicos.

Em seu artigo, Canonical Polygons For Finitely Generated Fuchsian Groups, Prince-
ton, New Jersey, paginas 1 — 9, 1966, Linda Keen [15] obtém uma prova independente
para a existéncia dos poligonos de Fricke, utilizando a teoria de aplicagoes quase-
conformes, desenvolvida por Lars Valerian Ahlfors [4] e Lipman Bers [7].

Em sua tese de doutorado, Coordenadas Fricke e Empacotamentos Hiperbdlicos de
Discos, Mercio Botelho Faria faz um estudo dos poligonos canoénicos de Fricke, onde
exibe um algoritimo para determinar os poligonos de Fricke para grupos fuchsianos
com um ciclo de vértice.

Estudamos a relagao existente entre grupos de isometrias que geram uma superficie
com os poligonos candnicos de Fricke. A fim de facilitar a compreensao dos poligonos
de Fricke, introduzimos alguns resultados importantes de Algebra, de Geometria e
Topologia.

Assim, no capitulo 1, estudamos fungoes holomorfas, aplicagoes quase-conformes e
aplicagoes homotopicas, conceitos estes encontrados na teoria de varidveis complexas e
em topologia algébrica. O conceito de aplicagdes quase-conformes é uma generalizagao
de fungoes holomorfas, onde aplicagoes conformes é um caso particular. Para tanto,
usamos o desenvolvimento proposto por Ahlfors [4] para exibir um exemplo de apli-
cagao quase-conforme e posteriormente utilizaremos este conceito na demonstragao do
teorema de Fricke.

No capitulo 2, apresentamos as transformacoes de Mobius e os modelos para a
Geometria Hiperbolica, vemos também que o plano de Lobatchevsky e o Disco de
Poincaré sao espagos métricos intrinsecamente relacionados. Estes modelos sao de
fundamental importancia para nosso estudo, uma vez que as construcoes realizadas
nos capitulos 4 e 5 sao considerados neles.

No capitulo 3, estudamos os grupos fuchsianos, relacionando-os com o grupo li-
near projetivo especial PSL(2,R). Utilizando os grupos fuchsianos, apresentamos uma
maneira de se obter superficies compactas orientaveis a partir do quociente D?/G, onde
G & um grupo fuchsiano e D? o disco de Poincaré. Neste capitulo, estudamos também
todos os elementos que compdem um poligono hiperbélico e o Teorema de Poincaré,
resultado importante na determinacao de um dominio fundamental e do grupo de



isometrias relacionado.

No capitulo 4, com base no artigo de Linda Keen [15], estudamos os poligonos
canonicos de Fricke. Vemos que para um grupo fuchsiano finitamente gerado existe
uma classe de poligonos fundamentais chamados poligonos canonicos de Fricke. Desta
forma, estabelecemos uma relagao existente entre superficies compactas orientaveis e os
poligonos canoénicos de Fricke, uma vez que cada poligono deste tipo esté relacionado
ao grupo gerador da superficie. Para a construgao dos poligonos canénicos de Fricke
usamos essencialmente o modelo do disco de Poincaré bem como os elementos que
pertencem a tal espago, como vimos no capitulo 2.

Finalmente, no capitulo 5 utilizamos alguns resultados encontrados nos trabalhos de
Linda Keen [15], Edson Agustini [I] e Joao de Deus Oliveira Junior [19]. Reescrevemos
os dois emparelhamentos generalizados {12n—8,4} e {12n—12,4} criados por Oliveira
Junior, obtendo os emparelhamentos generalizados {24A\+4,4} e {24\—12,4}. Usamos
o método proposto por Edson Agustini em [I]| para expressar as matrizes e dai, com
base no algoritmo de Linda Keen, obter o poligono de Fricke para emparelhamentos
com mais de um ciclo de vértices.



Capitulo 1
Preliminares

“A matemdtica é o maravilhoso instrumento cri-

ado pelo génio do homem para a descoberta da ver-
dade.” Leibnitz

Neste capitulo estudamos resultados preliminares necessarios ao entendimento do
artigo de Linda Keen [15], tais como fun¢oes holomorfas, superficies de Riemann, apli-
cagoes quase-conformes e aplicagoes homotopicas. Para elaboragao deste contetido
utilizamos as seguintes referéncias [2], [3], [5], [8], [10], [16], [17], [18], [20] e [21].

Comegamos com os conceitos de ntimero complexo e fungoes holomorfas, abordados
na teoria de variaveis complexas.

1.1 Funcoes Holomorfas e Superficie de Riemann

Um niimero complexo é definido por um par ordenado de ntimeros reais, onde
este nimero é identificado com um ponto do plano cartesiano. Uma outra identificagao
para os numeros complexos é obtida através de coordenadas polares (r,6). Ou seja,
um numero complexo ndo nulo z = x + iy = (z,y), se escreve z = r(cosf + isinf),
onde r = (/22 + y? = |z|. Esta é a chamada representa¢ao polar ou forma polar de
um ndmero complexo.

Qualquer valor de 6 para o qual a igualdade acima se verifica, é chamado um
argumento de z e usamos a notagao 6 = arg(z). Observe que # ndo ¢é unico ja que, se
a igualdade é verdadeira para um valor de ¢, também o ¢é para 6 + 2k7, onde k é um
nimero inteiro arbitrario.

Agora apresentamos a defini¢cao de derivada de uma funcao de variavel complexa,
que é formalmente a mesma que no caso de funcao de variavel real.

Definicao 1.1.1 Seja f : R — R uma fung¢ao cujo dominio € uma regiao R de C, ou
seja, um conjunto aberto e conexo. Dado z € R, dizemos que f é derivdvel no ponto

z se existe o limite: A
o f4 A - ()
Az—0 AZ

Y



ou, 0 que € equivalente, se existe

oo F) = £(2)

w—z w —z

Neste caso, o limite ¢ chamado derivada de f em z, denotado por f (z). Se para
todo z € R, existe f'(2), entio a funcio f : R — R é chamada funcio derivada da
fungéio f, denotada por f .

E claro que, a existéncia da derivada f'(z), nio depende da direcio em que Az
tende a zero ou da diregao em que w tende a z. Em particular, podemos considerar w
tendendo a z ao longo de diferentes raios, todos com origem no ponto z e o limite é o
mesmo.

Definigao 1.1.2 Seja f : R — R uma func¢ao, onde R é uma regiao de C, dizemos
que f € holomorfa em zy € R, se existe uma vizinhanca Vs(zo) de zo em R tal que
f € derivavel em Vs(zy). Dizemos que f é holomorfa em R se f € holomorfa em todo
z € R.

Assim, se f é uma fung@o que é derivavel em pontos isolados, entao f nao é holo-
morfa. Por exemplo, f(z) = |z|? ndo é holomorfa em z = 0.

Teorema 1.1.3 Sejam R uma regidao de C e u,v : R — R funcoes reais que possuem
derivadas parciais continuas em R. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que a
funcao f : C — C, definida por f(z) = u(z,y) + iv(z,y), com z = = + iy, seja
holomorfa em R € que as equacgoes de Cauchy-Riemann sejam satisfeitas em R,
ou seja,

ou ov ou ov
%(xvy) - 8_y(x’y) € a_y(xvy) - _%(xuy)u para todo (xuy) € R.

Sejam X um conjunto ndo vazio, e P(X) o conjunto das partes de X, ou seja, P(X)
¢ a colecao de todos os subconjuntos de X, consideremos a seguinte definigao.

Definicao 1.1.4 Uma topologia sobre X ¢ uma familia de subconjuntos de X, deno-
tada por T, que satisfaz:

1. X, o € T

2. Dada uma familia arbitrdria de subconjuntos de T, {A, € T; a € I}, entao,

U A, €1 (I € um conjunto de indices).
ael

3. Dados Ay, As, ..., A, €T, entdo, mA,- €T

1=1



Em outras palavras, uma topologia é um subconjunto de P(X) que contém o
conjunto vazio e o conjunto X; a reuniao arbitraria de elementos da topologia pertence
a topologia e a intersecao finita de elementos da topologia pertence a topologia. Os
elementos de 7 sao ditos conjuntos abertos de X segundo 7 ou simplesmente abertos
de X. O par (X, 7) é chamado espago topoldgico.

Exemplo 1.1.5 Seja X = {a, b, c}, entio 7 = {@, X, {a}, {b}, {a,b}} € uma
topologia sobre X e o par (X, 7) € um espago topoldgico.

Definicao 1.1.6 Seja X um espaco topologico, dizemos que X é conexo se nao exis-
tem A e B abertos disjuntos e nao vazios tais que X = AUB. Caso contrdrio, dizemos
que X € desconexo.

Exemplo 1.1.7 1. {z} e & sao sempre conezos.

2. Seja 145 = B(X), a topologia discreta, onde os abertos sao todos os subconjuntos
de X. No espago topologico (X, Tas), 08 tinicos conjuntos conexos nao vazios sao
0s conjuntos unitdrios.

3. Q C R é desconexo. De fato, basta considerar os abertos disjuntos A = (—o0, v/2)N
Qe B = (v2,+00)NQ, tais que Q = AU B.

Definicao 1.1.8 Sejam X um espaco topologico e A um subconjunto de X .

1. Uma cobertura de A é uma familia de subconjuntos 8 = {U; C X;i € J}, tal
que, A C UUZ" Se J € finito, a cobertura € chamada cobertura finita. FE a
ieJ
cobertura € chamada aberta se os conjuntos U; sao conjuntos abertos.
2. Uma cole¢ao v de subconjuntos de X € chamada localmente finita em X, se

todo ponto de X possui uma vizinhanga que intercepta somente um numero finito
de elementos de 7.

3. Uma colegio [ de subconjuntos de X é chamada um refinamento de v (ou
¢ dita que refina vy), se para cada elemento U de 3, existe um elemento V de
v tal que U C V. Se os elementos de [ sao conjuntos abertos, chamamos [
um refinamento aberto de v e se sao conjuntos fechados, chamamos 3 um
refinamento fechado.

Exemplo 1.1.9 1. Consideremos o conjunto dos numeros reais R, e a topologia:
T ={2, A CR}, onde A € T se, e somente se, para todo x € A existe um inter-
valo aberto (a,b) tal que x € (a,b) C A. Esta topologia é chamada de euclidiana
ou usual. Em R com a topologia usual, consideremos (0,1) C R; entao a familia
B={(1/n,1—1/n);n € N} é uma cobertura aberta de (0,1).

2. A colegio de intervalos v = {(n,n + 2);n € Z} € localmente finita no espago
topoldgico R. Mas a cole¢ao = {(0,1/n);n € Z,}, é localmente finita em
(0,1), mas nao em R.



Utilizando a defini¢ao [L1.8 podemos apresentar a seguinte defini¢ao:
Definicao 1.1.10 Seja X um espacgo topoldgico, dizemos que:

1. X é compacto se toda cobertura aberta A de X contém uma subcole¢ao finita
que cobre X.

2. Um espago X é dito paracompacto se toda cobertura aberta v de X possui um
refinamento aberto [ localmente finito que cobre X .

Definicao 1.1.11 Sejam X e Y espagos topologicos e f: X — Y uma bijecao. Dize-
mos que f € um homeomorfismo se as funcoes f e f~! sdo continuas.

Definicao 1.1.12 Um caminho suave em C € uma aplicacao
v [CL, b] — Ca
com derivada continua em todos os pontos de [a,b] C R, onde a < b.

Descrever uma aplica¢do v : [a,b] — C significa obter duas fungoes reais z :
[a,b) — R ey : [a,b] — R, que s@o as coordenadas do caminho v. Para cada
t € [a,b] associamos um ponto do plano y(t) = (z(t),y(t)) = z(t) + iy(t) e, a medida
que t percorre o intervalo [a,b], o vetor (t) descreve um caminho em C. A imagem
v([a, b]) € uma curva no plano C, a qual, chamamos caminho.

Os pontos y(a) e v(b), sdo chamados ponto inicial e ponto final do caminho =,
respectivamente. Se y(a) = v(b), dizemos que 7 é um caminho fechado em C. A
derivada ou velocidade de v em t € (a,b) é o vetor v (t) = 2'(t) + 4y (t). Onde nos
extremos do intervalo temos apenas derivadas laterais, isto é,

/ . ylath) —7(a)
3 (a) =t O 2,

h>0

v (0) = limg
h<0

/ Y(b+h) —y(b)
; .

Dizer que v tem derivada continua em [a, b], equivale a termos thr? 7' (t) = 7 (to)
—to

qualquer que seja a <ty < b, lim 7 (t) =~ (a) e lim v (t) =+ (b).

i>a b
Exemplo 1.1.13 O segmento de reta que une dois pontos de C, P, = (x1,y1) e
Py = (x9,y9), € descrito pelo caminho suave y(t) = ((1 — t)x1 + txg, (1 — t)y; + tys),
0<t<1, onde P, =~(0) é o ponto inicial e P, = v(1) o ponto final de .

Observe que na definigao de caminho suave esta subentendida a nogao de orientagao
ou sentido de percurso do caminho. Mais precisamente, o caminho é percorrido do
ponto inicial ao ponto final & medida que t € [a, b] cresce. Podemos inverter o sentido
de percurso definindo o caminho inverso de v, vy, por

) =q(a+b—t), a <t <b.

O conjunto de pontos do plano descrito por esses dois caminhos é o0 mesmo, porém
os pontos inicial e final de um sao os pontos final e inicial do outro, respectivamente.
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Definigdo 1.1.14 Dizemos que uma curva vy : [a,b] — C, ¢ regular se |7 (t)| # 0,
para todo t € [a,b], e que v estd parametrizada pelo comprimento de arco, se
Iv'(t)] = 1, para todo t € [a,b].

Exemplo 1.1.15 Considere v : [0,27] — C uma aplicagio definida por v(t) = re*,
onder € R, r > 0. A curva v € regular e seu tra¢o é um circulo de raio r e centro na
origem.

Definicao 1.1.16 Um caminho suave por partes em C é uma colecao finita de
caminhos suaves vy, : lay, 0] — C, v : [ag,be] — C,..., v, : [an,b,] — C,
satisfazendo: v;(b;) = vir1(aiz1) para 1 <i<n—1.

Dizemos que um caminho fechado suave por partes é simples, se a aplicacao
v : [a,b] — C que o define for injetiva, isto quer dizer que o caminho nao possui
auto-interse¢oes. Apresentamos agora um conceito de grande utilidade.

Definicao 1.1.17 Uma curva de Jordan suave por partes é um caminho suave por
partes, fechado e simples.

Definicao 1.1.18 Sejam R uma regiao de C e u,v : R — R fungoes reais que pos-
suem deriwadas parciais continuas em R. O conjunto de equagoes,

{“(x’w - (1.1)

v(z,y) = v,

estabelece uma correspondéncia entre os pontos do plano uwv com o plano xy. As
equagoes 11l sao chamadas equagoes de transformacgao.

Se a cada ponto do plano uv corresponde um tnico ponto do plano zy e, a cada ponto
do plano zy corresponde um tnico ponto do plano uwv, dizemos que a transformacao é
biunivoca.

As fungoes holomorfas gozam da notével propriedade de preservar angulos em pon-
tos nos quais a derivada nao se anula. Consideremos uma fungao f : C — C, holo-
morfa num ponto zy € C, onde f'(z) # 0, e seja v uma curva regular passando pelo
ponto 2y, dada por y(t) = (z(t), y(t)), com v(0) = z.

Esta curva transforma-se numa curva % no contra-dominio, dada parametricamente
por 7(t) = f(v(¢)), tal que wy = f(z9) = 7(0). Observe que

T (&) =1 () (2)-

Seja « 0 angulo que a tangente & curva 7 no ponto wg faz com o eixo real. Desta

forma, usando uma propriedade para o argumento de um nimero complexo, obtemos:

a = arg7¥ (0) = arg f (z0) + arg ¥ (0).

/ ~ N .
Sendo argy (0) = 6 o angulo que a tangente a curva - no ponto z, faz com o eixo
real, a equagao anterior se escreve:

oa=0+arg f (). (1.2)
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Consideremos agora A uma nova curva por 2y e A sua imagem passando por wg, onde
’ ro A . . . P
0 e a sao os angulos destas curvas com os eixos reais no dominio e contra-dominio,
respectivamente. Como fizemos anteriormente, temos:

o =0 +arg f(2) (1.3)
de modo que, por (L2) e (I3]) obtemos
o —a=0 -6,

. 2 A / 2 ~

isto é, o angulo # — 6 é preservado pela transformagao f, tanto em valor como em
sentido de orientagao (ver figura [[LT]). Por causa disso, chamamos f uma aplicagao
conforme de uma vizinhanca de zy numa vizinhanca de wy.

Definicao 1.1.19 Dizemos que uma aplicacao f : C — C é conforme, se os dngulos
entre duas curvas que se interceptam no ponto zy € C sao preservados no ponto f(z)
pela aplicagao.

>l

Figura 1.1: Exemplo de aplicacao conforme.

Proposigao 1.1.20 Sejam U e V dois subconjuntos abertos de C e f : U — V uma
aplicagao. Entao f € aplicagao conforme se, e somente se, f é holomorfa e verifica
f'(2) #0, para todo z € U.

Definicao 1.1.21 Sejam R uma regiao de C e u,v : R — R funcdes reais com
derivadas parciais continuas em R. Dada uma transformacgio T : C — C, definida
como T'(z) = u(z,y) +iv(z,y) (onde z =z +1iy), o jacobiano da transformacao T €
o determinante:

ou Ou
Ou,v) | gx 9y | _ Oudv _dudv
Az,y) |00 Ov |~ dzdy Oyox
oxr Oy




Uma transformacao que preserva os valores absolutos dos angulos, mas nao neces-
sariamente os sentidos, é chamada de isogonal. Além disso, se o jacobiano da trans-
formagao T': C — C for positivo, V(z,y) € C, dizemos que T preserva orientagao, e
se o jacobiano for negativo, dizemos que 1" reverte orientagao.

Definicao 1.1.22 Seja M um conjunto nao vazio, dizemos que M € uma variedade
complexa se satisfaz as sequintes condigoes:

1. M ¢é um espago topologico.
2. Eziste uma familia {V;};c; de conjuntos abertos que cobre M.

3. Para cada i € I, existe um homeomorfismo p; : Ug — V;, onde cada subconjunto
U; € um aberto de C™.

4. Dados V; e V; tais que V; NV} # &, a aplicagao
Vi oo (VinV;) — o7 (VN V),

dada por i;; = goj»_l(pi ¢ holomorfa (Veja a figura[13).

ViN\V;=0

G (ViNV;) G(Vinv)

Figura 1.2: Variedade complexa.

O namero acima m é chamado dimensao complexa de M, e é denotado por dimcM =
m.

Se M é uma variedade complexa de dimensao m, dizemos que a colegao de ternas
{U;, pi, Vitier, onde U;, p; e V; sdo como na defini¢ao acima, é um atlas para M. E
fixado um iy € I, a terna {U;,, @i, Vi,} ¢ uma carta do atlas. A aplicacao v;; ¢é
chamada aplicagao transicao de cartas.

Utilizando a defini¢ao [LT.22] podemos apresentar a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.23 Dizemos que uma variedade M de dimensdao 2, é uma superficie
de Riemann se a aplicacao de transi¢ao de cartas é conforme, para todo i,j € I.
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Exemplo 1.1.24 A esfera unitdria C = C|J{oo}, € uma superficie de Riemann.
Consideremos as inversas da aplicagcao estereogrdfica,
o1 C — S2\{(0,0,1)}

_ 2z 2y 22—
< > pi(z) = (\z\2+1’ P 2241 )

v+ C — S2\ {(0,0,-1)}
o pa(z) = <|z|22i1’ _|z|22%r1>_}j2ﬁ>'
Definindo as cartas {C, p1,S*\{(0,0,1)}} e {C, ¢, S*\ {(0,0,—1)}}, temos entio
o1 (p2) = C\{0} — C\{0}
s = el = ()

Fazendo u(z,y) = oE € v(z,y) = —% obtemos

ou  Ov u v
—=— € —=——=—.
or Oy oy ox
Logo, a aplicacio @7 (p3) € conforme, de acordo com o teorema € Proposi¢cao

[L.1.20.
Definicao 1.1.25 Sejam M e N duas superficies de Riemann

1. Uma aplicagao conforme (resp. holomorfa) f de M em N, é localmente con-
forme (resp. holomorfa) se: para todo z de M e para qualquer carta {U;, o, V;}
de M em torno de z e para qualquer carta {U;,v,V;} de N em torno de f(z)
(U; e U; sao dois abertos de C e o(U;) e ¢¥(U;) sao dois abertos de M e N,
contendo z e f(z) respectivamente), (Y= o f o ) é uma aplicagao conforme
(resp. holomorfa), numa vizinhanga de o' (2) em C.

2. Uma equivaléncia conforme entre M e N é um homeomorfismo conforme
de M e N.

3. Dizemos que duas superficies de Riemann sao conformemente equivalentes,
se existir uma equivaléncia conforme entre elas.

Definicao 1.1.26 O género de uma superficie compacta orientdvel é o nimero de
algas que esta contém. (ver figura[1.3)

Segundo Manfredo [8] pagina 327, toda superficie compacta e conexa S C R3 ¢é
homeomorfa a uma esfera com um ntimero g de algas. Uma superficie de Riemann
homeomorfa a uma esfera de g algas é chamada uma superficie fechada de género g.
A esfera de Riemann C = C|J{oo} tem género zero e um toro tem género um.

Definigao 1.1.27 Seja (X, 7) um espago topoldgico. X é um espaco de Hausdorff
se para todo x,y € X comx # vy, existem U,V € 7, tal quex e U,y €V eUNV = @.

Exemplo 1.1.28 O conjunto R dos reais é um espago de Hausdorff.
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Figura 1.3: Superficies de género 0,1 e 2 respectivamente.

1.2 Rotacgoes e Translacoes

Antes de falar sobre aplicagoes quase-conformes, lembramos alguns conceitos que
serao importantes para a compreensao da teoria de quase-conformidade de fungoes,
desenvolvida por Ahlfors na referéncia [4].

Inicialmente, verificamos o efeito de translacoes e rotacoes no espaco R? em equacoes
da forma:

Az® 4+ Bay +Cy* + Dz + Ey + F = 0, (1.4)

Vamos procurar eliminar, por meio de uma translagao, os termos de primeiro grau
da equacao ([4)). Primeiramente, devemos determinar o ponto (h, k) para o qual se
deve transladar o sistema de modo que a equagao (L4) se transforme numa equagao
da forma Au? + Buv 4+ Cv? + F = 0. Substituindo as equacoes de translacio:

r = u+h
{ y = v+k (1.5)
em (4], obtemos:
Au? + Buv + Cv? + (Bk + 2Ah + D)u + (2Ck + Bh + E)v + Ah? + Bhk
+Ck* + Dh+ Ek + F = 0. (1.6)
Assim, devemos determinar h e k, tal que:
Bk +2Ah+ D=0 (1.7)
2Ck+ Bh+ E =0, '

se o sistema ([L7) tiver solucao, teremos resolvido nosso problema. Agora, procuramos
por meio de uma rotagao, eliminar o termo misto de segundo grau da equagao (L.4]), ou
seja, devemos obter um angulo de rotagao tal que a equagao ([L4)) se transforme numa
equagao da forma:

A+ C v+ Du+ Ev+F =0. (1.8)
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Para levarmos isso a efeito, devemos preliminarmente observar o seguinte: apds uma
rotagdo de angulo 6, a equagao (LL4) se transforma em:

Avl+Buw+Cv*+Du+Ev+F =0, (1.9)

sabendo que uma rotacao de angulo 8 ¢ dada pelas equagoes abaixo:

{ T =ucosf —uvsinf (1.10)

y = usinf + vcosb,

substituindo as equagoes ([LI0) na equacdo (L4), e apos algumas simplificagoes obte-
mos:

B B
u?(Acos?0 + C'sin® 6 + 3 sin 20) + v?(Asin? 6§ — 3 sin 260 + C cos® 0) + uv(B cos 20 +
(C'— A)sin20) + u(Dcosf + Esinf) + v(Ecos — Dsinf) + F = 0, (1.11)

onde, pela equacao (L9]), temos:

/ B

A :Acos29+Csin29—|—§sin29, (1.12)
B = (C — A)sin 20 + B cos 26, (1.13)
/ B

C = Asin®0 — 5sin29+C’cos29, (1.14)

D' = Dcos + Esiné,
E' = Ecosf — Dsiné,
F =F
Assim, para eliminar o termo misto da equagao (L4), pelas equagoes (LII), (L9) e

(LI3), devemos ter,
(C' — A)sin 20 + B cos 260 = 0. (1.15)

Sendo B # 0, temos:

1. Se A = C, entao, pela equagao (L5, cos 20 = 0 e portanto, 6 pode ser 7/4, assim
pelas equacoes (LI2) e (LI4), temos: A = 1/2(A+B+C) e C = 1/2(A-B+C).
Sendo A = C, entdo: A" = A+ (1/2)Be C = A—(1/2)B.

2. Ou 6 = 37/4, entdo: A = 1/2(A -~ B+C)eC = 1/2(A+ B+ C), e sendo
A=C, temos: A'=A—(1/2)BeC = A+ (1/2)B.

3. Se A # C, segue pela equagao (LIH) que: tan20 = B/(A — C).

Apo6s um desenvolvimento simples, escolhido 8 como acima, os coeficientes obtidos
/ ’ o~ ” ~
A e (' sao raizes da equagao de segundo grau:

'A—/\ 5



1.3 Aplicagoes Quase-Conformes

Consideremos um homeomorfismo f : C — C de classe C', definido por f(z) =
u(z,y) + w(x,y), com w = f(z), z=x+1iy e w = u+ iv, onde obtemod:

du = wuydx + uydy
{ dv = vydzr + v,dy. (1.16)
Sendo w = f(z), temos que,
dw = fydx + f,dy. (1.17)

Sabendo que dz = dx + idy e dz = dx — idy, podemos escrever (LIT) da seguinte
forma

dw = f.dz + fzdz, (1.18)

onde,

fz = %(fx - ny)
fo = (fatify)

Geometricamente, (LI6]) representa uma transformacao afim de (dz, dy) no plano
(du, dv), esta transformacao aplica circulos centrados na origem em elipses. Queremos

calcular a relacao entre os eixos da elipse, bem como suas dire¢oes. Em notagao classica,
escrevemos ([[L16) como segue:

(1.19)

du? + dv? = Edz?® + 2Fdxzdy + Gdy?, onde (1.20)
E = u?+0v?
F = wyu, + v, (1.21)
G = ul+uv.

Como na secao [[L2] aplicamos uma rotagao de um angulo € e assim eliminar o termo
misto da equagao (L20), que é dxdy. As raizes da seguinte equagao denota os valores
dos eixos da elipse:

F G-

Resolvendo a equacao acima, temos as seguintes raizes:

‘E_A F ‘:0. (1.22)

B+ G+[(E—G)?+4F?3 o  E+G—[(E—G)?+4F?3
B 2 2T 2 ’

MY'  E+G+[(E—G)?+4FYs
» 2(EG — F?)2 '

Podemos reescrever (LI9) da seguinte forma:

At

assim:

N

LA aplicacdo w é uma vez continuamente diferenciével.
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f. = %(uz + Uy) + %(Ux - uy)
(1.23)

o= (us —vy) + 2(ve +uy).
Por (I.23) segue que | f.|*—|fz|* = u,v,—v,u,. Este nimero é chamado o jacobiano
(ver defini¢ao [[LT.2]]) da transformacao (LI6). Consideremos o Jacobiano positivo, no
sentido de preservar a orientagdao entre vetores. Assim, |f.|* — |[f:* > 0 = |f.|* >

|fz]? = |fz] < |f.|]. De ([LI8), segue que:
(1] = 1) ld2] < Idwl < (1f:] + 1 fD)dz, (1.24)
assim |dw| é limitado por (L24]). Dividimos a desigualdade (L24]) por |f.| — |f5], e

obtemos: ol 1
z _I' z

Dy=———"-2>1, (1.25)
TART

O ntmero Dy é chamado de dilatagao do ponto z, que denota a razao do maior com
o menor eixo da elipse. Muitas vezes é mais conveniente considerar:

1A
7

Assim, das equagoes ([L.25]) e (L26]) segue,

_l4dy Dy
T 1-d; 7T D41

dy <1. (1.26)

Dy

(1.27)

Proposicao 1.3.1 Uma aplicagao f : C — C € dita conforme se, e somente se
Df =1le df =0.

Demonstragao: (=) Seja f: C — C uma aplicagao conforme, definida por f(z) =
u(x,y) + iv(x,y), do Teorema [[LI.3] e proposicao [LT.20 segue que u, = v, € u, = —v,
= u, —v, =0 e u, +v, =0, portanto fz = %(uw —vy) + 5(vy +u,) = 0. Pelas

expressoes [[.29] e [[.20] acima, segue que Dy =1 e dy = 0.

(<) Se Dy =1eds =0, segue que 1 = mtm el = I;j, entdo |fz] =0 = f; = 0.
Assim, 1(uy — vy) + 2(vy +u,) = 0, onde u, = v, e u, = —v,, que mostra que
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) ¢ uma aplicagdo conforme. u

Definicao 1.3.2 Uma equag¢ao de Beltrami de uma funcao de varidvel complezra
f(z) =u(x,y) +iv(z,y) € uma equagdo da forma:

fE = :uffza
| ]

= =d; <1, ou seja |pug| < 1.

£

fe

I

tal que |ps| =
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Defini¢ao 1.3.3 Uma aplicacao f : C — C € dita quase-conforme se Dy € limi-
tado. f ¢ K- quase-conforme se Dy < K. A condi¢io Dy < K € equivalente a dizer

quedy <k = f—;} Uma aplicagao 1-quase-conforme é uma aplicagcao conforme.

Exemplo 1.3.4 Consideremos a aplica¢do
f:C — C
z — f(2)=(v+2y+5)+i(—z+3y+2).

Sendo o dominio de f o conjunto C' = {z € C;|z| = 1, onde z = x + iy}, queremos
mostrar que o conjunto {f(z); z € C e |f(z)] = 1}, € uma elipse no contra-dominio.
De fato, |f(x+1iy)| =1=|(z + 2y +5) +i(—z + 3y + 2)| = 1, obtendo:

277 + 13y — 22y + 62 + 32y + 28 = 0. (1.28)

Queremos, por meio de uma translacao eliminar os termos de primeiro grau da
equacao acima. Substituindo as equagoes de translagio x = u+h ey = v+ k em

(1.28) obtemos:
2u? + 130? — 2uv + u(4h — 2k + 6) + v(26k — 2h + 32) +

(2h% + 13k? — 2hk + 6h + 32k + 28) = 0. (1.29)
Segue que
4h —2k+6 = 0
{ —2h +26k+32 = 0, (1.30)
7 11 . . .
onde k = —5 ¢ h = 5 Assim, a equagao (1.29) serd:
2u? — 2uv + 1302 — 1 = 0. (1.31)

Por meio de uma rotagao queremos agora eliminar o termo wv de (1.31), para isto
/ / o . ~
calculamos A" e C", que sao raizes da equag¢ao:

2—A -1
~1 13—2X ‘—O’ (1.32)
| ;15—
onde A = 5%5\/5 eC = %5\/5 Portanto, a equacao final é a elipse:
1 15 —
(B2 (BB
2 2
. 3. 1. 5 Vb
Assszz—2—§z efg——1+§z, onde |fz\_§ e|f5\_7,
p LI 5B
|fz‘ - ‘f2| 5—\/g
Ifel V5
Wyl =dy = =— =~0,36 <1.
| f| ! |fz| 5

O que mostra que f € um exemplo de aplicacao quase-conforme.
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Figura 1.4: Aplicacao quase-conforme.

1.4 Aplicagoes Homotopicas

Apresentamos os conceitos de aplicagoes homotopicas, caminhos e grupo funda-
mental, e vemos as relagoes existentes entre superficies e um poligono no plano. As
figuras apresentadas nesta segao sao reprodugoes da referéncia [16].

Definicao 1.4.1 Sejam X e Y espagos topolégicos. Dizemos que aplica¢oes con-
tinuas f,g: X — Y sao homotopicas se existe uma aplicacao continua

H:XxI-Y,

tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) para todo x € X, onde I =[0,1]. A aplicagio
H chama-se entao uma homotopia entre f e g. Neste caso,denotamos f ~ g.

Exemplo 1.4.2 Sejam f,g : R — R? as aplicagoes definidas por f(x) = (x,2?) e
g(z) = (x,z). Queremos mostrar que f ~ g.
De fato, definindo a sequinte homotopia

H: RxI — R?
(v,t) — H(x,t) = (x,2% —ta® + tx).

E claro que H ¢é continua, H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(z), para todo x € R. Logo,
f=g

Definigao 1.4.3 Sejam A C X e f,g : X — Y aplicagdes continuas com f(a) =
g(a), para todo a € A. Dizemos que f é homotdpica a g, relativamente a A, se
existe homotopia H : X x I =Y, entre f e g, tal que

H(a,t) = g(a) = f(a),
para todo a € A e todo t € I. Neste caso, a notagio adotada é f ~4 g.

A equagao da definicao de homotopia relativa nos mostra que durante a deformagao
de f em g, o conjunto A permanece invariante.
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Exemplo 1.4.4 Sejam f,q:[0,1] — S? as aplicagdes definidas por:
f(t) = (sin(nt), 0, cos(mt))
g(t) = (0,sin(rt), cos(mt))

1. Se A={1/2} C I, entao f nao pode ser homotdpica a g, relativamente a A. De
fato, se f ~4 g , necessariamente deveriamos ter f(1/2) = g(1/2), o que € falso.

2. Se A=1{0,1} C I, entdo f ~4 g. De fato, basta tomar H : I x I — S* dada
por:
H(t,s) = (cos(sw/?) sin(mt), sin(sm/2) sin(7t), COS(TI‘t)) :

E claro que ||H(t,s)|| = 1, para todo (t,s) € I x I e:

H{(t,0) = f(t)
H(t,1) = g(t)
H(0,s) = f(0) = H(1,s) = g(1), para todo s € I

Definicao 1.4.5 Dizemos que os espacos X e Y tém o mesmo tipo de homotopia, ou
sao homotopicamente equivalentes, se existem aplicacoes continuas

f: X—Y e g:Y —X,

continuas, tais que go f ~Idx e fog~Idy, onde Idx : X — X eldy : Y — Y
sao aplicagoes identidade. Neste caso, dizemos que as fungoes f e g sao inversas
homotopicas e denotaremos por X ~Y .

Exemplo 1.4.6 Os espagos S' xR, S* x {0} e St sao homotopicamente equivalentes,
ou seja, S' x R~ S* x {0} ~ St

De fato, consideremos as fungoes f : S* xR — St x {0}, dadas por f(z,t) = (z,0)
eg:S'x {0} — S' xR a inclusdo, ou seja, g(z,0) = (x,0).

Tomando H : (S* x R) x I — (S* x R) definida por:

H((x,t),s) = (z,ts)
temos, H € continua e
H((J},t),O) = (Ivo) = (g © f)(l’,t)

H((x,t),1) = (2,t) = Idgi g (z,t), para todo (z,y) € S* x R.

Logo, H : go f ~ Idgiyg. Como (f o g)(z,0) = (2,0) = Idsixoy(x,0), entdo,
f °g= ]dslx{o}(l’ao)-

Definicao 1.4.7 Dizemos que um espago topologico X é contrdtil se X tem o mesmo
tipo de homotopia que um ponto, ou seja, X ~ {xo}.
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Exemplo 1.4.8 Os espag¢os R™ e Blz,r] sao contrdteis.

Definicao 1.4.9 Sejam X um espaco topologico e Y um subespago de X. Uma aplica-
¢ao continua r : X — Y chama-se uma retragao quando se tem r(y) =y para todo
y €Y, ou seja, quando T}Y = Idy. Uma retracao r : X — Y € portanto, uma
extensao continua a X da aplicacao identidade Id:Y — Y.

Toda retracao é sobrejetiva. Quando existe uma retracao r : X — Y o subespaco
Y chama-se um retrato do espaco X. Agora um caso especial de homotopia relativa,
chamada homotopia de caminhos.

Exemplo 1.4.10 Todo ponto é um retrato de qualquer espago que o contenha. Para
todo o € X, o subespago {xo} XY € um retrato do espago produto X x Y. Se X é
conexo e Y é um subconjunto desconexo de X, entao Y nao é um retrato de X.

Defini¢ao 1.4.11 Sejam o, 3 : I — X caminhos continuos tais que a(1) = 3(0), o
produto de caminhos «a e 3, denotado por a* 3, é o caminho dado por:

a(2t), se 0<t<1/2

a*moz{ﬁ@pﬂyse1mgt§L (1.33)

Por definigdo o % § : I — X é um caminho continuo tal que a x (0) = «(0) e
ax (1) = B(1).
Definicao 1.4.12 Os caminhos a e [ tais que a(0) = B(0) e (1) = S(1) sao ditos
equivalentes se a ~g 1) [3.

Vamos denotar caminhos equivalentes por @ ~ 3. Assim, se a ~ [ existe homotopia
H:Ix1— X, tal que:

H(t,0) = a(t)
H(t,1) = B(t)
H(0,s) = a(0) = B(0)

H(l,s)=a(l) =4(1), Vs € I.

Observe que durante a homotopia os extremos dos caminhos permanecem fixos.
Dizemos que dois caminhos fechados o e § sao livremente homotdpicos quando existe
uma homotopia H : [ x I — X entre a e (3, tal que H(0,s) = H(1,s), V s,t € I.

Definicao 1.4.13 Seja o : I — X um caminho ligando xy e 1. O caminho in-
verso de a € denotado por o=t e definido por:
at T — X
t — a(l—1).

Notemos que a~! tem o mesmo percurso que «, mas se inicia em z; e termina em
Zo.

Dado o : I — X um caminho continuo, denotamos por [o] a classe de todos os
caminhos homotdpicos a «, ou seja

la] = {B: T — X;a(0) = B(0), a(1) = B(1) e B~ a}.
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1.5 Grupo Fundamental

Seja X um espacgo topolégico, dado xy € X, chamamos os caminhos fechados

a: (I,0I) — (X, ) de caminhos fechados com base no ponto xy. O elemento zy é

também chamado ponto bésico de X. Agora vamos considerar as homotopias, salvo
mencgao contréria, relativas a 91I.

Denotamos por 71 (X, zg) o conjunto formado pelas classes de homotopia de cami-

nhos fechados com base em xj3, chamado grupo fundamental do espaco X com

base no ponto z;. O elemento neutro desse grupo ¢ a classe de homotopia e,, caminho

constante
er, : I — X

t — ey,(t) = xo, paratodo t € I.

Proposicao 1.5.1 Se xy e x1 pertencem a mesma componente conexa por caminhos
de X entao m (X, x9) e m(X,z1) sao isomorfos. Mais precisamente, cada classe de
homotopia v de caminhos que ligam xo e x1 induz um isomorfismo 7 : m (X, x1) —
(X, ), dado por (o) = yay~!.

Demonstragao: Seja 7 uma classe de homotopia de caminhos que ligam xg e x;.
Se a € m (X, 1) entdo yay~! € m (X, x). Além disso y(aB)y™! = (yay Y (vB8y7Y).
Logo, ¥ : m(X,x;) — m (X, x0) definido por ¥(a) = yay~!, é um homomorfismo.
Observamos que o — v~ Loy é um inverso bilateral para 7, assim, concluimos que
¢ um isomorfismo. ]

Corolario 1.5.2 Se X € conexo por caminhos entdo, para quaisquer pontos bdsicos
xo, 1 € X, 0s grupos fundamentais w1 (X, xq) e m (X, x1) sao isomorfos.

e

Figura 1.5: Caminhos fechados.

%

Xo

Definicao 1.5.3 Dados dois caminhos fechados o, : I — X, dizemos que sao
livremente homotopicos quando existe uma aplicagao continua H : [ x I — X, tal
que H(t,0) = «(t), H(t,1) = p(t) e H(0,s) = H(1,s), para quaisquert,s € I.

Proposicao 1.5.4 Sejam o, B : I — X caminhos fechados, com bases nos pontos xq e

Yo respectivamente. A fim de que o e 3 sejam livremente homotdpicos € necessdrio
e suficiente que exista um caminho v : I — X ligando xq e yo tal que o = (v8)y~ L.
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Demonstragao: Seja H : I x I — X uma homotopia livre entre os caminhos
fechados a e 5. Definindo v : I — X como v(t) = H(0,t) = H(1,t). Consideremos
uma aplicacao continua ¢ : I X I — [ x I que transforma o bordo do quadrado I x [
em si mesmo da seguinte maneira: ¢(0,t) = (0,0),¢(1,t) = (1,0),¢(s,0) = (s,0) para
quaisquer s,t € I; finalmente,

(0,2s), se 0<s<1/2,
p(s,1) =q (4s—2,1), se 1/2<s<3/4,
(1,4 —4s), se 3/4<s<1.

A aplicagao ¢ existe. Com efeito, toda aplicagao continua ¢ : (I x I) — (I x I) do
bordo do quadrado em I x I estende-se continuamente a uma aplicacao ¢ de I x I em

I x I, pois o quadrado I x I ¢é contratil, logo ¢ ¢ homotoépica a uma constante. Pondo
K=Hop,onde K : a = (v8)y L.

0 1/4 1/2 1

Figura 1.6: Retracao do quadrado.

~Y

Reciprocamente, suponhamos o« = (y3)y~!. Para mostrar que a ¢é livremente
homotoépico a 3, basta mostrar que 3 e (v3)y~! sdo liviemente homotopicos. Vamos
verificar que a homotopia H : I x I — X ¢ livre. De fato, pondo H = ((78)y™!) o ¢,
onde ¢ : I x I — I é uma retragao do quadrado sobre sua base horizontal. Assim, ¢
é a identidade na base, transformando linearmente cada segmento horizontal indicado
na figura no segmento [1/4,1/2] da base, cada segmento de origem 0 no segmento
[0,1/4] e cada segmento de origem 1 no segmento [1/2,1]. Vemos assim que H é uma
homotopia livre entre 8 e (y8)y~ . [ |

Definicao 1.5.5 Dizemos que um espago topologico X ¢é simplesmente conexo se
X € conexo por caminhos e para todo xy € X tem-se m (X, xo) = {[ex]}-

Assim, para todo caminho fechado o : I — X, com base no ponto xg, tem-se que
a é livremente homotopico a um caminho constante, ou seja, o = e, .
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1.6 Grupo Fundamental de uma Superficie Compacta

Para encerrar este capitulo, de acordo com a referéncia [16], vamos determinar,
em termos de geradores e relacoes, o grupo fundamental de uma superficie com-
pacta. Toda superficie compacta é o espago quociente de um poligono plano por uma
relacao de equivaléncia segundo a qual as arestas que constituem o bordo do poligono
sao identificadas duas a duas, de acordo com as representac¢oes nas figuras [[.7 e [L8

a

esfera - género O toro - género 1 bitoro - género 2

Figura 1.7: Poligonos de superficies compactas orientaveis.

[ <
plquo projetivo gqrrAafcx de Klein género 2
género O género 1

Figura 1.8: Poligonos de superficies compactas nao-orientaveis.

1.7 Processos de Identificacao

A primeira condigao ¢ o da superficie orientavel de género zero, homeomorfa a
esfera S?, na qual o “poligono" tem 2 lados, que devem ser identificados um ao outro.

A segunda condicao é o de uma superficie orientavel de género g > 1. O poligono
tem 4g arestas, marcadas a, by, a1, b1, ..., a4, by;. Cada uma dessas arestas sao orien-
tadas por meio de uma seta. Percorrendo o contorno do poligono no sentido horéario, a
disposi¢io das setas nos da uma “palavra" w = aiba; by asbyay 'by ' - - - a by, a qual
representa um caminho fechado na superficie (ver figura [L.9)).

A terceira condigao ¢é o de uma superficie nao-orientavel de género g =h—1. O
poligono tem 2h arestas, marcados ¢y, ¢y, Ca, Ca, . .., Cp, cp. Estas arestas sao orientadas
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orientdvel ndo-orientavel

Figura 1.9: Poligonos de superficies compactas orientaveis e nao-orientaveis.

por meio de setas de tal modo que, percorrendo o contorno do poligono no sentido
horério, o sentido das setas é o mesmo do percurso. Isto nos da a palavra A = c¢ic3 - - - 3,
que representa um caminho fechado na superficie (ver figura [L.9)).

Serm: P — X éaaplicacao quociente do poligono P sobre a superficie S, o contorno
de P é transformado por m numa reuniao de circulos com um ponto em comum (ver
figura[[L.I0). O namero de circulos é 2¢g para uma superficie orientavel de género g > 1 e
h = g-+1 para uma superficie nao-orientavel de género g > 1. O interior de P ¢ aplicado
homeomorficamente sobre o complementar dessa reuniao de circulos na superficie.

Proposicao 1.7.1 O grupo fundamental de uma superficie compacta orientdvel de

género g > 1 possui 2g geradores oy, B, i, Ba, . . ., &g, By € uma unica relagao aBiog!

Br s

oy ' Byt agByag Bt = Id. O grupo fundamental de uma superficie compacta néo-

orientavel de género g possut h = g + 1 geradores v17ys,...,Yn € wma unica rela¢ao
2,200 ~2 = Td

M2 Th :

Figura 1.10: A aplicagdo quociente.



Capitulo 2

Modelos para a (Geometria
Hiperboélica

“A geometria € uma ciéncia de todas as espécies
possivers de espacos.” Immanuel Kant

Neste capitulo estudamos o grupo PSL(2,R) e o relacionamos com as transfor-
magoes de Mobius. Apresentamos os modelos de Geometria Hiperbolica, no plano de
Lobatchevsky H? e no disco de Poincaré D?, onde determinamos as relacoes entre tais
espacos e seus elementos. Por fim, definimos o que sao poligonos hiperboélicos e es-
tudamos algumas relagoes basicas destes. Para este capitulo, utilizamos as seguintes
referéncias [2], [6], [12] e [21].

2.1 Transformacoes de Mobius

Comegamos introduzindo o plano estendido C = C|J{oo}, e a esfera unitéria 52 =
{(x1,29,23) € R® 23 + 23 + 22 = 1}. Seja N = (0,0,1) o “p6lo norte” de S? e
identifiquemos o plano C com o plano {(z1,xs,0); 1,22 € R}, que intercepta S? ao
longo do equador 2343 = 1. Assim, cada ntimero complexo z = z+iy esté identificado
ao ponto (z,y,0).

Agora, para cada z € C considere a reta em R? que passa por z e por N. Esta reta
intercepta a esfera em exatamente um ponto P # N (ver figura 2.2)). Observe que, se
|z| < 1 entdao P estd no hemisfério sul, se |z| = 1 entdo P = z e, se |z| > 1 entao P
estd no hemisfério norte. Fazendo z — oo temos que o ponto P tende a N e, com isso
em mente, chamamos N de ponto no infinito {oo} e identificamos C|J{oco} com SZ2.
Tal como dado, C|J{oo} é também chamada de esfera unitaria e denotado por C,
(o plano estendido C|J{oc} munido de estrutura complexa, como vimos no capitulo
anterior, ¢ um exemplo de superficie de Riemann).

Vamos descrever a aplicagao z — P em coordenadas. O conjunto dos pontos
passando por z e N é {tN + (1 —t)z;t € R}. Como z = z+iy = (x,y,0), esse conjunto
pode ser escrito como {((1 —t)x, (1 —t)y,t);t € R}. O ponto P determinado por z é
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X2

S o _ - Z=X+iy

2

Figura 2.1: Projecao estereogréfica.

o ponto dessa reta que esta na esfera e, para obté-lo, precisamos calcular o valor de t
que nos da um ponto em S2?. Ora, um ponto dessa reta estd em S? quando,

(1—t)% 2 + (1 - )%+ 12 =1,

ou seja, (1 —1)?(x? +y?) =1 — 2, 0 que equivale a (1 —¢)?|z|> =1 — t2. Como t # 1,
pois sabemos que P # N, esta tltima igualdade ¢ o mesmo que (1 —t)[z]> =1+t e
_ Pt
RN

entao t Pela equacao de reta que obtemos anteriormente, temos,

2z 2y |22 -1
2124+ 17 |22+ 17|22+ 1

P = (21,29, 13) = < ) S (2.1)

A equacao () nos mostra que z — oo = P — N. Como essa aplicagdo é
uma bijecao, portanto tem uma inversa, que podemos obter a partir do ponto P =
(21,22, 723) € SP\{N}, fazendo t = z3 na equacao da reta. Entao z; = (1 —x3) e 25 =
y(1 — x3), assim, temos

1

z=z+iy = . (21, 29) € C. (2.2)

A equagao (2.2)) nos mostra que P — N = 2z — oo. Esta aplicagdo inversa é
conhecida como projecao estereografica de S*\{N} em C. Obtivemos assim um
homeomorfismo ¢ : C|J{oo} — S?, tal que p(c0) = N e

2z 2y |22 -1
2241|224+ 17 |22+ 1

o(z) = (| ) € S, (2.3)

onde z = z + iy, cuja inversa ¢! : S% — C|J{oo} & tal que: p~}(N) = o0

1
1—!13'3

o~ (21, 9, 43) = (z1,72) € C. (2.4)
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Observagao 2.1.1 Denotamos por S.(a) a esfera em R™ de centro a e raio r. Por
interior de S,(a) entendemos o conjunto {x € R"; |z —a| < r} e por exterior de S,(a)
o conjunto {x € R™; |x —a| > r}. Além disso, denotamos a compactifica¢io por um
ponto ideal do espaco R™ por R" = R” J{oo}.

Defini¢ao 2.1.2 Dada uma esfera S = S.(a) no espago euclideano a inversao
is : R* — R™ em torno de S € a aplicagio tal que ig(a) = oo, ig(c0) = a e para
T & a,00, is(x) € o tnico ponto da reta ax tal que |a — z|la — ig(x)| = r?.

Proposicao 2.1.3 Dada uma esfera S = S,.(a), temos que para todo © # a,c0,
T —a

is(z) =a+r’——.

s(@) | — al?

~ r—a . .
Demonstragao: Basta observar que os pontos z,a e a+ 1> 5 sao pontos coline-

|z —af

ares e pela definicao acima, segue que:

|a—xua—(a+r2ﬂ)|:\a—x||r | = 12|a — 2| =2,

|z — al? |z — al? |z — al?

Observacao 2.1.4 Entendemos por esferas em R" os conjuntos S.(a), ou os hiper-
planos compactificados Py(a)|J{oo}, onde P;(a) = {p € R™; (p,a) = t} [l é um subes-
pago de R™. De agora em diante, denotaremos por esferas >, e hiperplanos compacti-
ficados por P.

Proposicao 2.1.5 Seja ig a inversio na esfera Y, entdo, para toda esfera >, o
conjunto ig(>’) € uma esfera.

Demonstragao: Seja S = S,.(a) uma esfera em R". Denotando por T,(z) =z +a a
translagao de um vetor a e considerando S* = S,(0), segue pela proposigao 213 que:
ig=T,01g- 0T _,.

Como cada translagao preserva esferas (novamente por ser uma isometria de R"),
basta provarmos a proposigao para ig«. Toda esfera > pode ser definida como o
conjunto dos pontos x que satisfazem uma equagao da forma:

elz)? — 2(x,a) + 5 = 0, (2.5)

onde ¢ € R* = R\{0}, 0 € R e a € R". Considerando a equagao que define a esfera

S = S.(a) por 20 temos que as equagoes ig:(r) = e @ lz| = |i5*1(sc)| satisfazem a

equacao,
e — 2ig+(x),a) + 0lig(x)|* =0,
que também define a equagao de uma esfera. ]
1Com a notagdo (p,a) entendemos por produto interno entre dois vetores p = (x1,...,z,) €
a=(ay,...,a,) € R"™
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Corolario 2.1.6 Sejam S = S,(a) e S' = S/(a') esferas e P = Py(b) um hiperplano.
Entao,

1. Sea€ P,ig(P)=P esead P, entao ig(P) é uma esfera contendo o ponto a.
2. Seac S, entioig(S") ¢ um plano e se a & S’ entio is(S') € uma esfera.

Demonstragao: Considerando a proposicao 2.1.5] basta notarmos que ig(a) = oo e
is(00) = a. u

Proposicao 2.1.7 Para toda a esfera S = S.(a), a inversao ig reverte a orienta¢ao

de R™"\{a}.

Definigao 2.1.8 A reflexao ip em P = P,(a)|J{oc} € a aplicacao que a cada ponto
x € R™ associa um ponto ip(z) tal que o segmento de reta por x e ip(x) é ortogonal
a P e intercepta o plano P no ponto médio do segmento xip(x). Em particular, ip
mantém fizos os pontos de Py(a) e por defini¢ao ip(co) = 00.

Se considerarmos 7mp a projecao ortogonal em P;(a), entao mp(x) satisfaz as equagoes
r—7mp(x) =cae (mp(x),a) =t, pois v —7mp(x) é ortogonal ao hiperplano P;(a). Destas
duas equagoes obtemos € = ({x,a) — t)/|a|?>. Utilizando ip(x) = x — 2(x — 7p(x)) e
fazendo as substitui¢coes obtemos uma férmula explicita para a reflexao em hiperplanos:

ip(r) =2 — 2<7a.

‘ (%)

X0

i
Figura 2.2: Reflex@o sobre o hiperplano Pi(a).
Os seguintes teoremas estabelecem uma relagao entre o hiperplano e a reflexao em
torno dele. O teorema [2.1.9 nos diz que a reflexdo é uma isometria, o teorema 2.1.10l

que reflexdes preservam esferas e o teorema 2.1.11] que reflexao inverte a orientagao do
espago.

Teorema 2.1.9 Seja P um hiperplano, entao para quaisquer pontos x ey € R™ temos
|z =yl = lir(x) —ip(y)].

26



Teorema 2.1.10 Seja ip a reflexao em um hiperplano P. Entao, para toda esfera ),
ip(d>)) € uma esfera.

Teorema 2.1.11 Para todo hiperplano P = Py(a), a reflexdo ip inverte orientag¢do.

Definicao 2.1.12 Uma transformacgao de Mobius de R" ¢ uma composi¢ao de um
nume-

ro finito de reflexdes em hiperplanos e inversoes em esferas. O conjunto das trans-
Jormagoes de Mabius, munido com a operagao de composigao, forma um grupo que €
denotado por GM(R™) e chamado grupo geral de Mébius.

Verifica-se que GM (I@") ¢ de fato um grupo. Pela propria definicao este é fechado
por composi¢ao e associativo. Para determinarmos a existéncia de elementos inversos,
basta observarmos que cada gerador o de GM (R™) (uma inversao ou uma reflexdo é¢ um
elemento de ordem 2, ou seja, 0% = id). Sendo as reflexoes e as inversoes elementos que

invertem a orientagao de R™, temos que um elemento qualquer o € GM (R™) preservara
orientacao se e somente se for composicao de um numero par de inversoes e reflexoes.

Definigao 2.1.13 O grupo de Mébius Mé'b(]lA%”) ¢ o subgrupo de GM(HAQ”) formado
pelas transformacoes que preservam orientacao.

2.2 O Grupo PSL(2,R)

Considerando M (2,R) o conjunto das matrizes 2 X 2 sobre R, o conjunto
GL(2,R) = {A € M(2,R);det(A) # 0} ¢ um grupo nao abeliano com a operagao
usual de multiplicacao de matrizes. Este conjunto é chamado de grupo linear geral
. Agora, note que SL(2,R) = {B € M(2,R);det(B) = 1} ¢ um subgrupo de GL(2,R),
que chamamos de grupo linear especial .

Definicao 2.2.1 Uma transformacao linear fraciondria é uma fun¢ao da forma

_az+b
x4+ d

T(z)

Se os coeficientes a,b,c e d € R satisfazem ad — bc # 0, entdao T(z) é chamada uma
transformacgao de Méobius .

O grupo G das transformagoes de Mobius com a operagao usual de composicao de
transformacgoes forma um grupo nao abeliano.

Considere H = {S(z) = ZZZIZ € G; tal que ad — bc = 1} um subgrupo do grupo
G das transformagoes de Mobius. Os elementos de H e SL(2,R) se relacionam da

seguinte forma: Dadas A = (al b1 ), B = (a2 b, ) € SL(2,R) e Sa(z) =

c1 dy cy dy
a1z+b1 __ a2z+bo 1 e a
ety SB(z) = 2z 'E H, Verlﬁcargos que Sy 0Sp = Syp e para cada transformacao
de Mobius Sy € H, existe S4-1, sua inversa, tal que Sq 0. S4-1 = Id.
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Proposicao 2.2.2 Como {—Id,Id} < SL(2,R), onde Id é a matriz identidade B.

. SLR2R)
Entao oy = H.

az+b
cz+d

Demonstracao: Seja uma aplicagao ¢ : SL(2,R) — H, dada por ¢(A) =

onde,
A= ( ‘ 2) € SL(2,R),

A aplicagao acima estd bem definida e € um homomorfismo sobrejetor de grupos.

Assim, pelo Teorema de Isomorfismos de Grupos, temos %ﬁ’}f) ~ H. Por outro , dado

A€ SL(2,R), temos que A € Kerp <= p(A) = Id, ou seja, z = ZZZIS 22+ (d—
a)z—b =0,Vz € C. Esta equacao tem no maximo duas raizes, assim¢c = b=0e d = a.
Como ad—bc =1 = a®> =1 = a = +1. Portando, A € Kerp <= A= Idou A= —Id,

isto ¢, Kerp = {Id,—Id}. |

L(2,R ’
Observacgao 2.2.3 O grupo PSL(2,R) = % = U{A, —A}, tal que A €

SL(2,R), € chamado grupo linear projetivo especiall.

2.3 O Plano de Lobatchevsky H?

O plano de Lobatchevsky, ou semi-plano superior H?> = {z € C; Im(z) > 0}, é
o conjunto dos nimeros complexos z = x+1iy, cuja parte imaginaria y é sempre positiva.
A fronteira de H? ¢ o conjunto 0,,H? = {z € C|Im(z) = 0} J{oo}. Introduzindo
uma métrica no espaco H2, podemos definir comprimento de curvas, curvas geodésicas
e distancia entre pontos. Definimos a métrica:

,  dx? 4+ dy? o |dz| da? 4 dy?
ds* = ————, onde ds = = .
Y’ Im(z) y

Podemos assim apresentar a definicao de comprimento hiperbélico.

Definigao 2.3.1 Seja A\ uma curva diferencidvel em H?, X : [0,1] — H2. Definimos o
comprimento hiperbdlico ||\||g2 por

o)
I\ e = / Ao

Definigao 2.3.2 Dados dois pontos p,q € H?, definimos a distdncia entre p e q pela
eTpressao

d(p,q) = inf [|A]].

onde o infimo € considerado sobre o conjunto das curvas continuamente diferencidveis

A:[0,1] = H? tal que A(0) =p e A(1) = q.

20 simbolo < denota que um subconjunto é subgrupo normal de outro.

30 simbolo U denota a uniao disjunta de elementos de um conjunto.
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Proposicao 2.3.3 O Semi-Plano H? com a distancia definida acima é um espaco
métrico.

Demonstragao: Consideremos py, ps € p3 € H? e um caminho diferenciavel A : [0, 1] —
H?, tal que A(0) = p; e A(1) = ps.

N (®)] - _ [P N : _
1. Como T\ 0)] > 0, entao ||A]| = /0 T\t )]dt > 0. Assim, d(pi,p2) =

inf [|A]] > 0 e a igualdade ocorrendo quando p; = ps.
2. Dado v : [0,1] — H?, um caminho diferenciavel em H?  dado por y(t) = A\(1 —1t),
onde v(0) = p3 e y(1) = py. Agora,

t
d(pr, ps) = inf |\ = inf{ / dt}

t

d(ps, pr) = inf [l7]] = inf{ / dt}

Consideremos a aplicagao:
t — 11,
desta forma, temos:

it [ DOy g GO
o) = st [ =it [0

mf{/ NG [(At Vit f{/ G P = 1nf{/ '” P}

(1)

= d(p37p1)-

3. Definimos os caminhos diferenciaveis A, Ao : [0,1] — H?2, tal que A\(0) =
p1, Mi(1) = X(0) = pa e A1) = p3 e o caminho B : [0,1] — H? dado
por:

A

=p e B(1) = €
(P17p2)+d(p27p3) =

Sendo assim 8 ¢ um caminho diferenciavel em H?, onde 3
18 = [Aall+ [Aell e, d(pr, ps) = inf | 8] < inf | \o]| +inf | |
d(p1,p3) < d(p1, p2) + d(p2, p3).

Definigao 2.3.4 Uma curva diferencidvel X : [0,1] — H? € dita uma geodésica se
para quaisquer pontos a,b € [0, 1] tivermos:

B M(2t), se 0<t<1
ﬁ(t)_{ >\2(2t1— 1), %gtgi.
0)

=

d(\(a), \(b)) = / %dt.

ou seja, se X\ minimizar a distancia entre pontos de seu tragado.
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Definicao 2.3.5 Uma transformacaio de H? em H? € dita uma isometria se preserva
a distdncias hiperbélicas sobre H2. O conjunto de todas as isometrias de H? forma um
grupo, que denotamos por Isom(H?).

Teorema 2.3.6 A métrica ds®> =

dx? + dy? 5
72‘7; de H? € invariante pela acao dos elemen-

. . )
tos ® € GM(R?), ou seja GM(R?) C Isom(H?).

Proposigao 2.3.7 Seja X o conjunto de todas as circunferéncias e semi-retas de H?
ortogonais ao eiro real. Entao GM(R?) age transitivamente sobre X .

Geometricamente, uma acao transitiva ocorre quando dados dois elementos distintos
pertencentes a X, existe uma transformagao pertencente a GM(R?), que leva uma
geodésica em outra.

Teorema 2.3.8 As geodésicas de H? sao as semi-retas e semi-circunferéncias orto-
gonais a O, H?2.

Demonstragao: Suponhamos pi,ps € H? e que p; = ia e py = ib com b > a. Se
A [0,1] = H? é um caminho diferenciével ligando ia e ib, onde A\(0) =ia e A(1) = ib,
tal que A(t) = (x(t),y(t)). Assim,

I N P VA AR v Y e
”A“‘/o fm[A(t)]dt_/o "0 dtzfomdt

1 dy b

= dy b
> idt:/—d =In(-).
_/0 y(t) T @

Consideremos uma semi-circunferéncia  ortogonal a O H?2. Pelo teorema 2.3.6]
existe uma transformacao de Mobius ® € GM(R?), que leva v no eixo imaginario.
Utilizando o argumento acima, temos que v é uma geodésica.

Para provarmos que estas sao todas as geodésicas, consideremos z;, z, € H? e uma
geodésica ( ligando estes dois pontos. Seja a o semi-circulo ou semi-reta ortogonal
a O H? contendo estes dois pontos. Sem perda de generalidade, podemos supor que
« seja uma semi-reta (sendo, pelo teorema [2.3.60] podemos levar o a uma semi-reta).
Sendo assim, pela primeira parte desta demonstracao, o = f3. ]

2.4 O Disco de Poincaré D?

O disco de Poincaré é definido como o conjunto dos nimeros complexos cuja
norma é menor que 1, ou seja

D? ={z € C;|z| < 1},
cuja fronteira ¢ o conjunto
0D?* = {z € C;|2| = 1}.
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7' transforma o plano H? em D?, ja que se verifica | f(2)] <

1 quando y > 0. A inversa de tal aplicagao ¢ dada por h(z) = f(z)~! = .z :Zl
iz

A aplicagao f(z) = — n
—iz

. Desta

forma, temos uma bijecao entre o semi-plano superior e o disco de Poincaré.

Definicao 2.4.1 A distdncia entre dois pontos a e b do disco de Poincaré D? é
definida como dpz(a,b) = dyz2(h(a), h(b)). dp2 ¢ uma métrica em D?, jdi que dy= €
métrica em H?.

Este conjunto munido com a métrica dp2 fornece um outro modelo para o plano
hiperbolico. Para cada caminho diferencidvel X : [0,1] — D? a composigao h o \ :
[0,1] — H? é um caminho diferencidvel em H?. Sabemos como calcular o comprimento
de arco em H? pela definicao 23.1l Definimos assim, o comprimento hiperboélico de A
em D? por:

[Allpz = [[h o Al
Teorema 2.4.2 O comprimento hiperbdlico de um caminho diferencidvel X : [0, 1] —

D?, ¢ dado pela integral:
b2 ()]
A = —— (.
e = | 2

Demonstragao: Consideremos um caminho diferenciavel h o A : [0,1] — H? em H?,

ligando os pontos h(a) e h(b), onde h(z) = il l

N = o A = [ LGNy [ CONELD,

. Assim,

A derivada e a parte imaginaria da fun¢ao h sao dadas por:

, 2 1—|2]?
- = I e o
onde obtemos: ) | /( )
2|\ (¢
Mp2z = |h o M|z = — (.
B et
]

az+b

Considerando uma aplicagdo de Mébius v(z) = d € Mob(H?) (grupo das

transformagoes de Mobius em H?) vamos obter as transformagoes de Mobius em

D?. Para ver isto, tomamos a aplicacdo f definida acima, que leva o semi-plano H? em

D2, Assim, Vu,v € D?, consideremos a aplicacio fo~yo f7! e

dp2((foyo f)(w),(foyo f)(w)=dum((yof ) (u),(yof )W)
= di2(f (), () = dpe(u,v).
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Ou seja, fo~yo f~! é uma isometria em D?. Assim,

o~vo f1 _ozz—i—ﬁ

onde a =a+d+ (b—c)ie f=b+c+ (a—d)i, e verifica |a|* — |5]* = 4(ad — bc) # 0.

Definicao 2.4.3 Uma transformacao de Mébius em D? € uma aplicacao da forma:

Ty = 255
Bz+a@
onde o, B € C e|a*>—|B*>+#0. O conjunto de todas as transformagoes de Mobius de
D? forma um grupo, que denotamos por Mob(D?).
az+f

Observagao 2.4.4 Seja a aplicagao T'(z) = Tt a onde o = ¢'% ¢ 5 =10. Como
z+a

9

ez .

af2 = |2 =1+#0, seque que 7(z) = — = ¢
o

;0
2
D?. Observemos que esta aplicacio € uma rotagdo no circulo unitdrio em C.

7

z € uma transformagao de Mdébius em

Teorema 2.4.5 As geodésicas no disco de Poincaré D* sio os didmetros e os arcos
de circulos ortogonais a OxD?.

Demonstracao: A aplicagao f(z) = ——5 ¢ conforme, ou seja, preserva angulos

entre curvas, e f aplica O,H? em 0,D% Lembrando que as geodésicas em H? sao
arcos de circulos e retas ortogonais a 9, H?. Como f é conforme, a imagem em D? de

uma geodésica em H? sdo retas ou arcos de circulos, ortogonais a 0,D2. [

2.5 Poligonos Hiperbdlicos

As figuras apresentadas nesta se¢ao sao reprodugoes da referéncia [12].

Definigao 2.5.1 Dado um subconjunto A C H?, definimos sua drea j(A) como sendo

a integral
dxdy
pa) = [ 25
A Y

se esta ewistir e for finita. Areas, assim como comprimentos, sao invariantes por
isometrias, ou seja, dada isometria T temos que pu(T(A)) = p(A).

Como vimos acima, as geodésicas sao semi-retas ou semi-circulos ortogonais a fron-
teira do disco de Poincaré ou do plano de Lobatchevsky. Consideremos portanto
a seguinte definicao:

Definicao 2.5.2 Dados pontos em ti,...,t, € H?> UOH?, um poligono hiperbdlico
P com vértices ty, ..., t, € uma regiao delimitada por segmentos geodésicos:

tilo, tots, ...y tp_1tn, tnty.
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Como vimos acima, ha possibilidades de que existam vértices sobre a fronteira,
neste caso, dizemos que tais vértices sao vértices ideais.

Teorema 2.5.3 Seja A\ um tridngulo em H? com dngulos o, 8 e v. Entdo, sua drea
u(A) é:
pA) =7 —(a+p5+7)

Demonstragao: Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que um dos vértices do
triangulo A seja um vértice ideal, de modo que o angulo v do triAngulo neste vértice
é nulo. Como isometrias preservam areas, podemos assumir que os vértices p; e po
pertengam & circunferéncia |z| = 1 e p3 = oo (um vértice ideal), de modo que as
arestas ligando os vértices p; e ps a p3 sao semi-retas verticais determinadas pelas
equagoes T = a e x = b respectivamente (ver figura 2.3]).

Pz=°

I
a b

Figura 2.3: Triangulo hiperboélico com um vértice ideal p3 = oo.

Sendo assim,

dxdy /b /°° dy /b dx
/J,( ) /A y2 a ( M—x2 y2) * a m

Fazendo a mudanga de variavel z = cosé, (0 < 6 < ), obtemos:

B _sinfde
M(A)I/_ —smbdy e (atB).

sin 6

Suponha agora que nenhum dos vértices seja um vértice ideal. Observando a figura
2.4 prolonguemos uma das arestas do tridangulo /A em uma das direges, digamos a
aresta contendo os vértices p; e po, sendo prolongada na direcao de py.

Considerando o vértice ideal p4, obtemos dois novos triangulos, que denotamos por
A1 e Ay, determinados pelos vértices {ps, ps, p4} e {p1,p3,ps} respectivamente. O
angulo de Ay em py é m — 3 e o angulo de ambos os tridngulos no vértice ideal py € 0.
Denotemos por 6 o angulo de Ay no vértice p3. Temos que Ay = A J A\ e esta unido
¢ disjunta, a menos de arestas e vértices, de modo que pu(A) = pu(ADq) — p(Ayq).

Pela primeira parte do teorema, obtemos que:

p(D) = (Do) —p(By) = [m —a = (y+0)] = [m = 0 — (7 = §)]
=71—(a+B+7).
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Figura 2.4: Triangulo hiperboélico.

Corolario 2.5.4 Se P é um poligono hiperbolico de n lados, com dngulos 601, ...,0,,
entao:

uw(P)=mn—2)1 — (01 +---+06,).
Demonstragao: Dividimos o poligono em n triangulos e aplicar o teorema acima. m

Teorema 2.5.5 Seja P um poligono hiperbolico com dngulos internos 64, ...,60,. En-
tao P ¢ convexo se, e somente se, 0 < 6; < m, para cadai=1,...,n.

Isto é consequéncia imediata do corolario anterior, pois uma condigao necessaria
para a existéncia de um poligono com angulos internos 6y, ...,6, é que: 61 +---4+6, <

(n—2)m.

Teorema 2.5.6 Sejam 0,,...,0, dngulos com 0 < 0; <m j=1,...,n. Entao existe
um poligono P com dngulos internos 01, . . ., 0, nesta ordem sobre P, se e somente se,

b+ +6, <(n—2)m.
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Capitulo 3

Grupos Fuchsianos

“Nota-se, entre os matemdticos, wma 1maginagao
assombrosa... Repetimos: havia mais imaginagao
na cabeca de Arquimedes que na de Homero.”
Voltaire

Neste capitulo abordamos o conceito de grupo fuchsiano e dada a extensao do
assunto, apresentamos apenas os requisitos necessarios para o desenvolvimento de nosso
trabalho. Desta forma, demonstramos alguns resultados, e a demonstragao dos demais
resultados podem ser encontrados nas referéncias [6], [12], [13], [14] e [16]. As figuras
apresentadas neste capitulo sao reprodugoes das referéncias [12] e [1].

3.1 Isometrias Hiperboélicas

Seja Isom(H?) o conjunto de todas as isometrias hiperboélicas, ou seja, o conjunto
de todas as transformacoes de H? em H? que preservam distancia. Munindo Isom(H?)
com a operacao de composi¢ao temos um grupo, chamado grupo das isometrias
hiperbdlicas.

Uma transformacao de Mobius associada a uma matriz A = ( Z Z) €

SL(2,R), ¢ uma aplicagao Ty de H? em H? dada por:

Ty - H? — H?
_az—l—b

onde a, b, ¢ e d sao nimeros reais e ad — bc = 1. Denotamos o conjunto de todas as
transformacgoes de Mobius em H? por Mdb(H?).
Munindo este conjunto com a operacao de composi¢ao temos um grupo, chamado
grupo das transformagoes de Mobius. Assim, Mob(H?) C Isom(H?).
Observamos que dada A € M(2,R) com det(A) = 1, podemos associar a A uma
transformacao de Mobius Ty4. Reciprocamente, dada T4 € Isom(H?), podemos associé-
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a

la a uma matriz A = , com det(A) = 1. No entanto, ndo podemos garantir a

b
d
unicidade destas associagoes. Assim, consideremos

SL(2,R) ={A € GL(2,R); det(A) =1},

o grupo linear especial. Como vimos, o quociente % é denotado por PSL(2,R),

onde Id é a matriz identidade de ordem 2. Mostramos na se¢ao 2.2 que PSL(2,R) é
isomorfo a Mob(H?).
Agora vamos classificar as isometrias hiperbdlicas através de uma funcao definida

em PSL(2,R). Seja a fungao

T, : PSL(2,R) — R.
4] — T.([A]) = [tr(A)],

onde [A] denota a classe dos elementos A e —A, e tr(A) é o trago da matriz A €
SL(2,R).

Definigao 3.1.1 Dada A € SL(2,R), uma isometria T4 € Isom(H?) associada a A é:
1. Eliptica se Tr(A) < 2.
2. Parabdlica se Tr(A) = 2.

3. Hiperbdlica se Tr(A) > 2.

O trago de uma matriz ¢ invariante por conjugagao, ou seja, tr(BAB™!) = tr(A),
para toda matriz A € M(2,R) e toda matriz B € GL(2,R). Logo, a classificacao das
isometrias da definigdo acima sao invariantes por conjugacao.

O numero 2 que aparece na definicao acima depende exclusivamente do ntmero
de auto-valores reais da matriz A. De fato, o polindomio caracteristico de uma matriz

A€ SL(2,R) é:
Pi(z) = 2* — z(a+ d) + (ad — bc) = 2% — atr(A) + det(A) = 2% — atr(A) + 1,

com A = tr?(A) —4, onde A indica o discriminante de P4 (). Sendo assim, analisemos
os trés casos possiveis:

1. Se A > 0, entao A possui dois autovalores reais distintos A\; e \y. Portanto, a
menos de conjugacao (em GL(2,R)), podemos assumi-la da seguinte forma,

A1 0
0 X /)~

Como esta matriz deve ter determinante igual 1, temos entao Ay =

Tr(A) =M+ 5| > 2, 5e Ay # +1.

ou seja,

)\_17
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2. Se A =0, entao A tem apenas um autovalor real A, este deve ter multiplicidade
2 e seu polindomio caracteristico ¢ da forma Pa(x) = (z — A\)? = 2% — 22\ + A%
Mas o termo constante deste polindmio A\? deve ser o determinante de A, entao
A =+1eTr(A) = |2\ = 2. Portanto, a menos de conjugacao (em GL(2,R)),
podemos assumir a matriz A da seguinte forma

At
0 X/
3. Se A < 0, entao A tem apenas autovalores complexos nao reais, temos que estes
sao da forma A e X\. Seu polindmio caracteristico deve ser da forma 22 —2Re(\)x+

|AI%, onde |A]*> = det(A) = 1 e sendo A # +1, temos que Tr(A) = [tr(A)| =
|2Re(\)| < 2. Portanto, a menos de conjugagao (em GL(2,R)), podemos assumir

a matriz A da seguinte forma
cosf sinf
—sinf cos@ |-

Definigao 3.1.2 Seja X um espago topoldgico nao vazio e (G, %) um grupo. Dizemos
que o grupo (G, ) age sobre X se existe uma aplica¢io continua

a:GxX — X
Oé(g,l’) — Oé(g,l'):g'llf,

tal que:
1. e-x =z, para todo x € X, e € G, o elemento identidade de G.
2. g1+ (g2 %) = (g1 % g2) -z, para todo x € X € g1,g92 € G.
Exemplo 3.1.3 Sejam X um espaco topoldgico e
G=A{f:X — X, féum homeomorfismo}.

Temos que o conjunto G € um grupo nao comutativo com a composi¢do de fungoes.

Definimos entao
a:GxX — X

Oé(f,l’) — Oé(f,!lf):fl’:f(l’),

Verificamos que o grupo G age sobre o espaco topoldgico X, pois satisfaz as condigoes
da definicao [T 1.2

Definicao 3.1.4 A orbita de um ponto x € X por um grupo G € o conjunto
G(r) ={g(z) € X; g € G}

Definicao 3.1.5 Considere X um conjunto e x € X. Chamamos de estabilizador
de x por um grupo G ao subgrupo

G, ={g9€G; g(x) =z}
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3.2 Subgrupos Discretos

Nesta secao estudaremos grupos fuchsianos e a sua agao em espagos métricos.
Comegaremos definindo grupos fuchsianos e estudando algumas propriedades bésicas
deles.

Definigao 3.2.1 Um subgrupo G de Isom(H?) é chamado discreto se a topologia
induzida sobre G for uma topologia discreta. Isto é, se G € um conjunto discreto no
espago topoldgico Isom(H?).

Definigao 3.2.2 Uma familia {X,; o € I} de subconjuntos de um espago métrico X
(I € um conjunto de indices) é chamada de localmente finita, quando, para qualquer
conjunto compacto K C X, temos X, N K # & somente para um nimero finito de
indices de o € 1.

O conjunto dos homeomorfismos de um espago topologico X é¢ um grupo em
relacao a composi¢ao. Um subgrupo G desse grupo chama-se um grupo de homeo-
morfismos de X. Deve-se ter portanto que idy € G e g,h € G = gh,g~' € G (Aqui,
gh é a composic¢ao de g com h).

Dizemos que um grupo GG de homeomorfismos de X é propriamente descontinuo
quando todo ponto x € X possui uma vizinhanca V' tal que, para todo g € GG diferente
da identidade, tem-se gV NV = &.

Exemplo 3.2.3 Para cada m € Z, seja T, : R — R a translagao T,,(z) =z +m. O
conjunto G = {T,,;m € Z} € um grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos
de R.

Definigao 3.2.4 Um subgrupo discreto de Isom(H?) é chamado grupo fuchsiano
se consiste de transformagoes que preservam orientagdo. Em outras palavras, grupo
fuchsiano € um subgrupo discreto G de PSL(2,R).

L(2,7Z
Exemplo 3.2.5 O subgrupo discreto PSL(2,7Z) = SL(2,2)

= m de PSL(Q,R) e um

grupo fuchsiano.

Definicao 3.2.6 Um grupo G € ciclico quando ele é gerado por um elemento, isto €,
quando G = (g), para algum g € G.

Exemplo 3.2.7 Z = (1), Z, = (1). Se G é um grupo ciclico, entao G é abeliano.
Teorema 3.2.8 Os subgrupos ciclicos de Mb(H?) gerados por elementos hiperbdlicos

ou parabolicos sao discretos. Um subgrupo ciclico gerado por elemento eliptico € discreto
se e somente se for finito.
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Demonstragao: Seja
G=(Ty)={ . ., T2 T Id,Ta,T5,.. Y =1{ .., Ta2,Ta1,1d,Ta, Ty, ...},

um subgrupo ciclico gerado por um elemento T4y € Mb(H?). Observamos antes de
tudo que G 7 discreto se, e somente se,

TpGTy' = (TpTaAT"Y = {..., Tga1p-1,1d, Tpap-1, ...},

for discreto. Entao A é conjugado a alguma das matrizes da forma

Vel 0 1 ¢ cos@ sinf
Ak_( 0 \/le—k ’At_<Ol)OUA0_<—sin9 cosﬁ)’

conforme A seja hiperbdlico, parabolico ou eliptico respectivamente.

Suponhamos, inicialmente, que T4 seja hiperboélica ou parabdlica. Entao A sera
conjugada a alguma matriz Ay ou A; e (Ax)" = Ak e (A)" = Ay Mas, 0 < ||Id —
AP = (1= Verk)? + (1= —2=)? < (1= Vet DR)?2 4 (1 — ——L)? = ||[Id — Apuraye)?
e analogamente,

0 < | Id— Aul® = (nt)*> < (n+1)°* = || Id — A1y l*-

de modo que, se tivermos k, t > 0, teremos uma vizinhanca de /d que nao contém
nenhum ponto de G com excecao da propria Id, obtendo assim que G, o grupo gerado
por Ty, ou T4,, é discreto. Suponhamos agora que T4 seja isometria eliptica, isto ¢,
conjugada a alguma Ty,. Temos que (Ay)" = A,p. Entdo, se G for finito ele sera
discreto. De qualquer modo, temos que Ay = Ag,o,. Assim, se considerarmos que G
é discreto, podemos considerar que existe 0 < €y o menor argumento tal que Tay, €
G. Seja entao m € N o maior namero natural tal que mfy < 27w. Mas se tivermos
mby < 27 teremos (m + 1)0y — 27 < by, e (TABO)’”Jrl = Ta(m+1)80 = LTa(m+1)60—2r € G,
contradizendo a minimalidade de 6y. Temos entao que méy =27 e G = <TA90> é grupo
ciclico de ordem m. [

Lema 3.2.9 Sejam w € H? e K C H? um compacto. Entdo, o conjunto:
H = {T € Msb(H?); T(w) € K},
é compacto.

Lema 3.2.10 Seja G C MJb(H?) grupo com agdo propriamente descontinua em HZ.
Entao os pontos fizos por elementos de G, ou seja, o conjunto,

{zeW* 3T eqG,T(2)= 2z},
¢ discreto.

Teorema 3.2.11 Um subgrupo G C Méb(H?) € discreto se, e somente se, sua agdo
em H? for propriamente descontinua.
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Demonstracao: Suponhamos que G seja discreto. Entdao para todo z € H? e para
todo compacto K C H2,

{TeG; T(z) e K} ={T € Mob(H?); T(z) € K} NG.

Mas o lema garante que {T" € Mob(H?); T(z) € K} é compacto, logo
{T € G; T(z) € K} é finito, pois ¢ a intersegdo de um conjunto compacto com
outro discreto, dai a acao de G é propriamente descontinua.

Reciprocamente, suponhamos que G age de maneira propriamente descontinua e que
G néo seja discreto em Méb(H?). Seja entao z um ponto que nio é fixo por qualquer
elemento de GG a nao ser a identidade. A existéncia de tal ponto é garantida pelo lema
B.2.10, ja que o conjunto dos pontos fixos por elementos de G ¢é discreto. Assumindo
que G nao é discreto, temos que existe uma sequéncia (7),)7° ; de elementos distintos de
G tal que lim,,_, o T,, = Id. Temos entao que lim,,__,., T,,(z) = z. Mas como T,,(z) # z
para todo n € N, temos uma sequéncia de pontos distintos de z convergindo para z
contradizendo a hipétese de G agir de maneira propriamente descontinua. [

3.3 Dominio Fundamental e Dominio de Dirichlet

Nesta secao estudamos Dominios Fundamentais e de Dirichlet, conjuntos com
propriedades importantes e tteis ao nosso trabalho. Comegamos definindo Dominio
Fundamental.

Definicao 3.3.1 Seja X um espago métrico e G grupo de homeomorfismos agindo
em X de maneira propriamente descontinua. Um subconjunto fechado D C X é dito
dominio fundamental se satisfizer as sequintes condigoes:

1. |Jr(D) =X,

2. int(D)NT(intD) = 0, para todo Id #T € G,
3. int(D) # 0.

Definigao 3.3.2 O conjunto 0D = D\intD é chamado fronteira de D e a familia

2,

{T'(D); T € G} ¢ dita um ladrilhamento de X. Dizemos que um ladrilhamento é
de tipo {p,q} se este consiste de um conjunto de poligonos requlares com p arestas,

. . . m . ~
e angulos internos iguais a — que cobrem todo o plano, sem auto-intersegoes de seus

interiores, onde p, q € N*,

Exemplo 3.3.3
Consideremos G C Mob(H?) o grupo ciclico gerado por T(z) = z + 1, ou seja,

G={T", T"(2) =z+nenecZ}.
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Seja
Dy ={z € H?, k < Re(z) <k + 1},

¢ dominio fundamental da acio de G em HZ2, pois

1. |J1(Dp) =B
TedG

2. int(Dy) NT(intDy) =0, para todo Id # T € G.
3. int(Dy,) # 0. (ver figura[3.1)

D
k k+1 k+2 k+3

k k+1 k+2 k+3 k+4

Figura 3.1: Dominio fundamental do grupo ciclico G = (T'(z) = z + 1).

Definigao 3.3.4 Sejam G um grupo fuchsiano e p € H? tal que T(p) # p, VT € G.
O conjunto

D,y(G) ={z € B ; d(z,p) < d(2,T(p)), para todo T € G},
€ chamado de dominio de Dirichlet de G centrado em p.

Descrevendo em palavras, consideramos a 6rbita G(p) e escolhemos os pontos z € H?
que estao mais proximos de p do que qualquer ponto da oérbita G(p).

Definicao 3.3.5 Sejam p,q € H? pontos distintos, o bisector perpendicular dos
pontos p e q € o conjunto,

{z e B d(z,p) =d(z,q)}.

Lema 3.3.6 O bisector perpendicular de dois pontos p e q € a geodésica passando pelo
ponto médio do segmento pq e ortogonal a este.

Demonstragao: Provaremos que dado z com d(z,p) = d(z, q), z pertence a geodésica
ortogonal ao segmento pg pelo seu ponto médio. Sem perda de generalidade podemos
considerar p =i e ¢ = r%i. Considerando a férmula da distancia, temos

|z —pl* _ ]z—qf?
Im(z)  r2Im(z)

d(z,p) = d(z,q) <
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Mas,

b RO+ (Imz) =17 RA() + (Im(z) =1 Jo—gP
Im(z) Im(z) r2Im(z) r2Im(z)’

se e somente se,
2|2 = Re*(2) + Im*(z) = r°.

Ou seja, se |z| = r. Entretanto |z| = r é exatamente a geodésica ortogonal ao
segmento pg pelo seu ponto médio. [

Denotamos por L,(T) = {z € H? d(z,p) = d(z,T(p))} o bisector perpendicular de
peT(p). Note que L,(T') ¢ a fronteira topologica de

Hy(T) = {z € B d(z,p) < d(2,T(2))},

e observamos que,

Dy(G) = ﬂ Hy(T).

I1d4£T€eG

Teorema 3.3.7 Sejam G um grupo fuchsiano e D,(G) um dominio de Dirichlet cen-
trado em p. Entao D,(G) é dominio fundamental da a¢io de G.

Corolario 3.3.8 Todo dominio de Dirichlet de um grupo fuchsiano é geodesicamente
convexo, ou seja, dados z1, zo € Dy(G), o segmento geodésico Z1zz C Dy(G).

Observacao 3.3.9 A fronteira de um dominio de Dirichlet é formada pela unido de
geodési-

cas, raios geodésicos ou segmentos geodésicos. A cada uma destas geodésicas (raios
ou segmentos), chamaremos de aresta ordindria. Dizemos que um ponto da fron-
teira de um dominio de Dirichlet € um vértice ordindrio se este for a intersecao de
duas arestas ordindrias distintas de Dy(G).

Observacgao 3.3.10 Se considerarmos w € Dy(G) fizo por algum elemento (eliptico)
T € G, temos que w € ponto de fronteira de D,(G). Vamos supor que T é um elemento
de ordem k > 3. Como T fixa w e leva geodésicas em geodésicas, temos que w € um

vértice ordindrio de D,(G) e as arestas ordindrias que se interceptam em w formam

. : .. 27
um dngulo interno 6 de no mdximo T

Teorema 3.3.11 Sejam G grupo fuchsiano e D = D,(G) dominio de Dirichlet. Entao
o ladrilhamento {T(D); T € G} € localmente finito.

Demonstragao: Sejam ¢ € H?, K vizinhanga compacta de g e r = sup,{d(p, 2)}.
Como K é compacto temos que r < 0o. Suponhamos que exista uma sequéncia (7,)5°
de elementos distintos de G tal que K NT,(D) # @. Existe entdo sequéncia z, € D
tal que w, =T, (z,) € K NT,(D). Mas,

d(p, To(p)) < d(p, wn) + d(wn, T,(p)) = d(p, wn) + d(zn,p)
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< d(p,wy,) + d(w,, p) = 2r.

E como p néao é fixado por qualquer elemento de G, a sequéncia T),(p) é sequéncia
de pontos distintos contidos na bola fechada de centro p e raio 2r, contradizendo a
hipotese de as orbitas de G serem discretas. [

Teorema 3.3.12 Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Dirichlet

D

,(G) contém exatamente dois elementos.

Definigao 3.3.13 Seja P um poligono fechado convexo em H? (ouD?) e A o conjunto
de todas as arestas de P. Dizemos que o emparelhamento de arestas do poligono
P € o conjunto de isometrias & = {Ts ; 5 € A}, onde, para toda aresta § € A temos:

1. Eriste uma aresta 8 € A tal que Ts(3') = B;

2. As isometrias Ty e Ty satisfazem a sequinte relagio Ty = Tﬁ_l;
3. Se B for aresta de P entio 5 =P N Tﬁ_l(P).

Observacgao 3.3.14 Vemos entio que se D,(G) possui um nimero finito de arestas,
este € necessariamente um numero par. Mais ainda, dada uma aresta B existe uma
unica outra aresta B # [ e wm tnico elemento Ty € @ tal que Ty (B) = B'. Dizemos
neste caso que {3, 3} ¢ um par de arestas congruentes e que Ty relaciona o par, ou
entao que Ty emparelha as arestas. Observemos que se Ty relaciona o par (8,5},
entao TB_’I também o relaciona.

Teorema 3.3.15 Sejam D = D,(G) dominio de Dirichlet de G. Considere o conjunto
{T}; i € I} de elementos de G que relacionam arestas distintas de D. Entao {T;; i € I}
€ um conjunto de geradores de G.

Definicao 3.3.16 Sejam G grupo fuchsiano e D = D,(G) um Dominio de Dirichlet de
G. Definimos um ciclo de vértices (chamamos simplesmente de ciclo), como sendo
uma classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja, como um conjunto da
forma:

{T'(2);T € G,z e T(z) sao vértices de D,(G)}.

Exemplo 3.3.17 O grupo sequinte G = {hy,...,h;} possui dois ciclos de vértices
mostrados na figura [3.2.

Na figura 3.2 observamos que a isometria h; emparelha duas arestas, orientadas
com sentido contréario. Assim, os vértices 1 e 7 sdo relacionados pela isometria hy. A
isometria hy relaciona duas arestas orientadas com sentido contrario, e o vértice 7 se
relaciona com o vértice 13.

Pela isometria h7, os vértices 13 e 5 sao relacionados, observando que as arestas que
os contém estao orientadas com sentido contrario uma da outra. De forma analoga, o
vértice 5 se relaciona com o vértice 11 pela isometria hgz, o vértice 11 com o vértice 3
pela isometria hg, o vértice 3 com o vértice 9 pela isometria hy e fechando o ciclo de
vértices, relacionamos os vértices 9 e 1 pela isometria hs.
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c={1,7,13,511, 3,9}
v={2,12 8,4, 14,10, 6}

Figura 3.2: Dominio de Dirichlet com dois ciclos de vértices.

Teorema 3.3.18 Seja D,(G) dominio de Dirichlet de G. Sejam vy, ..., v, vértices de

um ciclo e sejam 01, ...,0, os dngulos nos respectivos vértices. Entao, se denotarmos
porm a ordem do estabilizador em G de um dos vértices do ciclo, temos que 61 + - - -+
27
0, =—.
m

Vamos examinar algumas consequéncias do teorema acima. Suponhamos que z nao
¢ fixado por nenhum elemento eliptico de G, o ciclo C' contendo z ¢ chamado ciclo
acidental e os vértices de tal ciclo sao chamados de vértices acidentais. Estes ciclos
sao caracterizados pelo fato de m = 1, isto é:

01+ +6, =2

Supondo que z é fixado por um elemento eliptico em G e que o estabilizador de z
tem ordem ¢, assim m = ¢. Entao

O +---+0,=21/q.
Definicao 3.3.19 Seja G um grupo fuchsiano. Entiao P é um poligono fundamen-
tal convexo de G se, e somente se, P € convexo e localmente finito no dominio

fundamental de G.

Teorema 3.3.20 (Teorema de Poincaré) Seja P um poligono fechado convexo em

H?, ® um emparelhamento de arestas e G = (®). Sejam vy, ..., v,, um ciclo finito com
angulos internos 0y, . . ., 0,, respectivamente e m a ordem do estabilizador em G de um
2T

dos vértices do ciclo. Entao se todo ciclo de vértices for finito, e se 1 +---+6, = —,
m

entao G € um grupo discreto e P € um poligono fundamental de G.
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3.4 Grupos Fuchsianos Co-Compactos

Nesta se¢ao estudamos o espago quociente H?/G, onde G ¢ um grupo de isometrias
agindo em H? de maneira propriamente descontinua. O quociente acima se relaciona
com uma superficie compacta orientavel. Antes, definimos conjunto limite de um grupo
fuchsiano.

Definigao 3.4.1 Seja G grupo fuchsiano e z € H?.
1. Chamamos de conjunto limite de G determinado por z ao conjunto
A(G)={C € EQ; ¢ € ponto de acumulagdo de G(z)}.
2. Chamamos de congunto limite de G ao conjunto

ANG)={C e o, ¢ € ponto de acumulagdo de alguma orbita G(z)} = U AL(G).

z€H?2
Exemplo 3.4.2 Seja G o grupo gerado por T(z) = 2z. Entao,

lim [T"(z)| = lim 2"|z| = oc.
n—oo n—o0

lim |[T7"(2)] = lim 27"|z| = 0.
n—o0 n—oo
De modo que A, (G) = A(G) = {0, 00}.

b
Definig¢ao 3.4.3 Seja T'(z) = az +
cz

tsométrico de T' ao conjunto:

€ Isom(H?) com ¢ # 0. Chamamos de circulo

)
zZ+—-|=7=7,
c| e

Observagao 3.4.4 Se considerarmos o modelo de Poincaré, veja defini¢aol2.4.3, pdgina
(22, podemos representar toda isometria na forma,

F(T):{zeC;|cz+d|:1}:{ZE(C;

d
com raio igual a 1/|c|, e centro ——.
c

C
T(z)= 2 a2 — o2 = 1.
cz+a

Neste caso, se ¢ = 0 temos que T € isometria eliptica fixando a origem, portanto
uma rotacao euclidiana e todas as distancias euclidianas sao preservadas. Se ¢ # 0
obtemos de modo inteiramente andlogo que o conjunto no qual T preserva as distancias
euclidianas € definido por,

a_l}
— ‘0‘7

C

F(T):{ZGC;|Ez+6|:1}:{ZE(C; z+

‘ . ) ‘ a
ou seja, continuamos com um circulo de raio 1/|c| e centro ——.
c
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Figura 3.3: Circulo isométrico da transformacao T(z).

Exemplo 3.4.5 Dada a transformagao T(z) = gig:;, temos |1 +1i]* — |i|* = 1, logo,

T(z) € Mob(D?). Assim, T(T) = {z =x+iy € C;(z —1)* + (y — 1)*> = 1} € uma
circunferéncia ortogonal ao disco D? (ver figura[3.3).

Definicao 3.4.6 Dizemos que um grupo fuchsiano G € grupo de primeiro tipo se
AG) = 0,.H2. O grupo G € grupo de segundo tipo se A(G) # 0, H2.

Definicao 3.4.7 A geodésica em H? unindo os dois pontos fizos de uma transformagao
hiperbolica T, é chamada eixo de T, que denotamos por E(T).

Definicao 3.4.8 Dado um grupo fuchsiano G, dizemos que G € co-compacto se o
espago quociente ]Dz/G € compacto.

Corolario 3.4.9 Um grupo fuchsiano G € co-compacto se, e somente se, todo dominio
de Dirichlet de G for compacto.

Definicao 3.4.10 Sejam G um grupo fuchsiano co-compacto e D,(G) um dominio de
Dirichlet de G com vértices fizrados por isometrias elipticas. Consideramos myq, ..., m,
as ordens dos vértices de Dy(G) e g o género da superficie compacta orientdvel D*/G.
O conjunto ordenado (g, mq,- -+ ,m,) € chamado assinatura de G.

Teorema 3.4.11 Se G € grupo fuchsiano de assinatura (g, mq,- -+ ,m,), entao a drea
2

i da superficie el ¢ dada por:
2 T
(%) -3 (- 1]

Em sua tese de doutorado, Edson Agustini [I] prova os seguintes resultados, que
nos possibilita exibir as isometrias que emparelham as arestas de um poligono no disco
de Poincaré:
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Proposigao 3.4.12 Seja P um poligono hiperbdlico regular de 4g arestas centrado na
origem de D? com um vértice no eixo real positivo. Entdo, as arestas de P estdo
contidos nos circulos euclidianos

1—|—sec— taml
C= 629 +k \/
1/2+2sec—

onde k=20,..., 49— 1.

Temos o trabalho de obter apenas uma isometria geradora de G.

e Rotulemos as arestas de P com 7, ..., Y44, DO sentido anti-horéario e a partir do
angulo zero no primeiro quadrante.

e Obtemos a translagao hiperbolica que emparelha as arestas v, e 3 de P.

e As outras isometrias sao obtidas por conjugacao com isometrias elipticas.

Proposigao 3.4.13 Seja P como na proposi¢ao anterior. A translag¢ao hiperbdlica que
emparelha as arestas v, e 3 € dada por

1/ 1+ cos( ”292 — /2 cos(zl)e”%

Q

1/2cos 25)€ Mgy — 1+cos(%)e
2 27
Fazemos uso de isometrias elipticas com centro na origem e angulo 30 + k— 1 ou
g g’
seja,
o D? — D?

z — (€ 353 AP

onde £ =0,..., 49 — 1, para obter as outras isometrias.

Exemplo 3.4.14 Considerando g = 2, um bitoro, obtemos a sequinte regiao funda-
mental,

Para obtermos a isometria ho, a partir da aresta b fazemos uma rotagao no sentido
horério até a aresta a. Aplicamos a isometria h; e obtemos a aresta c. Da aresta
¢, rotacionamos trés vezes no sentido horario até a aresta h. Assim, relacionamos as
arestas b e h pela isometria hs.

Obtemos agora a isometria hz. A partir da aresta e, rotacionamos 4 vezes no sentido
horéario até a aresta a. Aplicando hq, obtemos a aresta c. Da aresta ¢, rotacionamos 4
vezes no sentido anti-horario até a aresta g. Assim, relacionamos as arestas e e g pela
isometria hs.

Repetindo o mesmo argumento, obtemos uma relagao para a isometria hy.
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Figura 3.4: A agao topologica de G para obter o bitoro.

hy = p3ohiop
hs = pP_4 0 hy 0 py, (3.1)
hy = p1 o hyops

onde,
Pk - D? — D?

2 s (3R, (3:2)

Em termos de Matrizes, podemos escrever (3.2) e a aplicagdo h; da seguinte forma:

i (2k+1) 0
e'16
M,, = < 0 T (2k+1) ) ) (3.3)

e 16

Neild) i)

My, = V14 COS(4Z¢£ \/2cos(F)e _8' ). (3.4)
2cos(F)e 5) — /1 + cos(Z)e %)

Agora, por [B1)), B3) e (B.4) temos:

a, — ((VIFeosEe = Zeos(F)e )
” VZeos(§)e @ —/T+cos(Fe ) )
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Capitulo 4

Poligonos Cano6nicos para Grupos
Fuchsianos Finitamente Gerados

“Nao ha seitas em Geometria. Quando a verdade
¢ demonstrada, torna-se impossivel a formagao de
partidos ou faccoes.” Voltaire

Neste capitulo, estudamos os poligonos canonicos de Fricke, considerando um grupo
fuchsiano G finitamente gerado. Na obra Vorlesungen tiber die Theorie der automor-
phen Funktionen 1, Paginas 285 — 315, Leipzig, 1926, produzida em parceria com
Felix Klein, Robert Fricke definiu uma classe de poligonos fundamentais chamados de
canonicos. Tais poligonos se caracterizam pelo fato de serem regides convexas no plano.

Um poligono canonico P, segundo Fricke, depende da escolha de um determinado
sistema padrao de geradores S e de um grupo fuchsiano G, finitamente gerado. No
artigo, Canonical Polygons For Finitely Generated Fuchsian Groups, Princeton, New
Jersey, paginas 1—9, 1966, de Linda Keen, estudamos a demonstracao da existéncia dos
poligonos de Fricke, dado um grupo G, de género positivo e qualquer sistema padrao
de geradores S dado.

A demonstragao proposta por Linda Keen envolve construgoes explicitas e os argu-
mentos de continuidade usam aplicagdo quase-conforme, desenvolvida por Ahlfors [4]
e Bers [7]. Neste capitulo utilizamos as referéncias [9] e [15]. As figuras apresentadas
neste capitulo sdo reprodugdes da referéncia [15].

4.1 Preliminares

Definigao 4.1.1 Seja M uma superficie de Riemann. Dizemos que uma superficie
de Riemann M € do tipo finito, se M € uma superficie de Riemann compacta M e
dado um subconjunto finito E C M, M € conformemente equivalente a M\E. Se M
¢ uma superficie de Riemann, o género g de M e o nimero de pontos n (n > 0) no
subconjunto E sao determinados por M.
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Exemplo 4.1.2 O plano estendido C= CU{oco} € uma superficie de Riemann do tipo
finito, pois € uma superficie compacta e conformemente equivalente a esfera unitdria
menos o “polo norte" S?\{0,0, 1}, pela projecdo estereogrifica.

Observagao 4.1.3 Assim M é uma superficie de Riemann do tipo finito (g;n;m),
se for conformemente equivalente a M — {(p1,p2, s ) U(d1, da, ..., dn) }, onde M ¢
uma superficie fechada de Riemann de género g, os p; sao pontos e os d; sao discos
(pi # pjydinNd; =0 parai # j,p; & dj,n > 0,m > 0). Removendo cada ponto pj,
Jj =1,...,n, atribuimos um inteiro vj, com v; = 2,3,...,00 e v; < vy < ... < wv,. Entdo
dizemos que M tem assinatura (g;n;vq, ..., v,;m).

Uma superficie deste tipo é preservada sob equivaléncia conforme.
Uma superficie M com assinatura (g; n; vy, ..., v,; m) é representada por um grupo
fuchsiano G se:

1. G é um grupo propriamente descontinuo de transformacoes de Mobius
deixando o disco unitario D? fixo.

2. Se D% denota D? — {pontos fixos de isometrias elipticas em G } entao:

3. D?/G ¢ conformemente equivalente a J/\/[\—{(pr, woy ) U(dy, da, ... dy) }, onde
Vp = Upyp = ... =00 € ]D% /G é conformemente equivalente a

—

M —{(p1; -, Pn) U(d1>d2> oy dm) b

4. A aplicagao 7 : D* — D?/G ¢ localmente bijetora na vizinhanga de cada ponto
de D%, e cada v; ¢ associado a um tnico inteiro para cada py, ..., pr_1.

De agora em diante, vamos considerar apenas superficies de Riemann do tipo finito.
Os seguintes teoremas classicos sao fundamentais para a teoria que estamos discutindo.
E a demonstragao dos mesmos, podem ser encontradas no artigo de Bers [7].

Teorema 4.1.4 Todos os grupos fuchsianos finitamente gerados representam superfi-
cies do tipo finito.

Teorema 4.1.5 Existe um grupo fuchsiano finitamente gerado representando cada su-
perficie do tipo finito, com uma assinatura, desde que 3g —3+n+m >0 e se g =0,

m =0 en =4, entao:
4
Z'Uj > 8.
j=1
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4.2 Poligonos de Fricke

Se (g;n; vy, ..., v,;m) € a assinatura da superficie M, e G é o grupo que representa
M, dizemos que (g;n; vy, ..., v,;m) é a assinatura de G. Destacamos que a assinatura
de G é preservada sob conjugagao.

Seja G um grupo fuchsiano finitamente gerado com assinatura (g;n;vy, ..., Uy; m)
e suponha que R é o dominio fundamental de GG. Assim, dizemos que R é chamado
dominio padrao fundamental do grupo G se satisfaz as seguintes condigoes:

1. R ¢é limitada por 4g + 2n + 2m arcos de Jordan em D? e m arcos sobre a
fronteira de D?, formando uma curva de Jordan orientada, onde o interior de
R esta sempre a esquerda.

2. As arestas de R estejam devidamente colocados em ordem:

/

! ! ! / / ! / ! !
ay,bi,aq,by,a2,ba,a9,0y,...;a,,0,,c1,¢1,...,cpnyCpp, drs €1, dy, o Ay €, d

Tty g Vg m?

onde existem elementos hiperbélicos A;, B, e D; € G, © = 1,2,...,9, j =
1,2,...,m, tal que A;j(a;) = —a;, Bi(b;) = —b; e D;(d;) = —d;» e elementos
elipticos C}, € G de ordem vy, (se forem parabdlicos, vy = o), com k =
1,2,...,n, tal que Ci(cx) = —c;f. De tal forma que estes elementos satisfagam a
seguinte relagao:

Dy,...D\C,..C1 By A By Ay . Br P AT Bi Ay = L (4.1)

Observagao 4.2.1 A notacao AB significa que primeiro aplicamos B e depois apli-
camos A. Os ej, j =1,2,....m sao arcos sobre o circulo unitdrio S*.

Sabe-se que os elementos de
S={A,B,..,A,B;,Cy,...C,,Dy,....,Dp}

com a relagao A1l geram o grupo G. Chamaremos S de sequéncia padrao de ge-
radores de G. Dois dominios fundamentais sao equivalentes se dao origem & mesma
sequéncia padrao de geradores.

4.3 Teorema de Fricke

Consideremos S uma sequéncia padrao de geradores e py um ponto em D?. Nosso
intuito é obter uma curva poligonal fechada P(pg; S), sem auto-intersecgoes, sendo a
fronteira de um poligono de Fricke associada & sequéncia padrao de geradores S. Dado
um py € D?, obtemos os seguintes pontos através dos elementos de S:

Py = AfiBfl(po), p3 = A7 (po), p3 = By (po), Pt =p1 = Bflflflgpo),
pi = A5132A2(p1)7 P} = BoAs(p1), P} = As(p1), pl =p2 = B2_1A2_132A2(p1)7
p3 = A3 ' B3As(p2), p3 = B3As(p2), p3 = As(p2), p3 = ps = By ' A3 B3As(pa),
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pgl]—l = Ag_lBgAg(pg—l)v p?]—l = BgAg(pg—l)a pg—l = Ag(pg—1)7
P§_1 =DPg = Bg_lAg;lBgAg(pg—l)7

Pg+1 = C1(pg)s Pg+2 = C2(Pg+1);-- -5 Pgtn = Crn(Pg+n-1),

Pg+n+1 = D, (pg+n)7 Pg+n+2 = Dy (pg+n+1)7 <oy Dg+n4+m = pé = Dm(pg-i-n-i-m)-

Rotulemos os pontos fixos de Cy,Cs,...,C, por qi1,q2,...,q,. Se I; ¢ o circulo
isométri-

co de Dj, entao I; intercepta o eixo de D;. Considere r; o ponto final de I; no
lado esquerdo do eixo de D;. Entao r; = D,(r;) também é um ponto & esquerda do
eixo de D;. Unindo os pontos obtidos acima por segmentos nao euclidianos de reta,
obtemos o poligono de Fricke associado (ver figura [A.1):

Po a P, P a po, Po a Py, Py aps=m

p1api, piapi, piapi, piapi=p

1 3 4
P2 a p27 L 7pg—1 a pg—l = pg
Pg @ 41, q1 G Pg+1, Pg+1 @ q2,...,qn A Pgin
/ / /
1
Pg+n @ T1, T1 @ Pg+n+1, Pg+n+1 @ T2, Ty G Pg4n+2;5---5 Ty @ Pgtn+m = Po

Chamamos a curva resultante de poligonal P(pg, S). Se esta curva for o limite de um

dominio fundamental para G (e portanto, para o poligono de Fricke), dizemos que py
¢ um ponto adequado. Se P(pg, S) é também estritamente convexo (i.e. todos os
angulos internos sao estritamente menores que 7, exceto para aqueles em que vértices
sao pontos fixos de transformagoes elipticas de ordem 2), dizemos que py é um ponto
adequado.

Figura 4.1: Regiao padrao fundamental.
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Observacao 4.3.1 Se pg € um ponto adequado, a soma dos dngulos dos vértices que
compoe o ciclo acidental (isto é, o ciclo que contém todos os vértices que sao imagens
de po) € 2.

Teorema 4.3.2 (Teorema de Fricke) Seja G um grupo fuchsiano finitamente gerado
com assinatura (g;n; vy, ..., v,;m), e assuma que 3g — 3 +n +m > 0. Entdo, existem
pontos adequados para qualquer tipo de sequéncia padrao de geradores S.

Observacgao 4.3.3 Fricke chamou os poligonos correspondentes para pontos adequados
de poligonos canénicos. A prova do teorema [{.3.9 estd contida na demonstragao
dos teoremas abaizo. Dizemos que P(p*,S) é um poligono canénico de Fricke
pertencente a S.

4.4 Teorema Principal, parte 1

Teorema 4.4.1 (Teorema Principal, parte 1) Seja G um grupo finitamente ge-
rado do primeiro tipo com assinatura (g;n; vy, ..., v,) € assuma que g > 0 e 3g—3+n >
0. Dada qualquer sequéncia padrao de geradores S = {Aq, By,..., Ay, By, Ch,...,Cy}
os etxos de Ay e By se cruzam, e seu ponto de intersegao p* € um ponto adequado.

Demonstragao: Primeiro, obtemos uma constru¢ao de um poligono candnico de
Fricke, para um determinado grupo Gy, com assinatura estabelecida. O teorema segue
entao por um argumento de continuidade.

Inicialmente, consideremos o primeiro quadrante de D?. Sobre o eixo real positivo
e imaginério erguemos segmentos perpendiculares sobre um parametro p.

Unimos os pontos finais destas perpendiculares por um arco circular concéntrico a
D?. Em seguida, partimos este arco em 4(g — 1) + 2n subarcos iguais. Rotulamos esta
divisao em pontos sucessivos pi,pa, . . ., Da(g—1)+2n+1-

Obtidos os pontos como acima, unimos p; @ Pz, P2 @ P3, ..., Pa(g—1) @ Pa(g—1)+1
por segmentos nao-euclideanos de reta e desenhamos segmentos de reta da origem aos
pOIltOS Pag—2, P4ag,-- -, p4(g—1)+2n (Veja a ﬁgura @D

Se n > 0, obtemos o ponto ¢, através do segmento de reta que passa pela origem
e pelo ponto pyg_9, onde angulo formado por um segmento nao-euclideano unindo ¢; a
Pa(g—1)+1 € este segmento de reta é 7 /v1, sendo o angulo total nos vértices pyg_s, Pag—2 €
pag—1 igual a 27/v;. Repetimos esta construgdo para obter os pontos ¢a,..., ¢,. Se
v; = 00, entao ¢; ¢ um vértice ideal.

Observamos que a soma dos angulos nos vértices acidentais, isto ¢, p;, com j =
1,...,4(¢g—1)+1,49—1, 49g+1,..., 4g+2n+1, 0, ip e p, ¢ uma fungao continua
de p. Unimos pyg-3 @ pag—1, Pag—1 @ Pagi1s---, Pigyan—1 @ Pagyant1 POT segmentos
nao-euclideanos de reta. A soma dos angulos internos deste poligono truncado tende a
37/2 quando p tende a 1.

O poligono original consiste no truncamento de n triangulos. Fazendo p tender a
1, todos os vértices dos triangulos tendem para a fronteira ideal do disco e portanto,
a soma de seus angulos internos tendem a 27 /v;. Quando p tende a zero, o poligono
truncado é quase-euclideano. Isto é, uma figura convexa com 4¢g + n arestas.
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Figura 4.2: Regiao padrao fundamental, grupo G com assinatura (2;2; k, 00; 0).

Uma vez que a soma dos angulos internos de um poligono euclideano é (K — 2)m,
onde K ¢é o ntimero de arestas, a soma dos angulos do poligono original nao-euclideano
definitivamente excede 27 para p pequeno. Concluimos que para algum p a soma dos
angulos do poligono é exatamente 27. Efetuando nossa construgao para este p, obtemos
um poligono Ry satisfazendo todas as condigdes do teorema de Poincaré.

Portanto, o grupo Gy gerado pela sequéncia Sy de segmentos nao-euclideanos indi-
cado na figura[d.2]é fuchsiano com a assinatura desejada. Além disso, Ry é um poligono
de Fricke de G pertencente a sequéncia padrao de geradores Sy. Notamos que A e
BY sdo isometrias hiperbdlicas cujos eixos conectam pontos do eixo real e imaginério
respectivamente, de modo que Ry satisfaz todas condi¢oes do teorema [4.4.1] [

Lema 4.4.2 Para qualquer grupo fuchsiano finitamente gerado G, com assinatura,
existe uma regiao padrao fundamental R tal que cada arco limite é C'* e os dngulos
nos vértices acidentais nunca sao 0 ou .

4.5 Argumento de Continuidade

Voltemos a prova do teorema principal. Seja R um dominio padrao fundamental
para um grupo G satisfazendo todas as condigoes do lema Uma vez que Gy e G
possuem mesma assinatura, Ry e R tém o mesmo nimero de arestas. Podemos definir
uma aplicacao continua,

W : Ry — R.

Definindo-a primeiro sobre os limites das regioes Ry e R com respeito as identifi-
cagoes, e extendendo ao interior por quase-conformidade. Uma vez que as identifica¢oes
sejam respeitadas, temos que para todo Ag € Sy existe A € S tal que,

W(Ao(2)) = A(W(2)), (4.2)
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sobre a fronteira de Ry. A aplicacao Ag — A é um isomorfismo de Gy em G através
do qual podemos extender W para o resto do disco unitario, tal que a equagao (£2]) é
valida. Assim W ¢ um homeomorfismo de ID? sobre si mesmo e assim, quase-conforme
no interior e sobre a fronteira de Ry. Uma vez que é uma aplicagao quase-conforme em
todo o disco, podemos extendé-la para o disco fechado. Definindo

wlz) = = (4.3)

observamos que |u(z)| < k < 1 em D? e por Bers [7] temos que,

WAG))DA (z) = p(2)A'(2) V Ae G. (4.4)

Sem perda de generalidade, podemos supor que W(0) =0 e W(1) = 1, pois se B é
uma transformacao de Mdbius tal que B(W(0)) = 0 e B(W(1)) = 1, podemos trocar
G por B7'GB. Consideremos as fungoes tu(z), tal que 0 < t < 1 e definimos W™
como uma solu¢ao da equagao de Beltrami W5 = tuWV,, de forma que W aplica o disco
unitéario fechado sobre si mesmo, fixando os valores 0 e 1.

Observemos que W™ é quase-conforme por defini¢ao, e continua em t. De fato,
set =0, W* =1d, eset =1, W' = W. Por por Bers [7], A" = (W*)"1o Ao
Wi ¥V A € @ é uma transformagao de Mobius e S™ = (W#)~! o Sy o W uma
sequéncia padrao de geradores do grupo G*. Assim, G* é um grupo fuchsiano se G
o for.

Suponhamos que p; seja um ponto de interse¢ao dos eixos de Ai“ e Bf“ . Podemos
Vver que esses eixos sempre se cruzam, pois os pontos fixos de A% e Bl se separam um
do outro para t = 0, e uma vez que W™ ¢ um homeomorfismo do disco fechado, os
eixos estao sempre separados um do outro.

Definimos entdo P, = P(p}, S*). Afirmamos que o conjunto dos ¢ * para cada ponto
p; adequado, é um conjunto nao vazio, aberto e fechado, consistindo de todos os £,
com 0 < ¢ < 1. O conjunto é nao vazio pois contém ¢t = 0 e py = pj; ¢ um ponto
adequado por construgao. Suponhamos que pj seja um ponto adequado e [t — o
pequeno. A curva P, estd muito proxima da curva Py, e uma vez que Py, é uma curva
simples e estritamente convexa, P, também ¢é simples e estritamente convexa.

Como os elementos de S satisfazem a relagao 1] a soma dos angulos nos vértices
acidentais ¢ um multiplo de 27. Como P, estd muito proxima de Py, a soma de seus
angulos tende a 27 e portanto, exatamente 27. Pelo teorema de Poincaré, P, é uma
regiao fundamental para G e portanto ¢ um poligono de Fricke pertencente a S™.

Consideremos t; — t e pf{j um ponto adequado Vj. Entao para N grande,
\p:fN — p;| é pequeno, sendo o limite de uma sequéncia de poligonos estritamente con-
vexos, poligonos convexos ou um segmento de reta. Se o limite fosse um segmento de
reta, os eixos de A% e Bi* seriam coincidentes. Isto ¢ impossivel, pois os pontos fixos
de A% e B estdo separados um do outro.

Concluimos que o poligono limite é um poligono convexo e assim, um poligono
fundamental para o grupo G*. Concluimos que p; é um ponto adequado para todo t,
onde 0 <t < 1.
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Teorema 4.5.1 (Teorema Principal, parte 2) Seja G um grupo fuchsiano fini-
tamente gerado do segundo tipo com assinatura (g;n;vy,...,v,;m), g >0 e 3g —
3+ m+n > 0. Dada uma sequéncia padrao de geradores , S = {Ay, B1,...,Dp}, 0s
eixos de Ay e By se cruzam. Seu ponto de intersegao p* é adequado e leva a um unico
poligono de Fricke estritamente convexo P(p*, S). Chamamos este poligono também
de poligono candnico de Fricke.

Demonstracao: A demonstragao deste teorema, como o teoremald.4.T] segue por con-
tinuidade. De forma anéloga, erguemos perpendiculares sobre os eixos real e imaginario
ao longo do parametro p, no primeiro quadrante e unimos os extremos das perpendic-
ulares por um arco concéntrico a D?.

Figura 4.3: G possui assinatura (2;2; k, 00; 2).

Dividimos este arco em 4(g—1)+2n-+4m subarcos iguais e rotulamos as subdivisoes
em pontos pi, . . ., Pa(g—1)+2n+dm1- Encontramos os pontos ¢, ..., ¢, como no teorema
447l e unimos por segmentos nao-euclideanos de reta os pontos:

b1 G P2, P2 A P3, P3,---, Pag—4 A Pag—3, Pag-3 A (1,

q1 @ Pag—1, Pig—1 @ G2, G2 A Pag+1y-- -5 Gn @ Pag—4+42n-
Desenhamos semi-retas da origem aos pontos pag—1)+2n+2, Da(g—1)+2n+4s - - - ;
Pa(g—1)+2n+4m € denotemos os pontos finais destas semi-retas por 71, ra,..., Top. E

por tltimo, unimos por segmentos nao-euclideanos de reta os pontos (ver figura [4.3)),

Pa(g—1)+2n+1 @ T1, T2 & Pa(g—1)+2n+5, Pa(g—1)+2n+5 & T3, .-, T2m & Pa(g—1)+2n+4m+1-

Usaremos o mesmo argumento que foi utilizado antes para fixar o valor de p e assim
aplicar o Teorema de Poincaré . Desta forma, obtemos um grupo Gy gerado por uma
sequéncia padrao de geradores Sy = {AY, BY, ... C?,..., DY ..., D"}, onde a regiao
Ry é um poligono de Fricke pertencente a Sy.
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Lembremos de que na defini¢do de P(po; S), fixamos os vértices nao-parabolicos
sobre a fronteira de D? como pontos finais de circulos isométricos. Podemos alterar

Ry substituindo 71, r3,..., T, por um conjunto de pares de pontos relacionados por
Dy, Ds, ..., D,, e assim, obter um poligono de Fricke associado.

Portanto, afim de tornar Ry um poligono candnico de Fricke trocamos 77, 73, ...,
Tom—1 por pontos finais ri, 79,..., 1, dos circulos isométricos de Dy, Ds,..., D,,,
situados & esquerda de seus eixos. Em seguida, definimos: r; = Di(ry),..., r, =
D, (ry). O poligono canonico é agora o poligono candnico exigido para o grupo G.
Todos os argumentos de continuidade seguem como no teorema [4.4.11 ]
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Capitulo 5

Emparelhamentos para Poligonos
{24X+ 4,4} e {24)\ — 12,4}

“O que nos torna tmediatamente felizes é a alegria
do pensamento, pois essa boa qualidade se recom-
pensa logo, por si mesma.” Arthur Shopenhauer

Neste capitulo obtemos todas as isometrias que emparelham as arestas dos po-
ligonos relacionados aos ladrilhamentos de tipo {24\ + 4,4} e {24\ — 12,4}@, isto é,
poligonos com 24\ +4 e 24\ — 12 arestas e tendo em cada ciclo 4 vértices. Conseguimos
também uma expressao geral para seus ciclos através das fungdes de emparelhamento
e por ultimo, usamos o algoritmo proposto por Linda Keen na pégina b1l para obter
os poligonos canodnicos de Fricke para tais grupos. Para este capitulo, utilizamos as
seguintes referéncias [1], [I5] e [I9]. As figuras apresentadas nesta segao sao reprodugdes
da referéncia [19].

5.1 Emparelhamentos do Ladrilhamento {24\ + 4,4}

Nesta se¢ao construimos um emparelhamento generalizado para um ladrilhamento
de tipo {24A+4,4}, onde A € N. Vimos na defini¢aoB3.3.13 que um emparelhamento de
arestas de um poligono consiste de um conjunto de isometrias que relacionam as arestas
de um poligono, duas a duas, a fim de obtermos superficies compactas orientéveis.

Segundo Oliveira [19], as isometrias do ladrilhamento {24\ +4,4} geram um grupo
fuchsiano G'{a4x44,4}, tal que o quociente D?/ G'{24244,4) ¢ uma superficie compacta ori-
entéavel.

Assim o grupo Gasat4,4) consiste de isometrias «;, 3; e 1 que relacionam duas-a-
duas as arestas (7; e 7;) e os vértices (v; e v;), pelas isometrias. Para o ladrilhamento
{24X + 4,4}, vamos construir o emparelhamento como segue.

'Estes foram gerados por Jodo de Deus [19] e correspondem aos casos {12n — 8,4} e {12n — 12,4}.
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Para A > 1, consideremos:

aq (7'3>\) = T15)0+2
4! (76,\+1) = T24)+3

Bi(mer) = ToA+2
Bo(Tonsd) =  Toarsos

ParaA>1ek=0,..., (3\ — 2), consideremos:

Qo4 2k (7'3A+1+k) = T150—1-3k
Q342k (7'3)\—1—19) = T15A+5+3k)
. 3 )

Para A impare k=0, ..., 5()\ — 1), consideremos:
Bsrar(Torrator) = ToA+6-+6k
ﬁ4+4k (7' 6>\+4+6k) = T6A+T7+6k
ﬁ5+4k(7'24,\+1—6k) = T24N—2—6k

ﬁ6+4k (7' 24)\—6k) = T24AN—3—6k >
Breea(Tisn) = Tisats
62—1—6)\(7_15)\—1—1) = T15M+45
1

Para A pare k =0,..., =(3\ — 2), consideremos:

B34ak (T6>\+3+6k) = T6A+6+6k

ﬁ4+4k (7' 6>\+4+6k) = T6A+T7+6k

ﬁ5+4k(7'24,\+1—6k) = T24N—2—6k
Bo+rak(Toar—6k) =  Toar—3—6ks

5.2 Ciclos de Vértices do Ladrilhamento {24\ + 4,4}

Nesta secao descrevemos os ciclos dos vértices para o emparelhamento de tipo
{24\ +4,4}. Na definigao B.3.T06 vimos que um ciclo de vértices consiste de uma classe
de equivaléncia de vértices congruentes.

Denotamos os conjuntos da forma C,, por ciclos de vértices para o ladrilhamento
de tipo {24) + 4,4}, onde cada v; é o representante da classe de vértices congruentes.
Observamos que cada ciclo de vértice tem comprimento 4, sendo o tltimo elemento do

ciclo a identidade.

Os vértices v; sao acidentais, ou seja, nao sao pontos fixos de isometrias elipticas.
Tendo cada ciclo de vértice 4 elementos, o angulo em cada vértice ¢ 7/2 e a soma dos
angulos para cada ciclo de vértice é 27. Para o ladrilhamento {24\ +4,4}, onde A € N,
vamos construir os ciclos de vértices como segue.

Para A\ > 1, consideremos:

Cy, = {Ul, a(ax-1)(“1)> 56(9(&—1)(211)), 55_1(56(04(&—1)(211))),
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By (85 (Bo(aver-—1) (1)) }-

Cogrsny = {01 B1(versn))s 1 (Br(veas1)))s Ba ' (71(Br(versn)))),
Y1 (B2 (n(Br(veasny)))) -

Cv(w {U 6x)s Bi(ven)s Ba(B1(vien)), B (Ba(Bi(vien)))s
er—z) (Br " (Bs(Br(vien) -

Para A par, consideremos:

Cogry = {060, 2 (Van)), Borsay (@) (0an)), Bioxsn) (Bgrsay (@ (ven))),
gt (Bertn) (Baasa (@) (ven)))) -

Cogniny = 10EA11)s @2(vEat)), 5(_5_1)(@2( @a))s Ben (B ex-1(@2(vErin))),
i (Bion ((B_1y (a2(versn))) -

3
Para A pare j =0,..., (5)\ — 2), consideremos:

Cogray = {02r25)s Aer-3-4)(V2125))s Blgyay (Qor—3-17)(V(2427)));
Bs+45) Bz (Ver-3-1j) (V125)));
a(_(ik—l—4j)(6(5+4j)(ﬁ(_fj}|-4j)(a(ﬁ)\—3—4j)(U(2+2j)))))}'

Coggrzgy = {V3+23)s er—s5-45)(V3+25))5 Bao+4j) (er—s-1) (V(3+27))),

Biosag) (Baorai (er—s-4) (V(3+25))))

Aon_s-a7) (Biorag (Baorap) (@er—s-aj) (Va125))))) }-

Coer a2 = {Ver—2-27)5 N6r—4-47) (V(6r—2-25) ) B(r+4j) (¥(6r—1-15) (V(6r—2-25)));
Baag (Beray (Qer-a-aj) (ver-2-27))));

A on—s-17) Biarag (Baran (@era—a) (vVer—2-27)))) }-

Cooro1-2 = {06r-1-2)): Vor-2-47) (Ver-1-27)); Bi4j) ((er—2-1) (Vior-1-27))).
ﬁ(4+4j)(ﬁ(_:;iélj)(a(ﬁ)\—2—4j)(U(6)\—1—2j))))>

on_asj) (Baran (Bhay (Qer2-a5) (Ver-1-2))) }-

Para A fmpar e A > 1, consideremos:

Coinyy = {0er-1); @3(vEr-1)), ﬁ@i)(as(v(gx—n)), 6(6)\—1)(6(_(5\) (as(viEr-1))))s
s (Ber-—1) By (@a(var-1)) -

Cony = {v6r-3), a1(v(er-3)), ﬁ(_6i+1)(a1(v(6)\—3)))7 5(6A+2)((5(_6i+1)(a1(v(6x—3)))),
a3 (Biox+2) (Bigas1y (@1 (vier-3))) }-

Cognry = 10Er11): @2(vEat1))s Bearn (@2(vEat)), ﬁ(_(;}wz)((ﬁ(ﬁkﬂ)(O‘Z(U(%H))))’
o 1(5(6>\+2 ((5(6,\+1 (a2(0(3A+1)))))}'

CU(SMQ) = {0(3,\+2),CY4(U(3/\+2)),6(_6}\_3)(044(0(3,\+2)))> 5(6A—2)(ﬁ@}\_g)(%(v(s/\ﬂ)))),

a3 (Bor—2) (Bgr_s) (Qa(veata)))) }-

1
Para X\ impar, A >3ej=0,..., 5(3>\ —5), consideremos:
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Cu(2+2j) = {v(2+2j), A6r—3-1)(V(242j)), 5@14]-)(a(GA—3—4j)(U(2+2j)))a
Bs+47) (Bigyaj (er-3-17) (Va127))),

n-1-15) Bi+47) (Blgagy (or-3-17) (V212)))) }-

Coarayy = {VB+25), ¥er-5-17)(V3+27)), Bro+aj)(er—s5-15) (V3425)));
6(_9}|_4j) (Bao+aj) (@er—s—1j) (V3+25))));

Aor_s-17) (Biotag) (Baoray) (@er—s-15) (va125))))) }-

Coororzy = 106r-1-2))s Uor—2-47)(V6r-1-2)))s Bzhajy (Qer—2-45) (Vier-1-25)));

Bataj) (B (er—2-4j) (Vr-1-2)))

Aonaa7) (Barai) (B aj) (@r-2-45) (Ver-1-27))))) }-

Cv((ﬂ,%%) = {U(G)\—2—2j)> a(6A—4—4j)(U(6)\—2—2j))> 5(7-1—4]’)(Q(G)\—4—4j)('U(G)\—2—2j)))a

B Berrap (er-1-1j) (Vr-2-2))),

a(_(3£\_6_4j)(ﬁ(_gi_@)(ﬁ(7+4j)(a(ﬁ)\—4—4j)(U(6)\—2—2j)))))}‘

Segue agora a descricao de todos os ciclos, onde exibimos apenas seus vértices,
diferente da construgao que fizemos acima, onde os vértices de cada ciclo sao descritos
em termos de isometrias do grupo G{asa44,43. Para o ladrilhamento {24\ +4,4}, vamos
construir os ciclos de vértices como segue.

Para A > 1, consideremos:
CU(MH) = {U(6>\+1)a V(62+2) s V(24243) s V(241+4) }
Para k=0,..., (3A — 1), consideremos:
C”U(1+2k) = {U(1+2k)7 V(242—6k) > V(24X—2—6k) U(24)\+2—6k)}-

Cv(2+2k) = {U(2+2k)7 V(242—3—6k) s V(24\+1-6k), U(241—1—6k) }

5.3 Poligono Canoénico de Fricke do Ladrilhamento
{24\ + 4,4}

A partir do modelo de Linda Keen (ver pagina [51]), construimos um algoritmo que
gera o poligono de Fricke relacionado ao grupo G'{24a14,4}. Como vimos na generalizacao
dos ciclos, cada elemento do ciclo é descrito em termos de isometrias do grupo. Assim,
unimos os vértices obtidos por geodésicas, de tal forma que obtemos uma regiao convexa
em D2, relacionada ao grupo G2an44,4}-

Vamos construir o algoritmo para obtermos os poligonos de Fricke relacionados aos
ladrilhamentos de tipo {24\ + 4,4} como segue.

Para A par e A > 2, unimos os pontos:
vy = By (B (B (aer-1(v)))) a vy = agy ) (Be) (B (er-3) (v2)))),
U(g) a,

Para A pare k=0,..., (g)\ — 2), consideremos:
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V3 42k) = Oé(_GlA_g_M) (5(_914,6) (B1o+ak) (@ er—5-1k) (V(342K)))) )5
V(3+2k) & V@a42k) = a@§_5_4k) (5(9+4k) (5(_1(1)+4k)(Oé(GA—7—4k)(U(4+2k))))),
V(442k) Qs

Para A par, consideremos:
vt = o (Bex (Ber—n (@@ (vean)))) a,
V(sa+2) = 04(_2; (5(_61\) (5(6/\—1) (04(4) (U(3>\+2)))))7

V(iEat2) 4,

3
Para A pare k=0,..., (5)\ — 3), consideremos:

U(3A+3+2k) = O‘(_4£r4k) (Ber—a—ar) (5@1\_5_4@ (a(61ar) (VEr+3428)))))5
V(3a+3+2k) & V@R +4+42k) = a(_63-4k)(ﬁ(_6i_4_4k)(5(6)\—5—4k)(a(8+4k)(v(3>\+4+2k)))))7
V(BA+4+2k) &

Para A par, consideremos:
ver-1) = O er—a) (B (Bz) (or—2) (Ver-1))))) @ ven) = gy o) (B (B (B (ven)))),
Ver) @ VBrt1) = 7(_1;(5(_2;(7(1)(ﬁ(1)(U(6A+1)))))> Ver+1) @ Veas2) = Ba)(Vert1)),

Vr+2) & Uer+3) = 5(1)(27(6,\)), Vrx+3) & Uer+4) = ﬁ(_g,)l(oé(m—m (U(ﬁ,\—l))>
Verrd) & Ueats) = 5@)1 (Besy(Bay(ven))), Verts) @ Ver+e) = er—2) (Ver—1)),
verte) @ Ve = B (B (ven),  vertn a vens) = By (B (awr—2)(ver-1),
Ver+8) &,

Para A pare k=0,..., (g)\ — 2), consideremos:

V(624+9+6k) = Q(6A—4—4k) (U(G)\—2—2k)> A V(6A+10+6k) = ﬁ(_714k)(04(6>\—6—4k) (U(6>\—3—2k))7

V(6A+10+6k) & V(6A+11+6k) = 5(_814;@ (5(7+4k) (04(6,\—4—4k) (U(6>\—2—2k)>)7
UA+114+6k) & U(6M+12+6k) — C(6A—6—4k) (U(6>\—3—2k))7

Ver+12+6k) & U(6A4+13+6k) — ﬁ(7+4k)(CV(G,\—4—4k)(U(6,\—2—2k))>
V(er+13+6k) & V(6A+14+6k) = ﬁ(8+4k)(ﬁ&i%)(a(ﬁ)\—b‘—%)(U(6A—3—2k)))>

V(62+14+6k) s

3
Para A pare k=0,..., (5)\ — 1), consideremos:

V(15A+3+6k) = C(1+4k) (U(g,\—%)) a  VaAs +4+6k) = 5(6,\+2—4k) (04(3+4k) (U(3)\—1—2k))7

V(15a4+4+6k) & VU(A5M+5+6k) — 5(6A+1—4k)(5@i+2_4k)(a(1+4k) (U(3A—2k)))>
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V(15 +5+6k) & U(15\+6+6k) :05(3+4k)(v(3)\—1—2k))7

V(sAL6+6R) & VAsATHER) = Bgara—ar (C1+ak) (Var—2k)),

V(A15A+7+6k) & U(15A+8+6k) :ﬁ(_f;}\ﬂ_%)(5(_6}\+2_4k)(a(3+4k)(U(3A—1—2k)))>
V(15A+8+6k) s

Para A par, consideremos:

V(©24r+3) = ’7(1)(5(1)(0(6,\+1)) a U(24x+4) 5(2 ( (5(1 (v (6A+1) ),

V(24x+4) @ U(1)-

Para A impar e A > 1, unimos os pontos:

vy = By (B (Be) (aer-1) (1)) a ve) = agy_y (Bs) (B (-3 (vz))))),

U(g) a,
] 1 .
Para \ impar, A >3ek=0,..., 5(3)\ — 5), consideremos:

Uarar) = Ogr_s_ar) Biorar (Baorary (er—s—ar) (Va121)))));
V(34+2k) & U(a42k) = a(GA 5— 4k)(5(9+4k)(5(_1(1)+4k)(0‘(6/\—7—4k)(v(4+2k)))))7

V(442k) Qs
Para A impar e A > 1, consideremos:
vy = g (Borra) Berin (@ (vay)))) a,

Uy = g (Bn ) Boren (@@ (vean)))s

UEa+1) &
1
Para \ impar, A >3ek=0,..., 5(3)\ — 5), consideremos:

V(3a4-2+2k) = O‘(_2£L4k) (6(6/\—2—419) (5(}}\_3_4@ (a(4+4k) (U(3)\+2+2k)))))>

VEa+242k) & U@BA+34+2k) — 04(711416)(5(_&_2_4@ (ﬂ(GA—3—4k)(a(6+4k)(v(3A+3+2k)>)))7

V(BA+3+2k) &,

Para\ impar e A > 1, consideremos:

Ver-1) = Agr_py (B (Bz) (er—2) (V6r-—1))))) 2 v = Qgr_g) (B (B (B (v

63)))));

Ver) @ Versl) = 7@%(5(_1(7(1 (Bay(wersn))))s Vet a verr2) = Bay(vers1)),

Vert2) @ Vea+s) = By (Ven)), V(6Ar3) & Ueratd) = 5(_3)1 (aea—2)(V@6r-1)),
Verta) & Vens) = B (B (Buy(ven))s  Veres) @ veats) = a2 (Ver-1)),
verte) & Ve = B (B (en)s Ve a veas) = Bay (B (w2 (ver-1))),
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Uer+s) @,
1
Para X\ impar, A >3ek=0,..., 5(3)\ — 5), consideremos:

V(6A4+-9+6k) — C(6A—4—4k) ('U(ﬁ)\—2—2k)) a  U(6r+10+6k) = ﬁ@i4k)(a(6,\—6—4k) ('U(ﬁ)\—?,—%))a
V(A+1046k) @ U(GA+1146k) = 5(_8},_4k)(5(7+4k)(05(6)\—4—4k)(U(G)\—Z—Zk)))a

Ver+11+6k) & V(6A+12+6k) = 04(6)\—6—4k)(v(6)\—3—2k))>

V(6A+12+6k) A& UV(6A4+13+6k) — 5(7+4k)(04(6A—4—4k)(U(G,\—2—2k)),

V(A+13+6k) & U(6A+144+6k) — 5(8—1—414)(5(7},.4@(05(6)\—6—4k)(U(6>\—3—2k)>>7

V(624-14-+6k) Qs

Para A fmpar e A > 1, consideremos:

vasy = @) (Uearn) & vasan) = Beagn (@) (V)

V(sa+1) @ U(1s5a42) = 5(_6}\”) (5(6>\+1)(Oé(2)(v(3/\+1)))7
Visa+2) @ Uasa+3) = ) (vsy)), V(15x+3) @ Vasa+a) = Bear1) (@) (VEas)),
Vasata) & Vasaes) = Berea) (Bigag) (@m (),

U(asa+5) &,
3
Para X impar, A >1ek=0,..., 5()\ — 1), consideremos:

V(15 +6+6k) — (3+4k) (U(3)\—1—2k)) A V(A5 +7+6K) = 5(6,\—4k) (04(5+4k) (U(3)\—2—2k))7
V(A5A+T+6k) & U(150+8+6k) = B(6A—1—4k) (ﬁ@§_4k)(04(3+4k) (VEA—1-28))),
V(1sA+8+6k) @ V(15 +9+6k) — X(5+4k) (U(3)\—2—2k))7

VA5A+9+6k) & U(15A41046k) = B@§_4k)(a(3+4k) (VEA—1-2k) )5

V(1524+104-6k) & UV(1574+1146k) — ﬁ(_f;i_l_4k)(ﬁ(6>\—4k)(a(5+4k)(v(3>\—2—2k)))>
V(15A+11+6k) Qs

Para A impar e A > 1, consideremos:

Viear+s) = Y0 By (Ver+1)) & V@arsa) = 5(_2;(7(1)(5(1)(27(6)\4-1)))

V(4ar+4) & V). ]

5.4 Matrizes do Ladrilhamento {24\ + 4,4}

Nesta segao exibimos todas as isometrias do grupo fuchsiano Gyasny4, 43. Inicial-
mente, precisamos obter uma isometria «; para obtermos todas as outras isometrias
do grupo. Por Edson Agustini [1], todas as outras isometrias do grupo G (24744, 4y 530
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obtidas por conjugagao com transformacoes elipticas:

- D2 — D? ,
P i) (5.1)

z — ety

onde \>1, A € Nek=0,..., 24\ + 3.

Para obtermos a matriz de «q, fixamos duas arestas do poligono, a saber: 73, e
Tisa42, tal que aq(73)) = Ti50p12. Primeiramente vamos obter o caso geral, ou seja, o
emparclhamento para duas arestas 7;, e 7;, quaisquer.

Os poligonos relacionados ao grupo Gasrta, 43 possuem 24\ + 4 arestas. Assim os
poligono sao divididos (veja os poligonos na se¢ao [£.9) em 24\ + 4 tridngulos isosceles,
tendo cada triangulo na origem do disco D? um angulo 27 /(24\ + 4). Cada triangulo
possui uma aresta ao longo de um circulo isométrico.

Desta forma os centros euclideanos dos circulos isométricos, que obtivemos através
do desenvolvimento dado por Edson Agustini [I], sdo dados por:

. (24141) 1+ sec(=%=

Cle == e“r 25&14 \/#7 (52)
. @ig+1) |1+ sec(==

CTj2 == em—zii—h \/#7 (53)

Consideramos uma isometria hiperbolica em D?:

a; : D2 — D?
az+¢ (5.4)

tal que a, ¢ € Ceaa—cc =1, que emparelha as arestas 7;, e 7;, do poligono. Assim,
art D — D2

az—°¢C (5.5)

z .
—cz+a

Os circulos isométricos de a; e o' sdo, respectivamente:

a 1 a 1
I(o)=<z € D% |z24+—-|=—% e I'(a;') =32 € D?% z——‘:— 5.6
@)= { |- =1 e rar =) 69
a
onde ¢ # 0. Os centros dos circulos isométricos de a; e a; ' sdo, respectivamente ——
c
a . .
e —. Desta forma, pelas equagoes (0.2)) e (5.3) acima, obtemos:
c
T e \/% ) .
c
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a i (2021) \/1 + SeC(12A+2)

— 24244 s 5-8
e . (5:5)
ﬁ _ tan(33) ’ (5.9)
¢ \/2—|—2sec(12)\+2)
Pelas equagoes (5.7 e (58), temos:
—a
c=——" —, (5.10)
e | [ Trecnie)
a
P — (5.11)
em% 1+sec(2m)
E através das expressoes (5.10) e (5.11]), obtemos a seguinte relagao:
0= eI (5.12)
Como aa — c¢ =1 entao,
c]? = |a* — 1. (5.13)
Por (£.9) e (513), temos:
1+ cos 2
ai = ( (mis)) : (5.14)
sin’(5573)
E pelas equagoes (5.12)) e (5.14]), obtemos:
1 ) L
a = —Z( - COS(UAH))e”ZE&]SQA—ﬁ). (5.15)
Sin(Za73)
Consequentemente, por (5.11)) e (5.I5), resulta que:
.\/2(1 + COS(12,7\T+2)> COS(12;\F+2) i 21tio+1)
c=—i . — e S (5.16)
sin(a73)

Desta forma, pelos itens (B.I1)) e (5.16), a transformagao hiperbolica que emparelha as
arestas 7j, e 7j,, no sentido anti-horario a partir do eixo real positivo é:

. 2(j2—41) . 2(41+d2+1)
\/1 + cos(55 e s 2z —  [2cos(i e 18Ais

12242 12)\—1-2)

h(z) =

(5.17)

. 2(j1+J2+1) . 2(jo—d1)
T e " a8n+8 — ™ T T4ENTS
2cos(qas)e z 1+ cos(j5g3)e
Voltando ao caso particular, queremos obter a isometria oy, que emparelha as arestas
T3x € Tisa42, basta tomar j; = 3\ e jo = 15\ + 2 na expressao acima, e assim, simplifi-
cando, obtemos:

\/1 + cos(—12;r+2)e”%z — /2 COS(—12,7\F+2)€M%
-

— , (5.18)
2cos(qgm)e iz — \/1 + cos(jogs)e 2

a(z) =
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A matriz de a; pode ser escrita também como:

1+ cos(5E=)e™2) /2 cos(2m ) e (D)
M. — \/ 2\ 12 \/ 2212 ‘ (5.19)

) 2 cos(rziz)e ™ =14 cos(zig)e ™)

12;\r+2)

Segue abaixo a descricao de todas as isometrias geradoras do grupo Gyanya, 43, onde
A>1e)X € N. Observe que obtemos todas as outras isometrias por conjugacao
com isometrias elipticas (5.I]). O raciocinio utilizado aqui é 0 mesmo que usamos no
exemplo [3.4.T4] para obtermos as isometrias do grupo G de género g = 2.

Para o ladrilhamento {24\ +4,4}, obtemos as isometrias do grupo G 2x+4, 4} cOmo
segue.

ParaA>1ek=0,..., (3\ — 2), consideremos:

Q2(k+1) = P—3(k+1) © Q1 O P—(k+41)
Q340 = P3(k+1) © 1 © P(k+1),

Para A > 1, consideremos:

"= PIr+1 © A1 O P_(3x+1)
pr = P—9x © (1 O P_3)
fa = Pox © (1 © 3y,
. 3 .
Para X impare k =0,..., 5()\ — 1), consideremos:
Barar = P—(9r—4—6k) © 01 O P_(3X+3+6k)
Bavak = P—(9r—5—6k) O 01 © P_(3\+4+6k)
Bsyar = P(OX—4—6K) © Q1 O P(3\+3+6k)
Borar = POr—5—-6k) O 1 O P(3X+4+6k);
Bory1 = P10 Q1 O P_12)
Beoryz = P2 © Q1 O P_(122+1),
1
Para A pare k=0,..., 5(3>\ — 2), consideremos:
Bayak = P—(9r—4—6k) O Q1 O P_(37+3+6k)
Bayar = P—(9A—5—6k) © A1 O P—(3244+6k)
Bsrar = POr—4—6k) © O1 O P(3\+3+6k)
Beorar = POr—5—6k) © 1 O P(3x+4+6k);

5.5 Emparelhamentos do Ladrilhamento {24\ — 12,4}

Nesta secao construiremos o emparelhamento generalizado para o ladrilhamento de
tipo {24\ — 12,4}. Aqui também relacionamos as arestas e os vértices dos poligonos
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através das isometrias «;, §5; e 1, de tal forma que obtemos uma superficie compacta
orientavel D?/ G2ar—12,43. O raciocinio aqui empregado ¢ o mesmo que utilizamos
na segao (.l Para o ladrilhamento {24\ — 12,4}, onde A € N, vamos construir o
emparelhamento como segue.

Para A > 1, consideremos:

041(7'3,\—2) = T150—8

7 (Ter—3) = T240—13

Bi(Tor—a) = Toa—2
B2 (724,\—12) = T24N—14,

Para k= 0,..., (3\ — 4), consideremos:

Q24 9ok (7'3,\—1+k) = T15A—11—3k
342k (73,\—3—k) T15XA—5+43k

Para A\ = 1, consideremos:

{ 66)\—3(7—15)\—10) = T15MA—7

ﬁﬁ)\—2(7_15)\—9) = T15)1—6
) 1 .
Para A impar, A\>3ek=0,..., 5(3)\ — 5), consideremos:
Bayar(Ter—146k) = TeA+2+6k
ﬁ4+4k (T 6>\+6k) = T6A+3+6k
55+4k(7'24,\—15—6k) = T24\—18—6k
56+4k(7'24,\—16—6k) = T24AN—19—6k
66)\—3(7—15)\—10) = T15MA—7
ﬁﬁ)\—2(7_15)\—9) = T152—6,
3 .
Para A pare k =0,..., (5)\ — 2), consideremos:
ﬁ3+4k(7'6,\—1+6k) = ToA+2+6k
ﬁ4+4k (T 6>\+6k) = T6\+3+6k
55+4k(7'24,\—15—6k) = T24\—18—6k
66+4k(7_24>\—16—6k) = T24X—19—6k

5.6 Ciclos de Vértices do Ladrilhamento {24\ — 12,4}

Segue abaixo a descricao de todos os ciclos de vértices para o ladrilhamento
{24\ — 12,4}, onde A € N. Aqui cada ciclo de vértices possuem 4 elementos e os
angulos em cada vértice igual a /2. A construgdo aqui é anéloga ao ladrilhamento
{24\ +4,4}. Para o ladrilhamento {24\ — 12,4}, vamos construir os ciclos de vértices
como segue.
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Para A = 1, consideremos:

Co, = {v1, ar(v1), Bs ' (ar(v1)), Ba(Bs " (e (v1))), By (Ba(Bs t(ea(v))))}-
Cuy = {3, Bi(vs), 1 (Bi(v3)), By (1(Br(vs))), v (By (3 (Bu(ws))))}-

Para A > 2, consideremos:

Cvl = {Ub aer—5) (1), Bo(er—s)(v1)), 85" (Bs(a@as)(v1))),

B3 (85 (Bo(cver- 5(v1))))}

CU(M,S) {U 6A—3)5 51(0(6,\ 3) '71(51(“(6)\—3)))7 52_1(71(51(0(6,\—3)))),

7 By (n (Bi(vea-3)))) }-

CU(M " {U 6A—4) 5 51(0(6,\ 4) 53(51(”(&—4)))7 By (53(51( V(6r—4) ),
Aone) (B (Bs(B1(vier-0))))) }-

Para A\ par, consideremos:

Conay = 103r—2), 1 (vEA—2 ),5(6,\ o) (@1 (V(EA—2 )),5(6,\—3)(5(_6}\_2)(041(11(&—2))))7
a3 (Bier-3) (Bgr_) (1 (var-2))))) -

Coinry = {0ar-1), @2(vEa-1)), 5(5 5 (@2(v@Ea-1))), 5(&—4)((5@_5)(@2(0(&—1)))),
i (Ber-0)(Bex_s) (@2(ven-1)))) }-

Para A pare j =0,..., (5)\ — 3), consideremos:

Cogray = {0(2r2) Aer—7-4)(V212)s Blgpay (Qor—7-17)(V(2s25));
Bs+45) (Bigpay) (@or—1-1j) (V2+27))),

Aon_s-a7) (B+ai) (Bghay (@or—7-a) (Va125))))) }-

CU(f,+2j> = {vE+2)s A6r-9-4j)(V3+25))s Bao+as) (Qer—9-45) (V(3+25)))
Biotaj) (Bao+ag (er—o-15) (v(3+27))));

a(_(}k_7_4j (ﬁ(_giélj (Bao+4j) (aer—9—1j)(v3+25))))) }-

Cu((ﬂ,ﬁ,m {U(6>\ 6—25)s (6X—8—4j) (U(6>\ 6— 2;) 5(7+4j)(a(6,\—8—4j)(U(GA—6—2j))),
-1
5(8+4J (5(7+4g (Oé(GA—s 47) (U(6>\ 6—27) )))7

(6& 10—47) (5@143‘)(5(”4] (O‘(G/\ 8—4j (U 6A—6—25) ))))}

)
Coorsayy = 106r—5-27)s 6A—6-47) (V(6r-5-2))) Bz 347 (U6r—6-47) (V6r—5-27)) )
5(4—}—43‘)(5(?),},_4]‘)(05(6)\—6—4]‘)(U(GA—5—2])>))7
on-sa7) (Barai) (B aj) (@er—6-45) (Ver—5-27))))) }-
Para A = 1, consideremos:
Cop = {v2, a1(v2), Ba((v2)), B3 (Balcr (v2))), By (B3 (Ba(an (v2))))}-
Para A fmpar e A > 3, consideremos:
Coin sy = {0ar-3), @3(VEr-3)), ﬁ@i_4) (az(vEr-3))), Bea—s) (5(_6&_4) (as(v@Er-1))))s
az ' (Bier-5) (Bigr_gy (@3(viar-3))) }-

Conny = {0er-2) A1(Var-2))s Bigr_s)(@1(var-2)))s Bor-2((Bgr_s) (1 (vian-2)))),
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a3 ' (Ber-2) ((Bgr_s) (1 (var-2)))) -

Cuga sy = {0er-1), 2(ver-1), Beor-3)(a2(ver-1)), Ber g (Bor-3(@2(vea-1)),
i (Bga_a (Ber-s) (2(vea-—1)))) }-

Cosny = {veny, au(vsyy), ﬁ( )( 4(viaa )))
Bior-6)(Bgr_m (@a(ven)))s @z (Ber-6) (B (@a(vin))))}-

Para A\ impar, A >3ej=0,..., 5(3)\ — 7), consideremos:

Cogray = {0(2r2) Aer—7-14)(V212)s Blgpay (Qor—7-17)(V(2s25));
Bis+4) (Blgpay (or-1-15) (V2+29)))s Oga—s-az) (Bis45) (Bghagy (Qor—1-1) (vVi22)))) }-

Cv(13+2j> = {vi+2))s Qer-9-1) (V3+25))s Brro+aj) (aer—9-4j) (V(3+25)));
5(_9+4j) (5(1o+4j) (a(GA—9—4j) (U(3+2j) A
Aon7-17) Biorag (Baoray) (@er-9-a) (Va125))))) }-

Coor—osyy = 1U6N-6-27), Q6r-8-47) (V(6r—6-24)), B7+45) (U6r-8-47) (V6r—6-27))),
ﬁ(_si@)(ﬁ(?ﬂy (er—s—1j) (Ver—6-2j))))

a(_(ik—10—4j (6(_81@ (5(7+4] (a(6A 8—4j) 'UG)\ 6—25) ))))}

Cv((ﬂ%,m {U(6>\ 5-25)s X(6A—6—4j) (U(ﬁ,\ 5— 2;) 5(_3};_4]-)(04(6)\—6—49')('U(G)\—5—2j)))a

Blara) (Bis}ap (er—s—17) (Vior—s-27))));

a(_(ik—8—4j)(5(4+4j)(5(_3}|-4j)(a(ﬁ)\—6—4ﬁ)(v(6>\—5—2]))))>}'

Segue agora a descricao de todos os ciclos, onde exibimos apenas seus vértices,
diferente da construgao que fizemos acima, onde os vértices de cada ciclo sao descritos

em termos de isometrias do grupo Gyaaxn—12,4}. Para o ladrilhamento {24\ — 12,4},
vamos construir os ciclos de vértices como segue.

Para A > 1, consideremos:

CU(GA,@ = {U(G)\—3)7 V(62r—2)5 V(241—13), U(24,\—12)}-
Para k=0,..., (3X\ — 3), consideremos:
C

Vigon) {U(1+2k)> V(242—16—6k) » V(241 —18—6k) 'U(24)\—14—6k)}-

C

Viotor) {U(2+2k)7 V(242—17—6k)» U(24A—15—6k) U(24)\—19—6k)}-

5.7 Poligono Canoénico de Fricke do Ladrilhamento
{24\ — 12,4}

A partir do modelo de Linda Keen (ver péagina [51]), construimos também um
algoritmo que gera o poligono de Fricke relacionado ao grupo Gyasn—1243. Como vimos
na generalizagao dos ciclos, cada elemento do ciclo é descrito em termos de isometrias
do grupo. Assim, unimos os vértices obtidos por geodésicas, de tal forma que obtemos
uma regiao convexa em D?, relacionada ao grupo Gaan—12,4}-
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Vamos construir o algoritmo para obtermos os poligonos de Fricke relacionados aos
ladrilhamentos de tipo {24\ — 12,4}, onde A € N, como segue.

Para A par e A > 2, unimos os pontos:

vy = By (B (B (aer—5)(v)))) & vy = agy s (Be) (B (er-1) (v2)))),
U(Q) a,

3
Para Apare k=0,..., (5)\ — 3), consideremos:

V(3+2k) = a(_631>\—7—4k) (5(_91%) (Bao+ar) (@er-9-a) (Va+20))))) - 2,

Vasar) = gn_g_ gy (Borar) (Baosany (@er-11-a1) (Viatam)))),
V(442k) Qs

Para A par, consideremos:
ViEa-1) = a( )(ﬁ(GA 4 (5(& 5) ( Q2 )(U(3A—1))))) a,
vy = A (Bar—n (Ber—s) ( (vien)),

Uiy a4,

3
Para Apar, A\>4ek=0,..., (5)\ — 4), consideremos:

U(BA+1+2k) = 04(_414@ (Blor—s—ak) (ﬁ@i_g_%) (Q6tar) (Vars1428))))) A,
V(3 L242k) = 04@14@ (5(_6,\_8_4k) (B(6r—9—1k) ((star) (Vrt2428)))))5
UBa+2+2k) @
Para A par, consideremos:
ver-5) = Agr_s) (B (B (@er—6) (Ver-5)))) 2,
V(er—1) = a(_ﬁl)\_ﬁ)(ﬁ(;)l(ﬁ ) (B (Ver—1)))));
Uer—4) & V(6r—3) = 7&;(5(_2) (V) (B (ver=3)))))s  ver-3) @ Ver—2) = By (ver-3)),
Vr—2) & Ver-1) 5(1( (6A— 4) Uer—1) & U(6)) :6(_3)1(04(6)\—6)('17(6)\—5))>
Ven) B Uea+1) = By (5(3 (B (ver=a))), Verrl) @ Vert+2) = er—6)(V6r—5)),
Vr+2) & V(er+3) = 5(3 (5(1 ( (6A—4) ) V(6A+3) & V(er+4) = 5(4) (ﬁ@j(@(ﬁx—a) (U(6A—5)))7

V(er+4) @,

3
Para A pare k=0,..., (5)\ — 3), consideremos:

V(624-5+6k) = Q(6A—8—4k) (U(G)\—6—2k)) a  V(r+6+6k) — ﬁ(_714k)(04(6>\—10—4k) (U(G)\—7—2k))u
V(er+6+6k) & V(EA+7+6k) = 5@i4k) (5(7+4k)(04(6,\—8—4k) (U(G)\—6—2k)>>7

V(eA+7+6k) & V(6A+8+6k) — X(6A—10—4k) (U(G)\—7—2k))a
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V(6248+6k) & V(6A+9+6k) :5(7—1—41@)(04(6)\—8—4k)(v(6)\—6—2k)>7
V(6A4+9+6k) & U(6A+10+6k) :5(8+4k)(ﬁ(_?}|_4k)(a(6)\—10—4k)(U(6>\—7—2k)))7
V(62410+6k) Qs

3
Para A pare k=0,..., (5)\ — 2), consideremos:

V(15A—7+6k) = C(1+4k) ('U(B)\—2—2k)) a V(s5x-6+6k) = 5(6A—2—4k)(Oé(3+4k)(v(3,\—3—2k))>
V(I5A—646k) & U(15A—5+6k) = B(6A—3—4k) (5(_6§_2_4k)(04(1+4k) (V(r—2-2k)));
V(15A—5+6k) & V(15X—4+6k) — C(3+4k) (U(3)\—3—2k))7
V(I5A—446k) @ U(15A—3+6k) = 5(_(5\_2_4]@)(a(1+4k)(v(3A—2—2k)>7
U(15A—3+6k) & U(15A—2+6k) = 5(_6}\—3—%) (5@1\_2_4@(0&(%4@ (V@Er—3-2k))),
V(151—2+6k) s

Para A\ par, consideremos:
V(24x-13) = Y1 (5(1( (6A— 3) a  U(241-12) 5(2 ( (5(1( (6A+1) ),

V(2ar—-12) & V(1) u

Para A = 1, unimos os pontos:

vy = By (B (B () (vay)))) a vz = By (Be) (B (am (vz)))),

3)
v a v =70, B mBu(ve)) v a vw = Ba)(ve),
v a ve) = By (Bulenve))  ve) a ve = B (aw(vw),
ve) a vn =owve)  vm a v =onlvy) v a ve) = Buy (e (ve),

vy @ vao) = By (B (emw))  van a vay =70 (B (ve),
van a vaz) = B (B (ve))  vaz a va. -
Para A\ impar e A > 3, consideremos:

vy = By (B (B (aer—s)(v1))) & v = ag_s (Bis) (Bg) (ver—n (V)

U(g) a,
1 :
Para \ impar, A >3ek=0,..., 5(3)\ — 7), consideremos:

V(3+2k) = a(_631>\—7—4k) (5(_91%) (Bao+ar) (@er-9-a) (Va+20))))) - 2,

Viasar) = on_g_ gy (Borar) (Biosany (@er-11-a1) (Viasam)))),
V(442k) Qs

Para A\ impar e A > 3, consideremos:
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Uar—2) = Q3 )(5(& 2 (5(& 3 () (ver-2)))) a,
VEA-1) = Q) (5((»\—2) (Bor-3) (@@ (v@Er-1)))));

Vi3a-1) 4,

1
Para \ impar, A >3ek=0,..., 5(3>\ — 7), consideremos:

VEA+2k) = 04(214@ (B(or—6—ar) (5(_6§_5_4k) (atar)(VErt2r))))) a,
V(Ea+142k) = O‘(_4£r4k) (6(_6,\_6_4@ (5(6>\—5—4k) (O—’(6+4k) (U(3)\+1+2k)))))>
UBA+1+2k) @
Para A\ impar e A > 3, consideremos:
Uer—s5) = Agrs) (B (B (er—o) (Ver-5))))) 2,
V(er—1) = 0@3_6)(5@)1(5 ) (B (Ver—1))))),
Vir-1) & V(eA-3) = V(1) (5(_2 (v (Bay(ver=3)))))  ver—3) a ver—2) = Ba)(Ver—3)),
Ver—2) & Ver—1) = Bay(Ver—a))  Ver—1) 2 V) Iﬁé)l(oé(m—ﬁ)(v(m—s,)),
Ven) B Uea+1) = By (5(3 (By(ver-a))) VEert1) & Veatr2) = Xer—6)(V6r—5));
Vr+2) & V(er+3) = 5(3 (5(1 ( (6A—4) ) V(r+3) & V(er+4) = 5(4) (5@;(@(&—6) (U(6>\—5)>)7
Ver+4) @&

1
Para A impar, A >3ek=0,..., 5(3>\ — T7), consideremos:

V(6A+54+6k) — C(6A—-8—4k) (U(G)\—6—2k)) a  U(6A4646k) = 5(_714k)(04(6A—10—4k) (U(G)\—7—2k))u
V(EA+64+6k) & V(EA+TH6k) = 5@i4k)(5(7+4k)(04(6x_8_4k) (Ver—6-2k))),
V(eA4+7+6k) & V(6A+8+6k) — X (6A—10—4k) (U(G)\—7—2k))a
Verts4+6k) & VEA+9+6k) = B(7+ak) (Q6r—8—1k) (V(6r—2-2K) )5
V(er4+9+6k) & V(6A+104+6k) — 5(8+4k)(ﬁ&i%)(a(ﬁ,\—lo-%)(U(GA—7—2k)))>
V(62+10+6k) s
Para A\ impar e A > 3, consideremos:
Vasa—10) = X2)(V@ar—1)) & Vasa—g) = 6(_(5\_3)(0‘(1)(27(3)\—2))’
V(1sa—9) @ V(150—8) = ﬁ(_@i_g)(5(&—3)(&(2)(1}(&—1))),
V(1sa—8) & V@as5a-7) = a(l)('U(B)\—2))> Vsa-7) @& U(151-6) = ﬁ(GA—:s)(Oé(z)(U(:sA—l)),
vasa-6) A Vasa-s) = Ber-2) (Br_s (o) (Van-2))),

V(1s51-5) &,
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1
Para \ impar, A >3ek=0,..., 5(3>\ —5), consideremos:

V(15A—4+6k) — Q(3+4k) (U(B)\—S—%)) A V(15A-3+6k) = 5(6A—4k) (Oé(5+4k) (U(3)\—4—2k))7
V(15A—346k) & U(15A—246k) = B(6A—5-4k) (ﬁ@§_4_4k)(04(3+4k) (V(3r—3-2k)))
V(15a—2+6k) & VasA—146k) — X(5+4k) (U(3)\—4—2k))7
VasA-146k) & Vasatek) = Bigr_a_an (Qa+ar) (VEA-3-28));
V(15A+6k) & U(15A+146k) = ﬁ@§_5_4k) (Bior—a—ar) (Q(54ar) (Vr—a—2k)) )5
V(152+1+6k) &

Para A\ impar e A > 3, consideremos:
V(242-13) = Y1 (5(1( (6A— 3) A U(242—12) 5(2 ( (5(1( (6XA—3) ))

V(24r—12) @ V(). ]

5.8 Matrizes do Ladrilhamento {24\ — 12,4}

Nesta se¢ao faremos uma construcao semelhante a da segao 5.4l para o grupo fuch-
siano Gyaa—12,43. Expressamos uma matriz oy, e obtemos todas as outras isometrias
do grupo Gyasr—12,4}, por conjugacao com transformagoes elipticas:

pe @ D? — D? ,
e 2h1) (5.20)
z — e T odn— 12 »
onde A\>1, Aée Nek=0,...,24)\ — 13.

Fixamos duas arestas do poligono, a saber: 73)_o € Tisa_s, tal que aq(m3y_2) =
Tisn_g- Utilizando os mesmos argumentos apresentados por Edson Agustini, obtemos
a isometria que emparelha duas arestas quaisquer j; e jo de um poligono {24\ —12,4},
que é:

2(32—41) . 2(j1+Jgo+1)
T4 5 m T8N —24
\/1 + cos(gg e z 2 cos(gg )€

2(j1+i2+1) - 2(jo—j1) ?
_”T 18N—24 —_ — T Ve “™asrn—24
1/2(:0:5 505 z — /1 +cos(g)e

Voltando ao caso particular, queremos obter a isometria «y, que emparelha duas
arestas Tgy_o € Tisn_g. Substituindo j; = 3\ — 2 e jo = 15\ — 8 na expressao acima, e
simplificando, obtemos:

(5.21)

ar(z) = (5.22)
2cos(ggle Tz — \/1 + cos(qzgle "2
A matriz de a1 pode ser escrita também como:
1+ cos( )eim(2) 2 cos( 52— )e™ (D)
M,, = \/ A6 120—6 (5.23)

QCos(lzk_ﬁ)e_”r () —\/1 + cos( D 6)6_”(%)
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Segue abaixo as isometrias geradoras do grupo Gasn—12, 43, onde A > 1l e A €
N. Obtemos as outras isometrias por conjugagdo com isometrias elipticas 5200 O
raciocinio utilizado aqui é 0 mesmo que usamos no exemplo B.4.14] para obtermos as
isometrias do grupo G de género g = 2.

Para A >2e¢k=0,..., (3\ —4), consideremos:

Q2(k+1) = P—3(k+1) © A1 O P—(k41)
Q3o = P3(k+1) © A1 O P(k41)-

Para A > 1, consideremos:

o= P(9A—5) © 1 O P_(3x-1)
fr = P—(9r—6) © Q1 © P_(3)-2)
Ba = P9r—6) © A1 O P(3r—-2),
Para A = 1, consideremos:
Ber—3 = P1 O Q1 O P—(120-8)
Ber—2 =  p20Q10pP_(12A-7),
] 1 .
Para A\ impar, A >3ek=0,..., 5(3)\ — 5), consideremos:
Bayar = P—(9A—10—6k) © Q1 O P_(3\+1+6k)
Bayar = P—(9A—11—6k) © Q1 O P_(3\+2+6k)
Bsyar = P9r—10—6k) © A1 O P(3x+146k)
Beorar = POX—11—6k) © O1 O P(3A+2+6k);
Ber—3 = P10 Q1 O P_(12)-8)
Ber—2 = P2 © Q1 O P_(122-7),
3
Para A pare k=0,..., (5)\ — 2), consideremos:
Bayar = P—(9A—10—6k) © Q1 O P_(3\+1+6k)
Bayar = P—(9A—11—-6k) © Q1 O P_(3\+2+6k)
Bsyak = P9r—10—6k) © A1 O P(3x+146k)
Borar = POX—-11—-6k) © Q1 O P(3X+2+6k)>

5.9 Poligonos dos Ladrilhamentos {24\+4,4} e {24)\—
12,4}

Nesta secao apresentamos os poligonos no disco de Poincaré D? para ladrilhamentos
do tipo {24\ + 4,4} e {24\ — 12,4} que encontramos na referéncia [19]. Os poligonos
descritos nas figuras Bl e correspondem & constru¢ao que fizemos nas segoes [5.1]
52 B3 eB4 Ja os poligonos descritos nas figuras 5.3 e 5.4 se relacionam com as
generalizacoes que obtemos nas secoes [5.5], 5.6 5.7 e 5.8

)



Figura 5.1: Poligono de 28 arestas e ciclos com 4 vértices.

Neste capitulo generalizamos os emparelhamentos, os ciclos de vértices e expres-
samos todas as isometrias dos ladrilhamentos {24\ + 4,4} e {24\ — 12,4}, a partir
da referéncia [I]. Por ultimo, obtemos um algoritmo capaz de descrever os poligonos
canodnicos de Fricke associados aos grupos Gaaria4} € Gaan—12.4}-

Em nosso trabalho estudamos conceitos da Algebra, Geometria Hiperbolica, Topolo-
gia, Variaveis complexas e Topologia Algébrica. E neste capitulo, utilizamos resultados
dos trabalhos de Edson Agustini [I], Jodo de Deus Oliveira Junior [19] e Linda Keen
[15].

Estudando todos estes trabalhos, conseguimos estabelecer uma relacao entre gru-
pos fuchsianos finitemente gerados Gaanya,4y € Gaar—124}, superficies compactas orien-
taveis
D?/ G2arta,4) © D?/ G{24x—12,4} € a classe de poligonos no disco de Poincaré, conhecida
como poligonos canoénicos de Fricke.
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Figura 5.3: Poligono de 12 arestas e ciclos com 4 vértices.

7



Figura 5.4: Poligono de 36 arestas e ciclos com 4 vértices.
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projecao estereografica,

refinamento,
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retracao,
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sequéncia padrao de geradores, [51]
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superficie de Riemann, 10
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teorema de Poincaré, 4]
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transformagao biunivoca, [1
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