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“Falar obscuramente, qualquer um sabe;

com clareza, rarissimos.”
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Notacoes

Notacgoes Gerais

Bs(x)
Bs(0) = Bs
W

e

X\Y

bola aberta de centro x e raio §

bola aberta de centro 0 e raio ¢

volume da esfera unitéria em R"

indica o complementar de X em relacao a U, X C U
indica o conjunto {z € X|z ¢ Y}

convergencia fraca

muito maior

quase toda parte

suporte da funcao f

indicam constantes positivas independentes da funcoes

gradiente de u

laplaciano de u

fecho do conjunto 2



Espacos de Funcoes

LP(Q) = {u mensuravel sobre ) e/ |u|Pdx < oo} , 1<p< o
Q

1/p
1wl o) = (/ |u|pdx> norma do espago de Lebesgue LP(€2) com 1 < p < o0
0

L>(92) = {u mensuravel sobre e existe C tal que |u(x)| < C q.t.p. sobre Q}
[ull ooy = {sup |u(z)[ = M, p{z:u(z) > M} = 0}
Co(R2) : conjunto de todas as fungoes continuas com suporte compacto em €2

Ck(Q) : conjunto de todas as funcoes k €N vezes continuamente diferencidveis sobre

C(Q) = () C*(Q)

CE(Q) = C*(Q) N Cy(N)

C(Q) : funcdes continuas sobre Q

Co(Q) = {u € C(Q)| sup Ju(z) = uly)] < oo} com0<a<l
syen |l —yl*

D(Q) = C§°(£2) : conjunto de todas as fungoes suaves com suporte compacto em ¢
Ceo(IR™) = {u € C§°(IR™)| u é radial }

LP(IR™, Q) = {u : IR" — IR|u é mensurdvel, Q € C((0,00)) e Q(|x])|ulPdr < oo}

IR™

L*(R", V) = {u : R" — ]R| u é mensuravel, V € C((0,00)) e / V(|z|)|ufdr < oo}

n

9 ) )
Whe(Q) = {u e I7(Q)| a:: € LP(Q) e Quaf_ -/ a—;jgo, Vo € D(Q), Vi =1, n}

vi



WyP(Q) : completamento de C(€2), na norma de W'(Q), 1 < p < oo
HY(Q) = W2(Q)

Hy () = Wy ()
1/2
D}*(IR™) é o completamento de C§%.(/R™), com a norma ||ul| = (/ |Vu|2dm>
Rn
AR, V) = DY(R") 1 (R, V)

1/2
H!(IR",V) é um espago de Hilbert com a norma |ully = (/ |Vul® + V(|a7|)u2dm)
Rn

e, por simplicidade, as vezes usaremos ||u|| g1 (gzr vy = |lullv

vil



Resumo

OLIVEIRA, Luciano Cordeiro de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro de
2010. Problemas elipticos semilineares com potenciais ilimitados e/ou com
decaimento radial. Orientador: Olimpio Hiroshi Miyagaki. Co-orientadores: Paulo
César Carriao e Sandro Vieira Romero.

Neste trabalho, estudamos duas classes de problemas elipticos modeladas em
dominios ilimitados. O estudo dessas classes de problemas é relevante nao sé6 no campo da
matematica aplicada, mas também na area de analise nao linear. Nesses problemas, como
o dominio é ilimitado, ha a perda de compacidade da “imersao” de Sobolev, dificultando
a convergéncia da sequéncia de “solugdes” (sequéncia de Palais Smale). Essa dificuldade
¢ contornada trabalhando num subespaco do espaco de Sobolev usual onde se recupera a
compacidade utilizando resultados de imersao. As solugoes sao obtidas via multiplicadores
de Lagrange. Apresentamos uma outra maneira de resolver um problema em [6], devido a
Wei-Yue Ding e Wei-Ming Ni, que utilizaram na solucao o Teorema do Passo da Montanha

e estimativas a priori. Os resultados de nosso estudo sao devidos a Habao Su, Zhi-Qiang
Wang e Michel Willem.
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Abstract

OLIVEIRA, Luciano Cordeiro de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February 2010.
Elliptics semilineares problems with unbounded potential and/or with
radial potential. Adviser: Olimpio Hiroshi Miyagaki. Co-Advisers: Paulo César Carriao
and Sandro Vieira Romero.

In this work we study two class of elliptic problems modeled on unbounded
domains. The study of these class of problems is relevant not only in applied mathematics,
but also in nonlinear analysis. In the these problems, since the domain is unbounded,
there is a lack of compactness of the Sobolev embedding, bringing some difficults to
show the convergence of the Palais-Smale sequence. To solve this difficulty we work in a
subspace of the usual Sobolev space where we can recover some compactness result. The
solutions are obtained by Lagrange multiplier. We give another proof of results in [6] due
to Wei-Yue Ding and Wei-Ming Ni, who used to solve The Mountain Pass Theorem and
a priori estimates. The results of our study are due to Habao Su, Zhi-Qiang Wang and
Michel Willem.
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Introducao

Em nosso estudo trataremos das equagoes de Schrodinger nao-lineares com po-
tenciais que podem ser ilimitados. Vamos concentrar nossos esforcos no seguinte modelo

de equagao

—Au+V(|z))u = Q(|z))ur~t, com u > 0, em R",
(1)

lu(z)| — 0, quando |z| — oo.

Em [17] os autores mencionam que o problema acima é mais sutil do que

aqueles em que o potencial verifica a condi¢ao padrao de crescimento nao-linear subcritico,

a saber, |Q(\x|)up71‘ SC(1+uf™), 2<p<2t= nz_ng'

Estabeleceremos o funcional que permite estudar, por métodos variacionais, as

solucoes examinando existéncia e propriedades qualitativas. Veremos que a existéncia de
solugoes esta intimamente relacionada com o intervalo de variagao de p e com os potenciais
que aparecem em (1). Estudaremos a imersao entre alguns espagos de Sobolev com pesos.
Os resultados serao utilizados para obter solugoes para o problema (1) e nosso foco serd
o caso com simetria radial a fim de estabelecermos resultados mais fortes do que os que
seriam possiveis para os casos gerais. H& vérias possibilidades nesse campo de estudo,

pois existem muitos problemas que ainda nao foram estudados em detalhes.

Nosso objetivo é apresentar condicoes para que o problema acima admita
solugao. Esta dissertacao teve como base de estudo vérios artigos de pesquisa, entre
eles os devido a Wei-Yue Ding e Wei-Ming NiDing-Ni [6] e a Habao Su, Zhi-Qiang Wang
e Michel Willem [17].

Apresentamos, nessa dissertacao, trés capitulos e um apéndice. No capitulo 1
vamos enunciar e demonstrar lemas que serao utilizados para justificar os teoremas prin-

cipais. No Capitulo 2 vamos enunciar e demonstrar teoremas que garantirao a existéncia



de solugao para o problema (1). No capitulo 3 apresentaremos exemplos com aplicagao
dos resultados obtidos na dissertacdo e recuperaremos um resultado ja estabelecido em [6]
no estudo da existéncia de solugdo de um problema similar a (1). No apéndice enunciare-
mos os teoremas utilizados em nosso trabalho dando a demonstracao de alguns e fazendo

referéncia de onde se pode encontrar a demonstragao de outros.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Em nosso trabalho sempre consideraremos n > 2 e usaremos as hipoteses lis-
tadas abaixo.

(V) V(r) € C((0,00)) com V(r) > 0 e existem constantes a e ag tais que

liminf L) < o lim inf VELT) > 0.

r—00 ra r—0 a0

(Q) Q(r) € C((0,00)) com Q(r) > 0 e existem constantes by e b tais que

lim sup Qi) < 00, lim sup Qi)
r—0 rb r—00 rb

< OQ.

Se as condigoes (V) e (Q) sao satisfeitas para n > 3, definimos

2 b
(n+ 0)7 se by >—2, ag>—2,
2(3n =2 4 20 — ao)
P = Dlao, bo) = n- U on—1) <ag< —2, by>
2n_2+a0 , S€ (TL ) ap > ) 0 = Ao,
00, se ag < —2(n—1), by>—-2(n—1).

22n —2+2b—a)

, se —2<a<b,

5 2n6—2+a
p = pla,b) = M se b> -2, a<-—2
n—2
2, se b < max{a, —2}.



Nas figuras a seguir, mostramos

encontram em nosso trabalho.

Para p temos,

as regioes onde os valores de p e de p se

—Q(ngo), se bp> -2, ap>-2, 1
5 — 2(2n — 2 + 2by —
p = plao, bo) = ( n2n _—; ~|-0610 %) se —2n—1)<ayg< -2, by>ay Il
00, se ap < —2(n—1), by>-2(n-1). III
A bo
bo =3,
1 1 | I
I
a,
-2(n-1) -2 | -
11 I '
I
1| —2
1
-2(n-1)

Figura 1.1: Regioes possiveis para p

As possibilidades para p nao cobrem todas as regides possiveis como listado

na Figura 1.1 e merecem especial atencao em futuros trabalhos.



Para p temos,

2(2n — 24 2b—a)

, o se —2<a<b, 1
5 an—Q—i—a
2_9:2_7(@,5): (Tl——|—2)7 se bZ—Q, a< =2, II
n —
2, se b <max{a,—2}. III
1b
b=a
I I |
i
a
-2 |
I i
i
-2
i Il ] i

Figura 1.2: Regioes possiveis para p

Diferentemente de p as possibilidades para p cobrem todas as regides possiveis

como listado na Figura 1.2.



V() , Vi)

A seguir daremos um exemplo ilustrando as fungoes V (r), —- . €outro
r r
. N Qr) Q) 4.
exemplo ilustrando as fungées Q(r), — e ——. Além disso, apresentaremos o compor-
7o r

tamento destas fungoes graficamente e daremos o valor de p utilizando a, b e o valor de p

utilizando ag, by.

(i) Se V(r) = r* + 2r tomamos a = 2 e ag = 1 e dai,

249 2
liminfv(;) — liminf ~ +2 "~ lim (—+1) —1>0
T

r—00 r r—00 r r—00

V() 2
lim inf (r) = lim inf = lim(r+2)=2>0.
r—0 r r—0 r r—0
120 [
i 14}
100 12?—
80| 10?—
60 8;’
i 6
af ‘
[ 4f
200 ot
2 s 6 8 10 02 04 06 08 10
) " ) - V()
(a) grafico da fungao V(r) (b) grafico da fungao p

5 10 15 20

V(r)

(c) grifico da fungéo

rao

Figura 1.3: Comportamento das fun¢oes com a condigao (V)



1 2
- tomamos by = —= e b =0 e dali,

(if) Se Q(r) =

%

1
: Qr) _ .. /12 _Vr?
limsup —5 = limsup ~— =lim —= =1 < o0
r—0 rs r—0 13 r—0 /2
1
. r . V12
hmsupQ<0) = lim sup g =lm - ==0<o0
r—00 r r—00 r T=oO T
201 20t
15- 15-
10/ 10t
osf 05t
S s
(a) gréfico da funcdo Q(r) (b) grafico da fungao Qi:)
,
20
15}
10F
o5l
I 3 4
(c) gréfico da funcao Q(Z )
r

Figura 1.4: Comportamento das fun¢oes com a condigao (Q)

2
Com os valores a =2, ag=1, by = —- e b=0, teremos p=p(2,0) =2 e

_ 2 _ 2
]_922_?(1,—2) ZM. Notequep:2<M:ﬁ
3 n—2 = n—2



A seguir, apresentaremos os resultados preliminares que darao suporte para a
demonstracao dos teoremas principais no proximo capitulo. Para maior clareza, os lemas
serao apresentados em detalhes e enfatizamos que os resultados nao demonstrados estao
listados no apéndice. Comecaremos mostrando dois resultados de Strauss generalizados
para os espacos com peso H!(IR",V) e Déf(BTO(O)) N L*(B,,(0), V) respectivamente.

LEMA 1.1
Suponha (V) com a > —2(n—1). Entao existe uma constante C' > 0 de modo
que para toda fun¢ao u € H'(IR", V),

_2(n=1)+a
u(z)] < Cllullv]el™ 5, |z > 1. (1.1)
Demonstragao:
Decorre de (V) que existe R > 0 tal que para alguma constante C; > 0,

V(|z]) = Cylal?, [ = R.

Para u € C°°(IR") N H}(IR", V) quando a > —(n — 1) temos,

d d d
a ra+n—1|u|2) _ gpatn—1, U +(a+n— ufrorm? > opa+n—1, ¢

dr ( dr dr

Tomando o = g, r > R e utilizando Cauchy-Schwartz, Holder (A.3), mudanga

de varidvel e a hipdtese (V), valem as desigualdades

o
’u‘27,oz+n—l < _2/ usa-l-n—lu’(S)ds
T

< 2/ |u|sa+"—1|u’(s)|ds_2/ ' (s)|s"T s |ulds
1 1
oo 2 o0 2
< 2 </ |u (s)|25"_1d5> (/ 52a|u|23"_1ds)
1 1
3 3
< 2wt (/ |Vu|2dx) </ |x|“|u|2dx>
IR™\ B,.(0) R"\B-(0)
1 1
3 Vv 3
< 2w;? (/ |Vu|2dx) </ MWPdw)
R™\B, (0) r\B,0) O



1
21O (/ \vumx) (/ V(yx\)\uy%zx)
R\ B;(0) IR"\Br(0)

< zwglc;i/ Vul? + V(|2 ufdz.
Rn

IN

Portanto,

_1
7|2 ()] < 20,107 | |ulf
_1 a
u(@)* < 2a, Cy 272 Jull

_ _1\1/2 _a_, 1/2
w@| < (2w 'C07) 7 (275 ully

_1\1/2
Tomando C' = <2w; e 2) > 0 e utilizando o argumento da densidade
segue que u € H!(IR", V) implica

2(n—1)+a

u(z)] < Cllully]z]~ 5, 2] = k> 1. B

LEMA 1.2
Suponha (V) com ag > —2(n — 1). Entao existem 1o > 0 e Cy > 0 de modo
que para toda fungdo u € D(l)f(BrO(O)) N L*(B,,(0),V),

2(n—1)4ag

lu(z)| < Collul|lv|z|~ =, 0 < |z| < ro. (1.2)

Demonstracgao:

Decorre de (V) que existe 79 > 0 “pequeno” tal que, para alguma constante
Cy >0,

V(|z]) = Colz|®, 0 < z| <ro.
Para u € C*(B,,(0))N D(l]f(BTO(O)) N L*(B,,(0),V) com 3 > —(n—1) temos,

d d
% (Tﬁ+n—1|u|2) _ 2rﬁ+n—1ud_7; + (ﬁ +n— 1)|U|2Tﬁ+n_2.



Utilizando Cauchy-Schwartz para 0 < r < ry obtemos,

_,,,B+n—1 |U‘2

Tﬁ+n—1|u‘2 <

Tﬁ+nfl|u‘2 <

L] 0
/ 2591t (s)ds + (B +n — 1)/ lu|?s? T 2ds

To
/ 255 (s)ds

To
—(B+n— 1)/ lu|?s" T 2ds

70 To
2/ |u\sﬂ+”1|u’(s)|ds—(ﬁ+n—1)/ 257+ 2ds.

Quando > ag + 1, segue da condigao (V) que

70 To
/ lu?s" T 2ds = / |u|2st0tn=1ghma0=1 g
' I

T0o
—an—1 _
< e / |u|?s* " ds
T

IA
|
.
T
Q
o
L

w, T, / ||| u|?dx
Bry (0)\Br(0)

v
;1rﬂ—ao—1/ (’$|)|u]2d:£
Bry\B.(0) (2

< @, 'Oty full}

IN
g

Tomando [ = %, utilizando Holder (A.3) e a condigao (V) temos,

70 ,
/ s ol (5) | ds
r

IN

IN

IN

IN

ro / n—1 n—1
/ lu ()]s 2 |uls®T 2 ds
1 1
o , 3 T0 2
(/ lu (s)|28”_1ds) </ s2ﬂ|u|2s”_1ds>
w;t / |Vu|2dac> (/ |x]“°]u|2dx>
By (0)\Br(0) Bry (0\Br(0)
3
v
w; ! / ]Vu|2dx> (/ —(|m|) ]u|2dx>
By (0)\B(0) B (0)\Br(0) Cy

_1
@, ' Cy *[lully

SIS
[N

[N

10



Como f+mn—12> 0 se, e somente se, ag > —2(n — 1), segue que f+n—1<0

implica § —ag — 1 > n — 2. Em seguida, temos

_1
PP <2 Gy fully — (B4 n = D g Jull

_1 _1
< 2,007 (2= (B4n - DG ) Jull

_1
Como 7y é “pequeno” conseguimos que 2— (F+n—1)C, 2§ ~*~' > 0 daf basta
_1 _1 1/2
escolher Cy = Cy(ag,r9,n) = <2w;102 2 (2 —(B+n—-1)C, 27’5_“0_1)) > 0 e utilizar
o argumento da densidade que u € D(l):f(Br0 (0)) N L*(B,,(0),V) nos dard a desigualdade

desejada

2(n—1)+aqg

lu(z)| < Collu|lv|z|=" =, 0 < |z| < ro. O
O resultado a seguir é devido a Strauss.

LEMA 1.3
Suponha 1 < p < n. Entao existe C = C(n,p) > 0 de modo que para toda
fungio u € DFP(IR™),
[u(@)] < Cla]™" 7" [ Vullzomn. (13)

Demonstracgao:
Utilizando o argumento da densidade basta considerar u € Cg5.(IR"). Assim,

temos
—u(r) = u(oo) —u(r) = / w (s)ds.

Deste modo, usando Holder (A.3) temos,

)l < [ )l

< n1 _n-1
_ / o (s)]s"7 s~ 5 ds
T

p—1

([Twepsas) (7o)
) 1 - p=1
W ? </ \Vulpda:) (/ S_Z:id8> :

11

IN

IN



o0 n— —1 —-n
Uma vez que/ s i ids =L rzfl,obtemos
) 1 ] p=1
_1 P — _n P
()| < wi? (/ |Vu|pd:c> (p 7“2—1)
n n_p
L 1 p=1 1
4 — p P p—n
- wnp(p ) (/ \Vu\pdx) 5"
n_p mn

p—1

IN

_1 p=1
Portanto, tomando C' = C(n,p) = wn " (%) ! segue a desigualdade dese-
jada, isto ¢, qualquer que seja u € DXP(IR™) vale |u(z)| < Clz|™ 7 ||Vu||Lp(IRn O

O resultado a seguir estabelece uma relacao de imersao continua do espago
DI2(IR") em LY(IR", [o).

LEMA 1.4

Sejamn >3,2<p<ooep= ("+c) para algum —2 < ¢ < oco. Entao existe
C > 0 tal que para toda fungao u € D%’z(]R")

(/ |x\cyu|de)” < c/ Vuldz (1.4)
R™ R™

Nas desigualdades do LEMA 1.4 vamos precisar das observagoes:

Demonstragao:

(i) Existe C' > 0 de modo que |z[**[u(z)[P~* < C"~||Vul[}a -

De fato, no LEMA 1.3 com p = 2 temos |u(x)| < C|x|_THVu||L2(]Rn). Por

hipétese p = 2 (n+c)
p —

para algum —2 < ¢ < oo dai

2+c 2+c B 24+c _ 24c¢  n-—2
p—2 2(n+c) 2_2n+20—2n+4_2(c+2)_ 2
n—2 n—2 n—2

Portanto ]m\%\u(aﬁﬂ < aHVuHLz(,Rn) e daf |z|>*¢|u(z)|P% < CP~ 2]|Vu|]L2 R

. n+c 2
(ii) Como p = 2( ) para algum —2 < ¢ < oo temos P _ :

p— n+c n—2
Utilizando o argumento padrao da densidade, é suficiente considerar o caso

u € {)’f;(ﬂ%”). Para tal u, usando as observacoes acima, integracao por partes e a De-
sigualdade de Holder (A.3), obtemos

12



o0
s = [t
n 0

= ()| -

n—+c

P /000 r”+c|u(7“)|p_2u(r)ul (r)dr

0 n—+c

= -2 [t e

n-+-c
2w, &0 ’
< = / ()P ol () dr
n—2J
2 n o0 1 n—
- / P ()P () [ de
n—2J
5 o 1 0 3
< o ( / |u’(r)|2rn—1dr) ( / P20 e ) |y (r )|2(p_1)dr)
n—2 0 0
1
2wn > n+2c — 2
= 2Tl [ o )
n — 0
1
2002 o ne—1c c _ 2
= 2 Pl ( [ ey er)
0
2 > 3
< CpTznw |VUHL2 ]Rn( rrltely )]pdr)

1
2

= O 2Vl (el

1
JUNPY » 3
Sendo assim, |z||ulPde < cr 2 |z|“|ulPdx ) o que
9 (R™)
n — IR™

IR™ .
(p—2) 2 P 2
#(25) IVl

2
p ~
nos da </ ]a:|c\u|pdaf> <
n
+2

_p=2 pt2
Agora, tomando C' = w, ” 25 (-5) >0 (depende somente de n e p) e

observando que a constante C > 0 foi dada no LEMA 1.3 temos a desigualdade desejada,

(/ |x|c|u|pd:p)p < C/ |Vul*dz. 0O

13

ou seja,



O resultado a seguir estabelece uma imersao compacta de H!(Bg\B,,V) em
Lp<BR\BT7 Q)

LEMA 1.5
Sejamn > 2 el <p<oo. Entio para algum 0 <r < R< oo com R>1, a

sequinte imersao € compacta
Hj(BR\BraV) — LP(BR\BTvQ)' (15)

Demonstracgao:

Vamos dividir a demonstracao em 3 etapas para concluir a imersao.
Etapa 1. Mostrar a imersao H}(Bg\B,,V) — H}(Bgr\B,).
Dado u € H(Bgr\B,) = {u € H'(Bg\B,) | u é radial} basta verificar que

ull 1B\ < Cllull g (e, v)-

Tomando 0 < r < R com R > 1, observando que V(|z|) > 0 e usando a
Desigualdade de Poincaré (A.17) obtemos,

sy = [ (9uP+ Valt)da
BR\BT

> / |Vul*dz
BR\B’I‘

1
_ —/ (Vul? + |Vul2)dz
2 BR\BT‘

1 1
= —/ |Vu|2dx+—/ |Vul*dz
2 JBp\B. 2 JBp\B.

1 1
—Cl/ uzd:v+—/ |Vul?dx
2 JBp\B, 2 JBp\B,

02/ (IVuf? + u?)do
Bgr\Br

Vv

v

= C2||“||%{}(BR\BT)'

Tomando C' = C, ? > 0 temos a desigualdade desejada.

Etapa 2. Mostrar a imersao compacta H}(Bg\B,) — L(Br\B,) para todo 1 < p < cc.
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Para a imersao basta verificar que ||u||zr(B\B,) < Cllull a1 (85\5,)-

Se 1 < p < oo usando Hélder (A.3) temos,

ull¥ = / ulPdx
H HLP(BR\BT) BR\BT| |
2—p

< (fu ) ()
c, { (/BR\BT(\W? + u2)dx> 1}[)

= O (lullmpsasn)” -

N

IN

1

Tomando C' = C7 > 0 temos a desigualdade desejada.

n—2

Se p = oo vamos usar a desigualdade |u(x)| < Cy|z|™" 2 ||u| g1 (By\5,) decor-
rente da desigualdade (1.3) dada no LEMA 1.3 com p = 2. Assim, temos

lull v,y = sup{lu(z)| = M, p{z: u(z) > M} = 0}

_n-2
< Cilz|” 2 [Jullmsa\s.)

n—2
< Cur™ 7 |ullmBa\B,)-

Comon >2tome C =Cyir—" >0ea desigualdade segue.

Para provar a compacidade seja (u,,) C H}(Br\B,) com ||t || g1 86, < C.

Afirmamos que (u,,) é equicontinua. De fato, tomando R > |z| > |y| > 7 >0

e utilizando Cauchy-Schwartz e Holder (A.3) temos,

||
() — tm(y)] < /| i ()]s

yl

1 |I| ’ %
It ( /| | |um<s>|2ds>
Yy

n—1

1 _1
x| = |yll2ly]” = @ 2| Vul 2B\ 5.

IN

IN

15



n—1

1 _ _1
< |z —yl2r 7 @ 2 ||Vull2s\B,)

1
< Cilz —yl2 |ullmy B\,
1
< CCilz —yl2.
Dado € > 0 tome 0 = Cfél > 0 e dal se |z —y| < § implica |u,(x) —un(y)| < e.

Como (u,,) ¢ limitada e equicontinua, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli (A.14),
existe uma subsequéncia (um;) de (u,,) que converge uniformemente, ou seja, up,, — u.

Das condicoes anteriores temos,

(i) |um,;| < C(uniforme);
(i) U, (z) — u(r) q.t.p;
(iii) |tm; —ulP — 0 q.t.p.;
(iv)  Jum, — P < 207 (Ju, [P + |uf?) < 2071(CP + |ulP) € L.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (A.15), temos u,,; — u em

LP(BR\B,).
Portanto H!(Bg\B,) estd compactamente imerso em LP(Bg\B,).
Etapa 3. Mostrar a imersao L?(Bg\B,) — L’(Bg\B,, Q).

De (Q) temos a existéncia de 79 > 0 e Cy > 0 tais que Q(|z|) < Cy|z|® sempre

que |z| > 1. Assim,

lul? _ / ulPda
L7 (Br\Br) BRr\B-

C b
/ \u]pLﬂbdw
Br\B, Cs|z|

G [ Qe
BR\B’V‘

v

= Gsllullio (s s,.0)-

1

Tomando C = C’; ? > 0 temos a desigualdade desejada.

16



LEMA 1.6
A aplicagao u — ||ul|y, |ully = \// (IVul® + V(|z|)u?) dz estd bem definida
R?’L
e define uma norma em H(IR™, V). Além disso, para R > 1,

HY(Bg,V) — H'(Bg), (1.6)

em que H(Bg,V) = {U{BR |ue HN(R",V)}.

Demonstragao:

Primeiramente, vamos mostrar que a norma estd bem definida. De fato

V(r)

>0

(i) Se ||u|ly = 0, entéao / |Vu|? = 0 e u é constante. Decorre de (V) que lim inf

e u = 0. Portanto ||uly =0 < u = 0;

(ii) Para qualquer « € IR e u € H,(IR",V) temos

Jaclly = \/ | (9auP + Vjalau) do - lal\/ | val + V(jal?) de = ol ul

Portanto ||aully = |allullv;

(iii) (Desigualdade Triangular) Sejam u,v € H!(IR", V). Entao

lut oz = / (19 (w4 0)P + V(je)(u+ v)?) de
= /n|Vu+Vv\de+/nV(\:c|)(u+v)2da:

< [ (vul+ Voo + [ Vet ofs

(/]Rn(’Vu\ + !Vv])zd:z;) v ((/]Rn |Vu!2dx) 1/2 . (/Bn WUsz) 1/?)
- (/ nV(!a:I)(quv)de) 1/2<(/ nV(|x|)u2dx) 1/2+ </ WV(|x!)v2dw) 1/2>

< (( [ 1w+ |Vv|>2dx)1/2+ ([ v+ opac) 1/2>(HU||V +ollv).

Por outro lado, usando a proposigao (A.19), temos

IN
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lu+ovly = (/n (IV(u+ o) + V(jz])(u+v)?) d;(;)l/Q

</ |V(u+v)|2dx> L (/nV(]xD(u—i—v)de) .
< (/ (vul —|—|VU|)2d:E>1/2+ (/ n V(|x|)(u—|—v)2da:)l/2.

Portanto, do exposto acima, temos [[u+v|ly < [Jullv+|v|v- O

IN

Em seguida, para mostrar que H!(Bg,V) — H'(Bg), vamos utilizar as de-
sigualdades 1 e 2 listadas abaixo. Seja R; > 0 tal que (suppV)¢ C Bg,. Para R > Ry + 1.

Desigualdade 1. Para cada v € H!(Bg,V), temos / u? < Oy Vu? com
Br\Br, Br
Cy > 0. De fato, por (V) existe C; > 0 tal que V (|z|) > C}|z|* sempre que |z| > R e dali,

/ wider = / U2C1|x|adx
Br\Br, Br\Br, Cilz|

[ v,
Ba\Br, Cilz|®

< / V(|z|)ude
Bgr\Br,

< Cz/ V(|z|)uda.
Br

Na desigualdade anterior tomamos Cy = (C1R{)™ > 0.

Desigualdade 2. Escolha uma funcao corte ou “cut-off” ¢ € C§°(Bg) satis-

fazendo ¢(z) = 1 para |z| < R;. Entao, usando a Desigualdade de Poincaré (A.17) e a

desigualdade 1, temos udr < 06/ |Vul? + Vu*dr com Cg > 0. De fato,
B, Br

/ u?dw / (pu)’da
B, Br

< ¢ / IV (u)Pdz
Bgr

IN

= Cg/ V. + . Vul*de
Bgr

18



IA

203/ [Vp.ul® + |¢.Vul|*dz
Br

= 204 (/ |<,0.Vu|2dx+/ |Vg0.u|2dx)
Bgr Br
20} / |Vu\2dx—|—/ Cyuldzx
Bgr BR\BRl
Cs / ]Vu|2dx—|—/ u?dx
Br BR\BRl

< 06/ |Vul? + Vuda.
Br

IA

IN

Para a imersao basta verificar que [|u|| g1 (p,) < C|lullg1(Bg,v)- De fato,

||U||125{1(BR) == / (|VU|2+U2) dx:/
Br

Bp,

(|Vul® +u?) dx+/ (IVul® + v?) dz

BR\BR1

= / ]Vu]de—l—/ u2dx+/ |Vu]2dx+/ u?dzx
Bg, Br, BRr\BR, BRr\Br,

/(|Vu|2+Vu2) dx+06/(yvu|2+vu2) dr + [ |Vul* dz + C, /vu%lx
B Br

R Br Br

IN

< 307/ (IVul® + Vu?) de = 3C:||ull 3 5,0)-
Bgr

Tomando C' = +/3C7 > 0 com C7; = max{1,Cy, Cs} > 0 segue a desigualdade

[l sy < Cllulliisrv)- -

Nos precisaremos também da Desigualdade de Hardy e da Desigualdade de

Hardy 2-dimensional.

LEMA 1.7 (DESIGUALDADE DE HARDY)
Seja n > 3. Para toda fungdo radial u € DV?(IR™)

) n—2\° u?
Qx> Y e 1.
/n|Vu| x_(z)/]R”xPx (1.7)

Da desigualdade (1.4) dada no LEMA 1.4, com p =2 e ¢ = —2, temos

Demonstragao:

19



1 2
1

. ) n—2\° u?
Portanto, segue a desigualdade |Vu|*dz > —=dx.
Rr R

2 e

LEMA 1.8 (DESIGUALDADE DE HARDY 2-DIMENSIONAL)
Considere n = 2. Para toda funcio radial u € Dy”(By)

1 1\~
Vul*dz > —/ || 2 (ln —) lu|?dzx.
Bi 4 Jp, |z

Demonstracgao:

(1.8)

1
Para u € Cj(B1), u > 0 radial definimos ¢ (r) = <1n —) u(r) parar € (0,1].
T

Entao, derivando u em termos de v temos

Q\
©
S~—

Il
=
=

/:\
B
S | =
~~
[N

+
<
PE
/:\

B
S | =
~
e

<
/|\
ﬁml —_
~

g\
©
S~—

Il
=
=

/:\

B

S |
~~
[N
|
[\
= | =
=

=
S~—

/;\
B

S| =

~

|

[N

W(r) = —irib(r) (m%)_% (1—2:;”(;()” m%).

v = o) (-

) (-

v
<
[}
=
R

Como 9(r) — 0 quando r — 0 e (1) = 0 obtemos

20



1
/ |VulPde = wn/ |u/ (7)|*rdr
B 0
1

= /0 (i@/ﬁ(r) (m %) e M) rdr

v

w, (11 9 1\ 2 @, [1(d
- m=) dar -2 [ (L)) a
= [ op (3) ar- 2 [ ()@
1/ u? < 1)‘2
= - — | In— dx
1o 1o "o

Uma funcdo radial u € Dy”(B;) pode ser aproximada por uma sequéncia (t,,)
de fungdes radiais suaves. Usando a convergéncia forte de (u,,) para u na norma do
gradiente e o Lema de Fatou (A.18) a desigualdade desejada é valida para toda fungao
radial u € Dy*(B). O

21



Capitulo 2
Teoremas Principais

Nesta secao apresentamos as demonstracoes dos teoremas principais. Para
maior clareza, os teoremas serao apresentados em detalhes e enfatizamos que os resultados
nao demonstrados estao listados no apéndice. Comecgaremos provando um resultado de
compacidade no IR". Iremos suprimir, nas integrais, o dz a fim de tornar a escrita menos

densa.

TEOREMA 2.1
Seja n > 3, suponha (V) e (Q) tal que p = p(ao,bo) > p = p(a,b) como

definimos anteriormente. Entdo, para p < oo, temos,
H)(R",V) — LP(IR",Q) parap < p <. (2.1)

Além disso,
(i) se b > max{a, —2}, a imersio é compacta para p<p<p;

(ii) se b < max{a, —2}, a imersao é compacta para 2 < p < P.

Demonstracgao:

Por (Q) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, Q(|z|) <C|z|%, |z| < r
para algum Cj > 0.

Por (V) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, V' (|z|) > Cy|z|®, |z| < r
para algum Cy > 0.

Para a imersao é suficiente mostrar que

/ |Vul|? + Vu?
SH(V,Q) = inf -

u€HL(R™,V) %
( / Q\uV’)
Rn

22
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Por contradigio, suponha que exista uma sequéncia (u,,) C H(IR",V) tal que

Qlum|" =1e / [V, |* + VuZ, = o(1).
R» n
Distinguimos dois casos.

Caso 1. Primeiramente supomos (V) e (Q) com a > —2. Podem ocorrer dois casos

para p, a saber,

i) p=2 se b < max{a,—2} = a;
22n —2+2b—a)

1i = —2<a<b.

(i) p m—21a se a <

Apresentam-se trés subcasos de acordo com ag e by.

Subcaso 1. by > —2, ag > —2.
2n 2c

n—2+n—2

Colocando p = e por p < p nos temos, observando a definicao

de p, que ¢ < by.
i) p=2 se b<max{a,—2}=a.

Afirmamos que p < p sempre que —2 < c. De fato,

-2 < c
2(n—2) < 2(n+c)
2(n —2) < 2n + 2c

n—2 - n-—-2
2n + 2c¢
n—2

Portanto, escolhendo —2 < ¢ < by temos p<p<p
22n —2+2b—a)

il = —2<a<b.
(i) p 21 a se a <

Afirmamos que p < p sempre que b < c. De fato,

2(2n —242b—a) < 2(2n —242b+2)
2n—2+a - 2n—2-2
2(2n + 2b)
2n —4
2(n+c)

B:

n—2

Portanto, escolhendo b < ¢ < by temos p < p < p. Note que para termos
b < ¢ < by precisamos que b < by.

23



Usaremos o LEMA 1.4 na desigualdade abaixo,

Qunl < C / ] [t P
B, B

e / 2]t
By

IA

Cyrto—e / &)t
B

P

Cﬂ”bo_c (04 |Vum|2)

By

IA

2

IN

Oyl ( [ vl V<um>2)
B

ya
2

CLC7 "7 (0(1))

IN

= o(l)r (2.2)

A desigualdade acima foi possivel, pois by — ¢ > 0.

Subcaso 2. —2(n—1) <ag < =2 e by > ap.
2(2n -2+ 2b0 - CL())
2n — 2+ Qo

2(2n — 24 2b —
pZmaX{Q, (2n i a)}. De fato,

Tomando p < p = para termos p < p basta exigir que

2n—2+a
(i) p=2 se b<max{a —2}=a.
Nestas condigoes precisamos saber se p = 2 < p para termos p < p < p.

b2 = 2(2n — 2 + ap)
= 2n — 2 + ag
2(2n — 2 4 2ag — agp)
- 2n — 2+ ag
2(2n — 24 2bg — ag)  _
2n — 2 + ag P
(ii) 222(271—24—26—@) se —2<a<hb

2n—2+a

24



Nestas condi¢oes precisamos saber se p =

22n —2+2b—aq)
2n—2+4a

< p para termos

p<p<p A desigualdade sera verificada quando b < by. De fato,

B:

22n—2+2b—a) < 22n —2+2b—a)

2n—2+a - 2n — 2+ aq
2(2n—2+2()0—a0) -
m—2+a
Usaremos o LEMA 1.2 e p < D na desigualdade abaixo.
QlunP < € [ el
B, B,
= O [ o
—a -2 -2 _2(m=D+tag “
< Gyt /B o Y o N P e e TP
— OO (0(1))"F P ) / 2o
B,
< CCICE R (0(1)) T phomeom TR ) / Va2,
§ 0102_10(1)7_2 (0(1))% rbo—a0—2(n*i)+a0 (p—2) ’Vum\Q 4 Vu?n
B,
= GG, (0(1))" pho—ao—2=F20 (p2)
= oLyt ), (23)

ap > —2(n — 1) temos

by — ap —

. 2
Precisamos que by — ag —

4

2(n—1) + ag

(n—1)4ag

+—(p —2) > 0. Das condigdes by > ag e

2n—1)+aqg ,_
(p—2) = bo—ao—%@—m
_ b_a_Q(n—l)—i—ao 2(2n—2+2b0—a0)_2
00 4 2n — 2 + ag
_ b_a_Q(n—l)—i—ao 4(b0—a0)
070 4 2n — 2 + ag

= bo—ao—bg—l—a():O.
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Subcaso 3. ap < —2(n—1), by > —2(n — 1).
22n —2+2b—a)
2n—2+a

Tomando p < p = oo basta p > max {2, } para que p < p

ocorra trivialmente.

Para qualquer p escolha ay > —2(n — 1) tal que by — ag — m(p —-2)>0
ero>0,Cy>0 tal que V(r)> Cyr® > Cyro para r < 7.

Seja ¢ uma fungao “cut-off” tal que ¢(t) =1 para 0 <t < % e ¢(t) = 0 para
t > ro. Note que ¢u,, € D(l]f(Bm(O)) N L*(B,,(0),V) e para r < 7’_20’ usando o LEMA 1.2,

temos

Qunl < € / 2] [ ?
B, By

= o [ ol ol o) el
B

’

_ _ _ _2(n71)+a0

o e e
™

VAN

2 o]

IA

!/
€O (o(1)) 7 oo S0 [ g

IN

p— 2(n—1) a,/
oy ey (0(1))227"b°_“°_41+(’(p‘2)/ Vau?,

p—

105G (o(1) 7 oo

2(n—1)+ag
4

IN

©=2 [ |Vu,, | + Va2,
Br

/
2(n—1)+a,
( 4) 0 (p,2)

= 010,y (o(1))* 1o
_ o) ), (2.4)
Por outro lado, por (V) e (Q), existem Ry > 0, Cy > 0 e C5 > 0 tais que

Qz|) < C'4|ac|b e V(|z]) > Cs|x|* sempre que || > Ry.

Entao, pelo LEMA 1.1, para R > Ry,

26



Qlunl < o[ JaPlunp
Bk Br

e / 2Pt 2]t
C

By

< C4Cp_2||um||§1:1%anv)Rb_a_W(p_2)/C |$|au72n
R
<GP (o(1)F R ) / Va2,
R
< 007205 (o(1))'7 Rem T 0-2) / V|2 + Vi,
%
< GO0 (o(1))E R0
< o(D)RCeHE Y, (2.5)

Pelo LEMA 1.5 podemos ver que

1/p
ltmlloo e = ( / @|um|p)
BR\BT

1/2
Bgr\B;

= Cslltumlmps.v) < Cso(1)? = o(1).

IN

Como Qlun|? = / Qlum|? + Q|| —i—/ Q|u,|? e observando as
R B, B, B

R\Br
estimativas feitas em (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5) obtemos / Q|um|? — 0, 0 que é uma con-
Rn
tradigao ja que Q|un,|P = 1. Portanto a imersao se verifica.

Rn

Agora, vamos considerar compacidade no Caso 1.

Considere (u,,) C H}(IR",V) de modo que ||ty|/gimnyvy < C. Sem perda
de generalidade, podemos supor u, — 0. Afirmamos que u,, — 0 em LP(IR™ Q) nas
condigoes abaixo. De fato,

(i) se b>max{a,—2} =a aimersio ¢ compacta para p <p <D.
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Repetindo as estimativas que fizemos em (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5), em cada

caso, teremos as desigualdades

Qluanl” < CLCF ™ [ty v

2(n—1)

_ P ta
i Q|um|P < 0105105 2rbo ao 2 (p-2) ||um||H1 o (26)

2(n—1

/
el T

_ —2 bo—an—
Qlunl’ < C1Cy 10(])3 oo 1(Rm,V)

J

a— (n 1)+a
Qlunl? < CiOP2C5 R 2 a1 v @.7)

Bc

Neste caso ocorre b—a — w(p 2) < 0. De fato, da condigao b > a temos

b_a_W@_g) < b_a_w%)_g)
B 2n—1)+a (2(2n—2+2b—a)
= bma- 4 ( 2n—2+a _2>
_ b_a_2(n—1)+a 4(b—a)

4 2n—2+a

= b—a—-b+a=0.

As desigualdades abaixo ja foram apresentadas anteriormente.

bo—C > 0
2(n—1
bo_ao_W@_g) > 0
2n — 1) + a;
bo—ao—%(p—Q) > 0

Usando o LEMA 1.5 e Qlum|? = | Qlun|? + Qlupm|? +/ Q||
Rr B. B, Br\B,

obtemos Q|um|’ — 0 quando n — oo.
IR™
(i) se b<max{a,—2} =a aimersao é compacta para 2 <p <P.
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Similarmente a (2.7) temos
. Qlum|* < CrC5 Rl an v, (2.8)
R

Usando o LEMA 1.7 temos

Qunl? < G / LI
B, By

e / 2] ot P2
By

IA

Cyrito? / ]2
B

bo+2 2 \? 2
< Cir™ R |V,
n—2 B,
9 \2
b
o ) R (29
Desde que by > —2 e b < a ndés obtemos Q|um|P — 0 quando n — oo de

IR"
forma andloga a (i). Assim, terminamos o Caso 1.

Caso 2. Assumimos (V) e (Q) com a < —2. Podem ocorrer dois casos para p a

saber
(i) p=2 se b <max{a,—2} = —2;

2(n+0b)
n—2

b>—2.

I
n
o

(ii) p

Apresentam-se trés subcasos de acordo com ag e by.

Subcaso 1. by > —2, ag > —2.

2n 2c

n—2+n—2

Colocando p = e por p < p nos temos, observando a definicao
de p, que ¢ < by.
(i) p=2 se b<max{a,—2}=-2.
- Da mesma forma que fizemos no Caso 1. basta escolher —2 < ¢ < by e tere-
mos p < p < Pp.
2(n+ D)
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Para que pP<p<D basta tomar b < ¢ < by com by > b. De fato,

2n — 2bg 2n—2c<2n—2b

n—2 n—2 = n-—2 - P

A estimativa feita em (2.2) continua vélida para b > —2.

Subcaso 2. —2(n—1) < ag < =2 e by > ay.
2(2n -2+ Qbo — ao)

2n — 2+ ag

Tomando p < p =

2
p > maX{Q,(n—?

para termos p < p basta exigir que

}. De fato,

(i) p=2 se b<max{a,—2}=-2.
Basta observar que p < p < p sempre, pois p = 2 < p exatamente como fize-

mos no Caso 1.

2 b
(ii) () R Y
- n—2
2(n+b)
n—2
A desigualdade segue quando —2 + 2by — ag > 2b. De fato,

Nestas condigoes precisamos saber se p = < P para termos p < p < P.

2(n+b) < 2n — 2+ 2by — agp

P= n—2 - n—2

2(2n — 24 2b0 — ao)
2n —4

2(2n—2—|—260—a0)
- 2n—2+ag

=P
A estimativa feita em (2.3) continua vélida para b > —2.

Subcaso 3. ag < —2(n—1), by > —2(n —1).
2(2n+0)

} para que p < p ocorra
n—2 -

Tomando p < p = oo basta p > max {2,

trivialmente.

As estimativas feitas em (2.4) e (2.6) continuam validas para b > —2. Agora,

precisamos obter estimativas como em (2.5) e (2.7).

2n 4+ 2c¢

Escrevendo p = temos ¢ > b. Entao para R > Ry usamos o LEMA 1.4

para obter
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Qlunl < Cu [ JaPlunp
Br R

e / 2P| P
C

By

IN

CLR"™(| V72 e

S Cleic (HumHH}(R”,V))p (210)

Usando b — ¢ < 0 temos estimativas como em (2.4) e (2.6). De forma andloga
ao que fizemos no Caso 1. para mostrar a imersao também teremos a contradicao no

Caso 2. ja que estimativas similares sao mantidas. Portanto a imersao se verifica.
Agora, vamos considerar compacidade no Caso 2..

Considere (u,) C H}(IR",V) de modo que ||ty g1(rrv) < C. Sem perda
de generalidade, podemos supor u,, — 0. Afirmamos que u,, — 0 em LP(IR", Q) nas

condigoes abaixo. De fato,

(i) se b>max{a,—2} = -2 aimersdo é compacta para p <p <p.

Neste caso, basta observar as estimativas feitas no Caso 1.(i).

(i) se b<max{a,—2}=—2 aimersao é compacta para 2 <p < p.

Para 2 < p < p as estimativas feitas no Caso 1.(ii) sdo mantidas e podem
ser utilizadas aqui de forma andloga. Quando b < —2 precisamos mostrar a compacidade
para p = 2. Seja ¢ uma fungao “cut-oft” tal que ¢(r) = 1 para r > 2Ry e ¢(r) = 0 para
r < Ry. Entao pelo LEMA 1.6,

Q|um|2 < Cle+2Hv(¢um)HL2 BS,) < CQRb+2”vumHi2(B}c%) < C2Rb+2 (||um||H,1(R",V))p

BC

Como (2.9) ainda se mantém para b < —2, concluimos a parte restante da prova

exatamente como fizemos no Caso 1. Assim, terminamos o Caso 2. O

Para n = 2 definimos p(a,b) da mesma forma como foi definido para a > —2.

O teorema seguinte nos da um resultado de compacidade no plano.
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TEOREMA 2.2
Seja n =2, suponha (V) e (Q). Entdo

H(IR?,V) — LP(IR*,Q) parap < p < <. (2.11)

Além disso,
(i) seb>a, aimersao é compacta para p < p < oo;

(i) se b < a, a imersao é compacta para 2 < p < 0.

Demonstracgao:
Antes de realizarmos a demonstragao, observe que p = oo e que ha possibi-

lidades para p.

2(2+2b—a) 5 —a<b
Pode ocorrer p = p(a, b) = 2+a “=" :
2, se b < max{a, -2}
2(2+2b —
Se a > —2 temos dois valores possiveis para p, isto é, p = (%a) ou
= = a

p=2esea< —2 temos somente p= 2.

As desigualdades que vamos precisar dependem somente dos valores de by e,

portanto, precisamos separar a demonstracao levando em consideragao somente os valores
de bo.

Para a imersao é suficiente mostrar que

/|Vu|2+Vu2
S.(V,Q)= inf I

weHL(IR2,V) %
( / Q\UV’)
R2

Por contradi¢ao, suponha que exista uma sequéncia (u,,) C H}(IR?* V') tal que

/ Qlun|" =1e / Vit |® + V2, = o(1).
R? R?

> 0.

Por (Q) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, Q(|z|) < Cy|z|, |z| < r
para algum C; > 0.

Por (V) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, V' (|z|) > Cs|z|®, |z| < r
para algum Cy > 0.

Por (V) e (Q) existem Ry > 0, Cy > 0 e C5 > 0 tais que Q(|x]) < Cylz|® e
V/(ja]) > Cslal* sempre que |z] > R,
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Caso 1. a > -2

Usando o LEMA 1.1 com n =2 e R > Ry temos

Qlm|”
Bj,

<

IN

IN

IA

IA

<

Cy / 2t
B

c
R

Cy / Pt P2 ]t
C

By

— — o 24a(,
e I e Rl
B

c
R

CiCP2C57 (o(1)) "2 RP-o- 25 0-2) / Va2,
B

c
R

C,CP2C051 (0(1)) 7 Rb—o— 32 (—2) / Vi |® + Vul,
B

c
R

C,CP72C5 " (o(1)) 2 RP-o— 552 (—2)

o(1) RV 5" (r=2) (2.12)

Algumas passagens na desigualdade acima foram omitidas ja que desigualdades

2
analogas foram vistas no TEOREMA 2.1 onde podemos ver que b — a — %(p —2)<0.
Repetindo as estimativas feitas em (2.12) obtemos
g2ty
Qluml” < CsR™* T T |up B o - (2.13)
By
Caso 2. a < -2
Qlunl < Cu [ Jalunp
Bj Bf
p/2
< C4R'Cq / |t
By
p/2
< 0304C7Rb / |Vum\2
B
< o(1)R". (2.14)
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Repetindo as estimativas feitas em (2.14) obtemos

Al < C Rty s - (2.15)
2(242b—
Agora, note que u > 2 para —2 < a < b. De fato,
5 _ 2(24+a)  2(2+2a—a) < 2(2+2v —a)
- 24a 2+a - 2+a

Se by > 0 e p> 2 usando o LEMA 1.6 temos

Qlunl < s [ ol funp
B, B,

IN IA
2 Q
ﬁ@" ﬂc"
m\ ﬂ\
= £
3 3
S =

IN

Q

ﬁ@"
A~
S

=5

3

[\V)
~

IN

C3TbOHumHH1 (Br)

IN

CGTbOHUmHHl Bg,V)

IN

r%o(1). (2.16)

Repetindo as estimativas feitas em (2.16) obtemos

Qlum|P < (Jﬁrbo||um||Hl V) (2.17)
B

Se by € (—2,0] e p > 2 escolhemos & > 0 tal que by — § > —2 e uma fungao
1
“cut-oft” ¢ € C§°(By), tal que ¢(x) =1 para |z| < 7 Entao pelo LEMA 1.8
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Qluml? < Ci [ |a|*upnl”
B, Br
1 bo—0 1 d—bo
= |ZL’|b0_§ <1I1 _) (umgp)_b°+6|x|6 (111 _) ’um|p+bo_5
B, || ||
1 d—bo 1 bo—6
< cr(wr) [l () )
r : ||
byt -
s 1\ 1\ 2 9 2 2(p+bg—9) g
< Cyr (ln —) / |z)? (ln —) (Un ) < |ty | 2700 )
r B1 |l‘| B,
) 1 (S—bo ) —bg+4 , 2+b20—5 gi:g:g
< C3Cr° [ In— |V, el /]um]
r B By
6—by
< C é 1 1 I —bo+0 p+bo—6
> Lrr n; HumHH}(Rav)HumHH,}_(]Rav)
1 d—bo
< T5(ln—) o(1). (2.18)
r

Repetindo as estimativas feitas em (2.18) obtemos

6—b
1 0
Qlunm? < C?° (hl ;) ||um||Z}(R27V). (2.19)

B

Pelo LEMA 1.5 podemos ver que

1/p
(T P ( / @|um|p)
BR\B’I‘

1/2
< Oy (/ \Vum|2+vu3n>
BR\BT

= Cslumllm 5.1y < Cso(1)/? = o(1).

Como/ Qlum|? = | Qlum|? + Qlwm|? +/ Q|uy,|P e observando as
R? B, BS, B

R\Br

estimativas feitas em (2.12), (2.14), (2.16) e (2.18) nds obtemos / Qlum|’ — 0 o que é
RQ
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uma contradicao ja que / Q|un, [P = 1. Portanto a imersao se verifica.
RQ

No seguinte, consideramos compacidade. Seja (u,,) C H}(IR* V) de modo que
| || 2 (r2, vy < C. Sem perda de generalidade, podemos supor u,, — 0. Afirmamos que

Uy — 0 em LP(IR% Q) nas condigoes abaixo. De fato,

(i) se b>a aimersdo é compacta para p < p < oo.
Repetindo as estimativas que fizemos em (2.13), (2.17) e (2.19) teremos as

desigualdades

_g_2ta i,
Be Qlunl? < CsR"™5 0wy |71 o vy
R

; Qlum” < Cor®|[umll% oy (2.20)

1 d—bo
i Q|Um|p < C7r5(ln;) ||um||§{}(1R2,V)

Vs

Usando o LEMA 1.5 e / Qlum|P = Qlum|? + Qlum[? +/ Q|uml|?
IR? B B}% BR\BT
temos / Q|um |’ — 0 quando m — oo.
IR2

Portanto, segue a imersao compacta desejada.

(i) se b<a aimersdao é compacta para 2 < p < o0.
Repetindo as estimativas que fizemos em (2.13), (2.17) e (2.19) teremos as

desigualdades

2+a

| Qlunl” < CoR T gy
R

IN

IN

1 6—bo

Qum|”
B, y,
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Usando o LEMA 1.5 e / Qlum|? = | Qluml|? + Q| |? —i—/ Q| |?
R B, B, B

temos / Q|um |’ — 0 quando m — oo.
R2

2
Para b < a temos p = 2 e como (p — 2) Za
2
que b —a — Za(p—2)<0.

Portanto, segue a imersao compacta desejada.

>

R\Br

24+a

(2-2) = 0 concluimos

De posse dos resultados de imersao continuas e compactas, provaremos que o

problema (1) possui uma solu¢ao “ground state” também chamada solugao estaciondria

ou solucao de estado fundamental.

TEOREMA 2.3

Sejan > 2. Suponha (V) e (Q) com o correspondente p e p definidos de modo

que p < p < P. Entao a equagao (1) tem uma solugio “ground state” u € H}(IR",V),

a saber

| wup 4 vale
IR™

= inf

/ Vo2 + V(|z])?

( Q(le)up>p f”( @<|as|>|v|p)”
Rr Rr

Além disso,

2+a

(i) quando a > —2 ezistem C, ¢ > 0 tais que u(z) < Cexp (—cr 2 );

(i) quando a < —2, existe C > 0 tal que u(z) < Clz|"".

Demonstracgao:

A existéncia de uma solucao “ground state” segue da imersao compacta. De

fato,

/ Vol + V([a])e?
M = inf " = inf

vEHL(R™,V) % vEHL(R™,V)
A aapr)”
Rn

/ Vol + V([el)o?;
Rn

Q(lz]v” =1
Rn

Assim, segue que existe (v,,) C H}(IR", V) (chamada sequéncia minimizante)

de modo que / Q(lz])|vm|P =1e ||vm||%/ = / Vo2 + V(|:1c|)v31 — M.
R’n/

R™
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Portanto, a sequéncia (||v,,|v) é limitada e pela imersao compacta vista nos
TEOREMAS 2.1 e 2.2 (H}(IR",V) — LP(IR",Q)) existe uma subsequéncia (v,,) de (vn,)

de modo que v,,; — u em LP(IR",(Q), ou seja, / Q(|x])[vmm, |? —>/ Q(|x])|u|’ donde
R" R"

Q| )ful” = 1.

Rn
Agora, usando que a norma ¢é fracamente semicontinua inferiormente (A.24)

temos M < [Jul[} < lminf [Jv,,, |7 = lim [jo,,|[} = M e daf |Jul|} =m.

Sendo assim, Q(zN|ulP = 1e||ull} = / IVul? + V(|z|)u* = M, ou seja,
B’VL n
a equagao (1) tem uma solucio “ground state” u € H!(IR",V).

Em seguida mostraremos a propriedade do decaimento no caso a > —2.
Por (V) existem C; > 0, Ry > 0 tais que V(|z|) > Cy|z|?, para |z| > R;.

. V2C
Considere ¢(r) = exp <—cr2%> em que r = ,/x% +..t+22ec= oy L~
a

Derivando ¢ em relacao a x;, 1 < ¢ < n obtemos,

2+a a 3 V 2 a=2
07 (r) = exp (—CT : ) (_02+amﬁ) T 0190(7“)7’ 2 T

ox; 2 r 2
Derivando 14 (r) em relagao a x;, 1 <1i < n obtemos,
Z;
D¢ V20, [(Op a- a—2 aax? a2
gz = Ty g e e (T e
20 20 -2 a—
= R (et S el el (7
Portanto,
C . (a—=2)y2C a2 a2 \/2C
Do) = oy - BTV et eyt V2
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Agora,

~Ap(r) + V(|z))p(r) > %@(TWLJF%@ - V.Ten

C
= S+

e (15 )

&
> — .
= S elr)r
Para a desigualdade acima, devemos observar que a > -2 =a—2 > —4 =

-2 -2
a >—2en22nosdéa +n > 0.

=

C
Vamos mostrar que existe R > 0 de modo que Q(|z|)|u(z)[P~? < —=-|z|* sem-

pre que |z| > R. De fato, pelo LEMA 1.1 com a > —2, existem Cy > 0, Ry > 0 de modo
2(n—1)+a

que |u(x)| < Collul|v|z|~~ % — sempre que |z| > Ry > 1.

Por (Q) existem C3 > 0, R3 > 0 tais que Q(|z|) < Cs|x|” sempre que |x| > Rs.

Assim,

QUaDlu(@)P? < CalalC?|ullf 2|~ 2

C’4‘£C|b_ An—pte (p-2).

IN

Como |z| > 1 para termos Q(|z|)|u(z)[P~? < Cylz|* basta verificar se
2n—1)+a

h—
4

(p—2) <a.

Podem ocorrer dois casos

2(2n —242b—a)

Caso 1. —2<a§bcom]_9:

2n—2+a
2(n—1)+a 2(n—1)+a [(2(2n —242b— a)
S B M A - —9
4 =2 < 4 2n—2+a
2n—1)4+a (4n—44+4b—2a —4n+4 — 2a
< J—
4 2n—2+a

1
< —Z(4b—4a):a—b
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Assim,

2(n—1)+a

b 4

(p—2) <a.

Caso 2. b < max{a, —2} = a com p = 2

2(n—1)+a

h—
4

(p—2)<b<a.

Portanto, Q(|z|)|u(z)|P~? < C4]x|* sempre que R > max{R,, R3}. Agora, pre-

cisamos justificar que podemos tomar a desigualdade acima com 71 no lugar de CYy.

2(n—1
Como b — w(p —2) < a, é possivel encontrar § > 0 de modo que
2(n —1
b—%(p—2)+5<a.

Assim, para R > max{ Rz, R3}, temos

QUaDlu(@)P? < Cylaf= 502

= il afr T 02w

C
< Gilallal* < Dae
Portanto, para |z| > R = max{ Ry, R3}, obtemos

C
- =)+ (Vilel) — Fel) - ) =
C C
= At Ag 4 ViJal)u— Vil ~ Dafu+ Dalrg =
C C
= (=B Vi(Jal)) + (A ~ V(Jal)g) — Dlafu+ Lol <
4

) e
< Q(|z])u(a)P~t - Iflf\ p— o lafu+ —!x\ e <

C C
< Zalou — ZL|z|*u = 0.
2 2
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Como —A(u — ¢) + (V(|z]) — & |z]*) (u — ¢) < 0 para |z| > R temos, pelo
Principio de Maximo, que u(z) < ¢(x) para |z| > R.
Portanto, existem C' > 0, ¢ > 0 tais que

u(z) < Cexp (—CTHT(L).

Finalmente, quando a < —2, a propriedade do decaimento segue diretamente

da estimativa dada no LEMA 1.3 com p = 2, isto ¢, existe Cy = C3(n) > 0 de modo que
—2

_n=2 _n=2
u(z)| < ol = ||Vl 2rny < Cola] = [lullv.
Portanto, existe C' > 0 tal que

w(x) < Cla|~ 7.

Concluimos assim, a prova do TEOREMA 2.3. 0
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Capitulo 3

Aplicacoes do Teorema 2.3

Apresentamos, no TEOREMA 2.3, condi¢oes que garantem a existéncia de

solugoes radiais para a equagao (1) mostrando o comportamento das solugoes de acordo

com os valores assumidos pelo parametro a. Vamos apresentar trés exemplos ilustrando

as afirmagoes.
ExemprLO 3.1 Considere a equacao,

6

—Au + (1 - W) u = 6|zle Pt comu >0, em R,
x

lu(x)| — 0, quando |x| — oo.

Neste exemplo temos

6
V(z|) =14 — com a =0, ap = —2

|z[?
6
14 3
lim inf w"ﬁ') - 1iminf—|f’ = lim (1 + %) —1>0
6
1+ —>
Vv 2
liminfﬁl) = liminf—‘i| = lim (]:B\Q + 6) =6>0
|x|—0 ‘LIZ’|7 |z|—0 ‘LE’|7 |x]—0
Q(|z]) = 6|z]e®! com by =0, b =0
6|z|e~1*!
lim sup Q(|a(:)\) = limsu meo = lim 6|z|e 1 =0 < 0
jaj—0 7] al—0 2| [0
6lzle— 1=l
lim sup Q|(||x0|) = limsup|a|c|—€|0 = Il‘lm 6lzle " =0 < 00
NI plmoo |2 |0
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2(n —2)

Sendo assim, p = p(0,0) = 5
p=Pr n—

2
:2eﬁ:ﬁ(—2,0):—n2paran23e
n_
daf basta que p < p <p.

Nas condigoes acima o TEOREMA 2.3 fornece uma solugao “ground state”
u € H!(IR",V) para o problema, a saber

6 6
/ Vul + (14 — ) v? / Vo> + [ 1+ — | v*
n BE e BE
—_= 1mn .
’ verl (V) ;
(/ 6|x|e_|zup) o (/ 6|x|€—|z|v|p)

Observamos que o TEOREMA 2.3 garante a existéncia de constantes C', ¢ > 0
tais que a solugao u € H!(IR",V) satisfaz u(x) < Cexp (—CT%TG> ja que a > —2.

ExEMPLO 3.2

Considere a equagao,

5 |z[*

—Au+ —u = uP™t, com u >0, em IR®,
z[° Jz[+1

lu(z)| — 0, quando x| — 0.

Neste exemplo temos

)
V(|z|) = —= com a = —6, ag = —6

|[°
5)
V 1,16 5 6
lim inf (|x(|),) = lim inf 2] 5 = lim ( |:1c|6 > =5>0
)
14 116 5 6
liminfﬁp = liminf|x—|6 = lim ( |$|6 > =5>0
jal—0 ||~ jal—0 [0 Jal=0 \ |z|
|z
Q|z|) = EFE comby=0,b=1
|z
: Q) _ . o[ +1 2
lim sup = lim sup = lim =0< o
|| —0 |$|0 |z|—0 |$|0 |z|—0 |:L“| +1
|z
1 2
lim sup Q(|x1|) = lim su 2] t = lim |;E—| =1<o
|| —o0 |:E| || —o0 |33| || —o0 |l’| +1
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2(3+1)

Sendo assim, p = p(—6,1) = 5
p=pr n_

p<p<p.

=8ep=7p(—6,0) = co e dai basta que

Nas condigoes acima o TEOREMA 2.3 fornece uma solucao “ground state”
u € H'(IR? V) para o problema, a saber

5 5
/ Vul? + 2 / Vo2 + ——o?
R ||® R |6

; — = inf S 5
2 1 2
/ || AN UEHZ;AH(%)SYV) / |z Rl '

Observamos que o TEOREMA 2.3 garante a existéncia de uma constante C' > 0
tal que a solucio u € H'(IR3, V) satisfaz u(z) < Clz| ™2 ji que a < —2.

ExEmMpPLO 3.3

Consideremos o sequinte problema

n+2

1
(P)—Au+u:(1—|—|xl)l/2up em IR" com 1 <p< 5 eO§l<§(n—1)(p—1).

Os pesquisadores Wei-Yue Ding e Wei-Ming Ni em [6] estudaram o problema
(P) obtendo uma solucéo via argumentos de aproximacao combinado com o Teorema do
Passo da Montanha e estimativas a priori.

Utilizando nosso estudo esse problema também pode ser solucionado visto que
¢ um caso particular do TEOREMA 2.3. De fato, neste caso,

Vir)=1eQ(r)=(1+ rz)l/Q

o que nos fornece,

Vv 1
(a) liminfﬂ = lim — >0 com a = 0;
r—00 ra r—oo 1é
Vv 1
(b) liminfﬂ = lim — > 0 com ag = 0;
r—0  rao r—0 rao
/2
s @)y (L) _o.
(c) ln?jélprTo = }“EI%)T < 0o com by = 0;
1 2\/2
(d) limsup Q(Z) = lim # < oo com b= 1.
r—00 r =00 r
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2(2n — 2 + 21 2(n—1+1
Para p, como [ > 0, temos p = ( 712 —; ): (n 1+ ) >
= = n— n—

2.

2 b 2
Para p temos p = (n +20) = n2‘
n— n—

2n ) . . n+ 2
Portanto basta estudar 2 < p < > que é equivalente a 1 < g < com
n — —
qg=p-—1
. , 2(n—141) 2n _
E importante notar que precisamos ter p = 1 < 5 =P para
= n — n—

. 2(n — 1)
e isso ocorre se | < ————=

que faga sentido 2 < p < que é dado pela condicao

1
0<l<3n=1)p-1)
Pelo TEOREMA 2.3 (P) tem uma solugao “ground state” v € H(IR",V), a

/ Vuf? + 1 / Vo2 + 02
~ = inf ~

2 2
P veH}(R™,V) P
(/ (1+|x|2>”2up)p ” (/ <1+|x\2>”2‘“’p)p
n Bn

Além disso, como a = 0, pelo TEOREMA 2.3 existem constantes C', ¢ > 0 tais

saber

que a solucgao satisfaz u(x) < Cexp (—cr)
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Apeéendice A
Apeéendice

Estao enunciadas aqui defini¢oes e teoremas necessarios para a realizacao do
presente trabalho. Os teoremas enunciados que nao apresentam demonstragao possuem

referéncias de onde encontra-las.

DEFINIGAO A.1 (LIMITE SUPERIOR E INFERIOR DE UMA FUNGAO)
Seja xg € Q C IR" e T : Q2 — IR. Definimos,

(1) limsupT'(z) = inf ( sup T(x)),

T—x0 6>0 0<|z—z0|<d

(i) hminfT(;t:)zsup( inf T(:c)),

T—T0 §>0 \0<|z—z0|<d

(iii) limsup T'(z) = inf (sup T(I)) :

|| —00 0>0 \ z>6

(iv) liminf T'(z) = sup (inf T(x)) .

|z|—00 §>0 \ x>0

TEOREMA A.2 (DESIGUALDADE DE YOUNG)
Considere 0 < A < 1. Entao para quaisquer niumeros reais a > 0 e b > 0,
temos a*b'™* < Aa + (1 — \)b.

Demonstracgao:
1 1 1
Fazendoxr = a*, y = b2 A ==-el—\X=1— > = = adesigualdade de Young
p q
1 1
se tranforma em zy < —af + —y? (como — + — =1 dizemos que p,q > 1 sdo expoentes

conjugados). Observamos que a ingualdade se d4 quando a = b.
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Se b = 0 a desigualdade é verdadeira. Suponha b # 0 entao, dividindo a de-

A

sigualdade por b, temos (%) <A (%) + (1 —=A). Tomando t = % temos t* < At + (1 — A).
Note que a funcao H (t) = t*—\t é crescente para t < 1 e decrescente parat > 1

e portanto, assume o maximo em ¢ = 1. Assim, H(t) = t* =\t < H(1) = 1—\ e a desigual-

dade segue. O

TEOREMA A.3 (DESIGUALDADE DE HOLDER)

1 1
Sejam uw € LP(Q) ev € LIQ), com 1 < p < 0o e —+ — =1 (expoentes
p

conjugados). Entao uwv € L'(Q) e ||uv||1 o) = / Juv|dz < ||u| e )l|v]] La(o)-
Q
Demonstracgao:
Se p =1 ¢ = 00, entao basta observar / lu(z)v(x)|dx < ||U||LOO(Q)/ |u(z)|dx.

Q
Para p > 1, supondo u € LP(Q), v € LY(Q) com ||u||tr) # 0, ||v|/ze() # 0 e tomando
p q

o= [u(z) , 0= [v(@) na Desigualdade de Young aff < « +— Va,0 >0, temos
[[ul| o (@) [0l Loy P q
p q

[u(z)v()] < |u(€)] + |U(€)| . Assim, integrando em = €, temos
[ull o llvllzay — Plullfo)  dllvlliaq,
1 1 1

/ lu(x)v(z)|dr < — + — =1 e a desigualdade segue. O
[l @y llvll Loy Ja poq

DEFINIGAO A.4 (ESPAGOS DE BANACH)

Um espaco de Banach é um espaco vetorial H normado e completo.

DEFINIGAO A.5 (ESPAGOS DE HILBERT)

Um espaco de Hilbert ¢ um espaco vetorial H dotado de uwm produto escalar
(u,v) completo para a norma ||u||g = (u, u)%.

DEFINIGAO A.6 (ESPACO DE FUNGOES TESTES E SUPORTE)

Seja o = (ay, g, ... ) € IN", denotamos o operador de derivac¢ao de ordem
olel
a por D = ———  onde |a] = a1 + ag + ... + ay,.
g A "

Se u é uma fungdo mensurdvel sobre 2 e (w;)ier € a familia de todos os sub-
conjuntos abertos de €, tal que u = 0 q.t.p. em cada w;, temos que u = 0 q.t.p. em
w = Uwi, e o suporte de u (suppu = Q\ w). Se u for uma fungao continua, entao

iel
suppu = {x € Q; u(z) # 0}. Dizemos que uma fun¢ao u tem suporte compacto em €, se

existir K C Q) compacto tal que suppu C K.
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Representa-se por C2°(Q2) o espago vetorial das fungoes reais definidas em €2,
com suporte compacto e deriwadas parciais de todas as ordens. Em C(Q) considera-se
a sequinte nocao de convergéncia.

Uma sequéncia de funcgoes (@m)men converge para zero em C°(§2) quando:
(i) Todas as pm possuem suportes contidos em um compacto fixro K de §;

(il) A sequéncia (@m)men converge para zero uniformemente em K, juntamente com
suas deriwadas de todas as ordens.

Seja p € CX(R2). Dizemos que (@m)men converge para ¢ em CP(Q) se
(©m — @)mew converge para zero como definimos acima. Denotamos por D(2) o espago
C>(Q2), munido desta nogao de convergéncia. Chamamos D(S2) de espago das fungdes

testes.

TEOREMA A.7
O espago CX(2) € denso em LP(2) para 1 < p < 0.

Demonstracgao:

Veja [4] pagina 71.

DEFINIGAO A.8 (ESPAGO DE SOBOLEV)
Seja 1 < p < oco. Definimos o espago de Sobolev WNP(Q)  por

du 8g0 ou
Lr(Q) = LP(Q2 Q — D), Vi=1,..
wo(@) = {ue p@)] 2 e @) ¢ [ ugf - e voe D@, v )
munido com a norma dada por ||ullwieq) = |[ullLr@) + Z gu ou de forma equi-
Tillze@)

=1

1/p
valente ||ul|w1r) = <|u|\ ) se 1 < p < oo. Para p = oo temos
Lr(Q)

ou ou _
a norma [[ullwieeo) = max ¢ [|ul| L= (q) Ere e || 5 ou de forma equi-
L(9) n il Lo (@)
valente ||ulwieo) = ||ul| L0 +Z Ha .
TillLee(@)

TEOREMA A.9
O espaco WP(Q), para 1 < p < oo com as normas acima definidas é um

espaco de Banach.

Demonstragao:
Veja [4] pagina 121.
Observagao. Denotamos H'(Q) = W12(Q). O espago H'() é um espago de Hilbert
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" (Ou Ov
com o seguinte produto interno (u,v)g1(q) = (¢, v)r2(0) + Z (—, —) :
i=1 Oz; d; L2()

DEFINIGAO A.10 (O ESPAGO WP ())
Seja 1 < p < oo. Definimos Wy (Q) = C=(Q) em WP(Q). Denotamos
Hy(Q) = W ().

TEOREMA A.11
Suponha Q de classe C*, tal que u € WHP(Q) N C(Q) com 1 < p < oo, entdo
sao equivalentes as sequintes afirmacaoes:
(i) u =0 sobre 09);
(i) ue W,"(Q).

Demonstracao:
Veja [4] pagina 172.

DEFINICAO A.12

Dizemos que (fn), fm : IR" — IR € uma sequéncia equicontinua quando, dado
arbitrariamente € > 0, existir § > 0 tal que |x —y| < § = |fm(x) — fi(y)| < €, para todos
x,y € IR™ e para todo m € IN.

DEFINICAO A.13
Uma sequéncia (fu), fm @ IR™ — IR diz-se uniformemente limitada quando
existe M > 0 de modo que |f,(z)] < M para todo x € IR™ e para todo m € IN.

TEOREMA A.14 (TEOREMA DE ARZELA - ASCOLI)

Suponha que (fm)men € uma sequéncia de fungoes, f,, : IR" — IR de modo
que as funcoes f,, sao equicontinuas e uniformemente limitadas. Entao existem uma sub-
sequéncia (fm,) C (fm), j € IN e uma fungdo continua f tais que fm,, — f uniformemente

em conjuntos compactos de IR".

Demonstracgao:
Veja [7] pagina 622.

TEOREMA A.15 (CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE)
Seja (fm) uma sequéncia de funcoes de L'(Q). Suponhamos que,
(i)  fm — f(x) ¢t.p. em
(i) ewiste uma funcao g € L'(Q) tal que para cada m |f,,(z)| < g(x) g.t.p. em Q;
Entao, f € L'(Q) e || fm — fllzr@) — 0, quando m — oo.
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Demonstracgao:
Veja [3] pagina 359.

TEOREMA A.16
Seja E um espaco vetorial munido de duas normas ||z||1 e ||z||2. Suponha que
E de posse de cada uma das normas ||x||1 e ||x||2 € um espago de Banach e que eziste

uma constante C' > 0 de modo que

|z||2 < C||lx||1 para todo x € E.
Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

llz||1 < c||z||2 para todo x € E.

Demonstracgao:
Veja [4], pagina 19.
A importancia do resultado acima é mostrar a equivaléncia entre as normas

1 e [l

TEOREMA A.17 (DESIGUALDADE DE POINCARE)
Seja 2 aberto e limitado em IR™. Entdo existe uma constante C (dependendo
somente de Q e p) tal que |[ul|ry < C||Vul Loy Yu € WyP(Q) com 1 < p < o0.

Demonstracgao:

Veja [4] pégina 134.

Da desigualdade acima a expressdo ||Vu| ir) é uma norma equivalente a
norma [|ul|y1s (). Em Hg(Q), definimos o produto interno (u, v) g1 (q) = / VuVudr que
induz a norma ||Vu||z2(q) equivalente a norma ||ul| g1 (). Faremos uso do caso particular
u € H}(Q) entao / lul?dz < C’/ |Vul*’dz onde C' = C(€) é uma constante possivel-

Q Q
mente dependendo de €2 mas independente de wu.

LEMA A.18 (LEMA DE FATOU)

Seja (fm) uma sequéncia de fungoes mensurdveis positivas. Entao

/liminffm( dx<11m1nf/fm
Q

m—00 m—00

Demonstracgao:

Veja [8] pagina 52.
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ProOPOSICAO A.19
Sejam x,y mimeros reais positivos, entio \/x +y < /T + /Y.

Demonstracgao:

Como x,y sao numeros reais positivos temos,

0 < oy
0 < 2y/xy
z+y < z+2yay+y=(r+/y)’
Vit+y < Vz+./y.
Segue a desigualdade. O

Observagao. No TEOREMA 2.3 usamos a seguinte afirmacao

/ Vol + V(|a])o? / Vol + V(jz])0?
inf - = inf n

M - 3 = f
veH}(R™,V) P veHL(R™,V) zDlvlP =1
([ o) ], Q0
Bn
U uP
Fazendo v = + temos / Q(|z|)|v|P = Qz))——=1e
D n R" P
(] atabiur) o, kD)
Rn
2 2

=

M= if / v “ +V(|z)) u :
veHL(R™,V) n P P
o ( Q<|x|>|u|p) ( Q(|w|)IU|”)
R”L Bn

Portanto, M = inf {/ \VU]Q + V(]gc\)qﬂ : / Q(|z)vP = 1}.
veHL(R™,V) n R™
v#£0

DEFINICAO A.20
Uma funcgao f: Dy C IR — IR € dita concava em seu dominio se para quais-

quer x,y € Dy e para todo t € [0,1] tivermos

fltz+ (L =t)y) > tf(x) + (1 —=t)f(y).

Observagao: Podemos olhar para a derivada sequnda de f, se possivel, e dai se f"(x) <0

para x € Dy, entao f € concava em Dy.
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Sejam E um espaco de Banach e E’ o seu dual. Defina para cada f € £’
of + E — IR a aplicacdo ¢f(x) = f(x). Quando f percorre E’ obtemos uma familia
{¢f}rer de aplicacoes de E em IR.

DEFINIGAO A.21 (TOPOLOGIA FRACA)

A topologia fraca, denotada por o(E,E'), é a topologia menos fina (possui
menos abertos), tal que todas as aplicacoes {¢f}rer sejam continuas, isto €, esta topolo-
gia tem como sub-base todos os conjuntos da forma f~1(I) onde I é um aberto de IR
(topologia usual) e f é um funcional linear de E em IR. Isto significa que os abertos dessa

topologia sao dados por intersecoes finitas de conjuntos dessa forma.

Notagao: Seja z,, uma sequéncia em E. Denotamos por x,, — x a convergéncia de x,,

a x na topologia fraca. O elemento x é chamado de limite fraco de z,, e dizemos que x,,
m—0o0 . ’ .

converge fracamente a z. Caso z,, — z, isto é, ||x,, — x| — 0 quando m — oo, dizemos

que x,, converge fortemente para z.

LEMA A.22

Seja ., uma sequéncia fracamente convergente no espaco normado E. Entdo
(a) O limite fraco x de x,, € unico;
(b) Toda subsequéncia de x,, converge fracamente para x;
(c) A sequéncia |z,,|| € limitada.

Demonstracgao:
Veja [10] pagina 258.

DEFINICAO A.23
Dizemos que um funcional linear F' : E — IR, é fracamente semicontinuo

inferiormente se dado x,, — x entdo F(x) < liminf F'(z,,)

LEMA A.24

Seja ., uma sequéncia em E. Entao as sequintes afirmagoes sao verdadeiras

(a) Se x, — = em o(E,E") entdo ||z|| <liminf||z,,| (a fun¢do norma € fracamente
m—0o0

semicontinua inferiormente);

(b) Sex,, =~ x emo(E,E") e f, — f fortemente em E' (||x,,—x| — 0 quando m — o),
entao fn(xm) — f(x).
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Demonstracgao:

Veja [4] pagina 41.

DEFINICAO A.25

Sejam E e F espacos métricos.
(i) Dizemos que K C E ¢ relativamente compacto se K for compacto;

(ii) Dada a aplicacio T : E — F, dizemos que T € compacta se T leva conjuntos limitados

em conjuntos relativamente compactos.

DEFINICAO A.26
Sejam X eY espacos de Banach reais. Dizemos que X estd imerso continu-
amente em Y, e denotamos por X — Y, se X CY e a inclusao i : X — Y € continua,

isto €, existe C' > 0 tal que
llully < Cllu|lx, para todo v € X.

Se a inclusao for compacta, diremos que a imersao X — Y € compacta.

DEFINIGAO A.27 (A CONDIGAO DE PALAIS-SMALE)
Sejam V' um espaco de Banach, f € CY (V). Dizemos que (u,) CV é uma

sequéncia de Palais-Smale no nivel 3, denotado por (PS)gs, se
(1) f(um) — B;
(i) df (um) — 0.

Dizemos que f satisfaz a condi¢io (PS)g se cada sequéncia (PS)g tem uma
subsequéncia convergente.

Dizemos que f satisfaz a condi¢iao (PS) se ela satisfaz a condi¢ao (PS)s para
todo B € IR.

Observagao. O Espaco H'(IR",V)

Ao utilizar métodos variacionais no estudo de equagoes diferenciais parciais é
necessario algum tipo de compacidade. Porém, nos problemas onde o dominio €2 nao é
limitado, por exemplo 2 = IR™, ha uma perda de compacidade nas imersoes de Sobolev
e nao conseguimos as limitagoes nas sequéncias (PS). A fim de contornar esse problema,
foi necessario estudar o subespaco H}(IR",V) das fungoes radiais de H'(IR",V). Como
referéncia a esse assunto podemos citar os trabalhos de SU, WANG e WILLEM [17],
DING e NI [6] e Kavian [9].

53



DEFINICAO A.28
Dados Q@ C IR™ radialmente simétrico e u € L},.(Q), dizemos que u € uma

funcao radial se existe f : [0,+00) — IR tal que u(x) = f(|z|) para quase todo x € Q.

DEFINICAO A.29
Definimos o espagco H(IR", V) como

HY(R.V) = DI(R") 1 (", V)

1/2
Onde D}*(IR"™) € o completamento de C5.(IR"™) com a norma |ju| = (/ |Vu|2d$) e

n

L*(R™,V) = {u : R" — R|u é mensurdvel, V(|2|)|u*dz < oo}

R’I’L

Aqui V satisfaz as hipdteses do inicio do trabalho.

PROPOSICAO A.30

H!(IR",V) é um espago de Hilbert com a norma
1/2
lly = (/ ]Vu]2+V(]a:\)u2dx> |
IR™

Pela definicdo de funcdo radia é imediato que 0 € H}(IR", V). Além disso, se
ur,ug € H(IR",V) e a € IR, temos

Demonstragao:

(ur + aug) (r) = ui(z) + auz(r) = fi(lz]) + afa(|z]) = g(|z|)

onde g = f1 + afy. Entao, como ja vimos que ||u|ly define uma norma para H!(IR",V)
pelo LEMA 1.6, temos que H!(IR", V) é um espago vetorial normado.
Considere uma sequéncia de Cauchy (u,) C H(IR",V). Como H'(IR",V) ¢

um espago de Hilbert segue que
u, — u para alguma funcao v € H*(IR", V).

Por resutaldos de imersoes (ver Brézis [4]), a menos de subsequéncia, temos
un(z) — u(z) q.t.p. em IR™. Segue que
u(w) = Tim w, () = lim £, (|e) = f(la).

n—oo

para quase todo x € IR". Portanto u € H!(IR",V) e o resultado segue. 0
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TEOREMA A.31 (PRINCiPIO DO MAXIMO FORTE)
Seja Q C IR™ suponha u € C*(Q) N C(Q) é harménica em Q.
(i) Entdo

maxu = maxu.
Q a9

(ii) Além disso, se Q2 é conexo e existe um ponto xo € Q tal que
u(zg) = maxu,
Q
entdo, u € constante em ().

Demonstragao:

Veja [7] pagina 27.
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