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Aos professores que compuseram minha banca por aceitarem o convite e pelas

sugestões finais.
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Notações

Notações Gerais

Bδ(x) bola aberta de centro x e raio δ

Bδ(0) = Bδ bola aberta de centro 0 e raio δ

$n volume da esfera unitária em IRn

Xc indica o complementar de X em relação a U , X ⊂ U

X\Y indica o conjunto {x ∈ X
∣∣x 6∈ Y }

⇀ convergência fraca

� muito maior

q.t.p. quase toda parte

suppf suporte da função f

Ci indicam constantes positivas independentes da funções

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
gradiente de u

∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

laplaciano de u

Ω fecho do conjunto Ω
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Espaços de Funções

Lp(Ω) =

{
u mensurável sobre Ω e

∫
Ω

|u|pdx <∞
}
, 1 ≤ p <∞

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω) com 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) = {u mensurável sobre Ω e existe C tal que |u(x)| ≤ C q.t.p. sobre Ω}

‖u‖L∞(Ω) = {sup |u(x)| = M, µ{x : u(x) > M} = 0}

C0(Ω) : conjunto de todas as funções cont́ınuas com suporte compacto em Ω

Ck(Ω) : conjunto de todas as funções k∈N vezes continuamente diferenciáveis sobre Ω

C∞(Ω) =
⋂
k≥0

Ck(Ω)

Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω)

C(Ω) : funções cont́ınuas sobre Ω

C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω)

∣∣ sup
x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

<∞
}

com 0 < α < 1

D(Ω) = C∞0 (Ω) : conjunto de todas as funções suaves com suporte compacto em Ω

C∞0,r(IR
n) =

{
u ∈ C∞0 (IRn)

∣∣u é radial
}

Lp(IRn, Q) =

{
u : IRn → IR

∣∣u é mensurável, Q ∈ C((0,∞)) e

∫
IRn

Q(|x|)|u|pdx <∞
}

L2(IRn, V ) =

{
u : IRn → IR

∣∣u é mensurável, V ∈ C((0,∞)) e

∫
IRn

V (|x|)|u|2dx <∞
}

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω)

∣∣ ∂u
∂xi
∈ Lp(Ω) e

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

∂u

∂xi
ϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀i = 1, ..., n

}
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W 1,p
0 (Ω) : completamento de C1

0(Ω), na norma de W 1,p(Ω), 1 ≤ p <∞

H1(Ω) = W 1,2(Ω)

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω)

D1,2
r (IRn) é o completamento de C∞0,r(IR

n), com a norma ‖u‖ =

(∫
IRn
|∇u|2dx

)1/2

H1
r (IRn, V ) = D1,2

r (IRn) ∩ L2(IRn, V )

H1
r (IRn, V ) é um espaço de Hilbert com a norma ‖u‖V =

(∫
IRn
|∇u|2 + V (|x|)u2dx

)1/2

e, por simplicidade, às vezes usaremos ‖u‖H1
r (IRn,V ) = ‖u‖V
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Resumo

OLIVEIRA, Luciano Cordeiro de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, Fevereiro de
2010. Problemas eĺıpticos semilineares com potenciais ilimitados e/ou com
decaimento radial. Orientador: Oĺımpio Hiroshi Miyagaki. Co-orientadores: Paulo
César Carrião e Sandro Vieira Romero.

Neste trabalho, estudamos duas classes de problemas eĺıpticos modeladas em

domı́nios ilimitados. O estudo dessas classes de problemas é relevante não só no campo da

matemática aplicada, mas também na área de análise não linear. Nesses problemas, como

o domı́nio é ilimitado, há a perda de compacidade da “imersão” de Sobolev, dificultando

a convergência da sequência de “soluções” (sequência de Palais Smale). Essa dificuldade

é contornada trabalhando num subespaço do espaço de Sobolev usual onde se recupera a

compacidade utilizando resultados de imersão. As soluções são obtidas via multiplicadores

de Lagrange. Apresentamos uma outra maneira de resolver um problema em [6], devido a

Wei-Yue Ding e Wei-Ming Ni, que utilizaram na solução o Teorema do Passo da Montanha

e estimativas a priori. Os resultados de nosso estudo são devidos a Habao Su, Zhi-Qiang

Wang e Michel Willem.
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Abstract

OLIVEIRA, Luciano Cordeiro de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February 2010.
Elliptics semilineares problems with unbounded potential and/or with
radial potential. Adviser: Oĺımpio Hiroshi Miyagaki. Co-Advisers: Paulo César Carrião
and Sandro Vieira Romero.

In this work we study two class of elliptic problems modeled on unbounded

domains. The study of these class of problems is relevant not only in applied mathematics,

but also in nonlinear analysis. In the these problems, since the domain is unbounded,

there is a lack of compactness of the Sobolev embedding, bringing some difficults to

show the convergence of the Palais-Smale sequence. To solve this difficulty we work in a

subspace of the usual Sobolev space where we can recover some compactness result. The

solutions are obtained by Lagrange multiplier. We give another proof of results in [6] due

to Wei-Yue Ding and Wei-Ming Ni, who used to solve The Mountain Pass Theorem and

a priori estimates. The results of our study are due to Habao Su, Zhi-Qiang Wang and

Michel Willem.
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Introdução

Em nosso estudo trataremos das equações de Schrödinger não-lineares com po-

tenciais que podem ser ilimitados. Vamos concentrar nossos esforços no seguinte modelo

de equação 
−∆u+ V (|x|)u = Q(|x|)up−1, com u > 0, em IRn,

|u(x)| → 0, quando |x| → ∞.
(1)

Em [17] os autores mencionam que o problema acima é mais sutil do que

aqueles em que o potencial verifica a condição padrão de crescimento não-linear subcŕıtico,

a saber,
∣∣Q(|x|)up−1

∣∣ ≤ C
(
1 + |u|p−1

)
, 2 < p < 2∗ =

2n

n− 2
.

Estabeleceremos o funcional que permite estudar, por métodos variacionais, as

soluções examinando existência e propriedades qualitativas. Veremos que a existência de

soluções está intimamente relacionada com o intervalo de variação de p e com os potenciais

que aparecem em (1). Estudaremos a imersão entre alguns espaços de Sobolev com pesos.

Os resultados serão utilizados para obter soluções para o problema (1) e nosso foco será

o caso com simetria radial a fim de estabelecermos resultados mais fortes do que os que

seriam posśıveis para os casos gerais. Há várias possibilidades nesse campo de estudo,

pois existem muitos problemas que ainda não foram estudados em detalhes.

Nosso objetivo é apresentar condições para que o problema acima admita

solução. Esta dissertação teve como base de estudo vários artigos de pesquisa, entre

eles os devido a Wei-Yue Ding e Wei-Ming NiDing-Ni [6] e a Habao Su, Zhi-Qiang Wang

e Michel Willem [17].

Apresentamos, nessa dissertação, três caṕıtulos e um apêndice. No caṕıtulo 1

vamos enunciar e demonstrar lemas que serão utilizados para justificar os teoremas prin-

cipais. No Caṕıtulo 2 vamos enunciar e demonstrar teoremas que garantirão a existência

1



de solução para o problema (1). No caṕıtulo 3 apresentaremos exemplos com aplicação

dos resultados obtidos na dissertação e recuperaremos um resultado já estabelecido em [6]

no estudo da existência de solução de um problema similar a (1). No apêndice enunciare-

mos os teoremas utilizados em nosso trabalho dando a demonstração de alguns e fazendo

referência de onde se pode encontrar a demonstração de outros.
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Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Em nosso trabalho sempre consideraremos n ≥ 2 e usaremos as hipóteses lis-

tadas abaixo.

(V) V (r) ∈ C((0,∞)) com V (r) ≥ 0 e existem constantes a e a0 tais que

lim inf
r→∞

V (r)

ra
> 0, lim inf

r→0

V (r)

ra0
> 0.

(Q) Q(r) ∈ C((0,∞)) com Q(r) > 0 e existem constantes b0 e b tais que

lim sup
r→0

Q(r)

rb0
<∞, lim sup

r→∞

Q(r)

rb
<∞.

Se as condições (V) e (Q) são satisfeitas para n ≥ 3, definimos

p = p(a0, b0) =


2(n+ b0)

n− 2
, se b0 ≥ −2, a0 ≥ −2,

2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

, se −2(n− 1) < a0 ≤ −2, b0 ≥ a0,

∞, se a0 ≤ −2(n− 1), b0 > −2(n− 1).

p = p(a, b) =


2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
, se −2 < a ≤ b,

2(n+ b)

n− 2
, se b ≥ −2, a ≤ −2,

2, se b ≤ max{a,−2}.

3



Nas figuras a seguir, mostramos as regiões onde os valores de p e de p se

encontram em nosso trabalho.

Para p temos,

p = p(a0, b0) =


2(n+ b0)

n− 2
, se b0 ≥ −2, a0 ≥ −2, I

2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

, se −2(n− 1) < a0 ≤ −2, b0 ≥ a0, II

∞, se a0 ≤ −2(n− 1), b0 > −2(n− 1). III

0 0b a

0a

0b

2( 1)n

2

2

2( 1)n

III

I

I

I

I

I
I

III

II

II

IIIII

Figura 1.1: Regiões posśıveis para p

As possibilidades para p não cobrem todas as regiões posśıveis como listado

na Figura 1.1 e merecem especial atenção em futuros trabalhos.
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Para p temos,

p = p(a, b) =


2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
, se −2 < a ≤ b, I

2(n+ b)

n− 2
, se b ≥ −2, a ≤ −2, II

2, se b ≤ max{a,−2}. III

III

III

II III

IIIIII

II

2

2

III

III

b a

a

b

II

I

Figura 1.2: Regiões posśıveis para p

Diferentemente de p as possibilidades para p cobrem todas as regiões posśıveis

como listado na Figura 1.2.

5



A seguir daremos um exemplo ilustrando as funções V (r),
V (r)

ra
e
V (r)

ra0
e outro

exemplo ilustrando as funções Q(r),
Q(r)

rb0
e
Q(r)

rb
. Além disso, apresentaremos o compor-

tamento destas funções graficamente e daremos o valor de p utilizando a, b e o valor de p

utilizando a0, b0.

(i) Se V (r) = r2 + 2r tomamos a = 2 e a0 = 1 e dáı,

lim inf
r→∞

V (r)

r2
= lim inf

r→∞

r2 + 2r

r2
= lim

r→∞

(
2

r
+ 1

)
= 1 > 0

lim inf
r→0

V (r)

r1
= lim inf

r→0

r2 + 2r

r1
= lim

r→0
(r + 2) = 2 > 0.

2 4 6 8 10

20

40

60

80

100

120

(a) gráfico da função V (r)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2

4

6

8

10

12

14

(b) gráfico da função
V (r)
ra

5 10 15 20

5

10

15

20

(c) gráfico da função
V (r)
ra0

Figura 1.3: Comportamento das funções com a condição (V)
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(ii) Se Q(r) =
1

3
√
r2

tomamos b0 = −2

3
e b = 0 e dáı,

lim sup
r→0

Q(r)

r−
2
3

= lim sup
r→0

1
3
√
r2

r−
2
3

= lim
r→0

3
√
r2

3
√
r2

= 1 <∞

lim sup
r→∞

Q(r)

r0
= lim sup

r→∞

1
3
√
r2

r0
= lim

r→∞

1
3
√
r2

= 0 <∞.

1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

(a) gráfico da função Q(r)

1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

(b) gráfico da função
Q(r)
rb0

1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

(c) gráfico da função
Q(r)
rb

Figura 1.4: Comportamento das funções com a condição (Q)

Com os valores a = 2, a0 = 1, b0 = −2

3
e b = 0, teremos p = p(2, 0) = 2 e

p = p

(
1,−2

3

)
=

2
(
n− 2

3

)
n− 2

. Note que p = 2 <
2
(
n− 2

3

)
n− 2

= p.
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A seguir, apresentaremos os resultados preliminares que darão suporte para a

demonstração dos teoremas principais no próximo caṕıtulo. Para maior clareza, os lemas

serão apresentados em detalhes e enfatizamos que os resultados não demonstrados estão

listados no apêndice. Começaremos mostrando dois resultados de Strauss generalizados

para os espaços com peso H1
r (IRn, V ) e D1,2

0,r(Br0(0)) ∩ L2(Br0(0), V ) respectivamente.

Lema 1.1

Suponha (V) com a > −2(n− 1). Então existe uma constante C > 0 de modo

que para toda função u ∈ H1
r (IRn, V ),

|u(x)| ≤ C||u||V |x|−
2(n−1)+a

4 , |x| � 1. (1.1)

Demonstração:

Decorre de (V) que existe R > 0 tal que para alguma constante C1 > 0,

V (|x|) ≥ C1|x|a, |x| ≥ R.

Para u ∈ C∞(IRn) ∩H1
r (IRn, V ) quando α > −(n− 1) temos,

d

dr

(
rα+n−1|u|2

)
= 2rα+n−1u

du

dr
+ (α + n− 1)|u|2rα+n−2 ≥ 2rα+n−1u

du

dr
.

Tomando α =
a

2
, r > R e utilizando Cauchy-Schwartz, Hölder (A.3), mudança

de variável e a hipótese (V), valem as desigualdades

|u|2rα+n−1 ≤ −2

∫ ∞
r

usα+n−1u
′
(s)ds

≤ 2

∫ ∞
r

|u|sα+n−1|u′(s)|ds = 2

∫ ∞
r

|u′(s)|s
n−1

2 sα+n−1
2 |u|ds

≤ 2

(∫ ∞
r

|u′(s)|2sn−1ds

) 1
2
(∫ ∞

r

s2α|u|2sn−1ds

) 1
2

≤ 2$−1
n

(∫
IRn\Br(0)

|∇u|2dx
) 1

2
(∫

IRn\Br(0)

|x|a|u|2dx
) 1

2

≤ 2$−1
n

(∫
IRn\Br(0)

|∇u|2dx
) 1

2
(∫

IRn\Br(0)

V (|x|)
C1

|u|2dx
) 1

2
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≤ 2$−1
n C

− 1
2

1

(∫
IRn\Br(0)

|∇u|2dx
) 1

2
(∫

IRn\Br(0)

V (|x|)|u|2dx
) 1

2

≤ 2$−1
n C

− 1
2

1

∫
IRn
|∇u|2 + V (|x|)|u|2dx.

Portanto,

|x|
a
2

+n−1|u(x)|2 ≤ 2$−1
n C

− 1
2

1 ||u||2V

|u(x)|2 ≤ 2$−1
n C

− 1
2

1 |x|−
a
2
−n+1‖u‖2

V

|u(x)| ≤
(

2$−1
n C

− 1
2

1

)1/2 (
|x|−

a
2
−n+1

)1/2 ||u||V .

Tomando C =
(

2$−1
n C

− 1
2

1

)1/2

> 0 e utilizando o argumento da densidade

segue que u ∈ H1
r (IRn, V ) implica

|u(x)| ≤ C||u||V |x|−
2(n−1)+a

4 , |x| ≥ R� 1. �

Lema 1.2

Suponha (V) com a0 > −2(n − 1). Então existem r0 > 0 e C0 > 0 de modo

que para toda função u ∈ D1,2
0,r(Br0(0)) ∩ L2(Br0(0), V ),

|u(x)| ≤ C0‖u‖V |x|−
2(n−1)+a0

4 , 0 < |x| < r0. (1.2)

Demonstração:

Decorre de (V) que existe r0 > 0 “pequeno” tal que, para alguma constante

C2 > 0,

V (|x|) ≥ C2|x|a0 , 0 < |x| < r0.

Para u ∈ C∞(Br0(0))∩D1,2
0,r(Br0(0))∩L2(Br0(0), V ) com β > −(n− 1) temos,

d

dr

(
rβ+n−1|u|2

)
= 2rβ+n−1u

du

dr
+ (β + n− 1)|u|2rβ+n−2.

9



Utilizando Cauchy-Schwartz para 0 < r < r0 obtemos,

−rβ+n−1|u|2 =

∫ r0

r

2sβ+n−1uu
′
(s)ds+ (β + n− 1)

∫ r0

r

|u|2sβ+n−2ds

rβ+n−1|u|2 ≤
∣∣∣∣∫ r0

r

2sβ+n−1uu
′
(s)ds

∣∣∣∣− (β + n− 1)

∫ r0

r

|u|2sβ+n−2ds

rβ+n−1|u|2 ≤ 2

∫ r0

r

|u|sβ+n−1|u′(s)|ds− (β + n− 1)

∫ r0

r

|u|2sβ+n−2ds.

Quando β ≥ a0 + 1, segue da condição (V) que∫ r0

r

|u|2sβ+n−2ds =

∫ r0

r

|u|2sa0+n−1sβ−a0−1ds

≤ rβ−a0−1
0

∫ r0

r

|u|2sa0+n−1ds

≤ $−1
n rβ−a0−1

0

∫
Br0 (0)\Br(0)

|x|a0|u|2dx

≤ $−1
n rβ−a0−1

0

∫
Br0 (0)\Br(0)

V (|x|)
C2

|u|2dx

≤ $−1
n C−1

2 rβ−a0−1
0 ‖u‖2

V .

Tomando β =
a0

2
, utilizando Hölder (A.3) e a condição (V) temos,

∫ r0

r

|u|sβ+n−1|u′(s)|ds =

∫ r0

r

|u′(s)|s
n−1

2 |u|sβ+n−1
2 ds

≤
(∫ r0

r

|u′(s)|2sn−1ds

) 1
2
(∫ r0

r

s2β|u|2sn−1ds

) 1
2

≤ $−1
n

(∫
Br0 (0)\Br(0)

|∇u|2dx

) 1
2
(∫

Br0 (0)\Br(0)

|x|a0|u|2dx

) 1
2

≤ $−1
n

(∫
Br0 (0)\Br(0)

|∇u|2dx

) 1
2
(∫

Br0 (0)\Br(0)

V (|x|)
C2

|u|2dx

) 1
2

≤ $−1
n C

− 1
2

2 ‖u‖2
V .

10



Como β+n− 1 ≥ 0 se, e somente se, a0 ≥ −2(n− 1), segue que β+n− 1 ≤ 0

implica β − a0 − 1 ≥ n− 2. Em seguida, temos

rβ+n−1|u|2 ≤ 2$−1
n C

− 1
2

2 ‖u‖2
V − (β + n− 1)$−1

n C−1
2 rβ−a0−1

0 ‖u‖2
V

≤ 2$−1
n C

− 1
2

2

(
2− (β + n− 1)C

− 1
2

2 rβ−a0−1
0

)
‖u‖2

V .

Como r0 é “pequeno” conseguimos que 2−(β+n−1)C
− 1

2
2 rβ−a0−1

0 > 0 dáı basta

escolher C0 = C0(a0, r0, n) =
(

2$−1
n C

− 1
2

2

(
2− (β + n− 1)C

− 1
2

2 rβ−a0−1
0

))1/2

> 0 e utilizar

o argumento da densidade que u ∈ D1,2
0,r(Br0(0)) ∩ L2(Br0(0), V ) nos dará a desigualdade

desejada

|u(x)| ≤ C0‖u‖V |x|−
2(n−1)+a0

4 , 0 < |x| < r0. �

O resultado a seguir é devido a Strauss.

Lema 1.3

Suponha 1 < p < n. Então existe C = C(n, p) > 0 de modo que para toda

função u ∈ D1,p
r (IRn),

|u(x)| ≤ C|x|−
n−p
p ‖∇u‖Lp(IRn). (1.3)

Demonstração:

Utilizando o argumento da densidade basta considerar u ∈ C∞0,r(IRn). Assim,

temos

−u(r) = u(∞)− u(r) =

∫ ∞
r

u
′
(s)ds.

Deste modo, usando Hölder (A.3) temos,

|u(r)| ≤
∫ ∞
r

|u′(s)|ds

=

∫ ∞
r

|u′(s)|s
n−1
p s−

n−1
p ds

≤
(∫ ∞

r

|u′(s)|psn−1ds

) 1
p
(∫ ∞

r

s−
n−1
p−1 ds

) p−1
p

≤ $
− 1
p

n

(∫
IRn
|∇u|pdx

) 1
p
(∫ ∞

r

s−
n−1
p−1 ds

) p−1
p

.

11



Uma vez que

∫ ∞
r

s−
n−1
p−1 ds =

p− 1

n− p
r
p−n
p−1 , obtemos

|u(r)| ≤ $
− 1
p

n

(∫
IRn
|∇u|pdx

) 1
p
(
p− 1

n− p
r
p−n
p−1

) p−1
p

= $
− 1
p

n

(
p− 1

n− p

) p−1
p
(∫

IRn
|∇u|pdx

) 1
p

r
p−n
p

Portanto, tomando C = C(n, p) = $
− 1
p

n

(
p−1
n−p

) p−1
p

, segue a desigualdade dese-

jada, isto é, qualquer que seja u ∈ D1,p
r (IRn) vale |u(x)| ≤ C|x|−

n−p
p ‖∇u‖Lp(IRn). �

O resultado a seguir estabelece uma relação de imersão cont́ınua do espaço

D1,2
r (IRn) em Lp(IRn, |x|c).

Lema 1.4

Sejam n ≥ 3, 2 ≤ p < ∞ e p = 2(n+c)
n−2

para algum −2 ≤ c < ∞. Então existe

C > 0 tal que para toda função u ∈ D1,2
r (IRn)(∫

IRn
|x|c|u|pdx

) 2
p

≤ C

∫
IRn
|∇u|2dx (1.4)

Demonstração:

Nas desigualdades do Lema 1.4 vamos precisar das observações:

(i) Existe Ĉ > 0 de modo que |x|2+c|u(x)|p−2 ≤ Ĉp−2‖∇u‖p−2
L2(IRn).

De fato, no Lema 1.3 com p = 2 temos |u(x)| ≤ Ĉ|x|−
n−2

2 ‖∇u‖L2(IRn). Por

hipótese p = 2
(n+ c)

p− 2
para algum −2 ≤ c <∞ dáı

2 + c

p− 2
=

2 + c

2(n+ c)

n− 2
− 2

=
2 + c

2n+ 2c− 2n+ 4

n− 2

=
2 + c

2(c+ 2)

n− 2

=
n− 2

2
.

Portanto |x|
2+c
p−2 |u(x)| ≤ Ĉ‖∇u‖L2(IRn) e dáı |x|2+c|u(x)|p−2 ≤ Ĉp−2‖∇u‖p−2

L2(IRn).

(ii) Como p = 2
(n+ c)

p− 2
para algum −2 ≤ c <∞ temos

p

n+ c
=

2

n− 2
.

Utilizando o argumento padrão da densidade, é suficiente considerar o caso

u ∈ C∞0,r(IRn). Para tal u, usando as observações acima, integração por partes e a De-

sigualdade de Hölder (A.3), obtemos
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∫
IRn
|x|c|u|pdx = $n

∫ ∞
0

rn−1+c|u(r)|pdr

=
$n

n+ c
rn+c|u(r)|p

∣∣∣∞
0
− p$n

n+ c

∫ ∞
0

rn+c|u(r)|p−2u(r)u
′
(r)dr

= − p$n

n+ c

∫ ∞
0

rn+c|u(r)|p−2u(r)u
′
(r)dr

≤ 2$n

n− 2

∫ ∞
0

rn+c|u(r)|p−1|u′(r)|dr

=
2$n

n− 2

∫ ∞
0

rn+c−n−1
2 |u(r)|p−1|u′(r)|r

n−1
2 dr

≤ 2$n

n− 2

(∫ ∞
0

|u′(r)|2rn−1dr

) 1
2
(∫ ∞

0

r2(n+c−n−1
2

)|u(r)|2(p−1)dr

) 1
2

=
2$

1
2
n

n− 2
‖∇u‖L2(IRn)

(∫ ∞
0

rn+2c+1|u(r)|2(p−1)dr

) 1
2

=
2$

1
2
n

n− 2
‖∇u‖L2(IRn)

(∫ ∞
0

rn−1+c|u(r)|pr2+c|u(r)|p−2dr

) 1
2

≤ Ĉ
p−2
2

2$
1
2
n

n− 2
‖∇u‖

p
2

L2(IRn)

(∫ ∞
0

rn−1+c|u(r)|pdr
) 1

2

= Ĉ
p−2
2

2

n− 2
‖∇u‖

p
2

L2(IRn)

(∫
IRn
|x|c|u|pdx

) 1
2

.

Sendo assim,

∫
IRn
|x|c|u|pdx ≤ Ĉ

p−2
2

2

n− 2
‖∇u‖

p
2

L2(IRn)

(∫
IRn
|x|c|u|pdx

) 1
2

o que

nos dá

(∫
IRn
|x|c|u|pdx

) 2
p

≤ Ĉ
2(p−2)
p

(
2

n− 2

) 4
p

‖∇u‖2
L2(IRn).

Agora, tomando C = $
− p−2

p
n 2

4
p
(

1
n−2

) p+2
p > 0 (depende somente de n e p) e

observando que a constante Ĉ > 0 foi dada no Lema 1.3 temos a desigualdade desejada,

ou seja, (∫
IRn
|x|c|u|pdx

) 2
p

≤ C

∫
IRn
|∇u|2dx. �
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O resultado a seguir estabelece uma imersão compacta de H1
r (BR\Br, V ) em

Lp(BR\Br, Q).

Lema 1.5

Sejam n ≥ 2 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então para algum 0 < r < R <∞ com R � 1, a

seguinte imersão é compacta

H1
r (BR\Br, V ) ↪→ Lp(BR\Br, Q). (1.5)

Demonstração:

Vamos dividir a demonstração em 3 etapas para concluir a imersão.

Etapa 1. Mostrar a imersão H1
r (BR\Br, V ) ↪→ H1

r (BR\Br).

Dado u ∈ H1
r (BR\Br) = {u ∈ H1(BR\Br) | u é radial} basta verificar que

‖u‖H1
r (BR\Br) ≤ C‖u‖H1

r (BR\Br,V ).

Tomando 0 < r < R com R � 1, observando que V (|x|) ≥ 0 e usando a

Desigualdade de Poincaré (A.17) obtemos,

‖u‖2
H1
r (BR\Br,V ) =

∫
BR\Br

(|∇u|2 + V (|x|)u2)dx

≥
∫
BR\Br

|∇u|2dx

=
1

2

∫
BR\Br

(|∇u|2 + |∇u|2)dx

=
1

2

∫
BR\Br

|∇u|2dx+
1

2

∫
BR\Br

|∇u|2dx

≥ 1

2
C1

∫
BR\Br

u2dx+
1

2

∫
BR\Br

|∇u|2dx

≥ C2

∫
BR\Br

(|∇u|2 + u2)dx

= C2‖u‖2
H1
r (BR\Br).

Tomando C = C
− 1

2
2 > 0 temos a desigualdade desejada.

Etapa 2. Mostrar a imersão compacta H1
r (BR\Br) ↪→ Lp(BR\Br) para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

14



Para a imersão basta verificar que ‖u‖Lp(BR\Br) ≤ C‖u‖H1
r (BR\Br).

Se 1 ≤ p <∞ usando Hölder (A.3) temos,

‖u‖pLp(BR\Br) =

∫
BR\Br

|u|pdx

≤
(∫

BR\Br
|u|2dx

) p
2
(∫

BR\Br
1dx

) 2−p
2

≤ C1

{(∫
BR\Br

(|∇u|2 + u2)dx

) 1
2

}p

= C1

(
‖u‖H1

r (BR\Br)
)p
.

Tomando C = C
1
p

1 > 0 temos a desigualdade desejada.

Se p = ∞ vamos usar a desigualdade |u(x)| ≤ C1|x|−
n−2

2 ‖u‖H1
r (BR\Br) decor-

rente da desigualdade (1.3) dada no Lema 1.3 com p = 2. Assim, temos

‖u‖Lp(BR\Br) = sup{|u(x)| = M, µ{x : u(x) > M} = 0}

≤ C1|x|−
n−2

2 ‖u‖H1
r (BR\Br)

≤ C1r
−n−2

2 ‖u‖H1
r (BR\Br).

Como n ≥ 2 tome C = C1r
−n−2

2 > 0 e a desigualdade segue.

Para provar a compacidade seja (um) ⊂ H1
r (BR\Br) com ‖um‖H1

r (BR\Br) ≤ C.

Afirmamos que (um) é equicont́ınua. De fato, tomando R > |x| > |y| > r > 0

e utilizando Cauchy-Schwartz e Hölder (A.3) temos,

|um(x)− um(y)| ≤
∫ |x|
|y|
|u′m(s)|ds

≤ ||x| − |y||
1
2

(∫ |x|
|y|
|u′m(s)|2ds

) 1
2

≤ ||x| − |y||
1
2 |y|−

n−1
2 $−

1
2‖∇u‖L2(BR\Br)
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≤ |x− y|
1
2 r−

n−1
2 $−

1
2‖∇u‖L2(BR\Br)

≤ C1|x− y|
1
2‖u‖H1

r (BR\Br)

≤ CC1|x− y|
1
2 .

Dado ε > 0 tome δ = ε2

CC1
> 0 e dáı se |x− y| < δ implica |um(x)−um(y)| < ε.

Como (um) é limitada e equicont́ınua, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli (A.14),

existe uma subsequência (umj) de (um) que converge uniformemente, ou seja, umj → u.

Das condições anteriores temos,

(i) |umj | ≤ C(uniforme);

(ii) umj(x)→ u(x) q.t.p.;

(iii) |umj − u|p → 0 q.t.p.;

(iv) |umj − u|p ≤ 2p−1(|umj |p + |u|p) ≤ 2p−1(Cp + |u|p) ∈ L1.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada (A.15), temos umj → u em

Lp(BR\Br).

Portanto H1
r (BR\Br) está compactamente imerso em Lp(BR\Br).

Etapa 3. Mostrar a imersão Lp(BR\Br) ↪→ Lp(BR\Br, Q).

De (Q) temos a existência de r0 > 0 e C2 > 0 tais que Q(|x|) ≤ C2|x|b sempre

que |x| ≥ r0. Assim,

‖u‖pLp(BR\Br) =

∫
BR\Br

|u|pdx

=

∫
BR\Br

|u|pC2|x|b

C2|x|b
dx

≥ C3

∫
BR\Br

|u|pQ(|x|)dx

= C3‖u‖pLp(BR\Br,Q).

Tomando C = C
− 1
p

3 > 0 temos a desigualdade desejada.
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Lema 1.6

A aplicação u 7→ ‖u‖V , ‖u‖V =

√∫
IRn

(
|∇u|2 + V (|x|)u2

)
dx está bem definida

e define uma norma em H1
r (IRn, V ). Além disso, para R� 1,

H1
r (BR, V ) ↪→ H1(BR), (1.6)

em que H1
r (BR, V ) = {u

∣∣
BR
| u ∈ H1

r (IRn, V )}.

Demonstração:

Primeiramente, vamos mostrar que a norma está bem definida. De fato

(i) Se ‖u‖V = 0, então

∫
|∇u|2 = 0 e u é constante. Decorre de (V) que lim inf

r→∞

V (r)

ra
> 0

e u = 0. Portanto ‖u‖V = 0⇔ u = 0;

(ii) Para qualquer α ∈ IR e u ∈ H1
r (IRn, V ) temos

‖αu‖V =

√∫
IRn

(
|∇αu|2 + V (|x|)(αu)2

)
dx = |α|

√∫
IRn

(
|∇u|2 + V (|x|)u2

)
dx = |α|‖u‖V .

Portanto ‖αu‖V = |α|‖u‖V ;

(iii)(Desigualdade Triangular) Sejam u, v ∈ H1
r (IRn, V ). Então

‖u+ v‖2
V =

∫
IRn

(
|∇(u+ v)|2 + V (|x|)(u+ v)2

)
dx

=

∫
IRn
|∇u+∇v|2dx+

∫
IRn

V (|x|)(u+ v)2dx

≤
∫
IRn

(|∇u|+ |∇v|)2dx+

∫
IRn

V (|x|)(u+ v)2dx

≤
(∫

IRn
(|∇u|+ |∇v|)2dx

)1/2
((∫

IRn
|∇u|2dx

)1/2

+

(∫
IRn
|∇v|2dx

)1/2
)

+

(∫
IRn
V (|x|)(u+ v)2dx

)1/2
((∫

IRn
V (|x|)u2dx

)1/2

+

(∫
IRn
V (|x|)v2dx

)1/2
)

≤

((∫
IRn

(|∇u|+ |∇v|)2dx

)1/2

+

(∫
IRn
V (|x|)(u+ v)2dx

)1/2
)

(‖u‖V + ‖v‖V ) .

Por outro lado, usando a proposição (A.19), temos
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‖u+ v‖V =

(∫
IRn

(
|∇(u+ v)|2 + V (|x|)(u+ v)2

)
dx

)1/2

≤
(∫

IRn
|∇(u+ v)|2dx

)1/2

+

(∫
IRn

V (|x|)(u+ v)2dx

)1/2

≤
(∫

IRn
(|∇u|+ |∇v|)2dx

)1/2

+

(∫
IRn

V (|x|)(u+ v)2dx

)1/2

.

Portanto, do exposto acima, temos ‖u+v‖V ≤ ‖u‖V +‖v‖V . �

Em seguida, para mostrar que H1
r (BR, V ) ↪→ H1(BR), vamos utilizar as de-

sigualdades 1 e 2 listadas abaixo. Seja R1 > 0 tal que (suppV )c ⊂ BR1 . Para R ≥ R1 + 1.

Desigualdade 1. Para cada u ∈ H1
r (BR, V ), temos

∫
BR\BR1

u2 ≤ C2

∫
BR

V u2 com

C2 > 0. De fato, por (V) existe C1 > 0 tal que V (|x|) ≥ C1|x|a sempre que |x| ≥ R e dáı,∫
BR\BR1

u2dx =

∫
BR\BR1

u2C1|x|a

C1|x|a
dx

≤
∫
BR\BR1

u2V (|x|)
C1|x|a

dx

≤ C2

∫
BR\BR1

V (|x|)u2dx

≤ C2

∫
BR

V (|x|)u2dx.

Na desigualdade anterior tomamos C2 = (C1R
a
1)−1 > 0.

Desigualdade 2. Escolha uma função corte ou “cut-off” ϕ ∈ C∞0 (BR) satis-

fazendo ϕ(x) = 1 para |x| ≤ R1. Então, usando a Desigualdade de Poincaré (A.17) e a

desigualdade 1, temos

∫
BR1

u2dx ≤ C6

∫
BR

|∇u|2 + V u2dx com C6 > 0. De fato,

∫
BR1

u2dx ≤
∫
BR

(ϕu)2dx

≤ C3

∫
BR

|∇(ϕu)|2dx

= C3

∫
BR

|∇ϕ.u+ ϕ.∇u|2dx

18



≤ 2C3

∫
BR

|∇ϕ.u|2 + |ϕ.∇u|2dx

= 2C3

(∫
BR

|ϕ.∇u|2dx+

∫
BR

|∇ϕ.u|2dx
)

≤ 2C3

(∫
BR

|∇u|2dx+

∫
BR\BR1

C4u
2dx

)

≤ C5

(∫
BR

|∇u|2dx+

∫
BR\BR1

u2dx

)

≤ C6

∫
BR

|∇u|2 + V u2dx.

Para a imersão basta verificar que ‖u‖H1(BR) ≤ C‖u‖H1
r (BR,V ). De fato,

‖u‖2
H1(BR) =

∫
BR

(
|∇u|2 + u2

)
dx =

∫
BR1

(
|∇u|2 + u2

)
dx+

∫
BR\BR1

(
|∇u|2 + u2

)
dx

=

∫
BR1

|∇u|2dx+

∫
BR1

u2dx+

∫
BR\BR1

|∇u|2dx+

∫
BR\BR1

u2dx

≤
∫
BR

(
|∇u|2 + V u2

)
dx+ C6

∫
BR

(
|∇u|2 + V u2

)
dx+

∫
BR

|∇u|2dx+ C2

∫
BR

V u2dx

≤ 3C7

∫
BR

(
|∇u|2 + V u2

)
dx = 3C7‖u‖2

H1
r (BR,V ).

Tomando C =
√

3C7 > 0 com C7 = max{1, C2, C6} > 0 segue a desigualdade

‖u‖H1(BR) ≤ C‖u‖H1
r (BR,V ). �

Nós precisaremos também da Desigualdade de Hardy e da Desigualdade de

Hardy 2-dimensional.

Lema 1.7 (Desigualdade de Hardy)

Seja n ≥ 3. Para toda função radial u ∈ D1,2(IRn)∫
IRn
|∇u|2dx ≥

(
n− 2

2

)2 ∫
IRn

u2

|x|2
dx. (1.7)

Demonstração:

Da desigualdade (1.4) dada no Lema 1.4, com p = 2 e c = −2, temos

19



(∫
IRn
|x|−2|u|2dx

)1

≤ 22

(
1

n− 2

)2 ∫
IRn
|∇u|2dx.

Portanto, segue a desigualdade

∫
IRn
|∇u|2dx ≥

(
n− 2

2

)2 ∫
IRn

u2

|x|2
dx. �

Lema 1.8 (Desigualdade de Hardy 2-dimensional)

Considere n = 2. Para toda função radial u ∈ D1,2
0 (B1)

∫
B1

|∇u|2dx ≥ 1

4

∫
B1

|x|−2

(
ln

1

|x|

)−2

|u|2dx. (1.8)

Demonstração:

Para u ∈ C1
0(B1), u > 0 radial definimos ψ(r) =

(
ln

1

r

)− 1
2

u(r) para r ∈ (0, 1].

Então, derivando u em termos de ψ temos

u′(r) = ψ′(r)

(
ln

1

r

) 1
2

+
ψ(r)

2

(
ln

1

r

)− 1
2

r

(
− 1

r2

)

u′(r) = ψ′(r)

(
ln

1

r

) 1
2

− 1

2r
ψ(r)

(
ln

1

r

)− 1
2

u′(r) = − 1

2r
ψ(r)

(
ln

1

r

)− 1
2
(

1− 2rψ′(r)

ψ(r)
ln

1

r

)
.

Agora,

|u′(r)|2 =
1

4r2
ψ2(r)

(
ln

1

r

)−1(
1− 2rψ′(r)

ψ(r)
ln

1

r

)2

≥ 1

4r2
ψ2(r)

(
ln

1

r

)−1(
1− 4rψ′(r)

ψ(r)
ln

1

r

)

=
1

4r2
ψ2(r)

(
ln

1

r

)−1

− ψ(r)ψ′(r)

r
.

Como ψ(r)→ 0 quando r → 0 e ψ(1) = 0 obtemos
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∫
B1

|∇u|2dx = $n

∫ 1

0

|u′(r)|2rdr

≥ $n

∫ 1

0

(
1

4r2
ψ2(r)

(
ln

1

r

)−1

− ψ(r)ψ′(r)

r

)
rdr

=
$n

4

∫ 1

0

1

r
ψ2(r)

(
ln

1

r

)−1

dr − $n

2

∫ 1

0

(
d

dr
ψ2(r)

)
dr

=
$n

4

∫ 1

0

1

r
|u(r)|2

(
ln

1

r

)−2

dr − $n

2

∫ 1

0

(
d

dr
ψ2(r)

)
dr

=
1

4

∫
B1

u2

|x|2

(
ln

1

|x|

)−2

dx

Uma função radial u ∈ D1,2
0 (B1) pode ser aproximada por uma sequência (um)

de funções radiais suaves. Usando a convergência forte de (um) para u na norma do

gradiente e o Lema de Fatou (A.18) a desigualdade desejada é válida para toda função

radial u ∈ D1,2
0 (B1). �
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Caṕıtulo 2

Teoremas Principais

Nesta seção apresentamos as demonstrações dos teoremas principais. Para

maior clareza, os teoremas serão apresentados em detalhes e enfatizamos que os resultados

não demonstrados estão listados no apêndice. Começaremos provando um resultado de

compacidade no IRn. Iremos suprimir, nas integrais, o dx a fim de tornar a escrita menos

densa.

Teorema 2.1

Seja n ≥ 3, suponha (V) e (Q) tal que p = p(a0, b0) ≥ p = p(a, b) como

definimos anteriormente. Então, para p <∞, temos,

H1
r (IRn, V ) ↪→ Lp(IRn, Q) para p ≤ p ≤ p. (2.1)

Além disso,

(i) se b ≥ max{a,−2}, a imersão é compacta para p < p < p;

(ii) se b < max{a,−2}, a imersão é compacta para 2 ≤ p < p.

Demonstração:

Por (Q) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, Q(|x|)≤C1|x|b0 , |x| ≤ r

para algum C1 > 0.

Por (V) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, V (|x|)≥C2|x|a0 , |x| ≤ r

para algum C2 > 0.

Para a imersão é suficiente mostrar que

Sr(V,Q) = inf
u∈H1

r (IRn,V )

∫
IRn
|∇u|2 + V u2

(∫
IRn

Q|u|p
) 2

p

> 0.
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Por contradição, suponha que exista uma sequência (um) ⊂ H1
r (IRn, V ) tal que∫

IRn
Q|um|p = 1 e

∫
IRn
|∇um|2 + V u2

m = o(1).

Distinguimos dois casos.

Caso 1. Primeiramente supomos (V) e (Q) com a ≥ −2. Podem ocorrer dois casos

para p, a saber,

(i) p = 2 se b ≤ max{a,−2} = a;

(ii) p =
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
se −2 < a ≤ b.

Apresentam-se três subcasos de acordo com a0 e b0.

Subcaso 1. b0 ≥ −2, a0 ≥ −2.

Colocando p =
2n

n− 2
+

2c

n− 2
e por p ≤ p nós temos, observando a definição

de p, que c ≤ b0.

(i) p = 2 se b ≤ max{a,−2} = a.

Afirmamos que p < p sempre que −2 ≤ c. De fato,

−2 ≤ c

2(n− 2) ≤ 2(n+ c)

2(n− 2)

n− 2
≤ 2n+ 2c

n− 2

p = 2 ≤ 2n+ 2c

n− 2
= p

Portanto, escolhendo −2 ≤ c ≤ b0 temos p ≤ p ≤ p.

(ii) p =
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
se −2 < a ≤ b.

Afirmamos que p < p sempre que b ≤ c. De fato,

p =
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
≤ 2(2n− 2 + 2b+ 2)

2n− 2− 2

=
2(2n+ 2b)

2n− 4

≤ 2(n+ c)

n− 2
= p.

Portanto, escolhendo b ≤ c ≤ b0 temos p ≤ p ≤ p. Note que para termos

b ≤ c ≤ b0 precisamos que b < b0.
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Usaremos o Lema 1.4 na desigualdade abaixo,∫
Br

Q|um|p ≤ C1

∫
Br

|x|b0|um|p

= C1

∫
Br

|x|b0−c|x|c|um|p

≤ C1r
b0−c

∫
Br

|x|c|um|p

≤ C1r
b0−c

(
C4

∫
Br

|∇um|2
) p

2

≤ C1C
p
2
4 r

b0−c
(∫

Br

|∇um|2 + V (um)2

) p
2

≤ C1C
p
2
4 r

b0−c (o(1))
p
2

= o(1)rb0−c. (2.2)

A desigualdade acima foi posśıvel, pois b0 − c > 0.

Subcaso 2. −2(n− 1) < a0 ≤ −2 e b0 ≥ a0.

Tomando p ≤ p =
2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

para termos p ≤ p basta exigir que

p ≥ max

{
2,

2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a

}
. De fato,

(i) p = 2 se b ≤ max{a,−2} = a.

Nestas condições precisamos saber se p = 2 ≤ p para termos p ≤ p ≤ p.

p = 2 =
2(2n− 2 + a0)

2n− 2 + a0

=
2(2n− 2 + 2a0 − a0)

2n− 2 + a0

≤ 2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

= p.

(ii) p =
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
se −2 < a ≤ b.
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Nestas condições precisamos saber se p =
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
≤ p para termos

p ≤ p ≤ p. A desigualdade será verificada quando b < b0. De fato,

p =
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
≤ 2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a0

≤ 2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

= p.

Usaremos o Lema 1.2 e p ≤ p na desigualdade abaixo.∫
Br

Q|um|p ≤ C1

∫
Br

|x|b0|um|p

= C1

∫
Br

|x|b0−a0|um|p−2u2
m|x|a0

≤ C1r
b0−a0

∫
Br

Cp−2
0 ‖um‖p−2

H1
r (IRn,V )|x|

− 2(n−1)+a0
4

(p−2)u2
m|x|a0

= C1C
p−2
0 (o(1))

p−2
2 rb0−a0− 2(n−1)+a0

4
(p−2)

∫
Br

|x|a0u2
m

≤ C1C
−1
2 Cp−2

0 (o(1))
p−2
2 rb0−a0− 2(n−1)+a0

4
(p−2)

∫
Br

V u2
m

≤ C1C
−1
2 Cp−2

0 (o(1))
p−2
2 rb0−a0− 2(n−1)+a0

4
(p−2)

∫
Br

|∇um|2 + V u2
m

= C1C
−1
2 Cp−2

0 (o(1))
p
2 rb0−a0− 2(n−1)+a0

4
(p−2)

= o(1)rb0−a0− 2(n−1)+a0
4

(p−2). (2.3)

Precisamos que b0 − a0 − 2(n−1)+a0

4
(p − 2) ≥ 0. Das condições b0 ≥ a0 e

a0 > −2(n− 1) temos

b0 − a0 −
2(n− 1) + a0

4
(p− 2) ≥ b0 − a0 −

2(n− 1) + a0

4
(p− 2)

= b0 − a0 −
2(n− 1) + a0

4

(
2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

− 2

)
= b0 − a0 −

2(n− 1) + a0

4

4(b0 − a0)

2n− 2 + a0

= b0 − a0 − b0 + a0 = 0.
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Subcaso 3. a0 ≤ −2(n− 1), b0 > −2(n− 1).

Tomando p ≤ p = ∞ basta p ≥ max

{
2,

2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a

}
para que p ≤ p

ocorra trivialmente.

Para qualquer p escolha a
′
0 > −2(n− 1) tal que b0 − a0 − 2(n−1)+a

′
0

4
(p− 2) > 0

e r0 > 0, C
′
0 > 0 tal que V (r) ≥ C

′
0r
a0 ≥ C

′
0r
a
′
0 para r ≤ r0.

Seja φ uma função “cut-off” tal que φ(t) = 1 para 0 ≤ t ≤ r0

2
e φ(t) = 0 para

t ≥ r0. Note que φun ∈ D1,2
0,r(Br0(0)) ∩ L2(Br0(0), V ) e para r <

r0

2
, usando o Lema 1.2,

temos∫
Br

Q|um|p ≤ C1

∫
Br

|x|b0|um|p

= C1

∫
Br

|x|b0−a0 |φum|p−2(φum)2|x|a0

≤ C1

∫
Br

|x|b0−a0Cp−2
0 ‖φum‖p−2

H1
r (IRn,V )|x|

− 2(n−1)+a
′
0

4
(p−2)(φum)2|x|a0

≤ C1C
p−2
0 (o(1))

p−2
2 rb0−a0−

2(n−1)+a
′
0

4
(p−2)

∫
Br

|x|a0u2
m

≤ C1C
−1
2 Cp−2

0 (o(1))
p−2
2 rb0−a0−

2(n−1)+a
′
0

4
(p−2)

∫
Br

V u2
m

≤ C1C
−1
2 Cp−2

0 (o(1))
p−2
2 rb0−a0−

2(n−1)+a
′
0

4
(p−2)

∫
Br

|∇um|2 + V u2
m

= C1C
−1
2 Cp−2

0 (o(1))
p
2 rb0−a0−

2(n−1)+a
′
0

4
(p−2)

= o(1)rb0−a0−
2(n−1)+a

′
0

4
(p−2). (2.4)

Por outro lado, por (V) e (Q), existem R0 > 0, C4 > 0 e C5 > 0 tais que

Q(|x|) ≤ C4|x|b e V (|x|) ≥ C5|x|a sempre que |x| ≥ R0.

Então, pelo Lema 1.1, para R > R0,
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∫
BcR

Q|um|p ≤ C4

∫
BcR

|x|b|um|p

= C4

∫
BcR

|x|b−a|um|p−2|x|a|um|2

≤ C4C
p−2‖um‖p−2

H1
r (IRn,V )R

b−a− 2(n−1)+a
4

(p−2)

∫
BcR

|x|au2
m

≤ C4C
p−2C−1

5 (o(1))
p−2
2 Rb−a− 2(n−1)+a

4
(p−2)

∫
BcR

V u2
m

≤ C4C
p−2C−1

5 (o(1))
p−2
2 Rb−a− 2(n−1)+a

4
(p−2)

∫
BcR

|∇um|2 + V u2
m

≤ C4C
p−2C−1

5 (o(1))
p
2 Rb−a− 2(n−1)+a

4
(p−2)

≤ o(1)Rb−a− 2(n−1)+a
4

(p−2). (2.5)

Pelo Lema 1.5 podemos ver que

‖um‖Lp(BR\Br,Q) =

(∫
BR\Br

Q|um|p
)1/p

≤ C8

(∫
BR\Br

|∇um|2 + V u2
m

)1/2

= C8‖um‖H1
r (BR\Br,V ) ≤ C8o(1)1/2 = o(1).

Como

∫
IRn

Q|um|p =

∫
Br

Q|um|p +

∫
BcR

Q|um|p +

∫
BR\Br

Q|um|p e observando as

estimativas feitas em (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5) obtemos

∫
IRn

Q|um|p → 0, o que é uma con-

tradição já que

∫
IRn

Q|um|p = 1. Portanto a imersão se verifica.

Agora, vamos considerar compacidade no Caso 1.

Considere (um) ⊂ H1
r (IRn, V ) de modo que ‖um‖H1

r (IRn,V ) ≤ C. Sem perda

de generalidade, podemos supor um ⇀ 0. Afirmamos que um → 0 em Lp(IRn, Q) nas

condições abaixo. De fato,

(i) se b ≥ max{a,−2} = a a imersão é compacta para p < p < p.
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Repetindo as estimativas que fizemos em (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5), em cada

caso, teremos as desigualdades∫
Br

Q|um|p ≤ C1C
p
2
4 r

b0−c‖um‖pH1
r (IRn,V )

∫
Br

Q|um|p ≤ C1C
−1
2 Cp−2

0 rb0−a0− 2(n−1)+a0
4

(p−2)‖um‖pH1
r (IRn,V )

∫
Br

Q|um|p ≤ C1C
−1
2 Cp−2

0 rb0−a0−
2(n−1)+a

′
0

4
(p−2)‖um‖pH1

r (IRn,V )


(2.6)

∫
BcR

Q|um|p ≤ C7C
p−2C−1

5 Rb−a− 2(n−1)+a
4

(p−2)‖um‖pH1
r (IRn,V ) (2.7)

Neste caso ocorre b−a− 2(n−1)+a
4

(p−2) < 0. De fato, da condição b ≥ a temos

b− a− 2(n− 1) + a

4
(p− 2) < b− a− 2(n− 1) + a

4
(p− 2)

= b− a− 2(n− 1) + a

4

(
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
− 2

)

= b− a− 2(n− 1) + a

4

4(b− a)

2n− 2 + a

= b− a− b+ a = 0.

As desigualdades abaixo já foram apresentadas anteriormente.

b0 − c > 0

b0 − a0 −
2(n− 1) + a0

4
(p− 2) > 0

b0 − a0 −
2(n− 1) + a

′
0

4
(p− 2) > 0

Usando o Lema 1.5 e

∫
IRn

Q|um|p =

∫
Br

Q|um|p +

∫
BcR

Q|um|p +

∫
BR\Br

Q|um|p

obtemos

∫
IRn

Q|um|p → 0 quando n→∞.

(ii) se b < max{a,−2} = a a imersão é compacta para 2 ≤ p < p.
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Similarmente a (2.7) temos∫
BcR

Q|um|2 ≤ C7C
−1
5 Rb−a‖um‖2

H1
r (IRn,V ) (2.8)

Usando o Lema 1.7 temos∫
Br

Q|um|2 ≤ C1

∫
Br

|x|b0|um|2

= C1

∫
Br

|x|−2|um|2|x|b0+2

≤ C1r
b0+2

∫
Br

|x|−2|um|2

≤ C1r
b0+2

(
2

n− 2

)2 ∫
Br

|∇um|2

≤ C1

(
2

n− 2

)2

rb0+2‖um‖2
H1
r (IRn,V ) (2.9)

Desde que b0 > −2 e b < a nós obtemos

∫
IRn

Q|um|p → 0 quando n → ∞ de

forma análoga a (i). Assim, terminamos o Caso 1.

Caso 2. Assumimos (V) e (Q) com a ≤ −2. Podem ocorrer dois casos para p a

saber
(i) p = 2 se b ≤ max{a,−2} = −2;

(ii) p =
2(n+ b)

n− 2
se b ≥ −2.

Apresentam-se três subcasos de acordo com a0 e b0.

Subcaso 1. b0 ≥ −2, a0 ≥ −2.

Colocando p =
2n

n− 2
+

2c

n− 2
e por p ≤ p nós temos, observando a definição

de p, que c ≤ b0.

(i) p = 2 se b ≤ max{a,−2} = −2.

Da mesma forma que fizemos no Caso 1. basta escolher −2 ≤ c ≤ b0 e tere-

mos p ≤ p ≤ p.

(ii) p =
2(n+ b)

n− 2
se b ≥ −2.
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Para que p ≤ p ≤ p basta tomar b ≤ c ≤ b0 com b0 > b. De fato,

p =
2n− 2b0

n− 2
≤ p =

2n− 2c

n− 2
≤ 2n− 2b

n− 2
= p.

A estimativa feita em (2.2) continua válida para b ≥ −2.

Subcaso 2. −2(n− 1) < a0 ≤ −2 e b0 ≥ a0.

Tomando p ≤ p =
2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

para termos p ≤ p basta exigir que

p ≥ max

{
2,

2(n+ b)

n− 2

}
. De fato,

(i) p = 2 se b ≤ max{a,−2} = −2.

Basta observar que p ≤ p ≤ p sempre, pois p = 2 ≤ p exatamente como fize-

mos no Caso 1.

(ii) p =
2(n+ b)

n− 2
se b ≥ −2, a ≤ −2.

Nestas condições precisamos saber se p =
2(n+ b)

n− 2
≤ p para termos p ≤ p ≤ p.

A desigualdade segue quando −2 + 2b0 − a0 ≥ 2b. De fato,

p =
2(n+ b)

n− 2
≤ 2n− 2 + 2b0 − a0

n− 2

=
2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 4

≤ 2(2n− 2 + 2b0 − a0)

2n− 2 + a0

= p.

A estimativa feita em (2.3) continua válida para b ≥ −2.

Subcaso 3. a0 ≤ −2(n− 1), b0 > −2(n− 1).

Tomando p ≤ p = ∞ basta p ≥ max

{
2,

2(2n+ b)

n− 2

}
para que p ≤ p ocorra

trivialmente.

As estimativas feitas em (2.4) e (2.6) continuam válidas para b ≥ −2. Agora,

precisamos obter estimativas como em (2.5) e (2.7).

Escrevendo p =
2n+ 2c

n− 2
temos c ≥ b. Então para R > R0 usamos o Lema 1.4

para obter
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∫
BcR

Q|um|p ≤ C4

∫
BcR

|x|b|um|p

= C4

∫
BcR

|x|b−c|x|c|um|p

≤ C1R
b−c‖∇um‖pL2(BcR)

≤ C1R
b−c (‖um‖H1

r (IRn,V )

)p
. (2.10)

Usando b− c ≤ 0 temos estimativas como em (2.4) e (2.6). De forma análoga

ao que fizemos no Caso 1. para mostrar a imersão também teremos a contradição no

Caso 2. já que estimativas similares são mantidas. Portanto a imersão se verifica.

Agora, vamos considerar compacidade no Caso 2..

Considere (um) ⊂ H1
r (IRn, V ) de modo que ‖um‖H1

r (IRn,V ) ≤ C. Sem perda

de generalidade, podemos supor um ⇀ 0. Afirmamos que um → 0 em Lp(IRn, Q) nas

condições abaixo. De fato,

(i) se b ≥ max{a,−2} = −2 a imersão é compacta para p < p < p.

Neste caso, basta observar as estimativas feitas no Caso 1.(i).

(ii) se b < max{a,−2} = −2 a imersão é compacta para 2 ≤ p < p.

Para 2 < p < p as estimativas feitas no Caso 1.(ii) são mantidas e podem

ser utilizadas aqui de forma análoga. Quando b < −2 precisamos mostrar a compacidade

para p = 2. Seja φ uma função “cut-off” tal que φ(r) = 1 para r ≥ 2R0 e φ(r) = 0 para

r ≤ R0. Então pelo Lema 1.6,∫
BcR

Q|um|2 ≤ C1R
b+2‖∇(φum)‖pL2(BcR) ≤ C2R

b+2‖∇um‖pL2(BcR) ≤ C2R
b+2
(
‖um‖H1

r (IRn,V )

)p
.

Como (2.9) ainda se mantém para b < −2, conclúımos a parte restante da prova

exatamente como fizemos no Caso 1. Assim, terminamos o Caso 2. �

Para n = 2 definimos p(a, b) da mesma forma como foi definido para a > −2.

O teorema seguinte nos dá um resultado de compacidade no plano.
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Teorema 2.2

Seja n = 2, suponha (V) e (Q). Então

H1
r (IR2, V ) ↪→ Lp(IR2, Q) para p ≤ p <∞. (2.11)

Além disso,

(i) se b ≥ a, a imersão é compacta para p < p <∞;

(ii) se b < a, a imersão é compacta para 2 ≤ p <∞.

Demonstração:

Antes de realizarmos a demonstração, observe que p = ∞ e que há possibi-

lidades para p.

Pode ocorrer p = p(a, b) =


2(2 + 2b− a)

2 + a
, se −2 < a ≤ b,

2, se b ≤ max{a,−2}
.

Se a > −2 temos dois valores posśıveis para p, isto é, p =
2(2 + 2b− a)

2 + a
ou

p = 2 e se a ≤ −2 temos somente p = 2.

As desigualdades que vamos precisar dependem somente dos valores de b0 e,

portanto, precisamos separar a demonstração levando em consideração somente os valores

de b0.

Para a imersão é suficiente mostrar que

Sr(V,Q) = inf
u∈H1

r (IR2,V )

∫
IR2

|∇u|2 + V u2

(∫
IR2

Q|u|p
) 2

p

> 0.

Por contradição, suponha que exista uma sequência (um) ⊂ H1
r (IR2, V ) tal que∫

IR2

Q|um|p = 1 e

∫
IR2

|∇um|2 + V u2
m = o(1).

Por (Q) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, Q(|x|)≤C1|x|b0 , |x| ≤ r

para algum C1 > 0.

Por (V) para qualquer r > 0, “pequeno” o suficiente, V (|x|)≥C2|x|a0 , |x| ≤ r

para algum C2 > 0.

Por (V) e (Q) existem R0 > 0, C4 > 0 e C5 > 0 tais que Q(|x|)≤ C4|x|b e

V (|x|)≥C5|x|a sempre que |x| ≥ R0.
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Caso 1. a > −2

Usando o Lema 1.1 com n = 2 e R > R0 temos∫
BcR

Q|um|p ≤ C4

∫
BcR

|x|b|um|p

= C4

∫
BcR

|x|b−a|um|p−2|x|a|um|2

≤ C4C
p−2‖um‖p−2

H1
r (IR2,V )R

b−a− 2+a
4

(p−2)

∫
BcR

|x|au2
m

≤ C4C
p−2C−1

5 (o(1))
p−2
2 Rb−a− 2+a

4
(p−2)

∫
BcR

V u2
m

≤ C4C
p−2C−1

5 (o(1))
p−2
2 Rb−a− 2+a

4
(p−2)

∫
BcR

|∇um|2 + V u2
m

≤ C4C
p−2C−1

5 (o(1))
p
2 Rb−a− 2+a

4
(p−2)

≤ o(1)Rb−a− 2+a
4

(p−2). (2.12)

Algumas passagens na desigualdade acima foram omitidas já que desigualdades

análogas foram vistas no Teorema 2.1 onde podemos ver que b− a− 2 + a

4
(p− 2) < 0.

Repetindo as estimativas feitas em (2.12) obtemos∫
BcR

Q|um|p ≤ C3R
b−a− 2+a

4
(p−2)‖um‖pH1

r (IR2,V ). (2.13)

Caso 2. a ≤ −2 ∫
BcR

Q|um|p ≤ C4

∫
BcR

|x|b|um|p

≤ C4R
bC3

(∫
BcR

|um|2
)p/2

≤ C3C4C7R
b

(∫
BcR

|∇um|2
)p/2

≤ o(1)Rb. (2.14)
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Repetindo as estimativas feitas em (2.14) obtemos∫
BcR

Q|um|p ≤ CRb‖um‖pH1
r (IR2,V ). (2.15)

Agora, note que
2(2 + 2b− a)

2 + a
≥ 2 para −2 < a ≤ b. De fato,

2 =
2(2 + a)

2 + a
=

2(2 + 2a− a)

2 + a
≤ 2(2 + 2v − a)

2 + a
.

Se b0 > 0 e p ≥ 2 usando o Lema 1.6 temos∫
Br

Q|um|p ≤ C1

∫
Br

|x|b0|um|p

≤ C1r
b0

∫
Br

|um|p

≤ C1r
b0

∫
B1

|um|p

≤ C1r
b0

(∫
B1

|um|2
) p

2
(∫

B1

1

) 2−p
2

≤ C3r
b0‖um‖pH1(BR)

≤ C6r
b0‖um‖pH1

r (BR,V )

≤ rb0o(1). (2.16)

Repetindo as estimativas feitas em (2.16) obtemos∫
Br

Q|um|p ≤ C6r
b0‖um‖pH1

r (IR2,V ). (2.17)

Se b0 ∈ (−2, 0] e p ≥ 2 escolhemos δ > 0 tal que b0 − δ > −2 e uma função

“cut-off” ϕ ∈ C∞0 (B1), tal que ϕ(x) = 1 para |x| ≤ 1

2
. Então pelo Lema 1.8
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∫
Br

Q|um|p ≤ C1

∫
Br

|x|b0 |um|p

= C1

∫
Br

|x|b0−δ
(

ln
1

|x|

)b0−δ
(umϕ)−b0+δ|x|δ

(
ln

1

|x|

)δ−b0
|um|p+b0−δ

≤ C1r
δ

(
ln

1

r

)δ−b0∫
Br

|x|b0−δ
(

ln
1

|x|

)b0−δ
(umϕ)−b0+δ|um|p+b0−δ

≤ C1r
δ

(
ln

1

r

)δ−b0(∫
B1

|x|2
(

ln
1

|x|

)−2

(unϕ)2

)−b0+δ
2 (∫

Br

|um|
2(p+b0−δ)
2+b0−δ

) 2+b0−δ
2

≤ C3C6r
δ

(
ln

1

r

)δ−b0(∫
B1

|∇umϕ|2
)−b0+δ

2
(∫

Br

|um|2
) 2+b0−δ

2
p+b0−δ
2+b0−δ

≤ C7r
δ

(
ln

1

r

)δ−b0
‖um‖−b0+δ

H1
r (IR2,V )‖um‖

p+b0−δ
H1
r (IR2,V )

≤ rδ
(

ln
1

r

)δ−b0
o(1). (2.18)

Repetindo as estimativas feitas em (2.18) obtemos∫
Br

Q|um|p ≤ C7r
δ

(
ln

1

r

)δ−b0
‖um‖pH1

r (IR2,V ). (2.19)

Pelo Lema 1.5 podemos ver que

‖um‖Lp(BR\Br,Q) =

(∫
BR\Br

Q|um|p
)1/p

≤ C8

(∫
BR\Br

|∇um|2 + V u2
m

)1/2

= C8‖um‖H1
r (BR\Br,V ) ≤ C8o(1)1/2 = o(1).

Como

∫
IR2

Q|um|p =

∫
Br

Q|um|p +

∫
BcR

Q|um|p +

∫
BR\Br

Q|um|p e observando as

estimativas feitas em (2.12), (2.14), (2.16) e (2.18) nós obtemos

∫
IR2

Q|um|p → 0 o que é
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uma contradição já que

∫
IR2

Q|um|p = 1. Portanto a imersão se verifica.

No seguinte, consideramos compacidade. Seja (um) ⊂ H1
r (IR2, V ) de modo que

‖um‖H1
r (IR2,V ) ≤ C. Sem perda de generalidade, podemos supor um ⇀ 0. Afirmamos que

um → 0 em Lp(IR2, Q) nas condições abaixo. De fato,

(i) se b ≥ a a imersão é compacta para p < p <∞.
Repetindo as estimativas que fizemos em (2.13), (2.17) e (2.19) teremos as

desigualdades ∫
BcR

Q|um|p ≤ C3R
b−a− 2+a

4
(p−2)‖um‖pH1

r (IR2,V )

∫
Br

Q|um|p ≤ C6r
b0‖um‖pH1

r (IR2,V )

∫
Br

Q|um|p ≤ C7r
δ

(
ln

1

r

)δ−b0
‖um‖pH1

r (IR2,V )


(2.20)

Usando o Lema 1.5 e

∫
IR2

Q|um|p =

∫
Br

Q|um|p +

∫
BcR

Q|um|p +

∫
BR\Br

Q|um|p

temos

∫
IR2

Q|um|p → 0 quando m→∞.

Portanto, segue a imersão compacta desejada.

(ii) se b < a a imersão é compacta para 2 ≤ p <∞.
Repetindo as estimativas que fizemos em (2.13), (2.17) e (2.19) teremos as

desigualdades ∫
BcR

Q|um|p ≤ C3R
b−a− 2+a

4
(p−2)‖um‖pH1

r (IR2,V )

∫
Br

Q|um|p ≤ C6r
b0‖um‖pH1

r (IR2,V )

∫
Br

Q|um|p ≤ C7r
δ

(
ln

1

r

)δ−b0
‖um‖pH1

r (IR2,V )


(2.21)
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Usando o Lema 1.5 e

∫
IR2

Q|um|p =

∫
Br

Q|um|p +

∫
BcR

Q|um|p +

∫
BR\Br

Q|um|p

temos

∫
IR2

Q|um|p → 0 quando m→∞.

Para b < a temos p = 2 e como (p− 2)
2 + a

4
> (2− 2)

2 + a

4
= 0 conclúımos

que b− a− 2 + a

4
(p− 2) < 0.

Portanto, segue a imersão compacta desejada.

De posse dos resultados de imersão cont́ınuas e compactas, provaremos que o

problema (1) possui uma solução “ground state” também chamada solução estacionária

ou solução de estado fundamental.

Teorema 2.3

Seja n ≥ 2. Suponha (V) e (Q) com o correspondente p e p definidos de modo

que p < p < p. Então a equação (1) tem uma solução “ground state” u ∈ H1
r (IRn, V ),

a saber ∫
IRn
|∇u|2 + V (|x|)u2

(∫
IRn

Q(|x|)up
) 2

p

= inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0

∫
IRn
|∇v|2 + V (|x|)v2

(∫
IRn

Q(|x|)|v|p
) 2

p

.

Além disso,

(i) quando a > −2 existem C, c > 0 tais que u(x) ≤ C exp
(
−cr 2+a

2

)
;

(ii) quando a ≤ −2, existe C > 0 tal que u(x) ≤ C|x|−n−2
2 .

Demonstração:

A existência de uma solução “ground state” segue da imersão compacta. De

fato,

M = inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0

∫
IRn
|∇v|2 + V (|x|)v2

(∫
IRn

Q(|x|)|v|p
) 2

p

≡ inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0



∫
IRn
|∇v|2 + V (|x|)v2;

∫
IRn

Q(|x|)|v|p = 1

Assim, segue que existe (vm) ⊂ H1
r (IRn, V ) (chamada sequência minimizante)

de modo que

∫
IRn

Q(|x|)|vm|p = 1 e ‖vm‖2
V =

∫
IRn
|∇vm|2 + V (|x|)v2

m →M .
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Portanto, a sequência (‖vm‖V ) é limitada e pela imersão compacta vista nos

Teoremas 2.1 e 2.2 (H1
r (IRn, V ) ↪→ Lp(IRn, Q)) existe uma subsequência (vmj) de (vm)

de modo que vmj → u em Lp(IRn, Q), ou seja,

∫
IRn

Q(|x|)|vmj |p →
∫
IRn

Q(|x|)|u|p donde∫
IRn

Q(|x|)|u|p = 1.

Agora, usando que a norma é fracamente semicont́ınua inferiormente (A.24)

temos M ≤ ‖u‖2
V ≤ lim inf

mj→∞
‖vmj‖2

V = lim
mj→∞

‖vmj‖2
V = M e dáı ‖u‖2

V = m.

Sendo assim,

∫
IRn

Q(|x|)|u|p = 1 e ‖u‖2
V =

∫
IRn
|∇u|2 + V (|x|)u2 = M , ou seja,

a equação (1) tem uma solução “ground state” u ∈ H1
r (IRn, V ).

Em seguida mostraremos a propriedade do decaimento no caso a > −2.

Por (V) existem C1 > 0, R1 > 0 tais que V (|x|) ≥ C1|x|a, para |x| ≥ R1.

Considere ϕ(r) = exp
(
−cr

2+a
2

)
em que r =

√
x2

1 + ...+ x2
n e c =

√
2C1

2 + a
> 0.

Derivando ϕ em relação a xi, 1 ≤ i ≤ n obtemos,

∂ϕ

∂xi
(r) = exp

(
−cr

2+a
2

)(
−c2 + a

2
r
a
2
xi
r

)
= −
√

2C1

2
ϕ(r)r

a−2
2 xi.

Derivando
∂ϕ

∂xi
(r) em relação a xi, 1 ≤ i ≤ n obtemos,

∂2ϕ

∂x2
i

(r) = −
√

2C1

2

(
∂ϕ

∂xi
(r)r

a−2
2 xi + ϕ(r)

(
a− 2

2
r
a−4
2
x2
i

r
+ r

a−2
2

))

= −
√

2C1

2

(
−
√

2C1

2
ϕ(r)ra−2x2

i +
a− 2

2
ϕ(r)r

a−6
2 x2

i + ϕ(r)r
a−2
2

)
.

Portanto,

∆ϕ(r) =
C1

2
ϕ(r)ra − (a− 2)

√
2C1

4
ϕ(r)r

a−2
2 − nϕ(r)r

a−2
2

√
2C1

2
.

38



Agora,

−∆ϕ(r) + V (|x|)ϕ(r) ≥ C1

2
ϕ(r)ra +

(a− 2)
√

2C1

4
ϕ(r)r

a−2
2 + nϕ(r)r

a−2
2

√
2C1

2

=
C1

2
ϕ(r)ra +

√
2C1

2
ϕ(r)r

a−2
2

(
a− 2

2
+ n

)

≥ C1

2
ϕ(r)ra.

Para a desigualdade acima, devemos observar que a > −2⇒ a− 2 > −4⇒
⇒ a− 2

2
> −2 e n ≥ 2 nos dá

a− 2

2
+ n ≥ 0.

Vamos mostrar que existe R > 0 de modo que Q(|x|)|u(x)|p−2 ≤ C1

2
|x|a sem-

pre que |x| ≥ R. De fato, pelo Lema 1.1 com a > −2, existem C2 > 0, R2 > 0 de modo

que |u(x)| ≤ C2‖u‖V |x|−
2(n−1)+a

4 sempre que |x| ≥ R2 � 1.

Por (Q) existem C3 > 0, R3 > 0 tais que Q(|x|) ≤ C3|x|b sempre que |x| ≥ R3.

Assim,

Q(|x|)|u(x)|p−2 ≤ C3|x|bCp−2
2 ‖u‖p−2

V |x|
− 2(n−1)+a

4
(p−2)

≤ C4|x|b−
2(n−1)+a

4
(p−2).

Como |x| � 1 para termos Q(|x|)|u(x)|p−2 ≤ C4|x|a basta verificar se

b− 2(n− 1) + a

4
(p− 2) < a.

Podem ocorrer dois casos

Caso 1. −2 < a ≤ b com p =
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a

−2(n− 1) + a

4
(p− 2) < −2(n− 1) + a

4

(
2(2n− 2 + 2b− a)

2n− 2 + a
− 2

)

< −2(n− 1) + a

4

(
4n− 4 + 4b− 2a− 4n+ 4− 2a

2n− 2 + a

)

< −1

4
(4b− 4a) = a− b
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Assim,

b− 2(n− 1) + a

4
(p− 2) < a.

Caso 2. b ≤ max{a,−2} = a com p = 2

b− 2(n− 1) + a

4
(p− 2) < b < a.

Portanto, Q(|x|)|u(x)|p−2 ≤ C4|x|a sempre que R ≥ max{R2, R3}. Agora, pre-

cisamos justificar que podemos tomar a desigualdade acima com
C1

2
no lugar de C4.

Como b− 2(n− 1) + a

4
(p− 2) < a, é posśıvel encontrar δ > 0 de modo que

b− 2(n− 1) + a

4
(p− 2) + δ < a.

Assim, para R ≥ max{R2, R3}, temos

Q(|x|)|u(x)|p−2 ≤ C4|x|b−
2(n−1)+a

4
(p−2)

= C4|x|−δ|x|b−
2(n−1)+a

4
(p−2)+δ

≤ C4|x|−δ|x|a ≤
C1

2
|x|a

Portanto, para |x| ≥ R = max{R2, R3}, obtemos

−∆(u− ϕ) +

(
V (|x|)− C1

2
|x|a
)

(u− ϕ) =

= −∆u+ ∆ϕ+ V (|x|)u− V (|x|)ϕ− C1

2
|x|au+

C1

2
|x|aϕ =

= (−∆u+ V (|x|)u) + (∆ϕ− V (|x|)ϕ)− C1

2
|x|au+

C1

2
|x|aϕ ≤

≤ Q(|x|)|u(x)|p−1 − C1

2
|x|aϕ− C1

2
|x|au+

C1

2
|x|aϕ ≤

≤ C1

2
|x|au− C1

2
|x|au = 0.
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Como −∆(u − ϕ) +
(
V (|x|)− C1

2
|x|a
)

(u − ϕ) ≤ 0 para |x| ≥ R temos, pelo

Prinćıpio de Máximo, que u(x) ≤ ϕ(x) para |x| ≥ R.

Portanto, existem C > 0, c > 0 tais que

u(x) ≤ C exp
(
−cr

2+a
2

)
.

Finalmente, quando a ≤ −2, a propriedade do decaimento segue diretamente

da estimativa dada no Lema 1.3 com p = 2, isto é, existe C2 = C2(n) > 0 de modo que

|u(x)| ≤ C2|x|−
n−2

2 ‖∇u‖L2(IRn) ≤ C2|x|−
n−2

2 ‖u‖V .

Portanto, existe C > 0 tal que

u(x) ≤ C|x|−
n−2

2 .

Conclúımos assim, a prova do Teorema 2.3. �
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Caṕıtulo 3

Aplicações do Teorema 2.3

Apresentamos, no Teorema 2.3, condições que garantem a existência de

soluções radiais para a equação (1) mostrando o comportamento das soluções de acordo

com os valores assumidos pelo parâmetro a. Vamos apresentar três exemplos ilustrando

as afirmações.

Exemplo 3.1 Considere a equação, −∆u+

(
1 +

6

|x|2

)
u = 6|x|e−|x|up−1, com u > 0, em IRn,

|u(x)| → 0, quando |x| → ∞.

Neste exemplo temos

V (|x|) = 1 +
6

|x|2
com a = 0, a0 = −2

lim inf
|x|→∞

V (|x|)
|x|0

= lim inf
|x|→∞

1 +
6

|x|2
|x|0

= lim
|x|→∞

(
1 +

6

|x|2

)
= 1 > 0

lim inf
|x|→0

V (|x|)
|x|−2

= lim inf
|x|→0

1 +
6

|x|2
|x|−2

= lim
|x|→0

(
|x|2 + 6

)
= 6 > 0

Q(|x|) = 6|x|e−|x| com b0 = 0, b = 0

lim sup
|x|→0

Q(|x|)
|x|0

= lim sup
|x|→0

6|x|e−|x|

|x|0
= lim
|x|→0

6|x|e−|x| = 0 <∞

lim sup
|x|→∞

Q(|x|)
|x|0

= lim sup
|x|→∞

6|x|e−|x|

|x|0
= lim
|x|→∞

6|x|e−|x| = 0 <∞

42



Sendo assim, p = p(0, 0) =
2(n− 2)

n− 2
= 2 e p = p(−2, 0) =

2n

n− 2
para n ≥ 3 e

dáı basta que p < p < p.

Nas condições acima o Teorema 2.3 fornece uma solução “ground state”

u ∈ H1
r (IRn, V ) para o problema, a saber

∫
IRn
|∇u|2 +

(
1 +

6

|x|2

)
u2

(∫
IRn

6|x|e−|x|up
) 2

p

= inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0

∫
IRn
|∇v|2 +

(
1 +

6

|x|2

)
v2

(∫
IRn

6|x|e−|x||v|p
) 2

p

.

Observamos que o Teorema 2.3 garante a existência de constantes C, c > 0

tais que a solução u ∈ H1
r (IRn, V ) satisfaz u(x) ≤ C exp

(
−cr 2+a

2

)
já que a > −2.

Exemplo 3.2

Considere a equação, −∆u+
5

|x|6
u =

|x|2

|x|+ 1
up−1, com u > 0, em IR3,

|u(x)| → 0, quando |x| → ∞.

Neste exemplo temos

V (|x|) =
5

|x|6
com a = −6, a0 = −6

lim inf
|x|→∞

V (|x|)
|x|−6

= lim inf
|x|→∞

5

|x|6
|x|−6

= lim
|x|→∞

(
5|x|6

|x|6

)
= 5 > 0

lim inf
|x|→0

V (|x|)
|x|−6

= lim inf
|x|→0

5

|x|6
|x|−6

= lim
|x|→0

(
5|x|6

|x|6

)
= 5 > 0

Q(|x|) =
|x|2

|x|+ 1
com b0 = 0, b = 1

lim sup
|x|→0

Q(|x|)
|x|0

= lim sup
|x|→0

|x|2

|x|+ 1

|x|0
= lim
|x|→0

|x|2

|x|+ 1
= 0 <∞

lim sup
|x|→∞

Q(|x|)
|x|1

= lim sup
|x|→∞

|x|2

|x|+ 1

|x|1
= lim
|x|→∞

|x|2

|x|2 + 1
= 1 <∞
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Sendo assim, p = p(−6, 1) =
2(3 + 1)

n− 2
= 8 e p = p(−6, 0) =∞ e dáı basta que

p < p < p.

Nas condições acima o Teorema 2.3 fornece uma solução “ground state”

u ∈ H1
r (IR3, V ) para o problema, a saber∫

IR3

|∇u|2 +
5

|x|6
u2

(∫
IR3

|x|2

|x|+ 1
up
) 2

p

= inf
v∈H1

r (IR3,V )

v 6=0

∫
IR3

|∇v|2 +
5

|x|6
v2

(∫
IR3

|x|2

|x|+ 1
|v|p
) 2

p

.

Observamos que o Teorema 2.3 garante a existência de uma constante C > 0

tal que a solução u ∈ H1
r (IR3, V ) satisfaz u(x) ≤ C|x|−

1
2 já que a ≤ −2.

Exemplo 3.3

Consideremos o seguinte problema

(P)−∆u+ u = (1 + |x|)l/2 up em IRn com 1 < p <
n+ 2

n− 2
e 0 ≤ l <

1

2
(n− 1)(p− 1).

Os pesquisadores Wei-Yue Ding e Wei-Ming Ni em [6] estudaram o problema

(P) obtendo uma solução via argumentos de aproximação combinado com o Teorema do

Passo da Montanha e estimativas a priori.

Utilizando nosso estudo esse problema também pode ser solucionado visto que

é um caso particular do Teorema 2.3. De fato, neste caso,

V (r) = 1 e Q(r) =
(
1 + r2

)l/2
o que nos fornece,

(a) lim inf
r→∞

V (r)

ra
= lim

r→∞

1

ra
> 0 com a = 0;

(b) lim inf
r→0

V (r)

ra0
= lim

r→0

1

ra0
> 0 com a0 = 0;

(c) lim sup
r→0

Q(r)

rb0
= lim

r→0

(1 + r2)
l/2

rb0
<∞ com b0 = 0;

(d) lim sup
r→∞

Q(r)

rb
= lim

r→∞

(1 + r2)
l/2

rb
<∞ com b = l.
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Para p, como l ≥ 0, temos p =
2(2n− 2 + 2l)

2n− 2
=

2(n− 1 + l)

n− 1
≥ 2.

Para p temos p =
2(n+ b0)

n− 2
=

2n

n− 2
.

Portanto basta estudar 2 < p <
2n

n− 2
que é equivalente à 1 < q <

n+ 2

n− 2
com

q = p− 1.

É importante notar que precisamos ter p =
2(n− 1 + l)

n− 1
<

2n

n− 2
= p para

que faça sentido 2 < p <
2n

n− 2
e isso ocorre se l <

2(n− 1)

n− 2
que é dado pela condição

0 ≤ l <
1

2
(n− 1)(p− 1).

Pelo Teorema 2.3 (P) tem uma solução “ground state” u ∈ H1
r (IRn, V ), a

saber ∫
IRn
|∇u|2 + u2

(∫
IRn

(
1 + |x|2

)l/2
up
) 2

p

= inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0

∫
IRn
|∇v|2 + v2

(∫
IRn

(
1 + |x|2

)l/2 |v|p) 2
p

.

Além disso, como a = 0, pelo Teorema 2.3 existem constantes C, c > 0 tais

que a solução satisfaz u(x) ≤ C exp (−cr)
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Apêndice A

Apêndice

Estão enunciadas aqui definições e teoremas necessários para a realização do

presente trabalho. Os teoremas enunciados que não apresentam demonstração possuem

referências de onde encontrá-las.

Definição A.1 (Limite Superior e Inferior de uma Função)

Seja x0 ∈ Ω ⊂ IRn e T : Ω→ IR. Definimos,

(i) lim sup
x→x0

T (x) = inf
δ>0

(
sup

0<|x−x0|<δ
T (x)

)
,

(ii) lim inf
x→x0

T (x) = sup
δ>0

(
inf

0<|x−x0|<δ
T (x)

)
,

(iii) lim sup
|x|→∞

T (x) = inf
δ>0

(
sup
x>δ

T (x)

)
,

(iv) lim inf
|x|→∞

T (x) = sup
δ>0

(
inf
x>δ

T (x)

)
.

Teorema A.2 (Desigualdade de Young)

Considere 0 < λ < 1. Então para quaisquer números reais a ≥ 0 e b ≥ 0,

temos aλb1−λ ≤ λa+ (1− λ)b.

Demonstração:

Fazendo x = aλ, y = b1−λ, λ =
1

p
e 1− λ = 1− 1

p
=

1

q
a desigualdade de Young

se tranforma em xy ≤ 1

p
xp +

1

q
yq (como

1

p
+

1

q
= 1 dizemos que p, q ≥ 1 são expoentes

conjugados). Observamos que a ingualdade se dá quando a = b.
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Se b = 0 a desigualdade é verdadeira. Suponha b 6= 0 então, dividindo a de-

sigualdade por b, temos
(a
b

)λ
≤ λ

(a
b

)
+ (1− λ). Tomando t =

a

b
temos tλ ≤ λt+ (1− λ).

Note que a função H(t) = tλ−λt é crescente para t < 1 e decrescente para t > 1

e portanto, assume o máximo em t = 1. Assim, H(t) = tλ−λt ≤ H(1) = 1−λ e a desigual-

dade segue. �

Teorema A.3 (Desigualdade de Hölder)

Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1 (expoentes

conjugados). Então uv ∈ L1(Ω) e ‖uv‖L1(Ω) =

∫
Ω

|uv|dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Demonstração:

Se p = 1 q =∞, então basta observar

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖v‖L∞(Ω)

∫
Ω

|u(x)|dx.

Para p > 1, supondo u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) com ‖u‖Lp(Ω) 6= 0, ‖v‖Lq(Ω) 6= 0 e tomando

α =
|u(x)|
‖u‖Lp(Ω)

, β =
|v(x)|
‖v‖Lq(Ω)

na Desigualdade de Young αβ ≤ αp

p
+
βq

q
∀ α, β ≥ 0, temos

|u(x)v(x)|
‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω)

≤ |u(x)|p

p‖u‖pLp(Ω)

+
|v(x)|q

q‖v‖qLq(Ω)

. Assim, integrando em Ω, temos

1

‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω)

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ 1

p
+

1

q
= 1 e a desigualdade segue. �

Definição A.4 (Espaços de Banach)

Um espaço de Banach é um espaço vetorial H normado e completo.

Definição A.5 (Espaços de Hilbert)

Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial H dotado de um produto escalar

(u, v) completo para a norma ‖u‖H = (u, u)
1
2 .

Definição A.6 (Espaço de Funções Testes e Suporte)

Seja α = (α1, α2, ..., αn) ∈ INn, denotamos o operador de derivação de ordem

α por Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 ...∂αnxn

, onde |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

Se u é uma função mensurável sobre Ω e (ωi)i∈I é a famı́lia de todos os sub-

conjuntos abertos de Ω, tal que u = 0 q.t.p. em cada ωi, temos que u = 0 q.t.p. em

ω =
⋃
i∈I

ωi, e o suporte de u (suppu = Ω \ ω). Se u for uma função cont́ınua, então

suppu = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}. Dizemos que uma função u tem suporte compacto em Ω, se

existir K ⊂ Ω compacto tal que suppu ⊂ K.
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Representa-se por C∞c (Ω) o espaço vetorial das funções reais definidas em Ω,

com suporte compacto e derivadas parciais de todas as ordens. Em C∞c (Ω) considera-se

a seguinte noção de convergência.

Uma sequência de funções (ϕm)m∈IN converge para zero em C∞c (Ω) quando:

(i) Todas as ϕm possuem suportes contidos em um compacto fixo K de Ω;

(ii) A sequência (ϕm)m∈IN converge para zero uniformemente em K, juntamente com

suas derivadas de todas as ordens.

Seja ϕ ∈ C∞c (Ω). Dizemos que (ϕm)m∈IN converge para ϕ em C∞c (Ω) se

(ϕm − ϕ)m∈IN converge para zero como definimos acima. Denotamos por D(Ω) o espaço

C∞c (Ω), munido desta noção de convergência. Chamamos D(Ω) de espaço das funções

testes.

Teorema A.7

O espaço C∞c (Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Demonstração:

Veja [4] página 71.

Definição A.8 (Espaço de Sobolev)

Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos o espaço de Sobolev W 1,p(Ω) por

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω)

∣∣ ∂u
∂xi
∈ Lp(Ω) e

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

∂u

∂xi
ϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀i = 1, ..., n

}
munido com a norma dada por ‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

ou de forma equi-

valente ‖u‖W 1,p(Ω) =

(
‖u‖pLp(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp(Ω)

)1/p

se 1 ≤ p < ∞. Para p = ∞ temos

a norma ‖u‖W 1,∞(Ω) = max

{
‖u‖L∞(Ω),

∥∥∥∥ ∂u∂x1

∥∥∥∥
L∞(Ω)

, ...,

∥∥∥∥ ∂u∂xn
∥∥∥∥
L∞(Ω)

}
ou de forma equi-

valente ‖u‖W 1,∞(Ω) = ‖u‖L∞(Ω) +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
L∞(Ω)

.

Teorema A.9

O espaço W 1,p(Ω), para 1 ≤ p ≤ ∞ com as normas acima definidas é um

espaço de Banach.

Demonstração:

Veja [4] página 121.

Observação. Denotamos H1(Ω) = W 1,2(Ω). O espaço H1(Ω) é um espaço de Hilbert
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com o seguinte produto interno (u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

.

Definição A.10 (O espaço W 1,p
0 (Ω))

Seja 1 ≤ p < ∞. Definimos W 1,p
0 (Ω) = C∞c (Ω) em W 1,p(Ω). Denotamos

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

Teorema A.11

Suponha Ω de classe C1, tal que u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω) com 1 ≤ p < ∞, então

são equivalentes as seguintes afirmações:

(i) u = 0 sobre ∂Ω;

(ii) u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração:

Veja [4] página 172.

Definição A.12

Dizemos que (fm), fm : IRn → IR é uma sequência equicont́ınua quando, dado

arbitrariamente ε > 0, existir δ > 0 tal que |x− y| < δ ⇒ |fm(x)− fm(y)| < ε, para todos

x, y ∈ IRn e para todo m ∈ IN .

Definição A.13

Uma sequência (fm), fm : IRn → IR diz-se uniformemente limitada quando

existe M > 0 de modo que |fm(x)| ≤M para todo x ∈ IRn e para todo m ∈ IN .

Teorema A.14 (Teorema de Arzelá - Ascoli)

Suponha que (fm)m∈IN é uma sequência de funções, fm : IRn → IR de modo

que as funções fm são equicont́ınuas e uniformemente limitadas. Então existem uma sub-

sequência (fmj) ⊂ (fm), j ∈ IN e uma função cont́ınua f tais que fmj → f uniformemente

em conjuntos compactos de IRn.

Demonstração:

Veja [7] página 622.

Teorema A.15 (Convergência Dominada de Lebesgue)

Seja (fm) uma sequência de funções de L1(Ω). Suponhamos que,

(i) fm → f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para cada m |fm(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω;

Então, f ∈ L1(Ω) e ‖fm − f‖L1(Ω) → 0, quando m→∞.
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Demonstração:

Veja [3] página 359.

Teorema A.16

Seja E um espaço vetorial munido de duas normas ‖x‖1 e ‖x‖2. Suponha que

E de posse de cada uma das normas ‖x‖1 e ‖x‖2 é um espaço de Banach e que existe

uma constante C ≥ 0 de modo que

‖x‖2 ≤ C‖x‖1 para todo x ∈ E.

Então existe uma constante c > 0 tal que

‖x‖1 ≤ c‖x‖2 para todo x ∈ E.

Demonstração:

Veja [4], página 19.

A importância do resultado acima é mostrar a equivalência entre as normas

‖x‖1 e ‖x‖2.

Teorema A.17 (Desigualdade de Poincaré)

Seja Ω aberto e limitado em IRn. Então existe uma constante C (dependendo

somente de Ω e p) tal que ‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) com 1 ≤ p <∞.

Demonstração:

Veja [4] página 134.

Da desigualdade acima a expressão ‖∇u‖Lp(Ω) é uma norma equivalente à

norma ‖u‖W 1,p(Ω). Em H1
0 (Ω), definimos o produto interno (u, v)H1

0 (Ω) =

∫
Ω

∇u∇vdx que

induz a norma ‖∇u‖L2(Ω) equivalente à norma ‖u‖H1(Ω). Faremos uso do caso particular

u ∈ H1
0 (Ω) então

∫
Ω

|u|2dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2dx onde C = C(Ω) é uma constante possivel-

mente dependendo de Ω mas independente de u.

Lema A.18 (Lema de Fatou)

Seja (fm) uma sequência de funções mensuráveis positivas. Então∫
Ω

lim inf
m→∞

fm(x)dx ≤ lim inf
m→∞

∫
Ω

fm(x)dx.

Demonstração:

Veja [8] página 52.
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Proposição A.19

Sejam x, y números reais positivos, então
√
x+ y ≤

√
x+
√
y.

Demonstração:

Como x, y são números reais positivos temos,

0 ≤ xy

0 ≤ 2
√
xy

x+ y ≤ x+ 2
√
xy + y = (

√
x+
√
y)2

√
x+ y ≤

√
x+
√
y.

Segue a desigualdade. �

Observação. No Teorema 2.3 usamos a seguinte afirmação

M = inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0

∫
IRn
|∇v|2 + V (|x|)v2

(∫
IRn

Q(|x|)|v|p
) 2

p

≡ inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0


∫
IRn
|∇v|2 + V (|x|)v2∫

IRn
Q(|x|)|v|p = 1

.

Fazendo v =
u(∫

IRn
Q(|x|)|u|p

) 1
p

temos

∫
IRn

Q(|x|)|v|p =

∫
IRn

Q(|x|) up∫
IRn

Q(|x|)up
= 1 e

M = inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0


∫
IRn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∇
 u(∫

IRn
Q(|x|)|u|p

) 1
p


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

+ V (|x|)

 u(∫
IRn

Q(|x|)|u|p
) 1

p


2

Portanto, M = inf
v∈H1

r (IRn,V )

v 6=0

{∫
IRn
|∇v|2 + V (|x|)v2 :

∫
IRn

Q(|x|)|v|p = 1

}
.

Definição A.20

Uma função f : Df ⊂ IR → IR é dita côncava em seu domı́nio se para quais-

quer x, y ∈ Df e para todo t ∈ [0, 1] tivermos

f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y).

Observação: Podemos olhar para a derivada segunda de f , se posśıvel, e dáı se f ′′(x) ≤ 0

para x ∈ Df , então f é côncava em Df .
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Sejam E um espaço de Banach e E ′ o seu dual. Defina para cada f ∈ E ′

ϕf : E → IR a aplicação ϕf(x) = f(x). Quando f percorre E ′ obtemos uma famı́lia

{ϕf}f∈E′ de aplicações de E em IR.

Definição A.21 (Topologia Fraca)

A topologia fraca, denotada por σ(E,E ′), é a topologia menos fina (possui

menos abertos), tal que todas as aplicações {ϕf}f∈E′ sejam cont́ınuas, isto é, esta topolo-

gia tem como sub-base todos os conjuntos da forma f−1(I) onde I é um aberto de IR

(topologia usual) e f é um funcional linear de E em IR. Isto significa que os abertos dessa

topologia são dados por interseções finitas de conjuntos dessa forma.

Notação: Seja xm uma sequência em E. Denotamos por xm ⇀ x a convergência de xm

a x na topologia fraca. O elemento x é chamado de limite fraco de xm e dizemos que xm

converge fracamente a x. Caso xm
m→∞−→ x, isto é, ‖xm−x‖ → 0 quando m→∞, dizemos

que xm converge fortemente para x.

Lema A.22

Seja xm uma sequência fracamente convergente no espaço normado E. Então

(a) O limite fraco x de xm é único;

(b) Toda subsequência de xm converge fracamente para x;

(c) A sequência ‖xm‖ é limitada.

Demonstração:

Veja [10] página 258.

Definição A.23

Dizemos que um funcional linear F : E → IR, é fracamente semicont́ınuo

inferiormente se dado xm ⇀ x então F (x) ≤ lim inf
m→∞

F (xm)

Lema A.24

Seja xm uma sequência em E. Então as seguintes afirmações são verdadeiras

(a) Se xm ⇀ x em σ(E,E ′) então ‖x‖ ≤ lim inf
m→∞

‖xm‖ (a função norma é fracamente

semicont́ınua inferiormente);

(b) Se xm ⇀ x em σ(E,E ′) e fm → f fortemente em E ′ (‖xm−x‖ → 0 quando m→∞),

então fm(xm)→ f(x).
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Demonstração:

Veja [4] página 41.

Definição A.25

Sejam E e F espaços métricos.

(i) Dizemos que K ⊂ E é relativamente compacto se K for compacto;

(ii) Dada a aplicação T : E → F , dizemos que T é compacta se T leva conjuntos limitados

em conjuntos relativamente compactos.

Definição A.26

Sejam X e Y espaços de Banach reais. Dizemos que X está imerso continu-

amente em Y , e denotamos por X ↪→ Y , se X ⊂ Y e a inclusão i : X → Y é cont́ınua,

isto é, existe C > 0 tal que

‖u‖Y ≤ C‖u‖X , para todo u ∈ X.

Se a inclusão for compacta, diremos que a imersão X ↪→ Y é compacta.

Definição A.27 (A condição de Palais-Smale)

Sejam V um espaço de Banach, f ∈ C1(V ). Dizemos que (um) ⊂ V é uma

sequência de Palais-Smale no ńıvel β, denotado por (PS)β, se

(i) f(um)→ β;

(ii) df(um)→ 0.

Dizemos que f satisfaz a condição (PS)β se cada sequência (PS)β tem uma

subsequência convergente.

Dizemos que f satisfaz a condição (PS) se ela satisfaz a condição (PS)β para

todo β ∈ IR.

Observação. O Espaço H1
r (IRn, V )

Ao utilizar métodos variacionais no estudo de equações diferenciais parciais é

necessário algum tipo de compacidade. Porém, nos problemas onde o domı́nio Ω não é

limitado, por exemplo Ω = IRn, há uma perda de compacidade nas imersões de Sobolev

e não conseguimos as limitações nas sequências (PS). A fim de contornar esse problema,

foi necessário estudar o subespaço H1
r (IRn, V ) das funções radiais de H1(IRn, V ). Como

referência a esse assunto podemos citar os trabalhos de SU, WANG e WILLEM [17],

DING e NI [6] e Kavian [9].
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Definição A.28

Dados Ω ⊂ IRn radialmente simétrico e u ∈ L1
loc(Ω), dizemos que u é uma

função radial se existe f : [0,+∞)→ IR tal que u(x) = f(|x|) para quase todo x ∈ Ω.

Definição A.29

Definimos o espaço H1
r (IRn, V ) como

H1
r (IRn, V ) = D1,2

r (IRn) ∩ L2(IRn, V )

Onde D1,2
r (IRn) é o completamento de C∞0,r(IR

n) com a norma ‖u‖ =

(∫
IRn
|∇u|2dx

)1/2

e

L2(IRn, V ) =

{
u : IRn → IR

∣∣u é mensurável,

∫
IRn

V (|x|)|u|2dx <∞
}

.

Aqui V satisfaz as hipóteses do ińıcio do trabalho.

Proposição A.30

H1
r (IRn, V ) é um espaço de Hilbert com a norma

‖u‖V =

(∫
IRn
|∇u|2 + V (|x|)u2dx

)1/2

.

Demonstração:

Pela definição de função radia é imediato que 0 ∈ H1
r (IRn, V ). Além disso, se

u1, u2 ∈ H1
r (IRn, V ) e α ∈ IR, temos

(u1 + αu2) (x) = u1(x) + αu2(x) = f1(|x|) + αf2(|x|) = g(|x|)

onde g = f1 + αf2. Então, como já vimos que ‖u‖V define uma norma para H1
r (IRn, V )

pelo Lema 1.6, temos que H1
r (IRn, V ) é um espaço vetorial normado.

Considere uma sequência de Cauchy (un) ⊂ H1
r (IRn, V ). Como H1(IRn, V ) é

um espaço de Hilbert segue que

un → u para alguma função u ∈ H1(IRn, V ).

Por resutaldos de imersões (ver Brézis [4]), a menos de subsequência, temos

un(x)→ u(x) q.t.p. em IRn. Segue que

u(x) = lim
n→∞

un(x) = lim
n→∞

fn(|x|) = f(|x|),

para quase todo x ∈ IRn. Portanto u ∈ H1
r (IRn, V ) e o resultado segue. �
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Teorema A.31 (Prinćıpio do Máximo Forte)

Seja Ω ⊂ IRn suponha u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) é harmônica em Ω.

(i) Então

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

(ii) Além disso, se Ω é conexo e existe um ponto x0 ∈ Ω tal que

u(x0) = max
Ω

u,

então, u é constante em Ω.

Demonstração:

Veja [7] página 27.
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