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Resumo

SILVA, Lucas Carvalho, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro de 2011.
Método de Melnikov generalizado e aplicacoes. Orientadora: Valéria Mattos
da Rosa. Co-Orientadores: Kennedy Martins Pedroso e Sandro Vieira Romero.

Um sistema dinamico

Cé—f = f(z) + g(z,t,e) , z€R" (1)

onde f:R" = R"e g: R" x R x RY — R" sao de classe C?, g é periédica em ¢, tal
que o sistema & = f(z) (2) tem um ponto de equilibrio do tipo sela e uma 6rbita
homoclinica associada a este ponto, (1) é chamado sistema homoclinico perturbado.
O que acontece com o sistema (2) apos uma perturbagao, ou seja, quando fazemos em
(1) e assumir valores positivos? Nesse trabalho analisamos ferramentas analiticas
para comecar a responder a esta pergunta, como o método classico de Melnikov,
para sistemas quando n = 2 e g é periddica em t. Usando um tipo especial de
funcoes, provamos que o método de Melnikov fornece um critério para mostrar que
para um intervalo de tempo finito [T, T, com T arbitrariamente grande, o sistema
perturbado é igual a um sistema cadtico para uma classe mais geral de "fungoes
perturbadoras". Por fim, apresentamos uma generalizacao deste método classico
para dimensoes maiores, o método de Melnikov-Gruendler. Daremos ainda duas
aplicagoes, uma exemplificando que para um intervalo de tempo finito o sistema
perturbado é igual a um cadtico e o outro relativo ao método de Melnikov-Gruendler.
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Abstract

SILVA, Lucas Carvalho, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2011.
Generalized method of Melnikov and applications. Adviser: Valéria Mattos
da Rosa. Co-advisers: Kennedy Martins Pedroso and Sandro Vieira Romero.

We define a dynamic system as follows

é—i = f(z) +g(z,t,e) , z€R", (1)

where f : R® — R" and ¢ : R® x R x RV — R" are C?, g is periodic in t,
such that the system & = f(z) (2) has a hyperbolic saddle point and a homoclinic
orbit associated to this point, (1) is called perturbed homoclinic system (PHS).
What happens with the system (2) after a disturbance, ie, when we in (1) £ assume
positive values? In this work we analyze some methods in order to answer this
question. We study the classical method of Melnikov for systems when n = 2 and
g is periodic in ¢, a method to eliminate the requirement that ¢ is periodic in ¢ and
also a generalization of the classical method of Melnikov to higher dimensions, the
method of Melnikov-Gruendler. For each case we present applications.
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Introducao

Existe um grande interesse no estudo de solugoes cadticas para sistemas deter-
ministicos, uma vez que os célculos envolvendo a teoria do caos sao utilizados para
descrever e entender fenomenos meteorologicos, crescimento de populagoes, vari-
acoes no mercado financeiro, movimentos de placas tectonicas, entre outros.

Uma das abordagens para encontrar solugoes caodticas é o uso de perturbacoes e,
nesse sentido, uma ferramenta analitica importante é o método de Melnikov.

O método de Melnikov é uma ferramenta analitica, que nos da um critério para
determinar a existéncia de certas orbitas especiais, cujo aparecimento implica no
inicio de uma dinamica cadtica em um tipo especifico de sistema dinédmico, a saber,
o sistema homoclinico perturbado (S.H.P).

Um S.H.P é um sistema do tipo

&= f(x) +h(x,te), v €R? tal que

o f:R? 5 R%2e h:R?>xR x Bs — R? onde Bs ¢ uma bola de raio § centrada
na origem, sao aplicacoes de classe C?;

e A fungao g é periddica em t e h(x,t,0) = 0;

e O sistema nao perturbado @ = f(z), tem um ponto de sela hiperbélico e uma
orbita especial associada a esse ponto.

O primeiro trabalho neste sentido é de Melnikov, V.K, [1], que considerou o caso
de um sistema dindmico planar analitico. Posteriormente Holmes, P.J. em "Aver-
aging and chaotic motions in forced oscillations” e Sanders, J.A. "A note on the
validity of Melnikov’s method" reduziram o grau de diferenciabilidade requerida de
C¥ para C? e fizeram uma demonstracao mais geométrica para o caso hamiltoniano
que pode ser encontrado em [7] e [8]. Neste trabalho iremos apresentar o método
de Melnikov e uma extensio deste método para o caso nao hamiltoniano, C? e de



dimensao finita arbitraria, conhecido como o método de Melnikov-Gruendler [12].
Analisaremos também um critério para mostrar que, em um intervalo de tempo
finito [T, T], com T arbitrariamente grande, um certo tipo de sistema dindmico
perturbado ¢ igual a um sistema caotico [15].

No primeiro capitulo apresentaremos alguns resultados e conceitos acerca dos
sistemas dinadmicos que nos permitirao definir o S.H.P. e entender de que maneira o
método de Melnikov nos auxiliard na descoberta de uma dinédmica cadtica.

O segundo capitulo é destinado a generalizagao do método classico de Melnikov
[12], e isso acontece em trés sentidos.

1. Diminuiremos o grau de diferenciabilidade requerido de C* para C?, ou seja,
nao ha mais a necessidade de que f e h sejam analiticas.

2. Em segundo lugar, no resultado principal, consideraremos também os sistemas
nao hamiltonianos. Dessa forma, perderemos as propriedades geométricas
desse tipo de sistema, mas através da equacao variacional

= Df(y(t))u(t)

ao longo da orbita homoclinica v, poderemos considerar um conjunto de ve-
tores transversais a v e portanto, considerar um plano gerado por tais vetores
que nos permitirda acompanhar a evolugao das variedades estéavel e instavel do
sistema perturbado e assim, medirmos a distancia entre estas variedades.

3. A ultima generalizacao sera na dimensao, consideraremos o problema para o
R™.

Na proposta inicial de Melnikov, bem como no trabalho de Gruendler [12], h, a
"funcao perturbadora”, é necessariamente uma fun¢ao periddica na variavel t, o que
limita o niimero de sistemas nos quais podemos aplicar o método de Melnikov.

No terceiro capitulo, mostraremos um critério que nos permitira extrair infor-
magoes sobre a dindmica de um certo tipo de sistema, perturbado por fung¢oes nao
periddicas em ¢ [15].

Nos dois capitulos finais mostraremos duas aplicagoes.

Na primeira, utilizaremos as idéias do terceiro capitulo, para mostrarmos que
um certo tipo de sistema dindmico, perturbado por uma fungao nao periédica g é
igual, em um intervalo de tempo finito, a um outro sisitema dinamico, perturbado
por uma funcado periodica g [15] e [16].

No tultimo capitulo aplicaremos o método de Melnikov Gruendler, o MMG, ao
problema do péndulo esférico magnetizado e amortecido [12].



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentaremos alguns resultados e conceitos acerca
dos sistemas dinamicos que nos permitirao definir uma familia a um parametro de
sistemas dinamicos com a qual iremos trabalhar [2],[3],[4] e [5]. Apresentaremos o
resultado classico de Melnikov, de 1963, que determinou uma ferramenta analitica
para detectar a presenca de uma dindmica caética em sistemas planares analiticos,
perturbados por eg(z,t), ou seja, um sistema na forma

T = f(l',t) +€g(.’L‘,t>,

onde ¢ > 0 ¢ um parametro real e g : R? x R — R? é uma funcdo periodica
em t [6], [7] e [8]. A segunda secao deste capitulo tratara de um tipo especial de
sistemas dinamicos, os sistemas Hamiltonianos, que merecem um destaque especial
pela grande presenca deste tipo de sistemas em nossas aplicacoes e pela simplicidade
da fun¢do de Melnikov neste caso [6] e [9]. Para completar, daremos um exemplo
da aplicacao do método de Melnikov num sistema de dimensao 2.

1.1 Método de Melnikov

Seja f: D xR — R" onde, D é um aberto do R™. Considere a equagao diferencial

dx

= (1.1)

&= f(z,t), € R", onde & =



Dentro do estudo qualitativo das equagoes diferenciais ordinérias e dos sistemas
dindmicos um resultado importante que devemos citar é o Teorema de Peano que
garante a existéncia de solugoes de (1.1), quando fixamos uma condi¢ao inicial, dig-
amos x(ty) = wp.

Teorema 1.1 (Teorema de Peano) Seja f continua em Q = [, x By, onde
I, = {t;|t — to] < a}, By = {z;|z — xo| < b}. Se |f| < M em Q, o sistema
(1.1) com a condigao inicial z(ty) = xo, tem pelo menos uma solugao em I,, onde

a =min{a,b/M}.

Temos também o Teorema de Picard que, fixada uma condigao inicial, garante
a existéncia e unicidade de solugoes do sistema (1.1).

Teorema 1.2 (Teorema de Picard) Seja [ continua e lipschitziana em
Q =1, x By. Sel|f|] < M em ), existe uma e unica solugao do sistema (1.1)
com a condi¢ao inicial x(ty) = xo, em I, onde o = min{a,b/M}.

Ou seja, satisfazendo algumas condigoes, é possivel garantir a existéncia (ou
existéncia e unicidade) de uma solugao, ¢(t, x), solugdo de (1.1) passando por x
quando t = tg, definida em um certo intervalo I, = (a_(xg), by (z0)). Em alguns
casos podemos ter b (xg) = 400 ou a_(zg) = —oo. Dessa forma, se by (zg) = +00
podemos definir o conjunto

w(zg) ={p € D;3 t, - o0 ey, — pquandon — oo}

e de forma andloga, se a_(xy) = —oo, definimos

a(xg) ={p€ D;3 t, - —o0 e ¢(t,) — p quando n — oo}.

Os conjuntos w(xg) e a(zg) sdo chamados respectivamente de conjunto w—limite
e o — limite de .

Exemplo 1.3 Considere o retrato de fase com um ponto de sela na origem (Figura
1.1).

Seja vo € D um aberto do R?, se:



E:

E2

Figura 1.1: Retrato de fase com um ponto de sela na origem.

o 25 =0, entio azg) = w(xo) = {0};

o 29 € By — {0}, entio w(zo) =0 e a(zo) = {0}
o 2 € By — {0}, entio w(zg) = {0} e azo) = 0;
o 79 & By U Es, entio axg) = w(zy) = 0.

Exemplo 1.4 Considere o retrato de fase que tem wma orbita periodica

0(t) = 0(t,x0), de periodo T, como ciclo limite e uma espiral instdvel na origem
(Figura 1.2).

Y

Figura 1.2: Retrato de fase com uma érbita periodica.

Logo, w(xg) =0 = {0(t,x0) ; 0 <t <7} =a(zg). F ainda, dado x € D, se:



x =0, entao a(x) = w(x) = {0};

x # 0, entdo w(x) = O;
e x ¢ interior a O, entdao a(r) = {0},
0

e 1 ¢ exterior a ©, entdo a(x) = (;

x € O, entdo a(r) =w(z) = 6.

Como vimos existem solucoes que conseguimos compreender o seu comporta-
mento mesmo no infinito, por exemplo, dado zy € R", existem solugoes que passam
por zy para t = ty e se aproximam de p a medida que t — +00 e outras que se
aproximam de p quando ¢t — —oo. Sendo assim, podemos definir dois conjuntos
inerentes ao ponto p e que sao importantes dentro do nosso estudo, as variedades
estavel e instavel do ponto p.

Considere uma EDO para a qual o fluxo ®(¢, x) esta definido para todo ¢t. Agora
considere F': R" — R™ um difeomorfismo, levando em consideracao que, no caso de
uma EDO, teremos o caso particular F(x) = ®(¢,x), para um ¢ fixo.

Seja p € R™ um ponto fixo hiperbélico de F, isto é, F(p) = p e todos os
autovalores de DF(p) tem norma nao unitéria.
Podemos agora definir as variedades estével e instéavel.

Definicao 1.5 Consideremos, para B suficientemente pequeno, a bola Bg C R", de
centro p e raio [3.
Os conjuntos

Wilp)=S={qe Bs : F"(q) € B, Vn > 0},

Wi(p) = U={q€ By : F™(q) € By, Vn > 0},
sao chamados variedades estdvel e instdvel locais, de tamanho [, do ponto p.

Podemos também pensar nas variedades estavel e instavel do ponto de vista
global.



Definicao 1.6 Definimos, respectivamente, a variedade estavel e instdvel de p, como
seque:

wWe(p) = |J F7(S)

n>0

w(p) = | F*(U)

n>0

No caso particular em que F(x) = ®(¢,x), para um ¢ fixo, podemos, equivalen-
temente, definir a variedade estavel de p, como o conjunto W?#(p), dos pontos de R”
que tem p como w — limite. De forma analoga, definimos a variedade instavel de p,
como o conjunto W*(p), dos pontos de R™ que tem p como « — limite.

Observacao 1.7 W?*(p) e W¥(p) sdo invariantes por F', por ezemplo, se x € W*(p),
F(z) € W*(p).

O proximo teorema, cuja a demonstragao pode ser encontrada em [2] e [3], for-
maliza a nossa discussao e nos apresenta uma condic¢ao suficiente para a existéncia
das variedades invariantes locais. Além disso, caracteriza a agao do difeomorfismo
F' e suas iteradas sobre os elementos das variedades locais.

Definicao 1.8 Consideremos o operador linear DF(p) : R™ — R™.

O subespago estivel de DF (p), E° C R", é o maior subespago invariante por
DF(p) e tal que todos os autovalores de DF(P)|gs tem mddulo menor que 1.

O subespago instavel de DF (p), E* C R", é o maior subespago invariante por
DF(p) e tal que todos os autovalores de DF(P)|gu tem mddulo maior que 1.

Teorema 1.9 (O Teorema da Variedade Estavel para Difeomorfismos)

Seja F : R™ — R™ um difeomorfismo de classe C' com um ponto fizo hiperbélico,
0 € R™. FEntao existem as variedades invariantes estdvel e instdvel local, S e U
respectivamente, ambas de classe C', tangentes aos subespacos estdvel e instdvel E*
e E* de DF(0), respectivamente, tais que:

dim(S) = dim(E?®) e dim(U) = dim(E").
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Para todox € S en>0, F"(z) € S e F"(x) — 0 quando n — oo e

Para todox € U en >0, F"(x) e U e F7"(x) — 0 quando n — oo.

No nosso trabalho aplicaremos, o método de Melnikov e o0 método de Melnikov-
Gruendler a um tipo especifico de sistema dinamico. Como ja foi mencionado, o
método de Melnikov ¢ valido para sistemas dindmicos planares, ou seja, n = 2.
Neste momento, comecaremos a definir o sistema com o qual iremos trabalhar no
restante deste capitulo e ao qual iremos aplicar o método classico de Melnikov.

Considere o sistema

i=f(r)+eg(z,t), reR*et €R. (1.2)

onde f : R? — R? ¢ um campo vetorial de classe C? ¢ g : R? x R — R? ¢ uma
aplicacao de classe C?, periédica em t.

Suponhamos que para ¢ = 0 o nosso sistema tenha um ponto de equilibrio do
tipo sela na origem e que associada a este ponto de sela tenhamos uma oérbita
homoclinica 7(t) (Figura 1.3).

Defini¢ao 1.10 Seja  p wm  ponto  de  sela do  sistema  (1.2).
Uma curva solugdo de (1.2) que satisfaz:

p = w(x0) = a(xo), Vrp € {7(t) : t € R}.

¢ dita uma orbita (solu¢ao) homoclinica de (1.2).

Além disso, note que v C W*(p) Y W*(p).

E com este sistema descrito acima que iremos trabalhar.

Quando ¢ = 0 diremos que (1.2) esta na forma nao perturbada e quando & > 0
diremos que (1.2) esta na forma perturbada.

A pergunta que fazemos agora ¢é a seguinte:
O que acontece quando fazemos 0 < ¢ << 1?7 Suponhamos que W?(0.) e W*(0.) se
intersectem de maneira nao paralela, ou seja, de uma maneira transversal.



1’4

Figura 1.3: o(t) : Orbita homoclinica associada a origem.

Definicao 1.11 Um ponto q que esteja em W*(p) (Y W"(p) € homoclinico em re-
lagao a p. Se W*(p) intersecta W"(p) transversalmente em um ponto q, entao o
ponto q € chamado ponto homoclinico transversal.

Na Figura 1.4 podemos ver as variedades estavel e instavel do ponto fixo hiper-
bolico e a intersecao homoclinica transversal.

WH(0e)

och

WE(0g)

Figura 1.4: Interse¢ao homoclinica transversal.

A existéncia do ponto fixo hiperbdlico, implica, pelo Teorema da Variedade Es-
tavel para Difeomorfismos, na existéncia das variedades locais, estavel e instavel.
E a existéncia do ponto homoclinico transversal, onde ela nos leva? A resposta para
esta pergunta também estéa no Teorema da Variedade Estavel para Difeomorfismos.

Como W*#(0.) e W*(0.) sao invariantes por F, temos F(q) € W*(0.) [ W“(0.).

9



WY(0¢)

F(a)

we(g t=to

Figura 1.5: F(q).

Repetindo o raciocinio temos que F"™(q) € W*(0.) (" W*(0.), V n > 0. Porém,
temos pelo Teorema 1.9 que F™(q) — 0. quando n — co. Sendo assim, surge numa
vizinhanca da origem, um emaranhado homoclinico decorrente da intersecao
homoclinica transversal.

Figura 1.6: Emaranhado homoclinico.

De maneira andloga acontece para F™(q) com n < 0 (Figura 1.7).

Temos entao que, ao supormos uma interse¢ao homoclinica transversal, estamos
gerando um emaranhado homoclinico numa vizinhanca do ponto fixo hiperbélico.
Sendo assim, existe um inteiro N tal que FV tem um conjunto de Cantor compacto,
hiperbélico, invariante, A, no qual F' é topologicamente equivalente a uma aplicagao
sobre sequéncias bi-infinitas de zeros e uns, caracterizando uma dinamica cadtica
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Figura 1.7: Emaranhado homoclinico.

8] e [9].
O Teorema Homoclinico de Smale-Birkhoff, cuja idéia da demonstragao pode ser
encontrado em [7], formaliza essas idéias.

Temos, entao, que a dinamica cadtica se inicia na intersecao homoclinica transver-
sal, ou seja, na intersecao de W#*(0.) e W*(0.). E ¢& neste contexto que aparece o
método de Melnikov.

Através da fungao de Melnikov, que podemos encontrar em [6], e é dada por

M(ty) = /Oo e THOE £y (1)) A g((8), £ + to) dt, (1.3)

onde, 7y é a 6rbita homoclinica do sistema nao perturbado e se f = (f1,f2) e g =
(91, 92) temos

fv fo

g g = fi1.92 — f2.01,

fAg=(fi,f2) AN(g1,92) =

podemos medir a distancia entre as variedades estéavel e instavel do sistema pertur-
bado. Dessa maneira, quando a fun¢ao de Melnikov se anula, temos uma intersecao
das variedades estavel e instavel e o inicio de uma dindmica ca6tica. Mais precisa-
mente, a fungao de Melnikov é o termo de primeiro grau da expansao em série de
Taylor da distancia entre W?(0.) e W*(0.) (Figura 1.8).

Podemos agora enunciar o Teorema de Melnikov.
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Figura 1.8: ~(t), W*(0.) e W*(0.).

Teorema 1.12 (O Teorema de Melnikov)

Se a fun¢ao de Melnikov tem um zero simples em to, isto €, M(ty) = 0 e

oM
W(to) # 0, entdo, para todo € suficientemente pequeno, W*(0.) e W*(0.) se

cruzam transversalmente.
Se a fungao de Melnikov nao possui zeros, entao W*(0.) (W?*(0.) = 0.

Uma demonstragao para esse resultado pode ser encontrado em |[8§].

A funcao de Melnikov mede a separacao das variedades estavel e instavel do
ponto fixo hiperbolico. Logo, quando ela se anula temos uma interse¢ao homoclinica
transversal.

1.2 Sistemas Hamiltonianos

Os sistemas hamiltonianos definem uma classe de sistemas dinadmicos que ocor-
rem em uma ampla variedade de circunstancias. As propriedades das equacgoes
de Hamilton dotam estes sistemas com atributos que diferem qualitativamente e
fundamentalmente de outros sistemas, por exemplo, os sistemas hamiltonianos nao
possuem atratores e as curvas de nivel da hamiltoniana contém solucgoes do sistema
[6], [9] e [10]. Existem varios exemplos de dindmica Hamiltoniana, como acontece
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em sistemas mecéanicos na auséncia de atrito. Além disso eles aparecem em [6], [7],
e [8], estreitamente ligados ao método de Melnikov, pois, em sistemas hamiltonianos
¢é possivel definir mais facilmente a funcao de Melnikov e ainda, como o V - f = 0,
a funcao de Melnikov assume uma forma simplificada,

Mmuz/ffmﬁ»Am%@x+mwmpm&v.ﬂwwnza

Em uma de nossas aplicagoes trabalharemos com um sistema hamiltoniano, em
um problema envolvendo o movimento da lua, onde estudar a possibilidade do surg-
imento de uma dindmica cadtica, € uma questao importante.

Nesta se¢ao, veremos alguns resultados e definigoes basicas de sistemas hamilto-
nianos, que podem ser encontrados na literatura em [6].

Definigao 1.13 Seja E um subconjunto aberto de R*" e seja H € C*(E x R) onde,
H = H(z,y,t) com x,y € R". Um sistema da forma:

_dr  OH
=T oy
(1.4)
. dy  OH
=0T o

onde

oH_(on oH\T on_(om  omy'
or  \ox;’ 7 oz, oy  \Ooy 7 Oy,

€ dito um Sistema Hamiltoniano com grau de liberdade n sobre E.
As equagoes de (1.4) sdo conhecidas como as equagoes de Hamilton.

Em alguns casos pode acontecer da fun¢ao hamiltoniana nao posssuir dependén-
cia explicita do tempo, nestes casos definimos:

Definicao 1.14 Um sistema hamiltoniano definido por uma hamiltoniana onde,

0

ot

0,

é dito um sistema hamiltoniano auténomo.
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Exemplo 1.15 A func¢do hamiltoniana com grau de liberdade n = 2,

xi 4+ a5+ yi +v5

H(z,y) = y (15)
define o sequinte sistema hamiltoniano:
T =1
Ty = Yo
Y1 = —1
Yo = —s.

Observacio 1.16 E comum identificarmos o valor da Hamiltoniana com o valor da
energia total do sistema, pois a energia total de um sistema independente do tempo
€ conservada.

Teorema 1.17 (Conservagao de Energia) A energia total H(z,y) do Sistema
Hamiltoniano auténomo permanece constante ao longo de suas trajetdrias (solugoes).

Demonstracgao: Pela regra da cadeia, da derivada total da funcao Hamiltoni-
ana, H(z,y,t), ao longo de uma trajetoria x(t),y(t) de (1.4):

dH OH. OH, OH

- = T .
i ort Tyl o
Das equacgoes de Hamilton temos:

dH  OH (8H> 6H( GH) oH

oz \ay) Ty Uan

Portanto,

dH
— =0
dt

Assim, H(z,y) é constante ao longo de uma curva solu¢do de um sistema hamil-
toniano autonomo e consequentemente, as trajetorias do sistema se encontram sobre
os conjuntos de nivel H(z,y) = constante, o que conclui nossa demonstragao.
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No exemplo da aplicagao do método cléssico de Melnikov, que iremos apresentar
no final deste primeiro capitulo, o sistema com o qual iremos trabalhar possui di-
mensao dois, entao, iremos estabelecer alguns resultados especificos sobre a natureza
de pontos criticos de sistemas hamiltonianos com um grau de liberdade.

Inicialmente, perceba que os pontos de equilibrio (pontos criticos) do sistema
hamiltoniano, coincidem com os pontos criticos da fungao hamiltoniana H(z,y), de
fato:

O sistema hamiltoniano é definido como em (1.4), ou ainda, na forma,

X = F(X), onde, F(X) = @—H,—%—Z) :
y

0OH O0H
Logo, temos um ponto critico do sistema quando F'(X) = (— ——) =(0,0),

oy’ Ox
OH OH
— = — =0, o que é equivalente a dizer que grad(H) = 0.
ox dy

Portanto, pontos criticos do sistema, coincidem com pontos criticos da hamilto-
niana.

ou seja, quando,

Definigao 1.18 Um ponto critico, xo, do sistema & = f(x) , no qual D f(x¢) nao
tem autovalores nulos, € dito um ponto critico nao degenerado e, caso contrdrio, xg
€ dito um ponto critico degenerado.

Quando pensamos em aplicar o método de Melnikov estamos trabalhando com
pontos criticos nao degenerados, pois, qualquer ponto critico nao degenerado de um
sistema planar ou é um ponto critico hiperbélico do sistema ou um centro do sistema
linearizado.

Teorema 1.19 Qualquer ponto critico nao degenerado de um sistema hamiltoniano
analitico ou € uma sela ou € um centro. Além disso, (xo,Yyo) € uma sela do sistema,
se for uma sela da fun¢ao hamiltoniana H(z,y). E, (xo,y0), serd um centro do
sistema se for um mdximo (ou minimo) local e estrito da fun¢ao H(x,y).

Demonstragao: Seja p um ponto critico do sistema. Assim,

e como o sistema é analitico podemos expandir H em torno do ponto critico. Dali,
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i = Ax (1.6)

onde

_ Hy.(p) Hy,(p)
AT Haly) ~Halo) | o

Como H € C*(E) , tr(A) = 0.
Como, por hipotese, estamos trabalhando com um ponto critico nao degenerado,
temos det(A) # 0.

e Sedet(A) = Hy.(p).Hyy(p) — Hyy(p)? < 0 entao p é um ponto de sela da fungao
Hamiltoniana H e também uma sela para de (1.6). Porém, p é um ponto de
sela de (1.6) se, e somente se, for um ponto de sela de (1.4). Logo, se p é
um ponto de sela para a funcao Hamiltoniana, entao p é um ponto de sela do
sistema (1.4).

e Por outro lado, se det(A) = H,,(p).H,,(p) — Hyy(p)* > 0, uma vez que
tr(A) =0, a origem ¢ um centro do sistema (1.6) (Ver [6], segao 1.5). Logo, a
origem ou é um centro ou é um foco para (1.4) (Ver [6], secao 2.10).

Como estamos supondo det(A) > 0, a fungdo Hamiltoniana tem um extremo
local estrito em p, logo, pelo lema acima, a origem nao é um foco do sistema
(1.4), ou seja, a origem é um centro para o sistema Hamiltoniano (1.4).

1.3 Um exemplo do método classico de Melnikov.

Considere o sistema dinamico

T =1y
y=ux—a2°+¢e(pcost — 2,5y)

ou na forma vetorial

T | Y te 0
y | | z—2a? pcost —2,5y |

J (.
~~ ~~

f(zy) g(z,y,t)
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Na forma vetorial podemos facilmente identificar que

flx,y) = (y,x = 2°) e g(z,y,t) = (0, pcost — 2,5y).

Notemos que f e g sao aplicacoes de classe C? e que g é periddica na variavel .
Para que este sistema atenda as condigoes necessarias para a aplicacao do método
de Melnikov, resta encontrarmos para o sistema na forma nao perturbada um ponto
de sela hiperboélico com uma 6rbita homoclinica associada.

O sistema nao perturbado, ou seja, quando € = 0, é um sistema hamiltoniano
dado pela hamiltoniana

2 2 4
Y T x
Hen =5 -5+7

Na secao anterior, vimos que p € R? ¢ uma sela do sistema hamiltoniano, se p
for uma sela da hamiltoniana. Dai, calculamos:

| He Hyy | | =143 0]
H(x’ y) - ‘ ny yy - ‘ 0 1 ‘ =3z 1.
e dai, H(0,0) = —1, isto é, (0,0) é uma sela da hamiltoniana e consequentemente é

uma sela do sistema hamiltoniano.
Vimos também, na secao anterior, que as solugoes do sistema hamiltoniano estao
contidas nas curvas de nivel da fun¢@o hamiltoniana (Figuras 1.9 e 1.10).

2

Figura 1.9: As curvas de nivel da Hamiltoniana H (Maple 12).
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Figura 1.10: As curvas de nivel da Hamiltoniana H (Maple 12).

Note que, neste caso, a curva de nivel dada por H(x,y) = 0, define duas solugoes
homoclinicas do nosso sistema hamiltoniano (Figura 1.11), a saber:

TE : ~E(t) = £(V2sech(t), —v/2sech(t) tanh(t))7.

Agora, o nosso sistema ja atende a todas as hipdteses. Podemos entao, aplicar o
método classico de Melnikov, para sabermos se existe, para € > 0, o surgimento de
uma dindmica caotica.

Como na forma nao perturbada estamos trabalhando com um sistema hamilto-
niano, a nossa fungao de Melnikov é simplificada.

M(ty) = / " F () A glo(t), ¢ + to) di =

_ / h (=V/2sech(r) tanh (), v3sech(#) — 2v/2sech’(1)) A

—00

(0, pcos(t + to) + %isech(t) tanh(t)) dt =
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0,64

0.4

0,24

T T T T T T T
0,2 0.4 0,6 0,8 1 1,2 1,
-0,2-

-0,4-

-0,6-

Figura 1.11: T (Maple 12).

o0

_ /OO (—ﬂsech(t) tanh(t)> (u cos(t + tg) — 5—\2/§sech(t) tanh(t)) dt =

:_\/au/_m

o0

2 oo
sech(t) tanh(t) cos(t + to)dt — %_ / sech?(t) tanh?(t)dt.

A primeira integral pode ser resolvida pelo método de residuos e a segunda
através de uma mudanca de variavel simples. Sendo assim, temos

k
M (to) = \/émsech(g) (sento — _0) 7
o

10 cosh (%
onde ko= M ~ 1, 88.

\/§7r3

Logo se, u > ko > 0, M(tg) tem um zero simples e pelo teorema de Melnikov
W2(p:) e W(p-), onde p. é o ponto p ap6s a perturbagao, se intersectam transver-
salmente e dessa forma temos o surgimento de uma dinamica cadtica.
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Capitulo 2

O Método de Melnikov-Gruendler

O método de Melnikov-Gruendler (MMG) é uma generalizagdo do método
classico de Melnikov para sistemas dindmicos com dimensoes maiores. Neste capi-
tulo apresentaremos a construcao da funcao de Melnikov para n > 2, proposta pelo
matematico Joseph Gruendler em [11] e que também pode ser encontrado em [12]
e [13]. Uma outra visao para o estudo pode ser encontrada em [14].

Enunciaremos e provaremos o teorema desenvolvido por Gruendler que nos da
uma condi¢ao suficiente para que as variedades estavel e instavel do sistema
homoclinico perturbado (SHP) se intersectem. Por fim mostraremos que o método
classico de Melnikov é um caso particular do MMG.

O método de Melnikov-Gruendler (MMG) sera aplicado em um tipo especial de
sistema dindmico, que definimos neste momento.

Definicao 2.1 Um Sistema Homoclinico Perturbado, S.H.P, ¢ um sistema
dindmico da forma

&= f(x)+ h(x,t,e), tal que: (2.1)

o f:R" = R™ é um campo vetorial de classe C? e h : R® x R x By — R" ¢
uma aplicacio de classe C?, onde Bs C RY € uma bola de raio § centrada na
origem;

e A aplicagao h é periddica em t com frequéncia w e h(0,t,e) = h(z,t,0) =0,

e O sistema nao perturbado, ou seja, quando temos ¢ = 0 em (2.1), tem um
ponto de equilibrio de sela na origem e possui uma orbita homoclinica associada
a este ponto de sela.
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Denotemos por W# W* C R" as variedades estavel e instével, respectivamente,
= f(x), sendo ds = dim(W?),

da origem do sistema nao perturbado,

d,, = dim(W™").

Podemos considerar o nosso sistema na forma

&= F(x,t,¢), onde

FREXR X By = R é uma aplicacao T-periodica em ¢
(z,t,€) — f(x) + h(z,t,¢) prcagao £7p '
Consideremos a mudanca £ = 2nwt < t = %, onde w = % Logo, temos o

seguinte sistema auténomo
i = F(x,&¢)
2mw (2.2)

(to)
(to)

8
I

A

Lo
€o

onde F(z,€,¢) é 2m-periddica em €. Assim, ficamos motivados a definir

F:]R"xSleéﬁRn - -
(z,&,¢) — F(x,€,¢) onde £ ={a € R:a = ¢(mod 27)}.
Fazendo a identificacdo entre todos os planos R" x {a}, com a € £, como o

mesmo plano 3 = R" x {¢} e definindo o difeomorfismo

d: Y =X
(0, 60) = (p(to + T, 20), & + 27),

onde p(t,x) é uma solugdo de & = F(z,£,¢), estamos identificando o espago de

fase com um cilindro (Figura 2.1).
Com essa identificagao, a origem, ponto de equilibrio do sistema (2.1), se torna

uma o6rbita periodica sobre o cilindro R™ x St.
Podemos agora definir as variedades estavel e instavel desta orbita periddica

(2,6) € R" x S*| lim ¢(t,2,¢,¢) = 0},

t——+o0

Il
—N

(r,6) e R" x S lim P(t,x, € €) :o},

Il
—N

21



CD(XU,&O)

(Xo,&(])
Figura 2.1: O espaco de fase identificado com um cilindro R x S*.

onde ¢(t,z,£,¢) € uma solugao de (2.2) que passa pelo ponto (z,¢) do cilindro
em algum instante ¢.

Fixando & na definicao acima podemos definir secdes destas variedades.

£

WS(E) = {x e R"

lim (t,2,€,2) = o} .

W@ = {acm

tLHEl ¢(t,$,§,€) = O} :

Fazendo a identificagio de R™ com R™ x {€}, onde cada (x1,...,7,) € R
corresponde a (1, ..., x,, &) € R™ x {£}, podemos relacionar os conjuntos que defin-
imos acima da seguinte forma

W2 =W2n (R x {€}), WX =WrN(R" x {¢}).

£

Com essa notagao podemos escrever

W?* =Wy (€) para todo £, W™ = W;(&) para todo &.
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Por hipétese, sabemos que W* e W* se intersectam. A pergunta que fazemos é
se WS e W“ se intersectam. Entao, vamos definir uma funcao que responda a esta
pergunta, isto €, que nos diga se WS e W“ se intersectam, e quando isso acontece.

Defini¢ao 2.2 Seja P € W n W e d, = dim(TpW* n TpW") =
= codim(TpW?* + TpW™).

Uma funcao de Melnikov para um S.H.P. é uma aplicacio de classe C!

A St X_Bg — Rdb_
(&¢) = A(S, ),

que possui a sequinte propriedade:

A(€,e) = 0 para algum (£,) € S x Bs se, e somente se, W2(E) e WE(E) se
intersectam.

Vale notar que a funcao de Melnikov para o MMG nao é uma funcao real, ao
contrario do caso classico, e que d;, a dimensao do contra-dominio, é igual ao niimero
de direcoes transversais a W* N W,

Para ¢ fixado, uma funcio de Melnikov mede a distancia entre as variedades
estavel e instavel do sistema perturbado. Para podermos encontrar uma expressao
para a funcao de Melnikov precisamos conseguir acompanhéa-las. O préximo resul-
tado nos mostra uma maneira de fazermos este acompanhamento, através de certos
pontos sobre W7 e W2.

Teorema 2.3 Sejam P, € W9, P, e W" ¢

&= f(x)+ h(x,t,e), um S.H.P. (2.3)

Fizado &, seja 11T um hiperplano de dimensdo d, no R™, transverso a W* em
P.

Entdo, para ||e|| suficientemente pequeno, TI* intersecta W2(E) em um ponto
gt (& €), onde gt é C' em (£,¢) e qt(€,¢) = 0 quando & — 0.

Analogamente, para o & fizado, teremos um hiperplano 117 de dimensao ds e
transverso a W* em Py, definindo um ponto q—(&,e) € WX(§).
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Uma demonstragao para este resultado pode ser encontrado em [11].

O proximo passo serd encontrar ¢* e ¢— para um ponto P € W*NW* e constru-
irmos uma fungao de Melnikov a partir da sua propriedade, ou seja, iremos construir
uma funcao A que se anule quando ¢* = ¢~. Vamos fazer isso de tal maneira que
A seja facilmente obtida da perturbacao h. Para tanto o proximo teorema, onde
qF (&, ¢) representa ¢ (€, ¢) ou ¢~ (£, €), apresenta uma importante contribuicdo.

Teorema 2.4 Considere o S.H.P. e sejam Bs, C RY, ¢& : S' x B;, — R" uma
aplicagio de classe C* que associa (€,¢) — qE(€,€) com q=(&,¢) € W(E). Sejam
Dq* representando a derivada de q& com relagdo a € et (t,&,€) a solugio do
S.H.P. satisfazendo v(&,€,€) = ¢+ (€,€). Entdo

i)y éCt eme =0.

ii) Seja Dy a derivada de v em relagio a €. Entio t — Dy(t,&,0) satisfaz a
equagao variacional nao homogénea, isto €,

U(t) = Df(v(t,€,0))U(t) + Dih(y(t,€,0), 1, 0)U () + D3h(~(t,€,0),1,0),

U(&) = Dg*(€,0).

iii) Defina R, por

Entdo exite uma constante o > 0 e uma fungao M : B C RN — R, onde
M(0) =0 e tal que

|R,(t,€,8)|| < ||e|M()e™*""8) para todo t > €.

Uma demonstragao para este resultado pode ser encontrado em [11]. Se pensar-
mos na curva 7, do teorema acima, como a Orbita que para € = 0 passa pelo ponto
P e WsNW* em um determinado instante ¢, concluimos que, para ¢ suficiente-
mente pequeno, as Orbitas através de ¢* e ¢~ estao proximas a 7, uma vez que 7y é
de classe C! em €.
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Até o presente momento, sabemos que precisamos encontrar os pontos ¢g* e ¢~
para podermos acompanhar o desenvolvimento das variedades estavel e instavel,
respectivamente. Porém, ainda nao esta claro como faremos para determinar os
planos II™ e IT™. No caso cléssico, na bibliografia consultada [7] e [8], consideramos
sistemas hamiltonianos e neste caso, pelas propriedades geométricas deste tipo de
sistema, temos que a reta na dire¢ao do gradiente da fun¢ao hamiltoniana é transver-
sal a WsN W% em P e assim, com o auxilio de Teorema 2.3, determinamos ¢* e ¢~
Como estamos trabalhando com um sistema que nao é necessariamente hamiltoni-
ano, perdemos tal propriedade, porém a definicao que segue nos permitiréd definir
vetores que gerarao tais planos.

Definicao 2.5 A equacao

u(t) = Df(y(t))u(t)

€ chamada de equagao variacional ao longo da curva ~.

Uma vez que v é solucao de & = f(x), segue diretamente da definigdo e da re-
gra da cadeia, que ¥(t) é uma solu¢ao da equagao variacional ao longo da curva
~v. Tal equagao, possui um conjunto de n solugoes linearmente independentes,
{W(t),...,v"(t)}, que chamamos de conjunto de solugoes fundamentais. En-
tretanto, estamos procurando um conjunto de solucoes fundamentais que detenham
certas propriedades:

o (1) =(t);

e Os vetores iniciais ¥'(0) geram certos espagos vetoriais;

e Existem Ay, ..., A\, de acordo com a multiplicidade algébrica dos autovalores de
Df(0) tais que ¥i(t) — t*ierty; quando t — +o00, para algum inteiro positivo
k;, e algum vetor v;;

e Existe uma permutagao, o, sobre os indices n e vetores v;, tais que,
Yi(t) — the ety quando t — —oo;

e Os sinais de Re();) e Re(As(;)) obedecem a certas condigoes.

Nas tabelas (2.4) e (2.5) est@o as informagoes complementares sobre o conjunto
de solucoes fundamentais.
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Note que:
e Os vetores ¥(t),...,0%(t), sdo transversos a W* em ~v(t) enquanto que os

vetores ydu—dtL(t) . "~ (t), sdo transversos a W em v(t).

e Para alguma n-forma () nés temos:

QP (L), ..., 0" (1)) ~ Q(t), ..., 0" (t))thrHFn r(PEONE quando t — +oo0.

QL) . W™ (1)) ~ Q@HL), ..., T (t) )t TFn et (PEODE qyuando t — —oc.

Por um instante, pode parecer que estamos restringindo demasiadamente o nosso
conjunto solugao. Porém, o teorema a seguir, nos garante a existéncia de um con-
junto fundamental de solugoes com todas estas propriedades.

Teorema 2.6 A equacgao variacional ao longo de v possui um conjunto fundamental
de solugoes {1, ...,¢"} satisfazendo as condigoes apresentadas em (2.4) e (2.5).

Uma demonstragao para este resultado pode ser encontrado em [11].

Como os  vetores b, .., ", sao L.I's  podemos  considerar
{¥*(0), ...,4™(0)} como uma base para o R™. Além disso, podemos assumir, sem
perda de generalidade, que det(1)*(0), ...,4™(0)) = 1. Dentre os vetores 1)1(0), ..., p™(0)
daremos uma atengao especial a 1*(0), d, — d, + 1 < i < d,,, vetores transversais a
WsNW"em P.

Seguem abaixo, duas observagoes que serao citadas posteriormente e resumem
propriedades importantes de uma n-forma €.

Observacao 2.7 Uma vez que cada ' € uma solucdao da equagdo variacional ao
longo de v e det(*(0), ...,4"(0)) = 1, temos

Q1)) = e [ (1) 0) ). (26)

Uma demonstragao para este resultado pode ser encontrada em |2, p.56].
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Observagao 2.8 Se A € alguma transformacao linear sobre o R™ e vy, ...,v, € R",
temos:

n

Z Qv ooy Vi1, AV Vi1, ooy Un) = TH(A)Q(v1, .0y 0.

=1

Estamos nos encaminhando para definirmos a nossa fung¢ao de Melnikov. Segue
abaixo a definicao de um importante elemento na construcao desta.

oh
Definigao 2.9 Seja hi(v(t),t+¢) = %(W(t),t+£,0), j=1,2,....N, as derivadas
J

parcias de h em relagdo a €;, aplicadas sobre a curva y(t), no instante t + &.

Definimos a aplicagao K;j(t,€), paral <i<n—d, el <j <N, sendo a fun¢ao
obtida ao substituirmos ' (t) por h;(y(t),t + &) na expressao

Q1)) 0 - | t(V-f)(v(S))> s, isto 6

Kij(t,6) = Q@ (), .., hi(y(8), 1 + &), ... ¥"(¢))- exp (—/0 (V-f)(’y(S))> ds. (2.7)

i-€ésima coordenada

K;j(t,€) é a projegao na diregao de *(t) do vetor h;, evoluindo ao longo de 7.

Podemos entdo, interpretar K;;(t,€), como a contribuicao da variacao de h em
relagao a €, ao longo de v, especificadamente, na dire¢ao do i-ésimo vetor da base
{w(t),...,v"(t)}. Em particular, para d, —d, + 1 < i < d,,, temos o valor desta
contribui¢ao nas diregoes transversais a W* N W*" em P.

Definiremos a seguir um tipo particular de perturbacao que usaremos constan-
temente no decorrer deste trabalho.

Definicao 2.10 O S.H.P. tem uma uma perturbac¢ao transversal se, dado & € R e
e € RN, e #£0, existemt € R einteirosp,q com1 < p <d, ed,—dpy+1 < g <n—d,
tais que

N

N
D Kpi(t € £0 € Y Kyi(t §)e; # 0. (2.8)

J=1
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Em outras palavras, uma perturbacao é dita transversal, quando esta perturba
) )
W N W, necessariamente, em pelo menos uma direc¢ao transversal.

Agora ja estamos em condigdo de apresentar a nossa fungao de Melnikov-Gruendler.

Esta sera a fungdo que usaremos para medir a distancia entre W(§) e W*(€), e que
sera dada pela equacao integral

Ay = — / T K (4.8) dr, (2.9)

parad,—dy,+1 <i<d,el <j < N. Note que, para i neste intervalo, ¢ (t) & T,\W*
e Y'(t) € T,W". Logo, 1" exibe um crescimento exponencial quando ¢ — +oc.

Note que, se fixarmos, por exemplo, £ = 0, temos

Ay (0) = — / Kiy(t,0) dt,

onde K;;(t,0) ¢ uma fungao sobre R.

Se nos lembrarmos do significado geométrico de K;;(t, €) e da integral, veremos
que A;;(€) representa o quanto ¢; alterou a orbita y(t) na direcio de 1'(t), du-
rante todo o processo (—oo a + 00). Note que estamos levando em consideragao
d, —dy+1<1i<d,, ou seja, estamos interessados apenas nas alteracoes causadas
pela perturbacao nas diregoes dos vetores que nao pertencem a TpW?* e TpW™.

Quando A;;(§) = 0, temos na pratica que durante todo o processo, €; nao alterou
a orbita () na diregao de ¢*(t). Adiante, iremos mostrar que Ay;(&) ¢ o quanto ¢,

separou W#(£) e W¥(€) na diregao de ¢'(t).

Sem perdade de generalidade, assuma que N > d,, ou seja, o niimero de paramet-
ros perturbacionais é maior que dim(7TpW* N TpW™"), e defina a matriz

A(€) = [aij] por aij = Nitdy—d,. ;s

e seja A(£) denotando a matriz quadrada de ordem dp, formada pelas primeiras djs

colunas de A(&). Note que, depois de uma possivel renumeragao dos g’s, quando o

posto da matriz A(&) for dp, teremos det(A(§)) # 0.
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Chegamos agora ao principal resultado deste capitulo. O teorema abaixo nos
garante, sob algumas hipoteses, a existéncia de um zero da funcao de Melnikov e
consequentemente, a um ponto homoclinco transversal. Sugerimos que, simultane-
amente a leitura desta demonstracao, seja feita a leitura do Capitulo 5.

Teorema 2.11 Suponha que N > dy, que 0o S.H.P. tenha uma perturbacao transver-
N

sal, que £ e & satisfacam ZAU(E*)ej =0 e que det(A(£)) #0.

j=1

Entao existe um intervalo aberto J C R, contendo zero e uma aplicacao

a:J =R tal que a(0) = (c},....},)

e que o S.H.P. tenha um ponto homoclinico transversal quando
£ =5(a1(8), .., @4, (8), €0, 115 EN)-

Demonstragao: Como ja vimos, para encontrarmos uma interse¢ao homoclinica
transversal de um S.H.P. é suficiente encontrarmos os valores que anulam uma dada

func¢ao de Melnikov. Porém, para isso, se faz necessario acompanhar W7 (&) e WX(§).
Para tal finalidade, iremos definir um plano transverso a W?*, em um ponto arbitrario

v(to), sobre .

Considere o conjunto {u],...,u; } de vetores transversos a W* em 7(to), onde

n

uf =P t) + Y aittty) , 1<i<d, (2.10)

k=dy+1
para escalares arbitrarios a;;.
Note que o vetor u;” ¢ a soma do vetor ¥'({y) com uma combinagao linear de
vetores transversais a W?* em 7(tp). Com esses vetores podemos gerar o plano
1" (tg, a™), transverso a W* em 7(ty), e gerado pelos vetores u;. Analogamente

definimos

up =19i(te) + Y agtFte) . dy —dy+1<i<n—dp, (2.11)

kel
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onde I, ={1,2,....,d, —dp} U{n —dp + 1, ...,n} e assim podemos definir também o
plano I~ (¢y,a™), transverso a W* em (), gerado pelos vetores u; .

Pelo Teorema 2.3 os planos IT* (tg, at) e II™ (¢g, a~) determinam, respectivamente,
0Ss pontos

q+(t0757€7a+) € H+<t07a+)mws<t_0+£_s) ) q_(t()?gug’a_) S H_(tOJG_)ng(t_O—i_é-_u)

Entdo, o S.H.P tem uma solu¢do homoclinica t — (¢, ), com 7(t,0) = () se,
e somente se, ¢* = ¢, para algum t,, £, a™.

Definimos AT e A~ por

du
A+ = q+(t07§_, g, (l+) - 7<t0) = Z Aj(tO’ g,g, a’+>u2_ ) (212)

=1

n—dp

A" =q (to,&5a7) —(te) = Y Ar(to,&ea)u; (2.13)

i=dy—dp+1

Note que, ||A™|| é igual a distancia entre W2 e . Por outro lado, ||A~|| é igual
a distancia entre W} e .

Se nos definimos A; = A7 — A7 parad, —dy+1 < i < d,, a condigao ¢t —q~ =0
se torna

E(t()a ga g, CL+, a_) =

n—dy

—Af(tnEeat) — S apdiltefea) =0, 1<i<d—dy, >
k=dy—dy+1
Fi(to,&,6,a,a7) = Ai(to, €, 6,a,a7) =0, dy —dy+1<i<d,, (2.15)
Fi<t07g7€a aJr’ai) -
. & . (2.16)
= —A;(thf}g»@_) + Za;;gA;<t07€75a (Z+) = 07 du + 1 S { § n— db7 ‘
k=1
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n—dy

dy
Za;Aﬁ(to,gs,cﬁ)— Z a; A (t,€,6,a7) =0, n—dy+1<i<n. (2.17)

k=dy—dy+1

Note que, (2.17) pode ser satisfeito tomando a;rj = a; = 0, para todo

n—d,+1 <1 < n, ou seja, podemos satisfazer (2.17) quando definimos os ve-
tores u; , com n — d, + 1 < i < n. Pelo Teorema 2.3, Af sao funcoes de classe C*
em relagao a €. Como A;t sao diferenciaveis, podemos escrever

A7;i<t07£78 CL ZA tO 5 €j _'_R <t07£_7€7a’i) (218)
onde noés usamos "+" para 1 < i < d, e "-"parad, —dy+1 < i <n-—de
|RE(to, €, e, a™)|| < ||e|| M (e, a™). De forma analoga, podemos escrever

N
Ai(to,ﬁ,s,cﬁ,a_) = ZAU<§)5] + Ri<t0,€,€,a+,a_> (219)

j=1

para d, — dy + 1 < i < d,. Obteremos uma férmula explicita para Af; Entao, da
definigao de A;, teremos Ay = Af; — Af.

Seja & — vE(t, tg, &, €,aF), denotando a solugdo do S.H.P, satisfazendo
YE(to + &, 10, €, 8,aF) = ¢ (to,f,s a®). Note que, as curvas v* intersectam ¢+,
para t = tg + £. Entao, do Teorema 2.4, noés temos

N
Yt to, § g a®) = 4(t— &) + > _vF(t 1o, & a*) + R (t,19,€,e,a%),  (2.20)
7=1

onde ||[RE(t, 1o, &, &, a%)|| < |[e]| M* (e, a*)eF=070) ¢ v7" satisfaz

oF (b 10, & a*) = D (9(t = )0 (t,t0,€,a®) + hy(y(t = ), ). (2.21)

Substituindo t =ty + £ em (2.20), temos
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N
qi(t07 57 g, ai> = ’Y(to) + Z’Uji(to + 57 th g? ai)gj + Ri(to + 57 t0> g? g, ai)' (222)
j=1

Usando (2.10) a (2.13) e lembrando de (2.7), temos
A?:(t(h 57 &, a’i) =

Q) o 0,6, .0) — )7 (0)) x 050 = [ (000 ),

i-ésima coordenada

onde o intervalo de "+" e "—" sdo como em (2.18). Substituindo (2.22) neste
resultado e comparando com (2.18), temos

AF(to,€) =

O ) e 00+ € 10, & ).t 0) x 030 ([ (000000 )

J/

Vo
i-ésima coordenada

onde, novamente, o intervalo de "+" e "—" sao como em (2.18).

Nos agora definimos

51 = QW) TN, v (E+ € 10,6, 0%), U)W (1) (2.23)

de tal forma que

A (t0,) = 6 (to) exp (— / P00 dt) . (2.21)
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Diferenciando (2.23), temos

GH() = 3 QD) o (), oy (), 0F (€, b, €, ), (), o 0 (1))
k=1
+ Y QW) ), 0 (E+ ko, & a®) T (), R (), 0 (1))
k=i+1

+QN ), o 1T+ € 10, E 0T, o, U (1)),
De (2.21) segue que
QM) s U T (E+ € 0, €, a™), . (1) =

= Q' (1), . DF(Y())05 (t+ & 0. & a™) + By (v(1),t +€), .., " (H)) =

= Q' (), ., DF (V)5 (t + & 10, a™), o 0" (1)) +

+ Q) s by (Y1), E), oy W™ (2)).

onde, Q(t), ..., hj(y(t), t4E), ..., "™ (t)) = Ki;(t, ). exp <+/0 (V.f)(y(s)) ds) ,

pela definicao de Kj;.
Como cada um dos ¥"'* & uma solucao da equacao variacional, temos
G(t) = DF(v ()Y (t).

Dali,
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G5(t) = QDS (YD) (X, , 0f (8 + &b, &, aF), " (1) +

+ Q@) .., DF(y@)vf (E+ & to, &, a™), .., "(1) +

+ K80 (+ (V.00 ds).

e usando (2.8), temos

o5 (t) = Trago(D f(v()))- Q' (1), ..o, v (E+ &, 10, €, a*), .., " (1) +
Kiy(t,€). exp (+ /0 (9. (0) ds) |

onde, Trago(Df((t)) =3 2

QP (1), s v (t+ &0, & 0%, (1) = 05 (2).

Portanto,

() = (V. F)(r () G5 () + K8, &) exp ( / (V) (s) ds) |
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Temos entao uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem para (;5;; Us-
ando um fator integrante temos

se (- [(9.006) ds) =

~ aftwen (- [ (V000 ds) + / Ky(s.8)ds.  (225)
Note que:

1. Em (2.25), 1 <i < d,, de modo que Re()\;) > 0.
2. De (2.20), vj(t, to, &, a*) — 0 quando t — +oo0.

3. Usando (2) e (2.17) quando t — 400, 0 comportamento assintotico de ¢;;(t) é
um fator que vai a zero multiplicado por exp((A; +...+Xi—1 + A1+ ... £ Ap)t).

De fato. Como 1i(t) ~ tFierity; quando t — +00, temos

T ki it kio1 i1t ki1 Aiiit n Ant, \ _
Z-j(t) ~ QM ey, L e T g vy, T e L e ) =

[CYERE D VIR PEEE S W} tk1+-~~+ki71+k‘i+1+~--+kn

N

=€ . Q(Ul’...,vifl,vj,UiJrl,...,Un>.

~
— 0, pois, v;—0 quando t—4o0.

t
4. Quando t — 400, 0 comportamento assintético de exp (— / (V.f)(v(s)) ds>
0

é exp(—(A1 + ... + Ap)t).
De fato,

exp <_ /t(V.f)(V(S))dS) = exp <_ /Ot M4t )\nds) — o(—OatetAn)t)
0

pois o trago de um operador independe da matriz que o represente.
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A partir dessas observagoes, podemos concluir que o primeiro membro da equacao
(2.25) vai a zero quando t — 400, pois, no infinito

sew (- [(9.066) ds) ~

e(—(>x1+---+>\n)t)6(/\1+---+>\i—1+>\i+1+-.-+>\n)t tk1+---+ki—l+ki+1+---+k?nQ(

N

U1y ey Vi1, Vg, Vit 1, "~7Un)

v
— 0, pois, v;—0 quando t—+oo.

_ oA gkt ki itk kR
=e .t e " Q(Ula -y Vi—1, V5, Vg1, "'7Un)-

J

— 0, pois, v;—0 quando t—4o0.

Por (1) Re(A;) > 0. Logo,

() exp( /0 t(v. (s)) ds) 0, quando, t— +oo.

Da mesma forma Kj;(t,£) é majorado por e~ quando ¢t — +o00. Logo, K;; é
integravel de tg a +oc.

Além disso, fazendo t — oo em (2.25), e usando (2.24), temos:

to, / Kij(t, , 1< <d,.
Analogamente
to, / Kwtg —dp+1<i1<n—d,.
Considerando, d, — d, + 1 < i < d,, e fazendo A;; (to, &) — A (to, £), temos:
—/_oo Kiy(t,&) dt , d, —dy+1<i<d,. (2.26)

Dessa maneira, a parte ¢ — linear da equagao F'(to,&,e,a™,a~) = 0 se torna
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N n—dy
E(t[))gag?a_) = Z A:;(t(hé') - Z al_]gA];](t(hg)] gj =0 ) 1 S [ S du - de
j=1 k=dy, —dp+1
(2.27)
N
F(&e)=) Ayj(e; =0, dy—dy+1<i<d, (2.28)
j=1
N du
Fi(to,&,e,a™) =Y |=A5(to, ) + ) ;;A,j]to,g)]ejzo,du+1§z‘§n—db,
j=1 k=1
(2.29)

Por hipotese, temos que existe (£*,¢*) € St x RV tal que ZAij(g*)e’f = 0.
j=1
Logo, (2.28) esta satisfeita.

Por hipétese o S.H.P. tem uma perturbacio transversal, sendo assim, dado £* e
£*, existem ty € R, e inteiros p,q com 1 < p <d, ed, —dy,+1 < q <n—d, tais que

N N
> Kplte, €5 #£0 Y Kyjlto, £)25 #0
J=1 j=1
Definamos
N
o) =D AN(tE)E;
j=1
Segue que
. N _
P(to) = Z Ky;(to, §)e; # 0.
j=1

Sem perda de generalidade, consideremos ¢(ty) > 0.

38



. Entao, como <;5 é continua, segue que existe 0 suficientemente pequeno tal que
o(t) > 0, para todo t € (tg — 0,19 + 0). Este fato implicara que ¢(t) # 0, para todo
t € (to—0,to+9), t # to.

Vejamos

e Se ¢(ty) # 0 entdo ¢(t) < 0 para todo t € (ty — d,%) e ¢(t) > 0 para todo
t € (to,to+9).

e Se ¢(ty) # 0, como ¢ é continua, ¢(t) # 0 para todo t € (tg — 0,19 + 0).

Logo, ¢(t) # 0,V t € (tg — 0,19 + 0), t # to.

Portanto, existem t§ € (to — 0, %o + 5),5*,5}‘,]9 e ¢, tais que

N
ZA th&)er A 0 # Y AL,
j=1

N
DA€

Definindo ajp = ];1 e a = 0 para todos os outros valores de j,
D A5(16:€95;
j=1

N
Fi(ty, & e5,a™) = Y [=05(t5,67) — ap A1, €)] &) =
:—ZA (ts, & s—i-a*ZA (ts,&%)e

N
v ZA;j(ts,s‘%;f N
== D At € + |7 ZA (t3. &
ZA 5,65 | 7™




N N

=D A5 E)E > AG(E, )

7=1 7j=1

O*
*
SN—
™
*
I
o

ZA (t5, &)<

Analogamente, definindo a;, = e a;; = 0 para todos os outros
Z%(té,é*)sj
=1

=
valores de 7, d, —dy +1 < j < n — dp, temos

N
(t[)?g ) ]7 Z Z50’ - al—llA;]<t8’€*)] 8; =

=1

.

Portanto, Fj(t},&", e £}, a at) =0, ou seja, ¢t (to, &, ¢, a%) — ¢ (to, &, 6,aF) = 0.
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2.1 O Meétodo classico de Melnikov, n=2.

Nesta se¢ao iremos mostrar que a funcao de Melnikov definida no primeiro capi-
tulo é um caso particular da fungdo de Melnikov-Gruendler construida na demons-
tragao do Teorema 2.11, ou seja, vamos mostrar que ela atende a defini¢ao (2.2).

Consideremos o S.H.P.

i = f(z) + h(x,t,e), onde, v € R® e e € RY (2.30)

e as mesmas definigbes e notagdes que usamos no segundo capitulo para a
construcao do caso geral.

Seja () uma solugao homoclinica para @ = f(x) tal que y(tg) = P € WSNW*.

Consideremos a equacgao variacional ao longo de 7,

u(t) = Df(y(t))u(t)

e note que ¥(t) é uma solucao da equagao variacional e ¥(ty) é um vetor tangente a
curva v em (tg) = P. Denotaremos ¥ = 1)s.

Seja 11 (t) uma solugdo para a equagao variacional, independente de ¥, ou seja,
o vetor 1 (ty) € um vetor transversal a v em ¢t = t;. Dessa maneira podemos definir
uma base para o R?, a saber, {11 (to),¥2(to)} (Figura 2.2).

Podemos definir as retas r, e r_ que possuem como vetor diretor u™ e u~
respectivamente, onde

ut =i (to) + aTa(to),

u” = i(to) +a a(to).

Como os vetores u™ e u™ sdo transversos a v em y(ty) = P € WS NW™", as retas
r* e r” sdo secantes a curva vy em y(tg) = P. Entao, segue pelo Teorema 2.3 que as
retas " e r~ intersectam W2 e W em pontos ¢* (tg,£) = ATut e ¢~ (to,e) = A~ u~
respectivamente.
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Figura 2.2: Os vetores {¢;(to), ¥2(to)}, uma base para o R2.

A distancia entre W7 e W2 definimos como segue
d(P7€> = ||q+(P78) - q_(P,€)||

Inicialmente note que, d(P,¢) = 0 quando ¢t (P,¢) — ¢~ (P,e) = 0 e dai, segue
que

ATum —A7u™ =0 = AT (Y1(to) + a"a(to)) — A (Y1(to) + a a(ty)) =0 =

= (A+ — A_)wl(to) + (A+CL+ — A_a_)Q/JQ(tQ) =0.

Quando definimos os vetores u™ os deixamos em funcdo dos escalares a®. Sendo
assim, podemos escolher a* de maneira conveniente, como por exemplo a* = a~ = 0.
Dessa forma temos que as retas r, = r_ = r sao coincidentes e dai, para termos
q (P,e) — q (P,e) = 0 basta AT — A~ = 0, o que implica que a nossa fungao de
Melnikov para n = 2 sera uma funcgao real. E isso garante que o contra-dominio da
fungao de Melnikov é RY com d, = dim(TpW* N TpW*) = codim(T,W* + T,,IW").

A partir de agora sera conveniente trabalharmos da seguinte maneira:
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d(P,e) = (q"(to,e) — q (to,€)) .%.

ou seja, estamos projetando a separacao das variedades estével e instéavel na direcao
do vetor v (to).

Consideremos agora a expansao se Taylor de d(P,¢) em torno de ¢ = 0

d(P,) = d(P,0) + 5%(3 0) + R(¢2).

Por construgao temos que d(P,0) =0 e

od it (00, o
5 Y = T ( g (o)~ 5 “0’0)) |

Definimos a fungao de Melnikov como sendo

M(to,2) = th (to). (%(to,m - %{(m)) |

Assim,

_ EM(t(J?E) 2
AP.2) = et oy T RED

Logo, para ¢ suficientemente pequeno

d(Pe)=0 < M(ty,e)=0.

Como ja definimos, uma funcao de Melnikov é uma aplicacao de classe C*

M:S'x B; — R%
(§8) = M(&;e),

onde:
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(i) dy = dim(TpW* N TpW*) = codim(T,W* + T,IW");

(ii) 3 (£,e) € S' x Bs tal que, M(€,e) =0 < W2(€) e WX() se intersectam.

Portanto, a fungao de Melnikov cléssica é contemplada pela definicao dada por
Gruendler.
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Capitulo 3

O Método de Melnikov para
perturbacoes nao periddicas

Neste capitulo, apresentaremos uma técnica que nos permitiré estudar sistemas
perturbados, por uma classe mais geral de fungoes perturbadoras [15].

Veremos que, para um intervalo de tempo finito [—7,7T], T suficientemente
grande, o sistema perturbado é igual a um sistema caotico e concluiremos que, sendo
a funcgao perturbadora, periddica ou nao, contanto que restrinjamos a dinamica para
um intervalo finito [T, T, poderemos utilizar o método de Melnikov.

O grande diferencial deste capitulo sera o uso de fungdes cutoff (fungoes de corte)
e extensoes periddicas. Com essas ferramentas, seremos capazes de transformar uma
funcao g(x,t), ndo periodica, em uma fungao g(z,t), periddica em t.

Considere o sistema dinamico,

i = f(x)+egla,t), o= ( :j ) € R2 (3.1)

Assumiremos que f e g sao C", r > 2, limitadas sobre conjuntos limitados, f
¢ hamiltoniana, g nao necessariamente periddica e que o sistema nao perturbado,
e = 0, possui uma oOrbita homoclinica 7(t), associada a um ponto de sela py. Sem
perda de generalidade tomaremos py = (0,0).

Consideremos ainda as seguintes hipoteses:

(i) lg(v@), DIl < a1, vVt €R,
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@ [|F6wn

< g, Vt €R, (32)

(iii) |[Vg(y(t),0)]] < a3, Vi €R,

onde oy, as € a3, sao constantes positivas.

Teorema 3.1 Assumamos as condigéoes acima para f(x) e g(x,t). Logo, se

Aﬂmwszfwa—m»Agwa—mxwdt (3.3)

tem um zero simples para algum to, entio o fluro do sistema (3.1) €, para
t € (=T,T), com T > 0 tao grande quanto necessdrio, igual ao fluro de um sis-
tema caotico.

Observagao 3.2 A demonstragao deste teorema serd dividida em trés partes.

(1) Consideraremos a aplica¢io g definida em um intervalo de tempo (=T,T) e
estenderemos g, usando funcoes cutoff C*°, a uma funcgao periddica g.
Em sequida definiremos o campo de vetores

T = f(x) +eg(z,t), (3.4)

para o qual, o Método de Melnikov se aplica.

(i)  Precisamos encontrar um valor suficientemente grande para T, de tal modo
que M(to) =~ M(to), onde M(to) € a fun¢io de Melnikov do sistema (3.4). Sendo
assim, um zero simples de M implica em um zero simples de M, que por sua vez,
implica em comportamento cadtico para o sistema periodico estendido.

(i1i)  Concluimos, entio, que o sistema original, nao periddico, € cadtico durante
um intervalo de tempo (=T, T), arbitrariamente grande.

Demonstragao: Denotemos x = (u,v) € R* e X(z,t) = f(z)+eg(z,t) e definamos
o conjunto Dy, = {(u,v,t) € R® t € (—L,L)}. Sendo § € R, considere a fungao
c:[—L—9,L+0] — R, de classe C*, dada por:
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\

0 )
1 —L—-<t< L+ -
se 103 —1—4

39 30
0 se t<—-L—— ou t>L+— , (3.5)
4 4
34 ) ) 34
t 1 —L—-—<t<-—-L—- L+-<t<L+ —
0<ec(t) <1 se 7 <t< 7 ou +4< < +4

e tal que |¢(t)| < o, para uma constante real p. Denotemos por g(z,t) a restri¢ao
de g(z,t) para o intervalo de tempo [ = (—L — 0, L + ¢§) e consideremos a fungao
gz, t)c(t) : R? x I — R% Essa fungao se estende como uma fungao t-periddica, de
periodo T = 2L + 2§, de classe C*, g(x,t) : R* x R — R? (Figura 3.1).

T
-3L- 38

'
[qpi NN
'
o

L+38 3L+38 t

Figura 3.1: Evolugao de g(z,t) : R* x R — R? na variavel t.

Definimos o campo de vetores C",

X(z,t) = f(x) +eg(z,t). (3.6)

X (z,t) ¢ uma familia a um parametro de campos de vetores C” em R?, periodi-
cos em t, com periodo 2L + 2. A familia estd parametrizada pelo parametro de
pertubagao €, e por construgao, temos que

X2, Dlp, = X(2,0)|,. (3.7)
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Como dissemos anteriormente, para um intervalo de tempo finito [T, 7], com
T suficientemente grande, poderemos utilizar o método de Melnikov, sendo a fungao
perturbadora, periédica ou nao, contanto que restrinjamos a dinamica para um
intervalo finito [—T, 7.

Precisamos encontrar um valor, grande o suficientemente para "= L + §.

Vamos entao, determinar este valor.

Denotamos por O, C R? a bola de raio u centrada na origem, para u suficiente-
mente pequeno, tal que a trajetéria homoclinica é controlada por um comportamento
exponencial quando v(t) € O,, ou seja, existem constantes Cy, Cy, A1, Ay > 0, tais
que

7 ()] < Crett, quando ¢ >0 e () € O,

v ()] < Cee™*, quando t <0 e (t) € O,..

A existéncia de tais constantes segue do Teorema de Hartman-Grobman, uma
vez que a origem é um ponto de sela.

: C1 Gy
Seja C' = max {A—l, A_g}
Consideremos ¢; um zero transversal de M.
Seja n suficientemente pequeno, de tal modo que ¢ é o tnico zero de M no
intervalo I = (t§ — n,t5+n).
Sejam m = min{|M(t§ — n)|,|M(t§ + n)|} e I' > 0 uma constante tal que,
I' > max{|t§ + nl, |t — n|} e se [t| > T, entdo, v(t) € O,.

Como 7y(t) é uma 6rbita homoclinica, podemos colocé-la dentro de um retangulo,
ou seja, y(t) é limitada. Consequentemente, existe uma constante real w tal que
|7(t)]] < w, ¥Vt €R. Definimos K = azw + as + ;0 e tomamos

(41?0)
n | 222
m

L+ i > I+ [to] +
- max —_—
4 0 s min{Al, AQ}

+tl +1p - (3.8)
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)
A desigualdade (3.8) para L + —, nao esta ainda, inteiramente justificada. Enten-

deremos melhor o porqué desta escolha, com o decorrer da demonstracao.

Consideremos a equacao diferencial

T = f(x)+eg(x,t). (3.9)

Esse ¢ um campo de vetores t-periddico que satisfaz todas as condigoes do
Teorema de Melnikov.
Portanto, se a funcao

M(ty) = / (A G — 1) dt

—00

tem um zero transversal, temos um comportamento cadtico para
X(z,t) = f(z)+eg(x,t). Como ja mencionamos, a idéia da demonstragao ¢ mostrar-
mos que para T = L+ ¢, suficientemente grande, um zero transversal de M, implica

em um zero transversal de M.

o0

W) = [~ 16 -t) Ag6t -t di = [~ Zalt—10)n G0~ to).1) dt =

= [ 236600 A~ ) dr

A segunda igualdade acima se justifica por hipotese. Como 7(t) é uma solugao
do sistema nao perturbado, temos §(t) = f(7(¢)). A segunda igualdade vem da in-

tegragao por partes. Consideremos (t) = (71(t),V2(t)) e g(x,t) = (q1(z,t), g2(z, 1))
temos

/m% (t —to) A g(y(t — o), 1) dt:/oo F1(8)Ga(z, ) — Yo (t) G (x, 1) dt =

—00 —00

— /_OO §2<$,t)71(t> dt — /OO gi(x,t)’)/g(t) dt —

[e.9] —0o0
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d
71@)%92(%@ dt —

= Gl ) (B) % — /

—00

(ﬁ(x,t).w(t)!iooo — /_OO Vg(t)%g“l(x7t) dt) _

[e.9]

= [~ (i) G ) de= [~ Lot~ ) arte o) at

—00 [e.9]

De fato, como g = (g1, g2) ¢ limitada e y(t) = (71,72) — (0,0) segue que,

lim (lim @(x,t)%@)) ~ lim (lim g;(:c,t)%(z)) = 0.

b—+oo \ a——o00 b—+o00 \ a——00

Portanto, temos

W) - [ 60— 10).1) At~ to) di

o0

De forma anéloga, temos

M) = [ O~ t0)) A gt — o), 1) .

Analogamente

M) = [ gt~ 10).1) A1 o)
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Vamos agora mostrar que para T = L + ¢, escolhido como em (3.8),
M (ty) =~ M(ty). Para todo t, € I, temos:

M(to) — M(t) = / a0 — 1), 1) — Gt — 1), 1)) AA(E o)

*/m 290t —10),8) = 5(3(t = to), D} At~ To) .

) )
Pelas propriedades de "A"e porque, para t € {_L_ZL’L+Z]’ temos
M (to) = M (o).

Por outro lado,

g0t 10).1) =51 —10), 1)) = (vgw_tmgg)_@m(t_tm@):

dt
991 091
d dg Oy 07
= (V9= V)it~ t0) + (5~ 57 onde ¥ =
992 Oga
o Oy
Pela construcao de g, temos
Vgl < [[Vgl]-le(t)]
e
12 < |5 | etn-+ atiecon < || 2| + e
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Logo,

|00t = 0.6 = a6a0 — ). 0| < 2105l 31+ 2|| 5| + Do

e finalmente,

H {g(v(t —to),t) — g(~(t —tp), 1t }H<2a3w+2a2+a1g—K

Agora, para todo ty € I, podemos escrever

L,,
) =W <K [ Ittt K [ G-

Note que, se t < —L—g, temos que, t —ty < —L—%—to < —L—g—t(’5+17 < I
pois, L+ % > ' — t§ +n, pela escolha feita em (3.8). Da definigao de I, isto implica
que (t — tp) € O,. Sendo assim,

= = G
/ Iyt — to)]| dt < / CreMldy = LMt
_ 1

[e.9] —00

Novamente por (3.8), temos t > L+ % >T+t5+n>T+tgedai, t —tg>Te
pela definicao de I', isto implica que, v(t — t9) € O,. Logo,

/ [y(t —to)||dt < / Che M2t 0) gy < 26—/\2@%—%)‘
L+4 L+% A2

Cy Oy

, temos que, V ty € T
A Ag} qu 0

Portanto, lembrando que C' = max{
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| M (o) — M(toﬂ < [}'C(efAl(LJr%tho) + e,A2(L+g,tO)) < 9 | (e~ min{A1 Ao} (LG (5] —n)-

Novamente, por (3.8), temos

Dai, segue que

[M(to) = M(to)| < 5,

onde m = min{|M (t§ — n)|, | Mty +n)|} e 0 <n < 1.

Por hipotese, M(t5) = 0 e como esta é uma fungao continua, 0 < m < 1 e dali,

M (to) = M(to), ou seja, 0 < sup{|(M — M)(to)| ; to € I} < 8 << 1. (Figura 3.2)

Como t; é um zero simples de M temos que, para m suficientemente pequeno,
M também possui um zero simples, para algum t, € (ts —m, th+mn).

Dessa forma, como X (z,t)|p, = X(x,t)|p,, concluimos que o sistema original
nao periddico é cadtico, durante um intervalo de tempo finito (—L, L), arbitraria-
mente grande.

Portanto, concluimos que, embora g nao seja uma fungao periodica, é possivel
aplicarmos o teorema de Melnikov ao sistema dinadmico através das idéias apresen-
tadas neste capitulo.
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Figura 3.2: O comportamento de M e M.
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Capitulo 4

O Problema de Gyldén

Em 1884, o astrénomo sueco Johan August Hugo Gyldén, propos um modelo para
descrever a aceleragao secular do movimento longitudinal da lua. Ele considerou o
problema de Kepler perturbado, no qual a perturbacao p é uma fungao explicita do
tempo.

Consideraremos o movimento de uma particula atraida por uma campo de forga
central

7 Lltenpl),

.
=2

localizada na origem do sistema (Figura 4.1).

Particula

Centro de Forca

Figura 4.1: Particula atraida por uma forca central.
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De um modo geral, as equagdes de movimento sao descritas pela fungao Hamil-
toniana,

p%+p§ 2 2\—1/2
H(p1,p2, 41,62, 1) = =—— — (L= ep(t)) (e + @)%, (4.1)

onde p(t) = 14 e=t® [16], ou de forma explicita pelo sistema

G1 = D1

Go = D2

pr=—(1—en(t)q(qi +qg3)*?
po = —(1 —ep(t)qa(qi + 43) 7%,

(4.2)

onde, (q1,q2) e (p1,p2) representam, respectivamente, a posi¢do e o momento da
particula, p ¢ uma aplicacao de classe C?, perturbacao periddica de periodo T' > 0
e € > 0 é um parametro.

Apos algumas mudangas de coordenadas, veja [16] e [15], obtemos o seguinte
sistema

{oTu oy S T@egen o=@, (43
ondei = | & | swo =], [t = | 0]

Note que

e f e g sao aplicacoes de classe C?.

e A origem é um ponto de sela hiperboélico do sistema nao perturbado.

h(t) = (v/2sech(t), —v/2sech(t) tanh(t)) ¢ uma érbita homoclinica do sistema
nao perturbado, associada a origem do sistema.
lg(v(®), )] = [1(0, v2sech(t)(1 + e~ «*)[| = V2(1 + e “"")sech(t).

Quando t — oo, ||g(y(t),t)|| — 0 e como esta é continua e positiva, possui
um maximo. Portanto, existe ay € R tal que, ||g(v(?),t)|| < a1,V t € R.
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e Analogamente, provamos que
)
Ha—i(v(t),t)H < ag,Vt €R,

IVg(v(t),1)|| < as,Vt €R.

e Porém, a nossa fungao perturbacio, g(u,v,t), ndo é uma fungdo periédica na
variavel t. Portanto, nosso sistema, ainda nao é um S.H.P.

O que esta nos impedindo de utilizar o teorema de Melnikov é o fato da funcao
g nao ser periddica na variavel t. Porém, podemos resolver este problema usando as
teorias do capitulo 3.

Dessa forma, precisamos de uma fungao cutoff para, posteriormente, através de
uma extensdo periddica, definirmos uma fungao §(t), periddica em ¢, para enfim
podermos aplicarmos o teorema de Melnikov.

Definamos o conjunto Dy = {(u,v,t) € R* t € (—L,L)}. Sendo § € R,,
considere a fungao c¢: [-L — §, L + §] — R, de classe C*°, dada por:

) )
1 —L——-<t<L+-
se 7=ts +4
30 30
t— < 0 se t<—-L—— ou t>L+ —
4 4
30 0 ) 30
1 —L—— —L—- L+ - L+ —
\O<c(t)< se 4<t< 7 ou +4<t< t

(4.4)
e tal que |¢(t)] < p para uma constante p. Assim como na demonstragao do Teorema
3.1, denotemos por g(u,v,t) a restri¢ao de g(u,v,t) para o intervalo de tempo I =
(=L —6,L + ) e consideremos a fungao g(u,v,t)c(t) : R* x I — R% Essa fungao
se extende como uma funcao t-periodica, de periodo T', T' = 2L + 26, de classe C*,
g(u,v,t) : R? x R — R%

Neste momento podemos definir um novo sistema dindmico

i = X(z,t), onde X(z,t) = f(z)+ej(z,t) e x=(u,0). (4.5)
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X (z,t) ¢ uma familia a um parametro de campos de vetores C” em R3, periodicos
em t, com periodo 2L + 2. Esta familia estd parametrizada pelo parametro de
perturbagao €. Por construgao, temos que

X(z,)|p, = X(.,1)|p, (4.6)

A este novo sistema dinamico é possivel aplicar o método de Melnikov, pois o
unico entrave existente foi sanado.

Chamaremos de M (t), a funcdo de Melnikov do novo sistema estendido. Devido
a convergéncia da integral que define a fungao de Melnikov, se noés escolhermos T’
suficientemente grande, entao M (to) ~ M (ty) de tal maneira que um zero transverso
de M(ty) implica em um zero transverso de M (o), que por sua vez, implica em
comportamento cadtico para o sistema periddico estendido. E isso implica que

o sistema nao periddico é cadtico durante um intervalo de tempo suficientemente
grande (=71, T).

O valor de T' que necessitamos é encontrado na demonstracao do Teorema 3.1.
Encontraremos agora a fung¢ao de Melnikov do problema original.
Sabemos que, para n = 2, a fun¢do de Melnikov toma a forma
o0 t
Mta) = [T f(he)) g0, 1+ o)

e ainda

f(u,v) = (v,u—u?) e g(h(t),t +to) = (0,uu(t)), onde h(t) = (u(t),v(t)).

Note que

V.f(u,v) = %(u,v)—i—%(u,v) =0= M(ty) = /_OO f(h(t)) ANg(h(t),t+1to) dt =

/ wop(t) dt = / sech(t)sech(t 4 to) tanh(t)(1 + e~ «ht+to)) g,

[e.9] o0
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Como ja vimos M(ty) ~ M(ty) e dai, um zero de M implica em um zero de

M e consequentemente, pelo Teorema de Melnikov, teremos o surgimento de uma
dindmica cadtica para o sistema dinamico estendido.

Fazendo tg = 0 na func¢ao de Melnikov, temos

M(0) = / sech?(t) tanh(t)(1 4 e~ <2®) qt.
Note que a fungao

t = sech?(t) tanh(t)(1 + e~ “sh®)

¢ fmpar. Sendo assim, M (0) = 0.

Temos ainda que

M o0
a—(to) = / 9 [sech(t)sech(t + to) tanh(¢)(1 + e~ Cosh(t+to))} dt.
atO —00 8250

Logo,

oM * ginht 1 4 e~ cosh(t+to)
—(ty) = ———— tanh(t + to) | e~ coshlttto) _ dt.
Oty (fo) /_Oo cost2t (t+1) (e cosh(t + tg)

E dai,

oM > tanh?(t)
(9_150(0) B /_Oo cosh?(t)

e~ oosh(®) (cosh(t) — et 4 1) dt.

tanh?(t)

cosh?(t)
origem, extritamente negativa. Logo,

Note que a funcao t e~ cosh(t) (cosh(t) — ecosh(®) 1) é, exceto na

oM

0_150(0) # 0.
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Portanto, a fun¢ao M (ty) possui um zero simples e pelo Teorema 3.1, o sistema
(4.3) apresenta uma dindmica cadtica em um intervalo de tempo suficientemente
grande (=71,T).
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Capitulo 5

O Péndulo esférico, magnetizado e
amortecido

Para exemplificarmos a generalizagao do método de Melnikov, o método de
Melnikov-Gruendler, usaremos um problema envolvendo um péndulo esférico que
sofre a agdo magnética de um ima [12] e [13]. Mais precisamente, assumimos que
a bola do péndulo estd magnetizada, que existe um ima exatamente abaixo do
suporte do péndulo e este estd magnetizado de modo a repelir a bola do péndulo
(Figura 5.1).

I
i
| iU3
V]

Figura 5.1: Péndulo esférico, magnetizado e amortecido.

Vamos inserir no nosso problema trés perturbagoes.
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A primeira perturbacao sera trocar o ima que esta abaixo do péndulo, por outros
dois, separados por uma distdncia €. A segunda perturbagao é um amortecimento
radial, simétrico, com coeficiente de amortecimento €5. A terceira perturbacao é
relativa a uma forca externa, de magnitude e cos(wt), aplicada ao longo de uma
direcao horizontal arbitraria, que aparece em duas componentes, com amplitudes
independentes e3 e ¢4 (Figura 5.2).

Fa(t) = €4COS(t)

Fi(t) = €3.COS(T)

Figura 5.2: Péndulo esférico, magnetizado, amortecido e perturbado.
As equagdes que governam o movimento do péndulo esférico sao

i =x—2z(2* +y*) — 3e17 — £2% + €3 cos(wt),
(5.1)
=1y —2y(x®+1y?) — cy — 1y — &9y + €4 cos(wt)

e o sistema nao perturbado tem a forma

i =x—2z(z? +y?),

j=y—2y(z®+y?).

Apos algumas mudangas de variaveis, veja [12] temos as seguintes equagoes
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U:l:UQ

Ug = Uy — 2U1(U% + U%) — 381U1 — E9Ug+

253
R 1(3u% + u3) cos(wt) + 1

uyug cos(wt)

Uz = Uy
g = ug — 2uz(ud + ul) — 2cuy — e1uz — equy+

453 264
mU1U3COS(Wt) + ]

(u? 4 3u3) cos(wt)

e o sistema nao perturbado toma a forma

iy = fi(u) = ug
Uy = fo(u) = uy — 2uy(ui + u3)

tiz = f3(u) = uy

g = fi(u) = uz — 2uz(u? + u3) — 2cuy.

Dai temos,
0 1 0 0
1—6u?—2u 0 —4duqu 0
Df(u) = 0 0 0 1
—4uguy 0 1—2u?—6u; —2c
e
010 O
1 00 0
Df(0) = 000 1
001 —2¢



Os autovalores de Df(0) sdo +1 e —c £ @ onde a@ = v/¢? + 1. Temos entdo
dois autovalores com parte real negativa e dois com parte real positiva, sendo assim
temos dy; = d, = 2. Como em uma dire¢ao o movimento ¢ amortecido temos d;, = 1.

Note que (t) = (r(t),7(t),0,0), onde r(t) = sech(t) ¢ uma solugdo homoclinica
do sistema (5.2), de fato:

e 7(t) é uma solugao de (5.2);

uy(t) = secht, uy(t) = —sechttanht, us = uy = 0.

Dai,

Uy (t) = —secht tanh t = uy(t), V ¢t.

t19(t) = secht tanh®t — sech®t = secht(1 — sech?t) — sech®t =

— secht(1 — sech?t — sech?t) = secht — 2sech®t =

= up(t) — 2ui(t) = up(t) — 2uy () (w3 (t) + u3(t)), V¢t pois uz = 0.

g (t) = 0 = us(t) — 2us(t)(ud(t) + ui(t)) — 2cuy, Yt €R, pois uz =uy =0.

e ~(t) é uma orbita homoclinica.
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Quando t — 00, secht — 0, logo u;(t),us(t) — 0 quando t — +o0. Portanto,
v(t) é uma 6rbita homoclinica.

Podemos agora encontrar um ponto sobre W#(0)NW*(0), em particular tomare-
mos P = (1,0,0,0) = v(0) € W*(0) N W*(0).

Neste momento introduzimos no nosso problema a equagao variacional ao longo
de y(t), a saber,

u(t) = Df(y(t))u(t).

Através da solucao fundamental da equacao variacional é possivel definirmos
planos transversos a y(t) em P = ~(0) € W*(0)NW*(0). Pelo Teorema 2.3, podemos
garantir que estes planos transversos intersectam W?(0) e W*(0) em pontos ¢ e ¢~
respectivamente. Através destes pontos é que conseguimos acompanhar a evolugao

de W2(0) e WX(0).

A saber, uma solugao fundamental da equagao variacional é {11 (), w2 (t), 3 (t), ¥4 (t)},
onde

¢1(t) = 1 (O7 O,Ul<t), Ul(t)) onde Ul(t) — et |:(

V2

a — tanht)(1 + tanh¢)®
sech®t ’

V() = ((QF)(¢), (Q7)(t),0,0), onde Q(t) = —2(t) — 5 sinhtcosht + cotht,

V() = —— (0,0, 0s(t), in(t)) onde U2(t)26—0t|:

V2

(o + tanht)(1 — tanh ¢)*
sech®t ’

¢4(t) = 7<t> = (7;’ 7,0, 0)

As constantes do problema foram escolhidas de modo que

det(¢'(0),9%(0), ¥*(0),4%(0)) = 1
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Qr 7
=1.
(@) 7

Do teorema da variedade estavel, temos

i (0) € TL,W?, € T,W,
Ua(0) g T,W* & T,W,
¥s(0) € T,W* & T,W*,

P4(0) € T,WsNT,W".
A partir de agora podemos encontrar K,;, para posteriormente encontrarmos a

nossa funcao de Melnikov.

Recordemos que

Kij(t,6) = Q' (1), ., hy(y(2), 1 + &), ... ¥ (1)) exp (—/0 (V-f)(W(S))> ds

i-ésima coordenada

onde

0,

i=1 du;

V'f<u17u27u37u4) - (u17u27u37u4)
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flur, uz, ug, ug) = (U9, ug — 2uq (uf + u3), wa, uz — 2us(uf + uj) — 2cuy) .

Logo, V.f(uy, ug, us,ug) =040+ 0 — 2¢c = exp (— fOt(V.f

[ 0
283 2 2
—3e1uy — Uy + ———(3ui + u3) cos(wt) +
h(z,t,e) = w?+ 1 0
E1U3 — Eqliy + les uyuz cos(wt) + 24
AR R RCINEE T w? 41

Oh

hl(x,t) = 8—<Qf,t,0) = (O, —3’LL1,0, —Ug) = hl(’Y(t),t‘i—f) =

€1

h
hg(l’,t) = 8_€2<x7t70) = (07 _U’2707 —U4) = hQ(’Y(t)7t+§) =
_on B 2 ., 4
h3(x7t> - 853 (x7t70) - (07 w2 + 1<3u1 + U3> COS<Wt)7O> w2 +1

= o0+ = (0.5

(uyus) cos(wt), 0, ]

oh 4
ha(z,t) = 8_54(%7570) = (0; Pl 1

2r(t)?
wz( )1 cos(w(t +

= ha(y(t),t+ &) = (0,0,0,

Podemos agora calcular o valor de K;(t,&).
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4
w?+1

cos(w(t + €)),0,

J(1(s)) ds) = e

uyug cos(wt)

(u? + 3u3) cos(wt)

(0, —3r(t),0,0).

(0, —7(t),0,0).

o).

).

(X cos(wt)) =

(2 +3u§)cos(wt)> N



0( ) Egrggt% 8 fﬂgt; 1

—3r(t) (QF)(t FE) | gu

= 0 hu(t) 0 | € =0, ondek= T
0 0 kin(t) O

Analogamente, calculamos K15 = K3 = 0.

Ku(t,8) = Q1 (1), (1), ¥° (), ha(y(t),t + €)).€*" =

0 @)@ 0 ()
0 (@) 0 it
_ 0 0  ku(t) 0 |.e2%=
32( )1 cos(w(t +€)) 0 kio(t) 0
e @)(E) 0 ()
= 2O )| @) 0 D) | =
0 ]{J’Ug(t) 0

e*2r(t)? cos(w(t + &))e “w(t)

(Qr)(t) 7 (1) ’:
Pt) F (w2 4+ 1)V 20

~ 2esech?(t) cos(w(t + £)) (a + tanht)sech®t
a cV2a(w? + 1) (1 + tanht)®

2 (o + tanh t)sech ¢
_ ( T tanhe cos(w(t+§)).

C V2a(w? +1)

Da mesma forma calculamos:

Ky (t, &) = —3sech?t tanht,
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Ky(t, &) = sech®t tanh® t,

Kos(t, &) = sech’t tanh t cos(w(t + £)),

6
(w?+1)

Kou(t,§) = K31(1,§) = Kso(t, &) = Ks3(t,£) =0,

-2 (o — tanh t)sech®t9¢

K34(t>§) = c 2a<w2 + 1) (1-— tanht)o‘

cos(w(t + &)).

Vamos agora verificar que o nosso sistema possui uma perturbagao transversal.

Dado ¢ € Ree € RY £ #0, devem existirt E Rep,g€ Z, 1 <p<d,=2e
2=d,—dp+1<q<n-—d,=3tais que

4 4

D Kyt A0 e > Kyt §)e; # 0,

j=1 j=1
Como ¢; > 0 temos para p = ¢ = 2 que

4
Z KQj(t> é)gj 7é 0.
j=1

isto é, o sistema possui uma perturbacao transversal.

Dessa forma, se ap6s uma reordenacao tivermos det A(£) # 0, segue da demons-
tragao do Teorema 2.11 que basta mostrarmos

4
j=1

onde
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Ag;(§) = — /_Oo Ky;(t, ) dt.

Note que a fungao Ky é impar e como Koy = 0, temos

Azl(f) = A24(§) =0,

_ o) 1 2
Ay (€) = —/ sech?t tanh®t dt = —/ u? du = -3

oo 1
Com o auxilio do software matemaético calculamos

o

Ags(€) = —/ sech®t tanh ¢ cos(w(t + €)) dt = ———>.
oo cos (%)

Tw sin wé

Portanto, se tomarmos A(€) = [Ag] temos det A(€) # 0 e, logo, a condicio para
a existéncia de uma intersegao entre W?(0) e W*(0) se torna:

Twsenwé

Noa 2
ZAQj(f)&?j = 582 + —EES =0.
j=1 2

Portanto, valores de €5 e €3 que satisfacam a equacao acima acarretara em uma
dindmica cadtica para o movimento do péndulo.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Comecamos este estudo diante do questionamento sobre o que acontece com
um sistema nao-perturbado © = f(z), que contém uma oOrbita homoclinica, ao se
acrescentar uma perturbacao, periédica ou nao. Basicamente, quando (ou se) essa
perturbagao implicaria no inicio de uma dinamica cadtica. O interesse neste tipo
de problema se deve ao fato de que muitos sistemas fisicos podem ser modelados
deste jeito. Ao longo deste trabalho analisamos algumas ferramentas que comecam
a responder essa questao.

Estudamos o Método Classico de Melnikov (MM), para sistemas de dimensao dois
e perturbagao periddica em ¢; um método dado por [15], que nos permite aplicar
o método de Melnikov em um sistema, onde a func¢ao perturbadora, nao é neces-
sariamente periddica em ¢ e ainda uma generalizacao deste método cléssico para
dimensdes maiores, o método de Melnikov-Gruendler (MMG). Para cada método
estudado apresentamos uma aplicacao.

Quando trabalhamos com um S.H.P. onde f é uma hamiltoniana usamos o vetor
V H, o vetor gradiente de H, para encontrarmos e acompanharmos a evolugao das
variedades invariantes do sistema perturbado.

Pela demonstragao do Teorema 2.11, onde consideramos um S.H.P onde f nao é
necessariamente hamiltoniana, vimos que a utilizacao da equagao variacional
u(t) = Df(~(t))u(t) é fundamental para a demonstracao deste. Ela nos possibilita
definir ao longo de v(t), um conjunto de vetores, onde alguns deles sdo transversais a
v(t). Entao, definimos o plano gerado por estes vetores e com o auxilio do Teorema
2.3 podemos definir os pontos sobre as variedades invariantes do sistema perturbado.

Uma grande vantagem que encontramos em utilizar o MM e o MMG ¢é nos pos-
sibilitar a obtencao de resultados analiticos, enquanto que técnicas numeéricas nos
prendem a problemas de convergéncia e estabilidade dos seus integradores. Devemos
destacar que uma desvantagem do MM e do MMG é o aparecimento de calculos um
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pouco complicados, como por exemplo, encontrar uma parametrizagdo para a oOr-
bita homoclinica do sistema nao perturbado. Mas, mesmo diante desta dificuldade,
achamos que este estudo foi de grande importancia, de forma que pretendemos con-
tinuar a anéalise destes métodos em um futuro trabalho de doutoramento.
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