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Resumo

CRUZ VALDIVIA, Lizeth Gabriela, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, Fe-
vereiro de 2015. Categorificagao da representagao polinomial da algebra
de Weyl. Orientadora: Marinés Guerreiro.

Neste trabalho apresentamos uma categorificagao da algebra de Weyl, a partir
de um estudo introdutério da Teoria de Categorificagao Algébrica, que envolve
conceitos basicos de categorias e funtores, com o objetivo de construir os grupos
de Grothendieck. Fazemos também um estudo mais detalhado da categorificacao
de representacoes polinomiais da algebra de Weyl que sao realizadas por funtores

inducao e restrigao de categorias apropriadas.



Abstract

CRUZ VALDIVIA, Lizeth Gabriela, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, Fe-
bruary, 2015. Categorification of the representation polinomial oh the
algebra of Weyl. Adviser: Marinés Guerreiro.

In this dissertation we present a categorification of the Weyl algebra from an intro-
ductory study of the Theory of Algebraic Categorification involving basic concepts
of categories and functors, with the objective of constructing the Grothendieck
groups. We also present a detailed study of the categorification of the polyno-
mial representations of Weyl algebra which are done by induction and restriction

functors of appropriate categories.

vi



Introducao

O termo categorificagcao foi introduzido por Louis Crane em Clock and cate-
gory: 1is quantum gravity algebraic? [7], em 1995, e a ideia se originou no seu
trabalho anterior Four-dimensional topological quantum field theory, Hopf cate-
gories, and the canonical bases [6] publicado no Topology and Physics, em 1994.

A ideia de categorificacdo no estudo de um objeto é a de dota-lo de uma
estrutura mais complexa e que seja de utilidade no estudo do objeto original, dai
que o tipo de estrutura depende diretamente do objeto que esta sendo estudado.
Por outro lado, a ideia de decategorificacao, que as vezes pode ser considerada
como a ideia oposta a de categorificacao, é a de estudar um objeto algébrico
deixando de lado sua estrutura, ou seja, estudando s6 o objeto em sua esséncia.

Uma estrutura importante na Teoria de Categorificagao é o chamado grupo
de Grothendieck de uma categoria aditiva que é um grupo abeliano associado a
uma categoria aditiva por uma propriedade universal de funcoes aditivas.

Mais precisamente, seja C' uma categoria aditiva pequena com conjunto de
objetos Ob (C) e seja G um grupo abeliano. Uma func¢ao ¢ : Ob (C) — G é
dita aditiva se, para cada sequéncia exata 0 — L — M — N — 0 em C, a
relacdo ¢(M) = ¢(L) + ¢(N) é valida. Existe um grupo Go(C), chamado grupo
de Grothendieck de C, e uma fungao aditiva ¢ : Ob (C) — Go(C), conhecida
como fun¢ao universal, tal que, para cada fungao aditiva Ob (C) — G, existe
um dnico homomorfismo de grupos f : Go(C) — G tal que ¢ = f o .

Esta construgao foi primeiramente estudada por A. Grothendieck para cate-
gorias de feixes sobre esquemas coerentes e localmente livres ao provar o Teorema
de Riemann-Roch. O grupo G¢(C) é definido de modo tinico (a menos de isomor-
fismo) e pode ser apresentado por geradores [L], para cada L € Ob (C), e pelas
relagoes [L] — [N] — [M], para cada sequéncia exata 0 — L — M — N — 0.

Um resultado importante em Calculo de uma varidvel é a chamada regra
do produto, isto é, para dois polinomios (ou mais geralmente, duas fungoes)
f, g : R— R vale:

S0 = () g+ o)

Acontece que esta formula, intrinseca ao Célculo, tem muitas propriedades



algébricas interessantes. Se K[z| denota o anel de polinomios em uma indeter-
minada sobre um corpo K de caracteristica zero, a diferenciagao (na variavel z)
pode ser considerada como uma funcao 0 : K[z] — KJ[z] que é um endomor-
fismo K-linear de espacos vetoriais. Pode-se também definir outro endomorfismo
k-linear X por multiplicacdo a esquerda por z, isto é, X(f) = xf.

Considere a expressao (0 - X)f(x), que expandida nos da

(0-X)f(x) = Oz f(x)).

Aplicando a regra do produto, temos
(0 X)f(2) = 0(2) f(z) + 20 f(z) = f(z) + (X - ) f(a),
que implica, no anel dos endomorfismos k-lineares de K|[z], a igualdade
0-X=X-0+1,

onde 1 denota a funcao identidade. Esta é a relacao que define a primeira dlgebra
de Weyl, que pode ser vista como o anel dos operadores diferenciais sobre K[x]
com coeficientes polinomiais. Existem também algebras de Weyl de ordem maior
relacionadas aos anéis de polinomios em n indeterminadas.

As élgebras de Weyl ocorrem em muitos contextos, notavelmente como quo-
ciente de algebras envolventes universais de certas algebras de Lie de dimensao
finita (originadas a partir de grupos de Heisenberg), as quais estdo vinculadas a
Mecanica Quantica.

Para os propdsitos deste projeto, definimos a algebra de Weyl W como a
algebra associativa unitaria sobre Z com geradores X e 0 e relagao definidora
0X =X0+1.

Seja Ry = Q[z] o Q-espago vetorial gerado por z°, !, 2%, . ... Existe uma agao
natural de W sobre Rg dada por
X-z" = 2" paratodon=0,1,2,...,
9-2° = 0 e (1)
0-2" = na™ ', paratodon=1,2,...

Os subgrupos abelianos
R = spanz{z"/n'}>>, e R = spang{z"}>2,

de Rg sao W-submédulos de Rg. O médulo Ry ¢ importante por vérias razoes.
Em particular, é fiel e irredutivel e é o tnico (W ®z Q)-mddulo gerado por um
elemento (o elemento z° € Rg) anulado por 0.



Nosso objetivo neste trabalho é categorificar a acao da algebra de Weyl W
sobre os médulos R e R'. Para isto utilizaremos certos médulos sob a agao das
algebras nilcoxeter que sao generalizagoes das dlgebras de grupo simétrico S,
e calcularemos seus grupos de Grothendieck. A categorificacao procurada serd
entao realizada por funtores indugao e restrigdo de categorias apropriadas [10].

O trabalho esta dividido da seguinte maneira: no Capitulo 1, estabelecemos a
notacao e apresentamos conceitos e resultados preliminares sobre moédulos sobre
algebras associativas e da Teoria de Categorias, que sao a base de conhecimentos
para o desenvolvimento do tema principal.

No Capitulo 2, definimos operagoes binarias em categorias e estudamos suas
propriedades para depois descrever a construcao e algumas particularidades do
grupo de Grothendieck de uma categoria em relagao a uma operagao binaria.
Apresentamos também o grupo de Grothendieck em relagao ao coproduto binario,
chamado grupo de Gorthendieck cindido que é o grupo calculado na categori-
ficagao da algebra de Weyl.

No Capitulo 3, introduzimos a definicao e algumas propriedades da algebra
de Weyl, cuja categorificacao é o objetivo deste trabalho, e também da algebra
nilcoxeter que é uma das ferramentas principais para esta categorificacao.

Finalmente, no Capitulo 4, definimos a nocao de categorificacao fraca para
depois, fazendo uso dos conceitos vistos nos capitulos anteriores, categorificar
a algebra de Weyl. Primeiro apresentamos uma categorificacao ingénua para
posteriormente transformé-la numa categorificacao fraca e, por ultimo, justificar
o porque nao é possivel torna-la forte.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e notacoes que serao utilizadas
ao longo deste trabalho, principalmente a respeito de Mddulos sobre algebras
associativas e da Teoria de Categorias que sao a base para os temas dos capitulos
seguintes. As principais referéncias para as demonstragoes que sao omitidas sao
[4] [8] [9] e [15].

1.1 Mobdulos sobre algebras associativas

Nesta secao vamos rever algumas das principais propriedades de médulos so-
bre algebras associativas que serao utilizadas no processo de categorificacao da
algebra de Weyl, que é o principal objetivo deste trabalho. Nas secoes seguintes

introduzimos a Teoria de Categorificagao em um contexto mais geral.

1.1.1 Algebras associativas e seus modulos

Seja K um corpo arbitrario.

Definicao 1.1.1. Seja R um anel. Um R-mddulo a esquerda é um grupo abe-

liano M junto com uma fungdao

f i RxM — M
(r,a) +— r-a

tal que:
r-(a+b)=r-a+r-b, (r+s)-a=r-a+s-a e (rs)-a=r-(s-a)

Definicao 1.1.2. Seja M um R-mddulo. Um submodulo de M é um subgrupo
A de M tal que r-a € A, para todor € R e todo a € A.

4



1.1. MODULOS SOBRE ALGEBRAS ASSOCIATIVAS 5

Definicao 1.1.3. Seja R um anel comutativo. Uma R- algebra associativa
¢ um anel B que € também um R-mddulo e tal que a multiplicacao do anel é

R-bilinear, isto €,
a(ab) = (aa)b = a(ab), para todos a € R,a,b € B.

Dizemos que B é unitaria se ela contém um elemento 1 (denotado por 15 quando

existir chance de confusao) tal que
1b=b=>b1, para todo b € B.

Se B é comutativa (visto como um anel), dizemos que € uma R-algebra comu-

tativa.
Exemplo 1.1.4. Uma Z-dlgebra é o mesmo que um anel.

Neste trabalho, estaremos mais interessados no caso de &élgebras sobre um

corpo K.

Exemplo 1.1.5. Seja G um grupo. Definimos a dlgebra de grupo K|G| de
tal modo que, como um K-mdédulo, K[G] € o K-espago vetorial com base G e a

multiplicacao € dada por
(191)(2g2) = (1a2)(9192), para todos a1, a € K, g1, 92 € G,

estendida por linearidade para todos os elementos de K|G].

Exemplo 1.1.6. Se V ¢ um K-espago vetorial, entdo EndV € uma dlgebra,
considerando as operacoes usuais de adi¢ao e multiplicagao por escalar e definindo
a multiplicacao pela composi¢ao de endomorfismos. Esta € chamada a adlgebra

de endomorfismos de V.

Definicao 1.1.7. Um homomorfismo de dlgebras entre duas R-dlgebras as-
sociativas € um homomorfismo de anéis R-linear. No caso de um homomorfismo

Y de R-dlgebras associativas unitarias, também se exige que ¥(1) = 1.

Daqui até o restante desta secao, fixaremos uma K-algebra associativa unitaria
B.

Definicao 1.1.8. Uma representacao de B é um homomorfismo de K -dlgebras

unitarias B — End V', para algum K-modulo V.
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Defini¢ao 1.1.9. Um B-mddulo a esquerda (resp. a direita) é simplesmente
um B-mddulo a esquerda (resp. a direita) para o anel subjacente da estrutura de
dalgebra de B.

Observacgao 1.1.10. Um B-mddulo a esquerda M é também um K-modulo com
a a¢ao

am = (alg)m, para todos a € K,m € M,

(e similarmente para B-mddulos a direita).

Definicao 1.1.11. Um maodulo é simples se ele nao possui submaodulos proprios

nao-nulos.

Exemplo 1.1.12. O ddnico K-mddulo simples (a menos de isomorfismo) € o

espaco vetorial unidimensional K .

Suponha que M é um B-mdédulo simples e seja m um elemento nao-nulo
arbitrdrio de M. Entao Bm = {bm / b € B} é um submddulo nao-nulo de
M. Como M é simples, temos Bm = M. Portanto, M é gerado por qualquer

elemento nao-nulo. Agora, considere o homomorfismo de B-médulos

f B — M
b — b-m.

Note que f é sobrejetivo e assim, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo,
temos M = B/Ker f como B-médulos. Sendo M simples, Ker f é um ideal a
esquerda maximal de B. Desse modo, concluimos que todos os B-moédulos simples

sao isomorfos a quocientes de B por ideais maximais.

Definicao 1.1.13. Um B-mddulo € finitamente gerado se ele possui um con-

gunto gerador finito.

As nocgoes de representacoes de B e de B-mddulos a esquerda sao equivalentes
[8, Definition 10.17]. Usaremos algumas vezes esses termos como sinéonimos. Além
disso, quando escrevermos B-moédulo, sem especificar a esquerda ou a direita,

deve-se entender B-modulo a esquerda.

Definicao 1.1.14. Uma sequéncia exata curta de modulos é uma sequéncia

de homomorfismos de B-mddulos

01/10

My



1.1. MODULOS SOBRE ALGEBRAS ASSOCIATIVAS 7

tal que ITmv); = Kerq, para © = 0,1,2. Dizemos que a sequéncia cinde (e
que ela € uma sequéncia exata cindida) se uma das duas sequintes condi¢oes

equivalentes ocorrer:

(a) existe um homomorfismo de B-mddulos 1 : My — My tal que 1101 = idyy, ;

(b) existe um homomorfismo de B-médulos @y : M3 — My tal que ops = idyy,.

Neste caso, dizemos que My = My B Ms.

Definicao 1.1.15. Um B-mddulo P € projetivo se toda sequéncia exata curta
da forma
0—+M-—-N-—=-P—=0

(onde M e N sao B-mddulos) é uma sequéncia exata cindida.

Um B-moédulo P é projetivo se, e somente se, for um somando direto de um
modulo livre (em particular, médulos livres sao projetivos). Outra caracterizacao
dos médulos projetivos é a seguinte: o funtor Hom(M, —) da categoria dos B-
moédulos na a categoria dos grupos abelianos é sempre exato a esquerda (para
qualquer B-médulo M). Ele também é exato a direita (e portanto exato) se, e

somente se, M é projetivo [16, Theorem 6.2].

Definicao 1.1.16. Um submddulo N de um B-modulo M € supérfluo se, para
qualquer outro submodulo H de M, a igualdade N + H = M tmplica H = M.
Um epimorfismo supérfluo de B-maodulos é um epimorfismo p: M — N cujo

nicleo € um submddulo supérfluo de M.

Exemplo 1.1.17. O submddulo nulo é sempre supérfluo. Um B-moddulo nao-

nulo M nunca € supérfluo em si mesmo (tome H = 0 na defini¢ao de um mdodulo

supérfluo).

Definicao 1.1.18. Seja M um B-mddulo. Uma cobertura projetiva de M
¢ um modulo projetivo P, junto com um epimorfismo supérfluo P — M de B-

maodulos.

Quando existe, a cobertura projetiva associada a um epimorfismo supérfluo
de um dado médulo M ¢é dnica a menos de isomorfismo. Em geral, coberturas
projetivas (de médulos sobre anéis ou algebras arbitrarios) nao necessariamente

existem.
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Exemplo 1.1.19. Qualquer mddulo projetivo é uma cobertura projetiva de si

mesmo. Por exemplo, a cobertura projetiva de qualquer K-modulo V€ V.

Utilizaremos muitas vezes a no¢ao de um produto tensorial externo. Se A
e B sao ambas K —algebras associativas unitarias, M é um A-mdédulo e N é um

B-médulo, entdo M @ N é um (A ® B)-médulo via a acao
(a®b)(m®n)=(am)® (bn), para todos a € A,b € B;m € M,n € N,

estendida por linearidade.

Definicao 1.1.20. Um B-maodulo M é plano se o funtor M ®@p— leva sequéncias

exatas de B-modulos em sequéncias exatas de grupos abelianos.

1.1.2 Algebras de dimensao finita

Nesta secao, consideramos B uma K-algebra associativa unitéria de dimensao
finita (ou seja, uma K-algebra unitaria de dimensao finita como K-espago veto-
rial) e enunciamos algumas propriedades que sdo relevantes para este trabalho.

Assumimos também que todos os mdédulos sao finitamente gerados.

Proposicao 1.1.21. Seja B uma K-dlgebra associativa unitiria de dimensao

finita. Temos as sequintes propriedades:

(a) [3, Theorem 1.4.2] Todo B-mddulo & esquerda (resp. a direita) possui uma

cobertura projetiva.

(b) [I, Theorem 28.4] Todo B-mddulo plano d esquerda (resp. a direita) é

projetivo.

(c) [3l Proposition 1.3.1] A dlgebra B possui um nimero finito de mddulos sim-

ples nao-isomorfos.

(d) [3 Corollary 1.4.5] As coberturas projetivas dos mddulos simples (ndo-isomorfos)
fornecem uma lista completa de B-maddulos projetivos indecomponiveis nao-

isomorfos.

Observacgao 1.1.22. [I], Proposition 19.16] Como mddulos projetivos sao sempre

planos, as nocoes de B-maddulos planos e B-maodulos projetivos sao equivalentes.
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Lema 1.1.23. Seja V' um B-mddulo simples com cobertura projetiva P. Entdo,

para qualquer B-mdodulo simples W, temos um isomorfismo de K-mddulos

Endg(V), se W=V

0, caso contrdrio

Homp(P,W) = Hompg(V,W) = {

onde W =V refere-se a isomorfismo de B-maodulos.

Definicao 1.1.24. Uma dlgebra associativa B € chamada simples se ela nao

possui ideais (bilaterais) prdprios nao-triviais.

Observacao 1.1.25. Note que se B € uma dlgebra associativa unitdria nao-nula,

entao a sequnda condi¢ao da defini¢cao é automaticamente satisfeita.

Exemplo 1.1.26. A dlgebra das matrizes n x n (n > 1) com entradas em K €

uma K-dlgebra simples.

Definicao 1.1.27. Uma dlgebra associativa unitdria de dimensao finita € semis-
simples se ela é isomorfa a um produto cartesiano de subdlgebras simples. Um
modulo sobre uma dlgebra associativa € semissimples se ele € isomorfo a uma

soma direta de submodulos simples.

Lema 1.1.28 (Teorema de Maschke). Sejam G um grupo finito e K um corpo

cuja caracteristica nao divida a ordem de G. Entdo a dlgebra de grupo K[G] é

semissimples.

Proposicao 1.1.29. [2 Théoreme VI.7.1] Suponha que B é uma algebra associ-

ativa unitaria semissimples de dimensao finita. Entao:
(a) Todos os B-médulos sdo semissimples.

(b) Todos os B-mdédulos nao nulos sao projetivos. Em particular, todo B-

modulo é a sua prépria cobertura projetiva.

1.2 Categorias

Definicao 1.2.1. Uma categoria C é uma classe de objetos junto com:
1. uma classe de conjuntos disjuntos, denotados por Hom(a,b), para cada par
de objetos a,b em C;

2. para cada tripla (a,b,c) de objetos de C, uma fung¢do

Hom(b,c) x Hom(a,b) — Hom(a,c)
(9. f) — gof
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que satisfaz os axiomas:

(i) Se f:a—0b,g:b—ceh:c—d sio morfismos de C, entdo
ho(gof)=(hog)of.

(ii)Para cada objeto b de C existe um morfismo idy : b — b tal que, para todos

fra—beg:b—c, temos
idyo f=f e goidy, =g.

Definicao 1.2.2. Um morfismo f : ¢ — d em uma categoria C € uma tsomor-
fismo se existe um morfismo g :d — c tal que fog=1idy e go f=1id..

Dizemos que ¢ e d sdo tsomorfos se existe uma isomorfismo de ¢ em d.
Exemplo 1.2.3. A categoria Set
e Objetos: Todos os conjuntos.

e Morfismos: Hom(a,b) € o conjunto de todas as fungdes de conjuntos de a

em b.
Exemplo 1.2.4. A categoria G
o Objetos: Todos os grupos.

e Morfismos: Hom(a,b) € o conjunto de todos os homomorfismos de grupos

de a em b.
Exemplo 1.2.5. Seja B uma dlgebra. A categoria B-mod, € tal que
o Objetos: Todos os B-modulos finitamente gerados.

e Morfismos: Hom(a,b) é o conjunto de todos os homomorfismos de B-

molulos de a em b.

Exemplo 1.2.6. Seja C uma categoria. A categoria oposta de C,denotada por

C?, ¢ tal que:
e Objetos de CP: Objetos em C

e Morfismos: fP:c — ¢, com ¢ e d objetos em CP, para cada f:c—

morfismo em C.

e A composicao é dada por fP o g% = (go f)°.
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Exemplo 1.2.7. Seja C uma categoria. A categoria de morfismos de C,

denotada por C™, € tal que:
e Objetos de C—: Morfismos em C
o Morfismos em C: Hom(f, ') = {(3,) / 9.4/ €ObC) ¢ fog =g o f}.
e Para cada f:a — b morfismo em C, idy = (id,, idy) em C™.
e A composicao € dada por (f, f')o(g,9")=(fog, [ o).

Definicao 1.2.8. Sejam C e D duas categorias. Dizemos que D é uma subca-

tegoria de C se:
e ObD C Ob (.

e Mor D C Mor C.

Para cada a € Ob D, temos id, € Mor D.

Para cada f,qg par componivel de morfismos em D, temos go f € Mor D.

o A composicao em D ¢ dada pela composicao em C.

Além disso, se Homp(a,b) = Home(a,b), para todos a,b € Ob D, entao D é

uma subcategoria plena de C.

Exemplo 1.2.9. A categoria Ring de todos os anéis, é uma subcategoria da

categoria dos grupos abelianos Ab, pois
e Ob Ring C Ob Ab.
e Mor Ring C Mor Ab.
e Para cada a € Ob Ring, temos id, € Mor Ring.
e go f € Mor Ring, para todos f,g € Mor Ring.
o A composicao em Ring e em Ab é a mesma.

Mas,como a inclusio Hompipg(a,b) C Homyay(a,b) € propria, Ring ndo € uma

subcategoria plena de Ab.
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Exemplo 1.2.10. A categoria B — pmod, de todos os B-maodulos projetivos fi-
nitamente gerados é uma subcategoria plena da categoria B — mod de todos os

B-mdédulos finitamente gerados.

Definicao 1.2.11. Uma categoria C é pequena se ambos Ob C e Mor C sao

conjuntos.

Definicao 1.2.12. Uma categoria D é uma subcategoria esqueleto ou esque-

leto da categoria C se:
e D ¢é uma subcategoria plena de C.
e Cada objeto de C € isomorfo a um objeto de D.

e Dois objetos diferentes em D nao sao isomorfos.

Definicao 1.2.13. Uma categoria é essencialmente pequena se tem esqueleto

pequeno.

1.2.1 Produto e coproduto

Defini¢ao 1.2.14. Um produto da familia {a; / i € I} de objetos de uma

categoria C é um objeto de C, denotado por Hai, junto com uma familia de
iel
morfismos {m; : p — a; / i € I}, tais que, para cada objeto b de C e cada familia
de morfismos em C {@; : b — a; /i € I}, existe um tinico morfismo ¢ : b — H a;
icl
tal que m; 0 ¢ = p;, para cada i € I, ou seja, o diagrama abaizo comuta.

s
| | a; —>Qa;
el . o
N i
LN
N

b

Defini¢ao 1.2.15. Um coproduto da familia {a; / i € I} de objetos de uma
categoria C é um objeto de C, denotado por H a;, junto com {t; :a; — s /i € I},
iel
familia de morfismos, tais que, para cada objeto b e cada familia de morfismos
{; 1a; = b /i€ 1}, existe um inico morfismo 1 : Hai — b tal que o 1; = 1y,
iel
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para cada vt € I, ou seja, o diagrama abaixo comuta.

L
(ZZ'—>H(ZZ'
i

Vi
L

b

Teorema 1.2.16. [9, Theorem 1.7.3] Se (p,{m}) e (¢, {¢i}) sdo dois produtos
(respectivamente, coprodutos) da familia {a; /i € I} de objetos em uma categoria

C, entao p e q sao isomorfos.

Lema 1.2.17. [13| Lemma 1.3.6] Seja C uma categoria e a,b,c € Ob C.
(1) Se a]]b existe, entao a][[b=0b]]a.
(1)) Se a]]b, b]]c, a[[(b]]c) e (a]]b)]]c existem, entao

al[(b]T¢) = (a]]0) [Te

Definicao 1.2.18. Um objeto i em uma categoria C € dito inictal se, para cada
objeto ¢ em C, existe um, e so um, morfismo i — c .

Um objeto t de C ¢ dito final se, para cada objeto ¢ em C, existe um, e sé um,
morfismo ¢ — t.

Um objeto de C que € inicial e final é chamado objeto zero.

Teorema 1.2.19. [9, Theorem 1.7.10] Quaisquer dois objetos iniciais (finais) em

uma categoria C $ao isomorfos.

Lema 1.2.20. [13, Lemma 1.3.4] Se t é um objeto final em uma categoria C,

entdo a[[c = a, para cada a € Ob C.

1.2.2 Funtores e transformacgoes naturais

Definicao 1.2.21. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante
T :C — D € um par de funcoes, ambas denotadas porT', a saber:

(1) uma funcao que associa a cada objeto ¢ em C um objeto T'(c) em D e

(i1) uma funcao que associa a cada morfismo f:a — b em C um morfismo
T(f):T(a) = T(b) em D, conforme ilustrado no diagrama
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tais que:
e T'(id.) = idp(), para cada morfismo id, em C,

e T'(go f) =T(g) oT(f), para cada par de morfismos f,g de C, quando a

composta estiver definida.

O grafico abaizo ilustra a composi¢cao dos morfismos imagens via o funtor cova-

riante T'.

Exemplo 1.2.22. Seja a um objeto fixo em uma categoria C. O funtor covari-
ante hg, chamado funtor covariante Hom, da categoria C na categoria Set dos
conguntos, associa a cada objeto ¢ de C o conjunto h,(c) = Home(a,c) de todos
0s morfismos de a em ¢ na categoria C.

Para cada objeto ¢ em C, se f : ¢ — ¢ é um morfismo em C, entdo h, € a fungdo
de conjuntos

ho(f): Home(a,¢) — Home(a,c)
k — fok

ilustrada pelo diagrama a sequir.

N N lf
(ha(F)(k)=Fok “ ¥,

c

Definigao 1.2.23. Sejam C e D duas categorias. Um funtor contravariante
S de C em D, denotado por S : C — D, é um par de funcoes ambas denotadas
por S, a saber:

(1) uma funcao que associa a cada objeto ¢ em C um objeto S(c) em D e

(i1) uma funcdo de morfismos que associa a cada morfismo f :a — b em D
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um morfismo S(f) : S(b) — S(a) (veja o diagrama)

a
d
b

—55(a)

]sm
(b)

— - 9

S
tais que:
o S(id.) = idg(), para cada morfismo id, em C,

e S(go f) = S(f)oS(g), para cada par de morfismos f,g de C, quando a

composta estiver definida, conforme o diagrama.

S(gof)

Exemplo 1.2.24. Seja b um objeto fixo na categoria C. O funtor contravariante
h®, chamado funtor contravariante Hom, da categoria C na categoria S dos con-
juntos associa a cada objeto ¢ de C o conjunto h®(c) = Home(c,b) de todos os

morfismos de ¢ em b na categoria C.

Para cada objeto ¢ em C, s e g:c— ¢ € um morfismo em C h® € a funcio de

conjuntos

h'(g) : Home(c,b) —  Home(c,b)
f —  fog

tlustrada pelo diagrama a sequir.

Definicao 1.2.25. Sejam C, D duas categorias. Definimos a categoria pro-
duto de C e D, denotada C X D, por:

(i) os objetos em C x D sdo todos os pares (¢,d), com ¢ € Ob C ed € Ob D;
(ii) um morfismo entre dois objetos (a,b) e (¢,d) em C x D é um par (f,g) de
morfismos, tais que f :a —> ceg:b— d.
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Para (f,g) : (a,b) — (¢, d) e (k,h) : (¢,d) — (a’,b") morfismos em C x D a

composicao € dada por:

(k,h) o (f,9) = (ko f.hog).
Definicao 1.2.26. Sejam C, D e &€ categorias. Um bifuntor é um funtor

F : CxD — &
(a,b) +—— F(a,b), para todo (a,b) € Ob C x D
(fr9) — F(f,9), para todo (f,g) € Mor C x D.

Definigao 1.2.27. Sejam C e D duas categorias. Um funtor F': C — D induz
uma fungao F.. : Home(c,d') = Homp(F(c), F(c)), para quaisquer ¢,c’ € C.
(i) Se F, . € injetiva, dizemos que F' é completo.

(i1) Se F. . € sobrejetora, dizemos que F ¢ fiel.

(111) Um funtor que é completo e fiel é dito completamente fiel.

Definicao 1.2.28. Sejam C e D duas categorias. Um funtor F : C — D reflete

isomorfismo se F(c) = F(c') implica ¢ = ¢, para cada ¢,d € ObC.

Definicao 1.2.29. Sejam C e D duas categorias eT : C — D, S : C — D
funtores covariantes. Uma transformagao natural o : S — T' € uma fungao
que associa a cada objeto ¢ de C um morfismo o, : S(c) — T(c) de D de tal
forma que, para cada morfismo f : ¢ — ¢ de C, o diagrama a sequir em D €

comutativo.

Definicao 1.2.30. Uma transformacao natural 5 : S — T, de funtores
contravariantes T': C — D e S : C — D, é uma fun¢dao que associa a cada
objeto ¢ de C um morfismo B, : S(c) — T(c) de D de tal forma que, para cada

morfismo g : ¢ — ¢ de C, o diagrama em D é comutativo.

Se B, € um isomorfismo, para cada ¢ em C, entdo [ é dito um tsomorfismo

natural.
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Definigao 1.2.31. Seja T um funtor covariante de C em Set. Dizemos que T €

representdvel se existe um objeto a em C e um isomorfismo natural
a:hy — T,
tlustrado pelo diagrama a sequir:

he(c) = Home(a, ¢) —=<=T(c)
ha(f)j lT(f)
ho(¢) = Home(a, ) —<=T(c)
Analogamente, um funtor contravariante S : C — Set ¢é representdvel se

existe um objeto b de C e um isomorfismo natural B : h® — S.

Seja (a, @) uma representagao de um funtor covariante 7' : C — Set.

Definimos a categoria Cr cujos objetos s@o os pares (¢, s), com ¢ objeto em C
es€T(c)= Home(a,c).

Um morfismo em Cr de (¢,s) em (d,r) é um morfismo f : ¢ — d em C tal
que T(f)(s) =r € T(d) = Home(a,d).

Um objeto inicial na categoria Cr é dito um elemento inicial do funtor 7.

Teorema 1.2.32. [9, Theorem X.1.6] Seja T : C — S um funtor covariante.
Existe uma correspondéncia biunivoca entre X, a classe de todas as representacoes

de T, e a classe Y, de todos os elementos iniciais de T', dada por:

o (a,a) — (a, aq(idy)).

1.2.3 Funtor adjunto

Sejam S : C — D e T : D — C funtores covariantes. Na categoria produto

C x D definimos o funtor
CxD — S
(¢,d) —— Homp(S(c),d)
(f.9) —— Homp(S(f),9)

que é contravariante na primeira variavel e covariante na segunda. Denotaremos

este funtor por Homp(S(—), —).
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Analogamente, definimos o funtor

Home(—,T(=)): CxD — S
(¢,d) —— Home(c,T(d))
(f,9) = Home(f,T(g)).

Definicao 1.2.33. Sejam S : C — D e T : D — C funtores covariantes.
Dizemos que S € adjunto a esquerda de T, T é adjunto a direita de

S ou (S,T) é um par adjunto, se existe um isomorfismo natural do funtor
Homp(S(—),—) no funtor Home(—,T(—)).

HomD(S( ), )%Homc(C,T(d))
Homop(S l lHomc(ﬁT(g))
HomD(S( "), d') ——= Home(d, T(d))

(l//

com f:c—> ¢ morfismo em C e g:d— d morfismo em D.

Exemplo 1.2.34. Seja x um conjunto fixo, definimos o funtor

T : Set — Set
a +— xIXa

[ (s, )

O funtor T' é adjunto a esquerda do funtor covariante Hom, ou seja, o sequinte

diagrama comuta

Homge(z x ¢,d) fed Homgei(c, Homge(,d))
HomSet((idJCVf)vg)L lHomSet(f7hw(g))

Homge(x X ¢, d') —— Homge (¢, Homge(x,d'))

Ol//

para cada c,d par de objetos em Set, com a.q dado por

acq(k)
X e d—- Homge(x,d)

para cada k € Homge(x X ¢, d).

Proposigao 1.2.35. [9, Proposition X.2.2] Um funtor T : D — C tem adjunto
a esquerda se, e somente se, para cada objeto ¢ de C o funtor Home(c,T(—)),de

D em C, ¢ representavel.
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Demonstracao. Se S : C — D é adjunto a esquerda de T', entao existe, para

cada objeto ¢ em C e cada objeto d em D, uma bijegao
aeq : Homp(S(c),d) — Home(c, T'(d)).

Assim, para um ¢ € Ob C fixo, (5(¢),a._) é uma representacao do funtor
Home(c,T(—)). Reciprocamente, se, para cada objeto ¢ de C existe um objeto a,
em D que representa o funtor Home(c, T(—)), entao existe um funtor covariante

S :C — D tal que S(c) = a, e um isomorfismo natural de funtores
Homp(S(—),—) — Home(—,T(—)).

Logo o funtor S é adjunto a esquerda de T'. O]

Corolario 1.2.36. [9 Corollary X.2.4] Quaisquer dois funtores covariantes ad-

juntos a esquerda de T : D — C sdao naturalmente isomorfos.

1.3 Categorias aditivas

Agora definiremos categorias aditivas que serao de utilidade para definirmos

o grupo de Grothendieck cindido que serd estudado na Secao 2.3.

Definicao 1.3.1. Uma categoria C € dita preaditiva ou Ab categoria se, para
cada par de objetos a,b em C, o conjunto Home(a,b) é um grupo abeliano com
relacdo a adi¢do e a composicao de morfismos € distributiva em relacdo a adigao,
isto €, se f, f" € Home(a,b) e g,g' € Home(b, ¢), temos

(g+g)of=(gof)+(dof) e go(f+f)=1(g0f)+ (g of)

Definicao 1.3.2. Seja C uma categoria, Dizemos que C é aditiva se:
(1) C € uma categoria preaditiva.

(i1) A categoria C tem objeto zero.

(111) Para quaisquer a,b € Ob C, existem a[[b e a]]b.

Exemplo 1.3.3. As categorias Ab, Vectk, de todos os espacos vetoriais sobre o
corpo K, e R — mod, de todos os R-maodulos para um anel firo R, sao categorias

aditivas.

Definicao 1.3.4. Sejam C uma categoria com objeto zero, a,b € Ob C. Um

objeto em C é um biproduto de a e b, denotado a B b, se existem:
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(i) morfismos m, : aBb —> a em, : adb —> b, tais que a®b € produto de a e b;
(11) morfismos tq:a —> a @b e, :b—> a®b, tais que a B b € coproduto de a

ebe
Tgq O lg = ida, Tp Ol = idb, Tp O lg = Oab € TqOlp = Oba-

As vezes denotaremos o biproduto de a e b como (a ® b, Ty, Ty, La, Lp)-

Proposicao 1.3.5. [13| Proposition 2.2.8] Seja C uma categoria aditiva. Entao:
(i) produtos e coprodutos finitos sao isomorfos e sao biprodutos.

(i1) Para quaisquer a,b € Ob C, o biproduto de a e b satisfaz
Lg © Tp + Lp © Tp = Tdgap.
Demonstragao. Seja a]]b o coproduto binédrio dos objetos a,b em C e fixemos

LaZCL—>(IHb e Lb:b—>aHb

os morfismos da definigao de coproduto binario. Logo existem morfismos unicos

m, € m, tais que os seguintes diagramas comutam.

a b
idg A Oba Oab A idg
| Ta | Uy
| |
a b

>allb< a—>al[b<s—10

Sejam ¢ € Ob Ae f, : ¢ = a, f, : ¢ = d morfismos arbitrarios. Entao o

morfismo
f=taofatwofy

faz o seguinte diagrama comutar

De fato:
7"-aof - 7"—ao(LaOfa—i_bbofb>
71-aol/aOfa—i_ﬂ-aobbofb

= idaofa+0abofb:faa
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mof = mo(tao fotibo fp)
= Mp0LaO fatmotofp
= Opg 0 fo+idyo fr = f.

Agora suponha que exista ' : ¢ — a ][ b satisfazendo f, = m,of" e fi, = mo f’,
entdo f = 1,0 fa+ o fy=ts0(mgo ')+ o (mo f'), logo, como A é aditiva,
f=(taoma+tp0om)f'. Da definicdo de coproduto, ¢4, 7,4, tp € T sd0 Unicos, logo
também o é u = 1, 0 T, + 1 0 T, €, como id, 1, também faz o seguinte diagrama

comutar,

al]b

N

=a]]b~;

ou seja, u = idgqqp. assim, f = f'. Dai, a[[b é produto de a e b e, portanto,

coproduto binario. O

Definicao 1.3.6. Seja C uma categoria aditiva e a,b € Ob C. Fizamos o bipro-
duto (a®a, tg, L, T, 7). O morfismo diagonal A, : a — a®a e o morfismo
codiagonal V, : a & a — a sao definidos como os unicos morfismos tais que

0s sequintes diagramas comutam.

e

a<—a€9a—>a a—>a€aa<—a

Definicao 1.3.7. Sejam C uma categoria aditiva, a,b,c,d € Ob C e considere os
biprodutos (a @ ¢, Tq, Tey La, te) € (bD d, Ty, Ta, Ly, ta). O morfismo biproduto de
fia—beg:c—>d € o unico morfismo f@dg:a®c— bDd que satisfaz

Wbo(f@g)oLa:f, ﬂ-do(f@g)ol’(::g)
mo(f®g)ote=0, e mo(f®g)oty=044

Um tal morfismo existe e podemos tomar f @ g= 1,0 fomg+1q0goTe..

Com a teoria exposta neste capitulo, podemos agora abordar os temas prin-

cipais deste trabalho nos capitulos seguintes.



Capitulo 2
O grupo de Grothendieck

Neste capitulo veremos a construcao e algumas propriedades do grupo de
Grothendieck, que é uma das ferramentas principais dos processos de categori-
ficagao e decategorificagao algébricas e estda fortemente relacionado com a operagao
bindria em relacao a qual é definido. As principais referéncias sao [13],[14] e [19].

Em particular, no final da segunda secao exemplificamos com todos os detalhes

o calculo do grupo de Grothendieck da categoria FinSet.

2.1 Operacoes binarias em categorias
Seja C uma categoria nao vazia. Uma operagao binaria * em C é um bifuntor

x : CxC — C
(a,b) > axb, paratodosa,beObC(C e
(f,g) — f=*g, paratodos f,g€ Mor C.

Vamos escrever, as vezes, *(a, b) e x(f, g) para denotar axb e f*g como imagens

via o bifuntor *. O seguinte resultado segue direto da definicao de funtor.

Lema 2.1.1. [I3, Lemma 2.1.2] Seja x uma operagdao bindria em uma categoria
C. Entao:

(i) Para quaisquer objetos a,b em C, id, * idy = idgup.

(ii) Se, para quaisquer f, g, f',g" em Mor C, (g, ) e (¢', ') sao pares componiveis,

entao
(gof)* (g of)=(gxg)o(f*[)

Demonstragao. (i) Sejam a,b € Ob C. Temos
ida * Zdb = *(ida, Zdb) = id*(a’b) = ida*b

22
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(i) Sejam f, g, f', g em Mor C tais que (g, f) e (¢, f') sdo pares componiveis.

Entao

(gof)x(gof)=x*(gof,gdof)=*((g,9)o(f, ) =(g%g)o(f*[).

Lema 2.1.2. [I3| Lemma 2.1.3] Seja C uma categoria e * uma opera¢do bindria

em C. Entao x induz uma operacao bindria x em C~ tal que o funtor

F : C — C
a — 1id,

fo— ()

preserva a operacao bindria. FEste funtor é completamente fiel e refiete isomor-

fismo.

Demonstracao. Sejam a,b € ObC e f,g € MorC. Temos:
F(a*b) =idgp =id, xidy, = F(a) x F(b) e

F(f+g)=(f*g,fxg)=(ff)*(g,9) = F(f)* F(g).

Dai F' preserva a operacao binaria.

Sabemos que F' induz, para cada a,b € Ob C, a func¢ao injetora

Fyp : Home(a,b) — Home—(id,, idp)
/ — (f, f)

Seja (f,g) € Home—(id,, idy), ou seja, id, o f = g o idy, logo f = g. Logo
Home(idg,idy) = {(f, f), f € Mor C}

e dai F};, é bijetora, para a,b € Ob C. Assim, F' é completamente fiel.
Agora suponhamos id, = id, ou seja, temos isomorfismos f,g € MorC tais
que id, = foidyog, isto é, f = g ' :b — a, dai a = b. Logo F reflete

isomorfismo. O

Lema 2.1.3. [I3, Lemma 2.1.5] Se % € uma operagao bindria na categoria C,

entao:



2.1. OPERACOES BINARIAS EM CATEGORIAS 24

1. Para quaisquer objetos a,b,c,d € Ob C,
a=bec=2d=axc=bxd.
2. Para quaisquer f,q, f',¢q" € Mor C,
f2feg=g = frg=fxg.

Demonstracao. 1. Sejam a,b,c,d € Ob C tais que a 2 b e ¢ = d, ou seja, existem
f:a—0beg:c— disomorfismos em C. Temos f*xg:axc — bxde
definimos (f * g)~! = f~t % g~!. Dai

(fxg)o(fT g )= (fofT)x(gog™) =idyids = idpsa.

(f_l*g_l)O(f*g):(f_lof)*(g_log):ida*idc:ida*c,

Assim, f * g é um isomorfismo. Logo a * ¢ = b« d.
2. Sejam f,qg,f',g € Mor C tais que f = f'eg = ¢, ou seja, existem

k, k' r,r" isomorfismos em C tais que:
f=Kof ok e g=1r'og or.

Assim, fxg= (K'of ok)x(r'og'or)= (K'xr")o(f'xg')o(k*r)com k'*xr’" e kxr
isomorfismos em C. Logo fxg = f' x4’
O

Propriedades: Seja * uma operacao binaria na categoria C.
(i) Dizemos que * é associativa em C se (a % b) x ¢ = a * (b * ¢), para todos
a,b,ce ObC e (f*g)*xh= fx(gx*h), para todos f,g,h € Mor C.
(i) Dizemos que * tem identidade se, para algum e € Ob C, temos, para todo
a€O0OblC,exa=Zaxe=a e id.*x [ = f= fxid,, para todo f € Mor C.
(ii1) Dizemos que * é comutativa em C se a x b = b x a, para todos a,b € Ob C,

e fxg=gxf, paratodos f,g € Mor C.

Definicao 2.1.4. Denotamos a classe das classes de isomorfismos dos objetos de
C por 5°(C), isto é:

sio(c) = €
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Se * ¢ uma operagao bindria em C, define-se uma operagao bindria em S*°(C)
por
[a] * [b] := [a * b].

Lema 2.1.5. [I3, Lemma 2.1.9] Seja x uma operagdo bindria em uma categoria

C e x a operacao bindria em C~ induzida por x em C. Entao a funcao

fro (87%0(C) %) — (5%(C7),%)
[a] o [id]

preserva a operacao bindria.

Demonstragdo. Para cada [a] em S™°(C) e F o funtor do Lema [2.1.2] temos

f(ld]) = [ido] = [F(a)].

Esta funcao estd bem definida, pois F' reflete isomorfismo.

Sejam [al, [b] € (S"°(C), x). Como F preserva a opera¢ao bindria, temos

f(a]«[l) = f(la*b]) = [idaw] = [F(a*b)] = [F(a) * F(D)]

Assim, a funcao f preserva a operacao bindria. O

Lema 2.1.6. [13, Lemma 2.1.10] Seja * uma opera¢ao bindria em uma categoria
essencialmente pequena C. Se x € associativa, tem identidade e é comutativa,

entdo (S*°(C),*) e (S*°(C™),*) sao mondides comutativos.

Demonstragdo. Sejam [a], [b], [c] € S*°(C) e [f],[g],[h] € S”O(Cﬁ). Como * é
associativa, entdo (a*b) xc Z ax*x (bxc)e (f*xg)*xh = fx(gxh), ou seja,
[(@x ) xc] = [ax(bxc)e [(f*xg)xhl =I[f*(gx h)] Logo, para todos
[a], [b], [c] € 5™°(C),

([a]  [b]) * [] = [axb] *[c] = [(a xb) ¥ c] = [ax (bxc)] = [a] x [b+ ] = [a] * ([b] * [¢])

e, para todos [f], [g], [h] € S*°(C™),

([F1[gl) #[h] = [Fgl*[h] = [(fxg)xh] = [f*(gxh)] = [f]x[gxh] = [f]*([g] % [h]).
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Dai (S%°(C),*) e (S*°(C™), *) sao semigrupos.
Se % tem identidade, temos e € Ob C tal que
exa=a=Zaxe e idexf=2f=fxid,
ou seja, para todo [a] € S"°(C) e todo [f] € S*(C™),
lexa]=[a] =[axe] e [lidexf]=[f]=[fxide],

Logo [e] é a identidade em (S%°(C), %) e [id.] é a identidade em (S™°(C™), *).
Dai, (S%°(C), *) e (S*°(C™), *) sao mondides.

Finalmente, se * também é comutativa em C, entao a x b = b *x a, para todos
a,b e Ob C, e fxg= gxf, paratodos f,g € Mor C, ou seja, [a*xb] = [b*al, para
todos [a], [b] € (5*°(C),*) e [f *g] = [g* f], para todos [f],[g] € (S™(C),*).
Logo, para todos [a], [b] € (S*°(C), *)

[a] % [b] = [a + b] = [b* a] = [b] * [q]
e, para todos [f], [g] € (S*°(C), %)
[f1*[g] = [f =g = [g* f] = [g] = [f].

Dai (S%°(C),*) e (S*°(C™), *) sao monoides comutativos. O

Definigao 2.1.7. O grupo abeliano livre gerado por S*°(C) é denotado por G**°(C)

e

G*(C) = {Zmi[ai] / neN"m; €Z, |a;] € SiSO(C)} .

2.2 O grupo de Grothendieck

Seja C uma categoria essencialmente pequena e x uma operacao bindria em

C. Considere N(C) o subgrupo normal de G**°(C) gerado por

{la*xb] — [a] = [b] /a,b € Ob C}.
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Definigcao 2.2.1. O grupo de Grothendieck de C em relagio a % € o grupo

quociente ’
sto (C)

Lema 2.2.2. [I3, Lemma 2.1.15] Se % tem identidade em C, entdo [e] = 0 em
GO(Ca *)

Demonstracao. Temos

Assim, [e] € N(C), ou seja, [e] =0 em Gy(C, *). O

Lema 2.2.3. [13] Lemma 2.1.16] Seja * uma operagdo bindria associativa em
uma categoria essencialmente pequena C. Entdo em Go(C, x) temos:

(i) cada elemento pode ser escrito, para alguns a,b € Ob C, na forma
[a] + N(C) — [b] + N(C) = (la] — [b]) + N(C).

(i1) [a]+ N (C) = [b]+ N(C) se, e somente se axc = bxc, para algum ¢ € Ob C.

Demonstracao. (i) Seja x + N(C) € Go(C,*). Como Go(C,*) é comutativo em

relacao a adigao « + N(C) pode ser escrito como

z+ N(C) = (Z ailag] — Zﬁj[@]) + N(C),

com m,n, € Ny e oy, 8; € Z,, para todos ¢, j.
Assim, como em Go(C, %), [a*b] — [a] — [b] + N(C) = N(C), entao
l[a*b]+ N(C) = [a] + [b] + N(C) e dai

2+ NC) = (byan] + o [an] = b = = [76]) + N(C)
2+ N(C) = ([ #521 aj) = [y 472, bi]) + N(O).
ou seja,

T+ N(C) = {[#1 %72y a)] + N(C)} — {[¥iy /2, b] + N(C)}
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(i) Se [a] + N(C) = [b] + N(C), entao [a] — [b] € N(C) <« G*°(C) e, como G*°(C)

¢ comutativo em relacao a adig¢ao, temos

n m

[a] =[] = Y (s w] =[] = lwal) = Y ([wi * 2] = [wi] = []),

i=1 j=1

para alguns [z;], [vi], [wi], [z:] € G**°(C) e alguns n,m € N,. Assim,

m m

[a] + ) wi 2] + Z([Ii] +[vi]) = [b] + Z[x eyl + ) ([w] + [=]).

J=1

Como as classes por isomorfismo de C sao uma base de G**°(C), os termos de
S%°(C) na esquerda sao permutagoes dos termos de S*°(C) na direita. Assim,
axc=0bxccom

c= (% (%)) * (*T:l(wj * 2j)).

Sejam a,b,c € Ob C tais que a * ¢ = b c. Entao, em Gg(C, %),

laxc]+N(C) = [bxc+N(C)
= [a]+ ][]+ N(C) = [b]+ [c]+ N(C)
Logo, [a] + N(C) = [b] + N(C). O

Lema 2.2.4. Seja (M, *) um semigrupo comutativo. Entdo a relagdo definida
por (z,y) ~ (u,v) se, e somente se, xxv*t =uxyxt, para algum t € M, é uma

relacao de equivaléncia em M x M

Demonstragao. Sejam (x,y), (a,b), (u,v) € M x M. Temos

(i) (z,y) ~ (z,y), pois xxy *t = x xy x L, para todo t € M. Logo ~ é reflexiva.
(ii) Se (z,y) ~ (a,b), entdo xxbxt = axyxt, para algum ¢t € M, logo (a,b) ~ (z,y).
Dai ~ ¢é simétrica

(#ii) Se (z,y) ~ (a,b) e (a,b) ~ (u,v), entdo xxbxt; = axy*t; e axvkty = uxbxty,
para alguns t1,to € M. Dai x xbxt; xaxv*tyg =a*xy*xt; *u*xbxty e, como M
é comutativo, zx vk (bxty xaxty) =u*xy* (bxty *xaxty). Logo (z,y) ~ (u,v),
ou seja ~ ¢é transitiva.

Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia. O

Proposigao 2.2.5. [I8, Theorem 1.1.3] Seja (M, *) um semigrupo comutativo.
Ezxiste, a menos de isomorfismo, um unico completamento de grupo para

(M, *), que € um par (G, p), onde G é um grupo abeliano e ¢ : M — G é um
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homomorfismo de semigrupos satisfazendo a propriedade universal que, para todo
homomorfismo de semigrupos 1 : M — H, onde (H,+) € algum grupo (nao
necessariamente abeliano), existe um unico homomorfismo 0 : G — H tal que

v ==0o0.

Demonstragao. Consideremos a relagao de equivaléncia do Lema e a classe

[(w, 0)] = {(2,y) € M x M/(a,b) ~ (z,y)}.

Denote por G = {[(u,v)] / u,v € M} o conjunto quociente XX Definamos

~

+ GxG — G
([(w, )], [(z,y)]) —> [(uxz,vxy)].

Sejam [(z,y)], [(a,0)], [(u,v)] € G

{[(z, )] + [(@, D)1} + [(w,0)] = [(&*a,y* )] + [(u, )]

xxa)xu,((y*b)*v)
x (axu), (y* (bxv))]
y)l + [(axu, bx )]
)+ {l(a,0)] + [(u, v)]}.
Dai G é um semigrupo.

Ainda. [(u, 0)] + [(2,)] = [(u 2,0 % )] = [(@ %, % 0)] = [(@)] + [(w, )],
ou seja, GG é comutativo.

Seja [(z,x)] € G. Temos [(x,x)] + [(a,b)] = [z * a,x *x b] = [(a,b)], pois * é
comutativa e zxaxb = axx*b, para todo z € M, assim [(x,z)] = Og ¢é 0 elemento
neutro em G. Logo G é um mondide.

Para cada [(x,y)] € G, existe [(y,z)] € G tal que

[(z,9)] + [(y,2)] = [(x * y, 2 x y)] = Oc.

Portanto, (G, +) é um grupo abeliano.

Definamos o homomorfismo

v . M — G
r — ) =[(z*xx,x).

Seja H um grupo qualquer e 1 : M — H um homomorfismo de semigrupos.
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Podemos definir 6 por:

0 - G — H
[(z,y)] — 0((z,y)]) = ¢Y(x) —P(y).

Assim, 8o p: M — H é tal que

(00 p)(x) = 0(p(2)) = 0([(x * z, 2)]) = P(z * x) — P(z) = P(2).

Dai (0 o ¢)(x) = ¥(z), para todo z € M, ou seja, o diagrama abaixo comuta.

M-—Y~H

Logo (G, +) é o completamento de grupo de (M, *).

Como consequeéncia da Proposi¢ao temos:

Teorema 2.2.6. [13, Theorem 2.1.18] Seja C uma categoria e * uma operacao
bindria associativa e comutativa em C. FEntao o grupo de Grothendieck com

relagdo a * € um completamento de grupo do semigrupo (S*°(C), ).

Demonstracao. Seja a aplicacao

o S§¥(C) — Go(C,x*)
] — [c] + N(C).

Se H é um grupo e 1 : S*°(C) — H um homomorfismo de semigrupos, entao

podemos definir
0 Go(c,*) — H
[+ N(C) — ([c]).

Sejam [a] + N(C), [b] + N(C) € Go(C,*). Temos

0 (([a] + N(C) + (] + N(C))) = 6([a] + [b] + N(C)) = ¥([a] + [b])
= (la]) ¥([b]) = 0(la] + N(C)) 6([b] + N(C)).

Logo 6 ¢ um homomorfismo de semigrupos.
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Para todos a,b € Ob(C, temos:

O(laxb] —[a] = o] + N(C)) = ¥(]

—_— =
~— —

onde ey denota o elemento neutro de H. Entao 6(0¢g,) = en
Seja [a] € §°(C). Entao o p([a]) = 0(e([a])) = 6([a]+ N(C)) = ¥([a]). Logo

0 o v =1, ou seja, o seguinte diagrama comuta

sio(C) L~ H

7
-
) s
70
s

Go(C, *)

Logo Go(C,*) é o completamento de grupo de S*°(C).
O

Corolario 2.2.7. Seja Cat, a categoria de todos os pares formados por uma
categoria e uma opera¢ao bindria (naquela categoria). Morfismos nesta categoria
sao funtores entre categorias que preservam as operacoes bindrias. O grupo de

Grothendieck com relacdo a uma operacdo bindria induz o funtor

GD : Cat, — Ab
(C,x) — Go(C, %)
F — (a— [F(a)]).

Como uma aplicagao da teoria desenvolvida neste capitulo, no exemplo a

seguir calculamos, com todos os detalhes, o grupo de Grothendieck da categoria

FinSet.

Exemplo 2.2.8. Em FinSet, a categoria dos conjuntos finitos, dois conjuntos

sao isomorfos se, e somente se, eles tém a mesma cardinalidade. Assim
S (FinSet) = {[X;] | |X;| =i € N} =N,
Para X1, X5 € Ob FinSet, o coproduto bindrio € dado por
X1HX2 (x,i),i € {1,2}, 2z € X;}.

Como | X1 [ Xo| = | Xi| + | X2| podemos definir uma operagao bindria em FinSet
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por

[I : FinSet x FinSet — FinSet
(a,b) — a]]b, para todos a,b € Ob FinSet
(f,9) — fIlg, para todos f,g € Mor FinSet,

onde fI]g: Xa ][ Xo — Y1 ][ Y> € definido por

(f(z),7), sei=1
(9(x),i), sei=2

(ng)(l‘,Z) =

Logo a aplicacao ¢ : Ob C — N, que associa a cada conjunto sua cardinali-

dade, induz um homomorfismo sobrejetor
¢ : G*(FinSet) — 7
i=1 i=1

Em G*°(FinSet), considere o subgrupo normal N(FinSet) gerado por
{[XZ- 11 - [X:] - [X,] / X, X; € Ob Fmset} .
Observagao 2.2.9. Pelo Lema [Xo] € o elemento neutro para a operagao
em Go(FinSet,[]), logo [Xo] € N(FinSet).
Assim, podemos também escrever [Xo] =0 em Go(FinSet,[]).

Lema 2.2.10. Para n,q € N, temos [X,,,] = n[X,] (mod N(FinSet)).

Demonstrag¢ao. Por inducao sobre n > 0.

Para n = 0, [Xo] = [Xo] = 0 = 0[X,], para todo ¢ € N, pela Observacao
. Agora suponha, para n > 0, [X,,] = n[X,], para todo ¢ € N. Dal
(mod N(FinSet)), temos

[(X(g+1)n] = [Xng+d] = [Xng HXq] = [Xng] + [X¢] = n[X] + [X,] = (n + 1)[X].
O

Agora, seja d = mdc{r, s}. Logo existem ki, ky € N tais quer = kid e s = kod.
Assim, do Lema (mod N (FinSet)), temos

M [Xi,a] + Mo Xia] = maks [ Xa] + moke[Xa] = (maky + maks)[ X4
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Seja v =>1"  mi ([X,, [T Xs,] — [X] — [Xs,]) € N(FinSet). Entao

ox) = imymaid ([Xo, [T Xe] = [Xn] = [Xs])
= Z?:l m; (|XT1| + |XSZ| - |XT1| - X81|)
= 0.

Dai x € Ker(¢), para todo x € N(FinSet). Assim, N(FinSet) C Ker(¢p).
Afirmacgao: Ker(¢) C N(FinSet)

Demonstragao. Pela Observagao 2.2.9] [Xo] € N(FinSet).

Se a € Ker(¢) e a = m;[Xj], entdo 0 = ¢(a) = m;|X;|. Dai m; = 0 ou
|X;| = 0. Se m; =0, entdo a = 0 € Go(FinSet,[]) e dai a € N(FinSet). Se
|X;| =0, entao [X;] = [Xo] € N(FinSet), pela Observacao 2.2.9,

Suponha que « possua pelo menos dois coeficientes nao nulos e, como « é uma

soma com um numero finito de parcelas, temos
a = my, [Xi ] 4+ mip [Xo,] 4 -+ + my, [ X5, ].

Seja d = mdc{iy, iy, ...,ix}. Entdo [X;] = [Xqg,], onde i; = dg;;, para todos
j=1,2,...,k Dal pelo Lema [2.2.10, oo = (m,qin + miyGio + - - - + M qir) [ Xl
Como a € Ker(¢), entdo 0 = ¢(a) = (m4,qan + MiyQia + - -+ + my, qix)d. Como
d # 0, miqa + MiyGia + - - - + m;, gir, = 0 implica a@ = 0(mod N (FinSet). Logo
a € N(FinSet) O

Portanto o nicleo de ¢ é N(FinSet) e, pelo primeiro Teorema do Isomorfismo
para grupos, o grupo de Grothendieck de FinSet em rela¢ao ao coproduto [] €

isomorfo a 7.

2.3 O grupo de Grothendieck cindido

Agora apresentamos algumas propriedades do grupo de Grothendieck de uma
categoria aditiva em relagao a operagao biproduto binario, que aplicamos ao es-
tudo que nos interessa, dado que nas categorias de moédulos o biproduto binario
ou soma direta é a operacao mais natural e, portanto, serd a ferramenta para a

categorificacao da algebra de Weyl via a acao sobre seus médulos.
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Lema 2.3.1. [I3| Lemma 2.2.13] Seja A uma categoria aditiva. Fizando um

biproduto & em A, o bifuntor

@ AxA — A
(a,b) — a®b, para todos a,b € Ob A
(f,9) — fa@y, para todos f,g € Mor A

estd bem definido e & € uma operacdao bindria.

Demonstracao. O biproduto de quaisquer dois objetos em A existe, pois A é
aditiva, e da definicao de morfismo biproduto existe o biproduto de quaisquer
dois morfismos.

Sejam a,b € Ob A, fixando o biproduto (a @ b, t4, 1y, 7o, ™) de a e b, da
definigao de morfismo biproduto e, pelo Lemma [1.3.5 temos

td, @ idy = g 0 1d, 0 T, + Ly 0 idy © T = idggp-

Sejam a,a’, b, b, c,d € Ob Ae f, ', g,9 € Mof A tais que

f g g
a———b—"=c e a —b—=c
e os biprodutos (ad’, ta, Lar, Ta, Tar), (DBY, Ly, Ly, T, T ) € (B, Ly Ler, Ty Ter ) Entao,

como go f:a—ceqg of :d — ¢, omorfismo biproduto de go f e g’ o f' é

(o f)® (g0 f) = teo(gof)omtivo(dof)ony
= t.ogomoofomytiyog omyow of omy
= 10gomoL o fomy+ Oupa coc + s coe
+ioog omy oy o fomy
= .ogompotyo fomytt.ogolypof omy
tte0g 00y o fom,+taog omyow o fomy
= (teogomp+ipog omy)o(tyofomy+tyof omy)

= (gog)o(faf)

Logo & preserva o morfismo identidade e a composicao de morfismos, ou seja, @

¢ um bifuntor. Dai @ é uma operacao binaria O

Proposicao 2.3.2. [I3 Proposition 2.2.14] Seja A uma categoria aditiva e & a
operacao bindria em A definida no Lema m Entao (S*°(A),®) é um mondide

comutativo.

Demonstracao. Sejam a,b € Ob A como o biproduto é produto, entao, do
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Lemma [1.2.17, temos a @b = b@ae (adb) ®c = ad (b = ¢), ou seja, em
(S=°(A), D) vale

([dJep)@[d=[cob)&d=lao(b=c)] = (b))

Dai (S%°(A),®) é comutativo e associativo. Como A é aditiva, tem objeto zero.
Seja z o objeto zero de A. Do Lemma [1.2.20] temos a = a & z, para todo
a € Ob A. Dai [a] = [a®z] = [a]®[z], para todo [a] € S*°(A). Logo, o elemento
neutro de S*°(A) é [z]. Portanto, (S*°(A), &) ¢ um mondide comutativo.

[

Definigao 2.3.3. Seja A uma categoria aditiva com um coproduto bindrio @.
O grupo de Grothendieck de A em relagio a ®, denotado Go(A, D), é chamado
grupo de Grothendieck cindido de A.

O subgrupo de G**°(A) gerado por {[a®b]—[a] —[b] / a,b € Ob A} € denotado
Ng(A).

Proposigao 2.3.4. [I3, Proposition 2.2.21] Sejam A e A’ categorias aditivas.

Um funtor aditivo F': A — A’ induz um homomorfismo de grupos

[F] - Go(A, @) — Go(A', ®)
[a] + N (A — [F(a)] + No(A')
Yimimilai] + Ne(A) — 30, mi[F(a;)] + No(A').

Demonstracao. Seja x € Ng(A). Entao z = Y m;([a; ® bi] — [ai] — [bi]) , logo

[Fl(x) = [F](QCmi(lai ©bi] — [a;] — [bi]))
>-mi F(la; & bi] — [a;] — [bi]
>om; (F(la; @ b)) — F([ai]) — F([bi]))
= Y. m; ([F(a;) ® F(b;)] = F([ai]) — F([bi]))

Assim, F leva 0 € Go(A, @) em 0 € Go(A',®). Dai, se a =b € Go(A, @), entao
a—>be Ng(A),ouseja, [F(a)] — [F(b)] = [F(a) — F(b)] = [F](a —b) = 0.

Logo [F(a)] = [F(b)] e assim [F] estd4 bem definido. O

Definicao 2.3.5. Seja C uma categoria com objeto inicial c. Um objeto a de C

¢ dito imdecomponivel se a = Hbi’ onde I € um conjunto de indices, implica
icl

que existe um unico indice j € I tal que a =b; e b; = ¢, para cada i # j em I.
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Definigao 2.3.6. Seja C uma categoria aditiva. Dizemos que C tem a proprie-
dade de Krull-Schmaidt se:

(i) para cada objeto ¢ em C, temos ¢ = a3 Has @ ... D a,, comn € N e cada a;
um objeto indecomponivel em C.

(i1) Se, para ay,as, ..., ay, by, b, ... by, objetos indecomponiveis em C, comn, m €

N, temos
n m
Y
D= P,
i=1 j=1
entio m = n e, para cada i, a; = by, onde o € uma permutagao de indices.

Teorema 2.3.7. [13, Theorem 2.3.6] Seja A uma categoria aditiva essencial-
mente pequena com a propriedade de Krull-Schmidt e S o conjunto de todas as

classes dos objetos indecomponiveis em A. Entao S € uma base do grupo de
Grothendieck cindido Gy(A, ®).

Demonstragdao. Seja x + Ng(A) = >0 as[z;] + No(A) € Go(A, @), com oy € Z
e n € N. Pela propriedade de Krull-Schmidt, temos [z;] = @;’Zl aij] , onde cada

a;; ¢ um objeto indecomponivel em 4. Logo

+ Ng(A) = Z@i (Z[%;]) + Na(A).

i=1 j=1

x + N@(A) == Z o, [@ aij
=1 j=1

Assim, x + Ng(A) € (5).

n

Como ala] + Ng(A) = Z[a] + Ng(A), para a > 0, sejam

=1

a= <Z[Gi] - Z[%]) + Ng(A), b= (Z[bi] - Z[%]) + Na(A) € Go(A, @)

i=1 i=1 =1 =1

com ny,ng, my,me € N e cada a;, a;, b;, b; sdo objetos indecomponiveis de A.
Sem perda de generalidade, podemos supor que nao temos a; = a; nem b; = b},

para nenhum ¢, j. Se a = b, entao

= (Zlm - i[aﬂ) CNa(A) = <Z§M . fj[b;]> Ny (A)

=1 =1 i=1 =1

= (Z[ai] DI |+ Ne(A) = ( D [bi] + Z[aé]) + No(A)

(@) (@) [(@) e (@
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e, do Lemma temos

(@a) 0 (@b’) D (@b) o (éEa/> Se,

k
para algum ¢ € Ob A e, como A tem a propriedade de Krull-Schmidt, ¢ = @ i,
i=1

onde cada ¢; é um objeto indecomponivel em A e k € N, ou seja,

(©)¢(@4)+ (@)= (@) (&7)+(&-)

Pela propriedade de Krull-Schmidt ny + my + k = my + ng + k, ou seja, ny +
mo = my + no e cada objeto indecomponivel na direita é isomorfo a um objeto
indecomponivel da esquerda da igualdade, e como ¢; = ¢;, para cada 1 <1 < k,
entdo, para cada i, a; = b;, para algum j, e, para cada k, aj, = b}, para algum /.
Portanto, a e b diferem sé na ordem das parcelas. Logo, S é uma base para
Go(A, ®). m

Exemplo 2.3.8. Seja K um corpo, considere a categoria FinVectx de todos os
espacos vetoriais de dimensdao finita sobre o corpo K.
Dois espagos vetoriais de dimensao finito sao isomorfos se, e somente se, eles

tém a mesma dimensao. Logo,

S (FinVectg) = {[Vi] / dim(V;) =i} = N,

G"°(FinVecty) = {z”: a;[Vi] | a; € Z}

i=1
e Ng(FinVectx) € gerado pelos elementos da forma [a & b] — [a] — [b].

Considere a aplica¢ao

[ G*(FinVectx) —> 7
SimamulVi] = 300 my dim(V7).

A aplicacao f € sobrejetora, pois, para cada i € Z, V; = K x ... X K tal que
dim(V;) = |i|. Assim, exziste [V;] € G*°(FinVectx) ou —[V;] € G*°(FinVect)
tal que f(IV]) = dim(Vy) =i, se i = 0 ou f(~[V]) = —dim(V}) = —|i] = i sc
1 < 0, respectivamente.

Pelo Lema[2.2.9, [Vo] € o elemento neutro de Go(FinVecty,®). Logo [Vo] €
Ng(FinVectg).
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Paran,q € N, temos [V,,] = n[V,] (mod Ng(FinVectk)).
Sejax =0 m; ([V,, ®Vs,] — V] — [Vai]) € Na(FinVectk). Entao

= 2imami (f(Vi, @ Vi) = f([Vi]) = £(IVa]))
> iz mi (dim(Vy,) + dim(Vs,) — dim(V;,) — dim(V5,))
= 0.

Dai x € Ker(f), para todo x € Ng(FinVectk). Assim,
Ng(FinVectg) C Ker(f).

Seja v € Ker(f). Se x = m;[V}], entio 0 = f(x) = m;dim(V;). Daim; =0
ou dim(V;) = 0. Sem; =0, entdo v = 0 € Go(FinVectg,®). Se dim(V;) =0,
entdo [V;] = [Vo] € Ng(FinVectk).

Suponha que x possua pelo menos dois coeficientes nao nulos e, como x € uma

soma com um numero finito de parcelas, temos
T = My, [Vll] + My, [Vlz] T+t my, [Vlk]

Seja d = mdc{iy, ia,...,ix}. Entdo [V;,] = [Vag,], onde i; = dg;j, para todo
J=12,... k. Dai, x = (mi qix + Mi,Gio + - -+ + M, qir) [Va].

Como x € Ker(f), entao 0 = f(x) = (mi,qir + MiyGiz + -+ - + my, qix)d. Como
d# 0, myqn + miyqia + -+ mi, g, = 0 implica v = 0 (mod Ng(FinVecty).
Logo © € Ng(FinVectk), para todo x € Ker(f). Dai, Ker(f) C Ng(FinVectg).

Assim, Ng(FinVectx) = Ker(f) e, pelo Teorema do Isomorfismo, temos

_ G"°(FinVectg)
~ Ng(FinVect)

12

Go(FinVecty, ®) Z.

Exemplo 2.3.9. Seja K wm corpo, considere a categoria Vectx de todos es
espagos vetoriais sobre o corpo K. Sejam V; € Ob Vectx ¢ B =@;°, Vi.
Em Gy(Vectg,®), temos

([Vi] + [B]) + No(Vectx) = [V; ® B] + Ng(Vectx) = [B] + Ng(Vectk)

ou seja, [V;] € Ng(Vectx) = 0 em Ng(Vectx), para todo i. Logo o grupo de

Grothendieck cindido de Vectx € trivial.
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Definigao 2.3.10. Seja B uma dlgebra associativa unitdria, denotaremos por
Go(B) = Go(B-mod) e Ky(B)= Go(B-pmod)

o grupo de Grothendieck da categoria de todos os B-mddulos finitamente gerados
e o grupo de Grothendieck da categoria de todos os modulos projetivos finitamente

gerados, respectivamente.

Observacao 2.3.11. Se B € semissimples, entdo toda sequéncia exata de B-

modulos cinde. Assim, cada B-mddulo € projetivo.

A partir de agora vamos assumir que B é uma algebra de dimensao finita sobre
o corpo de caracteristica zero K. Sejam Vi, Vs, ..., V, todos os B-mddulos simples
nao isomorfos. Se, para cada 1 < ¢ < s, P; é a cobertura projetiva de V;, entao
P, P, ..., P, éuma lista completa de B-modulos projetivos indecomponiveis nao
isomorfos [3, Corollary 1.4.5].

Logo, do Teorema de Jordan-Holder [9, Theorem VIII.1.10], temos

Go(B) = D2V

As classes [M] + N(B-mod) € Go(B), para cada M € Ob B-mod, sao soma das
classes dos médulos simples da série de decomposicao de M.
Como cada P € Ob B-pmod pode ser escrito de forma tnica como soma de

modulos projetivos indecomponiveis, temos
S

Ko(B) = @Z[Pi]-
i=1

Definimos a forma bilinear (—, —) : Ko(B) ®z Go(B) — Z por:
([P] + N(B-pmod), [M] + N(B-mod)) = dimy (Homg(P, M)), (2.1)

para cada P € Ob B-pmod, M € Ob B-mod.

Como Homp(—, M) = h™ é um funtor aditivo, para cada M € Ob B-mod, e
Ko(B) = Go(B-mod, ®), esta forma estd bem definida no primeiro argumento e,
como Homp(P,—) = hp é um funtor exato, para cada P € Ob B-pmod, a forma

estd bem definida no segundo argumento.
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Do Lema [I.1.23], temos

0, sei £ ]

([P] + N(B-pmod), [V;] + N(B-mod)) = . 7
dimg(Endg(V;)), sei=j

Portanto, a forma bilinear (—, —) é nao degenerada.

Para um anel comutativo R e um R-médulo V', denotamos por V* o espaco
vetorial dual de V.

Note que a forma bilinear (—, —) : V ®z W — R induz as aplicac¢oes

Vv — W e w — Vv
vo—  fy w o G

onde f,(w) = (v, w), para cada w € W, e g,(v) = (v,w), para cada v € V. Se a

forma bilinear é nao degenerada, entao estas aplicacoes sao injetivas.

Definicao 2.3.12. Se as aplicagoes definidas anteriormente sao isomorfismos,

entao dizemos que a forma bilinear € um pareamento perfeito.

Se R é um corpo, entao qualquer forma bilinear nao degenerada de R-mdédulos
de dimensao finita é um pareamento perfeito.

Se K é algebricamente fechado, pelo Lema de Schur [9, Lemma IX.1.10],
temos ([P], [V}]) = 0;j, para cada 1 <i,j < s, e a forma definida em (2.1)) é um

pareamento perfeito.



Capitulo 3

Algebra de Weyl e algebra

nilcoxeter

Na primeira secao deste capitulo definimos a algebra de Weyl com a qual
vamos trabalhar e estudamos algumas representacoes polinomiais desta algebra,
cuja categorificacao é o objetivo principal deste trabalho. Na segunda secao,
apresentamos a algebra nilcoxeter e sua relacao com a algebra de Weyl, que é
uma das ferramentas principais para a categorificacao desta algebra. A referéncia

para este capitulo é [12].

3.1 Algebra de Weyl

Seja K|x] a algebra dos polindémios na varidvel x sobre um corpo de carac-

teristica zero K. Defina as aplicacoes lineares
X : K[z] — Klz] e 0 : Klz] — K]Jz]

As aplicagoes X e 0 geram uma subélgebra no anel End(K[z]). Aplicando a

regra de Leibniz para a derivacao do produto, temos

OX(f) = a(ef) = o+ = px(Phy = p o xa(n) = 1+ x0)().

Assim, 0X =1+ 0X, onde 1 é a aplicacao identidade em K|x].

Definicao 3.1.1. Para X,0 € End(K|[z]) definidos em[3.1], a subdlgebra (X, 0)
de End(K|z]) é chamada a primeira dlgebra de Weyl sobre K, denotada por
w.

41
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Cada monomio M em W é produto de poténcias de X e de 0. A relagao
0X = 140X nos permite escrever cada monomio M como soma de monomios nos

quais as poténcias de X aparecem antes das poténcias de 0. Para isto definimos:

Definicao 3.1.2. Para cada monémio M em W defina §x(M) o nimero de
termos X aparecendo em M e f5(M) o nimero de termos O aparecendo em M.
Seja I(M) o nimero de “trocas” dos termos de M para que as poténcias de X

sempre aparecam a frente das poténcias de 0.

Por exemplo, para M = X?0?°X0 € W, temos fx(M) =3, io(M) =3 e

X202X0 = X?0(9X)d

= X29(X0+1)d (1)
= X20X0? + X2

= X%(XO+1)0? + X2 (2)
= X30% 4 2X20%.

Assim, o nimero de trocas neste M é I(M) = 2.
Lema 3.1.3. Parai,j € Z,, temos 0X'07 = X'/ +iX7197.
Demonstracao. Por inducao sobre ¢ > 0.
Para ¢ = 0, é obvio. Para i = 1, ilustramos a igualdade
0X0 = (X0+ 1)’ = X 4 7.
Agora, para n € N, suponha 0X"9? = X"9’T! + nX""197. Entao

OX" gl = XX
= (XO0+1)X"y
X(Xmoitl 4 nXn=199) 4+ X9
— Xn—i—laj—l—l + (TL+ 1)Xna]’
assim, pelo Primeiro Principio de Inducgao Finita, segue o resultado. ]
Lema 3.1.4. Cada u € W pode ser escrito como Zainiﬁj, para algum sub-
J

congunto finito J C N? e a;; € K.

Demonstracao. Como X,0 geram W, entao u € W pode ser escrito como uma

soma finita da forma

u = Z biXml 0%t XTi2p%i2 ... X Ting fSin,
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onde b; € K, n, 7,8, € Zy e alguns r;, si,, podem ser zero. Escrevemos
u =Y M, com cada M; = b;X"19% XTi2Q%2 ... X"iniQ)%ni,

Defina I(u) = max{I(M;), i € J}. Se I(u) = n > 0, entdo temos algum
M; com I(M;) = n, ou seja, M; contém algum fator da forma 0X. Assim,
M; = AOX B, onde A pode estar em K e B pode ser 1. Usando a identidade
0X = X0+ 1, temos:

M, = A(X0+1)B = AXOB + AB

Vamos denotar esta nova expressao de M; por M} indicando que j& procedemos
a troca de 0X por X0 + 1 uma vez.

Agora, I(AB) = I(M;) — tx(B) — #s(A) — 1, pois ao nao ter o termo X0, da
troca que foi efetuada, ndo serdo necessérias as fx(B) trocas de 0 nem as f5(A)

trocas de X para ter a forma requerida. Logo

I(M}) max{/(AX0B),I(AB)}

max{l(M;) — 1, 1(M;) — tix (M) — (M) — 1}
— (M) —1.

Assim, recursivamente, temos I(M) = 0. Aplicando o mesmo processo para

cada M;, temos uma expressao de u na forma requerida. O

Lema 3.1.5. [5 Lemma 2.9] Para i,j,l € Zy e X,0 € W, temos

o 7 N /1 .
o -3 (7) (o
Demonstragao. Do Lemma [3.1.3] temos
FXOm =P 0X'9) = ¥ (X' HXTIO) = FIX T T X o
Sejam « e 8 aplicagoes tais que:

a(X'om) = F7IXImT e BOIXIO™) = 17X o™,
Note que ¥ X'0™ = (7 X'0™) + B(7 X'0™) e aff = Ba, pois

aB(@X'Om) = 107 2X 19t = Ba(df XO™).
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Além disso,

oF(EX g™y = ot X m R pr (X ™) = 1(1—1) ... (I —r+ 1) X

FXom = a(@X'0m)+ BIX'0™)
= a(a(@Xm) + B X)) + B(a(d X O™) + B X o™))
= Q2P X'O™) 4+ af(dTXIO™) + Ba(dT XLo™) + BT XIO™).

Assim, recursivamente, depois de j passos, temos 2/ fatores, nao todos dife-

rentes, da forma af3...a(d?"*X'0™) e dai podemos escrever 97 X'9™ como

J

j xlam — 'j =TT ylam
X9 Zr.@a g Xom)

r=0
J .
=y <j)afT(1(z —1)...(I—r+1) X"
r
r=0
N A N
— : J—r(Qj—r —ram
2 <T) (l—r)!a (7" XTo™)

(l) aj—r(aj—er—ram)

! Xl—raj—i—m—r
r

Il
3

I
.
<
(e
il
e
= .
N~

e dai
. [ N /1 . J A .
X¥xiom=x" 3 (j ) < >X”8]+m" =5 (J ) ( >X””E)J+m’“.
r)\r r)\r
r=0 r=0
m
Lema 3.1.6. Seja Ry = Q[z] 0 Q-espaco vetorial gerado por 2°, ', 2*, .. .. Entdo
Rg € um W-mddulo com a acao natural de W sobre Rg dada por:
X -g"=z""" e 9-2" =na""?, paran=0,1,2,... . (3.2)

Observagao 3.1.7. A acgdo (3.2)) se estende do sequinte modo, parai >0, j > 0,

1.
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). g = nin—1)...(n—j+1a" i+, sej<n
0, sej>mn

(Z aini8j> st = Z ;i (X'07) - a"
e, estendendo por linearidade, para cada u € Ry, u =", cpzk
(Z aini8j> . (Z ckxk> = Zaijck(Xiaj) N
ij k 6.4,k

Demonstracao. Agora faremos a demonstracao do Lema [3.1.6

Sejam

a:Zainiaj, 5:2%)@6]’ eWw e u:chxk, v:dexk € Ro.

Pelas observacoes feitas acima, temos

(i) alut+v) = Zainiaj : (Z cra + dexk>

k

i,
1,3

k

= Z CLij(Ck + dk)XZaJ . ZL‘k

Z'7‘7'7]€

= > (ayer +ayd ) X' - ot

Z-7]'7]‘:

= Z CLijCkXiaj . ZL’k + Z aijdeiE)j : l’k

i7j7k i7j7k

(o) (2
- (ZJ bini8j> : (; dkxk>

= a-u+a-v.
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1,7 2,7 k
= (Z(aij + bij)Xi8j> : (Z Ckak)
i k
= Z(aij + bij)ckX’Bj . .I‘k
1,7,k
= Z(aijck + bijer) X' - ”
1,7,k
= Z aijckXiﬁj . LEk + Z bijCkXiaj . xk
1,7,k 1,7,k

() (5
4 (Z bijxfaj> . (Z )

= a-u+p-u.
(i)  (af)-u = <Z aijxiaj> (Z blmxlam>] :

L /
S N

=

&N‘
~

_ s i by 1! (i) (?{) it g
- (Se) (o) (5]
— o (B

A terceira igualdade de (ui7) é justificada por sucessivas (e exaustivas) aplicagdes

das regras descritas na Observagao [3.1.7] O]

E facil verificar que os subgrupos abelianos
R = Spang{z"/n!}:>, e R =Spang{z"}>°,

de Rg sao W-submoédulos de Rg.

Definimos ainda uma forma bilinear simétrica em Rg por
(™ 2") = Span! (3.3)

estendida por linearidade para todos os elementos de Rgp. Esta forma serd im-
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portante na categorificacao da acao da algebra de Weyl nos W-médulos R e R'.

3.2 A algebra nilcoxeter

Seja K um corpo e S, o grupo simétrico das permutacoes de n elementos.

Considere o conjunto ds somas formais

K[S,] = {Zaga/ag cK,o¢ sn} . (3.4)

Temos > a,0 =Y byo se, e somente se, a, = b, para todo o € S,,.
Em K[S,], consideremos as seguintes operagoes de adi¢do, multiplicagao e

multiplicacao por escalar, respetivamente:

+ K|[S,] x K[S,] — KI[S,]
(Z a0, Z b,,a) — Z (a5 + by)o
oESH ocESh €Sy
(3.5)
K[S,] x K[S,] —  KI[S,]
(Z 1,0, Z baoz) — Z a5bo (o)
gESy oESH o,aESy
x :  KxK[S,)] — KIS,
()\, Z aaa> — Ak (Z aaa> = Z (Aa,) 0.
oc€Sh oc€Sh oc€Sn
(3.6)

Com essas operagoes, K [S,,] tem uma estrutura de dlgebra, chamada a dlgebra
de grupo do grupo S5,.

Para cada i € {1, 2 ..., n — 1}, denotamos por s; a transposigao (i ¢ + 1) em
Sp. Faga U ={s;, 1 <i<n—1}.

Proposicao 3.2.1. As tranposicoes s;, 1 < i < n — 1, satisfazem as relagcoes

s2 = 1, parai=1,2,--- ,n—1, (3.7)
$iS; = 8;8;, parai,j=1,--- n—1 tais que |i — j| > 1, (3.8)
SiSit1S; = Si118:Sit1, para i =1,2 .-+ n—2. (3.9)

Demonstragio. De fato, temos s? = (i i+ 1)(i i + 1) = 1. Agora, se |i — j| > 1,

sisj=(i+1)(j+1)=0Gi+Di+1)=s;s,
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pois ciclos disjuntos comutam. Além disso,

$iSiv18i = (hi+ 1)+ 1,i+2)(i,i+1) = (4,1 +2)
= (Z+1,Z+2)<Z,Z+1)(2+1,Z+2>:SZ+181$Z+1

As relagoes (3.8]) e (3.9) sdo conhecidas como relagoes de trancga.

Observacao 3.2.2. Lembre que toda permutagao o € S, pode ser escrita como
produto de transposi¢oes [9, Corollary 1.6.5]. Agora, para cada 1 < i < j <n, a
transposi¢ao (i j) em S, € produto de transposicoes si, com 1 < k <n—1, na
forma

(2,]) = 8iSi4+1 " 8j—28j-18j-2" " " Si4+1S5;- (310)

Assim, qualquer elemento de S,, pode ser escrito como um produto (em S,)

da forma

0 = Si,8iy """ Sip- (3.11)

Definicao 3.2.3. Se, nas expressoes da forma (3.11), k é minimal, entdo ele é

chamado o comprimento de o ¢ é denotado por £(o).

Qualquer expressao da forma de comprimento minimal, isto é, k = {(o)
¢ chamada uma expressao reduzida para o. Qualquer expressao reduzida para
o pode ser obtida de alguma outra por uma sequéncia de relagoes de tranca. Se
(3.11) nao é uma expressao reduzida, entao podemos usar as relagoes de tranca
para trocd-la por uma expressao na qual duas s; (para algum j = 1,--- ,n —
1) aparecem uma imediatamente depois da outra. Usando a relagao sz = 1,
o comprimento da expressao pode ser reduzido por dois. Continuando dessa
maneira, podemos obter uma expressao reduzida para qualquer expressao nao
reduzida.

Vamos considerar /(1) = 0.

Observagao 3.2.4. Se|i—j| > 1, de (3.10), temos £((i 7)) = (j—i)+(j—i—1).

s

Proposicao 3.2.5. O elemento wy de S, que levai emn—i+1, parai=1,---n, é

o0 unico elemento de comprimento mazimal de S,,. Seu comprimento é n(n—1)/2.

Demonstracao. Seja wy € S, a permutacao que leva i em n—i+1, parai=1,---n.



3.2. A ALGEBRA NILCOXETER 49

Para n par Para n  impar
1 — n — n
2 — n—1 2 — n-—1
3 — n—2 3 — n-—2

n 1 n+2 n—3 . n+5

2 2 2 2
n n n—1 n -+ 3
— — — 41 —

2 2 2 2
n+1 R n n-+1 R n-+1
2 2 2 2
n n n+3 n—1
—+2 — -1 —

2 2 2 2

n—1 —— 2 n—1 2
n — n — 1

Assim, wq é produto de ciclos disjuntos e, para n par,

wo = (1 1)(2 n—l)...(g g+1):(g g+1)...(2 n—1)(1 n)

e, para n impar,

wy = (Ln)2n—1)...(5 %) (5 )

Logo, podemos escrever wy como produto das transposicoes s; da forma

Wy = 8182...85,-25p—-15p—2-..852518283...5p-2...82°"-85;8;41.-..-Sp—i.-.Si+1

Si"'S

|3

ou

Wy = S% 8841 Sp—i e - - Si4185 008283 ... Sp—2 ... 52851852 . .. Sp—25n—1

Sp—2...852871,
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para n par, e, para n impar,

Wo = 85152...85,-25n—-15n—2.-.52515253...8p,—2...82°"*8;8;41...8n—
<8418 Sn=18nt18n-1
2 2 2
ou
Wog = Sn-1Snt18n-1---8;841...Sp—j...8;+15;°°°5283...8p—-2...852
2 2 2

§182...85,-925,-18n,—2...8257.

Assim, f(wg) =((n—1)+(n—2))+...+(3+2)+1= w7 para n par, e
lwy)=((n—1)+n—-2)+...+4+3)+(2+1) = n("T_l), se n for {mpar.
Agora vejamos que wy tem comprimento maximo em S,. Para sjwg é obvio

que {(sqwp) = (wy) — 1. Agora, se i > 1, faca

s=@+1n—0)(+2n—i—1)...(

|3

n

1)

2

Assim,
Wo=8S81..-8p—-1-.-518283...8p—2...82""°85;Si+1..-Spn—i-..-Si+15;S.

Procedemos da seguinte maneira: aplicamos as relagoes de tranga convenien-
temente e as citamos nas linhas das igualdades a seguir; comutamos s; ou s;_;
com os s; sempre que possivel e vamos “andando” pela expressao de wy, para

obter:

S;Wg — 8i;5182...8,-25,-15p—2...852515283...Sp—2...82"°°"S;
Si+1 - -Sn—i---Si+15;S

= 85182...85;-28; S;—1S5iSi+1---Sn—250—-15n—2 - .. 5251

B
L=

§283...8,—2...82"85;Si+1.-.Sp—i..-Si+15iS

= 85182...85,-928;—-18; Si—1 Si+1---Spn—25p—-15pn—2-...5251

2
=

8283 ...8,-2...82"""-85;Si+1.--Sp—i..-Si+15;iS

= 85182...85;-25;-15iSi+1 -+ - Sn—-25n—15n—2 - . - Si+25i+1

B
%

S8i—15iSi—1.-.52518283...8p,2...82"""8;S;41...Sp—i..-8i4+15;S

= S5152...8;-28;-15iSi4+1 - - Sn—25p-18n—2 - - - 54+25;4+1838:—-18;

2
=

...82818...8283...8,-2...852°"85iSi+1.-.-Sn—i-.-Si+15;S

B
LS

= S81...8p-1..--818;82...5,2...82°-8;8;41.--Sp—j.-.85;4+15;S

= S1...8-1.--81"""S-2...85,442...85,-928;5;-15;S;4+1

B
%

e Sn—it1 - -8i-15iSi4+1 - - Sp—i - - - Si+15;S
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= S1...-8-1---81"""8-2...8,-442...8-28;-18i8i—-15i+1

2
=

e Sp—it1 - - Si415i8i—-1S5iSi+1 - - - Sp—i - - - Si+155S

= S1...8Sp-1---81"""8-2...8,442...8.-25-15;Si+1

B
%

e Sp—i+1 - - S8i418i—15iSi—15iSi+1 - - - Sn—i - - - Si+15iS

= S1-..8p—-1---81"""8i—-2...80—i+2..-8-285-15iSi+1

HIE
=ile

e Sp—it1---8i4+18i8i—-18iSiSi+1---Spn—i.--Si+15;S
= S1..--Sp—1---81"""8-1S;i---Sp—i+1--- Si+152'$i,118i+1 s S%
= S1---8Sp—1---81"""8-1Si-.-Sp—i+1-.-Si+15iSi—1Si+1 " " 8%,
se 2 <
n

i < 5, para n par, ou 2 <7 < ”T_l, para n fmpar.
Se 5 <j <mn—1, paran par, ou %1 < j <n—1, para n impar temos

SjWy = SjSl ceeSp—1---8152...5p-2...52" " Sp—jSpn—j41..-Sj ... Sp—j+1
Sni‘] o .. S%
= 81...83-1...51882...8—2...52" " Sp—jSn—j+1---S5...Sp—j+1

Seg e 52 B3

= 51‘--371—1---31'"Sn—j—l---Sj—l—l---Sn—j—lsjsn—j‘--Sj-‘-sn—j

= S1...81"""Spn—j—1---Sj41+++-Sp—j—1Sn—j .- -5j-2855j-15;5;—-1

-Sn—j”'s

I3
B
£es

= 81...81""Sp—j-1---Sj41---Sp—j—1Sp—j --.5;—28j-18585-15j—1

'Snfj...s

wl3
E
S,

= S81...81"""Sp—j—-1---Sj41---Sn—j—15n—j5 - - - Sj_QSj_18j1

Sn_jrSn B7)

Assim, £(s;wg) = l(wg) — 1 < L(wp), para todo 1 < i < n — 1. De maneira

andloga, considerando

Wy = S%"'SiSH_l...Sn_i...SH_lSi"'8233...Sn_g...828182...Sn_28n_1

Sp—2...89287,

temos ((wps;) = l(wp) — 1 < l(wp), para todo 1 < j < n — 1. Daf wy tem

comprimento maximo em S,,. n
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Em K[S,] definimos agora outra multiplica¢ao por

o K[S,] x K[S,] — KIS,
(Z (4,0, Z baa> — (Z aga) (Z baoz) = Z (asba)o 0
gESy aES, gESy aES, o, €Sy
(3.12)
onde o0 — { oa, selloca)="L0)+{la),
0, caso contrario.

Denotamos por H,, = (K[S,],+,0,*) o conjunto de somas formais (3.4]) com
as operagoes adigdo e multiplicagdo por escalar como na dlgebra de grupo K|[S,]

e a multiplicacao definida em ([3.12)).

Lema 3.2.6. H, ¢ uma K-dlgebra gerada pelo conjunto U.

Demonstragao. De fato de (K[S,],+,*) ser um espago vetorial sobre K, segue
que H, também o é.
Para verificar a associatividade da multiplicacao o, observe que, para todos

a,0,0 € S, temos (em H,)

o(ap), sello(af))=1Lo)+Llap)=L{(o)+la)+L(f),

0, caso contrario,

Uo(aoﬁ)—{

(0a) B, sello(ap)) =Llloa)+ ()= Lo)+ ) +L(B),

0, caso contrario,

JO(aOﬂ):{

e, como em S, a operagao é associativa, isto implica a associatividade de o em
H,.
Observe que a definicao da multiplicacao em H,, implica a distributividade.
Segue da Observacao [3.2.2] que H,, é gerada por U.
m

Definicao 3.2.7. Seja n um inteiro nao negativo. Definimos a dlgebra nilcoxe-
ter N,, do grupo simétrico S,, como a K-dlgebra unitdria gerada por uy, -+ ,Up_1,
sujeitos as relagoes

u?zO, para v =1,2,--- . n—1,

wiu; = uzu;, parai,j =1,--- n—1 tais que |i — j| > 1,

Uil g1 U = Ui 1 Uiy, para it = 1,2, n—2.



3.2. A ALGEBRA NILCOXETER 23

Por convencao, definimos Ny = N; = K.
Proposigao 3.2.8. A dlgebra nilcoxeter N, ¢é isomorfa a H,.

Demonstracao. Considere a aplicacao

p N, — H,

D Qiyig. i Wiy Wiy - - Wiy > Y iyig. i Siy Siy - - - iy

(3.13)

Sejam o = Z Aiig..ip Wiy Uiy - - - Ugyy /8 = Z biligmikuiluh - Uy, - Nn

pla+p) = ¢ <Z Qiyig..iyy Uiy Wig -+ - Ujy, + Z biyig. i Wiy Ui - - Uzk)
= ¥ (Z(ahm dp T b1112 )ullulz . ulk)
= Z(amg T )311 Sig -+ - Sy,
= Z Qivig...if, Siy Sig - -+ Sij, T Z biig..ipSirSig - - - Siy,
= (Z iyig...ip Wiy Wig - - Uzk> + @ (Z biig.. i Wiy Wiy - - U2k>

= w(@) +¢(p)

‘;0(04 5) = ¥ [( Qiyig...ip Wiy Uiy - - - ulk) (Z bj1j2~-~jmuj1uj2 s ujm)}
= @ ( Wirig...ig Ui jo.. jm Wiy Wis - - - Wiy, Uy Uy - . - ujm>
= Z Qiyip..i J132 Jm ((Si15i2 S Sik) o (Sjlst s Sjm))
= (Z aim_.iksilsh Ce Sik) (Z bj1j2...jm5j18j2 . Sjm)
= [90 ( Qiyip...ip iy Sig - - - Szk)] [ﬁp (Z OjijajmSir Sga - - - Sjm)}
= ¢la) ()

Assim, ¢ é um homomorfismo de algebras.
Agora provemos que ¢ é um isomorfismo de dlgebras.
Seja o =D iyiy iy Wiy Uiy - - - Uy, € Ker(p). Observe que podemos sempre con-

siderar cada monomio u;, u;, . . . u;, nao nulo e em sua forma reduzida, utilizando

k

as relagoes de tranca. Assim

= 90( E Q4,05 Uiy Uiy - - Uzk) = E Qiyig...i5, S0y Sig « + - Sy, — 0,

implica cada a;,i,. i, Si; Si, - - - Si,, = 0 €, como cada s;,s;, . .. S;, também ja estd na
forma reduzida e é nao nulo, devemos ter a; 4, ;, = 0. Logo a = 0. Dai ¢ é

injetiva.
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Agora, seja =Y iy i, SiySiy - - - Si,, € Hp, logo existe o € Ny,
Q=Y Qiyiy. i Wiy Wiy - - - U, € Ny, tal que f = p(a). Assim, a aplica¢do ¢ é um
epimorfismo de dlgebras, o que conclui a demonstragao.

]

Corolério 3.2.9. Sek > n(n—1)/2, entao u;, u;, - - - u;, = 0, para todos iy, is, - - - iy, €
{1,---,n—1}.

Demonstracao. Decorre das Proposicoes e3.2.5] O

Como as relagoes que definem N, sao homogéneas sobre os u,s, podemos

definir uma N-gradacao N, = @N,(Lm) sobre N,, (como uma &lgebra, isto é,
meN
N im2) Némﬁm), para todos my,my € N) definindo o grau de w; como

sendo um, para cadai=1,--- ,n — 1.

Seja [ = @Ném) a soma das partes positivamente graduadas de N,,. Em
m>1
outras palavras, I é o ideal de N,, gerado pelos u;,i = 1,--- ,n — 1. Este é um

ideal maximal de N,, pois N,,/I é um N, médulo unidimensional (gerado pela
imagem da unidade de N,) e, portanto, simples. Pelo Corolério I* =0,
para k > n(n —1)/2.

Proposicao 3.2.10. A dlgebra nilcoxeter N, tem um unico modulo simples, de-
notado L,,. FEste é um modulo unidimensional no qual todos os u;,i =1,--- ,n—1

agem como zero. A cobertura projetiva de L,, € N,.

Demonstracao. Seja V um N,-mddulo simples. Entao IV é um submoddulo de V.
Assim, devemos ter IV =V ou IV = 0. Se IV =V, entédo, para k > n(n—1)/2,
temos

V=IV=0IV=...=IV=0,

o que contradiz o fato de que V # 0.

Como N, é um N,-mdédulo livre (logo projetivo), para mostrar que ele é
a cobertura projetiva de L,, é suficiente mostrar que o ntucleo I da aplicacao
N,, — N,,/I é um médulo supérfluo de N,,. Se I+H = N, para algum submdédulo
(ou seja, ideal) H de N, entdo H precisa conter um elemento da forma 1 — a,
com a € I. Este elemento é invertivel, com inverso 1 4+ a + a® 4 --- + a”, onde k
é qualquer inteiro maior que n(n — 1)/2. Dai, H = N,,. Portanto, I é supérfluo,

como desejado. O]

Pela Proposigao [3.2.10, temos
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Sejam
Gr = Gy (@ N, mod) — P GolN) = DL ¢
n=0 n=0 n=0
Ky =G <@ N, — pmod) = P Ko(N,) = P Z[N,).
n=0 n=0 n=0
Definimos uma forma bilinear (—, =) : Gy ®z Ky — Z declarando Go(N,,) ser

ortogonal a Ky(N,,), para n # m, e usando a forma quando m = n.

Defina os isomorfismos de Z-modulos

Pon ¢ gN - R :SpanZ{xn/n!}?f:Oa
L) = =,

oy - Ky — R =Spang{a"}2,
[N,] — a™

Como, de
(@™, 2" [nl) = 6mn = ([Nin], [Ln]),

vemos que as aplicacoes anteriores respeitam a forma bilinear que definimos sobre

os espacos envolvidos. Em outras palavras, temos

(a,b) = (pry(a), pgy (b)), para todos a € Ky,b € Gy.

Nosso proximo objetivo é categorificar a acao da algebra de Weyl W sobre os

médulos R e R'.



Capitulo 4

Categorificacao da representacao

polinomial da algebra de Weyl

Com os conceitos vistos nos capitulos anteriores passamos ao objetivo prin-
cipal deste trabalho que é categorificar a algebra de Weyl. Para isto, primeiro
descrevemos a nocgao de categorificacao fraca, mostramos uma categorificacao
fraca da representacao polinomial da algebra de Weyl e, por ultimo, justifica-
mos por que esta categorificacao nao é uma categorificacao forte. As principais

referéncias para o estudo deste capitulo sao [10] e [14] e [19].

4.1 Categorificacao fraca

Sejam R é um anel comutativo, B uma R-algebra associativa unitaria e
{b;, i € I} um conjunto fixo de geradores de B. Se M é um B-mdédulo, entdo a

acao de cada b; define um endomorfismo R-linear de M,

0, + M — M
m +— b;-m.

Assim, definimos a aplicagao

¢ : B — End(M)
by — Pi

Definicao 4.1.1. Uma categorificacdo ingénua de (B,{b;,i € I}, M) € uma
tripla
<M7(107 {FZ> (S I})a

onde M ¢é uma categoria abeliana, ¢ : Go(M) ®z R — M é um isomorfismo de

56
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Z-maodulos e, para cada i € I, F; : M — M ¢é um endofuntor exato de M, tal

que o sequinte diagrama comuta

[Fi]®idr

Go(M) ®z R Go(M) ®z R
wl lw
M > M

A nocao de categorificacao ingénua é muito fraca, pois s6 exigimos que os
funtores F; induzam as aplicacoes no nivel do grupo de Grothendieck de M.
Uma noc¢ao mais forte seria categorificar as relacoes entre os geradores b; de B
ou entre as aplicacgoes p;, ou seja, dado um conjunto de relagoes de B queremos
isomorfismos de funtores que induzam essas relagoes no grupo de Grothendieck.

Para isso definimos

Definicdo 4.1.2. Uma categorificagio ingénua (M, p,{F;, i € 1}) de
(B,{b;,i € I}, M) tal que

FF =Y R E

kel

sempre que b; b; = Z blcll1 .. .blc:“, para cada i,j € I, € chamada categorificacao
kel
fraca.

4.2 Categorificacao da representacao polinomial

Podemos considerar a algebra nilcoxeter V,, como uma subélgebra de N, 1,
gerada por uy, Us, ..., Up—1 € Npiq.

Para cada n € N, definimos

Xn = Npt1 (Nn+1>Nn € Dn = Nn(Nn+1)Nn+1;

isto é, X,, é N1 como (N1, N,)-bimédulo e D, é N, 1 como (N, N,i1)-

bimédulo. Assim, temos os funtores

(X, ®n, =) = Indy*' : Ny-mod — Nypi-mod,

(Dp @Npyr —) = RGS%ZH : Npy1-mod — Ny-mod.

Lema 4.2.1. [19, Lemma 3.3.1] Os bimddulos X,, e D,, sio projetivos a direita
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e a esquerda, para cada n € N,

Demonstragao. (i) Como N,y1 é um N, ;-médulo livre, entdo X,, é um N, -
modulo a esquerda livre de posto 1.

Agora vamos provar que X,, ¢ um mddulo projetivo a direita. Seja u, € N,
com o € Spyq et €{1,2,...,n+ 1} tais que o(n + 1) = i. Entao

/
U:1Sn'U:Si'SiJrl'---'Sn'sn'---'5i+1‘5i‘025i‘5i+1'-~~'5n‘a

com o’ =8, ... 84180 € Sy, poisa’'(n+1)=n+1.

Seo(n+1)=n+1,entdoo € S, e 0 =0 -1g,. Dai, u, = u, - ly,.

Se o(n+ 1) =4, como 0 = $; - S41 ... S, - 0, entdo, pelo isomorfismo
definido em , temos u, = u; ... uyU,, para cada ¢ € {1,2,...,n}. Logo
{1, 81, Sn_1Sn,---, S182...8,} é uma base de H,, 1 sobre H,.

Como, da Secao 3.2, H, = N, entao {1, up, Uup_1Up, ..., Uitz ... u,} é uma

base de X,, como N,-médulo. Assim, X,, é livre e dai X,, ¢ um mddulo projetivo
a direita.

(ii) Como N,;1 é um N,y1-médulo livre, entdo D, é um N, ;-médulo a
direita livre de posto 1.

Provemos que D,, é um moédulo projetivo a esquerda. Seja u, € N,.1, com

o€ S eje{l,2,...,n+ 1} tais que o(j) = n+ 1. Entao
O=0-1g, =0 8 Sj41 e Sn Sn e Sj41 8 =0 *Sp ... Sjt1" S,

com o' =0-8;-Sjt1 ..., € Sy, pois o’ (n+1)=n+1.

Seo(n+1)=n+1entdoo € S, e 0 =0 -1g,. Dai, u, = u, - ly,.

Seo(j)=n+1lcomoo=0c" 5, ... Sj+1-85j, €NtA0 Uy = UyUy, ... Uj;, PATa
cada j € {1,2,...,n}. Logo {1, 8., S$nSn_1,---,5n.-.5281} é uma base de H, 4
sobre H,,.

Como, de 3.13| H,, = N,,, entao D,, ¢ um N,-mddulo livre e uma base de D,
sobre N, é {1, Uy, Upty_1,..., Uy ... usuy}. Assim, D, é um médulo projetivo a
esquerda.

]

Corolério 4.2.2. [19, Corollary 3.3.2] Os funtores (X, ®n, —) € (Dn ®@n,,, —)

sao exatos e induzem os funtores

(Xn®n, —) = Ind%i“ : Np-pmod — —> Np.1-pmod,

(Dn ®n,y —) = RGS%ZH : Npy1-pmod — N,-pmod.
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Demonstracao. (i) Seja 0 A-l.p?. ¢ 0 uma sequéncia exata
curta de N,-modulos. Entao f é injetora e g é sobrejetora.
Como X, ¢ livre a direita, por [9, Proposition IV.5.4] e [16, Theorem V.6.2 |,

a sequéncia curta

ian Rf ian ®g

0—>Xn ®NnA Xn ®NnB Xn ®NHC—>0 (41)

¢é exata.

Agora suponha que A, B, C' sejam projetivos, ou seja, a sequéncia exata curta

0 Al 0

cinde e B= A@® C. Logo, pelo [9, Theorem 1V.4.9], temos

ou seja, toda sequéncia exata da forma (4.1)) cinde. Assim, as imagens de médulos
projetivos via o funtor (X, ®y, —) s@o projetivos e dai a restri¢do deste funtor a

subcategroia N,,-pmod esta bem definida.

(i) Seja 0 A-l.p-2.¢ 0 uma sequéncia exata curta de N, 1-
modulos. Entao f € injetora e g é sobrejetora.
Por [9] Proposition IV.5.4], e como X, é livre a direita, entao, pelo [16, The-

orem V.6.2], a sequéncia curta

ian(X)f ian(X)g

O—>Dn®Nn+1A Dn®Nn+1B Dn®Nn+1C_>O
(4.2)

é exata.

Agora suponha que A, B, C' sejam projetivos, ou seja a sequéncia exata curta

f

0 A B-2-C 0
cinde e B= A@® C. Logo, pelo [9, Teorema IV.4.9], temos
D, SNt B=D, SNt (A 2 O) = (Dn O Nt A) @ (Dn SNt C),

ou seja, toda sequéncia exata da forma (4.2) cinde. Assim, as imagens de médulos
projetivos via o funtor (D, ®y,,, —) sao projetivos e daf a restri¢ao deste funtor

a subcategroia N, 1-pmod esta bem definida. m
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o0 [ee]

Seja N = @ N,, (soma de algebras). Os elementos de N sao da forma Z a;,
n=0 i=0

com os a; quase todos nulos. Em N as operacoes de adi¢ao e multiplicacao sao

definidas termo a termo como segue.
(i) Adigao

(o] o o
(a+0b) = (Z ai> + (Z bi> = (a;+by),
i=0 i=0 i=0
como a;,b; € N;, logo a; + b; € N;, para cada 7, e como os a;,b; sao nao nulos
para um numero finito de indices, entao os a; + b; também sao quase todos nulos.

(4) Multiplicagao

[o.¢] o o
i=0 i=0 i=0
Como a;, b; € N;, entao a; - b; € N;, para cada 7; e como os a;, b; sao quase todos
nulos, entao os a; - b; também sao quase todos nulos.
(#ii) Para cada \ € K,

oo oo
- (Zb,-) => (A-by).
i=0 i=0
Como b; € N;, entao A - b; € N;, para cada i, e como os b; sao quase todos
nulos, entao os A - b; também sao nao nulos para um numero finito de indices.
Observe que a dlgebra N nao tem identidade. De fato, se existisse v € N tal

que v-a=a=a-v, para todo a € N, ou seja,

Z(Uz’ La;) = (Z ai) = Z(ai $ Vi),
i=0 i=0 i=0
logo v; - a; = a; = a; - v;, para cada i. Dai v; = 1y,, para cada ¢, ou seja v; # 0,
para todo i, o que contradiz o fato de v € N.

Além disso, para ¢ # j, 1y, - 1n; = 0, ou seja, as identidades de N; e N; sdo
ortogonais.

Note que cada Ng-médulo M é um N-médulo, com a acao dada por

NxM — M
2ni,m) = 3(ni-m),

com n; -m = 0, para cada 7 # k.
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Assim, cada (N,,, N,,)-bimédulo M é um (N, N)-bimédulo com

N x M — M
Qoni s m) — 3 o(ni-m)

M x N —
(m . >on) — Y(m-ny).

Definimos os (N, N)-bimddulos

i=0 i=0
Sejam
N = @ Ny-mod e Nypoj = @ N,-pmod
=0 =0

subcategorias plenas da categoria dos N-modulos.

Se definimos

o0 o0
_ N1 _ Np,
Ind = @ Indy""" e Res= @ReanH,
i=0

1=0

entao temos os isomorfismos de funtores
(X @y —)=Ind e (D®n—)= Res.
Proposigao 4.2.3. [19, Proposition 3.3.3] As ternas
(N, gy, {Ind, Res}) e (Npwj, Py, {Ind, Res})

sao categorificagoes ingénuas de (W,{x,0}, R) e (W,{x,0}, R), respectivamente.

Demonstra¢ao. Vimos na Se¢ao 3.2 que g, : Gy — R e ¢, : Ky — R sdo
isomorfismos de Z-moédulos. Além disso, pelo Lema [4.2.1, X,, é um N,-médulo

livre a direita de posto n + 1. Logo, como dimg L, = 1, temos
dimg Ind(L,) = dimg (X, @y, L,) =n+ 1.

Desse modo, a série de composicao de X,, ®y, L, deve ter um unico N, ;-mddulo
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simples (unidimensional) L,, .1 que ocorre com multiplicidade n+ 1. Entao temos
[Ind(Ly)] = (0 + DlLnsa] € .
Temos também, como N, ;-mddulos & esquerda, pelo [9, Teorema IV.5.7],
Ind(N,) = X,, ®n, Ny = N1 ®n, Ny = Ny,

e assim

[Ind(N,)] = [Nps1] € K.

Além disso,
dimg Res(Lp41) = dimg (D, ®n,,, Lnt1) = dimg (Npi1 @n,yy Ling1) = 1.
Logo, Res(Ly11) = L, e daf
[Res(Lni1)] = [Ln] € G-
Finalmente, como N,-moédulos a esquerda, temos
Res(Nyps1) = Dy, @, py Nott = N, Nott ONpyy Nt = v, N & N,

onde o ultimo isomorfismo segue do fato de N, ser livre de posto n + 1 como
um N,-modulo a esquerda, pelo Lema Assim, temos

[Res(Npy1)] = (n+ 1)[N,] € Kn.

Dos célculos anteriores, para todo n € N, temos

z" !
(991 0 B65) (L) = oy (L) = 2 =0+ (2051 ) = @0 6, (L.
(o 1) (L) = oy (+ L) = (41) s = X2 = Xoge, (L)

(¢rcy © Res) ([Nuta]) = picy (n+1)[Na]) = (n+1)a" = 0-2™" = Do ([No4a]),

(excy © Ind) ([N,]) = iy ([Nps1]) = 2" = X - 2™ = X 0 g ([Na)).
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Em outras palavras, os seguintes diagramas comutam:
Gy "> Gy Gy =Gy
‘PgNl lng ‘PQNL l@gN
Ky _Ind_ N Ky _Res_ - N
‘p’CNl lSOICN SOICNj l‘PICN
Portanto, o resultado segue. O]

Gostariamos de transformar esta categorificacao ingénua numa categorificacao

fraca. Para isso, precisamos de um isomorfismo de funtores que facam um “le-

vantamento”da relagao que define a dlgebra de Weyl.

Proposicao 4.2.4. [19, Proposition 3.3.4] Para cada n € N, temos um isomor-

fismo de (N, N,,)-bimédulos

Dn+1 ®Nn+1 Xn = (anl ®Nn,1 Dn) SV Nna

onde N, € considerado como um (N,, N,)-bimddulo na maneira usual (via mul-

tiplica¢ao a esquerda e a direita). Além disso, temos entdo um isomorfismo de

(N, N)-bimddulos
Doy X =(X®nyD)® N.

Demonstra¢ao. Temos os isomorfismos de (N, N,,)-bimédulos

Dy1 N,y Xn Z Ny (Nog1)N, s X1 On,_y D £ N, @,y N

Seja
my 2 Np = Npy

a inclusao natural de (V,, N, )-bimédulos (isto é, unicamente determinada pela

injetividade).

Temos também um homomorfismo injetivo de (V,,, N, )-bimédulos

mo Nn ®Nn—1 Nn — Nn+1
a®b —  aupb,  para todos a,b € N,.

Para ¢ € 5,11, temos u, € mi(N,) se, e somente se, o(n + 1) = n+ 1. Se



4.2. CATEGORIFICACAO DA REPRESENTACAO POLINOMIAL 64

o(n+1) # n+ 1, entdo podemos escrever o = 75,7y para 7,72 € S,. Logo,
Uy € ma(N, ®n,_, Np). Desse modo, m; e my definem um homomorfismo de
(Np, Ny,)-bimédulos

(N, ®n, , Np) @ Ny = Ny,

como desejado. O

Corolario 4.2.5. [19, Corollary 3.3.5] Ezistem os isomorfismos de endofuntores

de N,-mod (e assim também de N,-pmod) tais que
RGS%T'I o Ind%i“ = (Indy"_ o Resy" ) @id.

Consequentemente, existem isomorfismos de endofuntores de N (e assim também
de Nyroj) tais que
Res o Ind = (Ind o Res) ®id.

Demonstracao. Isto segue dos seguintes isomorfismos

(Dt @nppy Xo) @n, — = Resh™ o Indy™,
(anl ®Nn_1 Dn) ®Nn - = Ind%:_1 o RGS%:_I,

N, ®n, — = id.

]

O isomorfismo (3.13) categorifica a relacio 0X = X0 + 1. Junto com a
Proposigao 4.2.3] isto mostra que temos uma categorificacao fraca dos moédulos
R e R’ da algebra de Weyl W.

Como Ind é adjunto a esquerda a Res, temos
Homy (Ind(P), M) = Homp (P, Res(M)), para todo P € Npyoj, M € N

Assim,
([Ind](a),b) = (a,[Res](b)), para todos a € Ky,b € Gy.

Entao temos uma categorificagao do fato de que X é adjunto a 9, isto é,

(X - f,9) =(f,0-g), para todos f,g € Ry.

Note também que (0 - f,g) = (f, X - g), para todos f,g € Rg e assim Ind é
adjunto torcido a direita a Res. Neste caso, isso é suficiente para se obter a

relacao correta no nivel dos grupos de Grothendieck.
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A propriedade de dois funtores serem biadjuntos é um requisito para a catego-
rificacao forte. Esta é uma razao porque a categorificagao fraca que descrevemos

neste capitulo ainda nao tenha sido convertida em uma categorificacao forte.



Consideracoes Finais

Neste trabalho tratamos da categorificagdo da acao da algebra de Weyl so-
bre alguns moédulos, encontrando primeiro uma categorificagao ingénua e logo
reforcando esta numa categorificacao fraca por meio da relacao com a algebra
nilcoxeter.

A Teoria de Categorificacao pode ser aplicada a diversas areas da Matematica,
como Topologia Algébrica [6], Teoria de Representagdes e Algebra Homolégica, e
também a ciéncias afins como Fisica e Quimica [7].

Assim, uma continuacao desse trabalho poderia abranger outras possiveis ca-
tegorificagoes da algebra de Weyl, via alguns funtores que sejam biadjuntos e
que produzam uma relacao no nivel das categorias e nao sé no nivel dos grupos
de Grothendieck. Ainda, pode-se aplicar esta teoria para categorificar outras

estruturas algébricas e suas representacoes, como as dlgebras de Lie.
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