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DA ÁLGEBRA DE WEYL

Dissertação apresentada à Universidade
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duação em Matemática, para obtenção do
t́ıtulo de Magister Scientiae.

APROVADA: 25 de Fevereiro de 2015.

Viktor Bekkert Ab́ılio Lemos Cardoso Júnior

Marinês Guerreiro
(Orientadora)



Dedico este trabalho aos meus pais.

ii



Agradecimentos

Agradeço a Deus, por estar comigo e iluminar meu caminho cada dia.

Aos meus pais, Francisca e Hector, pelo incentivo, o carinho, a compreensão
e o apoio incondicional. Aos meus irmãos, Hector e Alejandro.
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3 Álgebra de Weyl e álgebra nilcoxeter 41
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3.2 A álgebra nilcoxeter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4 Categorificação da representação polinomial da álgebra de Weyl 56
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Resumo

CRUZ VALDIVIA, Lizeth Gabriela, M.Sc. Universidade Federal de Viçosa, Fe-
vereiro de 2015. Categorificação da representação polinomial da álgebra

de Weyl. Orientadora: Marinês Guerreiro.

Neste trabalho apresentamos uma categorificação da álgebra de Weyl, a partir

de um estudo introdutório da Teoria de Categorificação Algébrica, que envolve

conceitos básicos de categorias e funtores, com o objetivo de construir os grupos

de Grothendieck. Fazemos também um estudo mais detalhado da categorificação

de representações polinomiais da álgebra de Weyl que são realizadas por funtores

indução e restrição de categorias apropriadas.
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Abstract

CRUZ VALDIVIA, Lizeth Gabriela, M.Sc. Universidade Federal de Viçosa, Fe-
bruary, 2015. Categorification of the representation polinomial oh the

álgebra of Weyl. Adviser: Marinês Guerreiro.

In this dissertation we present a categorification of the Weyl algebra from an intro-

ductory study of the Theory of Algebraic Categorification involving basic concepts

of categories and functors, with the objective of constructing the Grothendieck

groups. We also present a detailed study of the categorification of the polyno-

mial representations of Weyl algebra which are done by induction and restriction

functors of appropriate categories.
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Introdução

O termo categorificação foi introduzido por Louis Crane em Clock and cate-
gory: is quantum gravity algebraic? [7], em 1995, e a ideia se originou no seu
trabalho anterior Four-dimensional topological quantum field theory, Hopf cate-
gories, and the canonical bases [6] publicado no Topology and Physics, em 1994.

A ideia de categorificação no estudo de um objeto é a de dotá-lo de uma
estrutura mais complexa e que seja de utilidade no estudo do objeto original, dáı
que o tipo de estrutura depende diretamente do objeto que está sendo estudado.
Por outro lado, a ideia de decategorificação, que às vezes pode ser considerada
como a ideia oposta a de categorificação, é a de estudar um objeto algébrico
deixando de lado sua estrutura, ou seja, estudando só o objeto em sua essência.

Uma estrutura importante na Teoria de Categorificação é o chamado grupo
de Grothendieck de uma categoria aditiva que é um grupo abeliano associado a
uma categoria aditiva por uma propriedade universal de funções aditivas.

Mais precisamente, seja C uma categoria aditiva pequena com conjunto de
objetos Ob (C) e seja G um grupo abeliano. Uma função φ : Ob (C) −→ G é
dita aditiva se, para cada sequência exata 0 −→ L −→ M −→ N −→ 0 em C, a
relação φ(M) = φ(L) + φ(N) é válida. Existe um grupo G0(C), chamado grupo
de Grothendieck de C, e uma função aditiva ϕ : Ob (C) −→ G0(C), conhecida
como função universal, tal que, para cada função aditiva Ob (C) −→ G, existe
um único homomorfismo de grupos f : G0(C) −→ G tal que φ = f ◦ ϕ.

Esta construção foi primeiramente estudada por A. Grothendieck para cate-
gorias de feixes sobre esquemas coerentes e localmente livres ao provar o Teorema
de Riemann-Roch. O grupo G0(C) é definido de modo único (a menos de isomor-
fismo) e pode ser apresentado por geradores [L], para cada L ∈ Ob (C), e pelas
relações [L]− [N ]− [M ], para cada sequência exata 0 −→ L −→M −→ N −→ 0.

Um resultado importante em Cálculo de uma variável é a chamada regra
do produto, isto é, para dois polinômios (ou mais geralmente, duas funções)
f, g : R −→ R vale:

∂

∂x
(fg) =

∂

∂x
(f) · g + f ·

∂

∂x
(g).

Acontece que esta fórmula, intŕınseca ao Cálculo, tem muitas propriedades
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algébricas interessantes. Se K[x] denota o anel de polinômios em uma indeter-
minada sobre um corpo K de caracteŕıstica zero, a diferenciação (na variável x)
pode ser considerada como uma função ∂ : K[x] −→ K[x] que é um endomor-
fismo K-linear de espaços vetoriais. Pode-se também definir outro endomorfismo
k-linear X por multiplicação à esquerda por x, isto é, X(f) = xf .

Considere a expressão (∂ ·X)f(x), que expandida nos dá

(∂ ·X)f(x) = ∂(xf(x)).

Aplicando a regra do produto, temos

(∂ ·X)f(x) = ∂(x)f(x) + x∂f(x) = f(x) + (X · ∂)f(x),

que implica, no anel dos endomorfismos k-lineares de K[x], a igualdade

∂ ·X = X · ∂ + 1,

onde 1 denota a função identidade. Esta é a relação que define a primeira álgebra
de Weyl, que pode ser vista como o anel dos operadores diferenciais sobre K[x]
com coeficientes polinomiais. Existem também álgebras de Weyl de ordem maior
relacionadas aos anéis de polinômios em n indeterminadas.

As álgebras de Weyl ocorrem em muitos contextos, notávelmente como quo-
ciente de álgebras envolventes universais de certas álgebras de Lie de dimensão
finita (originadas a partir de grupos de Heisenberg), as quais estão vinculadas à
Mecânica Quântica.

Para os propósitos deste projeto, definimos a álgebra de Weyl W como a
álgebra associativa unitária sobre Z com geradores X e ∂ e relação definidora
∂X = X∂ + 1.

Seja RQ = Q[x] o Q-espaço vetorial gerado por x0, x1, x2, . . .. Existe uma ação
natural de W sobre RQ dada por

X · xn = xn+1, para todo n = 0, 1, 2, . . . ,

∂ · x0 = 0 e (1)

∂ · xn = nxn−1, para todo n = 1, 2, . . .

Os subgrupos abelianos

R = spanZ{x
n/n!}∞n=0 e R′ = spanZ{x

n}∞n=0

de RQ são W -submódulos de RQ. O módulo RQ é importante por várias razões.
Em particular, é fiel e irredut́ıvel e é o único (W ⊗Z Q)-módulo gerado por um
elemento (o elemento x0 ∈ RQ) anulado por ∂.
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Nosso objetivo neste trabalho é categorificar a ação da álgebra de Weyl W
sobre os módulos R e R′. Para isto utilizaremos certos módulos sob a ação das
álgebras nilcoxeter que são generalizações das álgebras de grupo simétrico Sn
e calcularemos seus grupos de Grothendieck. A categorificação procurada será
então realizada por funtores indução e restrição de categorias apropriadas [10].

O trabalho está dividido da seguinte maneira: no Caṕıtulo 1, estabelecemos a
notação e apresentamos conceitos e resultados preliminares sobre módulos sobre
álgebras associativas e da Teoria de Categorias, que são a base de conhecimentos
para o desenvolvimento do tema principal.

No Caṕıtulo 2, definimos operações binárias em categorias e estudamos suas
propriedades para depois descrever a construção e algumas particularidades do
grupo de Grothendieck de uma categoria em relação a uma operação binaria.
Apresentamos também o grupo de Grothendieck em relação ao coproduto binário,
chamado grupo de Gorthendieck cindido que é o grupo calculado na categori-
ficação da álgebra de Weyl.

No Caṕıtulo 3, introduzimos a definição e algumas propriedades da álgebra
de Weyl, cuja categorificação é o objetivo deste trabalho, e também da álgebra
nilcoxeter que é uma das ferramentas principais para esta categorificação.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, definimos a noção de categorificação fraca para
depois, fazendo uso dos conceitos vistos nos caṕıtulos anteriores, categorificar
a álgebra de Weyl. Primeiro apresentamos uma categorificação ingênua para
posteriormente transformá-la numa categorificação fraca e, por último, justificar
o porque não é posśıvel torná-la forte.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos alguns conceitos e notações que serão utilizadas

ao longo deste trabalho, principalmente a respeito de Módulos sobre álgebras

associativas e da Teoria de Categorias que são a base para os temas dos caṕıtulos

seguintes. As principais referências para as demonstrações que são omitidas são

[4] [8] [9] e [15].

1.1 Módulos sobre álgebras associativas

Nesta seção vamos rever algumas das principais propriedades de módulos so-

bre álgebras associativas que serão utilizadas no processo de categorificação da

álgebra de Weyl, que é o principal objetivo deste trabalho. Nas seções seguintes

introduzimos a Teoria de Categorificação em um contexto mais geral.

1.1.1 Álgebras associativas e seus módulos

Seja K um corpo arbitrário.

Definição 1.1.1. Seja R um anel. Um R-módulo à esquerda é um grupo abe-

liano M junto com uma função

f : R×M −→ M

(r, a) 7−→ r · a

tal que:

r · (a+ b) = r · a+ r · b, (r + s) · a = r · a+ s · a e (rs) · a = r · (s · a)

Definição 1.1.2. Seja M um R-módulo. Um submódulo de M é um subgrupo

A de M tal que r · a ∈ A, para todo r ∈ R e todo a ∈ A.

4



1.1. MÓDULOS SOBRE ÁLGEBRAS ASSOCIATIVAS 5

Definição 1.1.3. Seja R um anel comutativo. Uma R- álgebra associativa

é um anel B que é também um R-módulo e tal que a multiplicação do anel é

R-bilinear, isto é,

α(ab) = (αa)b = a(αb), para todos α ∈ R, a, b ∈ B.

Dizemos que B é unitária se ela contém um elemento 1 (denotado por 1B quando

existir chance de confusão) tal que

1 b = b = b 1, para todo b ∈ B.

Se B é comutativa (visto como um anel), dizemos que é uma R-álgebra comu-

tativa.

Exemplo 1.1.4. Uma Z-álgebra é o mesmo que um anel.

Neste trabalho, estaremos mais interessados no caso de álgebras sobre um

corpo K.

Exemplo 1.1.5. Seja G um grupo. Definimos a álgebra de grupo K[G] de

tal modo que, como um K-módulo, K[G] é o K-espaço vetorial com base G e a

multiplicação é dada por

(α1g1)(α2g2) = (α1α2)(g1g2), para todos α1, α2 ∈ K, g1, g2 ∈ G,

estendida por linearidade para todos os elementos de K[G].

Exemplo 1.1.6. Se V é um K-espaço vetorial, então EndV é uma álgebra,

considerando as operações usuais de adição e multiplicação por escalar e definindo

a multiplicação pela composição de endomorfismos. Esta é chamada a álgebra

de endomorfismos de V .

Definição 1.1.7. Um homomorfismo de álgebras entre duas R-álgebras as-

sociativas é um homomorfismo de anéis R-linear. No caso de um homomorfismo

ψ de R-álgebras associativas unitárias, também se exige que ψ(1) = 1.

Daqui até o restante desta seção, fixaremos umaK-álgebra associativa unitária

B.

Definição 1.1.8. Uma representação de B é um homomorfismo de K-álgebras

unitárias B → EndV , para algum K-módulo V .
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Definição 1.1.9. Um B-módulo à esquerda (resp. à direita) é simplesmente

um B-módulo à esquerda (resp. à direita) para o anel subjacente à estrutura de

álgebra de B.

Observação 1.1.10. Um B-módulo à esquerda M é também um K-módulo com

a ação

αm = (α1B)m, para todos α ∈ K,m ∈M,

(e similarmente para B-módulos à direita).

Definição 1.1.11. Um módulo é simples se ele não possui submódulos próprios

não-nulos.

Exemplo 1.1.12. O único K-módulo simples (a menos de isomorfismo) é o

espaço vetorial unidimensional K.

Suponha que M é um B-módulo simples e seja m um elemento não-nulo

arbitrário de M . Então Bm = {bm / b ∈ B} é um submódulo não-nulo de

M . Como M é simples, temos Bm = M . Portanto, M é gerado por qualquer

elemento não-nulo. Agora, considere o homomorfismo de B-módulos

f : B −→ M

b 7−→ b ·m.

Note que f é sobrejetivo e assim, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo,

temos M ∼= B/Ker f como B-módulos. Sendo M simples, Ker f é um ideal à

esquerda maximal de B. Desse modo, conclúımos que todos os B-módulos simples

são isomorfos a quocientes de B por ideais maximais.

Definição 1.1.13. Um B-módulo é finitamente gerado se ele possui um con-

junto gerador finito.

As noções de representações de B e de B-módulos à esquerda são equivalentes

[8, Definition 10.17]. Usaremos algumas vezes esses termos como sinônimos. Além

disso, quando escrevermos B-módulo, sem especificar à esquerda ou à direita,

deve-se entender B-módulo à esquerda.

Definição 1.1.14. Uma sequência exata curta de módulos é uma sequência

de homomorfismos de B-módulos

0
ψ0 //M1

ψ1 //M2
ψ2 //M3

ψ3 // 0
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tal que Imψi = Kerψi+1, para i = 0, 1, 2. Dizemos que a sequência cinde (e

que ela é uma sequência exata cindida) se uma das duas seguintes condições

equivalentes ocorrer:

(a) existe um homomorfismo de B-módulos ϕ1 :M2 →M1 tal que ϕ1ψ1 = idM1
;

(b) existe um homomorfismo de B-módulos ϕ2 :M3 →M2 tal que ψ2ϕ2 = idM3
.

Neste caso, dizemos que M2
∼= M1 ⊕M3.

Definição 1.1.15. Um B-módulo P é projetivo se toda sequência exata curta

da forma

0 →M → N → P → 0

(onde M e N são B-módulos) é uma sequência exata cindida.

Um B-módulo P é projetivo se, e somente se, for um somando direto de um

módulo livre (em particular, módulos livres são projetivos). Outra caracterização

dos módulos projetivos é a seguinte: o funtor Hom(M,−) da categoria dos B-

módulos na a categoria dos grupos abelianos é sempre exato à esquerda (para

qualquer B-módulo M). Ele também é exato à direita (e portanto exato) se, e

somente se, M é projetivo [16, Theorem 6.2].

Definição 1.1.16. Um submódulo N de um B-módulo M é supérfluo se, para

qualquer outro submódulo H de M , a igualdade N + H = M implica H = M .

Um epimorfismo supérfluo de B-módulos é um epimorfismo p : M → N cujo

núcleo é um submódulo supérfluo de M .

Exemplo 1.1.17. O submódulo nulo é sempre supérfluo. Um B-módulo não-

nulo M nunca é supérfluo em si mesmo (tome H = 0 na definição de um módulo

supérfluo).

Definição 1.1.18. Seja M um B-módulo. Uma cobertura projetiva de M

é um módulo projetivo P , junto com um epimorfismo supérfluo P → M de B-

módulos.

Quando existe, a cobertura projetiva associada a um epimorfismo supérfluo

de um dado módulo M é única a menos de isomorfismo. Em geral, coberturas

projetivas (de módulos sobre anéis ou álgebras arbitrários) não necessariamente

existem.
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Exemplo 1.1.19. Qualquer módulo projetivo é uma cobertura projetiva de si

mesmo. Por exemplo, a cobertura projetiva de qualquer K-módulo V é V .

Utilizaremos muitas vezes a noção de um produto tensorial externo. Se A

e B são ambas K−álgebras associativas unitárias, M é um A-módulo e N é um

B-módulo, então M ⊗K N é um (A⊗K B)-módulo via a ação

(a⊗ b)(m⊗ n) = (am)⊗ (bn), para todos a ∈ A, b ∈ B,m ∈M,n ∈ N,

estendida por linearidade.

Definição 1.1.20. Um B-móduloM é plano se o funtorM⊗B− leva sequências

exatas de B-módulos em sequências exatas de grupos abelianos.

1.1.2 Álgebras de dimensão finita

Nesta seção, consideramos B uma K-álgebra associativa unitária de dimensão

finita (ou seja, uma K-álgebra unitária de dimensão finita como K-espaço veto-

rial) e enunciamos algumas propriedades que são relevantes para este trabalho.

Assumimos também que todos os módulos são finitamente gerados.

Proposição 1.1.21. Seja B uma K-álgebra associativa unitária de dimensão

finita. Temos as seguintes propriedades:

(a) [3, Theorem I.4.2] Todo B-módulo à esquerda (resp. à direita) possui uma

cobertura projetiva.

(b) [1, Theorem 28.4] Todo B-módulo plano à esquerda (resp. à direita) é

projetivo.

(c) [3, Proposition I.3.1] A álgebra B possui um número finito de módulos sim-

ples não-isomorfos.

(d) [3, Corollary I.4.5] As coberturas projetivas dos módulos simples (não-isomorfos)

fornecem uma lista completa de B-módulos projetivos indecompońıveis não-

isomorfos.

Observação 1.1.22. [1, Proposition 19.16] Como módulos projetivos são sempre

planos, as noções de B-módulos planos e B-módulos projetivos são equivalentes.
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Lema 1.1.23. Seja V um B-módulo simples com cobertura projetiva P . Então,

para qualquer B-módulo simples W , temos um isomorfismo de K-módulos

HomB(P,W ) ∼= HomB(V,W ) =

{

EndB(V ), se W ∼= V

0, caso contrário
,

onde W ∼= V refere-se a isomorfismo de B-módulos.

Definição 1.1.24. Uma álgebra associativa B é chamada simples se ela não

possui ideais (bilaterais) próprios não-triviais.

Observação 1.1.25. Note que se B é uma álgebra associativa unitária não-nula,

então a segunda condição da definição é automaticamente satisfeita.

Exemplo 1.1.26. A álgebra das matrizes n × n (n ≥ 1) com entradas em K é

uma K-álgebra simples.

Definição 1.1.27. Uma álgebra associativa unitária de dimensão finita é semis-

simples se ela é isomorfa a um produto cartesiano de subálgebras simples. Um

módulo sobre uma álgebra associativa é semissimples se ele é isomorfo a uma

soma direta de submódulos simples.

Lema 1.1.28 (Teorema de Maschke). Sejam G um grupo finito e K um corpo

cuja caracteŕıstica não divida a ordem de G. Então a álgebra de grupo K[G] é

semissimples.

Proposição 1.1.29. [2, Théorème VI.7.1] Suponha que B é uma álgebra associ-

ativa unitária semissimples de dimensão finita. Então:

(a) Todos os B-módulos são semissimples.

(b) Todos os B-módulos não nulos são projetivos. Em particular, todo B-

módulo é a sua própria cobertura projetiva.

1.2 Categorias

Definição 1.2.1. Uma categoria C é uma classe de objetos junto com:

1. uma classe de conjuntos disjuntos, denotados por Hom(a, b), para cada par

de objetos a, b em C;

2. para cada tripla (a, b, c) de objetos de C, uma função

Hom(b, c)×Hom(a, b) → Hom(a, c)

(g, f) 7−→ g ◦ f
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que satisfaz os axiomas:

(i) Se f : a→ b, g : b→ c e h : c→ d são morfismos de C, então

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

(ii)Para cada objeto b de C existe um morfismo idb : b→ b tal que, para todos

f : a→ b e g : b→ c, temos

idb ◦ f = f e g ◦ idb = g.

Definição 1.2.2. Um morfismo f : c −→ d em uma categoria C é uma isomor-

fismo se existe um morfismo g : d −→ c tal que f ◦ g = idd e g ◦ f = idc.

Dizemos que c e d são isomorfos se existe uma isomorfismo de c em d.

Exemplo 1.2.3. A categoria Set

• Objetos: Todos os conjuntos.

• Morfismos: Hom(a, b) é o conjunto de todas as funções de conjuntos de a

em b.

Exemplo 1.2.4. A categoria G

• Objetos: Todos os grupos.

• Morfismos: Hom(a, b) é o conjunto de todos os homomorfismos de grupos

de a em b.

Exemplo 1.2.5. Seja B uma álgebra. A categoria B-mod, é tal que

• Objetos: Todos os B-módulos finitamente gerados.

• Morfismos: Hom(a, b) é o conjunto de todos os homomorfismos de B-

mólulos de a em b.

Exemplo 1.2.6. Seja C uma categoria. A categoria oposta de C,denotada por

Cop, é tal que:

• Objetos de Cop: Objetos em C

• Morfismos: f op : c′ −→ c, com c e c′ objetos em Cop, para cada f : c −→ c′

morfismo em C.

• A composição é dada por f op ◦ gop = (g ◦ f)op.
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Exemplo 1.2.7. Seja C uma categoria. A categoria de morfismos de C,

denotada por C→, é tal que:

• Objetos de C→: Morfismos em C

• Morfismos em C→: Hom(f, f ′) = {(g, g′) / g, g′ ∈ Ob C) e f ′ ◦ g = g′ ◦ f}.

• Para cada f : a −→ b morfismo em C, idf = (ida, idb) em C→.

• A composição é dada por (f, f ′) ◦ (g, g′) = (f ◦ g, f ′ ◦ g′).

Definição 1.2.8. Sejam C e D duas categorias. Dizemos que D é uma subca-

tegoria de C se:

• Ob D ⊆ Ob C.

• Mor D ⊆ Mor C.

• Para cada a ∈ Ob D, temos ida ∈ Mor D.

• Para cada f, g par compońıvel de morfismos em D, temos g ◦ f ∈ Mor D.

• A composição em D é dada pela composição em C.

Além disso, se HomD(a, b) = HomC(a, b), para todos a, b ∈ Ob D, então D é

uma subcategoria plena de C.

Exemplo 1.2.9. A categoria Ring de todos os anéis, é uma subcategoria da

categoria dos grupos abelianos Ab, pois

• Ob Ring ⊆ Ob Ab.

• Mor Ring ⊆ Mor Ab.

• Para cada a ∈ Ob Ring, temos ida ∈ Mor Ring.

• g ◦ f ∈ Mor Ring, para todos f, g ∈ Mor Ring.

• A composição em Ring e em Ab é a mesma.

Mas,como a inclusão HomRing(a, b) ⊂ HomAb(a, b) é própria, Ring não é uma

subcategoria plena de Ab.
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Exemplo 1.2.10. A categoria B − pmod, de todos os B-módulos projetivos fi-

nitamente gerados é uma subcategoria plena da categoria B − mod de todos os

B-módulos finitamente gerados.

Definição 1.2.11. Uma categoria C é pequena se ambos Ob C e Mor C são

conjuntos.

Definição 1.2.12. Uma categoria D é uma subcategoria esqueleto ou esque-

leto da categoria C se:

• D é uma subcategoria plena de C.

• Cada objeto de C é isomorfo a um objeto de D.

• Dois objetos diferentes em D não são isomorfos.

Definição 1.2.13. Uma categoria é essencialmente pequena se tem esqueleto

pequeno.

1.2.1 Produto e coproduto

Definição 1.2.14. Um produto da famı́lia {ai / i ∈ I} de objetos de uma

categoria C é um objeto de C, denotado por
∏

i∈I

ai, junto com uma famı́lia de

morfismos {πi : p → ai / i ∈ I}, tais que, para cada objeto b de C e cada famı́lia

de morfismos em C {ϕi : b→ ai / i ∈ I}, existe um único morfismo ϕ : b→
∏

i∈I

ai

tal que πi ◦ ϕ = ϕi, para cada i ∈ I, ou seja, o diagrama abaixo comuta.

∏

i∈I

ai
πi // ai

b

ϕ

__
ϕi

OO

Definição 1.2.15. Um coproduto da famı́lia {ai / i ∈ I} de objetos de uma

categoria C é um objeto de C, denotado por
∐

i∈I

ai, junto com {ιi : ai → s / i ∈ I},

famı́lia de morfismos, tais que, para cada objeto b e cada famı́lia de morfismos

{ψi : ai → b / i ∈ I}, existe um único morfismo ψ :
∐

i∈I

ai → b tal que ψ ◦ ιi = ψi,
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para cada i ∈ I, ou seja, o diagrama abaixo comuta.

ai
ιi //

ψi

��

∐

i∈I

ai

ψ

��
b

Teorema 1.2.16. [9, Theorem I.7.3] Se (p, {πi}) e (q, {ψi}) são dois produtos

(respectivamente, coprodutos) da famı́lia {ai / i ∈ I} de objetos em uma categoria

C, então p e q são isomorfos.

Lema 1.2.17. [13, Lemma 1.3.6] Seja C uma categoria e a, b, c ∈ Ob C.

(i) Se a
∏

b existe, então a
∏

b ∼= b
∏

a.

(ii) Se a
∏

b, b
∏

c, a
∏

(b
∏

c) e (a
∏

b)
∏

c existem, então

a
∏

(b
∏

c) ∼= (a
∏

b)
∏

c.

Definição 1.2.18. Um objeto i em uma categoria C é dito inicial se, para cada

objeto c em C, existe um, e só um, morfismo i −→ c .

Um objeto t de C é dito final se, para cada objeto c em C, existe um, e só um,

morfismo c −→ t.

Um objeto de C que é inicial e final é chamado objeto zero.

Teorema 1.2.19. [9, Theorem I.7.10] Quaisquer dois objetos iniciais (finais) em

uma categoria C são isomorfos.

Lema 1.2.20. [13, Lemma 1.3.4] Se t é um objeto final em uma categoria C,

então a
∏

c ∼= a, para cada a ∈ Ob C.

1.2.2 Funtores e transformações naturais

Definição 1.2.21. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante

T : C → D é um par de funções, ambas denotadas por T , a saber:

(i) uma função que associa a cada objeto c em C um objeto T (c) em D e

(ii) uma função que associa a cada morfismo f : a→ b em C um morfismo

T (f) : T (a) → T (b) em D, conforme ilustrado no diagrama

a
T //

f

��

T (a)

T (f)

��
b

T
// T (b)
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tais que:

• T (idc) = idT (c), para cada morfismo idc em C,

• T (g ◦ f) = T (g) ◦ T (f), para cada par de morfismos f, g de C, quando a

composta estiver definida.

O gráfico abaixo ilustra a composição dos morfismos imagens via o funtor cova-

riante T .

a
f

//

T
��

g◦f

))b

T
��

g
// c

T
��

T (a)
T (f) //

T (g◦f)

44T (b)
T (g) // T (c)

Exemplo 1.2.22. Seja a um objeto fixo em uma categoria C. O funtor covari-

ante ha, chamado funtor covariante Hom, da categoria C na categoria Set dos

conjuntos, associa a cada objeto c de C o conjunto ha(c) = HomC(a, c) de todos

os morfismos de a em c na categoria C.

Para cada objeto c′ em C, se f : c→ c
′

é um morfismo em C, então ha é a função

de conjuntos

ha(f) : HomC(a, c) → HomC(a, c
′

)

k 7→ f ◦ k

ilustrada pelo diagrama a seguir.

a k //

(ha(f))(k)=f◦k ��

c

f
��

c
′

Definição 1.2.23. Sejam C e D duas categorias. Um funtor contravariante

S de C em D, denotado por S : C → D, é um par de funções ambas denotadas

por S, a saber:

(i) uma função que associa a cada objeto c em C um objeto S(c) em D e

(ii) uma função de morfismos que associa a cada morfismo f : a → b em D
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um morfismo S(f) : S(b) → S(a) (veja o diagrama)

a S //

f

��

S(a)

b
S

// S(b)

S(f)

OO

tais que:

• S(idc) = idS(c), para cada morfismo idc em C,

• S(g ◦ f) = S(f) ◦ S(g), para cada par de morfismos f, g de C, quando a

composta estiver definida, conforme o diagrama.

a
f

//

S
��

g◦f

))a

S
��

g
// c

S
��

S(a) S(b)
S(f)oo S(c)

S(g)oo

S(g◦f)

jj

Exemplo 1.2.24. Seja b um objeto fixo na categoria C. O funtor contravariante

hb, chamado funtor contravariante Hom, da categoria C na categoria S dos con-

juntos associa a cada objeto c de C o conjunto hb(c) = HomC(c, b) de todos os

morfismos de c em b na categoria C.

Para cada objeto c′ em C, s e g : c → c
′

é um morfismo em C hb é a função de

conjuntos

hb(g) : HomC(c
′

, b) → HomC(c, b)

f 7−→ f ◦ g

ilustrada pelo diagrama a seguir.

c

g
��

(hb(g))(t)=f◦g

��
c
′

f
// b

Definição 1.2.25. Sejam C, D duas categorias. Definimos a categoria pro-

duto de C e D, denotada C × D, por:

(i) os objetos em C × D são todos os pares (c, d), com c ∈ Ob C e d ∈ Ob D;

(ii) um morfismo entre dois objetos (a, b) e (c, d) em C × D é um par (f, g) de

morfismos, tais que f : a −→ c e g : b −→ d.
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Para (f, g) : (a, b) −→ (c, d) e (k, h) : (c, d) −→ (a′, b′) morfismos em C ×D a

composição é dada por:

(k, h) ◦ (f, g) = (k ◦ f, h ◦ g).

Definição 1.2.26. Sejam C, D e E categorias. Um bifuntor é um funtor

F : C × D −→ E

(a, b) 7−→ F (a, b), para todo (a, b) ∈ Ob C × D

(f, g) 7−→ F (f, g), para todo (f, g) ∈ Mor C × D.

Definição 1.2.27. Sejam C e D duas categorias. Um funtor F : C −→ D induz

uma função Fc,c′ : HomC(c, c
′) → HomD(F (c), F (c

′)), para quaisquer c, c′ ∈ C.

(i) Se Fc,c′ é injetiva, dizemos que F é completo.

(ii) Se Fc,c′ é sobrejetora, dizemos que F é fiel.

(iii) Um funtor que é completo e fiel é dito completamente fiel.

Definição 1.2.28. Sejam C e D duas categorias. Um funtor F : C −→ D reflete

isomorfismo se F (c) ∼= F (c′) implica c ∼= c′, para cada c, c′ ∈ Ob C.

Definição 1.2.29. Sejam C e D duas categorias e T : C −→ D, S : C −→ D

funtores covariantes. Uma transformação natural α : S −→ T é uma função

que associa a cada objeto c de C um morfismo αc : S(c) −→ T (c) de D de tal

forma que, para cada morfismo f : c −→ c′ de C, o diagrama a seguir em D é

comutativo.

c

f

��

S(c)
αc //

S(f)

��

T (c)

T (f)

��
c′ S(c′) αc′

// T (c′)

Definição 1.2.30. Uma transformação natural β : S −→ T , de funtores

contravariantes T : C −→ D e S : C −→ D, é uma função que associa a cada

objeto c de C um morfismo βc : S(c) −→ T (c) de D de tal forma que, para cada

morfismo g : c −→ c′ de C, o diagrama em D é comutativo.

c

g

��

S(c)
βc // T (c)

c′ S(c′)
βc′

//

S(g)

OO

T (c′)

T (g)

OO

Se βc é um isomorfismo, para cada c em C, então β é dito um isomorfismo

natural.
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Definição 1.2.31. Seja T um funtor covariante de C em Set. Dizemos que T é

representável se existe um objeto a em C e um isomorfismo natural

α : ha −→ T,

ilustrado pelo diagrama a seguir:

ha(c) = HomC(a, c)
αc //

ha(f)
��

T (c)

T (f)
��

ha(c
′) = HomC(a, c

′)
αc′ // T (c′)

Analogamente, um funtor contravariante S : C −→ Set é representável se

existe um objeto b de C e um isomorfismo natural β : hb −→ S.

Seja (a, α) uma representação de um funtor covariante T : C −→ Set.

Definimos a categoria CT cujos objetos são os pares (c, s), com c objeto em C

e s ∈ T (c) ∼= HomC(a, c).

Um morfismo em CT de (c, s) em (d, r) é um morfismo f : c −→ d em C tal

que T (f)(s) = r ∈ T (d) ∼= HomC(a, d).

Um objeto inicial na categoria CT é dito um elemento inicial do funtor T .

Teorema 1.2.32. [9, Theorem X.1.6] Seja T : C −→ S um funtor covariante.

Existe uma correspondência biuńıvoca entre X , a classe de todas as representações

de T, e a classe Y, de todos os elementos iniciais de T , dada por:

φ : (a, α) 7−→ (a, αa(ida)).

1.2.3 Funtor adjunto

Sejam S : C −→ D e T : D −→ C funtores covariantes. Na categoria produto

C × D definimos o funtor

C × D −→ S

(c, d) 7−→ HomD(S(c), d)

(f, g) 7−→ HomD(S(f), g)

que é contravariante na primeira variável e covariante na segunda. Denotaremos

este funtor por HomD(S(−),−).
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Analogamente, definimos o funtor

HomC(−, T (−)) : C × D −→ S

(c, d) 7−→ HomC(c, T (d))

(f, g) 7−→ HomC(f, T (g)).

Definição 1.2.33. Sejam S : C −→ D e T : D −→ C funtores covariantes.

Dizemos que S é adjunto à esquerda de T , T é adjunto à direita de

S ou (S, T ) é um par adjunto, se existe um isomorfismo natural do funtor

HomD(S(−),−) no funtor HomC(−, T (−)).

HomD(S(c), d)

HomD(S(f),g)
��

αcd // HomC(c, T (d))

HomC(f,T (g))
��

HomD(S(c
′), d′) αc′d′

// HomC(c
′, T (d′))

com f : c −→ c′ morfismo em C e g : d −→ d′ morfismo em D.

Exemplo 1.2.34. Seja x um conjunto fixo, definimos o funtor

T : Set −→ Set

a 7−→ x× a

f 7−→ (idx, f)

O funtor T é adjunto à esquerda do funtor covariante Hom, ou seja, o seguinte

diagrama comuta

HomSet(x× c, d)

HomSet((idx,f),g)
��

αcd // HomSet(c,HomSet(x, d))

HomSet(f,hx(g))
��

HomSet(x× c′, d′) αc′d′

// HomSet(c
′, HomSet(x, d

′))

para cada c, d par de objetos em Set, com αc d dado por

c

αcd(k)

((

T
// x× c

k
// d

hx

// HomSet(x, d)

para cada k ∈ HomSet(x× c, d).

Proposição 1.2.35. [9, Proposition X.2.2] Um funtor T : D −→ C tem adjunto

à esquerda se, e somente se, para cada objeto c de C o funtor HomC(c, T (−)),de

D em C, é representável.
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Demonstração. Se S : C −→ D é adjunto à esquerda de T , então existe, para

cada objeto c em C e cada objeto d em D, uma bijeção

αcd : HomD(S(c), d) −→ HomC(c, T (d)).

Assim, para um c ∈ Ob C fixo, (S(c), αc−) é uma representação do funtor

HomC(c, T (−)). Reciprocamente, se, para cada objeto c de C existe um objeto ac

em D que representa o funtor HomC(c, T (−)), então existe um funtor covariante

S : C −→ D tal que S(c) = ac e um isomorfismo natural de funtores

HomD(S(−),−) −→ HomC(−, T (−)).

Logo o funtor S é adjunto à esquerda de T .

Corolário 1.2.36. [9, Corollary X.2.4] Quaisquer dois funtores covariantes ad-

juntos à esquerda de T : D −→ C são naturalmente isomorfos.

1.3 Categorias aditivas

Agora definiremos categorias aditivas que serão de utilidade para definirmos

o grupo de Grothendieck cindido que será estudado na Seção 2.3.

Definição 1.3.1. Uma categoria C é dita preaditiva ou Ab categoria se, para

cada par de objetos a, b em C, o conjunto HomC(a, b) é um grupo abeliano com

relação à adição e a composição de morfismos é distributiva em relação à adição,

isto é, se f, f ′ ∈ HomC(a, b) e g, g
′ ∈ HomC(b, c), temos

(g + g′) ◦ f = (g ◦ f) + (g′ ◦ f) e g ◦ (f + f ′) = (g ◦ f) + (g′ ◦ f).

Definição 1.3.2. Seja C uma categoria, Dizemos que C é aditiva se:

(i) C é uma categoria preaditiva.

(ii) A categoria C tem objeto zero.

(iii) Para quaisquer a, b ∈ Ob C, existem a
∏

b e a
∐

b.

Exemplo 1.3.3. As categorias Ab, V ectK, de todos os espaços vetoriais sobre o

corpo K, e R−mod, de todos os R-módulos para um anel fixo R, são categorias

aditivas.

Definição 1.3.4. Sejam C uma categoria com objeto zero, a, b ∈ Ob C. Um

objeto em C é um biproduto de a e b, denotado a⊕ b, se existem:
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(i) morfismos πa : a⊕ b −→ a e πb : a⊕ b −→ b, tais que a⊕ b é produto de a e b;

(ii) morfismos ιa : a −→ a⊕ b e ιb : b −→ a⊕ b, tais que a⊕ b é coproduto de a

e b e

πa ◦ ιa = ida, πb ◦ ιb = idb, πb ◦ ιa = 0ab e πa ◦ ιb = 0ba.

Às vezes denotaremos o biproduto de a e b como (a⊕ b, πa, πb, ιa, ιb).

Proposição 1.3.5. [13, Proposition 2.2.8] Seja C uma categoria aditiva. Então:

(i) produtos e coprodutos finitos são isomorfos e são biprodutos.

(ii) Para quaisquer a, b ∈ Ob C, o biproduto de a e b satisfaz

ιa ◦ πb + ιb ◦ πb = ida⊕b.

Demonstração. Seja a
∐

b o coproduto binário dos objetos a, b em C e fixemos

ιa : a→ a
∐

b e ιb : b→ a
∐

b

os morfismos da definição de coproduto binário. Logo existem morfismos únicos

πa e πb tais que os seguintes diagramas comutam.

a b

a

ida

==

ιa
// a
∐

b

πa

OO

b

0ba

aa

ιb
oo a

0ab

==

ιa
// a
∐

b

πb

OO

b

ida

aa

ιb
oo

Sejam c ∈ Ob A e fa : c → a, fb : c → d morfismos arbitrários. Então o

morfismo

f = ιa ◦ fa + ιb ◦ fb

faz o seguinte diagrama comutar

c

f
��

fb

""

fa

||
a a

∐

b πb
//

πa
oo b

De fato:
πa ◦ f = πa ◦ (ιa ◦ fa + ιb ◦ fb)

= πa ◦ ιa ◦ fa + πa ◦ ιb ◦ fb

= ida ◦ fa + 0ab ◦ fb = fa,
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e
πb ◦ f = πb ◦ (ιa ◦ fa + ιb ◦ fb)

= πb ◦ ιa ◦ fa + πb ◦ ιb ◦ fb

= 0ba ◦ fa + idb ◦ fb = fb.

Agora suponha que exista f ′ : c→ a
∐

b satisfazendo fa = πa◦f
′ e fb = πb◦f

′,

então f = ιa ◦ fa + ιb ◦ fb = ιa ◦ (πa ◦ f
′) + ιb ◦ (πb ◦ f

′), logo, como A é aditiva,

f = (ιa ◦πa+ ιb ◦πb)f
′. Da definição de coproduto, ιa, πa, ιb e πb são únicos, logo

também o é u = ιa ◦ πa + ιb ◦ πb e, como ida∐ b também faz o seguinte diagrama

comutar,

a
∐

b

a

ιa
>>

ιa
// a
∐

b

πa

OO

b

ιa
``

ιb
oo

ou seja, u = ida
∐
b. assim, f = f ′. Dáı, a

∐

b é produto de a e b e, portanto,

coproduto binário.

Definição 1.3.6. Seja C uma categoria aditiva e a, b ∈ Ob C. Fixamos o bipro-

duto (a⊕a, ιa, ι
′
a, πa, π

′
a). O morfismo diagonal ∆a : a −→ a⊕a e o morfismo

codiagonal ∇a : a ⊕ a −→ a são definidos como os únicos morfismos tais que

os seguintes diagramas comutam.

a

∆a

��

ida

""

ida

||

a

a a⊕ a
π′
a

//
πa

oo a a

ida

<<

ιa
// a⊕ a

∇a

OO

a
ι′a

oo

ida

bb

Definição 1.3.7. Sejam C uma categoria aditiva, a, b, c, d ∈ Ob C e considere os

biprodutos (a⊕ c, πa, πc, ιa, ιc) e (b⊕ d, πb, πd, ιb, ιd). O morfismo biproduto de

f : a −→ b e g : c −→ d é o único morfismo f ⊕ g : a⊕ c −→ b⊕ d que satisfaz

πb ◦ (f ⊕ g) ◦ ιa = f, πd ◦ (f ⊕ g) ◦ ιc = g,

πb ◦ (f ⊕ g) ◦ ιc = 0c b e πd ◦ (f ⊕ g) ◦ ιa = 0a d

Um tal morfismo existe e podemos tomar f ⊕ g = ιb ◦ f ◦ πa + ιd ◦ g ◦ πc.

Com a teoria exposta neste caṕıtulo, podemos agora abordar os temas prin-

cipais deste trabalho nos caṕıtulos seguintes.



Caṕıtulo 2

O grupo de Grothendieck

Neste caṕıtulo veremos a construção e algumas propriedades do grupo de

Grothendieck, que é uma das ferramentas principais dos processos de categori-

ficação e decategorificação algébricas e está fortemente relacionado com a operação

binária em relação a qual é definido. As principais referências são [13],[14] e [19].

Em particular, no final da segunda seção exemplificamos com todos os detalhes

o cálculo do grupo de Grothendieck da categoria FinSet.

2.1 Operações binárias em categorias

Seja C uma categoria não vazia. Uma operação binária ∗ em C é um bifuntor

∗ : C × C −→ C

(a, b) 7−→ a ∗ b, para todos a, b ∈ Ob C e

(f, g) 7−→ f ∗ g, para todos f, g ∈ Mor C.

Vamos escrever, às vezes, ∗(a, b) e ∗(f, g) para denotar a∗b e f∗g como imagens

via o bifuntor ∗. O seguinte resultado segue direto da definição de funtor.

Lema 2.1.1. [13, Lemma 2.1.2] Seja ∗ uma operação binária em uma categoria

C. Então:

(i) Para quaisquer objetos a, b em C, ida ∗ idb = ida∗b.

(ii) Se, para quaisquer f, g, f ′, g′ em Mor C, (g, f) e (g′, f ′) são pares compońıveis,

então

(g ◦ f) ∗ (g′ ◦ f ′) = (g ∗ g′) ◦ (f ∗ f ′).

Demonstração. (i) Sejam a, b ∈ Ob C. Temos

ida ∗ idb = ∗(ida, idb) = id∗(a,b) = ida∗b

22
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(ii) Sejam f, g, f ′, g′ em Mor C tais que (g, f) e (g′, f ′) são pares compońıveis.

Então

(g ◦ f) ∗ (g′ ◦ f ′) = ∗(g ◦ f, g′ ◦ f ′) = ∗((g, g′) ◦ (f, f ′)) = (g ∗ g′) ◦ (f ∗ f ′).

Lema 2.1.2. [13, Lemma 2.1.3] Seja C uma categoria e ∗ uma operação binária

em C. Então ∗ induz uma operação binária ∗ em C→ tal que o funtor

F : C −→ C→

a 7−→ ida

f 7−→ (f, f)

preserva a operação binária. Este funtor é completamente fiel e reflete isomor-

fismo.

Demonstração. Sejam a, b ∈ Ob C e f, g ∈ Mor C. Temos:

F (a ∗ b) = ida∗b = ida ∗ idb = F (a) ∗ F (b) e

F (f ∗ g) = (f ∗ g, f ∗ g) = (f, f) ∗ (g, g) = F (f) ∗ F (g).

Dáı F preserva a operação binária.

Sabemos que F induz, para cada a, b ∈ Ob C, a função injetora

Fab : HomC(a, b) −→ HomC→(ida, idb)

f 7−→ (f, f).

Seja (f, g) ∈ HomC→(ida, idb), ou seja, ida ◦ f = g ◦ idb, logo f = g. Logo

HomC(ida, idb) = {(f, f), f ∈ Mor C}

e dáı Fab é bijetora, para a, b ∈ Ob C. Assim, F é completamente fiel.

Agora suponhamos ida ∼= idb, ou seja, temos isomorfismos f, g ∈ Mor C tais

que ida = f ◦ idb ◦ g, isto é, f = g−1 : b −→ a, dáı a ∼= b. Logo F reflete

isomorfismo.

Lema 2.1.3. [13, Lemma 2.1.5] Se ∗ é uma operação binária na categoria C,

então:
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1. Para quaisquer objetos a, b, c, d ∈ Ob C,

a ∼= b e c ∼= d =⇒ a ∗ c ∼= b ∗ d.

2. Para quaisquer f, g, f ′, g′ ∈ Mor C,

f ∼= f ′ e g ∼= g′ =⇒ f ∗ g ∼= f ′ ∗ g′.

Demonstração. 1. Sejam a, b, c, d ∈ Ob C tais que a ∼= b e c ∼= d, ou seja, existem

f : a −→ b e g : c −→ d isomorfismos em C. Temos f ∗ g : a ∗ c −→ b ∗ d e

definimos (f ∗ g)−1 = f−1 ∗ g−1. Dáı

(f ∗ g) ◦ (f−1 ∗ g−1) = (f ◦ f−1) ∗ (g ◦ g−1) = idb ∗ idd = idb∗d.

e

(f−1 ∗ g−1) ◦ (f ∗ g) = (f−1 ◦ f) ∗ (g−1 ◦ g) = ida ∗ idc = ida∗c.

Assim, f ∗ g é um isomorfismo. Logo a ∗ c ∼= b ∗ d.

2. Sejam f, g, f ′, g′ ∈ Mor C tais que f ∼= f ′ e g ∼= g′, ou seja, existem

k, k′, r, r′ isomorfismos em C tais que:

f = k′ ◦ f ′ ◦ k e g = r′ ◦ g′ ◦ r.

Assim, f ∗g = (k′ ◦f ′ ◦k)∗ (r′ ◦g′ ◦r) = (k′ ∗r′)◦ (f ′ ∗g′)◦ (k ∗r) com k′ ∗r′ e k ∗r

isomorfismos em C. Logo f ∗ g ∼= f ′ ∗ g′.

Propriedades: Seja ∗ uma operação binária na categoria C.

(i) Dizemos que ∗ é associativa em C se (a ∗ b) ∗ c ∼= a ∗ (b ∗ c), para todos

a, b, c ∈ Ob C e (f ∗ g) ∗ h ∼= f ∗ (g ∗ h), para todos f, g, h ∈ Mor C.

(ii) Dizemos que ∗ tem identidade se, para algum e ∈ Ob C, temos, para todo

a ∈ Ob C, e ∗ a ∼= a ∗ e ∼= a e ide ∗ f ∼= f ∼= f ∗ ide, para todo f ∈ Mor C.

(iii) Dizemos que ∗ é comutativa em C se a ∗ b ∼= b ∗ a, para todos a, b ∈ Ob C,

e f ∗ g ∼= g ∗ f , para todos f, g ∈ Mor C.

Definição 2.1.4. Denotamos a classe das classes de isomorfismos dos objetos de

C por Siso(C), isto é:

Siso(C) =
Ob C
∼=

.
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Se ∗ é uma operação binária em C, define-se uma operação binária em Siso(C)

por

[a] ∗ [b] := [a ∗ b].

Lema 2.1.5. [13, Lemma 2.1.9] Seja ∗ uma operação binária em uma categoria

C e ∗ a operação binária em C→ induzida por ∗ em C. Então a função

f : (Siso(C), ∗) −→ (Siso(C→), ∗)

[a] 7−→ [ida]

preserva a operação binária.

Demonstração. Para cada [a] em Siso(C) e F o funtor do Lema 2.1.2, temos

f([a]) = [ida] = [F (a)].

Esta função está bem definida, pois F reflete isomorfismo.

Sejam [a], [b] ∈ (Siso(C), ∗). Como F preserva a operação binária, temos

f([a] ∗ [b]) = f([a ∗ b]) = [ida∗b] = [F (a ∗ b)] = [F (a) ∗ F (b)]

= [F (a)] ∗ [F (b)] = f([a]) ∗ f([b])

Assim, a função f preserva a operação binária.

Lema 2.1.6. [13, Lemma 2.1.10] Seja ∗ uma operação binária em uma categoria

essencialmente pequena C. Se ∗ é associativa, tem identidade e é comutativa,

então (Siso(C), ∗) e (Siso(C→), ∗) são monóides comutativos.

Demonstração. Sejam [a], [b], [c] ∈ Siso(C) e [f ], [g], [h] ∈ Siso(C→). Como ∗ é

associativa, então (a ∗ b) ∗ c ∼= a ∗ (b ∗ c) e (f ∗ g) ∗ h ∼= f ∗ (g ∗ h), ou seja,

[(a ∗ b) ∗ c] = [a ∗ (b ∗ c)] e [(f ∗ g) ∗ h] = [f ∗ (g ∗ h)]. Logo, para todos

[a], [b], [c] ∈ Siso(C),

([a] ∗ [b]) ∗ [c] = [a ∗ b] ∗ [c] = [(a ∗ b) ∗ c] = [a ∗ (b ∗ c)] = [a] ∗ [b ∗ c] = [a] ∗ ([b] ∗ [c])

e, para todos [f ], [g], [h] ∈ Siso(C→),

([f ]∗ [g])∗ [h] = [f ∗g]∗ [h] = [(f ∗g)∗h] = [f ∗(g∗h)] = [f ]∗ [g∗h] = [f ]∗([g]∗ [h]).
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Dáı (Siso(C), ∗) e (Siso(C→), ∗) são semigrupos.

Se ∗ tem identidade, temos e ∈ Ob C tal que

e ∗ a ∼= a ∼= a ∗ e e ide ∗ f ∼= f ∼= f ∗ ide,

ou seja, para todo [a] ∈ Siso(C) e todo [f ] ∈ Siso(C→),

[e ∗ a] = [a] = [a ∗ e] e [ide ∗ f ] = [f ] = [f ∗ ide],

Logo [e] é a identidade em (Siso(C), ∗) e [ide] é a identidade em (Siso(C→), ∗).

Dáı, (Siso(C), ∗) e (Siso(C→), ∗) são monóides.

Finalmente, se ∗ também é comutativa em C, então a ∗ b ∼= b ∗ a, para todos

a, b ∈ Ob C, e f ∗g ∼= g∗f , para todos f, g ∈ Mor C, ou seja, [a∗b] = [b∗a], para

todos [a], [b] ∈ (Siso(C), ∗) e [f ∗ g] = [g ∗ f ], para todos [f ], [g] ∈ (Siso(C→), ∗).

Logo, para todos [a], [b] ∈ (Siso(C), ∗)

[a] ∗ [b] = [a ∗ b] = [b ∗ a] = [b] ∗ [a]

e, para todos [f ], [g] ∈ (Siso(C), ∗)

[f ] ∗ [g] = [f ∗ g] = [g ∗ f ] = [g] ∗ [f ].

Dáı (Siso(C), ∗) e (Siso(C→), ∗) são monoides comutativos.

Definição 2.1.7. O grupo abeliano livre gerado por Siso(C) é denotado por Giso(C)

e

Giso(C) =

{

n
∑

i=1

mi[ai] / n ∈ N∗,mi ∈ Z, [ai] ∈ Siso(C)

}

.

2.2 O grupo de Grothendieck

Seja C uma categoria essencialmente pequena e ∗ uma operação binária em

C. Considere N(C) o subgrupo normal de Giso(C) gerado por

{[a ∗ b]− [a]− [b] / a, b ∈ Ob C}.
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Definição 2.2.1. O grupo de Grothendieck de C em relação a ∗ é o grupo

quociente

G0(C, ∗) =
Giso(C)

N(C)
.

Lema 2.2.2. [13, Lemma 2.1.15] Se ∗ tem identidade em C, então [e] = 0 em

G0(C, ∗).

Demonstração. Temos

[e] = −[e] + [e] + [e] = −([e ∗ e]− [e]− [e]).

Assim, [e] ∈ N(C), ou seja, [e] = 0 em G0(C, ∗).

Lema 2.2.3. [13, Lemma 2.1.16] Seja ∗ uma operação binária associativa em

uma categoria essencialmente pequena C. Então em G0(C, ∗) temos:

(i) cada elemento pode ser escrito, para alguns a, b ∈ Ob C, na forma

[a] +N(C)− [b] +N(C) = ([a]− [b]) +N(C).

(ii) [a]+N(C) = [b]+N(C) se, e somente se a∗c ∼= b∗c, para algum c ∈ Ob C.

Demonstração. (i) Seja x + N(C) ∈ G0(C, ∗). Como G0(C, ∗) é comutativo em

relação à adição x+N(C) pode ser escrito como

x+N(C) =

(

n
∑

i=1

αi[ai]−
m
∑

j=1

βj[bj]

)

+N(C),

com m,n,∈ N+ e αi, βj ∈ Z+, para todos i, j.

Assim, como em G0(C, ∗), [a ∗ b]− [a]− [b] +N(C) = N(C), então

[a ∗ b] +N(C) = [a] + [b] +N(C) e dáı

x+N(C) =
(

[∗α1

i=1a1] + . . .+ [∗αn

i=1an]− [∗β1i=1b1]− . . .− [∗βmi=1bm]
)

+N(C)

x+N(C) =
(

[∗ni=1 ∗
αj

j=1 aj]− [∗ni=1 ∗
βj
j=1 bi]

)

+N(C).

ou seja,

x+N(C) = {[∗ni=1 ∗
αj

j=1 aj] +N(C)} − {[∗ni=1 ∗
βj
j=1 bi] +N(C)}



2.2. O GRUPO DE GROTHENDIECK 28

(ii) Se [a] +N(C) = [b] +N(C), então [a]− [b] ∈ N(C) ⊳ Giso(C) e, como Giso(C)

é comutativo em relação à adição, temos

[a]− [b] =
n
∑

i=1

([xi ∗ yi]− [xi]− [yi])−
m
∑

j=1

([wi ∗ zi]− [wi]− [zi]),

para alguns [xi], [yi], [wi], [zi] ∈ Giso(C) e alguns n,m ∈ N+. Assim,

[a] +
m
∑

j=1

[wi ∗ zi] +
n
∑

i=1

([xi] + [yi]) = [b] +
n
∑

i=1

[xi ∗ yi] +
m
∑

j=1

([wi] + [zi]).

Como as classes por isomorfismo de C são uma base de Giso(C), os termos de

Siso(C) na esquerda são permutações dos termos de Siso(C) na direita. Assim,

a ∗ c ∼= b ∗ c com

c = (∗ni=1(xi ∗ yi)) ∗ (∗
m
j=1(wj ∗ zj)).

Sejam a, b, c ∈ Ob C tais que a ∗ c ∼= b ∗ c. Então, em G0(C, ∗),

[a ∗ c] +N(C) = [b ∗ c] +N(C)

⇒ [a] + [c] +N(C) = [b] + [c] +N(C)

Logo, [a] +N(C) = [b] +N(C).

Lema 2.2.4. Seja (M, ∗) um semigrupo comutativo. Então a relação definida

por (x, y) ∼ (u, v) se, e somente se, x ∗ v ∗ t = u ∗ y ∗ t, para algum t ∈M, é uma

relação de equivalência em M ×M

Demonstração. Sejam (x, y), (a, b), (u, v) ∈M ×M . Temos

(i) (x, y) ∼ (x, y), pois x ∗ y ∗ t = x ∗ y ∗ t, para todo t ∈M . Logo ∼ é reflexiva.

(ii) Se (x, y) ∼ (a, b), então x∗b∗t = a∗y∗t, para algum t ∈M , logo (a, b) ∼ (x, y).

Dáı ∼ é simétrica

(iii) Se (x, y) ∼ (a, b) e (a, b) ∼ (u, v), então x∗b∗t1 = a∗y∗t1 e a∗v∗t2 = u∗b∗t2,

para alguns t1, t2 ∈M . Dáı x ∗ b ∗ t1 ∗ a ∗ v ∗ t2 = a ∗ y ∗ t1 ∗ u ∗ b ∗ t2 e, como M

é comutativo, x ∗ v ∗ (b ∗ t1 ∗ a ∗ t2) = u ∗ y ∗ (b ∗ t1 ∗ a ∗ t2). Logo (x, y) ∼ (u, v),

ou seja ∼ é transitiva.

Portanto, ∼ é uma relação de equivalência.

Proposição 2.2.5. [18, Theorem 1.1.3] Seja (M, ∗) um semigrupo comutativo.

Existe, a menos de isomorfismo, um único completamento de grupo para

(M, ∗), que é um par (G,ϕ), onde G é um grupo abeliano e ϕ : M −→ G é um
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homomorfismo de semigrupos satisfazendo a propriedade universal que, para todo

homomorfismo de semigrupos ψ : M −→ H, onde (H,+) é algum grupo (não

necessariamente abeliano), existe um único homomorfismo θ : G −→ H tal que

ψ = θ ◦ ϕ.

Demonstração. Consideremos a relação de equivalência do Lema 2.2.4 e a classe

[(u, v)] = {(x, y) ∈M ×M/(a, b) ∼ (x, y)}.

Denote por G = {[(u, v)] / u, v ∈M} o conjunto quociente M×M
∼

. Definamos

+ : G×G −→ G

([(u, v)], [(x, y)]) 7−→ [(u ∗ x, v ∗ y)].

Sejam [(x, y)], [(a, b)], [(u, v)] ∈ G

{[(x, y)] + [(a, b)]}+ [(u, v)] = [(x ∗ a, y ∗ b)] + [(u, v)]

= [((x ∗ a) ∗ u, ((y ∗ b) ∗ v)]

= [(x ∗ (a ∗ u), (y ∗ (b ∗ v))]

= [(x, y)] + [(a ∗ u, b ∗ v)]

= [(x, y)] + {[(a, b)] + [(u, v)]}.

Dáı G é um semigrupo.

Ainda [(u, v)] + [(x, y)] = [(u ∗ x, v ∗ y)] = [(x ∗ u, y ∗ v)] = [(x, y)] + [(u, v)],

ou seja, G é comutativo.

Seja [(x, x)] ∈ G. Temos [(x, x)] + [(a, b)] = [x ∗ a, x ∗ b] = [(a, b)], pois ∗ é

comutativa e x∗a∗b = a∗x∗b, para todo x ∈M , assim [(x, x)] = 0G é o elemento

neutro em G. Logo G é um monóide.

Para cada [(x, y)] ∈ G, existe [(y, x)] ∈ G tal que

[(x, y)] + [(y, x)] = [(x ∗ y, x ∗ y)] = 0G.

Portanto, (G,+) é um grupo abeliano.

Definamos o homomorfismo

ϕ : M −→ G

x 7−→ ϕ(x) = [(x ∗ x, x)].

Seja H um grupo qualquer e ψ :M −→ H um homomorfismo de semigrupos.
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Podemos definir θ por:

θ : G −→ H

[(x, y)] 7−→ θ((x, y)]) = ψ(x)− ψ(y).

Assim, θ ◦ ϕ :M −→ H é tal que

(θ ◦ ϕ)(x) = θ(ϕ(x)) = θ([(x ∗ x, x)]) = ψ(x ∗ x)− ψ(x) = ψ(x).

Dáı (θ ◦ ϕ)(x) = ψ(x), para todo x ∈M , ou seja, o diagrama abaixo comuta.

M
ψ //

ϕ

��

H

G
θ

>>

Logo (G,+) é o completamento de grupo de (M, ∗).

Como consequência da Proposição 2.2.5, temos:

Teorema 2.2.6. [13, Theorem 2.1.18] Seja C uma categoria e ∗ uma operação

binária associativa e comutativa em C. Então o grupo de Grothendieck com

relação a ∗ é um completamento de grupo do semigrupo (Siso(C), ∗).

Demonstração. Seja a aplicação

ϕ : Siso(C) −→ G0(C, ∗)

[c] 7−→ [c] +N(C).

Se H é um grupo e ψ : Siso(C) −→ H um homomorfismo de semigrupos, então

podemos definir

θ : G0(C, ∗) −→ H

[c] +N(C) 7−→ ψ([c]).

Sejam [a] +N(C), [b] +N(C) ∈ G0(C, ∗). Temos

θ (([a] +N(C)) + ([b] +N(C))) = θ([a] + [b] +N(C)) = ψ([a] + [b])

= ψ([a]) ψ([b]) = θ([a] +N(C)) θ([b] +N(C)).

Logo θ é um homomorfismo de semigrupos.
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Para todos a, b ∈ Ob C, temos:

θ([a ∗ b]− [a]− [b] +N(C)) = ψ([a ∗ b]) ψ(−[a]) ψ(−[b])

= ψ([b ∗ a]) ψ([a])−1 ψ([b])−1

= ψ([b]) ψ([a]) ψ([a])−1 ψ([b])−1 = eH ,

onde eH denota o elemento neutro de H. Então θ(0G0
) = eH

Seja [a] ∈ Siso(C). Então θ◦ϕ([a]) = θ(ϕ([a])) = θ([a]+N(C)) = ψ([a]). Logo

θ ◦ ϕ = ψ, ou seja, o seguinte diagrama comuta

Siso(C)
ψ //

ϕ

��

H

G0(C, ∗)

θ

;;

Logo G0(C, ∗) é o completamento de grupo de Siso(C).

Corolário 2.2.7. Seja Cat∗ a categoria de todos os pares formados por uma

categoria e uma operação binária (naquela categoria). Morfismos nesta categoria

são funtores entre categorias que preservam as operações binárias. O grupo de

Grothendieck com relação a uma operação binária induz o funtor

G0 : Cat∗ −→ Ab

(C, ∗) 7−→ G0(C, ∗)

F 7−→ (a 7−→ [F (a)]).

Como uma aplicação da teoria desenvolvida neste caṕıtulo, no exemplo a

seguir calculamos, com todos os detalhes, o grupo de Grothendieck da categoria

FinSet.

Exemplo 2.2.8. Em FinSet, a categoria dos conjuntos finitos, dois conjuntos

são isomorfos se, e somente se, eles têm a mesma cardinalidade. Assim

Siso(FinSet) = {[Xi] | |Xi| = i ∈ N} ∼= N.

Para X1, X2 ∈ Ob FinSet, o coproduto binário é dado por

X1

∐

X2 = {(x, i), i ∈ {1, 2}, x ∈ Xi}.

Como |X1

∐

X2| = |X1|+ |X2| podemos definir uma operação binária em FinSet
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por

∐

: FinSet × FinSet −→ FinSet

(a, b) 7−→ a
∐

b, para todos a, b ∈ Ob FinSet

(f, g) 7−→ f
∐

g, para todos f, g ∈ Mor FinSet ,

onde f
∐

g : X1

∐

X2 −→ Y1
∐

Y2 é definido por

(f
∐

g)(x, i) =







(f(x), i), se i = 1

(g(x), i), se i = 2

Logo a aplicação ϕ : Ob C −→ N, que associa a cada conjunto sua cardinali-

dade, induz um homomorfismo sobrejetor

φ : Giso(FinSet) −→ Z
n
∑

i=1

mi[Xi] 7−→
n
∑

i=1

mi|Xi|.

Em Giso(FinSet), considere o subgrupo normal N(FinSet) gerado por

{

[Xi

∐

Xj]− [Xi]− [Xj] / Xi, Xj ∈ ObFinSet
}

.

Observação 2.2.9. Pelo Lema 2.2.2, [X0] é o elemento neutro para a operação

em G0(FinSet,
∐

), logo [X0] ∈ N(FinSet).

Assim, podemos também escrever [X0] = 0 em G0(FinSet,
∐

).

Lema 2.2.10. Para n, q ∈ N, temos [Xnq] = n[Xq] (mod N(FinSet)).

Demonstração. Por indução sobre n ≥ 0.

Para n = 0, [X0q] = [X0] = 0 = 0[Xq], para todo q ∈ N, pela Observação

2.2.9. Agora suponha, para n ≥ 0, [Xnq] = n[Xq], para todo q ∈ N. Dáı

(mod N(FinSet)), temos

[X(q+1)n] = [Xnq+q] = [Xnq

∐

Xq] = [Xnq] + [Xq] = n[Xq] + [Xq] = (n+ 1)[Xq].

Agora, seja d = mdc{r, s}. Logo existem k1, k2 ∈ N tais que r = k1d e s = k2d.

Assim, do Lema 2.2.10, (modN(FinSet)), temos

m1[Xkid] +m2[Xk2d] = m1k1[Xd] +m2k2[Xd] = (m1k1 +m2k2)[Xd].
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Seja x =
∑n

i=1mi ([Xri

∐

Xsi ]− [Xri ]− [Xsi ]) ∈ N(FinSet). Então

φ(x) =
∑n

i=1miφ ([Xri

∐

Xsi ]− [Xri ]− [Xsi ])

=
∑n

i=1mi (φ([Xri

∐

Xsi ])− φ([Xri ])− φ([Xsi ]))

=
∑n

i=1mi (|Xri |+ |Xsi | − |Xri | − |Xsi |)

= 0.

Dáı x ∈ Ker(φ), para todo x ∈ N(FinSet). Assim, N(FinSet) ⊂ Ker(φ).

Afirmação: Ker(φ) ⊂ N(FinSet)

Demonstração. Pela Observação 2.2.9, [X0] ∈ N(FinSet).

Se α ∈ Ker(φ) e α = mj[Xj], então 0 = φ(α) = mj|Xj|. Dáı mj = 0 ou

|Xj| = 0. Se mj = 0, então α = 0 ∈ G0(FinSet ,
∐

) e dáı α ∈ N(FinSet). Se

|Xj| = 0, então [Xj] = [X0] ∈ N(FinSet), pela Observação 2.2.9.

Suponha que α possua pelo menos dois coeficientes não nulos e, como α é uma

soma com um número finito de parcelas, temos

α = mi1 [Xi1 ] +mi2 [Xi2 ] + · · ·+mik [Xik ].

Seja d = mdc{i1, i2, . . . , ik}. Então [Xij ] = [Xdqij ], onde ij = dqij, para todos

j = 1, 2, . . . , k. Dáı, pelo Lema 2.2.10, α = (mi1qi1 +mi2qi2 + · · · +mikqik)[Xd].

Como α ∈ Ker(φ), então 0 = φ(α) = (mi1qi1 + mi2qi2 + · · · + mikqik)d. Como

d 6= 0, mi1qi1 +mi2qi2 + · · · +mikqik = 0 implica α = 0(modN(FinSet). Logo

α ∈ N(FinSet)

Portanto o núcleo de φ é N(FinSet) e, pelo primeiro Teorema do Isomorfismo

para grupos, o grupo de Grothendieck de FinSet em relação ao coproduto
∐

é

isomorfo a Z.

2.3 O grupo de Grothendieck cindido

Agora apresentamos algumas propriedades do grupo de Grothendieck de uma

categoria aditiva em relação à operação biproduto binário, que aplicamos ao es-

tudo que nos interessa, dado que nas categorias de módulos o biproduto binário

ou soma direta é a operação mais natural e, portanto, será a ferramenta para a

categorificação da álgebra de Weyl via a ação sobre seus módulos.
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Lema 2.3.1. [13, Lemma 2.2.13] Seja A uma categoria aditiva. Fixando um

biproduto ⊕ em A, o bifuntor

⊕ : A×A −→ A

(a, b) 7−→ a⊕ b, para todos a, b ∈ ObA

(f, g) 7−→ f ⊕ g, para todos f, g ∈ MorA

está bem definido e ⊕ é uma operação binária.

Demonstração. O biproduto de quaisquer dois objetos em A existe, pois A é

aditiva, e da definição de morfismo biproduto existe o biproduto de quaisquer

dois morfismos.

Sejam a, b ∈ Ob A, fixando o biproduto (a ⊕ b, ιa, ιb, πa, πb) de a e b, da

definição de morfismo biproduto e, pelo Lemma 1.3.5, temos

ida ⊕ idb = ιa ◦ ida ◦ πa + ιb ◦ idb ◦ πb = ida⊕b.

Sejam a, a′, b, b′, c, c′ ∈ Ob A e f, f ′, g, g′ ∈ Mof A tais que

a
f // b

g // c e a′
f ′ // b′

g′ // c′

e os biprodutos (a⊕a′, ιa, ιa′ , πa, πa′), (b⊕b
′, ιb, ιb′ , πb, πb′) e (c⊕c

′, ιc, ιc′ , πc, πc′).Então,

como g ◦ f : a −→ c e g′ ◦ f ′ : a′ −→ c′, o morfismo biproduto de g ◦ f e g′ ◦ f ′ é

(g ◦ f)⊕ (g′ ◦ f ′) = ιc ◦ (g ◦ f) ◦ πa + ιc′ ◦ (g
′ ◦ f ′) ◦ πa′

= ιc ◦ g ◦ πb ◦ ιb ◦ f ◦ πa + ιc′ ◦ g
′ ◦ πb′ ◦ ιb′ ◦ f

′ ◦ πa′

= ιc ◦ g ◦ πb ◦ ιb ◦ f ◦ πa + 0a⊕a′ c⊕c′ + 0a⊕a′ c⊕c′

+ιc′ ◦ g
′ ◦ πb′ ◦ ιb′ ◦ f

′ ◦ πa′

= ιc ◦ g ◦ πb ◦ ιb ◦ f ◦ πa + ιc ◦ g ◦ 0b′ b ◦ f
′ ◦ πa′

+ιc′ ◦ g
′ ◦ 0b b′ ◦ f ◦ πa + ιc′ ◦ g

′ ◦ πb′ ◦ ιb′ ◦ f
′ ◦ πa′

= (ιc ◦ g ◦ πb + ιc′ ◦ g
′ ◦ πb′) ◦ (ιb ◦ f ◦ πa + ιb′ ◦ f

′ ◦ πa′)

= (g ⊕ g′) ◦ (f ⊕ f ′)

Logo ⊕ preserva o morfismo identidade e a composição de morfismos, ou seja, ⊕

é um bifuntor. Dáı ⊕ é uma operação binária

Proposição 2.3.2. [13, Proposition 2.2.14] Seja A uma categoria aditiva e ⊕ a

operação binária em A definida no Lema 2.3.1. Então (Siso(A),⊕) é um monóide

comutativo.

Demonstração. Sejam a, b ∈ Ob A como o biproduto é produto, então, do
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Lemma 1.2.17, temos a ⊕ b ∼= b ⊕ a e (a ⊕ b) ⊕ c ∼= a ⊕ (b ∼= c), ou seja, em

(Siso(A),⊕) vale

[a]⊕ [b] = [a⊕ b] = [b⊕ a] = [b]⊕ [a]

e

([a]⊕ [b])⊕ [c] = [(a⊕ b)⊕ c] = [a⊕ (b ∼= c)] = [a]⊕ ([b]⊕ [c]).

Dáı (Siso(A),⊕) é comutativo e associativo. Como A é aditiva, tem objeto zero.

Seja z o objeto zero de A. Do Lemma 1.2.20, temos a ∼= a ⊕ z, para todo

a ∈ Ob A. Dáı [a] = [a⊕z] = [a]⊕ [z], para todo [a] ∈ Siso(A). Logo, o elemento

neutro de Siso(A) é [z]. Portanto, (Siso(A),⊕) é um monóide comutativo.

Definição 2.3.3. Seja A uma categoria aditiva com um coproduto binário ⊕.

O grupo de Grothendieck de A em relação a ⊕, denotado G0(A,⊕), é chamado

grupo de Grothendieck cindido de A.

O subgrupo de Giso(A) gerado por {[a⊕b]− [a]− [b] / a, b ∈ ObA} é denotado

N⊕(A).

Proposição 2.3.4. [13, Proposition 2.2.21] Sejam A e A′ categorias aditivas.

Um funtor aditivo F : A −→ A′ induz um homomorfismo de grupos

[F ] : G0(A,⊕) −→ G0(A
′,⊕)

[a] +N⊕(A 7−→ [F (a)] +N⊕(A
′)

∑n

i=1mi[ai] +N⊕(A) 7−→
∑n

i=1mi[F (ai)] +N⊕(A
′).

Demonstração. Seja x ∈ N⊕(A). Então x =
∑

mi([ai ⊕ bi]− [ai]− [bi]) , logo

[F ](x) = [F ] (
∑

mi([ai ⊕ bi]− [ai]− [bi]))

=
∑

mi F ([ai ⊕ bi]− [ai]− [bi])

=
∑

mi (F ([ai ⊕ bi])− F ([ai])− F ([bi]))

=
∑

mi ([F (ai)⊕ F (bi)]− F ([ai])− F ([bi]))

.

Assim, F leva 0 ∈ G0(A,⊕) em 0 ∈ G0(A
′,⊕). Dáı, se a = b ∈ G0(A,⊕), então

a− b ∈ N⊕(A), ou seja, [F (a)]− [F (b)] = [F (a)− F (b)] = [F ](a− b) = 0.

Logo [F (a)] = [F (b)] e assim [F ] está bem definido.

Definição 2.3.5. Seja C uma categoria com objeto inicial c. Um objeto a de C

é dito indecompońıvel se a ∼=
∐

i∈I

bi, onde I é um conjunto de ı́ndices, implica

que existe um único ı́ndice j ∈ I tal que a ∼= bj e bi ∼= c, para cada i 6= j em I.
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Definição 2.3.6. Seja C uma categoria aditiva. Dizemos que C tem a proprie-

dade de Krull-Schmidt se:

(i) para cada objeto c em C, temos c ∼= a1 ⊕ a2 ⊕ . . . ⊕ an, com n ∈ N e cada ai

um objeto indecompońıvel em C.

(ii) Se, para a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm, objetos indecompońıveis em C, com n,m ∈

N, temos
n
⊕

i=1

ai ∼=

m
⊕

j=1

bj,

então m = n e, para cada i, ai ∼= bσ(i), onde σ é uma permutação de ı́ndices.

Teorema 2.3.7. [13, Theorem 2.3.6] Seja A uma categoria aditiva essencial-

mente pequena com a propriedade de Krull-Schmidt e S o conjunto de todas as

classes dos objetos indecompońıveis em A. Então S é uma base do grupo de

Grothendieck cindido G0(A,⊕).

Demonstração. Seja x+N⊕(A) =
∑n

i=1 αi[xi] +N⊕(A) ∈ G0(A,⊕), com α1 ∈ Z

e n ∈ N. Pela propriedade de Krull-Schmidt, temos [xi] =
[

⊕mi

j=1 aij

]

, onde cada

aij é um objeto indecompońıvel em A. Logo

x+N⊕(A) =
n
∑

i=1

αi

[

mi
⊕

j=1

aij

]

+N⊕(A) =
n
∑

i=1

αi

(

mi
∑

j=1

[aij]

)

+N⊕(A).

Assim, x+N⊕(A) ∈ 〈S〉.

Como α[a] +N⊕(A) =
n
∑

i=1

[a] +N⊕(A), para α > 0, sejam

a =

(

n1
∑

i=1

[ai]−
n2
∑

i=1

[a′i]

)

+N⊕(A), b =

(

m1
∑

i=1

[bi]−
m2
∑

i=1

[b′i]

)

+N⊕(A) ∈ G0(A,⊕)

com n1, n2,m1,m2 ∈ N e cada ai, a
′
i, bi, b

′
i são objetos indecompońıveis de A.

Sem perda de generalidade, podemos supor que não temos ai ∼= a′j nem bi ∼= b′j,

para nenhum i, j. Se a = b, então

⇒

(

n1
∑

i=1

[ai]−
n2
∑

i=1

[a′i]

)

+N⊕(A) =

(

m1
∑

i=1

[bi]−
m2
∑

i=1

[b′i]

)

+N⊕(A)

⇒

(

n1
∑

i=1

[ai] +

m2
∑

i=1

[b′i]

)

+N⊕(A) =

(

m1
∑

i=1

[bi] +

n2
∑

i=1

[a′i]

)

+N⊕(A)

⇒

[(

n1
⊕

i=1

ai

)

⊕

(

m2
⊕

i=1

b′i

)]

+N⊕(A) =

[(

n1
⊕

i=1

bi

)

⊕

(

n2
⊕

i=1

a′i

)]

+N⊕(A)
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e, do Lemma 2.2.3, temos

(

n1
⊕

i=1

ai

)

⊕

(

m2
⊕

i=1

b′i

)

⊕ c ∼=

(

n1
⊕

i=1

bi

)

⊕

(

n2
⊕

i=1

a′i

)

⊕ c,

para algum c ∈ Ob A e, como A tem a propriedade de Krull-Schmidt, c ∼=

k
⊕

i=1

ci,

onde cada ci é um objeto indecompońıvel em A e k ∈ N, ou seja,

(

n1
⊕

i=1

ai

)

⊕

(

m2
⊕

i=1

b′i

)

⊕

(

k
⊕

i=1

ci

)

∼=

(

n1
⊕

i=1

bi

)

⊕

(

n2
⊕

i=1

a′i

)

⊕

(

k
⊕

i=1

ci

)

.

Pela propriedade de Krull-Schmidt n1 + m2 + k = m1 + n2 + k, ou seja, n1 +

m2 = m1 + n2 e cada objeto indecompońıvel na direita é isomorfo a um objeto

indecompońıvel da esquerda da igualdade, e como ci ∼= ci, para cada 1 ≤ i ≤ k,

então, para cada i, ai ∼= bj, para algum j, e, para cada k, a′k
∼= b′l, para algum l.

Portanto, a e b diferem só na ordem das parcelas. Logo, S é uma base para

G0(A,⊕).

Exemplo 2.3.8. Seja K um corpo, considere a categoria FinV ectK de todos os

espaços vetoriais de dimensão finita sobre o corpo K.

Dois espaços vetoriais de dimensão finito são isomorfos se, e somente se, eles

têm a mesma dimensão. Logo,

Siso(FinV ectK) = {[Vi] / dim(Vi) = i} ∼= N ,

Giso(FinV ectK) =

{

n
∑

i=1

ai[Vi] / ai ∈ Z

}

e N⊕(FinV ectK) é gerado pelos elementos da forma [a⊕ b]− [a]− [b].

Considere a aplicação

f : Giso(FinV ectK) −→ Z
∑n

i=1mi[Vi] 7−→
∑n

i=1mi dim(Vi).

A aplicação f é sobrejetora, pois, para cada i ∈ Z, Vi = K × . . . × K tal que

dim(Vi) = |i|. Assim, existe [Vi] ∈ Giso(FinV ectK) ou −[Vi] ∈ Giso(FinV ectK)

tal que f([Vi]) = dim(Vi) = i, se i ≥ 0 ou f(−[Vi]) = −dim(Vi) = −|i| = i se

i < 0, respectivamente.

Pelo Lema 2.2.2, [V0] é o elemento neutro de G0(FinV ectK,⊕). Logo [V0] ∈

N⊕(FinV ectK).
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Para n, q ∈ N, temos [Vnq] = n[Vq] (mod N⊕(FinV ectK)).

Seja x =
∑n

i=1mi ([Vri ⊕ Vsi ]− [Vri ]− [Vsi ]) ∈ N⊕(FinV ectK). Então

f(x) =
∑n

i=1mif ([Vri ⊕ Vsi ]− [Vri ]− [Vsi ])

=
∑n

i=1mi (f([Vri ⊕ Vsi ])− f([Vri ])− f([Vsi ]))

=
∑n

i=1mi (dim(Vri) + dim(Vsi)− dim(Vri)− dim(Vsi))

= 0.

Dáı x ∈ Ker(f), para todo x ∈ N⊕(FinV ectK). Assim,

N⊕(FinV ectK) ⊂ Ker(f).

Seja x ∈ Ker(f). Se x = mj[Vj], então 0 = f(x) = mjdim(Vj). Dáı mj = 0

ou dim(Vj) = 0. Se mj = 0, então x = 0 ∈ G0(FinV ectK,⊕). Se dim(Vj) = 0,

então [Vj] = [V0] ∈ N⊕(FinV ectK).

Suponha que x possua pelo menos dois coeficientes não nulos e, como x é uma

soma com um número finito de parcelas, temos

x = mi1 [Vi1 ] +mi2 [Vi2 ] + · · ·+mik [Vik ].

Seja d = mdc{i1, i2, . . . , ik}. Então [Vij ] = [Vdqij ], onde ij = dqij, para todo

j = 1, 2, . . . , k. Dáı, x = (mi1qi1 +mi2qi2 + · · ·+mikqik)[Vd].

Como x ∈ Ker(f), então 0 = f(x) = (mi1qi1 + mi2qi2 + · · · + mikqik)d. Como

d 6= 0, mi1qi1 + mi2qi2 + · · · + mikqik = 0 implica x = 0 (modN⊕(FinV ectK).

Logo x ∈ N⊕(FinV ectK), para todo x ∈ Ker(f). Dáı, Ker(f) ⊂ N⊕(FinV ectK).

Assim, N⊕(FinV ectK) = Ker(f) e, pelo Teorema do Isomorfismo, temos

G0(FinV ectK,⊕) =
Giso(FinV ectK)

N⊕(FinV ectK)
∼= Z.

Exemplo 2.3.9. Seja K um corpo, considere a categoria V ectK de todos es

espaços vetoriais sobre o corpo K. Sejam Vi ∈ Ob V ectK e B =
⊕∞

i=1 Vi.

Em G0(V ectK,⊕), temos

([Vi] + [B]) +N⊕(V ectK) = [Vi ⊕ B] +N⊕(V ectK) = [B] +N⊕(V ectK)

ou seja, [Vi] ∈ N⊕(V ectK) = 0 em N⊕(V ectK), para todo i. Logo o grupo de

Grothendieck cindido de V ectK é trivial.
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Definição 2.3.10. Seja B uma álgebra associativa unitária, denotaremos por

G0(B) = G0(B-mod) e K0(B) = G0(B-pmod)

o grupo de Grothendieck da categoria de todos os B-módulos finitamente gerados

e o grupo de Grothendieck da categoria de todos os módulos projetivos finitamente

gerados, respectivamente.

Observação 2.3.11. Se B é semissimples, então toda sequência exata de B-

módulos cinde. Assim, cada B-módulo é projetivo.

A partir de agora vamos assumir que B é uma álgebra de dimensão finita sobre

o corpo de caracteŕıstica zero K. Sejam V1, V2, . . . , Vs todos os B-módulos simples

não isomorfos. Se, para cada 1 ≤ i ≤ s, Pi é a cobertura projetiva de Vi, então

P1, P2, . . . , Ps é uma lista completa de B-módulos projetivos indecompońıveis não

isomorfos [3, Corollary I.4.5].

Logo, do Teorema de Jordan-Hölder [9, Theorem VIII.1.10], temos

G0(B) =
s
⊕

i=1

Z[Vi].

As classes [M ] +N(B-mod) ∈ G0(B), para cada M ∈ Ob B-mod, são soma das

classes dos módulos simples da série de decomposição de M .

Como cada P ∈ Ob B-pmod pode ser escrito de forma única como soma de

módulos projetivos indecompońıveis, temos

K0(B) =
s
⊕

i=1

Z[Pi].

Definimos a forma bilinear 〈−,−〉 : K0(B)⊗Z G0(B) −→ Z por:

〈[P ] +N(B-pmod), [M ] +N(B-mod)〉 = dimK (HomB(P,M)) , (2.1)

para cada P ∈ ObB-pmod, M ∈ ObB-mod.

Como HomB(−,M) = hM é um funtor aditivo, para cada M ∈ Ob B-mod, e

K0(B) = G0(B-mod,⊕), esta forma está bem definida no primeiro argumento e,

como HomB(P,−) = hP é um funtor exato, para cada P ∈ Ob B-pmod, a forma

está bem definida no segundo argumento.
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Do Lema 1.1.23 , temos

〈[Pi] +N(B-pmod), [Vj] +N(B-mod)〉 =







0, se i 6= j

dimK(EndB(Vi)), se i = j

Portanto, a forma bilinear 〈−,−〉 é não degenerada.

Para um anel comutativo R e um R-módulo V , denotamos por V ∗ o espaço

vetorial dual de V .

Note que a forma bilinear 〈−,−〉 : V ⊗Z W −→ R induz as aplicações

V −→ W ∗ e W −→ V ∗

v 7−→ fv w 7−→ gw

onde fv(w) = 〈v, w〉, para cada w ∈ W , e gw(v) = 〈v, w〉, para cada v ∈ V . Se a

forma bilinear é não degenerada, então estas aplicações são injetivas.

Definição 2.3.12. Se as aplicações definidas anteriormente são isomorfismos,

então dizemos que a forma bilinear é um pareamento perfeito.

Se R é um corpo, então qualquer forma bilinear não degenerada de R-módulos

de dimensão finita é um pareamento perfeito.

Se K é algebricamente fechado, pelo Lema de Schur [9, Lemma IX.1.10],

temos 〈[Pi], [Vj]〉 = δij, para cada 1 ≤ i, j ≤ s, e a forma definida em (2.1) é um

pareamento perfeito.



Caṕıtulo 3

Álgebra de Weyl e álgebra

nilcoxeter

Na primeira seção deste caṕıtulo definimos a álgebra de Weyl com a qual

vamos trabalhar e estudamos algumas representações polinomiais desta álgebra,

cuja categorificação é o objetivo principal deste trabalho. Na segunda seção,

apresentamos a álgebra nilcoxeter e sua relação com a álgebra de Weyl, que é

uma das ferramentas principais para a categorificação desta álgebra. A referência

para este caṕıtulo é [12].

3.1 Álgebra de Weyl

Seja K[x] a álgebra dos polinômios na variável x sobre um corpo de carac-

teŕıstica zero K. Defina as aplicações lineares

X : K[x] −→ K[x] e ∂ : K[x] −→ K[x]

f 7−→ xf f 7−→
∂f

∂x
.

(3.1)

As aplicações X e ∂ geram uma subálgebra no anel End(K[x]). Aplicando a

regra de Leibniz para a derivação do produto, temos

∂X(f) = ∂(xf) =
∂x

∂x
f + x

∂f

∂x
= f +X(

∂f

∂x
) = f +X∂(f) = (1 +X∂)(f).

Assim, ∂X = 1 + ∂X, onde 1 é a aplicação identidade em K[x].

Definição 3.1.1. Para X, ∂ ∈ End(K[x]) definidos em 3.1, a subálgebra 〈X, ∂〉

de End(K[x]) é chamada a primeira álgebra de Weyl sobre K, denotada por

W .

41
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Cada monômio M em W é produto de potências de X e de ∂. A relação

∂X = 1+∂X nos permite escrever cada monômioM como soma de monômios nos

quais as potências de X aparecem antes das potências de ∂. Para isto definimos:

Definição 3.1.2. Para cada monômio M em W defina ♯X(M) o número de

termos X aparecendo em M e ♯∂(M) o número de termos ∂ aparecendo em M .

Seja I(M) o número de “trocas” dos termos de M para que as potências de X

sempre apareçam à frente das potências de ∂.

Por exemplo, para M = X2∂2X∂ ∈ W , temos ♯X(M) = 3, ♯∂(M) = 3 e

X2∂2X∂ = X2∂(∂X)∂

= X2∂(X∂ + 1)∂ (1)

= X2∂X∂2 +X2∂2

= X2(X∂ + 1)∂2 +X2∂2 (2)

= X3∂3 + 2X2∂2.

Assim, o número de trocas neste M é I(M) = 2.

Lema 3.1.3. Para i, j ∈ Z+, temos ∂X i∂j = X i∂j+1 + iX i−1∂j.

Demonstração. Por indução sobre i ≥ 0.

Para i = 0, é obvio. Para i = 1, ilustramos a igualdade

∂X∂j = (X∂ + 1)∂j = X∂j+1 + ∂j.

Agora, para n ∈ N, suponha ∂Xn∂j = Xn∂j+1 + nXn−1∂j. Então

∂Xn+1∂j = ∂XXn∂j

= (X∂ + 1)Xn∂j

= X(Xn∂j+1 + nXn−1∂j) +Xn∂j

= Xn+1∂j+1 + (n+ 1)Xn∂j,

assim, pelo Primeiro Prinćıpio de Indução Finita, segue o resultado.

Lema 3.1.4. Cada u ∈ W pode ser escrito como
∑

J

aijX
i∂j, para algum sub-

conjunto finito J ⊂ N2 e aij ∈ K.

Demonstração. Como X, ∂ geram W , então u ∈ W pode ser escrito como uma

soma finita da forma

u =
∑

i

biX
ri1∂si1Xri2∂si2 · · ·Xrini∂sini
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onde bi ∈ K, ni, rij , sij ∈ Z+ e alguns ri1 , sini
podem ser zero. Escrevemos

u =
∑

Mi, com cada Mi = biX
ri1∂si1Xri2∂si2 · · ·Xrini∂sini .

Defina I(u) = max{I(Mi), i ∈ J}. Se I(u) = n > 0, então temos algum

Mi com I(Mi) = n, ou seja, Mi contém algum fator da forma ∂X. Assim,

Mi = A∂XB, onde A pode estar em K e B pode ser 1. Usando a identidade

∂X = X∂ + 1, temos:

Mi = A(X∂ + 1)B = AX∂B + AB

Vamos denotar esta nova expressão de Mi por M
1
i , indicando que já procedemos

a troca de ∂X por X∂ + 1 uma vez.

Agora, I(AB) = I(Mi)− ♯X(B)− ♯∂(A)− 1, pois ao não ter o termo X∂, da

troca que foi efetuada, não serão necessárias as ♯X(B) trocas de ∂ nem as ♯∂(A)

trocas de X para ter a forma requerida. Logo

I(M1
i ) = max{I(AX∂B), I(AB)}

= max{I(Mi)− 1, I(Mi)− ♯X(M)− ♯∂(M)− 1}

= I(Mi)− 1.

Assim, recursivamente, temos I(Mn
i ) = 0. Aplicando o mesmo processo para

cada Mi, temos uma expressão de u na forma requerida.

Lema 3.1.5. [5, Lemma 2.9] Para i, j, l ∈ Z+ e X, ∂ ∈ W , temos

X i∂jX l∂m =

j
∑

r=0

r!

(

j

r

)(

l

r

)

X i+l−r∂j+m−r.

Demonstração. Do Lemma 3.1.3, temos

∂jX l∂m = ∂j−1(∂X l∂m) = ∂j−1(X l∂m+1+lX l−1∂m) = ∂j−1X l∂m+1+l∂j−1X l−1∂m.

Sejam α e β aplicações tais que:

α(∂jX l∂m) = ∂j−1X l∂m+1 e β(∂jX l∂m) = l∂j−1X l−1∂m.

Note que ∂jX l∂m = α(∂jX l∂m) + β(∂jX l∂m) e αβ = βα, pois

αβ(∂jX l∂m) = l∂j−2X l−1∂m+1 = βα(∂jX l∂m).
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Além disso,

αk(∂j−kX l∂m) = ∂j−1X l∂m+k, βr(∂jX l∂m) = l(l− 1) . . . (l− r+1)∂j−rX l−r∂m

e

∂jX l∂m = α(∂jX l∂m) + β(∂jX l∂m)

= α(α(∂jX l∂m) + β(∂jX l∂m)) + β(α(∂jX l∂m) + β(∂jX l∂m))

= α2(∂jX l∂m) + αβ(∂jX l∂m) + βα(∂jX l∂m) + β2(∂jX l∂m).

Assim, recursivamente, depois de j passos, temos 2j fatores, não todos dife-

rentes, da forma αβ . . . α(∂j−kX l∂m) e dáı podemos escrever ∂jX l∂m como

∂jX l∂m =

j
∑

r=0

r!

(

j

r

)

αj−rβr(∂jX l∂m)

=

j
∑

r=0

(

j

r

)

αj−r(l(l − 1) . . . (l − r + 1)∂j−rX l−r∂m)

=

j
∑

r=0

(

j

r

)

l!

(l − r)!
αj−r(∂j−rX l−r∂m)

=

j
∑

r=0

r!

(

j

r

)(

l

r

)

αj−r(∂j−rX l−r∂m)

=

j
∑

r=0

r!

(

j

r

)(

l

r

)

X l−r∂j+m−r

e dáı

X i∂jX l∂m = X i

(

j
∑

r=0

r!

(

j

r

)(

l

r

)

X l−r∂j+m−r

)

=

j
∑

r=0

r!

(

j

r

)(

l

r

)

X i+l−r∂j+m−r.

Lema 3.1.6. Seja RQ = Q[x] o Q-espaço vetorial gerado por x0, x1, x2, . . .. Então

RQ é um W -módulo com a ação natural de W sobre RQ dada por:

X · xn = xn+1 e ∂ · xn = nxn−1, para n = 0, 1, 2, . . . . (3.2)

Observação 3.1.7. A ação (3.2) se estende do seguinte modo, para i ≥ 0, j ≥ 0,

1.

X i · xn = xn+i
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2.

∂i · xn =

{

n (n− 1) . . . (n− i+ 1)xn−i, se i ≤ n

0, se i > n

3.

(X i∂j) · xn =

{

n (n− 1) . . . (n− j + 1)xn−j+i, se j ≤ n

0, se j > n

4.
(

∑

aijX
i∂j
)

· xn =
∑

aij(X
i∂j) · xn

e, estendendo por linearidade, para cada u ∈ RQ, u =
∑

k ckx
k

(

∑

i,j

aijX
i∂j

)

·

(

∑

k

ckx
k

)

=
∑

i,j,k

aijck(X
i∂j) · xk.

Demonstração. Agora faremos a demonstração do Lema 3.1.6

Sejam

α =
∑

aijX
i∂j, β =

∑

bijX
i∂j ∈ W e u =

∑

ckx
k, v =

∑

dkx
k ∈ RQ.

Pelas observações feitas acima, temos

(i) α(u+ v) =
∑

i,j

aijX
i∂j ·

(

∑

k

ckx
k +

∑

dkx
k

)

=
∑

i,j

aijX
i∂j.

(

∑

k

(ck + dk)x
k

)

=
∑

i,j,k

aij(ck + dk)X
i∂j · xk

=
∑

i,j,k

(aijck + aijdk)X
i∂j · xk

=
∑

i,j,k

aijckX
i∂j · xk +

∑

i,j,k

aijdkX
i∂j · xk

=

(

∑

i,j

aijX
i∂j

)

·

(

∑

k

ckx
k

)

+

(

∑

i,j

bijX
i∂j

)

·

(

∑

k

dkx
k

)

= α · u+ α · v.
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(ii) (α + β) · u =

(

∑

i,j

aijX
i∂j +

∑

i,j

bijX
i∂j

)

·

(

∑

k

ckx
k

)

=

(

∑

i,j

(aij + bij)X
i∂j

)

·

(

∑

k

ckx
k

)

=
∑

i,j,k

(aij + bij)ckX
i∂j · xk

=
∑

i,j,k

(aijck + bijck)X
i∂j · xk

=
∑

i,j,k

aijckX
i∂j · xk +

∑

i,j,k

bijckX
i∂j · xk

=

(

∑

i,j

aijX
i∂j

)

·

(

∑

k

ckx
k

)

+

(

∑

i,j

bijX
i∂j

)

·

(

∑

k

ckx
k

)

= α · u+ β · u.

(iii) (αβ) · u =

[(

∑

i,j

aijX
i∂j

)(

∑

i,j

blmX
l∂m

)]

·

(

∑

k

ckx
k

)

=

[

j
∑

r=0

aij blm r!

(

j

r

)(

l

r

)

X i+l−r∂j+m−r

]

·

(

∑

k

ckx
k

)

=
(

∑

aijX
i∂j
)

·
[(

∑

blmX
l∂m
)

·
(

∑

ckx
k
)]

= α · (β · u).

A terceira igualdade de (iii) é justificada por sucessivas (e exaustivas) aplicações

das regras descritas na Observação 3.1.7.

É fácil verificar que os subgrupos abelianos

R = SpanZ{x
n/n!}∞n=0 e R′ = SpanZ{x

n}∞n=0

de RQ são W -submódulos de RQ.

Definimos ainda uma forma bilinear simétrica em RQ por

〈xm, xn〉 = δm,nn! (3.3)

estendida por linearidade para todos os elementos de RQ. Esta forma será im-
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portante na categorificação da ação da álgebra de Weyl nos W -módulos R e R′.

3.2 A álgebra nilcoxeter

Seja K um corpo e Sn o grupo simétrico das permutações de n elementos.

Considere o conjunto ds somas formais

K[Sn] =
{

∑

aσσ/aσ ∈ K, σ ∈ Sn

}

. (3.4)

Temos
∑

aσσ =
∑

bσσ se, e somente se, aσ = bσ para todo σ ∈ Sn.

Em K[Sn], consideremos as seguintes operações de adição, multiplicação e

multiplicação por escalar, respetivamente:

+ : K[Sn]×K[Sn] −→ K[Sn]
(

∑

σ∈Sn

aσσ,
∑

σ∈Sn

bσσ

)

7−→
∑

σ∈Sn

(aσ + bσ)σ

(3.5)

· : K[Sn]×K[Sn] −→ K[Sn]
(

∑

σ∈Sn

aσσ,
∑

σ∈Sn

bαα

)

7−→
∑

σ,α∈Sn

aσbα(σα)

∗ : K ×K[Sn] −→ K[Sn]
(

λ,
∑

σ∈Sn

aσσ

)

7−→ λ ∗

(

∑

σ∈Sn

aσσ

)

=
∑

σ∈Sn

(λaσ) σ.

(3.6)

Com essas operações,K[Sn] tem uma estrutura de álgebra, chamada a álgebra

de grupo do grupo Sn.

Para cada i ∈ {1, 2 . . . , n− 1}, denotamos por si a transposição (i i+ 1) em

Sn. Faça U = {si, 1 ≤ i ≤ n− 1}.

Proposição 3.2.1. As tranposições si, 1 ≤ i ≤ n− 1, satisfazem as relações

s2i = 1, para i = 1, 2, · · · , n− 1, (3.7)

sisj = sjsi, para i, j = 1, · · · , n− 1 tais que |i− j| > 1, (3.8)

sisi+1si = si+1sisi+1, para i = 1, 2, · · · , n− 2. (3.9)

Demonstração. De fato, temos s2i = (i i+ 1)(i i+ 1) = 1. Agora, se |i− j| > 1,

sisj = (i i+ 1)(j j + 1) = (j j + 1)(i i+ 1) = sjsi,
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pois ciclos disjuntos comutam. Além disso,

sisi+1si = (i, i+ 1)(i+ 1, i+ 2)(i, i+ 1) = (i, i+ 2)

= (i+ 1, i+ 2)(i, i+ 1)(i+ 1, i+ 2) = si+1sisi+1.

As relações (3.8) e (3.9) são conhecidas como relações de trança.

Observação 3.2.2. Lembre que toda permutação σ ∈ Sn pode ser escrita como

produto de transposições [9, Corollary I.6.5]. Agora, para cada 1 ≤ i < j ≤ n, a

transposição (i j) em Sn é produto de transposições sk, com 1 ≤ k ≤ n − 1, na

forma

(i, j) = sisi+1 · · · sj−2sj−1sj−2 · · · si+1si. (3.10)

Assim, qualquer elemento de Sn pode ser escrito como um produto (em Sn)

da forma

σ = si1si2 · · · sik . (3.11)

Definição 3.2.3. Se, nas expressões da forma (3.11), k é minimal, então ele é

chamado o comprimento de σ e é denotado por ℓ(σ).

Qualquer expressão da forma (3.11) de comprimento minimal, isto é, k = ℓ(σ)

é chamada uma expressão reduzida para σ. Qualquer expressão reduzida para

σ pode ser obtida de alguma outra por uma sequência de relações de trança. Se

(3.11) não é uma expressão reduzida, então podemos usar as relações de trança

para trocá-la por uma expressão na qual duas sj (para algum j = 1, · · · , n −

1) aparecem uma imediatamente depois da outra. Usando a relação s2j = 1,

o comprimento da expressão pode ser reduzido por dois. Continuando dessa

maneira, podemos obter uma expressão reduzida para qualquer expressão não

reduzida.

Vamos considerar ℓ(1) = 0.

Observação 3.2.4. Se |i−j| > 1, de (3.10), temos ℓ((i j)) = (j−i)+(j−i−1).

Proposição 3.2.5. O elemento w0 de Sn que leva i em n−i+1, para i = 1, · · ·n, é

o único elemento de comprimento maximal de Sn. Seu comprimento é n(n−1)/2.

Demonstração. Seja w0 ∈ Sn a permutação que leva i em n−i+1, para i = 1, · · ·n.
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Para n par Para n ı́mpar

1 7−→ n 1 7−→ n

2 7−→ n− 1 2 7−→ n− 1

3 7−→ n− 2 3 7−→ n− 2

...
...

n

2
− 1 7−→

n

2
+ 2

n− 3

2
7−→

n+ 5

2
n

2
7−→

n

2
+ 1

n− 1

2
7−→

n+ 3

2
n

2
+ 1 7−→

n

2

n+ 1

2
7−→

n+ 1

2
n

2
+ 2 7−→

n

2
− 1

n+ 3

2
7−→

n− 1

2
...

...

n− 1 7−→ 2 n− 1 7−→ 2

n 7−→ 1 n 7−→ 1

Assim, w0 é produto de ciclos disjuntos e, para n par,

w0 = (1 n)(2 n− 1) . . .
(n

2

n

2
+ 1
)

=
(n

2

n

2
+ 1
)

. . . (2 n− 1)(1 n)

e, para n ı́mpar,

w0 = (1 n)(2 n− 1) . . .
(

n−3
2

n+5
2

) (

n−1
2

n+3
2

)

=
(

n−1
2

n+3
2

) (

n−3
2

n+5
2

)

. . . (2 n− 1)(1 n).

Logo, podemos escrever w0 como produto das transposições si da forma

w0 = s1s2 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . s2s1s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1

si · · · sn
2

ou

w0 = sn
2
· · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1si · · · s2s3 . . . sn−2 . . . s2s1s2 . . . sn−2sn−1

sn−2 . . . s2s1,
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para n par, e, para n ı́mpar,

w0 = s1s2 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . s2s1s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i

. . . si+1si · · · sn−1

2

sn+1

2

sn−1

2

ou

w0 = sn−1

2

sn+1

2

sn−1

2

· · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1si · · · s2s3 . . . sn−2 . . . s2

s1s2 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . s2s1.

Assim, ℓ(w0) = ((n− 1) + (n− 2)) + . . .+ (3 + 2) + 1 = n(n−1)
2

, para n par, e

ℓ(w0) = ((n− 1) + (n− 2)) + . . .+ (4 + 3) + (2 + 1) = n(n−1)
2

, se n for ı́mpar.

Agora vejamos que w0 tem comprimento máximo em Sn. Para s1w0 é obvio

que ℓ(s1w0) = ℓ(w0)− 1. Agora, se i > 1, faça

s = (i+ 1 n− i)(i+ 2 n− i− 1) . . . (
n

2

n

2
+ 1).

Assim,

w0 = s1 . . . sn−1 . . . s1s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis.

Procedemos da seguinte maneira: aplicamos as relações de trança convenien-

temente e as citamos nas linhas das igualdades a seguir; comutamos si ou si−1

com os sj sempre que posśıvel e vamos “andando” pela expressão de w0, para

obter:

siw0 = sis1s2 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . s2s1s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · si

si+1 . . . sn−i . . . si+1sis

= s1s2 . . . si−2 si si−1sisi+1 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . s2s1

s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.8)

= s1s2 . . . si−2si−1si si−1 si+1 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . s2s1

s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.9)

= s1s2 . . . si−2si−1sisi+1 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . si+2si+1

si−1sisi−1 . . . s2s1s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.8)

= s1s2 . . . si−2si−1sisi+1 . . . sn−2sn−1sn−2 . . . si+2si+1sisi−1si

. . . s2s1s . . . s2s3 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.9)

= s1 . . . sn−1 . . . s1sis2 . . . sn−2 . . . s2 · · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.8)
...

= s1 . . . sn−1 . . . s1 · · · si−2 . . . sn−i+2 . . . si−2sisi−1sisi+1

. . . sn−i+1 . . . si−1sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.8)
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= s1 . . . sn−1 . . . s1 · · · si−2 . . . sn−i+2 . . . si−2si−1sisi−1si+1

. . . sn−i+1 . . . si+1sisi−1sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.9)

= s1 . . . sn−1 . . . s1 · · · si−2 . . . sn−i+2 . . . si−2si−1sisi+1

. . . sn−i+1 . . . si+1si−1sisi−1sisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.8)

= s1 . . . sn−1 . . . s1 · · · si−2 . . . sn−i+2 . . . si−2si−1sisi+1

. . . sn−i+1 . . . si+1sisi−1sisisi+1 . . . sn−i . . . si+1sis (3.9)

= s1 . . . sn−1 . . . s1 · · · si−1si . . . sn−i+1 . . . si+1sisi−11si+1 · · · sn
2

(3.7)

= s1 . . . sn−1 . . . s1 · · · si−1si . . . sn−i+1 . . . si+1sisi−1si+1 · · · sn
2
,

se 2 ≤ i ≤ n
2
, para n par, ou 2 ≤ i ≤ n−1

2
, para n ı́mpar.

Se n
2
< j ≤ n− 1, para n par, ou n−1

2
≤ j < n− 1, para n ı́mpar temos

sjw0 = sjs1 . . . sn−1 . . . s1s2 . . . sn−2 . . . s2 · · · sn−jsn−j+1 . . . sj . . . sn−j+1

sn−j · · · sn
2

= s1 . . . sn−1 . . . s1sjs2 . . . sn−2 . . . s2 · · · sn−jsn−j+1 . . . sj . . . sn−j+1

sn−j · · · sn
2

(3.8)
...

= s1 . . . sn−1 . . . s1 · · · sn−j−1 . . . sj+1 . . . sn−j−1sjsn−j . . . sj . . . sn−j

· · · sn
2

= s1 . . . s1 · · · sn−j−1 . . . sj+1 . . . sn−j−1sn−j . . . sj−2sjsj−1sjsj−1

. . . sn−j · · · sn
2

(3.8)

= s1 . . . s1 · · · sn−j−1 . . . sj+1 . . . sn−j−1sn−j . . . sj−2sj−1sjsj−1sj−1

. . . sn−j · · · sn
2

(3.9)

= s1 . . . s1 · · · sn−j−1 . . . sj+1 . . . sn−j−1sn−j . . . sj−2sj−1sj1

. . . sn−j · · · sn
2

(3.7)

Assim, ℓ(siw0) = ℓ(w0) − 1 < ℓ(w0), para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. De maneira

análoga, considerando

w0 = sn
2
· · · sisi+1 . . . sn−i . . . si+1si · · · s2s3 . . . sn−2 . . . s2s1s2 . . . sn−2sn−1

sn−2 . . . s2s1,

temos ℓ(w0sj) = ℓ(w0) − 1 < ℓ(w0), para todo 1 ≤ j ≤ n − 1. Dáı w0 tem

comprimento máximo em Sn.
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Em K[Sn] definimos agora outra multiplicação por

◦ : K[Sn]×K[Sn] −→ K[Sn]
(

∑

σ∈Sn

aσσ,
∑

α∈Sn

bαα

)

7−→

(

∑

σ∈Sn

aσσ

)(

∑

α∈Sn

bαα

)

=
∑

σ, α∈Sn

(aσbα)σ ◦ α,

(3.12)

onde σ ◦ α =

{

σ α, se ℓ(σ α) = ℓ(σ) + ℓ(α),

0, caso contrário.

Denotamos por Hn = (K[Sn],+, ◦, ∗) o conjunto de somas formais (3.4) com

as operações adição e multiplicação por escalar como na álgebra de grupo K[Sn]

e a multiplicação definida em (3.12).

Lema 3.2.6. Hn é uma K-álgebra gerada pelo conjunto U .

Demonstração. De fato de (K[Sn],+, ∗) ser um espaço vetorial sobre K, segue

que Hn também o é.

Para verificar a associatividade da multiplicação ◦, observe que, para todos

α, σ, β ∈ Sn, temos (em Hn)

σ ◦ (α ◦ β) =

{

σ (αβ), se ℓ(σ (αβ)) = ℓ(σ) + ℓ(αβ) = ℓ(σ) + ℓ(α) + ℓ(β),

0, caso contrário,

e

σ ◦ (α ◦ β) =

{

(σ α) β, se ℓ(σ (αβ)) = ℓ(σ α) + ℓ(β) = ℓ(σ) + ℓ(α) + ℓ(β),

0, caso contrário,

e, como em Sn, a operação é associativa, isto implica a associatividade de ◦ em

Hn.

Observe que a definição da multiplicação em Hn implica a distributividade.

Segue da Observação 3.2.2 que Hn é gerada por U .

Definição 3.2.7. Seja n um inteiro não negativo. Definimos a álgebra nilcoxe-

ter Nn do grupo simétrico Sn como a K-álgebra unitária gerada por u1, · · · , un−1,

sujeitos às relações

u2i = 0, para i = 1, 2, · · · , n− 1,

uiuj = ujui, para i, j = 1, · · · , n− 1 tais que |i− j| > 1,

uiui+1ui = ui+1uiui+1, para i = 1, 2, · · · , n− 2.
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Por convenção, definimos N0 = N1 = K.

Proposição 3.2.8. A álgebra nilcoxeter Nn é isomorfa a Hn.

Demonstração. Considere a aplicação

ϕ : Nn −→ Hn
∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik 7−→
∑

ai1i2...iksi1si2 . . . sik
(3.13)

Sejam α =
∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik , β =
∑

bi1i2...ikui1ui2 . . . uik ∈ Nn

ϕ(α + β) = ϕ
(

∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik +
∑

bi1i2...ikui1ui2 . . . uik

)

= ϕ
(

∑

(ai1i2...ik + bi1i2...ik)ui1ui2 . . . uik

)

=
∑

(ai1i2...ik + bi1i2...ik)si1si2 . . . sik

=
∑

ai1i2...iksi1si2 . . . sik +
∑

bi1i2...iksi1si2 . . . sik

= ϕ
(

∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik

)

+ ϕ
(

∑

bi1i2...ikui1ui2 . . . uik

)

= ϕ(α) + ϕ(β)

ϕ(α β) = ϕ
[(

∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik

) (

∑

bj1j2...jmuj1uj2 . . . ujm

)]

= ϕ
(

∑

ai1i2...ikbj1j2...jmui1ui2 . . . uikuj1uj2 . . . ujm

)

=
∑

ai1i2...ikbj1j2...jm ((si1si2 . . . sik) ◦ (sj1sj2 . . . sjm))

=
(

∑

ai1i2...iksi1si2 . . . sik

) (

∑

bj1j2...jmsj1sj2 . . . sjm

)

=
[

ϕ
(

∑

ai1i2...iksi1si2 . . . sik

)] [

ϕ
(

∑

bj1j2...jmsj1sj2 . . . sjm

)]

= ϕ(α) ϕ(β)

Assim, ϕ é um homomorfismo de álgebras.

Agora provemos que ϕ é um isomorfismo de álgebras.

Seja α =
∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik ∈ Ker(ϕ). Observe que podemos sempre con-

siderar cada monômio ui1ui2 . . . uik não nulo e em sua forma reduzida, utilizando

as relações de trança. Assim

ϕ(α) = ϕ(
∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik) =
∑

ai1i2...iksi1si2 . . . sik = 0,

implica cada ai1i2...iksi1si2 . . . sik = 0 e, como cada si1si2 . . . sik também já está na

forma reduzida e é não nulo, devemos ter ai1i2...ik = 0. Logo α = 0. Dáı ϕ é

injetiva.
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Agora, seja β =
∑

ai1i2...iksi1si2 . . . sik ∈ Hn, logo existe α ∈ Nn,

α =
∑

ai1i2...ikui1ui2 . . . uik ∈ Nn tal que β = ϕ(α). Assim, a aplicação ϕ é um

epimorfismo de álgebras, o que conclui a demonstração.

Corolário 3.2.9. Se k > n(n−1)/2, então ui1ui2 · · · uik = 0, para todos i1, i2, · · · ik ∈

{1, · · · , n− 1}.

Demonstração. Decorre das Proposições 3.2.8 e 3.2.5.

Como as relações que definem Nn são homogêneas sobre os u′is, podemos

definir uma N-gradação Nn =
⊕

m∈N

N (m)
n sobre Nn (como uma álgebra, isto é,

N
(m1)
n N

(m2)
n ⊂ N

(m1+m2)
n , para todos m1,m2 ∈ N) definindo o grau de ui como

sendo um, para cada i = 1, · · · , n− 1.

Seja I =
⊕

m≥1

N (m)
n a soma das partes positivamente graduadas de Nn. Em

outras palavras, I é o ideal de Nn gerado pelos ui, i = 1, · · · , n − 1. Este é um

ideal maximal de Nn pois Nn/I é um Nn módulo unidimensional (gerado pela

imagem da unidade de Nn) e, portanto, simples. Pelo Corolário 3.2.9, Ik = 0,

para k > n(n− 1)/2.

Proposição 3.2.10. A álgebra nilcoxeter Nn tem um único módulo simples, de-

notado Ln. Este é um módulo unidimensional no qual todos os ui, i = 1, · · · , n−1

agem como zero. A cobertura projetiva de Ln é Nn.

Demonstração. Seja V um Nn-módulo simples. Então IV é um submódulo de V .

Assim, devemos ter IV = V ou IV = 0. Se IV = V , então, para k > n(n− 1)/2,

temos

V = IV = I2V = · · · = IkV = 0,

o que contradiz o fato de que V 6= 0.

Como Nn é um Nn-módulo livre (logo projetivo), para mostrar que ele é

a cobertura projetiva de Ln, é suficiente mostrar que o núcleo I da aplicação

Nn → Nn/I é um módulo supérfluo de Nn. Se I+H = Nn, para algum submódulo

(ou seja, ideal) H de Nn, então H precisa conter um elemento da forma 1 − a,

com a ∈ I. Este elemento é invert́ıvel, com inverso 1 + a+ a2 + · · ·+ ak, onde k

é qualquer inteiro maior que n(n− 1)/2. Dáı, H = Nn. Portanto, I é supérfluo,

como desejado.

Pela Proposição 3.2.10, temos

G0(Nn) = Z[Ln], K0(B) = Z[Nn].
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Sejam

GN = G0

( ∞
⊕

n=0

Nn −mod

)

=
∞
⊕

n=0

G0(Nn) =
∞
⊕

n=0

Z[Ln] e

KN = G0

( ∞
⊕

n=0

Nn − pmod

)

=
∞
⊕

n=0

K0(Nn) =
∞
⊕

n=0

Z[Nn].

Definimos uma forma bilinear 〈−,−〉 : GN ⊗Z KN → Z declarando G0(Nn) ser

ortogonal a K0(Nm), para n 6= m, e usando a forma 2.1 quando m = n.

Defina os isomorfismos de Z-módulos

ϕGN
: GN → R = SpanZ{x

n/n!}∞n=0,

[Ln] 7→
xn

n!
,

ϕKN
: KN → R′ = SpanZ{x

n}∞n=0

[Nn] 7→ xn.

Como, de (3.3)

〈xm, xn/n!〉 = δm,n = 〈[Nm], [Ln]〉,

vemos que as aplicações anteriores respeitam a forma bilinear que definimos sobre

os espaços envolvidos. Em outras palavras, temos

〈a, b〉 = 〈ϕKN
(a), ϕGN

(b)〉, para todos a ∈ KN , b ∈ GN .

Nosso próximo objetivo é categorificar a ação da álgebra de Weyl W sobre os

módulos R e R′.



Caṕıtulo 4

Categorificação da representação

polinomial da álgebra de Weyl

Com os conceitos vistos nos caṕıtulos anteriores passamos ao objetivo prin-

cipal deste trabalho que é categorificar a álgebra de Weyl. Para isto, primeiro

descrevemos a noção de categorificação fraca, mostramos uma categorificação

fraca da representação polinomial da álgebra de Weyl e, por último, justifica-

mos por que esta categorificação não é uma categorificação forte. As principais

referências para o estudo deste caṕıtulo são [10] e [14] e [19].

4.1 Categorificação fraca

Sejam R é um anel comutativo, B uma R-álgebra associativa unitária e

{bi, i ∈ I} um conjunto fixo de geradores de B. Se M é um B-módulo, então a

ação de cada bi define um endomorfismo R-linear de M,

ϕi : M −→ M

m 7−→ bi ·m.

Assim, definimos a aplicação

ϕ : B −→ End(M)

bi −→ ϕi

Definição 4.1.1. Uma categorificação ingênua de (B, {bi, i ∈ I},M) é uma

tripla

(M, ϕ, {Fi, i ∈ I}),

onde M é uma categoria abeliana, ψ : G0(M) ⊗Z R → M é um isomorfismo de

56
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Z-módulos e, para cada i ∈ I, Fi : M → M é um endofuntor exato de M, tal

que o seguinte diagrama comuta

G0(M)⊗Z R
[Fi]⊗idR //

ψ

��

G0(M)⊗Z R

ψ

��
M ϕi

//M

A noção de categorificação ingênua é muito fraca, pois só exigimos que os

funtores Fi induzam as aplicações no ńıvel do grupo de Grothendieck de M.

Uma noção mais forte seria categorificar as relações entre os geradores bi de B

ou entre as aplicações ϕi, ou seja, dado um conjunto de relações de B queremos

isomorfismos de funtores que induzam essas relações no grupo de Grothendieck.

Para isso definimos

Definição 4.1.2. Uma categorificação ingênua (M, ϕ, {Fi, i ∈ I}) de

(B, {bi, i ∈ I},M) tal que

Fi Fj ∼=
∑

k,l∈I

F
cl1
l1
. . . F

clk
lk

sempre que bi bj =
∑

k,l∈I

b
cl1
l1
. . . b

clk
lk
, para cada i, j ∈ I, é chamada categorificação

fraca.

4.2 Categorificação da representação polinomial

Podemos considerar a álgebra nilcoxeter Nn como uma subálgebra de Nn+1,

gerada por u1, u2, . . . , un−1 ∈ Nn+1.

Para cada n ∈ N, definimos

Xn = Nn+1
(Nn+1)Nn

e Dn = Nn
(Nn+1)Nn+1

,

isto é, Xn é Nn+1 como (Nn+1, Nn)-bimódulo e Dn é Nn+1 como (Nn, Nn+1)-

bimódulo. Assim, temos os funtores

(Xn ⊗Nn
−) = Ind

Nn+1

Nn
: Nn-mod −→ Nn+1-mod,

(Dn ⊗Nn+1
−) = ResNn

Nn+1
: Nn+1-mod −→ Nn-mod.

Lema 4.2.1. [19, Lemma 3.3.1] Os bimódulos Xn e Dn são projetivos à direita
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e à esquerda, para cada n ∈ N.

Demonstração. (i) Como Nn+1 é um Nn+1-módulo livre, então Xn é um Nn+1-

módulo à esquerda livre de posto 1.

Agora vamos provar que Xn é um módulo projetivo à direita. Seja uσ ∈ Nn+1

com σ ∈ Sn+1 e i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} tais que σ(n+ 1) = i. Então

σ = 1Sn
· σ = si · si+1 · . . . · sn · sn · . . . · si+1 · si · σ = si · si+1 · . . . · sn · σ

′

com σ′ = sn · . . . · si+1 · si · σ ∈ Sn, pois σ
′(n+ 1) = n+ 1.

Se σ(n+ 1) = n+ 1, então σ ∈ Sn e σ = σ · 1Sn
. Dáı, uσ = uσ · 1Nn

.

Se σ(n + 1) = i, como σ = si · si+1 · . . . · sn · σ′, então, pelo isomorfismo

definido em 3.13, temos uσ = ui . . . unuσ′ , para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Logo

{1, sn, sn−1sn, . . . , s1s2 . . . sn} é uma base de Hn+1 sobre Hn.

Como, da Seção 3.2, Hn
∼= Nn, então {1, un, un−1un, . . . , u1u2 . . . un} é uma

base de Xn como Nn-módulo. Assim, Xn é livre e dáı Xn é um módulo projetivo

à direita.

(ii) Como Nn+1 é um Nn+1-módulo livre, então Dn é um Nn+1-módulo à

direita livre de posto 1.

Provemos que Dn é um módulo projetivo à esquerda. Seja uσ ∈ Nn+1, com

σ ∈ Sn+1 e j ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} tais que σ(j) = n+ 1. Então

σ = σ · 1Sn
= σ · sj · sj+1 · . . . · sn · sn · . . . · sj+1 · sj = σ′ · sn · . . . · sj+1 · sj

com σ′ = σ · sj · sj+1 · . . . · sn ∈ Sn, pois σ
′(n+ 1) = n+ 1.

Se σ(n+ 1) = n+ 1, então σ ∈ Sn e σ = σ · 1Sn
. Dáı, uσ = uσ · 1Nn

.

Se σ(j) = n+ 1 como σ = σ′ · sn · . . . · sj+1 · sj, então uσ = uσ′un . . . uj, para

cada j ∈ {1, 2, . . . , n}. Logo {1, sn, snsn−1, . . . , sn . . . s2s1} é uma base de Hn+1

sobre Hn.

Como, de 3.13, Hn
∼= Nn, então Dn é um Nn-módulo livre e uma base de Dn

sobre Nn é {1, un, unun−1, . . . , un . . . u2u1}. Assim, Dn é um módulo projetivo à

esquerda.

Corolário 4.2.2. [19, Corollary 3.3.2] Os funtores (Xn ⊗Nn
−) e (Dn ⊗Nn+1

−)

são exatos e induzem os funtores

(Xn ⊗Nn
−) = Ind

Nn+1

Nn
: Nn-pmod −→ Nn+1-pmod,

(Dn ⊗Nn+1
−) = ResNn

Nn+1
: Nn+1-pmod −→ Nn-pmod.
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Demonstração. (i) Seja 0 // A
f // B

g // C // 0 uma sequência exata

curta de Nn-módulos. Então f é injetora e g é sobrejetora.

Como Xn é livre à direita, por [9, Proposition IV.5.4] e [16, Theorem V.6.2 ],

a sequência curta

0 // Xn ⊗Nn
A

idXn⊗f // Xn ⊗Nn
B

idXn⊗g // Xn ⊗Nn
C // 0 (4.1)

é exata.

Agora suponha que A,B,C sejam projetivos, ou seja, a sequência exata curta

0 // A
f // B

g // C // 0

cinde e B ∼= A⊕ C. Logo, pelo [9, Theorem IV.4.9], temos

Xn ⊗Nn
B ∼= Xn ⊗Nn

(A⊕ C) ∼= (Xn ⊗Nn
A)⊕ (Xn ⊗Nn

C),

ou seja, toda sequência exata da forma (4.1) cinde. Assim, as imagens de módulos

projetivos via o funtor (Xn⊗Nn
−) são projetivos e dáı a restrição deste funtor à

subcategroia Nn-pmod está bem definida.

(ii) Seja 0 // A
f // B

g // C // 0 uma sequência exata curta de Nn+1-

módulos. Então f é injetora e g é sobrejetora.

Por [9, Proposition IV.5.4], e como Xn é livre à direita, então, pelo [16, The-

orem V.6.2], a sequência curta

0 // Dn ⊗Nn+1
A

idDn⊗f // Dn ⊗Nn+1
B

idDn⊗g // Dn ⊗Nn+1
C // 0

(4.2)

é exata.

Agora suponha que A,B,C sejam projetivos, ou seja a sequência exata curta

0 // A
f // B

g // C // 0

cinde e B ∼= A⊕ C. Logo, pelo [9, Teorema IV.4.9], temos

Dn ⊗Nn+1
B ∼= Dn ⊗Nn+1

(A⊕ C) ∼= (Dn ⊗Nn+1
A)⊕ (Dn ⊗Nn+1

C),

ou seja, toda sequência exata da forma (4.2) cinde. Assim, as imagens de módulos

projetivos via o funtor (Dn ⊗Nn+1
−) são projetivos e dáı a restrição deste funtor

à subcategroia Nn+1-pmod está bem definida.
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Seja N =
∞
⊕

n=0

Nn (soma de álgebras). Os elementos de N são da forma
∞
∑

i=0

ai,

com os ai quase todos nulos. Em N as operações de adição e multiplicação são

definidas termo a termo como segue.

(i) Adição

(a+ b) =

(

∞
∑

i=0

ai

)

+

(

∞
∑

i=0

bi

)

=
∞
∑

i=0

(ai + bi),

como ai, bi ∈ Ni, logo ai + bi ∈ Ni, para cada i, e como os ai, bi são não nulos

para um número finito de ı́ndices, então os ai+ bi também são quase todos nulos.

(ii) Multiplicação

a · b =

(

∞
∑

i=0

ai

)

·

(

∞
∑

i=0

bi

)

=
∞
∑

i=0

(ai · bi).

Como ai, bi ∈ Ni, então ai · bi ∈ Ni, para cada i; e como os ai, bi são quase todos

nulos, então os ai · bi também são quase todos nulos.

(iii) Para cada λ ∈ K,

λ ·

(

∞
∑

i=0

bi

)

=
∞
∑

i=0

(λ · bi).

Como bi ∈ Ni, então λ · bi ∈ Ni, para cada i, e como os bi são quase todos

nulos, então os λ · bi também são não nulos para um número finito de ı́ndices.

Observe que a álgebra N não tem identidade. De fato, se existisse v ∈ N tal

que v · a = a = a · v, para todo a ∈ N , ou seja,

∞
∑

i=0

(vi · ai) =

(

∞
∑

i=0

ai

)

=
∞
∑

i=0

(ai · vi),

logo vi · ai = ai = ai · vi, para cada i. Dáı vi = 1Ni
, para cada i, ou seja vi 6= 0,

para todo i, o que contradiz o fato de v ∈ N .

Além disso, para i 6= j, 1Ni
· 1Nj

= 0, ou seja, as identidades de Ni e Nj são

ortogonais.

Note que cada Nk-módulo M é um N -módulo, com a ação dada por

N ×M −→ M

(
∑

ni,m) 7−→
∑

(ni ·m),

com ni ·m = 0, para cada i 6= k.
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Assim, cada (Nn, Nm)-bimódulo M é um (N,N)-bimódulo com

N × M −→ M

(
∑

ni , m) 7−→
∑

(ni ·m)

e
M × N −→ M

(m ,
∑

ni) 7−→
∑

(m · ni).

Definimos os (N,N)-bimódulos

X =
∞
⊕

i=0

Xi e D =
∞
⊕

i=0

Di.

Sejam

N =
∞
⊕

i=0

Nn-mod e Nproj =
∞
⊕

i=0

Nn-pmod

subcategorias plenas da categoria dos N -módulos.

Se definimos

Ind =
∞
⊕

i=0

Ind
Nn+1

Nn
e Res =

∞
⊕

i=0

ResNn

Nn+1
,

então temos os isomorfismos de funtores

(X ⊗N −) ∼= Ind e (D ⊗N −) ∼= Res.

Proposição 4.2.3. [19, Proposition 3.3.3] As ternas

(N , ϕGN
, {Ind,Res}) e (Nproj, ϕKN

, {Ind,Res})

são categorificações ingênuas de (W, {x, ∂}, R) e (W, {x, ∂}, R′), respectivamente.

Demonstração. Vimos na Seção 3.2 que ϕGN
: GN → R e ϕKN

: KN → R′ são

isomorfismos de Z-módulos. Além disso, pelo Lema 4.2.1, Xn é um Nn-módulo

livre à direita de posto n+ 1. Logo, como dimK Ln = 1, temos

dimK Ind(Ln) = dimK(Xn ⊗Nn
Ln) = n+ 1.

Desse modo, a série de composição de Xn⊗Nn
Ln deve ter um único Nn+1-módulo
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simples (unidimensional) Ln+1 que ocorre com multiplicidade n+1. Então temos

[Ind(Ln)] = (n+ 1)[Ln+1] ∈ GN .

Temos também, como Nn+1-módulos à esquerda, pelo [9, Teorema IV.5.7],

Ind(Nn) = Xn ⊗Nn
Nn = Nn+1 ⊗Nn

Nn
∼= Nn+1,

e assim

[Ind(Nn)] = [Nn+1] ∈ KN .

Além disso,

dimK Res(Ln+1) = dimK(Dn ⊗Nn+1
Ln+1) = dimK(Nn+1 ⊗Nn+1

Ln+1) = 1.

Logo, Res(Ln+1) ∼= Ln e dáı

[Res(Ln+1)] = [Ln] ∈ GN .

Finalmente, como Nn-módulos à esquerda, temos

Res(Nn+1) = Dn ⊗Nn+1
Nn+1 = Nn

Nn+1 ⊗Nn+1
Nn+1 = Nn

Nn+1
∼= N⊕(n+1)

n ,

onde o último isomorfismo segue do fato de Nn+1 ser livre de posto n + 1 como

um Nn-módulo à esquerda, pelo Lema 4.2.1. Assim, temos

[Res(Nn+1)] = (n+ 1)[Nn] ∈ KN .

Dos cálculos anteriores, para todo n ∈ N, temos

(ϕGN
◦Res) ([Ln+1]) = ϕGN

([Ln]) =
xn

n!
= ∂ ·

(

xn+1

(n+ 1)!

)

= (∂ ◦ ϕGN
)([Ln+1]),

(ϕGN
◦ Ind) ([Ln]) = ϕGN

((n+ 1)[Ln+1]) = (n+1)
xn+1

(n+ 1)!
= X·

xn

n!
= X◦ϕGN

([Ln]),

(ϕKN
◦Res) ([Nn+1]) = ϕKN

((n+1)[Nn]) = (n+1)xn = ∂ ·xn+1 = ∂◦ϕKN
([Nn+1]),

(ϕKN
◦ Ind) ([Nn]) = ϕKN

([Nn+1]) = xn+1 = X · xn = X ◦ ϕKN
([Nn]).
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Em outras palavras, os seguintes diagramas comutam:

GN
Ind //

ϕGN

��

GN
ϕGN

��

GN
Res //

ϕGN

��

GN
ϕGN

��
R

X
// R R

∂
// R

KN

ϕKN

��

Ind // KN

ϕKN

��

KN

ϕKN

��

Res // KN

ϕKN

��
R

X
// R R

∂
// R

Portanto, o resultado segue.

Gostaŕıamos de transformar esta categorificação ingênua numa categorificação

fraca. Para isso, precisamos de um isomorfismo de funtores que façam um “le-

vantamento”da relação que define a álgebra de Weyl.

Proposição 4.2.4. [19, Proposition 3.3.4] Para cada n ∈ N, temos um isomor-

fismo de (Nn, Nn)-bimódulos

Dn+1 ⊗Nn+1
Xn

∼= (Xn−1 ⊗Nn−1
Dn)⊕Nn,

onde Nn é considerado como um (Nn, Nn)-bimódulo na maneira usual (via mul-

tiplicação à esquerda e à direita). Além disso, temos então um isomorfismo de

(N,N)-bimódulos

D ⊗N X ∼= (X ⊗N D)⊕N.

Demonstração. Temos os isomorfismos de (Nn, Nn)-bimódulos

Dn+1 ⊗Nn+1
Xn

∼= Nn
(Nn+1)Nn

, Xn−1 ⊗Nn−1
Dn

∼= Nn ⊗Nn−1
Nn.

Seja

m1 : Nn →֒ Nn+1

a inclusão natural de (Nn, Nn)-bimódulos (isto é, unicamente determinada pela

injetividade).

Temos também um homomorfismo injetivo de (Nn, Nn)-bimódulos

m2 : Nn ⊗Nn−1
Nn →֒ Nn+1

a⊗ b 7→ aunb, para todos a, b ∈ Nn.

Para σ ∈ Sn+1, temos uσ ∈ m1(Nn) se, e somente se, σ(n + 1) = n + 1. Se
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σ(n + 1) 6= n + 1, então podemos escrever σ = τ1snτ2 para τ1, τ2 ∈ Sn. Logo,

uσ ∈ m2(Nn ⊗Nn−1
Nn). Desse modo, m1 e m2 definem um homomorfismo de

(Nn, Nn)-bimódulos

(Nn ⊗Nn−1
Nn)⊕Nn

∼= Nn+1,

como desejado.

Corolário 4.2.5. [19, Corollary 3.3.5] Existem os isomorfismos de endofuntores

de Nn-mod (e assim também de Nn-pmod) tais que

Res
Nn+1

Nn
◦ IndNn+1

Nn

∼= (IndNn

Nn−1
◦ResNn

Nn−1
)⊕ id.

Consequentemente, existem isomorfismos de endofuntores de N (e assim também

de Nproj) tais que

Res ◦ Ind ∼= (Ind ◦Res)⊕ id .

Demonstração. Isto segue dos seguintes isomorfismos

(Dn+1 ⊗Nn+1
Xn)⊗Nn

− ∼= Res
Nn+1

Nn
◦ IndNn+1

Nn
,

(Xn−1 ⊗Nn−1
Dn)⊗Nn

− ∼= IndNn

Nn−1
◦ResNn

Nn−1
,

Nn ⊗Nn
− ∼= id .

O isomorfismo (3.13) categorifica a relação ∂X = X∂ + 1. Junto com a

Proposição 4.2.3, isto mostra que temos uma categorificação fraca dos módulos

R e R′ da álgebra de Weyl W .

Como Ind é adjunto à esquerda a Res, temos

HomN (Ind(P ),M) ∼= HomN (P,Res(M)), para todo P ∈ Nproj,M ∈ N .

Assim,

〈[Ind](a), b〉 = 〈a, [Res](b)〉, para todos a ∈ KN , b ∈ GN .

Então temos uma categorificação do fato de que X é adjunto a ∂, isto é,

〈X · f, g〉 = 〈f, ∂ · g〉, para todos f, g ∈ RQ.

Note também que 〈∂ · f, g〉 = 〈f,X · g〉, para todos f, g ∈ RQ e assim Ind é

adjunto torcido à direita a Res. Neste caso, isso é suficiente para se obter a

relação correta no ńıvel dos grupos de Grothendieck.
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A propriedade de dois funtores serem biadjuntos é um requisito para a catego-

rificação forte. Esta é uma razão porque a categorificação fraca que descrevemos

neste caṕıtulo ainda não tenha sido convertida em uma categorificação forte.



Considerações Finais

Neste trabalho tratamos da categorificação da ação da álgebra de Weyl so-

bre alguns módulos, encontrando primeiro uma categorificação ingênua e logo

reforçando esta numa categorificação fraca por meio da relação com a álgebra

nilcoxeter.

A Teoria de Categorificação pode ser aplicada a diversas áreas da Matemática,

como Topologia Algébrica [6], Teoria de Representações e Álgebra Homológica, e

também a ciências afins como F́ısica e Qúımica [7].

Assim, uma continuação desse trabalho poderia abranger outras posśıveis ca-

tegorificações da álgebra de Weyl, via alguns funtores que sejam biadjuntos e

que produzam uma relação no ńıvel das categorias e não só no ńıvel dos grupos

de Grothendieck. Ainda, pode-se aplicar esta teoria para categorificar outras

estruturas algébricas e suas representações, como as álgebras de Lie.
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[11] M. KHOVANOV, V. MAZORCHUK and C. STROPPEL, A brief review of

abelian categorifications, 2007. Preprint: arXiv:math/0702746v2 [math.RT].

[12] T. Y. LAM, A first course in noncommutative rings, Graduate Texts in

Mathematics 131, Springer-Verlag, New York, 1991.

[13] W. LU and A. K. McBRIDE, Algebraic structures on Grothendieck groups,

Department of Mathematics and Statistics, University of Ottawa, 2013. Dis-
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