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Resumo

GIL, Lazaro Santos, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, Marco de 2015.
Comportamento Assintético para um Sistema de Timoshenko com
Histoéria. Orientadora: Margareth da Silva Alves.

No presente trabalho estudamos o comportamento assintético de um sistema
dissipativo com aplicacao & modelagem de materiais viscosos. Mais
especificamente, estudamos a existéncia, unicidade e comportamento assintético
de um sistema tipo-Timoshenko com dissipacao dada pela historia. Usamos
semigrupo e propriedades do resolvente de seu gerador infinitesimal para
mostrarmos a existéncia e unicidade de solucao para o sistema, assim como o

comportamento da solucao.
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Abstract

GIL, Lazaro Santos, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, March, 2014.
Asymptotic Behavior for a Timoshenko System with History. Adiviser:
Margareth da Silva Alves.

In this paper we study the asymptotic behavior of a dissipative system with
application to modeling of viscous materials. More specifically, we study the
existence, uniqueness and asymptotic behavior of a type-Timoshenko system
dissipation given by history. We use semigroup and resolvent properties of its
infinitesimal generator to show the existence and uniqueness of solution to the

system and the solution behavior.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é investigar o comportamento assintotico
das solucoes dos sistemas de vigas de Timoshenko.

O estudo dos modelos para vigas com cargas atuantes internamente
e externamente é de grande impontancia para o desenvolvimento da alta
engenharia, ja que a viga ¢ um modelo estrutural flexivel, amplamente utilizado
em projetos de estruturas e mecénicos, tais como projetos de pontes [I].

Figura 1: Vigas da estrutura de um viaduto em construgao (fonte:
http:/ /www.minacopa.com.br/download.php 2id=222009 )

Figura 2: Vigas da estrutura de um caminhao  (fonte:
http://andrecerberus.com/2012/05/ )

O estudo do comportamento assintotico de sistemas dissipativos é um ramo
fértil para a pesquisa em Equacoes Diferenciais Parciais. Para se obter esse
comportamento, diferentes métodos analiticos tém sido utilizados por véarios
autores, sempre adequados aos problemas em questao. Citamos, como exemplo,
o método de Energia (ver [7]) e o que explora as propriedades dissipativas do
semigrupo associado ao sistema (ver [22], [23]) que serao usados neste trabalho.



Definimos uma viga como um membro de estrutura delgada, carregada
transversalmente cujo comprimento é grande em relacao a largura e segao
transversal plana. Para o sistema de vigas de Timoshenko, consideramos uma
viga reta de comprimento L em sua posicao de equilibrio, constituida de material
linear, isotrépico, linearmente elastico e consideramos, também, que a area da
secao transversal da viga é simétrica com respeito ao eixo z.

Figura 3: Viga em posicao de equilibrio

O modelo de Timoshenko para uma viga delgada é dado pelo seguinte sistema
de equacoes hiperbolicas acopladas

p1ow — k(e + 1), =0 em  (0,L) x (0,00) (1)
ptht - bwmr + ]{Z(QOI + dj) =0 em (07 L) X (07 OO)? (2)

em que t denota a varidvel temporal e x é o espaco ao longo da viga de
comprimento L, em sua configuracdo de equilibrio, ¢(z,t) é o deslocamento
transversal e ¥(x,t) é o angulo de rotacdo de um filamento da viga na posi¢ao x
e no tempo t. Os coeficientes py, p2, k e b sao constantes positivas que dependem
da natureza do material. Uma descrigao mais detalhada deste modelo pode ser
encontrada em [2] e [3].

Se ao sistema — acrescentarmos condicoes de fronteira homogéneas,
definimos a energia total desse modelo por

1

L
B(t) =5 / [orleel* + palil® + blebal” + Klpo + ¢I*] da 3)

onde as duas primeiras parcelas é a energia cinética e as demais é a
energia potencial. Se multiplicarmos as equacoes e por o, e 1,
respectivamente, integrarmos por partes em (0, L) e adicionarmos os resultados
obtidos, encontraremos que

d

—F(t)=0 em (0,00

ou seja, o sistema — é conservativo, o que significa que sua solugao nao
decai. Contudo, uma questao importante de pesquisa é olhar para uma dissipacao
minima para que as solugoes do sistema tenha decaimento uniforme para



o estado estavel quando o tempo vai para o infinito. Neste sentido, foram
introduzidos varios tipos de mecanismos de dissipacao como, por exemplo,
dissipacao pelo atrito, viscoelastico ou do tipo memoria.

Véarios autores estudaram propriedades dissipativas associadas ao sistema (1)
- . Em [4], Soufyane estudou o sistema de vigas de Timoshenko com atrito
presente somente na equacao da deformacao angular

P11t — k‘(g@m + w)x =0 em (0, L) X (O, OO)
Pty — Dby + k(e + ) +dipy =0 em  (0,L) x (0, 00),

com d = d(x) positiva, e mostrou que o sistema possui estabilidade exponencial
se, e somente se,

1 P2
- =—. 4
il (4)

No caso em que nao ha decaimento exponecial, Racke e Rivera [6] provaram que
o sistema é polinomialmente estavel.

Raposo et al. [8] utilizaram a dissipacdo dada pelo atrito agindo em ambas as
equacoes e estabeleceram um resultado de decaimento exponencial para o sistema

puy — (k(uz +v)), + v, =0 em (0, L) x (0, +00),
Ly — Elvg, + k(uyz+v) +v,=0 em (0, L) x (0, +00)

Kim e Renardy [8] consideraram (I))-(2) junto com dois controles de fronteira da
forma

kv(L,t) — ku,(L,t) =au(L,t) ¥Yt>0
Elv,(L,t) = —Bu(L,t) V>0

e usaram a técnica dos multiplicadores para estabelecer um resultado de
decaimento exponencial para a energia E(t).

O sistema com memoria
plgptt - k(gpm + w)m = O em (07 L) X <07 OO)

pgz/ztt—blpm—l—k(goz—i—w)—k/ 9(8) bt —8)ds =0 em  (0,) x (0,00),
0

foi estudado por Ammar-Khodja Ammar, Benabdallab, Rivera e Racke [5]. Eles
concluiram que para memoria com nucleo do tipo exponencial, o modelo é
exponencialmente estavel se, e somente se, a condicao é satisfeita. Além
disso, mostraram a estabilidade polinomial para memoria com ntcleo polinomial.

Um problema interessante surge quando a dissipacao age de maneiras
diferentes no dominio. Um modelo mateméatico com esta situacao é o problema
de transmissdo. Em [9], Raposo estudou a estabilidade uniforme para o
correspondente problema de transmissao com memoria com componentes elasticos
e viscoelasticas.

Em trabalhos mais recentes, Sare e Rivera [7] investigaram a estabilidade do
sistema de vigas de Timoshenko, acrescentando um termo de historia



L
/ 9(8) Yz (-, t — s)ds na equagao (2)), ou seja, consideraram o sistema
0

prow — k(e +19), =0 em  (0,L) x (0,00)
P2ty — bbpy + k(@r + ) + /o 9(8) et —8)ds =0 em (0,L) x (0,00),

e concluiram que a dissipacao dada pela historia é suficientemente forte para
produzir estabilidade exponencial se, e somente se, as equacoes tém a mesma
velocidade de onda, ou seja, se, e sO se, (4) se verifica. Mostraram também a
estabilidade polinomial no caso em que nao se verifica. Os mesmos autores,
em [7], estudaram o comportamento assintotico de sistemas de Timoshenko
com memoéria de nicleo nao dissipativo, atuando apenas na equacao , onde
novamente (4)) aparece como condigdo necessaria e suficiente de estabilidade
exponencial.

O objetivo principal deste trabalho é estudar o comportamento assintotico
de um sistema de vigas de Timoshenko com a dissipacao dada pela historia, de
acordo com o trabalho de Sare e Rivera [7].

A organizacao deste trabalho é a seguinte. No Capitulo 1, apresentamos os
principais resultados que serao usados nos capitulos posteriores.

No Capitulo 2, estudamos a existéncia e unicidade de solugao para o sistema de
vigas de Timoshenko com histéria, usando como ferramenta a teoria de semigrupo
de operadores lineares limitados de classe Cj.

No Capitulo 3, sob a hipotese de que a igualdade seja valida, estudamos
o comportamento exponencial do semigrupo associado a este sistema. A
estabilidade exponencial serd mostrada na Secao 3.1, e na Secao 3.2 mostraremos
a nao estabilidade exponencial do semigrupo.

Finalmente, no Capitulo 4, mostramos que no caso em que nao ha decaimento
exponencial o sistema é polinomialmente estavel.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o
estudo dos capitulos seguintes.

1.1 Andalise Funcional

Nesta secao vamos definir e apresentar alguns resultados de Anéalise Funcional.
Para maiores detalhes, consultar Cavalcanti [20], Brezis [12] e Oliveira [13].

Defini¢ao 1.1 (Forma Sesquilinear). Seja V' um espago vetorial complexo. Uma
forma sesquilinear de V, é uma aplicacio a : V x V. — C, (u,v) = a(u,v),
que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) a(u+v,w) = a(u,w) + a(v,w) para todo u, v, w € V.
(ii) a(Au,w) = Aa(u,w) para todo u, v eV e A € C.
(iii) a(u,v +w) = a(u,v) + a(u, w) para todo u, v ew € V.
(iv) a(u, \w) = Aa(u,w) para todo u, w €V e X € C.

Defini¢ao 1.2. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado N, a(-,-), €
denominda limitada ou continua se existe uma constante C' > 0 tal que

la(u,v)| < Cllullvllvlla, para todo u,v € N.

Defini¢do 1.3. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado N, a(-,-), €
dita coerciva se existe uma constante 3 > 0 tal que

la(v,v)| > B|lv|[3;, para todo v € N.

Definigcao 1.4. Seja V' um espago vetorial complexo. Um funcional T :'V — C
é dito linear se

(i) T(u+v)=T(u)+T(v) para todo u e v € V.

3



6 1.1. ANALISE FUNCIONAL

(ii) T(Au) = AT (u) para todo u € V e X € C.

e € dito antilinear se

(i) T(u+v)=T(u)+T(v) para todo u e v € V.
(i) T(\u) = \T(u) para todo u € V e X € C.

Definicao 1.5. Um funcional T : N' — C, sobre um espaco normado N, € dito
limaitado se existe uma constante C > 0 tal que

IT(u)| < Cllullar, para todo u € N.

Teorema 1.6. Se N é um espaco normado e X um espaco de Banach, entdo
SN, X) ={f : N = X; féum operador linear limitado} € um espaco de
Banach.

Demonstragao. Ver Oliveira [13], p. 27. ]

Defini¢ao 1.7. Se N ¢ um espago vetorial normado, entdo o espago de Banach
L(N,C) serd denotado por N e chamado de espago dual topoldgico de N

Teorema 1.8 (Hahn-Banach). Sejam V' um espaco vetorial complexo e uma
aplicacdo p 1 V — [0,00) satisfazendo

plu+v) < p(u)+p), VYuvel,
plau) = |alp(u), VYueV, aecC.

Se [ Z — C é um funcional linear definido no subespaco Z C V com
|f(w)] < |p(w)|, entao f possui uma extensio linear F' : 'V — C dominada
por p, ou Seja,

|F(u)] < p(u), YuelV.

F é chamada de extensao de Hahn-Banach de f.

Demonstracao. Ver Botelho et al. |21, p. 58. ]

Teorema 1.9 (Lax-Milgran). Sejam H é um espago de Hilbert e a : Hx H — C
uma forma sesquilinear, limitada e coerciva. Entao, para todo funcional T : H —
C linear limitado, existe um unico u € H talque

a(u,v) =T(v) para todo v € H.

Demonstragao. Ver Cavalcanti, M. M; Cavalcanti, V. N. D., [20], p. 167. H

Observacao 1.10. O Teorema de Lax-Milgran pode ser usado em T': H — C
antilinear limitado. Basta aplicd-lo para T : H — C, que claramente € linear, e
a: H x H— C continua sendo uma forma sesquilinear, limitada e coerciva.



7 1.1. ANALISE FUNCIONAL

Proposicao 1.11. Sejam nimeros reais a,b > 0 e p > 1. Entao

(a+b)P < 2P(a? + 7).

Demonstracao. Usando as propriedades do méaximo obtemos

(a+b)? < (2max{a,b})?
= 2’ max{a”, b’}

< 2P(aP +bP).
]
Proposicao 1.12 (Desigualdade de Young). Se a,b > 0 e p,q > 1 sao tais que
1 1
-+ — =1 entao
p q
al? b
ab < — 4 —.
p q
Demonstragao. Ver R.G. Bartle [16], p. 56. ]

Uma variacao da desigualdade de Young que serd muito utilizado neste
trabalho é dada pelo seguinte corolario.

1 1
Corolario 1.13. Sejam a,b >0 e p,q > 1 tais que — + — = 1. Para todo € > 0
p q

tem-se
ab < c(g)a? + ebf.

Demonstracao. Temos

ab = (¢e)

Aplicando a desigualdade de Young segue
p
1 1 1
ab < - ¢ |+ - <(q5)5b>q
P\ (ge) q

1
= za’ +eb? Ve >0.
plge)

Tomando c¢(e) = temos,

p
q

p(qe)

ab < c(e)a? +eb? Ve >0.
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Teorema 1.14 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espago vetorial
com produto interno (-,-)y. Entao para todos u, v € V temos

[(w, v)v| < lullvlvllv;

a igualdade ocorre se, e somente se, {u,v} € linearmente dependente.

Demonstragao. Ver Oliveira [13], p. 121. O

Teorema 1.15. Se M ¢ um subespaco fechado do espaco de Hilbert H, entdo
H =M@ M*, isto é, cada u € H admite uma tnica representacio na forma

w=p+qcompeMeqge M,

onde M+ ={q€ H : (p,q)yg =0 para todop € M }.

Demonstragao. Ver Botelho et al. [21], p. 111. O

Definicdo 1.16 (Resolvente). Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C
X — X. Dizemos que \ € C estd no conjunto resolvente de A, o qual serd
denotado por o(A), se o operador

RO\ A) = (M — A)!
existe, estd bem definido em X e é imitado. Em outras palavras:

o(A)={N e C; (M — A) temiste, D (()\[ — A)fl) é denso em X e
(M — A) ¢ limitado}.
Neste caso R(\, A) denomina-se o operador resolvente de A.

Definigao 1.17 (Espectro). O espectro de A é o conjunto
o(A) =C\o(A)

formado por trés subconjuntos disjuntos:

(i) O espectro pontual de A é o conjunto de seus autovalores, denotado por

op(A);

(i) O espectro continuo de A, denotado por o.(A), é o conjunto dos \ € C
tais que \I — A € um operador injetivo, tem imagem densa em X, mas

(M — A7t RN — A) — X € nao limitado;

(iii) O espectro residual de A, denotado por o.(A), é o conjunto dos A € C
tais que \I — A € um operador injetivo mas sua imagem nao € densa em
X.

Definigao 1.18. Um operador linear T : D(T) C N1 — N, é fechado se para
toda sequéncia (v,) C D(T) convergente, v, — v € Ny, com (Tv,) C Ny entdo
Tv, converge, Tv, — w, tenha-se v € D(T) e Tv = w.
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Lema 1.19. Sejam X é um espaco de Banach e S : X — X um operador linear
continuo com inverso continuo. Se B € £(X) satisfaz

1
I1Bllecx) < o
S 15 e

entao S + B é um operador linear inversivel, com inversa continua.

Demonstracao. Temos que S + B é bijetivo. De fato, seja w € X e denotemos
por P o operador

P(z) = S (w) — S™'B(x).

Note que P é uma contragao, pois

|1P(z) = P(y)lx = || =S 'B(x)+ S 'By)lx
< 1S5 e 1Bllecx llz — yllx
< |z —yllx.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue que existe um tnico z € X tal
que P(z) = z, ou seja, existe um tnico z € X de modo que

¢=8"(w)=S"'B(z) & (S+B)(x)=w
Logo, temos que S + B é um operador bijetivo e, consequentemente, inversivel.

Por outro lado, como S + B é um operador continuo, segue, pelo Teorema do
Grafico Fechado, que (S + B)~! também é um operador continuo. O

Proposicao 1.20. Seja A um operador linear fechado num espaco de Hilbert H
de modo que 0 € o(A). Se iR ¢ o(A) entao existe w € R com HA_IHE(lH) < |w| <
o tal que {if; 8] < w]} C o(A):

sup { [ (181 — A) " leqmy; 8] < |wl} = oo

Se wy € R, |wy| < |w]| entdo

sup { [ (181 — A) " leqy; 8] < |wol} < oo
Demonstragao. Suponha {if;|5] < |w|} C 0(A), se

sup { || GBI = A) gy 181 < ol } = M < o,
entao, resulta que o operador

(iBI — A) = (iBol — A)I +i(B — o) (iBol — A)~"],
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com |fy| < |wl|, é inversivel para |3 — By] < M~!, pois

1i(B = Bo)(iBol — A) e < 18— Bol - 1(iBoI — A) e
< MBI — A) M e
< M'M=1.

Verifica-se que escolhendo f, adequado, com |fy| tdo proximo de |w| quanto
possivel, concluimos que

{iB:18] < [w| + M~} C o(A).
e como a funcao

R(-,A): o(A) — £(H)
A = RAVA) =M -A)! (1.1)

é continua, segue que se |w| < |wg| < |w| + M1, entao {if3; |B] < |wo|} C 0(A) e

sup {H(ZBI - "4)_1”2(1{) Bl < |w0|} < maX{H(iBI - "4)_1”2(1{) 18] < ]w0|} < 00.
Sabemos que 0 € p(A). Temos ainda
(iBI — A) = A(iBA™ — 1), (1.2)

para qualquer nimero real 3 satisfazendo

1

|iBA e < 1= 18] < ———.
(0 A (e

De (1.2) concluimos que i8I — A é inversivel se |5]| < HA_l‘E(lH)- Portanto, se
ol < A5ty entio (i8: 18] < anl} € o(A) e

sup { [[GBT — A) | g0y 3181 < ool b < ma {| GBI = )|y 5 18] < fol | < 0.

Como por hipotese iR ¢ p(.A). Segue pelo argumento acima que existe w € R
com || A~y < ] < oo talane {i5;]5] < |} € o(A)

sup {| B = A) ™ aan; 18] < |} = oo.

Se wp € R, |wo| < |w| entdo

sup {[|(i81 — A) " len; 18] < |wol} < oo
Como queriamos mostrar. O

Corolario 1.21. Com as hipdteses da Proposi¢ao temos que existem
(Me)ken, (Ur)ren € (Fy)ren sequéncias de R, D(A) e H, respectivamente, tais
que

)\k—>w; ||Uk||H:1 e Fk—>0,
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sendo

(Z)\kf — .A)Uk = F, Vk € N.

Demonstracao. Seja w € R dado pela Proposicao [1.20f Dado n € N, com
1 1 1

lw|—— > 0 segue que {— (|w| - —) , (\w\ — — ) | é compacto. Pela continuidade
n n n

da funcdo A — R(\, A), A € o(A), temos que

) _ 1
SUP{H(ZB]—A) 1||£(H)§ 18] < |w| — ﬁ} =5, < oo.

1
Segue da Proposicao |1.20| que existe uma sequéncia (8,), oy ey €OM |w| — — <
n

|Bn] < |w| e

(i8I — A)‘l\\w) > S, +n. (1.3)

Logo existe uma subsequéncia de (53, , e converge para w ou —w. Sem
neN'CN
perda de generalidade suponhamos que a subsequéncia converge para w, e fazendo

abuso de notagao escrevemos a subsequéncia como (8,),,cn cn-

Do exposto até agora temos que existe uma sequéncia de ntimeros reais
(Bu)ucron, com B, = w e [5,] < || talque lim (8, — A) ™ [leur) = oo.

Assim, dado k € N existe ng € N talque
1B — A) e >k, n > no.
Dai existe (Ag)ren, subsequéncia de (5,)qen, talque
1@MT = A) ey > K.
Para cada k € N existe Gy, € H, G}, # 0, tal que
1A — A) " Gilln

> k,
|Gkl
ou seja,
L. _
IGellzr < ZIGAT — A) Gl (1.4)
k
Tomando
. (Z/\kf — A)fle
i) U, = — , VkeN,
0 U = 0T = 2) Gl
(i) Fi = G Vk € N,

| (iAed — A) Gyl
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de (1.4) segue que

1

Mediante a construgao feita, concluimos que existem (Ag)gen, (Ur)ren € (Fk)ren
sequéncias de R, D(A) e H respectivamente, tais que

)\k—>w; ||Uk||H:1 e Fk—>0
sendo

(Z)\kl — A)Uk = F}, Vk € N.

1.2 Espacos Funcionais e Espaco de Sobolev

Nesta secao vamos descrever as notagoes e definicoes de espacos funcionais
que serao usados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes consultar Brézis
[12].

Definiremos a seguir os espagos funcionais necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Nestas definicoes, 2 C R™ é um conjunto aberto.

Definicao 1.22. Sejau : {2 — R continua. O suporte de u, que serd denotado por
supp(u), € definido como o fecho em (2 do conjunto {x € 2;u(x) # 0}. Se supp(u)
for um compacto do (2 entao dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos
por Co(£2) ao espago das funcoes continuas em §2 com suporte compacto.

Definicao 1.23. C™({2) € o espago das fungioes com todas as derivadas parciais

de ordem < m continuas em (2 (m inteiro ndo-negativo ou m = 00).
Denotaremos por C°(02) = C(92).

Definicao 1.24. O conjunto das funcoes ¢ : 2 — R que possuem todas as
derivadas até a ordem m continuas em {2 e que tém suporte compacto, sendo que
esse suporte depende de p, é denotado por CJ*(§2) (ou CF° se m = o0).

Defini¢ao 1.25. Uma sucessio (p,),en de fungoes de C§°(§) converge para zero
quando existe K C §2 compacto tal que:

* suppy, C K, VveN;
* Para cada oo € N"

D%p, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador deriwacao de ordem o« definido por

olel
0r{r0xs?...0xon’




13 1.2. ESPACOS FUNCIONAIS E ESPACO DE SOBOLEV

com o = (o, g, ...,0,) €EN" e |a] = a1 +as+ ... + .

Definigao 1.26. O espaco vetorial C§°(2) com a nogdo de convergéncia definida
acima € representado por D(Q2) e denominado espaco das funcoes testes em ).

Defini¢ao 1.27. Seja 1 < p < 400. Denotamos por LP({2) o espaco de Banach
das (classes de) fungoes definidas em (2 com wvalores em R, tais que |ulP é
integrdavel no sentido de Lebesque em §2, com norma

1
||lul|r = (/ |u($)|pdx) ’ para 1 <p < +oo
Q

e, para p = 0o, denotamos L*({2) o espago de Banach das (classes de) funcoes
mensurdves de u definidas sobre {2, que sao essecialmente limitadas, com a norma
dada por

[|u||pe = supess|u(z)| = inf {C € R; |u(z)| < C q.t.p. em 2}.

€L

Definicao 1.28. Sejam 1 < p < oo. Diremos quer f : 2 — R € localmente

integravel em LP(£2), e denotaremos por f € L} (§2), se f for uma fungao

mensurdvel e para qualquer conjunto compacto K C §2 tivermos

/K |fi(z)]P dz < oo.

Teorema 1.29 (Desigualdade de Holder). Sejam f; € LP(2),f, €
1 1

LP2(2), ..., fn € LP(2),n € N, com py,....p, > 1 e —+ ...+ — = 1. Entao
Y4 Pn

f1 Cat fn € L1<Q) €

/Q|f1 o falde < il o [l Lo

Demonstracao. Ver H. Brézis [12], p. 92. ]
Teorema 1.30. Sejam [ = (a,b), —cc <a <b< oo esejauc L (I) tal que

loc

/ugpxdx =0 VYyoeCi().

I

Entao existe uma constante C' tal que u = C em quase todo ponto de 1.

Demonstragao. Ver H. Brezis [12], p. 205. ]

Definigao 1.31. Sejam [ = (a,b), —co <a<b<oo, epeR com 1 <p < 0.
O espaco de Sobolev W'P(I) é definido como sendo o conjunto

b b
Wl’p(l):{UGLP(I);HUQ;ELP(I) talque/ugoxdm:—/uwcpdx‘v’goécg(])}

O espago WP(I) é um espago de Banach com a norma

=

lullwre = (lullZo + lluelZs)
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Quando p = 2, denotamos H'(I) = W2(I). O espago H'(I) é um espago de
Hilbert equipado com o produto interno

b
(u, V) g = (u, V)2 + (Ug, Vg )2 = / (uv + uzv,) de.

Proposigao 1.32. O espagco WHP(I) € reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para
1<p<oo.

Demonstragao. Ver H. Brezis [12], p. 203. ]

Definicao 1.33. Dado um inteiro m > 2 e um numero real 1 < p < oo definimos,
por inducdo, o espaco

W™P(I) = {u e W™ '(I); D'u e W™ (1)},

com a notacao D'u = u,, equipado com a norma

m
ullwme = lulloe + > 1Dl 1o
i=1
E também definimos

H™(I) = W™*(I),
equipado com o produto escalar
(u,v) g2 = (u,v)r2 + Z(Dlu, D'v)p2 = / wodz + Z/ D'uD'v dzx.
i=1 a i=1 7o
Teorema 1.34. Fziste uma constante positiva C (que depende somente de
|| < o0) tal que
|ull L < Clul|wre, Yu e WH(I), V1 <p<oo.

Em outras palavras, WYP(I) < L>®(I) com a imersio continua para todo
I <p<oc.

Além disso, Se I é um intervalo limitado entao

A imersiao WP(I) < C(I) é compacta para todo 1 < p < oo.

A imersao WH(I) — Li(I) é compacta para todo 1 < q < oo.

Demonstragao. Ver H. Brezis [12], p. 212. ]

Corolario 1.35. Suponha que I seja um intervalo ilimitado e u € WYP(I), com
1 <p<oo. Entao

ilén] u(z) = 0.

|z |00



15 1.3. SEMIGRUPOS DE CLASSE Cj

Demonstragao. Ver H. Brezis [12], p. 214. O

Corolario 1.36. Sejam u, v € WH(I) com 1 < p < co. Entdo

uv € WHP(I)

(uv)y = UV + UV,

Ademais, vale a formula de integracao por partes
/ uvdr = u(2)v(z) —u(y)v(y) — / uv,dr, Vr,y€ L
y y

Demonstragao. Ver H. Brezis [12], p. 215. H

Corolario 1.37. Seja G € C*(R) tal que G(0) = 0, e seja u € WHP(I) com
1 <p<oo. Entao

GoueWH(I) e (Gou)y=(Gyou)u,.

Demonstragao. Ver H. Brezis [12], p. 215. ]

Defini¢do 1.38. Dado 1 < p < oo, denotamos por WyP(I) o fecho de C(I) em
WP(I), equipado com a norma de WP(I).

O espago HL(I) = Wy*(I) € equipado com o produto escalar de H'(I).
Teorema 1.39. Seja u € W'(I). Entio u € WyP(I) se, somente se, u =0 em
oI.

Demonstragao. Ver H. Brezis [12], p. 217. ]

Teorema 1.40 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos I um intervalo
limitado.  Entao existe uma constante C, > 0, que depende apenas do
comprimento do intervalo I, tal que

ullwie < Cpllue|le Yu € WyP(I).

1 ; . X
Em outras palavras, em Wy'(I), ||uy|lze é uma norma equivalente & norma de

WyP(I).

Demonstracao. Ver H. Brezis [12], p. 218. ]

1.3 Semigrupos de Classe Cj

Nesta secao vamos descrever as notagoes, definicoes e alguns teoremas sobre
semigrupo de classe Cy que serao usados ao longo do trabalho. Para mais detalhes
consultar Gomes [19] ou Pazy [10)].
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Definicao 1.41 (Semigrupo). Seja X um espago de Banach e £(X) a dlgebra dos
operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma aplica¢iao S : RT — £(X) €
um semigrupo de operadores lineares limitados de X se:

I) S(0) =1, onde I é o operador identidade de £(X),
II) S(t+s)=58(t)S(s), Vt, s € RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

1) lim [ (S(t) - I)z||x =0, VzelX.
t—0t
Definigao 1.42 (Gerador Infinitesimal). Considere
h)—1
D(A)={z € X ; lim &x existe}.
h—0 h
O operador A definido por

Ar = lim M

h—0 h

z, Vre D(A)

€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposigao 1.43. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A.

i) Sex € D(A), entao S(t)x € D(A) Vt >0 e
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax;

ii) Se x € D(A), entdo

S(t)x — S(s)z :/ AS(T)xdr :/ S(7)Axdr;
iii) Se x € D(A), entdo /t S(t)zdr € D(A) e

S(t)r —x = A/tS(T):ch.

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [19], p. 13. ]

Proposicao 1.44. (i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy €
um operador linear fechado e seu dominio € denso em X.

(11) Um operador liner A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador
nfinitesimal de, no mdzimo, um semigrupo de classe Cy.
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Demonstragao. Ver Gomes A. M, [19], p. 15. O

Definicao 1.45. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal.  Ponhamos A° = I, A' = A e, suponhamos que A"' esteja
definido, consideremos

DA™ ={z; € D(A) e A" 'z € D(A)}.
Vamos definir A™ como:
Az = A(A" 'z), Vo € D(A").
Proposicao 1.46. Seja {S(t) }i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal. Temos:
i) D(A™) € um subespaco de X e A™ é um operador linear de X;
ii) Se x € D(A"), entdo S(t)xr € D(A"), Vt >0 e

d»
d¢n

S(t)x = A"S(t)x = S(t) A"z, Vn e N;

iii) E valida a formula de Taylor: se x € D(A™), entéo

n—1

Stz =Y %AkS(a)x +

k=0

T ! 5 / (t — 7" LATS (P dr

¢ ¢

) (S(t)—1)"x = / / S(ry 1) A"z dry -+ -dr, Vo e D(A");
0 0

v) ﬂD(A") é denso em X.

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [19], p. 20. ]

Proposicao 1.47. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada
x € D(AF),

k
lzllpay =Y 14 2]x, (1.5)
j=0

o funcional ||-|| pay € uma norma em D(AF), munido da qual D(AF) é um espago
de Banach.
Demonstragao. Ver Gomes A. M, [19], p. 22. ]

Defini¢ao 1.48. A norma (1.5)) € dita norma do grdfico. O espago de Banach
que se obtém munido D(A*) da norma (L.5)) serd representado por [D(A¥)].
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Proposicao 1.49. Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo, {S(t)}+>0, de
classe Cy, entao, Yz € D(A"), S(t)x € C"* ([0,00); [D(A")]), k=0,1,2,...,n.
Demonstragao. Ver Gomes A. M, [19], p. 23. ]

Teorema 1.50. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A. Se Re A\ > wy, onde

L log S llex)
e

entio A € p(A), existe a integral

/ e MS(txdt Vo e X,
0

R\ A)x :/ e MS(txdt Vo e X.

0

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [19], p. 30. O

Teorema 1.51 (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido em
D(A) C X e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo
{S(t) }i>0 de classes Cy tal que ||S(t)||gx) < €', t > 0, € necessdrio e suficiente
que:

i) A seja fechado e seu dominio seja denso em X.

i) Exista w tal que para cada real A > w se tenha \ € p(A) e

1
R(A ) < —.
IR Alleco < 3—

Demonstracao. Ver Gomes A. M, [19],4.4 Teorema (Hille-Yosida) p. 32 e 4.5
Corolario p. 36. O

Definicao 1.52. Sejam X wum espag¢o de Banach, X' o dual de X e (-,-) a
dualidade entre X e X'. Ponhamos, para cada © € X,

J@)={z" ; (2,27 = ||k = |2"[%}-

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) # 0, para todo x € X. Uma aplica¢ao
dualidade é uma aplica¢ao j: X — X' tal que j(x) € J(x), para todo x € X.

Definigao 1.53. Diz - se que o operador A : D(A) C X — X € dissipativo se,
para alguma aplicacao dualidade, 7,

Re(Azx,j(x)) <0, Vxe D(A).

Proposicao 1.54. Seja A: D(A) — X, se A € dissipativo e \gI — A € sobrejetor
para algum g > 0, entao:
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(i) Ao € p(A) e A é fechado;
(i) (0,00) C o(A);

(iii) N\ — A é sobrejetor, para todo A > 0.

Demonstracao. Ver Gomes A. M, [19], p. 38. ]

Teorema 1.55 (Lummer-Phillips). Um operador linear A ¢é o gerador
infinitesimal de um semigrupo {S(t)}i>0 de classe Cy com ||S(t)]lex)y < 1 se
e somente se:

(i) O operador A é dissipativo;

(ii) O operador \oI — A € um operador sobrejetor, para algum Ao > 0;

(1ii) O operador A é densamente definido.
Demonstracao. Suponha inicialmente que o operador linear A seja gerador de
um semigrupo de classe Cy com ||S(t)||¢x) < 1. Segue da Proposicao que
o operador A é densamente definido e do Teorema que o operador Aol — A

é um operador sobrejetor para todo A\g > 0. Além disso, para cada aplicacao
dualidade, j, tem-se

Re (S(t)z,j(x)) < (S()z,j(2))| < IS@2lx]li(@)lx < 2]k
visto que, por hipotese, ||S(t)z|x < ||z]x, para todo x € X. Portanto,
Re (S(t)x — 2., j(@)) = Re (S(t)a, 3 (@) — [lo]ik < 0;

e dividindo por ¢ e passando ao limite com ¢ — 0T, pela continuidade da
dualidade, temos que

Re (Az, j(z)) <0 Vo € D(A)
e, assim, A é dissipativo.
Reciprocamente, suponhamos valido (i) — (7i7), segue da Proposi¢ao que

A ¢ fechado e (0,00) C o(A), segue da hipotese (iii) que A é fechado e seu
dominio é denso em X.

Dados z € D(A) e A > 0, como A é dissipativo, entao de
(A = Az, j(2)) = Alzllx — (Az, j(2))
vem
Alzl% < Re{(AT — Az, j(2)) < (M — Az, j(@))] < [(M — A)zllx]lz]x,
donde

lzllx = |(M — AN — A z|lx > MM —A) 2]y, Vo€ XeVA>0,
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ou seja,

IAL = A" el x

]l x

< VA > 0.

1
)\’
Tomando w = 0 da desigualdade acima, temos

RO, A)lex) < VA > 0;

> =

Pelo Teorema de Hille-Yosida, Teorema[1.51] temos que A é gerador infinitesimal
de um semigrupo {S(t)};>o de classe Cy com ||S(t)||ex) < 1. H

Corolario 1.56. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso
no espaco de Hilbert H, tal que 0 € o(A). Entao, A € o gerador infinitesimal de
um semigrupo S de classe Cy, com ||S(t)| e < 1.

Demonstracao. Por hipotese 0 € o(.A), portanto existe e é limitado o operador
A~!. Recorrendo ao Teorema , temos que A\ — A é invertivel sempre que
0 <A< H.A_1||E(1H). Assim, segue do Teorema de Lummer-Phillips, Teorema
que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)};>o sobre H, de
modo que ||S(t)||g) < 1. O

Teorema 1.57. Se A: D(A) — X , operador linear, é gerador infinitesimal de
um semigrupo de classe Cy entao, para cada x € D(A) o problema de Cauchy
Abstrato,

du
E = Au(t) t>0
u(0) = .

tem uma unica solucao

u € C([0,00);[D(A)]) N C* ([0, 00); X)

Demonstra¢ao. Ver Gomes A. M, [19], p. 104. n

1.4 Espagos LP(0,T; X)

Seja X um espa¢o de Banach separavel. Uma fun¢ao u definida em (0, 7") com
valores em X é mensuravel quando para toda f € X’ (dual topologico de X) a
fungdo numeérica t — (f, u(t))x «x for mensuravel a Lebesgue em (0,7).

A funcdo u : (0,7) — X ¢é integravel no sentido de Bochner em (0,T), se
u for mensuravel e a funcao ¢t — ||u(t)||x for integravel a Lebesgue em (0,7).

T
Neste caso, a integral de Bochner de u é o vetor de X denotado por / u(t)dt e
0

caracterizado por

T T
<f,/0 u(t)dt>X,XX:/0 Fru®)xnxdt,  Vfe X
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Sejam 1 < p < oo e T' > 0 nimeros reais. Denotamos por LP(0,7; X) o espaco
vetorial das ( classes ) fun¢oes u : (0,7") — X mensuraveis e tais que a aplicacdo
t — JJu(®)|l5 é a integral de Lebesgue em (0,7). Em LP(0,7;X) defini-se a
norma:

T , N
lllo, = [ / Hu<t>nxdt} ,

em relagao a qual LP(0,7; X) é um espaco de Banach.
Observagdo 1.58. Se p = 2 ¢ X ¢ um espago de Hilbert, entao L*(0,T;X) é

um espaco de Hilbert munido do produto interno

T
(u, ) L2(0,1:x) = / (u(t),v(t))xdt, VYu,v € L*(0,T;X).
0

Por L>(0,T;X) estaremos denotando o espaco vetorial das (classes) fungoes
mensurdveis u : (0,t) — X tais que

sup ess||u(t)||x < oo.
te(0,T)

Neste espago definimos a norma:

]| oo 0,7:x) = sup ess|[u(t)]| x.
te(0,7)

em relacdo a qual L>(0,T; X) € um espaco de Banach.
Se 1 < p < 00, o dual topologico de LP(0,T; X) se identifica com o espago

, 1 1 .
LP(0,T; X'), onde —+— = 1 e X' representa o dual topologico de X. Demonstra-
p P

se também que se X for reflexivo (respectivamente separavel) e 1 < p < oo
(respectivamente 1 < p < oo ) entdo LP(0,7; X) é reflexivo e (respectivamente
separavel). Com esta identificacdo temos

T
<f7 U>LP/(0,T;X/)><LP(O,T;X) = /0' <f<t)7 u<t)>X’><X dt7

para todo f € L¥ (0,T; X') e para todo u € LP(0,T; X).

Temos também que o dual topologico de L' (0, T'; X) se identifica com o espago
L>(0,T; X).

1.5 Distribuicoes Vetoriais

No que segue, iremos supor que os espacos de Banach X sdao sempre reais,
separaveis e reflexivos. Em muitas situacoes X serda um espaco de Hilbert.
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Suponhamos u € LP(0,T;X) e para ¢ € D(0,T) consideremos a aplicagao
u: D(0,t) — X definida por

(i, ) :/0 w(s)p(s)ds € X (1.6)

onde a integral é entendida como a integral de Bochner em X. A equacao
define uma aplicagao linear e continua de D(0,7) em X. Portanto, u pertence
ao espaco das distribuicoes vetoriais definidas em D(0,7") com valores em X, o
qual representa-se por D'(0,7T; X). Além disso, demonstra-se (ver por exemplo,
R. Temam [25]) que a distribui¢ao u é univocamente determinada por u, de modo
que pode podemos identificar u com u. Neste sentido, identifica-se LP(0,7"; X)
com a parte de D'(0,7; X), isto &, LP(0,7; X) C D'(0,7T; X). Desta forma, sendo
todo elemento u de LP(0,7; X) uma distribui¢do, u possui derivada no sentido
das distribuigoes, isto é, v’ € D'(0,T; X) a qual é definido por:

(', o) = —(u,¢) = —/0 u(s)y'(s) ds.

Diz-se que uma sucessdo (u,)neny de vetores de D'(0,7;X) converge para a
distribuigao w em D'(0,T; X), se (un, p) — (u, ) para toda ¢ € D(0,T).

Sejam V e H espacos de Hilbert reais. Suponhamos que V' é denso em H e
que a injecao V em H é continua. Escrevemos V' — H para indicar tal situacao.
Identificando-se H com seu dual topologico H' segue que

Vs H=H <V
onde V' é o dual topologico de V.

A seguir enunciaremos resultados cujas demonstracoes podem ser encontradas
em [25].

Proposigao 1.59. Seu ev € L*(0,T;V) eu’, v' € L*(0,T;V) entao a aplicagio
t = (u(t),v(t))y € absolutamente continua em [0,T] e vale a sequinte igualdade

d

3 @), 0(0) = W' (0), v(O)vrxv + (u(t), o' (E))vrxv,

onde a derivada no primeiro membro da igualdade € a derivada no sentido das
distribuigoes sobre (0,T) das fungoes (u(t),v(t)) -

Demonstracao. Ver Teman, [25], p. 261. ]

Corolario 1.60. Se v € L*(0,T;V), u, v € L*(0,T,H) e u' € L*0,T,V’),
entao

Demonstragao. Ver Teman, [25], p. 261. ]
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Corolario 1.61. Se v € L*(0,T;V) e u' € L*(0,T;V"), entdo u é apds uma
modificagao eventual em um conjunto de medida nula, continua de [0,T] em H,
isto é, u € C([0,T],H). Além disso, temos a seguinte igualdade no sentido das
distribuicoes escalares sobre (0,T')

d 2 /
el = 20'(@), u(t))vrxv

Demonstragao. Ver Teman, [25], p. 261. ]

1.6 Estabilidade

Definicao 1.62. Um semigrupo {S(t) }+>0 € dito ser exponencialmetne estdvel
se existirem constantes o > 0 e M > 1 tais que

1S(t)lex) < Me™*, ¥Vt > 0.
O préximo teorema, devido a Priiss, caracteriza a estabildiade exponencial de
um semigrupo {S(t)}s>0, tal que ||S(t)|lgx) < 1.

Teorema 1.63. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy num espaco de Hilbert
H, de modo que ||S(t)||en) < 1 e A o gerador infinitesimal de S. Entio S(t) é
exponecialmente estdvel se, somente se,

iR={if ; B€R}Co(A)

lim (181 — A)~ a0 < 0.
|B| =00

Demonstracao. Ver Priiss [22]. O

Definicao 1.64. Um semigrupo {S(t)}i>0 sobre um espaco de Hilbert H € dito
polinomialmente estdvel se existirem constantes C' > 0 e v > 0 tais que

C
1S (#)ulls < -~ lullpay, Y u€ D(A).

O proximo teorema, de A. Borichev e Y. Tomilov, caracteriza a estabilidade
polinomial de semigrupos Cy limitados sobre espacos de Hilbert.

Teorema 1.65. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy, com gerador
infinitesimal A, limitado sobre um espago de Hilbert H tal que iR C o(A). Entao
para o > 0 fizado, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) [I(ix = A)~!

£(H) :O(|)\|Q), A — 00.
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(1) 1S Alsan = O (175) A= 0.

Demonstragao. Ver Borichev, A., Tomilov, Y. [24]. O



Capitulo 2

Sistemas de Timoshenko com
Historia

2.1 Introducao

Consideramos o seguinte sistema de Timoshenko com Historia

,021/% - bwwx + /0 Q(S)Qﬁm(% t— S) ds + k:(@oa: + %U) = 07 (22)

para x € (0,L) e t € (0,00). As fungbes ¢ e 1 sdo, respectivamente, o
deslocamento transversal de uma viga e o angulo de rotagdo. As constantes
p1, p2, k, b sao nimeros reais positivos. O sistema esta sujeito as condicoes de
fronteira do tipo Dirichlet

@(07 ) = 90<Lv ) =0, ¢(07 ) = ¢<L7 ) =0 em (Ov OO)? (23)
as condicgoes iniciais
90('7 O) = %o, (;Dt(W 0) = ¥1, ¢(> 0) = 77/}07 ¢t(" 0) = 77/}1 eI (07 L) (24)

e a condicao
(-, —s) = no(-,s), s>0 em (0,L).

Nosso interesse principal aqui é estudar o comportamento assintético das solucoes
deste sistema. As principais ferramentas usadas sao os resultados de Priiss [22]
e [23]. Com este objetivo ¢ necessario fazer algumas modifica¢oes no sistema
—, de tal forma que seja possivel usar a teoria de semigrupos. Para isto,
introduzimos a seguinte notacao

n'(x,s) = Y(x,t) — (z,t — s). (2.5)

25
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Derivando (2.5) duas vezes em relacdo a = obtemos
niz(xu S) = ¢xx(x7t) - wx:c(xut - S)‘
Substituindo ¢, (x, t —s) em (2.2) podemos reescrever o sistema (2.1))-(2.5) como

prow — k(s + 1), =0 (2.6)
pathy — (b - /Ooo 9(8)d8> Vg — /0009(8)7751;(% s)ds +k(p, +¢) =0 (2.7)

e+ ns — z/ft = 0 (28)

onde a terceira equacao é obtida pela soma das derivadas de (2.5)) em relacao a ¢
e a s. As condigoes de fronteira consideradas para o problema (2.6)-(2.8) sao

e as condicoes inciais sao dadas por

90('70) = ¥o, gpt(Wo) = ¥, w(70) = o, ¢t(70) =1 em (07 L)7
770<'75) = wo() - 770('75> em (O7L> X (07 OO), (2'10)

o que significa que a historia é considerada como um dado inicial.

Em relagdo & fungdo g : [0,00) — R, denominada nicleo de defracao,
consideramos as seguintes hipoteses

g(t)>0, Elk’g, k‘l > 0:
—kog(t) < ¢'(t) < —kig(t), V>0 (2.11)

bo :/ g(s)ds, b:=0b—by > 0. (2.12)
0

Observe que multiplicando a desigualdade ¢'(t) < —kig(t), Vt > 0, por e*?
obtemos

g ()Mt + kieFtg(t) <0, V>0,

ou seja,

d

" {Mfg(t)} <0, VvE>o0.

Integrando de 0 a t obtemos

(2.13)

De modo analogo, ao multiplicar —kog(t) < ¢'(t), Vt > 0, por e*! e integrar de 0
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a t a desigualdade resultante, obtemos, juntamente com ([2.13]),
g(0)e™™*" < g(t) < g(0)e ™, vt >0.

Que implica

/ g(s)ds converge.
0

O objetivo dos proximos capitulos serd mostrar que o sistema ¢é
exponencialmente estavel se, e somente se, a velocidade das ondas das equacoes

(2.1),(2.2) sdo iguais, isto ¢

n_r (2.14)

Quando a identidade (2.14) ndo se verifica, 0o que é mais interessante do
ponto de vista fisico, mostramos que a energia de primeira ordem decai de forma
polinomial com taxas que dependem da regularidade dos dados iniciais.

2.2 Existéncia e Unicidade

Pela hipotese (2.11]) sobre o micleo g, & possivel definir L2(R;, Hj (0, L)) como
o espaco de Hilbert das fungoes de quadrado integravel com valores em H; (0, L)
definidas no espago de medida (R}, H} (0, L), |g|ds) munido com o produto interno

(e LQ_/ / &(s)dsdx
||f||L§=</ [ e |2dsdyc>1/2.

Denotemos por H o espago de Hilbert

€ a norma

H = H;(0,L) x L*(0, L) x Hy(0, L) x L*(0,L) x LX(R}, Hy(0, L)),
com a norma

U5, = l(u'a? b )13, (2.15)
pullu?l|Ze + pallu®(Ze + blluglZe + Ellwg + @22 + Inlz.-

Observacao 2.1. A norma || - || € equivalente a norma da soma

1UNls = [l + ]2z + e[y + lutllee + nlles-
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De fato, seque da desigualdade triangular e do Teorema que

luz + w?l7e < (lugllze + u’llz2)* < 4(lluglZe + [w?]22)-

Logo,
U5 < pullu?lZe + pallull7: + blludllze + 4k(lugliZe + lu?ll72) + Il
< dk||uil7: + pal| w7z + max {4k, B}(|[u?]| 7 + [[ulllF2) + pollut| 72
+ HUH%g
< dkllut 5y + pille?lze + max{dk, 0} [w® |7 + p2llutlZ2 + [10llZ:
)2
< S0 (et g + e + ey + s + Nl
C,?
< (VIS + U5 + U015 + 1T + 1U1Ts)
< CPUI.

2 ~
com ?1 = max{py, p2, 1,4k, b}. Dai

1Ull% < Ci[|U]]s-

Reciprocamente, usando a desiqualdade de Poincaré, Teorema |1.40, e a
desigualdade triangular obtemos a constante de Poincaré C,, de modo que

1l < Colluglize e Nlulllmy < Collugllze < Collug + w2 + Gyl 2.

Logo,
s < H; 12 H 12 L2
1Ulls <l g + w2 + 1]y + utllzz + (0]
< Gpllug + w2 + Cplle® ||z + Jw? ||z + 1|l g + lullzz + ]l 2
< Cpllug +w?flpe + W]z + (Cp + D)’y + [l 22 + [l 22
< Cpllug + |2 + [[u] 22 + (Cp + DCpllugllzz + [lu*llz2 + [0l 2z
C 1 (C, + 1)C 1
< U+ =0l + —="LUll + — Ul + Ul
k P1 b P2
< ChllU|xn
c, 1 (C,+1)C, 1
com (' = max {—p, -, M, — 1}.
k= p b P2

Portanto, existem constantes positivas C7 e Cy tais que
[Ull < Cil[U]ls < Co|| U]l

Em outras palavras, as normas sao equivalentes.

Mostraremos a existéncia e unicidade de solugoes para (2.6)-(2.8) usando o
Teorema de Lummer-Phillips [1.55] Com este fim, reescrevemos esse problema,
como um problema de Cauchy.
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Consideremos U = (¢, ¢r, ¥, 1, n)t. Nao é dificil mostrar que o sistema (2.6])-
(2.8]) é equivalente a
U =AU, U(0)=U, (2.16)

onde Uy = (o, @1, %0, Y1, m0)" € 0 operador linear A : D(A) — H ¢ dado por

T 0 I(-) 0 0 0 T
L2ty 0 E04() 0 0
A 0 0 0 I(-) 0 (2.17)
~Lo.() 0 (ZRO-LE0)() 0 L [Ze)e s)ds
0 0 0 I() ~0,()

O operador A possui o seguinte dominio

D(A) = {U = (ul,u2,u3,u4,n) €H :ut € H*0,L);u u* € Hy(0,L);n(0) = 0;

ns € L2(R}, Hy); (gu3 + / g(s)n'(s) ds) ds € L*(0, L)} :
0 Tx

Lema 2.2. Suponha que g satisfaz (2.11)-(2.12).  Entao, para toda w €
L2 ((Rf; Hy(0,L)) com ws € L, (RF 5 Hy(0,L)), w(0) = 0, temos:

lim g(s) s (s)] 3 = 0.

Demonstracao. Seja
f(s) = g(s)llwa(s)I7--
Por hipotese, f € L'(0,00). Pelo Lema temos:
F1(s) = g'(s)llwa ()72 + 29(s) (ws , Was)r2.
Pelas hipoteses sobre a funcgao g, resulta que
f € L'(0,00).

Consequentemente, f € W1H(0,00) e pelo Corolario concluimos que
lim f(s) =0, ou seja,
S—00

lim g(s) s (s)]3 = 0.
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O seguinte lema contém desigualdades usadas recorrentemente nos proximos
capitulos.

Lema 2.3. Suponhamos w € L2(R}, Hy(0,L)), com w, € LIRS, Hy(0,L)) e
w(0) =0, e seja v € L*(0,L), entdo as sequintes desigualdades sao vdlidas

dz < bo/ / (s)|w]?ds du,
(ii) / / —wudx ds = / g’(s)/ wu dx ds.
0 0
Além disso, existe uma constante positiva C tal que
L oo
(111) Re{/ / g(s)w_xvdsdx} < Cl|vl|geflw| 2z,
(iv) Re{/ / wvdsdx} < Clol|gzl|w|l 2z,
e, para cada € > 0, existe um C, := C(e) > 0 de modo que,
L [e§)
(v) Re{/ / g(s)@vdsdx} / lv[*dz + C, / / (5)|w,|? ds da,
(vi) Re{/ / wvdsdx} < e/ lv|*dx + C. / / (8)|ws|? ds dz.

Demonstragao. (i) Decorre da propriedade da integral de Bochner, juntamente
com a desigualdade de Holder, Teorema [1.29] e o fato de g(s) > 0 para qualquer
s nao negativo, que

N

wds

2

dx =

IN IN
\ VRS
\
8
= =
NG
\ a_'
N———
\ Bl
VR
\
2 8
3 =X
N N—
o —
o £
B N
(oM
»
N———
| I
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(71) Como

[} L d L 00 d
—wvdrds = —wdsd
/0 g(s)/o Lwvdeds /0 U/O g(s)dsw sdx
L A d
= /0 vji_r)x;o (/0 g(s)gw ds) dz
L A
= / v lim (g(s)w|64—/ g’(s)wds) dz
0 A—o0 0

_ /O v Tim (g(A)w(A) — g(0)w(0) ds) da

A—oo

L 00
- / v/ g (s)wdsdz.
o Jo

Do fato que w(0) = 0 e pelo Lema [2.2] temos

/0 v lim (g(A)w(A) — g(0)w(0)ds) dz,

A—o00

pois, como Alim g(A)|Jw,(A)||32, resulta da desigualdade de Holder, Teoremal|1.29),
—00
e da desigualdade de Poincré, Teorema [1.40] que

= )| [ oy

< g(A)Jvll=llw(A)]| 2
< Gog(A)|v]|z2llw(A)] 2,

[ votarutayae

onde C), é a constante de Poincaré. Portanto,

oo L d L oo
/ g(s)/ —wvdrds = —/ / g (s)wvdsdu.
0 o ds 0o Jo

(i17) Pela desigualdade de Holder, Teorema [1.29, em L?(0,L) e depois em
L*(0,00) temos que

L 0o o) L
Re {/ / g(s)wzv ds dﬂﬂ} < / g(S)/ lw,v| dz ds
0 0 0 0

< [ g oadeliolle as

0

- /om [(9(5)? llwallz2] (D)3 lvllz2] as

< </ooog(s)||wx||%z d3>5 . (/Omg(s)||v||%2 ds)é

L ') %
_ \/b_o||v||L2'(/ / g<s>|wm|2dsdx)
0 0
= Vholloll el
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(1v) Da desigualdade de Holder, Teorema|l.29, e da desigualdade de Poincare,
Teorema existe uma constante C, > 0 tal que

L fe’e) o] L
Re{// g(s)wvdsdx} < / g(s)/ |wv| dx ds
0 0 0 0
< [ ollslolzas
< / 9(5)Cyllws 12 0] 2 ds
= [ [0} lonlle] [(aoDelz] s
0
L 0o %
< 6 ([ [Tarasas) Vil
0 0
=yl ol Jllng.

(v) Pelo item (7i7) e pela desigualdade de Young, Corolario [1.13] dado € > 0
existem constantes C' > 0 e C, > 0 tais que

Re {/OL /OOO g(s)wzv ds dx}

como queriamos mostrar.

IN

Cllvflzzllwllzz

IN

ellols + Cellwl?s.

(vi) A demonstracao de (vi) é analoga a do item (v), usando o item (iv) e a
Desigualdade de Young, Corolario [1.13

]

Proposigao 2.4. Se U € D(A) entao
1 oo ! 2
Re (AU Uy =5 | g(s)lmllz> ds.
0
Demonstragao. Seja U = (u',u®,u3, u*,n) € D(A). Temos
L R L o o] o
(AU, Uy = k/ (u;x+u2)u2dx+/ (bu3+/ g(s)nds) utdx
0 0 0 TT
L . L L -
— k/ (ul —|—u3)u4dx—|—b/ uiu%dx%—k/ (u2 4+ u*)(ul + u) dz
0 0 0
L o0
s [ e - nmdsds
o Jo

Como U € D(A) segue que u* e u* € H}(0, L). Integrando por partes e usando



33

2.2. EXISTENCIA E UNICIDADE

a Proposicao [1.39, obtemos

(AU, U)

__|z=L L -
(ul + u?)u? - k/ (ul + u?)u2 dz
=0 0
(bu + / g(s)n ds) u? - b/ ubul do
T =0 0

L oL
// nmu‘ldsdx—k/ (u —l—u)mdx—l—b/ upud dr
0

k;/ (u? + u®)(ul + ud) dx—l—/ / (U — Nz )7z ds d
0
—k/ (ul —|—u)(u§—|—u4)dx—b/ udu? dzx

0

L

/ / nxu4dsdx+b/ utud da
k/ (u? + u®)(ul + u?) d:v—l—/ / Juin, ds da

0
/ / $)NsaTlz ds dx

/ [(u +u )(u;+u3)—(ug+u4)(u;+u3)} dar
b/ (u ud — dx+/ / (uimy — uin,)dsdx
/ / $)NseTz ds dzx.

Tomando a parte real da igualdade acima resulta que

Re (AU, U)y, = —Re/ / $)NseTz ds dx

= —Re/ g(s)/ NszTle Az ds
0 0

= —Re / 9(5)<nsx,W>L2 ds.
0

d
Do fato que — e —(Ney M)z = 2 Re (Mys, N2y 22, N:(0) =0, e do Lema , segue que

1

Re (AUD)w = =5 [ g olmalteds =5 [ o6l

Portanto,

1 (e}
Re (AUU) = 5 [ gl ds.
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Lema 2.5. Se U € D(A) entdao A € dissipativo.

Demonstragao. Seja U € D(A). Segue pela Proposi¢ao e pelas hipoteses
sobre o nucleo g, dadas em (2.11)), que

1 [e.9]
Re (AUDw = 5 [ g6l s

O
2 Jo
0.

IA

9()lIn|lz- ds

IA

Portanto A é dissipativo. H

Lema 2.6. O operador A € bijetivo e 0 € o(A).

Demonstragao. Considere F' = (f1, f2, 3, f*,w) € H. Vamos mostrar que existe
um tanico U = (u!,u? v®,ut,n) € D(A) tal que AU = F, ou seja,

u? = f em H0,L)  (2.18)

E(ul +u), =pif* em L*(0,L)  (2.19)

ut = f3 em H(0,L)  (2.20)

(EUS +/ g(s)n ds) — k(ul +u®) = poft em L?(0,L) (2.21)
0 TT

u'—ny=w em  L2(Rf;H}(0,L))(2.22)

Por (2.18)) e (2.20)) devemos tomar u? = f! e u? = f3. Substituindo u* em (2.22)

obtemos que
Ns = f3 - W

e encontramos
n(s) = —/ w(r)dr + sf* em Hy(0,L).
0

Note que n(0) = 0 e n, € Li(Rf;Hg(0,L)) pois, decorre da desigualdade
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triangular e da Proposicao [I.4] que

/ g()mea(s)|ads < / G(F? — wal 2 ds
0 0
< / 9(s) (1F302 + o lz2)? ds
0

< / o(s) (A1F2 22 + 4llws22) ds

<4 / g()]1 /]2 ds + 4 / 9(8) Jwa 22 ds
0 0

<

Wl +4 [ gllnlads
0

oo

Como f* € Hj(0,L) e w € LZ(R}, Hj(0,L)), temos que / 9(8)|Ines(s) |72 ds &
0
convergente e, consequentemente, 7, € Lg(Rj; H}(0,L)).

Agora, vamos mostrar que 7 € Lf](]Rj; H}(0,L)). Se A > 0, por (2.11)), temos
que

A
/0 o()melZads < — / ) InellZ= ds

- L g o 1 g0l 01 | o5 Il a

-0
< L / el ds.

d

Usando que —||7.]|72 = 2 Re (Nas, 72)z2 € a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
ds

Teorema obtemos

A 2 A
| ol < 5 [ o) Retnuninds
0

< 2 / ) sl 2 e 22 ds,

Pela desigualdade de Young, Corolario [1.13], existe C' > 0, de modo que

A A
1
[ omiizas < 3 [ snliaas+0 [ ol as

Assim, obtemos

A A
/ g() el ds < 2 / 9(5) s 122 .
0 0
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Passando o limite, fazendo A — oo, temos

| ol ds <26 [ o)l ds.
0 0

Como n, € LZ(R}, Hy(0, L)), concluimos pelo teste de comparagao de integrais
que 1 € Ly(RY, Hy (0, L)).

Portanto, temos n e n, € L2(RF; H} (0, L)).
g * 0

Considere a forma sesquilinear B : [H}(0, L) x H}(0, L)]> — C dada por
B((v',0%),(¢",6%)) = b/ vy 03 do + k/ (vz +0*) (@} + ¢7) da
0 0
e o funcional antilinear F : H}(0, L) x H(0, L) — C dado por

L L oo L
F(o',¢*) = _pl/ fPotde — /)2/ fre?dr — / g(s)/ ne@2dxds.
0 0 0 0
Nao é dificil mostrar que B é continua e coerciva e que F é continuo.

Segue pelo Teorema de Lax-Milgran, Teorema [1.9] que existe um tnico par
(u', u?) pertencente a H} (0, L) x H}(0, L) tal que B((u', u?), (¢!, ¢?)) = F(¢', ¢?)
para todo (¢!, ¢?) € H3(0,L) x HL(0,L). De

B((u',u’), (¢",0)) = F(¢',0), Vo' € H(0,L)

B((u',u*),(0,¢%) = F(0,¢%), V¢ € Hy(0,L)

resulta que

L o L o
E[ b wide == [ PO ve e 0L (22

_ rL o L o L o
b/ ug¢§dx+k/ (ul +u*)p2de = —py | fio?da (2.24)
0 0 0
oS) L

- /0 9(s) /0 ne@2dads,

V ¢* € HL(0, L). Tomando ¢' € C§°((0,L) : R) em (2.23) obtemos que
k(ul 4+u®), = p1f? em L*0,L).
Como u? € L?(0, L) resulta que ul, € L*(0,L), ou seja, u' € H?*(0, L).

Por outro lado, tomando ¢? € C§°((0,L) : R) em (2.24)) segue que

L . 0 L
/ (bui + / g(s)mds> Pdr = — / (k(uh + u®) + paf*) ¢d,
0 0 0
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ou seja,

(Zu?’ + /0 h g(s)nds) B e L*(0,L)

(gud +/ g(s)nds) = k(ul +u®) + pof* em L*0,L).
0 TT

Resulta dos comentarios anteriores que A é bijetivo.

Para mostrar que 0 € p(A) resta mostrar que A~! é limitado.

Multiplicando (2.19) por u!, [2.21)) por u3, integrando de 0 a L, usando integracao
por partes e somando os resultados obtidos, encontramos

L L
Bl 2e + klad + 2 = —p / P da— py / P da
0 0

oo [ menEasas

Usando a desigualdade de Holder, Teorema [1.29] e as equivaléncias das normas
em H, observagao podemos encontrar uma constante positiva C, tal que

o0 L
/ g(s)/ neud dz ds
0 0

Usando a desigualdade de Hoélder, Teorema [I.29] e a de Young, Corolario [1.13]
podemos encontrar uma constante positiva Cs, de modo que

00 L
| ats) [ naeas
0 0

bllud]|2e + Kllul +u®|2e < CL|U [l Fllw + . (2.25)

o0
< / 9()1mell 21 | = ds
0

_ / 9() 1162 2 17ell = ds
0

o b
e (ﬁuuiué + C2H?7:r||i2> ds
0 0

b
= 5””32”%2 + Colln||Zs-

Substituindo a desigualdade acima em ([2.25) obtemos

b
Sllze + klluz + w?l72 < CullUllullFll + Callnll ;.

Resulta de (2.11]) e da Proposigao [2.4] que

1 oo
—5/0 9 (8)nallze ds = [Re{AU, Ul = [Re(F, U)p| < | Flla|U 1,
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o que implica em

b, . ,
Slluelze + Ellw, + @[22 + [Inllz < Cl Ul Fll (2.26)

para alguma constante C'3 > 0.
Por outro lado, u? = f! e u* = 3, logo

pulle?llze + pallullZo = pall F172 + p2ll 172 < (o1 + o) IF WG, (2:27)

Somando (2.26) e (2.27)) temos a seguinte desigualdade

1 b, .
SO < pullwllZe + pallutllze + Slhillze + Kllug +w?ll72 + nllz

< G| Ul Flls + (o1 + p2) | F I3

Novamente pela desigualdade de Young, Corolario|l.13, podemos encontrar uma
constante positiva C' > 0 tal que

1 1
SIUIE, < 1013, + CIFIR,
Como AU = F, temos que U = A7'F, e da desigualdade acima concluimos que

| A F |l < 2VC|F|ln, paratodo F € H,

isto ¢, A™' : H — H é um operador limitado. Portanto 0 € o(A). ]

Lema 2.7. O dominio do operador A, D(A), é denso em H.

Demonstragdo. De fato, como 0 € o(A) e (BA™ —I)7t € L(H) se |B] < m,
Lema [1.19, segue, da igualdade
(BI —A) = (BA™' —1)A
que, |—||A7Y7H AT € o(A). Portanto, existe 0 < By € o(A).
Seja F e D(A) , isto 6, F € H e
(F,G)y =0, VG e D(A). (2.28)

Entdo, existe V € D(A) tal que (8o —A)V = F. Portanto, de (2.28)) resulta que
(BoV — AV,G)3 =0, ¥V G € D(A). (2.29)
Tomando G =V em (2.29)), obtemos

Bo(V, V) — (AV, V)3 = 0.
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Segue do Lema [2.5] que
0 < BollVI[3 = Re (AV, V)3 <0,

ou seja, V = 0 e, portanto, ' = 0.

Como D(A)l = {0}, segue pelo Teorema |1.15{que D(A) = H. O

Resulta pelos lemas anteriores e pelo Teorema de Lumer-Phillips, Teorema
[1.55] os seguintes resultados:

Proposicao 2.8. O operador A € o gerador infinitesimal de um semigrupo
{S4(t) }i=0 de classe Cy com [|S(t)]|ex) < 1.

Teorema 2.9. Seja Uy = (po,01,%0,01,m0) € D(A).  Entao eziste
uma Unica solugao do problema de Cauchy (2.16), U(t) = Sa(t)Uy =
(So(t)7 Spt(t)a w(t)a 7vbt(t)7 77t) Satisfazendo

U € C([0,00); D(A)) N C* ([0, 00); H)
Além disso, se Uy € D(A"), n € N, n > 2 temos

UeC" " ([0,00); D(A")) NC™ ([0,00);H), k=0,1,---,n.



Capitulo 3

Estabilidade Exponencial do
Sistema de Timoshenko com
Historia

3.1 Estabilidade Exponencial

Este capitulo trata da estabilidade exponencial do sistema

prpw — k(e + 1), =0
patbe — (b -/ g(s)ds) ur = [ o6kt 5) s+ K+ ) =0

77t+775—7¢7t:07

sujeito as condicoes de fronteira

as condicgoes inciais

90('70) = 0, 9075('70) = ¥1, w(>0) = 1o, wt('vo) =1 em (OaL)>
770(’7‘9) - 7vZ)O() - 770('7‘9) em (O’L) X (07 OO)

e as hipoteses

g(t)>0, Elk?g, ki1 >0:
—kog(t) < g'(t) < —kig(t), Vt=0

boz/ g(s)ds, b:=b—by > 0.
0

40

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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Analisando o sistema (3.1) - (3.3), multiplicando (3.1)) e (3.2) por ¢: e ¥

respectivamente, e integrando de 0 a L temos

L L
P1/ Yupr da — k/ (pr +¥V)pprdz = 0
0 0

L L /_ o0 L
wty do — b d vdo + k w ydr = 0,
pz/o Viethy da /0 (¢+/0 g(s)n S)M@D T+ /0(90 + Y)Y dr 0

integrando por partes, e usando as condicoes de fronteira dada em ({3.4)), obtemos

L L
Pl/ Pripr dx + k/ (pz + V) pedz = 0
0 0

L L/ o0 L
axe! bip, . d ot d k . ,dz = 0.
m/owx+/o<w+/og<s>n s)w x+/0(s0+w)wx 0

Somando as equagoes acima e usando que ¥, = 1. + 7., Obtida pela equacao

3.3 obtemos

L

L L
P1 / Puprdr + po Tﬂtﬂ/}t da + k/ (02 + ) (0 + ) da
0

+b/ Ve dx+/ / $)NeMzr ds da = / / $)NeMas ds dz.

Segue, da Proposicao [1.59, que

1
(pldt/ oty [Pk [l s vrar i [ ipias

// |nx|2dsdx)=——// ()L ds

e pela Proposicao 2.3 temos

dt{ (pl/ ol dxﬂ)z/ e d:c+/f/ Is0x+w!2dx+b/ |th,|? da
// el def")} // s)n.|* ds dz. (3.8)

Defina a energia associada ao sistema como

1 L " [e's)
B = [ [oct+ ot 4502 e ot ol + [T aolisas] an o
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Segue de (3.8)) e das hipoteses sobre o nucleo g, (4.6), que

d kl L 9] )
—E{) <= 9(s) " ds da, (3.10)

ou seja, a energia do sistema é decrescente.

Mostraremos neste capitulo que a condicao

el

- =5 (3.11)

¢ necessaria e suficiente para que a energia FE(t) decaia para zero
exponencialmente quando o tempo vali para o infinito. Para mostrar
isto, usaremos o Teorema que afirma que o semigrupo {S(t)}i>0 €
exponencialmente estavel se, e somente se, as seguintes condigoes se verificam.

iR C o(A) (conjunto resolvente) (3.12)

3C >0, VYAER : ||(irx] — At

ey < C. (3.13)

Teorema 3.1. O eizo imagindrio estd contido no resolvente de A, isto €,
iR C o(A).

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que o eixo imaginario nao esteja contido
no resolvente. Segue do Corolario que existem (A\)nen, (Un)nen € (Fp)nen
sequéncias de R, D(A) e H, respectivamente, tais que

M= w; |Unlly=1 e F, =0,
sendo
(iMd — AU, = Fn,  Wn €N, (3.14)
De segue que

(iMI — AU, Uy = (Fy, Up)y, Vn €N,
M| Unl2, = (AU, Updy = (Fr,Up)y,  ¥n e N.

Tomando a parte real na igualdade acima e lembrando a hipotese (4.6) sobre o
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nucleo g, temos
— Re(AU,,, U, )y = Re(F,,,U,)n, VneN,

——/ / 8)|[ne|? dsdz = Re(F,, U, )3, Vn €N,
/ / |77mc|2d3d33 <|Re(F,,Un)n|, VneN.

Como F,, = 0 em H e (Up)nen € limitada, resulta que (F,,U,)» — 0 quando

n — 0o. Assim
lim / / (8)[7nz|® dsdz = 0.
n—oo

M — 0 em LIRS Hy(0,L)). (3.15)

De (3.14)) resulta que:

Em outras palavras,

i\l —u?: = f} (3.16)
My, = k(tp, +up)e = pify  (3.17)
Mnui - ufl = f (3.18)
0 Tx

com as igualdades (3.16) e em H}(0,L) e (3.17) e em L*(0,L).

Além disso,
Ml + s — up = fr em LE(RY; Hy(0,L)) — L2(RY; L*(0,L)).  (3.20)

Como ||Uy,|l% = 1, para todo n € N, segue que (ul),en € (ud),en sa0 sequéncias
limitadas em HJ (0, L). Desde que Hj(0, L) < L*(0, L) com imersao compacta,
existem subsequéncias (ul),en e (u3)nen convergentes, denotadas da mesma
maneira para simplificar a notacao, tais que

ul —ut e ud —u®em L*(0,L). (3.21)

De (3.16]) e (3.18) resulta que

u? —u? e wup —u'em L*(0,L). (3.22)
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De (520

i\ / / nmum dsdx + / / nmmum dsdx

bl = [ [ oo, asas (3.23
o Jo
e, portanto,
bollut I3 = |id, // nmumdsd$+// ) Mnsa i, ds da
_/ / g<3 qunastdx
o Jo
[e%S) L [e%S) L
< Dol [ o6 ([ it a5+ | [7ot6) [ i arts
0 0 0 0

- " o(s) ( / s dx) ds.

Usando a desigualdade de Holder, Teorema [1.29 em L?*(0, L), obtemos
bolltpellz: < A |/ ) (Inall 22 [l || 22) ds (3.24)

| o / st deds| + [ g5) (172 1) .
0 0 0

Para o primeiro termo do lado direito da desigualdade, temos em L?(0, c0),

Il [ 006) Qmelizlatlliz) ds = Wl (ks [ 066 sl )

([ sl ds)% -

b
Pelo Corolario |1.13| da desigualdade de Young, escolhendo € = EO, existe uma

+

N

IN

[ Aal [t 22 (bo)

constante C > 0, tal que

[An |/ ) (l1mell 22wzl z2) ds < —||um||L2 + C1 mnallZs [Aal?. (3.25)

Analogamente, obtemos para o terceiro termo apés o sinal da desigualdade em

523).
> b
/0 9() (12 Nuellutelliz) ds < Dlublfe + ColfE s (3.26)

para alguma constante positiva Cy. Também, pela proposicao temos

o) Ld o) L
| a6 [ gt dods == [7 () [t dnds.
0 o ds 0 0
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Aplicando médulo e usando a desigualdade de Hoélder, Teorema [1.29], as hipoteses
sobre o nucleo g (4.6 e usando a proposigao [2.3| temos

0o L d 0o L
/ g(s)/ —petis dz ds / g'(s)/ Nt do ds
0 o ds 0 0
[e’s) L
< [ O [ el ] deds
0 0

< [ 19O mallielut 2 s
0

< ity oo / 16/(5) 17 22 s
0

< uballrko [ 9(5)elso s
0

- :
kol 1o ( / g(s)ds) s
0

b
Pela desigualdade de Young, Corolario |1.13, escolhendo ¢ = EO existe uma

IN

constante C5 > 0 tal que

00 L d .
/0 g(s)/0 &nkxumdxds

Assim, de (3.24)) - (3.27), temos que existe uma constante C' > 0 tal que

bo
< Dl 3z + Co lmeli (327)

[tnellz> < Climallze, Yk €N (3.28)
Por obtemos
ut —0 em Hy(0,L). (3.29)
Fazendo n — oo em obtemos
u? =0 em Hy(0,L). (3.30)

De (3.29) e (3.30) temos que u* = v® =0 em H}(0, L).
Multiplicando (3.19) por ¢ € H}(0, L) e integrando em (0, L), obtemos

L L 00
i)\npg/ utodr — / (buf’l + / 9(8)Mn ds) pdx
0 0 0 T

L L L
—I—k/ ul pdr + k/ udpdr = pg/ flodr
0 0 0
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e integrando por partes, segue que

L L 0 L
i)\npg/ uflgodx—l—b/ ufmgox dx+/ g(s)/ NnaPz dx ds
0 0 0 0
L L L
—l—k:/ ul pdr + k:/ udpdr = pQ/ flodr.
0 0 0

Lembrando que )\, — w, tomando limite e usando o fato de ¢ € H} (0, L), obtemos

lim <u7117 909[:>L2 = O, VSO S H(%(Ov L)

n—oo

Segue da continuidade do produto interno que

(u', 0.)r2 =0, Vo€ Cy(0,L).
Pelo Teorema segue que u! é contante quase sempre em (0, L).
Como u' € H}(0, L) segue que u'(0) = u'(L) = 0, logo u! = 0.
De segue que
ul =0 em Hy(0,L) (3.31)
Logo, u? = 0.

Concluimos que

U, = (up, ul, ud,up,m,) = (0,0,0,0,0) em H; (3.32)

Mas [|U,|l% = 1, ¥n € N, 0 que é um absurdo.

Portanto, iR C o(A). O

Para mostrar a condicdo (3.13]) observe as seguintes equivaléncias

IGA = A)Hlegy <C & |I(M = AT Flly <C||Flly, VFeH
& Ul <ClIFlln, VFeH

com U = (i — A)7'F.

Portanto, nosso objetivo serd mostrar que
|Ull < CIFllu, ¥ F €M, (3.33)

onde (iAI — A)U = F, para uma constante positiva C.
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Observe que a equacao resolvente (iA — A)U = F' é equivalente a

iu' —u® = f! (3.34)
idpru® — k(ul +u?), = pif? (3.35)

i —ut = f? (3.36)
iApout — bud, — / g(s)nt, (2, 8)ds + k(ul +u®) = pof? (3.37)
0

ixg+n, —ut = f° (3.38)
Para mostrar (3.33) usaremos os seguintes lemas:

Lema 3.2. Suponha que as hipdteses (4.6)) e (4.7) sobre o nicleo g se verificam.

Entao para cada F € H, existe uma constante positiva C' > 0 tal que
L o0
| [ ool dsde < Ui £l
o Jo

Demonstracao. Se U € D(A) é tal que (iA] — A)U = F, entao

(GM - AU U)y = (F.U)y

Tomando a parte real da igualdade acima e usando a Proposicao 2.4} encontramos
que

1

—5 [ Sl ds = Re(F U
0

Usando as hipoteses sobre o nicleo g, (4.6), e a desigualdade de Cauchy-Schwartz,
Teorema [[.14] obtemos

ky [

2 | 9()nallzzds < NFl| Ul

concluindo assim a demonstracao. O]

Lema 3.3. Com as mesmas hipdteses do Lema[3.2, existe uma constante C > 0
tal que

L 1 1
P2/ ' de < C\U |yl Flla + CIUNZNFNZ (1l 2 + Ny, + || 22) -
0
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Demonstragao. Multiplicando ((3.37) por/ g(s)nds € Hy(0, L) obtemos
0

z)\pg/ / s)Mu dsdx—/L (Zu —1—/00 ()nds) (/oog(s)ﬁds) dx
+k// 7wl + dsdx—pg// s)ft ds da.

Integrando por partes em (0, L) e lembrando que 7(0, s) = n(L, s) = 0, obtemos

/ / s)(idm)u* ds dx +b/ / s)pus ds dz

+/0L/0 ()mds dz + k// A(ul +u?)dsda
_pQ// (s)7f* ds da.

Substituindo 7, dado por (3.38), em I; encontramos

pg// (—u* 475 — f5udsda:+b// s)pus ds da
+/O/O o(s). ds dx+k:// W) ds da
// s)7if* ds da.

Usando a proposi¢ao [2.3] e reorganizando os termos

L 00
pgbo/ lutPde = —pQ/ / s)qu* ds dx + / / g(s)mpu? ds dzx
0 o Jo

9(8)n ds

—02/ / s)nf* dex—ﬂz/L/ s) fsu' ds da.

Usando (2.11)) e a Proposi¢ao [2.3| obtemos que existe uma constante C; > 0 tal
que
L
pgbo/ |u*|? da

< ko po / / ]17Hu4]dsdx+ bClH%HL? (/ / ]77x|2 dsdw)
% L IS 2
+ Oy |jul + || 22 (/ / |77x|2dsdx) + / / g(s)n, ds
o |Jo

dx
+ o2 Cull 2 lnllez + pallu® 2117z

_|_

L 00
de + k / g(s)n(ul +u?)dsdx
o Jo
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Segue da Proposicao que existe uma constante Cy > 0 tal que

t p2bo
P2bo/ jutPdz < / |42d$+C’2/ / (5)|7z|* ds dz
0
2
+ b Cy[[ud]| 2 (/ / \nx|2dsdx)

+C4 Hu +u3||L2 (/ / |77m|2dsda:)
—i—bo/ / (8)[n.*ds dw

+p2 Ol ez lInllzz + p2 lu e 17 2z

N

Resulta pelo lema proposicao e pela equivaléncia das normas, dada na
observacao que

L 1 1
szo/ ' dz < CIU I Flla+ CINUNZNFIZ, (1l 2 + llug + w?ll2)
0

para uma constante positiva C'. O

Observacao 3.4. Para estimar u® introduzimos o sequinte multiplicador
— Wy = U, w(0) = w(L) = 0. (3.39)
Note que w pode ser expresso como
Y s z [* 3 3
ww) = [ W+ [ )y =G
0 0
E facil verificar que G : L*(0, L) — H}(0,L) N H?(0, L) ¢ uma aplicacio linear.

Note também, que para quaisquer u, v € L*(0, L) temos a sequinte desigualdade

L
Re{/ u G(v) dac} < 2L ||u|| g2 |v]| 2
0

De fato, dados u, v € L*(0,L), 0 <z < L, temos
T x L
cw@l = |- [owar [T

< [wwras |7 [ e
< 9 / fo(y)] dy.
0

Pela desigualdade de Hélder, Teorema|1.29, obtemos

G)(2)] < 2VIl|v|e, x€(0,L) qtp,
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e seque da desiguadade acima e da desigualdade de Holder, Teorema que
L L L
m{/zmmmm}g/|mm@ﬂmg2¢mﬂp/|mmg2WMWMM1
0 0 0

Da observacao acima, obtemos o seguinte lema.

Lema 3.5. Com as mesmas hipdteses do Lema para cada €, > 0 existe
Ce, > 0 tal que

_ rL 1 1
/ u3)? dz < Co [UNul| Flla + Co lUNZNF 2 lug + (|2 + erpr[[u?[1 72
0

Demonstragio. Multiplicando (3.37) por u3 resulta que

L L s _ ) o
i)\pQ/ u4$dx—/ (bu3+/ g(s)nds> ud dw
0 0 0 TT
L o L
+k:/ (ul +u*)udde = pg/ frudda,

0 0

e integrando por partes, lembrando que u® € H}(0, L), temos

L
iXpoud) dz + b w? dz + xu?’ dsdx
( xX 77
0

-

Iz

L L
—i—k/ (ul + v udde = py [ flude.
0 0

Substituindo u?, dado por (3.36), em I, temos que

,02/ H—ud — f3)dz + b/ |u? |2d:r—|—/ / (s)npud ds dz
+k/ (u} +u)u3dx—p2/ frudda.
0

Reorganizando os termos temos

L L L L
/ |u3|2dx+l€/ ;u3dx+k/ |u3|2dx:p2/ lut|*da
o 0
L
/ / (8)neu dsdm+p2 f u3dm—|—p2/ u' f3dz. (3.40)
0

Por outro lado, multiplicando ([3.35)) por w, dado em (3.39)) ,obtemos

L L L
iAp1 / wwdr — k/ (ul +u?),wdr = py / frwd
0 0 0
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e integrando por partes, como w(L) = w(0) = 0, resulta que
L L L
i)\pl/ w?w dr + k/ (ul +uPwyde = p, | fPwda. (3.41)
0 0 0
Note que:

i) de (3.39) temos que u® = —w, +w,(0). Multiplicando por kw, e integrando
m (0, L), como w(L) = w(0) = 0, temos,

L L L
k:/ Wiy dr = —k’/ wmw_xderk:wx(O)/ w, dx
0 0 0

L
= —k/ lw,|* dz.
0

(i7) aplicando G em ([3.36) temos,

iANT = iAG(u3) = —G(uh) — G(f?).

(iit) Como u' € HL(0,L)

0 0 0 0

Usando (i), (ii) e (i73) em (3.41]) obtemos

L L L
— k/ utud dr — k:/ lw,|*dz = p1/ u? [G(U4) +G(f3)} dz
0 0 0

L
pl/o frwda. (3.42)

Somando (3.40) e (3.42)), temos

/\u3|2dx— (/ |w$|2dx—/ |u32dx)—p2/ fluddz

+p2/ uf3dx + ,01/ G(f3) dx + pl/ fPwde

L
/ |ut|2de — / / (8)neuB ds da + p1/ w G (ut) da. (3.43)
0

Note que, como —w,, = u , entao

L L
— / Wy W AT = / ui@ dz;
0 0

Por integragao por partes e pela desigualdade de Hélder, Teorema [1.29] como
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w(L) = w(0) = 0, resulta que

L L
fuslfe = [ wafde = [ v < o e
0 0

Dai
L L
/ |wx|2dx§/ lu?|? d. (3.44)
0 0

Segue, desta desigualdade e da parte real de (3.43), que

= " 312 { - 4.3 } { " 473 }
b/o luz|"de < paRe /Ofuda: + p2Re /Ouf dz
L
+p1Re{/ 2G( )da:}erlRe{/ wad:c}
/|u4\2d$ Re{// nzu?’dsdx}
R ’G(ut)d
+ ;1 e{/o u’G(ub) :17}

De acordo com a observacao e a desigualdade de Hélder, Teorema [1.29, temos

L
b [ e <l lelan + gl a5 + 2oLl ol £
0
L
=l Plasllee o [t Pao

_ Re{/ / S dsd:c} +p Re{/OLu2G(u4)da:}.

Aplicando a desigualdade de Poincaré, Teorema [1.40, usando (3.44) em w, e
usando a Proposicao [2.3] temos

L
D[ heRde < gl lelelllas + pall s + 2Ll
° L
T PG Pl el + o / jutf2dz
° L
O el + o Re{ / umd}

para uma contante positiva C.

Pela equivaléncia das normas, fornecida pela Observacao[2.1], temos que existe
um Cy > 0 tal que:

L L L
b / 22 de < CollUlul|Fllye + po / \u‘*demRe{ / uQG<u4>dx}.<3.45>
0 0 0
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Pela Observacao [3.4] temos

L

L L
p1 Re{/ u?G (ut) dx} < pl/ [u?||G (uh)| dr < 2p1\/f||u4HL2/ [u?| da,
0 0 0

e, a desigualdade de Holder ,Teorema [1.29] implica que

L
" Re{ [ et dx} < 2p L2 o2 2
0

Dado ¢ > 0, pela desigualdade de Young, Corolario [I.13] existe uma constante
C’., > 0 tal que

L o [P L
p1 Re{/ u*G(ut) dx} < 7/ ]u2\2dx+0’q/ lu*|? da
0 0 0

Desta desigualdade e de (3.45)), obtemos

L L e L
b [l de < CallUll Pl + 2+ €' [ futPe+ 252 [,
0 0 0

Pelo Lema , existe uma constante positiva C”.,, tal que
= [* 32 7 7 3 Sl 3
b i uz[“dz < C" Ul Fllwe + C" U NFNFIF g + w22

L
e
0

1 1
+C U E NG gl e +
Segue novamente da desigualdade de Young, Corolario [I.13] que

- L 1 1
b / BPde < ColUlall Flls + Co NN Il + o
0

b [E L
—|—§/ ]ui|2dx+%/ [u?|* du,
0 0

para alguma constante positiva C,.

[]

Nosso seguinte passo € estimar o termo |Ju},+u?||7,. Aqui usaremos a condigéo
@.14).

Lema 3.6. Com as mesmas hipdteses do Lema (3.9 e com a condig¢ao ([2.14), para
cada €3 > 0 eziste Ce, ., > 0 de modo que

L
k / i+ BPde < Coy Ul Fllse + (2 + )|l
0

o0 =L
+ 2Re ({bui + / 9(s)ns ds] u_glc) :
0 =0
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onde €, € dado pelo Lema[3.5

Demonstra¢ao. Multiplicando (3.37) por ul + u? temos

z')\,og/ Yul +ud)do — (/ bu? —i—/ nds) (ul +wu?)dx
0
k/ |u}r+u3|2dw:p2/ fH(ul 4+ ud) do
0 0

Integrando por partes e observando que u® € H}(0, L), obtemos

L . oo o =L L
i)\pg/ u(ul +ud) dr — ({buz + / ()N ds} u}ﬂ) +k lul +u??dz
0 0 2=0 0
Lr_ 0 . L -
+/ {bui + / g(s)n.u ds} (ul +ud),de =py [ fHul +ud)da.
0 0

~\~

I3

Substituindo (ul +u?), dado por (3.35) em I3, e lembrando que b=b— by, resulta

L L " fe'e) o =L
02 / ut(idul) dz + ps / ut(iAud) da — ({bufc + / 9(s)ns ds} ui)
. Jo ) 0 ) 0 2=0

~ ~

Iy

Is
b—b
—i)\%/ Sutdr + & PL / / (—iAn,)u2 ds dz
0

[T -
/ / $)nef2dsdr — Zl / ul f2da
0

L
—l—k:/ lul +u?)? do = p2/ fH(ul + ud) d. (3.46)
0 0

Substituindo u!, dado por (3.34), em I, resulta
L o L L
Iy = /02/ ut(—u2 — fl)de = —P2/ u'u? dz — Pz/ u' fld;
0 0 0
substituindo também u?, dado por (3.36)), temos
L o L
o= o [ = P —ps [ u'fds
0 0
L L L
= —i\py / uiu2 do — py / u fldx + po fAu2 da.
0 0 0
Integrando por partes e usando o fato de u? € H}(0, L), obtemos

L L L
I, = i)\pg/ uimdx — pg/ u4f_3},dx — po f;’md:p (3.47)
0 0 0
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Usando u?, dado por (3.36)), em I5 obtemos

L L L
Is = pg/ ut(—ut — f3)da = —pz/ jut|? dx — pg/ ut f3da. (3.48)
0 0 0

Finalmente, substituindo n, dado por (3.38)), em Is obtemos

L )

Iy = &/ / g(8)(—ul + ngs — fi)@dsdx

b
— / / TIst2 dsdx — P1% u2 dr — AL / /

ko

e substituindo u?*, dado por (3.36), e usando a Proposi¢ao [2.3| temos:

Is = — / / nzu2dsdx—1)\p10/ udu? dx
150 375 P1 5=
— f 2dx s)fou?dsdx.

Retornando a equagao (3.46)) , segue de (3.47)), (3.48)) e de (3.49) que

L p_e "
k;/ lul +u*Pde = i\b (El - ?2) / ulu? do
0 N ,Jo

=0

+ Re ({Zu +/Oo ()nxds} _;)H

(5)fu? ds de,

(3.49)

/ lu*? da +p1// s)n,u? ds do
1/ B de + 2 // ). f2 ds dz

/f u1+u3)dx+p2/ W3 da

Yo p1bo
—i—pg/ u' fldr + (,02 )/ f2u?de

/ / (s)f°u? dsda.
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Considere a parte real da igualdade acima encontramos. Temos

o0 z=L
k/OL]u;+u3|2da: = Re <Fu3—|—/ ()nxds]ﬁ)
+p2/ |u4|2dx—|-'01 Re{/ / nxu2dsda:}
+7bRe{/0 ideZL'}-i- Re{/ / medsdx}
+p2Re{/ 4 u1+u3)dx}+p2Re{/ 4f3dx}
+p2Re{/L 4Fdx} (pQ—M> {/ f3u2dx}
+ — Re{// f5u2dsdaz}

O Teorema de Holder, Teorema [1.29, juntamente com a Proposicao e a
equivaléncia das normas, Observacao 2.1, garante a existéncia de uma constante
C7 > 0 de modo que

z=L

L "~ 00 o
k:/ lul +v*dr < Re <{bu +/ g(s)ny ds] u}:)
0 =0
{ Pr / / (5)n,u2 ds dm}

b [ WP OO 650
0

Vamos, agora, majorar o termo pol|u?||?

Pelo lema temos, a existéncia de uma constante Cy > 0 tal que

L 1 1 1 1
p2/ [t dz < Col|U |3l flla + C2llUNZ N FNIZ Nl 2 + CollUZ N f11F ey, + w2
0

Pela desigualdade de Young, Corolario[1.13] existe uma contante C's; > 0 de modo
que

L
~ . k
pz/ [w'? dz < Csl|Ullal flle + blluzllZe + Zlluz + w?ll72.
0

€
Pelo lema , dado 2—1, exite uma constante positiva C’., de maneira que
P1

L
k
po [ atPde < Ul + gt + ol
0

CallU AN + @l + (55 ) pill?l
P1



o7 3.1. ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Segue, novamente da Desiagualdade de Young, Corolario [1.13] que

L
k
oo [t e < Ul fl+ sk +
k €
T A (3.51)

para alguma contante positiva C”, .
Observe, também, que usando a hipotese sobre o ntcleo, (4.6), e a Proposi¢ao

€
, dado 52 > ( existe uma constante C’, > 0 tal que

L o) L o)
Re{ﬂ Iy g'(s)nﬁdsdx}seﬁnu?niwozg || sl asas
kE Jo Jo 2 0o Jo

O Lema [3.2] nos garante que existe C”, > 0 tal que
p1 [V [ — €
Re {?/ / g'(s)neu? dsdx} < §||u2||%2 + U el Fllae. (3.52)
0 Jo

As estimativas (3.51]) e (3.52)) juntamente com (3.50]) implicam
=L

L . 0o 0
k/ lul +u**dz < Re ([bui + / 9(8)n: ds] ué) + §||u315 +ud|2,
0 0

=0

€ €
+ (5 +2) Il + (G + € + C )Nl Flla

concluindo assim a demonstracao. O]

Lema 3.7. Considere as mesmas condicoes do Lema e seja g € C1([0, L)) tal
que q(0) = —q(L) = 1. Entao existem Cy,, Cy > 0 tais que

. q(z)
(i) — (T

1 1
+Coa IUNZIF 3l + 7|2 + e1Copr w7 + Collagll e llug, + w22

T+ / 9(s)ns ds
0

9 r=L
) < Coer[|UJael[F'll3¢
z=0

[

r=L

. q(x)

)~ (BAR) < T Fbc+ G (1 + 1 + il
=0

Demonstragao. Para mobter (i), multiplique (3.37) por

oo (32 + [ atelneas)
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e integre sobre [0, L],

o [ et (B + [ o) as) a

J/

-~

I7

-/ ' (500 + [ atomas) ale) (Burt [t ds)xdx

v~

I

+k/0Lq(m)(u;+u3) ('Eu_g+/ooog(s)mds) dz
=P /OL flq(x) (gu_iJr/ooo 9(8)%%‘) da. (3.53)

Usando u?® e i dados por (3.36) e (3.38)), respectivamente, na parte real de I;
obtemos

. L o L o)
Rel; = pgbRe{/O u4q(x)iAu§dm}+p2Re{/0 u4q(x)/0 g(s)(iA7;) ds dx
L
— ngRe{/ u4q(fr)(—u_i—f_£’)dx}
0
L o)
tute{ [Cutato) | g(s)(%—u_i—f_i)dsdw}
0 0
= ffalx) d -
- —pr/O 5y 1z (Ju*f?) QbRe{/O q(x 4f3d:1:}
L
+p2 Re{/ u4q(x)/ S)Tzs dsdx}
0 0

—pzbo/OL@%(luL‘!Q) dz p2Re{/0 utq(x )/Ooog(S)f_i’dsdx}'

Integrando por partes, lembrando que u? € H}(0, L), b=b-— by e usando a
Proposicao temos o seguinte

N——

pab " 7 - f3
Rel; = 3 q'(z)|u'[? dz — p2bRe {/ g(z)u’ f3 d:c}
0 0

—sze{/Lu q(z )/Oo g'(s )%dsdx}
o Re{/ / DT dsd:):} (3.54)
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Integrando Re Ig por partes temos
L
q(z) d
Relsy = —
el /0 2 dz <
2 =L
)x:O

2
) dx
B €0
N 2
bui—k/ g(s)n, ds
0

da. (3.55)
Substituindo (3.54)) e (3.55) na parte real de (3.53)) temos
b L . L o
2 [t ae - pire{ o) 4f3dﬂs}

0

—pgRe{/OLu4q(a:)/0 q(s )nxdsda;} —pQRe{/ / 4f5dsd:c}
—(@ it [ <>nzds2)zo+§/o <>bum+/0 oo ds| da
+kRe{/OL q(z)(ul +u®) (Eu_g+/0mg(s)mds) dx}

— Re{/OL () <gu_§+/ooog(s)mds> dx}.

Como ¢ € CY[0,L]) e [0,L] é um intervalo compacto, existe a constante
Cy = C1(q) = max {|q(2)|,|¢ ()], |k1q(z)|} > 0. Por (4.6 obtemos na igualdade
anterior, que

vel0.L]
z=L
B <CJ(I) 2)
2
=0
’)2501/ |u42dx+pgbC’1/ W73 da

—|—ng1/ / s)|u nx|dsdx
+,0201/ / ]u4f5|dsd:z:+—/ bu? +/ g9(s)n. ds

—l—kC’l/ ‘ui+u3"gu_§ g// g(s) Jus + v*| 7| dsdz

-~

I11

110
+p201/|fud|dx+pzcl// )| F475] ds

bu? +/ g(s)n. ds
0

guijL/ g(s)n. ds
0

Eui—i—/ g(s)n. ds
0

2

dx
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Segue, do Lema [2.3 que:

Iy < / |u*|? dz + C! // (8)[n.)* ds dz (3.56)

Ly < Oy (jul+P)? (ludf)? (3.57)

Ly < Cy(jul+ ) 2(// |77x|2dsd:)3) , (3.58)

para alguma Cy := Cy(q) > 0.
Substituindo as desigualdades (3.56))-(3.58) na desigualdade (3.56)), pelos Lema
e Lema , segue existe uma constante C3 := C3(q) > 0 de modo que

_<m
2
+03/0L~

bui+/ g(s)n. ds
0

gui+/ g(s)n, ds
0

9\ z=L I
) < CallUll Pl + s [ uf da
0
=0 N e’

I12

1 1
dz +Cs[|UNIZIF N1F sz + w22

TV
I13

+Cslup | g2 [y + w2 (3.59)
Pelo Lema [3.3] temos que existe uma constante Cy := Cy(q) > 0, tal que
1 1 1 1
Ly < CllUllllF [l + Call U3 F I3 1wz 2 + CalU N E 2 llug + w2,

usando a desigualdade de Young, Corolario [1.13] existe uma constante C5 :=
C5(q) > 0 de modo que

~ 1 1
Ly < C5|| Ul Flle + blluzllzz + CsIU NN F Il llug + w72

De acordo com a Proposicao |1.11, o Lema e o Lema [3.2] conseguimos

/0 ) g(s)n. ds

L
< 4G [ |udf? do + ColU el Fl
0

L L
Lz < 403b2/ \u§|2dx+403/ dz
0 0

Segue de I3 e I13 que (3.59) pode ser expressa como

2 x=L
2
x=0

< (Cs + 2C5) U lll e + (4C5D + 1) Bl 2

OO

bu ‘|— 9(3)7]36 ds

+(Cs + COIUIZNF Il + w22 + Calfud 2 sk + ¥ 2.



61 3.1. ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Pelo Lema [3.5] dado ¢, existe C, tal que

_<@
2

1 1 ~
HCoe IOt + il + e (4C5D+ 1) prlla® e + Gl + a2,

Eui—l—/ g(s)n, ds
0

2 z=L
) < Coa U3l F 112

=0

escrevendo Cy = 4ng+ 1+ (43, concluimos a demonstracao deste item.

Para mostrar (i) multiplicamos (3.35) por q(z)ul

L L
o[ axad) do—k [ glajul,ulda
_Jo 0

/ \\ J/

TV TV
114 115

L L
—k/o q(z)udul da:—pl/o q(z) fPul de. (3.60)

Substituindo 1!, dado por (3.34), podemos reescrever I, como
L — —
Ly = p1/ q(z)u*(—u2 — fi)dx
0

L d L o
= o [ B - [ a@ T,
0 0

(3.61)

integrando por partes e observando que u? € H}(0, L) temos

L L

T JR—

h=p [ Eepas—p [ g
0 0

Integrando [;5 por partes, encontramos

L

q(z) d | 1,9
I = —k —— d
1 /0 2 dx U | da

x=L L
= —k (_q(x) u;|2> + k:/ a(z) ull*dz,
2 20 0o 2
e substituindo I14 e I15 em (3.60))
L
—k (@ Ui|2) k/ atz), x|2d5€_p1/ ¢ () |u?* dz
2 2
/ q(x 2f1d33+k/ q(z)udul dz
0 0

+p1/ o(2) 7l de.

0

Tomando a parte real da igualdade acima, como ¢ € C'([0,L]) existe uma
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constante Cs := Cg(q) > 0 tal que

o) ) ' e :
—k:(—|u:16|2) < C’G/ |u516|2d:v+06/ ulul d:):+C’6,01/ |u?|? dz
2 x=0 0 0 0
e
L, L,
+C’6/ u? fl dx—l—CG/ fPul| da. (3.62)
0 0

A desigualdade de Holder, Teorema [1.29 aplicada em 4 implica
g < Cé ([lugll7z + llugll 2wl 2)

Do fato de 2ab < a® 4+ b?, Va,b € R e a Proposicao resulta que

L < (3llupllFz + ull72)

~6
2
C 2
< 23 (s + e + l®lee)” +
C

< 2012l )+ 120 B+ )

Pela da desigualdade de Poicaré, Teorema [1.40] obtemos
Lo < SO [12)ul + 2 + (12Cp + 1) ]2
16 = 7[ lug, + w172 + (12Cp + 1) [Ju[17.] |

onde C,, ¢ a constante de Poincaré. Por fim, com o objetivo de majoramos ||u3||2.,
tomando €; adquado e fixo, segue do lema que existe uma constante C7 tal
que

L < 6Cs|luy + u?||72 + Co| Ul F 2
1 1
+Co U2 FIZ ul + vl 2 + Copr||u®||72.

Novamente usando que 2ab < a? + b%, Va,b € R, temos
T < (6C6 + S0 ik + 12 + Sl Ul Flln + Copnlle?)2
16 < {66 + - ) llug + w72 + S Cr[|Ull| Fllse + Copallulze.

Substituindo I15 em (3.62)) temos

q(T), 1 o=t Cr 1 3012 3
—k | =5y < (6Cs+ [y + |72 + §C7||UHH||FHH

2 =0
L
0

L
+2 Cg leUQH?:z + 06/ uzfj fzui,
0

Segue da desigualdade de Holder, Teorema [1.29] que

=L
q(x)
k (—|u;|2) < C U Fll + Cy (Il + 2 + pu]2%)

2 =0
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para alguma constante positiva Cj.

Lema 3.8. Com as notagoes anteriores existe C > 0 tal que

L
o / 122 de < YUl Fllae + 4klJu? + |12 (3.63)
0

Demonstrag¢do. Multiplicando a equagao (3.33) por u! e integrando sobre (0, L)
temos

L L L
i)\pl/ wul de — k;/ (ul +u?)ut dz = py / fPulde
0 0 0
e integrando por partes, como u' € H} (0, L), segue que

L L L
pl/ w?(idul) da —i—k/ (ul 4 v*)ul do = pl/ frulde. (3.64)
_ Jo 0 0

TV
Ii7

Substituindo u!, dado por (3.34), em I17, vem que
L —_—
Li; = pl/ w?(idut) do
0
L — —_—
0
L L
— / W22 dz — py / WP da.
0 0
Substituindo I;7 em ([3.64) encontramos
L L L o L
,01/ |u?*dz = —,01/ u2f2d:p+k/ (ui—f—u?’)u}cdx—pl/ frutdz
0 0 0 0
L L -
- —,01/ u2f2d:v—|—k:/ (ul 4+ u®) (ul + ud — ud) do
0 0

L JE—
—n / Pt da
0
L

L
= —,01/ uQFdx—i-k:/ lul + u?)? da
0

0
L o L
—k/ (ui—l—u?’)ufﬂdx—pl/ frul dz.
0 0

Tomando a parte real na igualdade acima e usando a desigualdade de Holder,
Teorema [1.29] e a equivaléncia das normas, obtemos uma constante C; > 0 tal
que

L
m/ WP de < CUUllell Flle + Ellug + [Tz + Kllug + ]|z [Ju?[| 2.
0
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Pela desigualdade de Young, Corolario [I.I3] e a desigualdade de Poincaré,
Teorema [1.40] que

L
o[ ePds < GOl Pl b+
0

k
+5llus + w2 + Collugl e (3.65)
. b
para alguma constante positiva Cy > 0. Agora, pelo Lema (3.5, para ¢; = TN
2

existe uma constante C3 tal que
1 1
1o P
Collw?|lre < CsllUl| Fll + C3ll TN F I3 g + w2 + gll\uQHiz-
Segue novamente da desigualdade de Young, Corolario [L.13} que

k P
Colle’llpz < CullU [l Fll + §I|Ui~ + |72 + é!llﬂHLz,

para alguma constante positiva Cy. Por fim, substituindo a tltima estimativa em

(3.65) obtemos

L
%[ 1elds < (kI P+ 2Kl +
0

De posse dos Lemas [3.2] [3.3] ¢ 3.5 - [3.§ provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.9. Suponha que as hipdteses (4.6) e (4.7), sobre o nicleo g, sejam

validas, que os dados iniciais satisfazem
@0, %o € Hy(0,L), no € LI(RY, Hj(0,L) e 1,41 € L*(0,L).

Suponha ainda que a condi¢io (3.11) se wverifica.  Entio a energia FE(t)
decai exponencialmente para zero, isto €, existem constantes positivas C e a,
independentes dos dados iniciais, tais que

E(t) < CE(0)e™*;  Vt>0.
Demonstragdo. Sejam U = (ul,u? w3 utn)t e F = (fY 2% 53 4 )

satisfazendo (3.34) - (338) ¢ b := b — by. Do Lema existe uma constante
C7 > 0 tal que

InllZ; < CullEll| U1l (3.66)

Segue do Lema [3.3] e da desigualdade de Young, dada pelo Teorema [1.13] que
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para cada ey > 0, existe Cy := Cy(e2) > 0 tal que

b €
ool s < Cll U + s + Zhllud 430 (3.67)

Do Lema [3.5] e da Desigualdade de Young, Teorema [1.13] segue que para cada
€2 > 0, existe C3 := C3(ey, €2) > 0 tal que

~ . €
blluzl7e < CsllFllul|Ully + erpullw?|72 + kaUi +u’|[7s (3.68)

Somando (3.67) e (3.68) obtemos

b
pallut]Zs + §||Ui||%2 < (Co+ Gy) [ F[[a|U ||
+erpr|[u?|7s + exkl|jul + u?||3.. (3.69)

Dado N > 0, aplicando a desigualdade de Young, Teorema , no Lema (1)

temos que existem constantes Cy := Cy(q, N) e C5 := C5(N,q,¢€1) de tal modo
que

9 =L
~ [ q(x k
oy (% ) < ST Pl + Sl + e

gui+/ g(s)n. ds
0

+e1Cyp1||u”||72 + Cal|ud |7

Aplicando a desigualdade de Young, Teorema [I.13, no Lema [3.5| afim de majorar

|u2||3. temos que existe uma constante Cg := Cg(€;) tal que

k
Culluzlze < CollU sl Fllae + Gllug + u’llz2 + e1Capr 0?7
Substituindo na desigualdade acima temos

2 r=L
~ [ q(x k
-5 <% ) < (Cot OO IVl Fl+ Sk 7).

=0

gui—l—/ g(s)n, ds
0

+2 €1 Oupr||u?])32. (3.70)

k
Agora, multiplique o item (i7) do Lema por 9, com 0 < 0Cy < T

z=L
q\x k
s (<T> u;\z) < STl Fll + 1t + s + 5Capn [ 2. (371)

=0
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Somando (3.70) e (3.71)) e observando que ¢(0) = —¢(L) = 1, temos

2

5 N
e N2 + =
5lua(D) + 5

B (L) + / " g(s)me(L) ds

§ 1w N 2
+§|Ux(0)| t5

T (0) + / " g(s)ne(0) ds

k
< (Cs5+ Co + 6CY) ||U|| 1| Fl|l2 + 5““; + U3||%2
+ (261 +9) C'4,01Hu2|]%2. (3.72)

Pela desigualdade de Young, Teorema [1.13] temos que dado § > 0 existe um
C7 := C7(d) > 0 tal que

o)l < 5 (ghiwr

2)
A mesma estimativa é valida em 0. Tomando N = 2C; de (3.72) temos

o) =L
2Re ({bui + / 9(8)1 ds] u_}c> < 2
0 =0

+2

Bud (L) + / " g(sna(L) ds

+C%

B (L) + / " g(sme(L) ds

[y (L)

Bud (L) + / " g(sna(L) ds

[5(0)]

B0)+ [ g(s)n(0)ds
0
< (Co+ Co+ 6Cs) Ul Fll

k
+5 1l + 72 + (261 +8) Capn [l

Pela desigualdade acima e pelo Lema [3.6] existe uma constante Cs := Cs(eq, €3)
dada pelo lema, tal que

k
§||U;,~ +u’|7. < (Cs+ Co+ 6Cy + Cs) [|U|13|| F ||

61+€2

; [(261 1 5)Cut ] pulle?| .

Escrevendo

T = ((261+5)C4+61:€2>,
1

obtemos da igualdade acima uma constante Cy = Cy(€1, €2, ¢, ) tal que
ki 302 202
5z + w72 < CollUll| Ellze + T[] (3.73)

Multiplicando (3.63)) por 27 encontramos

27p1l[w’|| 12 < 27Crol|Ullal| Fllae + 87kl luz + w17, (3.74)
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onde Cjy é dada pelo Lema [3.8
Agora, somando (3.73) e (3.74)) obtemos

1
(5 - 87) Ella + 2 + mpu a2l < (27Cho+ Co) [Ull Fllaes (3.75)

somando (3.66)), (3.69) e (3.75)) encontramos

2
Hnllze < (Cr+ Co+ Cs +27C10 + Co) U [l | Fll3.

b 1
(r = e pulilles + puls + Gl + (5 -7~ e ) Kl + o8l

Tomamos os niimeros reais positivos €, €5 e §, suficientemente pequenos, de modo

que tenhamos

1 8 >0
— —OT — €
2 2

T—¢€ >0,
concluimos, portanto, que

U5 < CllUllIF Nl ¥ U € D(A),

para alguma constante positiva C', o que demonstra o teorema. ]

3.2 A Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta secao vamos mostrar a necessidade da condicao

p_p2
kb’

dada em (3.11), para a estabilidade exponencial do semigrupo associado ao
sistema

P1Ptt — k(@:}c + ¢)z = 07 (376)
patn 7 (w - [Tt ds) T k(a+ ) =0, (3.77)
e +ns — P =0, (3.78)

em que (z,t) € (0,L) x (0,00), s > 0, com condigbes iniciais
QD(,O) = Yo, ¢t<70) = ¥1, ¢(70) = 2/107 em (07L)7
Ui(+,0) =¥y, 0°(,—8) = o(-) —mo(-,s), s>0 em (0,L), (3.79)
no caso em que as condicoes de fronteira sao do tipo misto, isto é, sao dadas por

90m<07t> = (px(Lvt) = I/J(O,t) = 7vZ)(I/7t) = TIt(07 S) = nt(Lv 8) =0,s,t>0. (380)
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O mesmo resultado para condi¢oes de Dirichlet constitui um problema em aberto.

Com esta finalidade introduzimos os seguintes espacos de Hilbert
L
1200, 1) = {u € 12(0, L): / w(w)de = o}
0
HY0,L) = H'(0,L) 1 LX(0, L),

munidos com as normas

Neste caso, o espaco de fase H é o espaco de Hilbert dado por
H = H(0, L) x L2(0, L) x HL(0,L) x I*(0, L) x L2(RY; HA(0, L)),

equipado com o produto interno
Lo L —
<(u1,u2,u3,u4,77),(v1 v 03 v ,£)> ,01/ u?vldr + pg/ utvtde

L
+b/ ugﬁdvak:/ (ul + u?) (vl +v3dx+// né dsda.
0 0

O sistema (3.76])-(3.80) é equivalente ao problema de Cauchy

d

—U:AU t>0
dt

U(O):Uo,

em que o operador é dado por (2.17)) com dominio

D(A) ={(u",v*,v? u',n) € H:u' € H*0,L);u* € H(0,L),u* € Hy(0, L);
€ R0 =05 (7 + [Tl (e)as) ase 0.0}

Procedendo de maneira analoga ao que foi feito anteriormente, podemos
mostrar que A é um operador dissipativo, densamente definido e que 0 € p(A).
Utilizando, novamente, a teoria de semigrupos lineares de classe Cy concluimos
que A é o gerador de um semigrupo de contragoes {S4(t) };>0. Resulta, portanto,
que quando os iniciais pertencem ao dominio do operador A o sistema —

(3.80) tem uma unica solucao (p, ¢, 1, 14, n) satisfazendo

p € C([0,00); H(0,L) N H*(0, L)), ¢ € C([0,00); HI(0, L)),
(LN C([O7 OO);H&(O, L))v Yy € C([O7 OO);H(%<O’ L)),
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n € C([0,00); Ly(RF; Hy (0, L)), m € C((0,00); L (RS Hy (0, L)),

0+ /Ooo n(s)ds € C(]0,00); Hy(0, L) N H*(0, L)).

Procedendo como no Capitulo 2 podemos demonstar que

Proposi¢ao 3.10. Suponha que as hipdteses (4.6), (A7) e (3.11) sejam

verificadas. Entao existem constantes positivas C e ( tais que

1S4()]l ey < Ce.

Provaremos o seguinte Lema antes de adentrarmos no principal resultado dessa
secao.

Lema 3.11. Suponha que g satisfaca a condi¢ao (4.6) e suponha que

lim /sg(s) = 0.
s—0

Entao existe C' > 0 tal que

‘)\/ g(s)e* ds
0

<C,
para todo A € R.

Demonstracao. Note que

/ g(s)e ™ ds = /Ag(s)ei’\sds—l—/ g(s)e ™ ds (3.81)
0 0

™

= / g(s)e ™ ds + 5/ g(s)e ™ ds + 5 / g(s)e" ™ ds.
0

s

>[4

>3

Fazendo a seguinte mudaga de varidvel r = s + T temos

1 /OO —iAT 1 OO m —iAs  —im
= g(r)e "dr = —/ g (s + —) e e "ds
2 Jx 2 J, \

1 [ . 1 [ .
- Lt o e

pois e = —1. Pelo Teorema Fundamental do Céalculo podemos escrever a

equagao (3.81) como

00 . st ' 1 st '
/ g(s)e ™ ds = /Ag(s)e’ASds——/Ag(8+z> e ds
0 0 2 Jo A
1/0O ™ _ix 1/°° o
—= gls+—)e"™ds+ = g(s)e " ds
e ) |



70 3.2. A FALTA DE ESTABILIDADE EXPONENCIAL

= /OKQ(S)B_MSdS—%/Ogg(S—}—g) e~ g
—%/; e~ [g (s + ;) — g(s)} ds
= /07; g(s)e”™ ds — %/07; g (s + g) e ™ ds

L[ | [T
—3 e g'(y)dy| ds. (3.82)
3 s

Com o objetivo de majorar cada parcela do lado direito da igualdade acima,

observe que
/ g(s)e ™ ds| < /A g(s) [e™] ds = /A Vs9(s) ds.
0 0 \/_/71 0 Vs

Escrevendo

>3

v(A\) = sup +/sg(s) entdo lim v(\) = 0.

SE(O,g) A—00

2
De fato, dado € > 0 tome M = w

niicleo da g, (2.11]), temos que g(0) > g(s), Vs € (0,%). Logo se 0 < s < T temos

Se A > M pelas hipoteses sobre o

0<x@ﬂ@§v@NU§(%%J'ﬂng~

Portanto v(\) < €, em outras palavras

lim v(\) = 0.

A—00

Dai

X :
)\/ g(s)e ™ ds
0

< Lg(§)—gmw+.éiyww1Mds
< (o(5)+a0)+ [ onas

IN

IN

) S

N /N N
P S e

IN
7 N\ oumnS /Q? oumnS
N—— N—— N——
+
Q
—
@)
~
N— N—— N—— N——
+
T
(=)
<D\
el
2
K
—~
»
~—
o
VA
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para A suficientemente grande obtemos

/\/ g(s)e™™ ds
0

De forma anéloga, fazendo mudanca de variavel, obtemos
)\/A g (s + Z) e"Mds| = /A g (s + E) e (—i)\)ds
0 A 0 A

(+)

< 2¢(0).

VAN
|
<
g

|
s
~
>3
~—

+

>3
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o
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+
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~
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S
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o
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<
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w
+
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(oW
®

Sy

IS S Sy

Sy

<
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Nt

DO
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|
=
T
o
% o
=) V2)
=
=

IN
+
=

N N N N
+
s
V\:!\»‘»y\:\\<3\.'
Na)
w
S~—
oL
®

S
+
S

=

INA
+
Ne}

S—— —
+
Q
e e e N
>3 >3 >3 >3 >3
—  ~— ~— ~

+

<)

VAN
/_\/\/?\/_\/\
S~ N 7N 7N 77N -7 N

>F |y

5

Chegamos a conclusao que

)\/Ag(s—l—E) e~ ds
0 A

para valores de A suficientemente grandes.

(i) < 29(0),

Por fim, a hipotese (4.6) e mudanga de varidveis implicam que

/rooe‘”s [/Ss+§g’(y)dy] ds| < / / y)|dsdy
_ / [_/HK ()ds] dy
/ y) ds dy
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logo

S/A g(s)ds.

A A

00 . s+
/ e / g'(y)dy| ds

Pela hipotese (4.6), g ¢ decrescente, ou seja,

9(s) < g (g) Vs € G 2;) :

Assim , a desigualdade acima fica

(9] ' s+3
A [f e i / g (y)dy| ds
by S

Para A suficientemente grande, temos

)\ > —1i\s 8+§ / d d
e g (y)dy| ds

A

o fFo(@) w=r(3)

< mg(0).

(i)

De (i) — (7i7) e de (3.82), nossa conclusao segue. O

Teorema 3.12. Suponha que (3.11)) nao se verifica. Entao o semigrupo associado

ao sistema (3.76) - (3.80) nao é exponencialmente estdvel.

Demonstracdo. Para mostrar que o sistema nao é exponecialmente estavel,
devemos mostrar que a estimativa (3.4) nao é valida, ou seja, que para toda
constante positiva ¢ > 0, existe A\, € R tal que [|(i\.] — A)|lz) > c. Assim,
basta mostrarmos a existéncia de sequéncias (A, )neny em R, (Up)neny em D(A) e
(Fy)nen em H tais que

lim A\, = oo, (Fo)nen  seja limitada em H,
n—oo

(iAp] — AU, =F, com lim ||Uy,|3 = cc.
n— oo

Para tanto, tomemos

A=)\, = — (neN), =7 (3.83)

F=F,:=(0,f20,f*0),

fA(x) == cos(6Az), f(x):=sen(dA\z).
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Seja U = (v!,v?,v%,v*,n)t a solugdo de (iA] — A)U = F, em outras palavras

it —v? = 0, (3.84)
k k
iw? — —ul — =0} = f? (3.85)
P1 P1
ix® —ovt = 0, (3.86)
b b 1 [ k k
it — =02, + 203, — — g(s)nt, ds + —vl + —v* = f (3.87)
P2 P2 P2 Jo P2 P2
ixp+n,—ovt = 0, (3.88)

onde by = / g(s) ds. Substituindo v? e v* dados por (3.85)) e (3.86) nas demais
0

equacoes conseguimos simplificar o sistema para

k ko

— A0t - =l — = = 2 (3.89)
P1 P1
b b 1 [ k k

NP — =P 4+ 20— — [ g(s)nl,ds+ —ul + —0® = f* (3.90)
P2 P2 P2 Jo P2 P2

iAn+n,—ixv® = 0. (3.91)
Devido as condicoes de fronteira, procuramos solucoes do tipo,
v!(z) = Acos(dAx) v (z) = Bsen(d)z), n(z,s) = o(s)sen(dz),

onde A, B e ¢(s) dependem de X e serao determinada a seguir (respeitando as
condigoes de fronteira).

Substituindo v', v? e 7 em (3.89)-(3.91), esse sistema pode ser reescrito como

(—V+f$%ﬁfbuﬁ&321,(3%)
P1 P1

b 1 [ k k

<<V+—VV>B+¥V—/‘ﬂ$ﬂ@®——ﬁh¥%—B=L (3.93)
P2 P2 Jo P2 P2

ido(s) + ¢'(s) —iAB=0. (3.94)

k
Substituindo —&* = 1, dado por (3.83)), na equacdo (3.92), obtemos

P1
__mnl__I;ml
B = kOXN EX

Resolvendo a EDO dada por (3.94), por fator integrante, obtemos a seguinte
solucao

o(s) = Ce™™ 4 B.

A condigao inicial de n(0) = 0 implica que ¢(0) = 0, e dai podemos rescrever ¢
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como
¢(s) = B — Be ™.

Resta determinar o valor de A. Do exposto acima podemos resolver a integral
/ g(s)p(s)ds = / g(s) (B — Be™™*) ds
0 0

= / g(s)Bds—/ g(s)Be ™ ds
0 0

= Bbo—/ g(s)Be~™* ds. (3.95)
0

Substituindo (3.95)) na equacao (3.93)), obtemos

k b k 02N\2 [ .
——6\A + K—(S? — 1> N4 — — / g(s)e ds} B=1.
P2 P2 P2 P2 Jo

k
Como —d% = 1, ( veja (3.83)), e B = —kpé—l)\, (veja (3.95)), obtemos:
P1

1 p2 1 p _ix b /p2 m
A= e s g4 o (P2 PLY
e \/_pk/\+k‘2/ g(s)e S+k(b k:)

Observe que v? = i\v' = i\A cos(d\x), assim

sy n_ (% ipp ipry [T —ids ibp2 p
v(x)—( \ \/p1_/€+k2)\/0 g(s)e d8+k<b k)A)cos(é)\x).

Por (3.83), AL = nm, logo,

L
= / |v?|? da
0

i ipy ipr, [ - ibrps piy |
- - Py —ixs —(———)A oAz)d
/0 ;) \/_k;+ 12 g(s)e st 3~ % cos”(dAx)
1 P2 P1 brpa p 2t
S L3 T ds 4+ — (22— ) A / ox)d
' N Uk R / (s) +k;<b k) | cos(9Az)
L| 1 P2 pP1 / Zix b o piy |
U et [Tt (52)
2‘ N ok Tt e s e =g
Pela segunda desigualdade triangular sabemos que |a + b|*> > (|a| — |b])?, Va

b € C; logo

L 1 00 , b
Hvz\lig = 9 ‘—— S + &)\/ g(s)e*”\S ds + A (@ _ ﬂ) A
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e, portanto
2
L 1 P2 p1 /OO i brp2 p
2|12 > 2 2 z)\sd _(___)
I7llz: 2 5 N on ) 9We s (T %

Is

Pelo Lema temos que I1g é limitado. Logo
. 2 > . 2 —
Jim {|Un 3, = lim vz = oo,

como queriamos mostrar. O




Capitulo 4

Estabilidade Polinémial do Sistema

de Timoshenko com Histoéria

Neste capitulo estabelecemos a estabilidade polinimial do sistema

prow — k(oz + 1), =0
pathy — (b - /0 9(8)d8> Vg — /0 9($)p(z, 5) ds + k(@z + 1) =0

N +ns — Yy = 0,

sujeito as condicoes de fronteira

as condicgoes inciais

@('70) = Y0, 9015(’70) = %1, lﬂ(,O) = o, 2/%('70) =1 em (OvL)v
770('75) = 1/)0() - 770('73) em (07L> X (07 OO)

e as hipoteses

g(t)>0, E”{I[), k’1>01
—kog(t) < ¢'(t) < —kig(t), Vt>0

bo—/ g(s)ds, b:=b—by > 0.
0

sem a hipotese

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.8)

Existem diferentes métodos para se obter o decaimento polinomial de um
sistema dissipativo de equacoes diferenciais parciais. Recentemente, véarios

76
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autores tém obtido esse resultado para sistemas lineares utilizando propriedades
do gerador infinitesimal do semigrupo de classe Cy associado, ou seja, eles usam
como ferramenta o Teorema de A. Borichev e Y. Tomilov, ver [24]. Neste
trabalho, usaremos o método dos multiplicadores, que para obter a estimativa
desejada para a energia FE/(t), consiste em obter estimativas para diferentes
funcionais, multiplicando ([£.1)-(4.3) por fun¢oes apropriadas e integrando sobre
(0, L).

De modo anéalogo ao que foi feito no Capitulo 3, introduzimos a energia de
segunda ordem do sistema ({4.1))-(4.5) dada por

Es(t) = E(pr, ¥r, me), (4.9)

e obtemos que
d k L 00
GE0 <=5 [0 [ o) dsde (4.10)

O principal resultado do capitulo é dado pelo teorema abaixo.

Teorema 4.1. Suponha que (?7) se verifica e suponha que os dados iniciais
satisfazem

Yo € HQ(Oa L) M H&(OaL) 7¢0a 901,77ZJ € H&(OaL)a
mo, Dsmo € L2 (0,005 Hy (0, L)), n(0) =0,
Bo + [ glsmds € H20.L)
0
ou seja, (@o,01,%0,01,n) € D(A). Entio a energia de primeira ordem E(t)

associada ao sistema (4.1))-(4.5)) decai de forma polinomial para zero, isto é, existe
uma constante positiva C, independente dos dados iniciais, tal que

C

B(t) < ~ (E(0) + Bx(0), t> 0.

Além disso, se Uy := (o, p1,%0,01,n)" € D(AF), entio

ck.
1S(t)Usll3 < t_’f”A Uo|[ -
Para melhor compreensao da demonstracao do Teorema anterior serao obtidas
diversas estimativas, apresentadas nos Lemas e Proposi¢oes seguintes.

Definamos a funcao auxiliar w, de modo que w satisfaca

—Wey = Yy, w(0) = w(L) =0,
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e seja

L
Fi(t) ::/0 [p20) + propw] da. (4.11)

Com isso, temos o seguinte Lema.

Lema 4.2. Para cada €1 > 0 existe uma constante positiva Ce, > 0 talque

d E L 2 L 2 L 2
—Ft) < —= Yrdr + € oy dr + C i dx

v [C([atnras) ar

Demonstracao. Note que

L

q L L
— [ pppda = / p2toutp da + / paltin]* da. (4.12)
dt Jo 0 0

Por outro lado, multiplicando (4.2)) por ¢ e integrando de 0 a L, obtemos

/OL pathutp do = /OL <Z¢ + /Ooog(s)ndS)mwd:v — k/OL(% + ) da.

L
Substituindo / p2tyth dx, encontrado acima, em (4.12)), integrando por partes

0
e lembrando das condigoes de fronteira (4.4)), temos

d [~ - Lo L 0
T i poypdr = —b/o || dx—/O (/0 g(s)nxds) U, dx
L L L
—k A dr —k 2d ¢|* da. (4.13
| evvde = [CoP s+ [l s a3

Note também que

d

L L L
e proqw dr = / progw dr + / prpqw do, (4.14)
tJo 0 0

multiplicando a equacao (4.1)) por w temos

L L
/ progw dr = k‘/ (pz +¥)wdx.
0 0

L
Substituindo / p1prw dr encontrado acima em (4.14)), integrando por partes e
0
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lembrando das condigbes de fronteira (4.4]), temos

4 [F L L
— prowdr = —k/ (pz +V)w, dz + py / orwy dx
0 0

dt J,
L L L
= —k/ gozwxdx—k/ wwmdx—l—pl/ pywy dx
0 0 0
L L L
= k/ gowmdx—i—k/ wxwdx—l—pl/ pwy dx
0 0 0
L L L
= —k/ gowxdx—k/ wmwdx—i—pl/ prw dx
0 0 0
L L L
= k/ ngT/}d.Z'-i-k/ \wz|2dx—|—p1/ prwyde. (4.15)
0 0 0

Somando (4.13) e (4.15]) obtemos

i — t 2 _N g 2 - L 2 . L 2 )
thl(t) = p2/0 || da b/o || dx k(/o |v|” dz /0 |w,|* dz
L L 00
+p1/o gptwtdx—/o (/0 g(8)ns ds) 1, dx. (4.16)

Observe que se —w,, = 1, entao valem as seguintes desigualdades:

L L

O [ teaars [Copas,
0 0
L L

(i4) / ]wt\2dx§0p/ |2 da.
0 0

onde C), é a constante positiva de Poincaré.

De fato, como

L L L L
/ lw, |* dz = —/ Wapw do = / Yowdr = —/ Yw, dz,
0 0 0 0

Pela desigualdade de Holder, Teorema [1.29] temos que

L
[ el do < ol 2,
0

de onde segue a desigualdade (7).

Da desigualdade de Poincaré, Teorema e a desigualdade (i) obtemos

L L L
/ lwy|? dz < C’p/ [wye|? do < Cp/ |9, dz.
0 0 0
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Usando (i) em (4.16) temos

d L L L
Th < pz/ |¢t|2dx—b/ |¢xl2d€6+pl/ oyw, dz
t 0 0 0

_ /L (/Oog(s)nz ds) Y, dx.
0 0
Segue da desigualdade de Holder, Teorema [1.29] e da Proposicao que
3/ (L 3
Sh0 < o [ i [ i ([ ol dx> ([ torac)
w (o [ ] s dx) ([ |wx|2da:)
0

e pela desigualdade de Young, Corolario [1.13] e a desigualdade (ii) o resultado
segue. O

Definamos o seguinte funcional

K= [ o ([ atmas) o (.17

Lema 4.3. Para cada €3 > 0 existe uma constante positiva C., de modo que
d b
dtK() < 020/ @Z)tdm—i—@/ ¢dx+62/ @2 dzx
0

+C’62/ / |n$|2dsdx

Demonstragao. Derivando K (t) em relagao a ¢, obtemos

%K(t) = —/OLpzwn (/Ooog(S)nds> dz — /OLpzwt (/OOO g(s)m dS) dz.

Usando pat)y; e ny dados por (4.2)) e (4.3)), respectivamente, podemos reescrever a
igualdade acima como

stK( t) = _/OL (Z¢+/Ooog(s)nds)xx (/Ooog(s)nds) de
T /OL (o + ) </0oo g(S)nds) dx+/0L patiy (/Ooog(s)ns ds) dz
_ /O * p ( /0 ) g(s)¢tds) da
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Integrando por partes lembrando das condigoes de fronteira, (4.4), e usando a
Proposicao 2.3 temos

d _ rL 0 L 0 2
G50 =5 [ ([Tomas) as [ [Tatmas) as
L 00 L 00
—i—k/o o (/o g(s)nds) dx—i—k/o W (/0 g(s)nds> dx
L [e's) L
— ¢ ! ds | dx — pob )2 d
P2/O¢</O g'(s)n 5) T on/o(w) T
Segue da desigualdade de Holder, Teorema [1.29] que
d _ L % L ) 2 %
@ < b</o wida) [/0 </O g(s)mds> dx]
L 0 2
. d d
([ stomas) ao
L [ L 00 2
k 2d d d
a0 [ (o)
L 3 [ L o 2]
k 2d ) ( d ) d
sk ([Cwra) | ([ atomas) ao

s (/Owadx>§ [/OL (/Ooog/(s)nd5>2 dx] % —p2bO/OL¢§dx.

Pela Proposi¢ao e as hipoteses (?7), sobre o nicleo g, obtemos

jtKU = 5(/;%3%) [bo/ ()anHLgds} +b0// (5)]ma]* ds da

N[
N

=

o (/ g df”)2 [bo / a(s)lnl» dsr

L % o] 2
+k(/ wdm) {bo / g<s>||n||%2ds}

L 3 o i L
([ vae) [t [T aolleas]” = ot [ vtar

Dados by e €2 > 0, segue da desigualdade de Poincare, Teorema [1.40) e da
desigualdade de Young, Corolario [1.13] que

p2b
:ijtK < 20/ ¢tdx+€2/ ¢dx+6/ @2 dzx

L, / / $)lmal? ds dz., (4.18)
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para alguma constante positiva C, > 0. O

Sejam N; e Ny constantes positivas a serem definidas posteriormente.
Denotemos por €(t) o funcional

e(t) = Ny - [B(t) + Eo(t)] + Fi(t) + No - K(2), (4.19)

onde os funcionais E(t), Es(t), Fi(t) e K(t) sao dados, respectivamente, por (3.9),

Proposicao 4.4. Ezxiste uma constante positiva C' > 0 de modo que

d Niky [E [ [ )
— < =
w0 < S ([ amaras) as
Nk L o)
—(;14a+m%0/(/g@wmgm:
0 0
T L L
_ (9_0N262>/ P2 dr — (szzbo_(jq)/ V2 dx
2 0 2 0

L L
+e1 / i dz +2Naes [ Jp + |* da, (4.20)
0 0

onde €, e €3 sao dadas pelos Lemas elf.d

Demonstracao. Segue pelos Lemas e [1.3) pelas desigualdades (3.10]), (4.10)

que
%dt) = _ngkl/o (/0 9(3)|77xt|2d8) dx
L 00
_<N12k:1 (C1+NQCEQ))/ (/0 9(3)\77x|2ds) da
— (——NQEQ)/ W2 dz (N2P2bo —Cq)/ 2 dr

+€; / @7 dw + N262/ @2 dx. (4.21)
0 0

Por outro lado, usando a desigualdade triangular, a desigualdade de Holder,
Teorema o fato de que a®+b* > 2ab para quaisquer a, b € R e a desigualdade
de Poincare, Teorema [1.40, de modo que

L L
/@idflf < / (e + ] + [4])? da
0 0

L L L
- / m+w\2dx+2/ |sax+wuw|dx+/ [ de
0 0 0
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IN

L L 2 L i
2 2 2
/Ol%-erl dx+2(/0 pn + ] dm) (/0 | dx)
L
2
d
+/O ]2 de

L L
<2 [ lprvPdorz [ P
0 0

L L
< 2/ Isox+¢|2dm+20p/ W2 dz, (4.22)
0 0

onde C, é a constante de Poincaré. Usando agora (4.28) em (4.21) concluimos
que

d Niky (2 [ [
G20 < S ([ ohnabas) ao
N ]{? L 0o
— ( 12 L (Cy —i—NgC'Q))/ (/ g(s)|nx|2ds) dz
0 0
7 L L
_ (g — (]_ + QCp)NQEQ) / ¢i dr — (N252b0 _ 061) / %2 dz
0 0

L L
+61/ gpf d$+2N262/ [ +@b|2dx.
0 0

Definamos o funcional F(t) como sendo

L
Fy(t) = pz/O Vi(pz + 1) d:v+—/ Voipr da (4.23)

pl L 0
+— </ (8N, ds) o d.
k- Jo 0

Com as notagoes anteriores temos o seguinte Lema:

Lema 4.5. Para cada €3 > 0, eziste uma constante Ce, > 0 tal que

d ~ 0 =L L
Sh0 < (b [Toomeas) o] -k [ rupas
¢ 0 =0 0
L L L 0o
+63/ gpfd:l:—i—pg/ wfdx—i—CeS/ (/ 9(8)\nx\2ds) da
0 0 0
+C€3/ </ ’T];pt| dS)
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Demonstracao. Note que

iFQ / U (e + ) d$+ﬂ2/ Vy(@at + ) do

dt
P1b
th@t dw + — ¢x@tt dx

e’} L 0
+& (/ 9(8)Mat ds) orde + —1/ (/ 9(8)M2 ds) o da.
k 0 0 k 0 0

Substituindo p1py e patfy dados por (4.1) e (4.2), respectivamente, na igualdade
acima obtemos

%5() - \/j <3¢+/Ooog(8)nds)m(%+w) dz

-~

=1

L L L
—k/ \som+¢!2dfc+pz/ wtsoxtderpg/ V7 de

””’/ wm%dwb/ Yo (0 + ), d

+% (/ 9(8)Mat d3> ppdx
0 0
L 00
([ atomas) e o), a (1.21)
0 0
Integrando por partes I, lembrando as hipdteses sobre a fronteira, (4.4)), obtemos
. o0 z=L _ ,L
P (B [Catomas)e] <5 [Cunten s
L %s)
([ stoms) o), 0 (1.25)
0 0
Como ¥, = Nyt + Nus, dado por (4.3)), e pela Proposigao 2.3, temos
L 00 L
bo/ Ypprdr = / 9(3) ds/ Vo do
0
= / ( ¢zt dS) o dx
0
L 00
= / (/ g nact + 77355) dS) Pt dz
0o L 00
= / (/ 9(8) Mt ds) prde — / (/ 9'(8)na ds) prd.
0 0 0 0

b b
o / ¢xt90tdx+;02/ Vi dr = ('OL—m)/ Yupedr (4.26)

Logo,
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1 (pib Ly
Il L D2 / (/ ()Nt ds) prdo
bo \ k 0 0

1 g L 0o ,

bO k 0 0

Substituindo I, determinado por (4.25), e a igualdade (4.26) em (4.24)),

conseguimos

d - o' =L L
520 = (oot [Caomas)e] b [lerupa
0 =0 0
1 g L 00
+— (22—, / </ 9(8)1at ds> prde
bO k 0 0
1 'g L 00 L
—— (22—, / (/ 9 ()N d8> pr d + P2/ [ ]* da
bO k 0 0 0

D L 0o
‘l‘zl (/ 9(8) 7t d3> o dx.
0 0

Como b =b— by, usando as hipoteses (?7), sobre o nicleo da g, obtemos

d o o x=L L
G20 < (s [Toomas) e <k [Tt
0 =0 0
1 b L 00
+— (& - P2) / </ Q(S)Uzt dS) prdx
bo \ k 0 0
k' ’l; L ') L
pa e, / (/ 9(8)1Na dS) ordx + pz/ |1y [* da.
bO k 0 0 0

Segue da desigualdade de Holder, Teorema [1.29] que

d o 00 z=L L
SR(1) < waﬁ /0 g(s)mds)%Lo—k /0 o + U da

1 b [ AL 0o 2 % L %
+— ne 2 / / g(s)nmeds | do / @f dx

bo | k | Jo 0 0

k' /l\)/ [ L [e’s) 2 % L %
T, / / g(s)n. ds | dz / p; dx

bo | k | Jo 0 0

L
+P2/ || da.
0

Por fim, usando a Proposicao [2.3] e a Desigualdade de Young, Corolario [1.13]
resulta que para cada ez > 0, existe uma constante C, > 0 tal que
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d . 00 z=L L
500 < (s [Toomas) e <k [Tt
0 =0 0
L L L s poo
+63/ ©? dx + po ¢fdx+063/ (/ 9(8)|nm|2ds) de
0 0 0 0
L 00
+Ce3/ (/ g(s)]nm\zds) dz
0 0

Lema 4.6. Seja ¢ € C(|0, L)) satisfazendo q(0) = —q(L) = 2, e sejam o0s

funcionais
Ji(t) = / gz (wa / (S)nxds) dz,

O / 0u(z)s dz.

]

Entao existe Cy > 0 e para cada €4 > 0 eziste uma constante positiva Ce, tal que
~ S 2
@) 0 < = (e [ aomtoa)
0

00 2
— (bwz((),t) +/ g(s)nz(0, s) ds)
L ’ L
Cg/ wfd:p+e4/ @2 dx
0 0
L L 0o
+C’e4/ ¢§dm+0€4/ (/ g(s)|nz|2ds) dz
0 0 0

(ii) —Jl() < —k [wi(L,t)JrsO?C(O,t)]JrCz/o [of + 2 + 2] da

Demonstragao. Derivando J;(t) em relagdo a t temos

%Jl( t) = /OL p21:q(T) <5wx + /000 9(8)nz dS) da

_ rL L 00
+sz/0 Q(x)wt%t d$+ﬂ2/0 Ith(l’) (/0 g(S)Uxt d5> dz,

substituindo petby e 1, dados por (4.2) e , respectivamente, na igualdade
acima obtemos

Sn = [ (bt [Tatomeas) (Bt [ otomeas) as
b [ (ot vrata) (s [ gt a
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+p2b /O ’ q(2) e dx + po /0 LW{(%) ( /0 N 9(8) [thar — 1) d ) dz.

Lembrando que diCQ = 2(,(, usando a Proposicao e o fato de que ¥(L) =
T
¥(0) = ¥ (L) = ¢(0) = 0 obtemos

=L

d 1 -~ > ?
G0 = 5 a@) (Bas [ gemads
0
x=0
1 L . 00 2 . L
—5/ q () (b@bx +/ g(8)n, ds) dz — k:b/ q(x) b, da
0 0 0
k"g L . ) L 0o
to | d@tde—k | q(@)e, g(s)neds | dx
0 0 0
L [e's) L
ot ([ oomas) ar+ 2 (b0-5) [ diar
0 0 0
L 0o
+p2/ () (/ g ()N ds) dz.
0 0
Segue do fato de ¢ € C'([0, L]), da Proposigao e a das hipoteses (?7), sobre
o nicleo g, que
- 00 2 L
() (bm [ g, ds> 0, [ vt
0 0 0

e /L(/m ()nxds>2dx+0/ outle] dw+C’/ ¥ da
(/ ()70 dS) (/mg(S)nx ds>
+Cq/0 ¢§dx+0q/oL Wy (/Ooog(S)%(LS‘)‘ dz.

Aplicando a desigualade de Holder, Teorema [1.29] e a Proposicao temos

x=L

d

1
— () < =
dtJl()_Q

dx

=L

i) (30 [ ()nzds>2]
0
+C’/ Y2 dx+C’// (8)|n.|* ds dz
+C, /0 xdx_z / ¢2dx] +C/ W2 da
+C, :/OLgoidx: // |77x]2dsdx]

— L - %
+Cy / Y*dz / / s)|n.|* ds dx}
LJo i

d 1
— < -
RN

N|=
N|=

N
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o, [ase, [ [ [ [ sompasas]

Pela desigualdade de Poincare, Teorema [1.40, e a desigualdade de Young,
Corolario para cada €4 existe C, tal que

. [e%) L L
q(z) (bwﬁ / 9(8)n2 ds) + € / prdz + C., / Y2 de
0 =0 0 0

+C’E4// 5)|ma|? dsdx+2C’/ V2 dz,

mostrando assim a veracidade de (7).

2 z=L

d 1
— < =
A

Derivando Jo(t) em relagao a ¢, obtemos

d L L
32t = pl/ Puq(x)ps dz + pl/ (1)1, da
t 0 0
e usando (4.1)), temos
d L

L L
&Jg( )= k:/ q(2)prepr do + k Uq(x)p, da + py / 01q(x)py, dx.
0 0 0

Como %@ = 2(,C e (L) = ¢4(0) = 0, temos

d k J°F ko fF
d—Jz(t): =q(7)e; ——/ q'(z soxdvark/ Vg %der—/ x)p; da.
/ 9 2 J,

z=0
Como ¢ € C([0, L]), temos que existe uma constante C; tal que
d - L L L
G0 < @2 +0 [ @are 0y [Tl des €y [ pta

Pela desigualade de Holder, Teorema [1.29, e a desigualdade de Young, Cororario
temos que existe C tal que

d

L
Sh() <k [GL + 200+ G| [+t 4vd] @
0

Concluimos assim a demonstracao do Lema. O]

Sejam ¢ > 0 e N3 > 0 constantes positivas a serem definidas posteriomente.
Definimos
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onde o funcional Fy(t) ¢ dado por (4.23)) e os funcionais J;(t) e Jo(t) sdo definidos
no Lema [4.6]

Lema 4.7. Assim como nos Lemas anteriores, existem constantes T e C; > 0
tais que

d k[t ) Ly
—F(t) < —- | +0|"de +7 [ o) do

L 00 0o
—i—C'T/ [wi—l-iﬁf—l-/ g(s)]nx\2ds+/ 9(8)|nee|? ds} dz.
0 0 0

Demonstrag¢ao. Derivando F3(t) Derivando F3 em relagdo a t, e usando os Lemas

[4.5] e [4.6] temos

d d d d

- o =L L
Kbl/)ﬁ / g(s)nzds) soz] k / oo+ [ d
~ :E:O/

-

11

L L L %o
+63/ gofdx+p2/ ¢fdx+053/ (/ g(s)|nx|2ds) dx
0 0 0 0
L 00
+C’63/ </ g(s)]nﬁ\zds) dz
0 0

6 (B0 + [ oteinn(zs)as)

IN

2

- 00 2 L
—N; (b%(o,t) +/ g(s)nz(0, s) ds) + NgCg/ Y da
0 0

L L L oo
+N364/ goi dz + N3C,, / wi dz + N3C,, / (/ g(s)|77x]2 ds> duz,
0 0 0 0

L
—6k [@%(L,t) + ©2(0,1)] + 502/ (o7 + 2 + 2] da.
0

Pela desigualdade de Young, Corolério na expressao indicada por /1, acima,
para 6k > 0 existe uma constante Cs > 0 de modo que

me + /0 o ds) 9090] T [02(L, 1) + ¢3(0,1)] (4.29)

o
v [T [ atmaltas) o
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Por outro lado, como

k, L k’ L L k L
——/ |g0x—|—1/1|2dx = ——/ gpidx—k/ cpxwdx——/ widx,
2 Jo 2 Jo 0 2 Jo

k
a desigualdade de Young, Corolario [1.13] para —, e a desigualdade de Poincére ,

Teorema [[.40] implicam que existe uma constante Cy > 0, tal que
k L k L L
- _/ e +[Pdz = ——/ gpidx—i—C’o/ Y2da. (4.30)
2 /o 4 Jo 0
Substituindo (4.29)) e (4.30) na desigualdade (4.28)), obtemos
d ko[t k L
EF3(Z§) < —5/0 |r + V> do — (Z —N364—5C’2> /o @2 dx
L L
+ (Co + N3C, + 6C5) / V2dz + (e3 + 0Cy) / ©? dx
0 0
L L 00
+(p2 + Ngog)/ Y2dr + (Ce, + N3064)/ (/ g(8)|n.|? ds) dx
0 0 0

L [e’e)
+C’63/ (/ g(s)|77xt\2d3) dz
0 0

- = o) (a0 + [ an(tas)

2

2

- = Co) (B0 + [ atoma(0,9)ds)
0
Escolhemos ¢ > 0 de tal forma que

0Cy < min{g , 63},

e depois tomando N3 > 0 suficientemente grande de modo que
N3 > Cs.

Da desigualdade acima temos

iF(t) < —E/L] +9)? dx — E—N /L 2 dx
dt 3 =~ 2 0 (P:p 8 3€4 0 gpx

k L L
+ (C’o + N3C,, + g) / Y2dr + 263/ 2 dx
0 0

L L [e'e]
+ (p2 + N3Cy) / 7,/1? dz + (Ce, + N3C,) / (/ g(s)|7736|2 ds) dz
0 0 0

L [e’e)
+C’63/ (/ g(s)]nwt\zds) dz.
0 0
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Agora, fixando €4, dado no Lema [1.6] de maneira que

O<e < K
€ —_—.
18N,

Segue da desigualdade acima que

d k[t ) Ly
—Ft) < —= | |p.+¢)°de+2e [ ¢fda

k L L
+ (Co + N3Ce, + g) / Y2dx + (p2 + N3C2)/ V7 dw
0 0

+ (Cey + N3C.,) /OL (/Ooog(s)]nxfds) dz

L [e’s)
—1-063/ (/ g(s)|77m|2 ds) dz,
0 0

por fim basta tomar
T = 2€3

e a constante

k
CT = 00+N3CE4 + = +/)2+N302+CES

8
para obtermos a desigualdade desejada. 0
Definamos o seguinte funcional
L
Fy(t) == —/ [orove + pahut)] da (4.31)
0

Lema 4.8. Eriste uma constante C5 > 0 de modo que

d L L L
—Fy(t) < —Pl/ o7 dx — P2/ V7 dx + /f/ o + Y| dx
0 0 0

dt
L ')
wo | [w§+ / g<s>|nx12ds} d.
0 0

Demonstra¢ao. Derivando Fy(t) em relagao a t obtemos

d L L L L
EF4<t> = —/ p1pup dr — pl/ ©? dx — / P2y dx — pg/ Y7 du.
0 0 0 0

Substituindo p1py e patdy, dados por (4.1) e , respectivamente, temos

d L L L
—Fy(t) = —k:/ (pz +V)ppdr — py / gpf dr — b/ V) d
0 0 0

dt
—/OL </Ooog(3)77:md8)¢d1]+k/0L(§0m+¢)@/)d$—p2/OLq7/)t2dx.
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Por integragao por partes, lembrando as condigoes de fronteiras dadas por (4.4)),
obtemos

d L L L
SR = o [ tar—p [ ideer [Ceos o
0 0 0

+3/0L¢§dx+/0L (/OOOQ(S)deS) Yy d.

Pela desigualdade de Hélder, Teorema [1.29] segue que

d L L L
G0 < o [ Gdoop [ wtdosk [ lev P
dt 0 0 0

/oL (/OOOQ(S)mds>2 dr : [/j‘bidﬂfr.

Segue da Proposi¢ao e da desigualdade de Young, Corolario [I.13] que

L
+b/ V2 dx +
0

d L L L
d—F4( ) < —,01/ @? d:r;—pg/ 2/1? dx+/€/ |gox—|—1/1|2da:
t 0 0 0

L ')
wou | [w§+ / g<s>|m|2ds] .
0 0

para uma constante positiva Cs. O

Proposicao 4.9. Como nos lemas anteriores, existe uma contanste C'. > 0 tal
que

d o7 ko[t ) Ly R
F3() _F4<t) < -7 |90x+¢| de —7 thdx"i_CT %«dx
dt p1 4 Jo 0 0
L [e) 00
ror [t [Taompas s [T ol as] ar
0 0 0
Demonstragao. Segue dos Lemas [4.7] e [4.§ que
d 27 ko[t 27k
Hrw+Zro} < -5 [arvra- (522 [N svpa
P1 4 Jo
L 2
_T/ gofdx—l—(CT— TPZ)/ Y2 da
0 P1 0
9 L
+(CT+ CST)/ Y2 dx
2
n < CS T) / / |77:v|2 dsdzr
+C’// 8)|nae|? ds da.

Tomamos €3 dado no Lema [4.5] satisfazendo

0<2€3<k1,
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de modo que 7 = 2¢3 verifica

P1
0<T<—.
TSR
Denotamos
07,— _ CT + 2037"
P1
e dai
d 27 k(" 2 L 2 / g 2 2
GiRO+ RO < <5 [eted-r [Cddeeon [ o]
dt P1 4 Jo 0 0
L o) fe’e)
+C"T/ [/ g(s)]nx\2d8+/ g(s)|77xt]2ds} dex.
0 0 0
como queriamos mostrar. O]

De posse dos lemas e proposicoes anteriores, seremos capazes de provar o
resultado principal deste capitulo.

Demonstragao do Teorema 4.1

Demonstracao. Introduzimos o funcional £ como sendo

L(t) =e(t)+ p {Fd(t) + i—TFZ;(t)} :

para algum p satisfazendo

b
0 — 4.32
NURSTOR (4.32)

onde C! é dado na Proposigao [4.9] .

Pelas Proposigoes (4.4)) e (4.9)), temos

d L Napob L
G0 < —pr-a) [Cae- B o o) [Cata
~———J0 2 0

s

a1 A ~~
a2

g L
- 5 - CNQEQ — /JJC/T / ¢g2g dx
0

N J/
-~

as

k L
— (MZ — 2N2€2> / |90g; + ¢|2d$
0

g

(o7}
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lel ) L 0o )
=5 - (Cy + NoCy + uC'5) g(8)|n.|* dsdx
o Jo

v~
«

Nk' L [e%e)
—( ;1—u0@) | [ snaasar
0 0
as

J/

Afim de termos oy positivo, fixamos €;, dado no Lema (4.2)), de modo que
0 <e < pr.

Escolhemos Ny > 0, dado em (4.19)), satisfazendo

2
Ny > ——(C. + puC,
2 prO( pC's)

de modo que ay seja positivo. Agora, devido a (4.32]), se escolhermos €3, dado no
Lema (4.3)), de modo que

b wk
0 < €5 < mi —
@ mm{4CN2 ’ 8N2}’

conseguimos az > 0 e ay > 0. Por fim se tomarmos N;, dado em (4.19)), de
maneira que

2
N1 > /{}_ (Cl + NQCEQ + ,LLC/T)
1
conseguimos as > 0 e ag > 0.

Portanto escrevendo a = 1r<ni£15{an} obtemos a seguinte desigualdade
SN

d
— < —aB(t
dtﬁ(t) < —aE(t) t>0,
o que implica em
t
a/ E(s)ds < L(0) — L(t), Vt>0. (4.33)
0

Por outro lado, pela desigualdade de Holder, Teorema [I.29] desigualdade de
Young, Corolario e pelas defini¢oes das energias E(t) e Fa(t), aplicados em
cada um dos funcionais definidos anteriormente, nao é dificil mostrar que existe
uma constante § > 0 tal que

L(t) < B(E(t) + Ex(t)), vt € [0,00).
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Logo,

L£(0) — L(t) [L(0)] + |£(2)]

<
< BIEQ) + Ex(0)) + (E(t) + Ex(1))]-

B
Segue do fato que as energias F(t) e Es(t) sdo funcionais decrescentes que
L(0)— L(t) < 26 (F(0) + E5(0)), (4.34)

para todo ¢ nao negativo.

De (4.33)) e (4.34) obtemos
t 26
E(s)ds < - (E(0) + E»(0)). (4.35)
0
d
Como aE(t) <0,Vt>0, temos
4 {tE(t)} = E(t) + tiE(t) < E(t)
dt B dt -
24 .
Denotando Cy = —, de (4.35]) concluimos que
o
Cy

E(t) < — (E(0) + E2(0)) .

t



Consideracoes Finais

Neste trabalho usamos a teoria de semigrupo para provar a
existéncia e unicidade de solugao para um sistema de Timoshenko
com Histéria o qual representa um modelo para vigas retas de

comprimento L. Além disso usamos propriedades do gerador
infinitesimal do semigrupo associado ao sistema para mostrar que

P1 P2

ele é exponencialmente estavel se, e sé se, T = Quando nao

ha estabilidade exponencial mostramos a estabilidade polinomial pelo
método da energia.
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