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Resumo

PAULA, Julio Cesar de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2011. Exis-
téncia de solugoes para um problema eliptico usando a Aplicagao Fibracao
Orientador: Olimpio Hiroshi Miyagaki. Co-orientadores: Margareth da Silva Alves e
Anderson Luis Albuquerque de Aratjo.

Esta dissertacao é dedicada ao estudo da Aplicacao Fibragao seguindo o trabalho
desenvolvido por Kennedth J. Brown e Tsung-Fang Wu [ver [6]]. Neste artigo os autores
utilizam a Aplicac¢do Fibracao introduzida por P. Drabek e S. I. Pohozaev [ver [9]] para
fornecer uma prova simples de existéncia de solugoes positivas para a classe de problemas
elipticos do tipo

(P)

—Au = Aa(x)u! + b(z)uP, se x €
u=0, se x €N

=N 92 . .~ .. .
onde Au = Y77 2%, Q é uma regido limitada do IR" com fronteira suave, com 0 < ¢ <
N2 '

l<p<F5, A>0ea,b:Q — IR sao fungoes reais, suaves que podem mudar de sinal

em ().



Abstract

PAULA, Julio Cesar de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February of 2010. Exis-
tence of solutions for an elliptic problem using the Fibering Maps. Adviser:
Olimpio Hiroshi Miyagaki. Co-advisers: Margareth da Silva Alves and Anderson Luis
Albuquerque de Aradjo.

This dissertation treat the study of fibrary maps as well as its application, following
work by K. J. Brown and T. F. Wu [see [6]]. There, the authors apply the fibery maps
introduced by P. Drabek and S. I. Pohozaev [see [9]] in order to present a simple proof of
the existence of positive solutions for the following class of elliptics problems of the type
{ —Au = da(x)u? + b(x)uP, se x €

(P)
u=20, se x €N

when Au = Zzzf[ gix:;, Q ¢ a bounded smooth domain of R, with0 < ¢<1<p< %,

A>0ea,b:Q— IR are smooth sign changing weight functions.

vi



Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideragoes iniciais

Esta dissertacao é baseada no artigo de Kenneth J. Brown e Tsung-Fang Wu, intitulado
"A Fibering map approach to a semilinear elliptic boundary value problem", como pode
ser visto em [6].

Analisaremos como aplicar o Método da Aplicacao Fibracao, para resolver uma certa
classe de problemas elipticos de Equagoes Diferenciais Parciais, ou seja, queremos encon-
trar as possiveis solugoes da seguinte classe de problemas

P) —Au = da(x)u? + b(x)uP, se x€Q
u=0, se x€df)

= 2 . .~ .. .
onde Au = ZZ:?{ gTZ, Q) é uma regiao limitada do IR™ com fronteira suave, com 0 < g <
l<p< %, A>0ea,b:Q — IR sao fungoes reais, suaves que podem mudar de sinal

2
em €.

O Método da Aplicagao Fibragao ¢ uma 6tima ferramenta para resolugao de Problemas
Diferenciais Elipticos. Ele é um método variacional e é baseado no Método de Nehari,
relacionando a Variedade de Nehari com a Aplicacao Fibragao, relagao esta introduzida
inicialmente em [5] e [9]. Como veremos, o funcional de Euler é melhor comportado sobre
esta Variedade.

Este método relaciona o funcional de Euler associado ao problema (P) com uma fungao
real e como veremos adiante, as informagoes sobre esta fungao (como pontos de maximo,
pontos de minimo, intervalos de crescimento, intervalos de decrescimento,etc) nos aju-
darao a fornecer uma demonstragao simples da existéncia de solu¢oes positivas para o
problema (P).

Em 1994, no artigo "Combined effects of concave and convex nonlinearities in some el-
liptic problems"|ver [14]], os pesquisadores A. Ambrosetti, H. Brezis e G. Cerami comegaram
a estudar a classe de problemas (P), neste artigo os autores estudaram o problema (P)
com a =1 e b= 1, onde mostraram alguns resultados de existéncia e nao existéncia de



2 1.2. ESTRUTURA DA DISSERTACAO

solugoes, dependendo do parametro A, usando os métodos de sub-solugao e super-solucao.
Apo6s a publicacao deste artigo esta classe de problemas tem sido estudada por muitos
pesquisadores como em [5], [7], [8], [15], [14] e [10].

O problema (P) também tem sido estudado recentemente em [8] usando o Teorema
do Passo da Montanha e em [10] e [15] usando a Variedade de Nehari.

Como pode ser visto em |7], esta classe de problemas elipticos de EDP modela varios
problemas da fisica-matemaética e da dinamica das populagoes.

1.2  Estrutura da dissertacao

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 2, definiremos a variedade de Nehari e a Aplicacao Fibracao e veremos
como estes dois conceitos se relacionam.

No Capitulo 3, faremos uma completa descri¢ao da Aplicagao Fibragao associada com
o problema (P), ou seja, iremos estudar todos os casos possiveis, para conhecermos o
comportamento da Aplicacao Fibracao.

No Capitulo 4, usaremos as informagoes obtidas no capitulo 3, para fornecer uma de-
monstragao simples da existéncia de pelo menos duas solugoes positivas para o problema
(P), para A suficientemente pequeno.

No Capitulo 5, mostramos que o funcional de Euler associado ao problema (P) é de
classe C'(W,*(Q), IR) e encontramos a forma da sua derivada.

No Capitulo 6, usaremos alguns resultados da Teoria Classica de Regularidade e o
argumento "bootstrap"para mostrarmos que as solugoes fracas encontradas para o prob-
lema (P), s@o na realidade solugoes classicas.

No Capitulo 7, apresentamos algumas definicoes e alguns resultados de Teoria da

Medida e Integracao, de Espagos de Sobolev, de Equacoes Diferenciais Parciais e de
Anélise Funcional que foram utilizados nesta dissertacao.

1.3 Notagoes usadas nesta dissertacao

Neste trabalho usaremos as seguintes notagoes:



1.3. NOTACOES USADAS NESTA DISSERTACAO

Coo(©)
Lr(Q)

We(Q)
HY(Q) = W2(Q)

Hy ()

Uy — U

(@)

espago das fungoes de classe C* com suporte compacto em (2
{u: Q — IR mensuravel; [, |u(z)[Pdz < co,1 < p < oo}

munido da norma |ul, = [ [, |u(x )|Pdx]?
{ue LP(Q);3g € LP(Q) tal que [, up'dr = — [, updz, Vo € C°(Q)}
{u e L*();3g € L*(Q) tal que [,u¢'de = — [ updr, Yo € C(Q)}

munido da norma  |[ul| g1 (q) = [f;, |[Vul?da + [, [ul*dz]?
¢ o fecho de C5°(Q) em H'(Q)

munido da norma  |Jul| = [lull g1 ) = [/ |Vu|2dz]2
denota o produto interno entre u e v, associado a alguma norma

Convergéncia forte (em norma)
Convergéncia fraca
{f:Q — IR, fé Holder-continua com expoente «
e possui extensao continua em Q}

{u:Q— R;ueC!

cuja derivada é Holder continua com expoente « € (0,1)}



Capitulo 2

O Método da Aplicacao Fibracao e a
Variedade de Nehari

Neste capitulo definiremos o funcional J, associado ao problema (P) e a variedade de
Nehari e veremos como eles se relacionam.

Mostraremos também que o funcional J, é melhor comportado quando definido sobre
a Variedade de Nehari, M, (Q) € W,*(Q), do que sobre seu dominio todo W, >(€2).

Definiremos também a Aplicacao Fibracao, como foi dito na introducao, e veremos
sua relacao com a Variedade de Nehari.

2.1 Consideracoes Iniciais

O funcional de Euler J : W *(Q) — IR associado ao problema (P) ¢ dado por:

1 A 1
Ta(u) = E/Q\Vu\de— m/ﬁa(mﬂu\qﬂdx - [ e
para toda u € Wy (Q).

O funcional J) € Cl(VVO1 2(Q), R), como esta mostrado no Capitulo 5, com

Jﬁ\(u)v:/Vquda:—)\/a(x)|u]q1uvdw—/b(w)|u\p1uvdx.
0 Q 0

Em particular

Rwpu = [ [VuPde = [ a@lutds [ vl e
Q Q

Q

Note que J, esta bem definido.
De fato:

i) 1 [, |Vul*dz = $||lul]* < oo
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i)

[ a@tirtae <) [ a@purtiasl < [ jo@lias
Q

< max|a(x)|/|u|q+1dx<oo
e 0

pois u € Wy?(Q) entdo segue das imersdes continuas de Sobolev (W, *(Q) <
L™ (Q);r € [1,2*] (ver Teorema 7.15)) que u € L9T1(Q). Portanto,

A
—— [ a(x)|u|"dr < .
q+1Jg

iii)

/b(x)\U|p+1daz§ |/b(:c)|uyp+1d;c| < /’b(x)|’u‘p+l|dx
Q 0 0

< max|b(x)|/ lulPdr < oo
e 0
pois u € Wy*(Q) entdo segue das imersdes continuas de Sobolev (W,?*(Q) —

L"(Q);r € [1,2*] (ver Teorema 7.15)) que u € LPT(2). Portanto

1

) b(x)|ufPdr < oo,
p

Segue que Jy esta bem definido para toda u € W, ?(Q).

Lema 2.1 O funcional Jy nio € limitado inferiormente em W, (Q).

Demonstracao: Considerando sem perda de generalidade que fQ z)|o|" dr > 0 e
Jo b(2)]|o[PTdx > 0, para alguma ¢ € C° C Wy?(Q), com ¢ > 0 em Q e considerando
t > 0, temos que:

I(to) = / VioPds - —— [ a@ter e~ —— [ Woltoptida

)\t +1 tp-‘rl
- 2 _ q+1 _ p+1
- / Vode =20 [ a@lol e = [ w@lor s

p )\ q — L p
= (275:0 ol - m/{za(@w “ldx | Qb($)|¢| Hdw)
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fazendo t — oo e como 0 < ¢ < 1 < p, concluimos que J,(t¢) — —oo, ou seja, Jy nao é
limitado inferiormente em W, ().

O

Estamos procurando um subconjunto de VVO1 2((2) onde o funcional J, seja melhor
comportado, mais especificamente onde este funcional seja limitado inferiormente.

2.2 Variedade de Nehari

Definigao 2.2 A Variedade de Nehari associada ao funcional Jy € dada por
My(Q) = {u € W, *(Q) :< J5(u),u >= 0}
onde <, > denota a dualidade usual.

Assim,

we My(Q) & Ji(w)u =0 < / Vul2de )\/
Q Q

o) u| " dz — / b() |l da = 0
Q

Esta claro que My (Q) € W, () e agora vamos caracterizar o funcional definido sobre
a Variedade de Nehari. Note que se u € M,(§2) temos Ji(u)u = 0 e, portanto

) = JM)—qilJ&(U)u
Lo /|v 2dz — ——]ﬁ)/gb(x)|u|p“dx
e, analogamente,
M) = A(u) ()
p+1
- (2 - /|Vu|2dac— ——]ﬁ)/ﬂa(ac)\uwﬂdx.

Proposicao 2.3 O funcional Jy é coercivo e limitado inferiormente em My(S2).

Demonstragao: Seja u € M,(€2), temos

1
I(u) = (= — m / |Vu|2dm —AN— — m)/ga(x)|u|q+ldx
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e temos também que:

/a(x)|u|q+1dx <
Q

/ a(x)|u|tde
Q

S‘/MMMWM
Q

< max|a(x)|/ |7 dz.
e [¢)

Usando a desigualdade da Imersdo Continua |u|,41 < Chflu|| [Ver Teorema 7.15], em
que C1 = max,q|a(z)] > 0 e Cy > 0, obtemos

[ a@ulrds < maxata)] [ Jul e < € Callul
9} e Q

Consequentemente,
- [ @l = ~CiCalfule
Q
3w = (5= g I3 (g = ) ™ 2 Jul? (= il #77)
“\2 p+1 g+1 p+1
onde C3 = (5 — m) >0e Cy = NCCy <q+1 — ﬁ) Utilizando a desigualdade acima e

observando que 0 < ¢ < 1, concluimos que

lim Jy(u) = 400
||| =400

Jy é coercivo.

Vamos mostrar agora que .J, é limitado inferiormente.
Como limy|—00 J (1) = +00, entao para todo N > 0, existe M > 0, tal que

Ja(u) > M para |lu|]| > N.

Por outro lado, se |Ju|| < N

—J)\<U) S ’J)\
1
- ]—/]Vu|2dm——/ (@) dr — —— [ b ufda
p+1Jq
A 1
< —Hu\|2dx+—maxya|/ ]u\q+1dx+—max]b\/ Pz
2 g+1 @ Q p+1 @ Q
1
< §||U||2+01||U||q+1+02||UHP+1
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implicando
ou seja,

Portanto J, é limitado inferiormente.

Observacao 2.4 A defini¢cao de coercividade estd no Capitulo 7.

Enfatizando o que foi dito inicialmente, mostramos que sobre a variedade de Nehari,
o funcional J\ é melhor comportado (coercivo e limitado inferiormente).

2.3 Aplicacao Fibracao

A Variedade de Nehari esté intimamente relacionada com o comportamento das funcoes da
forma ¢, : t — J\(tu)(t > 0). As aplicagoes desta forma sdo conhecidas como Aplicagoes
Fibragao e foram primeiro estudadas por Drabek e Pohozaev [ver [9]] e também discutidas
por Brown e Zang [ver [5]]. Se u € W,?(Q), temos:

u(t) : / |[Vul*d Al / () u|* dx " / b(x)|ufP* da
u(1) = — ul?dr — a(x)|u —
2 Jq q+1Jq p+1Jg

o, (t) = t/ |Vul*dz — )\tq/a(x)|u|q+1dx —tp/ b(x)|u|PTde
Q 0

Q

S(¢) = / Vuldr — Agtt! / o) u|" dz — pt=! / ()l da
Q Q Q
A proposic¢ao abaixo relaciona a variedade de Nehari e a Aplicagao Fibragao.

Proposicao 2.5 Seja ¢, a aplicacao definida acima e u € W01’2(Q), entao:
(i) ue M\(R2) se, e somente se, ¢.(1) = 0.
(11) Mais geralmente tu € My(Q) se, e somente se, ¢, (t) = 0.
Demonstracao:

(i) Note que

¢ (1) = /Q |Vul?dz — A[la($)|u|q+1dx — / b(x)|ulPtde = J5(u)u.

Q
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(i) («=)
0= d.(t) :t/Q|Vu|2dx—)\tq/ﬂa(m)]u|q+1daz—tp/ﬂb(x)|u\p+1dx

e multiplicando esta equagao por ¢, temos

0= t2/ |Vul*dz — At / a(x)|u|dr — T / b(x)|ulPdr = J5(tu)tu
0 Q Q

(=) Como tu € M,(9), temos que

0= J(tuptu = [ [Vulde 20 [ a(@ful s = o4 [ a)fup .
Q Q

Q

Dividindo esta equagao por t, temos

0= t/ |Vu|*dr — )\tq/ a(z)|u| " dr — tp/ b(z)|ufPdx = ¢,,(t)
0 Q

Q

O

Desta forma, os elementos em M, (2), correspondem aos pontos estacionérios da Apli-
cacao Fibracdo. Assim é natural subdividir M,(€2) em subconjuntos, onde para cada
u € W,?(Q) fixada, o nimero 1 é um ponto critico de ¢, ou seja, é um ponto de minimo
local, um ponto de méximo local ou um ponto de inflexao e assim definimos os subcon-
juntos de M, (2)

My (Q) = {u € My(Q); ¢;(1) > O}
M () = {u € Mx(2); ¢, (1) < 0}
M(Q) = {u € My(Q); ¢;(1) = 0}

Lema 2.6 Se u € M,(Q), isto ¢, ¢! (1) =0, entao

Pu(l) = (1—Q)/Q|VU\2CIZC—(p—q)/gb(x)]u\p“dx
_ (1—p)/ﬂ|vu|2dx—A<q—p)/ga(x)|uyq+ldx. (2.1)
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Demonstracao:
Seja u € My(Q2) entao ¢, (1) =0, logo

1) — q¢,(1) =

/ |Vul*dz — )xq/ a(r)|ul" dw —p/ b(x)|ulPtdr — q(/ |Vul*dz
Q Q

A a@ludde— [ dolalrdn) = (=) [ [VaPde— =) [ bl

Analogamente, fazendo, ¢!/(1) = ¢!/(1) — q¢,(1), obtemos

¢u(1) =

¢1(1) = (1-p) / Vuldz — Mg - p) / ()|l dx

Como provado em Brown e Zhang [5], temos o seguinte lema

Lema 2.7 Suponha que ug € um minimo ou mdzimo local para Jy em My(2), entdo se
ug nao pertence a MY(Q), ug € um ponto critico de Jy.

Demonstracao:
Seja up um ponto de méaximo ou minimo local de Jy em M,(€2) entao pelo Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange [Ver Teorema 7.11|, existe § €R, tal que

T (uo) = 6F" (uo) (2.2)

F(ug) = [ |Vug|*dx — )\/ a(x)|uo| ™ dx — / b(x)|uo|P T dr = J} (ug)ue = 0.
Q Q

/\Vuo\de—)\/a(x)]uo\q“dx—i—/b(x)\u0|p+1d$ (2.3)
Q 0 Q

e derivando F|, temos:

F’(uo)u0:2/ |Vu0|2dx—/\(q+1)/
Q

a(x)|uo|" tdz — (p+ 1) / b(x)|uo|P M dr =
Q Q

:2/ !Vuo|2d:c—)\q/a(:c)|u0\q+1d:c—)\/a(g;)’uo|q+1dx_p/b<x)|uO|p+1dx_
Q Q 0 ;
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— /Q b(x)|uo|P T da. (2.4)

Substituindo (2.3) em (2.4), temos

Fluauo = [ [Vuofde =g [ alelul™de —p [ oa)luop™'de = o7,(1)
e de (2.2), temos
0 = Jy(uo)up = 0F" (uo)uo = d¢i; (1).
Como ug nao pertence a MY (€2) entao ¢!, (1) # 0. Logo 0 = 0, e assim J}(ug) = 0.

Portanto ug é ponto critico de J,.
O

Observagao 2.8 No lema anterior, mostramos que F'(ug)ug = ¢ (1), portanto se o

conjunto MY(Q) = & entio F'(ug)ug # 0, ou seja, se MY(Q) = @ entao My(Q2) € de fato
uma Variedade.



Capitulo 3
Analise da Aplicacao Fibracao ¢,

Neste capitulo forneceremos uma completa descricao da Aplicagao Fibracao associada
com o problema eliptico (P).

3.1 Descricao da funcao m,

Veremos que a natureza essencial da Aplicacao Fibracao ¢, é determinada pelo sinal de
Jo a(@)|u|"dx e de [, b(x)|ulPT dx.

Para isso consideremos a func¢ao
my(t) = tl_q/ \Vul*dz —tp_q/ b(x)|ulP M dx. (3.1)
Q Q
Lema 3.1 Parat >0, tu € M(f2) se, e somente se, t € solugdo de
mu(t) = A / o) [u|" dz. (3.2)
Q

Demonstracgao:
Substituindo (3.2) em (3.1), temos:

A / o) [u]" dz = 10 / Vulde — 70 / () ulP da
Q Q Q

0= tl—q/ |Vu|2dx _ )\/ a(x)|u|q+1dx _ tp—q/ b($)|u|p+1d:p,
Q Q

Q

Multiplicando a equac@o acima por t9!, obtemos

0= t2/ |Vul|?dx — Atq+1/a(x)|u|q+1d$ — tp+1/b(x)|u|p+1dx
Q Q Q

ou, equivalentemente

12
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J4 (tu)tu = 0.
Logo
tu € M)\(Q)

E derivando (3.1), temos também que
wif) = (1= [ [VuPds— gt [s@ppian 53
0 0

Note que quando [, b(z)[ul’*'dz < 0,t>0e0< ¢ <1< p entdo m, é uma funcio
estritamente crescente.
De fato, se t > 0 entao

wi ) = (1=t [ [VuPde— (p— et [ aupide >0
Q Q
sempre que [, b(x)[u[PT'dr <0e0 < g <1<p. Em, tem o grafico como na Figura 3.1.

F 3

Figura 3.1: Possivel forma de m, quando [, b(z)|u[’*'dz < 0
Note também que quando [, b(z)[u[P*'dz >0,t>0e0 < ¢ <1 < p entdo m, ¢ uma

funcao crescente e depois decrescente com um tnico "ponto de viragem".
De fato, por (3.1) sabemos que:

my(t) = t'" %y — P~ %k,.
onde ky = [, |Vul|*dz > 0 e ky = [, b(x)[u[Pt'dz > 0.

Derivando a expressao acima, temos:
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ml (t) = (1 — @)t %k, — (p — Q)t* " ky.

u

Assim

ml(t) =t ks — P91y (3.4)

onde (1 —q)ki=ks>0e (p—q)ka=Fkys >0

Queremos encontrar os intervalos onde a fungao m,, é crescente e onde ela é decrescente,
e também queremos saber se esta fun¢ao tem pontos de méaximo, de minimo ou de inflexao.
Fazendo m! (t) = 0, temos

k
oy = P gy = 2 = P!
k4
=
e assimt =ty = ’,z—i """ ¢ o tnico ponto critico de m,,.
(i) Para
=
=
t<ty= (—3) (3.5)
k4
temos

1 ka\ P 1
za>(E>

Multiplicando esta ultima desigualdade por k3, obtemos

k by \ 71
ﬁ>%(4) (3.6)

ta ks

de (3.5), segue que

ks 7T
a1 2
= <k4)

Multiplicando esta ultima desigualdade por —ky4, temos

q p—q—1

R VA T M (3.7)

e substituindo (3.6) e (3.7) em (3.4), temos
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q

p—g—1
1

ko P—1
m! (t) = tiqu — tpiqilkzl > ks (/{;_4> — ]{If 1]{5 >
3

p— p—g—1

> krplkrpl—kplkpl = 0.

Logo para t < ty, temos que m, (t) > 0 e portanto m,, ¢ crescente em (0, ).

(ii) Para

temos

1 (k)T
7 (&)

Multiplicando esta ultima desigualdade por k3, obtemos

kg k4 pq p=q=1
— < k3| — = k377! k:” 3.9
ta < K3 (kg) ( )

de (3.8), segue que

]{33 ;’I ’
tpqul o
g <’f4>

Multiplicando esta ultima desigualdade por —ky4, temos

p—g—1
— kyt?T T < k- 1k3p ! (3.10)
e substituindo (3.9) e (3.10) em (3.4), resulta que
m,(t) = t ks _tp gk

< kT RDT kP T =0,
Logo para t > to, temos que m/ (t) < 0 e, portanto, m, ¢ decrescente em (tg, +00).

Resumidamente, temos
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Y

Figura 3.2: Possivel forma de m, quando [, b(z)|u[’™'dz > 0

m,(t) >0 se t<tp
m.(t) <0 se t>t

e observando que
limm,(t) =0 e lim m,(t) = —oc0
t—0 t—o0

podemos concluir que m, tem o grafico como na Figura 3.2.

Uma importante observagao ¢ que, se tu € M,(Q2), segue de (2.1) e (3.3) que

(1) = t72ml (1) (3.11)

tu

De fato,

L) = (-0 [ [VuPde = (- 9t [ ba)luptids
Q Q

= o (@t [ [Vlde = - et [ o)

= 12l (t).

Esta observacao tem uma grande importancia para este capitulo, pois se conhecermos
o sinal de m/ (t), conheceremos o sinal de ¢}, (1), e assim podemos saber se ¢y, tem um
ponto de méximo local, de minimo local ou um ponto de inflexao.

Resumidamente, temos

tu € My (Q) se ml(t) >0
tu e M, (Q) se ml(t) <O.
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3.2 Descricao da funcao ¢,

A partir de agora iremos descrever a natureza da Aplicagéo Fibracao (como foi dito no
inicio deste capitulo) para todos os possiveis sinais de [, a(x)u|"dz e de [, b(z)|ulPT dx.

12 Caso: Quando [, a(x)u|''dz <0 e [,b(z)|ufPTdz < 0.

Relembrando que

o, (t) = t/ |Vul*dz — )\tq/a(x)|u|q+1dm —tp/ b(x)|u|PTde
Q 0 0

temos

Gu(t) >0

pois t > 0. Logo ¢, é crescente e como ¢/, (t) > 0 pela Proposi¢ao 2.5, concluimos que
tu ¢ My(Q), isto é, nenhum multiplo de u esta em M,(2). E o grafico de ¢, tem a forma
mostrada na Figura 3.3.

by T /

= "

Figura 3.3: Possivel forma de ¢, quando [, a(z)[u|"'dz <0 [, b(x)|u[PTdz < 0.

22 Caso: Quando [, a(z)|u|"dx > 0e [,b(z)|u[P™dx < 0.

o / Vuldz — 0 / b() |l da
Q Q

Relembrando que
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ml ) = (1= @t [ [Vulde = (- [ bl ids
Q Q
temos
my,(t) >0,

poist>0e0<q<1<p. Logom, éuma funcao crescente e observando que

limm,(t) =0 e lim m,(t) = +o0

t—0 t—00
concluimos que seu grafico tem a forma da Figura 3.1

Afirmamos que a equagdo (3.2) tem uma tnica solugao.
De fato, como m, é continua e lim;_,q mu(t) = 0, para t; suficientemente pequeno
temos que

my(ty) < )\/ a(x)|u|"dr
Q

e como limy_,o, m,(t) = 00, existe ty suficientemente grande tal que

my(tz) > )\/ a(x)|u|"dx.
Q

Definindo m,, : [t1, t2] =R, sabemos que m,, é uma fungao continua com

may(t) < )\/Qa(x)|u|q+1dx < My (t2)

Resulta do Teorema do Valor Intermediario que existe t,, € (t1,t2), tal que,

my(t,) = )\/Qa(a:)\u|q“dx

e como m, ¢ uma fungao estritamente crescente, concluimos que ¢, ¢ tnico, ou seja, a
equacao my(t) = A [, a(z)|u|"'dz, tem uma unica solucao.

Desta forma, existe exatamente uma tnica solugao t, de (3.2) e, de acordo com o Lema
3.1, segue que t,u € My ().

Como t,u € My(2), m) (t,) > 0 e t, > 0, segue de (3.11), que
fa(l) =t mi (L) > 0
isto &, t,u € M, ().
Note, também que ¢/ (t,) = 0, ou seja, a aplica¢do ¢, tem um tnico ponto critico
t =t, que é um ponto de minimo local.
De fato, uma vez que J3(t,u).(t,u) = 0, temos
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ti/ |Vul*dz — )\tZJrl/a(x)]u\quldx —tﬁ“/b(x)]u?“dx =0
Q 0 0

e multiplicando a equagao acima por ¢!, temos

0= tu/ |Vul?dz — Ml / a(x)|u|"tdr — tﬁ/ b(x)|ulPTde = ¢ (t,).
Q Q Q

Além disso,

(mais especificamente, quando ¢ — 0 a fungao ¢, se aproxima do zero, por valores nega-
tivos).
De fato,

2 AL 1
oOu(t) = /|V |d:p— /a(x)|u|q+1dm— /b(a:)|u|p+1dx
Q Q

qg+1 p+1

e colocando t?*! em evidéncia, obtemos

1—q P—q
du(t) =t (t_ / Vuds — —— [ a@)ulrids - 2 / b<x>|u|”“d‘”)'
2 Q Q Q

qg+1 p+1

Lembrando que 0 < ¢ < 1 < p, é facil ver pelas duas equacoes acima que
li li =0.
im ¢, (t) = oo e limg,(t) =0

Vamos supor por absurdo que ¢,(t) > 0 para valores pequenos de t, logo

tlat1)— +p+1)—2
/\Vu| dx > /a(x)|u|q+1dx+ /b(:r)\u|”+1dx
Q p+1 Jo

pois t2 > 0. Passando o limite quando t — 0 na desigualdade acima, obtemos a > 400,
onde a € IR, o que é um absurdo. Logo para valores pequenos de ¢, ¢, se aproxima do
zero por valores negativos.

Do que foi observado acima, segue que ¢, tem seu grafico como mostrado na Figura
3.4.

32 Caso: Quando [, a(z)|u|"dx < 0e [,b(z)ulPtdz > 0.

Como fQ )u[Pttdx > 0, provamos no inicio deste capitulo que,

m,(t) >0 se t<tp
m.(t) <0 se t>t
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Py

Figura 3.4: Possivel forma de ¢, quando [, a(x)lu|*"'dz >0 e [, b(x)ufPt'dr <0

limm,(t) =0 e lim m,(t) = —o0.
t—0 t—o00

Logo, podemos concluir que m,, tem o grafico como na Figura 3.2.

Assim para t > to temos m/,(t) < 0, ou seja, a fun¢ao m, é decrescente a direita de to,
e provamos também que

lim m,(t) = —o0.
t—o0

Como nesse item (iii) estamos considerando [, a(z)lu|!dz < 0, entéo

)\/ a(x)|u|"dx < 0.
Q

Sendo m, uma func¢ao continua, existe um tnico ¢, > 0 tal que

My (ty) = /\/Qa(a:)\u|q“dx <0.

Portanto, existe exatamente uma tnica solugdo t, de (3.2) e, de acordo com o Lema
3.1, segue que t,u € My(Q).
Como t,u € My(2), m) (t,) <0 et, >0, segue de (3.11), que
ha(1) =157, (t,) <0
isto é, t,u € M, ().
Como feito no item (ii), mostra-se que ¢! (t,) = 0, ou seja, a aplicacao ¢, tem um
dnico ponto critico t = t,, que, neste caso, é um ponto de maximo local.
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Além disso, podemos ver que

lim ¢,(t) = —o0 e lim¢,(t) =0
t—o00 t—0

(mais especificamente quando ¢ — 0 a funcao ¢, se aproxima do zero, por valores positi-
VOS).

Do que foi observado acima, segue que ¢, tem seu grafico como mostrado na Figura

3.5.

& [

FT T8

>
t

Figura 3.5: Possivel forma de ¢, quando [, a(x)lu|!"'dz <0 e [, b(x)|u["T'dz > 0

42 Caso: Quando [, a(z)|u|"™dz > 0e [, b(z)ulPt dz > 0.

Neste caso, a situacao é mais complicada, como veremos adiante.

Como [, b(x)[ulP*'dx > 0, provamos no inicio deste capitulo que,

m,(t) >0 se t<t
m,(t) <0 se t>t

limm,(t) =0 e lim m,(t) = —oc0.
t—0 t—o00

Logo, podemos concluir que m,, tem o grafico como na Figura 3.2.

Se A > 0 é suficientemente grande entao a equagao (3.2) nao tem solugao e dai ¢, nao
tem ponto critico para todo ¢t > 0.

De fato, podemos tomar A* > 0, de forma que:

may(to) = I¥1>aoxmu(t) <A /

Q
Portanto a equacgao m, nao tem solugao para todo A* < A, pois

a(x)|u|"dr < )\/ a(z)|u|dr, VAT < A
Q
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my(t) < my(ty) < )\/ a(x)|u| ™ dr, YA* < .
Q

Assim para A > 0 suficientemente grande, temos

o, (t) = t/ |Vu|*dx — /\tq/ a(z)|u|tdr — tp/ b(x)|u[fdr <0,
Q Q

Q
pois quando A > 0 é suficientemente grande, o seguinte termo da igualdade acima

—At? / a(x)|u|"d
Q
fica "muito negativo". Neste caso, ¢, é uma funcao decrescente, e como
¢l (t) <0, ¥t > 0 entdo, pela Proposigao 2.5, tu ¢ M,(2),

ou seja, nenhum multiplo de u estd em M, (2), para A suficientemente grande.

Se por outro lado, A > 0 é suficientemente pequeno, existem exatamente duas solugoes
t1(u) < tao(u) para a equagao (3.2), com m/ (t;(u)) > 0 e m) (t2(u)) < 0. Logo ¢, tem
exatamente dois pontos criticos, um minimo local em ¢ = #;(u) e um maximo local em
t = ty(u) e pela Proposigao 2.5, existem exatamente dois multiplos de u € M,(£2), a saber
t(u)u € My (2) e to(u)u € My (). Além disso ¢, é decrescente em (0,¢;(u)), crescente
em (t1(u),t2(u)) e decrescente em (ty(u), +00), como na Figura 3.6.

F Y

Py

N L
\t
Figura 3.6: Possivel forma de ¢, quando [, a(x)u|''dz >0 e [, b(x)[uf"t'dz >0

Lema 3.2 Erxiste \; > 0 et > 0, tal que quando \ < Ay, ¢, (t) assume valores positivos
para toda v € Wy(Q) (sendo u nio nula).
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Demonstracao:
Relembrando que

but) = & / Vupdz - 2 / o)l — / b() [+
h qg+1Jg p+1Jg

colocando P! em evidéncia, temos

1 A 1
Y O 20, g+l g, _ _ ~ p+1
du(t) =1t (2tp1/Q|Vu| dx (q—i—l)tpq/ga(x)|u| dx P Qb(:v)|u| dx)

a) Se [, b(x)|u[P™'dx < 0, entdo para t suficientemente grande ¢, (t) > 0, ou seja,
existe ¢, tal que, para todo t > ¢, ¢, (t) > 0.

(b) Se u € W,*(Q e Job(x)|u[Ptdz > 0, definimos

t2 tp+1
ha(t) = & / Vuldz — / () ulP da
2 Jo p+1Jg

como uma parte da funcao ¢,, e derivando a aplicacao acima

B (8) :t/ \vu\2dx—tp/b(x)|u|p+ldx
Q Q

Vamos encontrar o valor maximo que h,, assume para t > 0. Fazendo &/ (t) = 0, temos
t/ |Vul*dz = tp/ b(x)|u|Pdx
Q Q

fgyvude g fg\vude =
Job@upiar =" T b fupide

tpfl _

é ponto critico de h,,.

Vamos mostrar que ¢ é ponto de méaximo. Segue que

W) = / Vul2da — pP! / () ulP* da

fQ]Vu]2d$
_ 20 — b(z)|ulP+d
= (1—p)/\Vu\ dr <0

0

pois p > 1. Logo t ¢ ponto de maximo para h,,.
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Vamos determinar h, () :

1 2
1 Jo |Vul?dz 7T )
o= 5[(5 DB FACEE

1 - p+l
Jo IVulPde 77
(f y ) |ulpid /b(x)wpﬂdl‘
Q u| oy Q

JolVuPde)™ 1 (f,|Vul2dz)
(f, b@)|ufpide) ™= PHL( [ b(a)|up+ida) 7
11 ) (f,, IVuPdz)
2 241 (f ba)|ulrrida) T

(
( p—1 ) [((fglvupdx)pﬂ ]pll‘

20+ 1) | (Jobla)ulr+ida)’

1
p+1

(3.13)

Logo,

ha(t) = ( p—1 ) [((IQ!VuPd )"t ]

2(p+1 fQ |u|p+1d:v)

¢é o valor maximo que h,, assume.
Contudo,

(ol VuPde)™" 1
(Jo lulida)” = S35

onde S,,; denota a constante de Sobolev da imersdo continua Wy*(Q) < LPY1(Q) (ver
Teorema 7.15).

Consequentemente,

_ p—1 1 vt
h,(t) > =9
( ) 2(p+ 1) <Hb+”2 S 2(p+1) )

co™~p+1

onde 0 nao depende de u e b (z) = max{b(z),0}.

Mostraremos agora que existe A; > 0 tal que ¢, () > 0,V < Ay, isto &,
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2

7 )\qurl Zp+1
(1) = — 2dx — Ty — /b prlq
00 = [ 19uPde =2 [ el ie = [ ol >

ou seja, mostraremos que

D VAle
h,(t) —
() qg+1

Vu € Wy () — {0}, sempre que X < ;.

/ a(x)|u|"™dr > 0,
Q

Temos

zq-‘-l tq—i—l
[t < el [ furtias
q+1Jg

tq“l‘l Zq+1

lalloclulfiy < ——llaloSgillull™™  (3.14)

<
- qg+1

qg+1

onde a ultima desigualdade provém da desigualdade da imersao continua VVO1 2(9) —
L7 (Q) e S,11 denota a constante de Sobolev desta imersao [ver Teorema 7.15].

N ul|?dx p—1 . .
Substituindo t = <—f fbfzguﬂpfl dx) r , na desigualdade acima, obtemos
Q

1 g+l q
Jo [Vul?dzx = ) N
(f D a |Vul|“dz
ol Q

Vulde |+ +
f”' o > /\w\%)
Q

Joy bl [l dz

1 (q42—<1)(p14)-1)
o
= —|la||.S%! (/ Vqux)
—rpllallesir |u|pﬂd$>q+l v
< (g

fQ |Vu|2dx PEL 207D
|u|P+1d:z;)

tq—l—l 1 .
<1+1d - SCH-
T [a@lriar < ol

IN

1

—llalesi

SfH-l

1 1
= —llales

Disso vem que
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a(@)|ult™dr < ——|la(z)]lS%
7 e < eyt

o 1 g+1 VSl 2(p—l—1
= ey (22

= ch(D)F

A 1 (Joy [Vu|2dz)"*! )
L

onde 1
ha(f) = ( p—1 ) [ (Jo [Vufda)™ ]
2(p+1 (fQ |u\P+1dx)
€ ot
= Lo (2E0) 7
q+1 i\ p-1
Contudo
Gu(t) = hu(t) - o / a(z)|u|™ da
O g+1 Jq
> hy() — Aeho (DT
> h(D)F (ha(D)F = Ac)

e assim como h,(t) > 4§, segue que
du(l) 2 ' (075 = Ae)

1

Tomando A < A\ = , temos que VA < \;
, &7 o1 07
0H>6% (52 — — 5%
6ulf) > 5 (67 - 0 = >0

O

O Lema acima assegura que quando A > 0 ¢é suficientemente pequeno, o gréafico de ¢,
deve ser como mostrado na Figura 3.6, mais especificamente, ¢, — 0 (quando t — 0), ou
seja, ¢, se aproxima de zero por valores negativos (¢, "sai da origem por baixo do eixo t"),

De fato, vamos supor por absurdo que ¢, (t) > 0 para valores pequenos de t, assim
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p+1

t
a(x)|u|"dr — /b:c uPdr >0
[ a@erias = [ bt

2 Attt
W) = = 2dx —
ou(t) Q/Q\VuI v

logo,

1 Aplat1)—2 Hp+1)—2
—/ |Vul?de >~ / a(x)|u| ™ dr + / b(z)|ulPdx
2 Ja q+1 Jg p+1 Jgo

pois t? > 0. Passando o limite quando ¢ — 0 na desigualdade acima chegamos a uma
contradicao.

O lema acima garante que ¢, assume um valor méaximo, por outro lado ¢, é continua
e ¢, se aproxima do zero por valores negativos, assim podemos garantir que ¢, corta o
eixo t duas vezes, e assim devem existir exatamente dois pontos criticos (pois ¢, — —o0
(quando t — 0)), um de minimo local em ¢ = ¢;(u) e um de maximo local em ¢ = t5(u)

Contudo quando A < \q, obtivemos um completo conhecimento do nimero de pontos
criticos de ¢,, dos intervalos nos quais ¢, é crescente e decrescente e dos multiplos de
u que estdo em M,(2) para cada escolha possivel de sinais de [, a(x)ul?'dz > 0 e
Jo, b(2)|uPtdz > 0.

Em particular, temos o seguinte resultado.
Corolario 3.3 M)(Q) =0 quando A < ;.

Demonstracao:
Para A < \q, conhecemos completamente a Aplicacao Fibracao ¢, e pela anéalise feita
nos itens (i), (ii), (iii) e (iv), a aplicagao fibragao ¢, nao tem pontos de inflexdo. Logo

MO(Q) = 0.

0
Corolario 3.4 Se A < Ay, entdo existe 61 > 0 tal que Jy(u) > 61, Yu € M, (Q).
Demonstracao:
Seja u € M, (), assim ¢, tem um méaximo global em ¢ = 1. Além disso, con-

forme os casos estudados nesta se¢do e, em particular, dos casos (iii) e (iv), temos que
Jo b(z)|ufPtdz > 0. Assim

Iy(u) = ¢ (1) > ¢u(7)

(VAR VS
> >
N+~
~
—~
o
)
.
@
>
| e
—~
%/ ~—
~ w‘
|
>
o
~

1-g
escolhendo \; = 22—, temos que,

-

—q

Jy(u) > 65 EZ >0, VA < Ay

2




Capitulo 4

Existéncia de Solucoes Positivas

Neste capitulo usaremos a descricao completa da Aplicacao Fibracao, feita no capitulo
anterior, para fornecer uma demonstracao simples da existéncia de duas solu¢oes positivas
para o problema eliptico (P).

4.1 Existéncia de minimizadores para J)
Teorema 4.1 Se A < \; existe u € M, (Q) tal que Jy(u) = min, ey + () Jx(v).
Demonstragao:

Como J, ¢ limitado inferiormente em M, (2) e M, (Q) C My(2), concluimos que J ¢
limitado inferiormente em M, (Q) e segue que o conjunto {Jy(u);u € M, (Q)} tem infimo.

Pela definigao de infimo existe uma sequéncia minimizante {u,} C M, (Q2), tal que:

lim Jy(u,) = inf Jy(u)

n—00 weM; (Q)

Pela Proposicio 2.3 sabemos que .Jy é coercivo e Jy(uy,) > ||u,||>(C — Cs]ju, (@D ~2).
Levando-se em conta que J)(u,) — inf . M) Jx(u), concluimos que Jy(u,) ¢ conver-

gente, logo ¢ limitada. Contudo concluimos que {u,} ¢ limitada em W,?(Q). Pela
consequéncia do Teorema 7.17 existe uma subseqiiéncia (ainda denotada por u,,), tal que

Uy, — up em W2 (Q)

un—>u0eer,para1<T<%:2*
1,2 ] .
Vamos mostrar que u,, — uo em W,"(£2) e dai concluiremos que

Ia(ug) = lim Jy(u,) = inf  Jy(w).

n—00 weM;(Q)

27
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. 1,2
Para isso vamos supor por absurdo que u,, - uy em Wy ().

Ja vimos que Yu € M} (), ¢/(1) > 0, e como {u,} C My (), temos que ¢/, (1) >0,
ou seja,

¢, (1) =(1—p) /Q |V, |*dz — Mg —p)/Qa(:v)|un|q+1d:B >0

logo,
Ao =) [ @)l e = (p=1) [ [Vu,Pdz+ 6, (1) >0 (4.1
Consequentemente
/Qa(x)\un\q“dx > 0,Vn € IN. (4.2)
Note que se existir u € Wy*( e [qa(x)lul?de > 0, entdo o grafico da aplicacao

fibragao ¢, deve ser como na Flgura (3 4) e (3 6). Portanto em qualquer dos dois casos
existe t1(u)u € M, (Q) com

u(t1(u)) = Jr(ti(u)u) < 0.

Consequentemente, devemos ter

inf  Jy(u) <0. (4.3)
uEM;(Q)
Assim, de (4.2) concluimos (4.3).
Por outro lado,
1
I = (5 = =) [ IVunPde =N = =) [ al@)lufrds,

ou seja,

A / () g iz = <1 N / Vg 2 — T (1),

g+1 p+1 2

Tomando o liminf na igualdade acima, resulta que:

)\(L _ L)/Qa(a:)\unﬁﬂdx > (1 _ L) /Q \Vu,|*’dz — inf  Jy(u) > 0.

qg+1 p+1 2 p+1 wEM; ()

/ a(x)|uo|*dz > 0
Q

e como temos duas possibilidades de sinal para [, b(x)|uo|’*'dx, devemos analisar dois
casos:
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) Se [, b(x)|ug|P*'dx < 0 entdo ¢y, tem o grafico como visto na Figura 4.1.

&

Pu

Figura 4.1: Forma de ¢,, quando [, a(x)|uo|"'dz > 0 e [, b(x)|uo[PTdz <0
) Se [, b(x)|uo[PT dz > 0 entdo ¢y, tem o grafico como visto na Figura 4.2.
fb F 9

= Q
Figura 4.2: Forma de ¢, quando [, a(x)|ue|"dx > 0 e [, b(z)|uo["t'dz > 0

Em ambos os casos (a) e (b), observamos que existe ty > 0 tal que toup € M, (),
onde ¢y, ¢ decrescente em (0,%y), com ¢, (to) = 0

Como foi dito anteriormente, vamos supor por absurdo que w, — uy em I/VO1 2(Q),
de forma que u,; - uy em W,y*(Q), para toda subsequéncia {tn,} de {u,}, pois caso
contrério, ou seja, se alguma subsequéncia u,, — g, ja terfamos o resultado. Desta forma
podemos considerar

n—o0

liminf/|Vun]2da:>/|Vu0\2dx
Q 0

Por outro lado, sabemos que

¢, (to) = to/ |Vu|?dr — )\tg/a(x)|u|q+1dg; _tg/ b(z)|ulP T da.
Q Q Q

Tomando o liminf, na igualdade acima, obtemos
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liminf ¢;, (to) = liminf {to/ |Vu|2dx—)\t(q)/a(:r:)\u|q+1dx—tg/b(x)|u|p“dx]

n—oo
> to/ \Vuo\de—)\tg/a(a:)\uolqﬂdx—tg/b(x)\uolpﬂdx
Q Q Q
= @, (to) =0 (4.4)

Logo, ¢, (to) > 0 para n suficientemente grande. Mas como {u,} C My (Q), devemos
ter ¢, (1) <0,t € (0,1)e ¢, (1) =0,7n, consequentemente t, > 1, e pelos gréaficos 4.1 e
4.2) ¢y, € decrescente em (0, %)), dai:

Ia(toug) < Ja(up) < lim Jy(u,) = inf  Jy(u)

n—r00 ueM;\r(Q)

o que ¢ um absurdo pois, encontramos toug € M, (Q2) tal que Jy(toup) < inf et o) Ja(u).
Logo u, — g em W,(Q) e assim,

Ia(ug) = lim Jy(u,) = inf  Jy(u).

n—00 ueM; (Q)

Portanto, ug ¢ um minimo de Jy sobre M} (Q)

Teorema 4.2 Se A < \; eziste u € M, (Q) tal que Jy(u) = min, ey - () Jr(v).

Demonstragao:
Pelo Corolario 3.4

Ja(u) > 61,Yu € M, ()

inf J,\(u) >0, >0

veEM, ()

Pela defini¢ao de infimo existe uma sequéncia minimizante {u, } C M, (£2), tal que:

lim Jy(u,) = inf Jy(u) >0

n—00 ueM; (Q)

Pela Proposicao 2.3 sabemos que J), ¢ coercivo e limitado e portanto a sequéncia {u,} é
limitada em Wy *(Q), pela consequéncia do Teorema 7.17 existe uma subseqiiéncia (ainda
denotada por u,), tal que

Uy — ug em W,(Q)
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Up, — up em L7(), para 1 <r < 2 =2
Vamos mostrar que u, — o em W, (Q) e dai concluiremos que
Ia(ug) = limy, o0 Sn(uy) = infueM;r(Q) Ja(u)

Ja vimos que Vu € M, (), ¢//(1) <0 e como {u,} C M, (), temos que ¢, (1) <0,
ou seja,

¢ (1) = (1—q) / Va2 — (p— g) / b()| g P i,

isto é,

=) [ bt = (1= o) [ [V fdo = 67, (1) >0

Dai, [, b(z)|u,|P*'dx > 0,Vn € IN, e temos também que inf,c - (o) Ja(u) > 6, >0
Por outro lado

1 1 1 1
—(Z - _— 24 - - pFlg
ou seja,
(— 1)/()I de = (— /|V|d+J()
_—— Up, rT=(———= Up|“dz Up,
g+1 p+1 q+1 g

Tomando o liminf na igualdade acima, resulta que:

(— — _)/ b(x)|uo| " dx > (— - = / |Vu,|*dz + inf  Jy(u) > 0.

uGM;\L ()

/ b()|uo| " dz > 0
Q

a) Se [, a(x)|uo|"dx < 0 entéo ¢, tem o grafico como visto na Figura 4.3.
b) Se [, a(x)lug|®™ dx > 0 entdo ¢y, tem o grafico como visto na Figura 4.4.

Em ambos os casos (a) e (b), observamos que existe £ > 0 tal que tuy € M; ().
Novamente, vamos supor por absurdo que u,, - ug em VVO1 ’Q(Q), de forma que u,; -+ ug

1,2 o . . .
em W;,*(€2) para toda subsequéncia {u,, } de {u,}, pois caso contrario, ou seja, se alguma
subsequéncia u,; — ug, jd terfamos o resultado. Desta forma podemos considerar

n—oo

1iminf/|Vun|2dx>/|Vu0|2dx.
Q Q

Como u,, € M, (), ¢,, tem um maximo global em 1, ou seja:
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Pu

il

t

Figura 4.3: Forma de ¢, quando [, a(x)lue|™'dz < 0e [, b(x)ulPt'dz >0

F 9

Py

g o Q
Figura 4.4: Forma de ¢,, quando fQ a(z)|ug|™tdx >0 e fQ b(z)|ulPdz > 0
Cbun(l) > (bun(s),Vs >0

J/\(un) > J)\(Sun)7vs >0

i %\ 2 /\%\q-&-l q+1 %\p-&-l p+1
Ja(tug) = 3 Q\Vu0| d:v—q+1 Qa(x)|u0\ das—p+1 Qb(az)\uol dx

t AL+ e
< liminf —/ |Vu,|?dr — /a(:p)|un|q+1dx— /b(m)|un|p+1dx
n—co |2 Jo qg+1 Jq p+1Jg
= lim Jy(fyn) < lim Jy(u,) = inf  Jy(uw)
n—oo n—oo

ueM, (Q)
0 que é um absurdo pois, encontramos tuy € M; (Q) tal que Jy(tug) < inf e p(0) Ja(u).
Logo u, — g em W,(Q) e assim,

In(uo) = lim Jy(u,) = inf  Jy(u).

n—00 ueM; (Q)
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Portanto, 1y é um minimo de Jy sobre M, ()

4.2 Existéncia de solugoes para o problema eliptico (P)
Corolario 4.3 A equagao (P) tem pelo menos duas solugdes positivas quando 0 < A < \;

Demonstragao:
Pelos Teoremas 4.1 e 4.2 existem u; € My (Q) e uy € M, (Q), tais que

J,\(ul) = inf JA(U)

ueM;(Q)

Ja(ug) = inf  Jy(u)
ueM, (Q)
Pelo Lema 2.7, u; e uy sao pontos criticos de Jy em Wol’z(Q) e portanto solugoes fracas
do problema (P).

E como Jy(uy) = Jy(Jui|) e Ja(ua) = Jr(Juz|), entdo pelo Teorema 7.19, podemos
considerar u; > 0 e ug > 0.

Pelo Teorema 7.20 e pela Observagao 7.21, que tratam da desigualdade de Harnack
para casos gerais, obtemos u; > 0 e us > 0.

E finalmente pelos resultados classicos de regularizacao de solugoes fracas, como
mostrado no Capitulo 6, obtemos que u; > 0 e uy > 0 sao solugoes fortes para o problema
eliptico considerado.

O



Capitulo 5

O funcional J) € Cl(WOl’Z(Q), R)

Neste capitulo mostraremos a regularidade do funcional de Euler associado com o
problema eliptico (P), ou seja, mostraremos que este funcional é de classe C' (W, *(Q), R).
Relembremos que o funcional de Euler associado ao problema eliptico é dado por:

1 A 1
Ia(u) = = Vul2de — —— | a(x)|u|"de — —— [ b(z)|ulPTd.
) =5 [ 1VaPde = = [ a@lulde - — [ s

Ja vimos que este funcional esta bem definido para toda u € W,*(€). Iremos mostrar
que ele é de classe C'(Wy?(Q2), R). Para isso, consideramos Jy,Jp, Js : Wy (Q) — IR
dados por:

1
J = —/ |Vu|2dx,
2 Jq
A

Jy = 1y,
o= = [ el
1
— b p-i-ld
Jy= g | el s,

Mostraremos que existem as derivadas de Gateaux de Ji, Jo e J3 e que elas sdo con-
tinuas e, pela Proposicao 7.7 concluiremos que Ji, J, e J5 € C'(W,*(Q), R).

(i) Afirmamos que J; € C'(W,*(Q), R).
De fato. Sabemos que

1 1
hi= [ IVulde =5

Vamos mostrar que J; é Gateaux-diferenciavel, ou seja, vamos encontrar Jj (u)v.

34
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Ji(u+tv) — Jy(u) % | w+to|)? —% | wl?

Ji(u)v = lim = lim
t—0 t t—0 t
flull? 2ol Jlul?
L R el
= lim —2 ( ) 2 2 = (Uav)
t—0 t
= /Vqudx.
Q

Portanto a derivada de Gateaux existe em u, com
Jy(u)v = / VuVudz.
Q

Provaremos, agora, a continuidade da derivada de Gateaux de .J;. Para isso devemos

mostrar que se u, — u em W,>(Q) entdo J|(u,) — Ji(u), ou equivalentemente, se
- 1,2 ,

||wn — u”Wol’Q(Q) — 0 entao ||J1 (u,) — J{(u)H(WOLz(Q)), — 0, onde (W;,°(2))" & o espaco dual

de W,2(Q).

A norma no espago dual é dada por:

11 (un) = J1 (W)l w2y = sup [(Ji(un) = Ji(w))(0)]-

vll<1

Para todo v € W, (), com |[v]| < 1, temos:

|(J1(un) = () (@) = |Ji(un)(v) = Ji(w)(0)] = [(n, v) = (u, v)]
|(un =, 0)| < fJun —uf|[o]

< Jup — ul].
Portanto

11 (tn) = Ty (W)l w2y = sup [(Ji(un) = Ji()) ()] < flun —ul =0

llvll<1
Portanto, J/ é continuo e pelo Teorema 7.7, J; € CH(Wy*(Q), IR).

(ii) Afirmamos que J, € C*(W,*(Q), IR).
Para mostrar que .J, € C'(Wy*(Q), IR), consideremos a seguinte funcéo:

f:[0,1] = IR, dada por f(s) = q%‘la(:lr)\u + sto|7T

onde t € IR ¢ tal que 0 < |t| <1 e u,v € Wy*(Q)

(a) f(1) = q%a(wﬂu + |7

(b) £(0) = Fral@)lul*,

g+l
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(¢) f(s) = da(z)|u+ stv]T™ (u + stv)tw.

De fato,

(¢)r se u+ stv > 0 entdo f(s) = q%la(:c)(u + stv)?™ logo

f'(s) = Xa(z)(u+ stv)itv
Aa(z)(u + stv)? ! (u + stv)tv
Aa(z)|u + stv|? (u + stv)tv.

(€)1 se u+ stv < 0 entdo f(s) = q%la(x)[—(u + stv)]7™, logo

f'(s) = Xa(z)[—(u+ stv)]!(—tv)
Aa(z)[—(u + stv)]? H—(u + stv)](—tv)
= da(x)|u+ stv|? (u + stv)tv.

Como f ¢é diferenciavel em (0,1) entdo pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (0,1)
tal que,

fQ) = f(0) = f(6)(1 - 0)

e segue,
a(z)|u + tv|t — La(x)|u|q+1 = Aa(z)|u + §tv|T (u + Stv)tv.
q+1 q+1
Dividindo a equagao acima por t (pois 0 < |t| < 1), encontramos
A lu + to|Itt — |ulat?
a(z = Xa(2)|u + 6tv|T (u + tv)v
Sl (@)l -+ St0l™ u + )
e passando o limite, quando t — 0, temos
A folatl — [y latt
lim a(x)lu+ vl [ul = Xa(z)|u|" tuv, q.t.p. em Q
t—=0q+ 1 t

Por outro lado,
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A folatl _ |y la+

et T Ml 0
< AMa(x)|(Jul + o[t |v])?|v]
< Ma(a)|(Jul + [v])]v]
< AK(Ju] + |v]) 0]
< AK2Y([ul? 4 [o]*)[v]
< Cilulffv] + Cylv|*™, q.t.p. em Q.

Portanto, temos a desigualdade
A lu + to]t — |ufet?

S C’1|u|q|v| + 01|U|Q+1.

a(z)

Como v € W,*(Q) segue das imersdes continuas de Sobolev (W,?(Q) < L™(Q);r €
[1,2*] (ver Teorema 7.15)) que v € LI (), pois ¢ + 1 € [1,2*].

qg+1 t

Agora vamos mostrar que |u|?|v] € L'(Q).

e L

Usando a desigualdade Holder [Ver Teorema 7.1| com expoentes 7 -4 prw

1

i s
/|u|q|v|dx < { (Ju|®) o } {/ |v|q+1d.’r}
Q Q
— {/ |u|q+1dx} o [/ |U|Q+1dx} "
Q 0
+o0,

<

pois usando argumento analogo ao usando anteriormente concluimos que u,v € LiT().
Logo |u|?|v] € LY(Q).

Como
A lu + to]tt — |u)et?
< Ch|ul? Ci|v|itt e L
e < Cululfo] + Gl € £4(@)
© A +1 +1
tul? _ q
T Ta(2) vt ; i Aa(z)ul" uw, q.t.p. em Q,

segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [ver Teorema 7.2|, que

A to|atl — |qlatt
lim —— a(x)‘u—i_ vl ; il = )\/a(x)|u|q_1uvdx.
Q
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Portanto

JQ(U + t’U) — JQ(U)

, L
Jy(u)v = %51(1)

= /\/a(m)|u|q_1uvdx
Q

e, consequentemente, a derivada de Gateaux existe em u, com
Jo(u)v = )\/ a(x)|u|? fuvda.
Q

Provaremos, agora, a continuidade da derivada de Gateaux de J,, para isso devemos
mostrar que Jj(u,) — Ji(u).

Seja (uy) € Wy(Q), com u, — u em Wy*(Q). Das imersdes continuas de Sobolev
(ver Teorema 7.15), e passando a subsequéncia se necessario, segue que u, — % em
L™(Q),r € [1,2*] Entao pelo Teorema 7.8, e passando a subsequéncia se necessério, ainda
denotada por {u,}, existe h € L"(Q2) tal que:

|un| < h(x), q.t.p. em Q. (5.1)

A norma no espaco dual é dada por:

15 (un) = 5 ()| w22y = sup |(Jo(un) = J5(u)) ()],

vll<1

e, para todo v € Wy*(Q), com ||v| < 1, temos:

() (0) — J(u)(0)] = ‘/\ /Q o)t — A /Q o) [ul" uvdz

= ‘/\/a(x)(|un|q_1un— Ju|?" u)vde
Q

< K/||un|q1un—|u]q1qu\da:.
Q

Usando a desigualdade de Holder [Ver Teorema 7.1| com expoentes % eq+1, na
desigualdade acima, obtemos:

1

q+1 q% m
o n)(0) = Ty(u) (0)] < K ( [l - |u|q—1u\3dx) ( / |U|q+1dx)
@ Q

Como 0 < ¢ < 1< p < 2*—1 e pela imersao continua de W,*(Q) < L"(Q2), onde
r € [1,2*] concluimos que W, ?(Q) — LIT(Q) e |u|per < Cllully 2y, Yu € Wy (Q)
[Ver desigualdade 7.2]. Dai
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q+1 # q%
() (v) = ()] < K ( / ||un|q—1un—|u|q-1u|3) ( / |v|q+1) da
Q Q
< KO ( [l fup ) 6.2
Q

E como u,(x) — u(x) q.t.p. em € entdo
|tn] uy — Ju|?tu| — 0, q.t.p. em Q.
Note que

2*
q

2%
(1l = )7 < ([ — ]

2%
(ftn ™ at] + [l fu])

<
< 0% (]un]? + \u|2)
< 27 (M@)* + |uf*)

logo

2% * * qQ#
(27|un|2 + |ul? )

<
< K (h(z)™ 4+ [u]) € LN(Q)

|ty — Jul* ]

para obter a ultima desigualdade acima usamos (5.1).
Portanto pelo Teorema Convergéncia Dominada de Lebesgue [ver Teorema 7.2|, temos

/ ||t | 0t — ]u\q_1u|%l — 0.
Q

Por (5.2), temos
| J2(un) (v) = J3(u) ()] = 0.

Portanto, J4 é continuo e pelo Teorema 7.7, Jo € CH(Wy*(Q), IR).

(iii) Afirmamos que J5 € C*(W,2(Q), IR).

Para mostrar que J; € C 1(VVol ’Q(Q)), consideremos a seguinte funcao
f:00,1] = R, dada por f(s) = i5b(x)|u + stv[P*!

onde t € IR é tal que 0 < |t| <1 e u,v € Wy (Q).



40

Analogamente ao que foi feito anteriormente, temos:
(a) f(1) = #b(wﬂu + to|PTH
(b) f(0) = 7b(x)[uf*,
(c) f'(s) = b(x)|u + stv]P~ (u + stv)tv,

Como f ¢é diferenciavel em (0,1) entdo pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (0,1)
tal que, f(1) — f(0) = f(0)(1 — 0). Segue que

1
b(x)|u + tolPTt — ——
p+1 (z) | p+1

Dividindo a equagao acima por t (0 < |¢| < 1), encontramos

b(x)uPt = b(x)|u + §tv|P~H (u + dtv)tv.

1 to|PTL — |y lPt
= 1b(a;>’“+ vl t T )+ otur -+ Sto)
e passando o limite, quando ¢ — 0, temos:
1 ty|Ptl — p+1
lim b(x) Ju+ to] [ul = b(x)|u|Ptuv, q.t.p. em Q.
t—=0p+1 t

Como foi para o caso anterior

1 to|Ptl — |yt
e e I UG (R
< [b(@)[(ful + olt|[v])?|v]
< [b(@)[(ful + |v[)?|v]
< K(lul + [v])?[o], (5.3)
e, temos a desigualdade
1 tolptl — p+1
) P < e o,

Como u,v € W, *(Q) entdo segue das imersdes continuas de Sobolev (Wy?(Q) —
L"(Q);r € [1,2*] (ver Teorema 7.15)) que u,v € LPT1(Q), poisp+1 € [1,2 ] eu+v €

L) e (Jul + |v))P € LPTJT(Q) Usando a desigualdade de Holder com expoentes p e
’%1 em (5.3), temos

xym+mmm$(Luw+wwm¥fyﬁ(émwgi<m.

K (Jul + [v])"lv] € LY(Q)

Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue |[ver Teorema 7.2|, segue

assim,
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1
lim —— [ b(x) ;

t=0p+1 Jo

dx:/b(x)|u|p_1uvdx.
Q

Portanto

1 tolptl — |y |P !
Jy(w)v = lim —— [ b(z) Ju+ to] [ul drx = / b(x)|ulPtuvde,
=0p+1 Jq t Q

consequentemente, a derivada de Gateaux existe em u, com

Jé(u)v:/b(x)\u]p_luvda:.
Q

Provaremos agora a continuidade da derivada de Gateaux de J3, para isso devemos
mostrar que J}(u,) — Ji(u).

Seja (u,) C Wy2(Q), com u, — u em W, *(Q). Das imersdes continuas de Sobolev
(ver Teorema 7.15), segue que u, — w em L"(Q),r € [1,2*], em particular u, — u em
LP(Q). Pelo Teorema 7.8, e passando a subsequéncia se necessario, ainda denotada por
{uy,}, existe h € L"(Q), tal que:

lun| < h(z), q.t.p. em (5.4)

A norma no espaco dual é dada por:

13 (un) = T3 ()l w2y = sup |(Js(un) = J(u))(v)]-

[vll<1

Para todo v € W, (), com |[v]| < 1, temos:

| J3(un) (v) = Jy(u)(v)] =

/b(az)]un]plunvdx—/b(x)|u|p1uvdx

0 Q

= ‘/b(m)(]un|p_1un— ulP~ u)vde
Q

S O T
Q

Usando a desigualdade de Holder [Ver Teorema 7.1| para Z%l e p+ 1, na desigualdade
acima, obtemos

I 1
J Up )\V — Ji(u)(v <K Uy, P—lun_ wlP~tu prl ptl P+ pH1 g
| S5 (un)(v) = Jy ; Q

Como 0 < ¢ < 1< p < 2" —1 e pela imersio continua de W,*(Q) < L"(2), onde
r € [1.27] conclutimos que W*(Q) <> L1(Q) ¢ fuler < Clullyay, Yo € W2Q)



42

[Ver desigualdade 7.2|. Dai

| J3(un) (v) = J5(u)(v)] < KC(/QHunlp1un—IUIp1u|p;l)fileH (5.5)

e como Uy, (z) = u(z) q.t.p. em Q [Ver Teorema 7.8|, entao
|t [Py — |ufP~u| — 0, q.t.p em .

E observemos que

2* *

2%
(T 1 e e K (TN e e
2
< (Junl o] + )
2% * *
< 25 (juaf* + ful”)
< 2% (h(z)* + ul*)

logo

p+1

(2%}1(%)2* + |u|2> -
< K (h(z)P™ + Jul™) € LY(Q)

[ T e

IN

para obter a ultima desigualdade acima usamos (5.4).
Portanto, pelo Teorema Convergéncia Dominada de Lebesgue [ver Teorema 7.2|, temos

/ et P~y — JufP~ ] 5 = 0
Q

e por (5.5), temos
| J3(un) (v) = J3(u) ()] = 0.

Portanto, J4 é continuo e pelo Teorema 7.7 J; € C1(Wy*(Q), IR).

De (1), (i) e (iii), concluimos que

Ji(wv = Ji(u)v + Jy(u)v + J5(u)v
= / VuVudr — >\/ a(x)|u|" tuvdr — / b(x)|ulP uvdr
Q Q Q

e, em particular, temos

J/'\(u)u:/|Vu|2da:—/\/a(x)|u|q+1da:—/b(x)|u|p+1dx
Q Q Q



Capitulo 6

Regularidade da Solucao fraca do
problema (P)

Neste capitulo mostraremos que as solugoes fracas do problema eliptico considerado sao
na verdade solucoes classicas do referido problema, para isso usaremos alguns resultados
classicos da Teoria da Regularidade, enunciados no Capitulo 7.

Encontramos solucoes fracas para o problema eliptico

Relembremos que

(P) —Au = Aa(x)u? + b(z)ul, se x €
u=0, se x€d’

Temos f(z,u(z)) = Aa(z)u? + b(z)u? é uma aplicagdo continua e
(@, u(z)] < Ala@)[|ul? + [b(z)[|u]?
(i) Se |u(z)] <1 entao |u(x)P < |u(x)]|? < 1, entdo
(@, u(z))| < Ala(z)] + [b(z)]. (6.1)
(i) Se |u(z)| > 1 entao |u(z)|? < |u(z)|P, ento
[f (@, u(z)| < (Ma(@)] + [b(x)])]u(x)]". (6.2)
De (6.1) e (6.2), temos:
[f (@, u(z)] < (Ma(@)] + [o(2)[)(1 + [u(z)["). (6.3)

Temos que [ € L%, pois
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/Q i < / (Na(@)| + @) ¥ (1 + Ju@))¥ d
< o [(+h@P)

< 22:C'/l+|u(a:)|2*d$
Q

Como u € Wh(Q), segue da imersdo continua de Sobolev Wy?(Q) «— L*> (Q) [Ver
Teorema 7.15], que v € L* (), dai concluimos que o |f]2?d:v < 00 e, portanto, f €
L%(Q) Pelo Teorema 7.12, concluimos que u € WQQ?(Q)

Devemos analisar dois casos, conforme pode ser visto em [16].

a) Se £ — 2 <0.

Pelo Teorema 7.15, temos a imersio continua Wy (Q) < L*(Q), com s € [%, +oo>.
Como u € W22?(Q) segue que u € L* Vs € [%, —i—oo).

Por 6.3, segue que f € Li(Q), pois

)7 (1+ [u(a) ) da

/Q flide = / (Na(2)] + b()
< ¢ [P

< 220/ 1+ Ju(z)’de < +00
Q

ja que u € L*(2). Novamente pelo Teorema 7.12, temos que u € WQ’i(Q), Vs € [%, -I—oo)

E pelo Teorema da imersao compacta de Rellich (ver Teorema 7.17) WQ%(Q) —
C12(Q) para algum 0 < a < 1, tomando s > Np temos que u € C*(Q), para algum
0<a<l

b) Se & — 2 > 0.

~— 2> T N
Logo u € L' () e por 6.3 concluimos que f € L?l(Q), e pelo Teorema 7.12, segue que
uwe Ws (Q).

Pelo Teorema 7.15, temos a imersao continua WQQ?(Q) — L"(Q), onde % =22
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Pelo Teorema 7.15, temos a imersao continua Wz%(Q) — L71(Q),Vs; € [%, —I—oo>,
assim u € L*1(Q),Vs; € [%,—l—oo) e por 6.3, segue que [ € L%(Q), e pelo Teorema
7.12, segue que u € WQ’%(Q),Vsl € [%, +oo>. E pelo Teorema da imersao compacta de

Rellich (ver Teorema 7.17) Wrr@® oy CH(Q) para algum 0 < o < 1, tomando s; > Np
temos que u € C1%(Q), para algum 0 < o < 1.
d) Se & — 2> 0.
Pelo Teorema 7.15, temos a imersao continua Wz%(Q) — L2(Q), onde % =2 - 2.
Logo u € L2(Q) e por 6.3 concluimos que f € L%(Q), e pelo Teorema 7.12, segue que
512
ueW=r(Q).

Continuando este processo terfamos que analisar dois novos casos % — % <0e % — % >

0.
De maneira geral, repetindo este processo, conhecido como método "bootstrap", é
possivel mostrar que fazendo um ntimero finito de interagoes obtemos que u € C1*(Q).
De maneira geral, vamos encontrar

I p 2
tj—tj—l N
e assim
L p 2
t, 2 N
e
1 p 2 p 2 2 p* 2p+1)
ta t1 N 2* N N 2 N
logo,
1 p 2 p 2p0+p 2 p° 9
= _ - - 2 1
ts ty N 2 N N NP Frtl
e

1 p 2 p* 2p(P*+p+lp 2 p+ 2 4
—_— = — = — = — — _—_— = — — — ]_
o ts N2 N N NPt Aptl

no caso geral temos

1 p 23, p 2 (p-1\ (1 2 2
srvyt oy () F ot w ) o
2N

Uma vez que, 2* = =5 e 1 < p < 2* — 1 podemos concluir que

1 2
> T NG < 0.
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Temos que em (6.4), fixando a dimensao N, existe j € N, tal que tl < 0. Usando o
J

mesmo raciocinio de (a) e (c), concluimos que u € C+*(Q), para algum 0 < a < 1.

Vamos mostrar agora que f € C*(€2).
Pelo Teorema do Valor Médio, temos que:

[f (@, u(z) = fly,u)] = | < Vf(z0ulz)), (x—y ulr) —u(y) > |
IV (20, u(z0)) [ (= — y, u(z) — u(y))]
Kl[(z =y, u(z) —u(y))]

K(|z =yl + u(z) — u(y)])

K(|z =yl + kilz = y[*)

VAN VAN VAN VAN

pois u € C1*(Q). Para x # y, temos:

|f(z,u(z)) — f(y,u(y))| K(lz —yl + kilz —y|*)

|z — y|* |z —y|®
K(lz —yl'™* + k)
K(sup |z —y|'™* + k)
K(diam ()™ + ky = k3 < 00

IAINA

ja que € é limitado, concluimos que f € C%(2).

Como [ € C'Oiﬁ), pelo Teorema, 7.14, concluimos que u € C>%(Q) e portanto
u € C*(Q)NCYQ), ou seja, u ¢ uma solucao classica para o problema (P).



Capitulo 7

Resultados Basicos

7.1 Minimizacao de Funcionais Lineares

Dado um problema eliptico da forma

P) —Au = Aa(z)u! + b(z)u?, se x€Q
u=0, se x €&
O funcional de Euler J : W,?(Q) — IR associado ao problema (P) ¢ dado por:

1 A 1
J u:—/ Vul?de — —— | a(2)|u|™de — —— [ b(x)|ulPTdz.
) =5 [ Vupde = = [ a@lurtde - — [ s

Uma solugao u € W2(2), do problema (P), ¢ dita solugdo fraca do problema eliptico
acima, se

/Vqudx = )\/ a(x)|u|! fuvds + / b(x)|ulP  uvdr, Yo € WH(Q).
Q Q Q

Mostramos no Capitulo 5, que J, € C1(Wy*(Q), IR) com

J;(u)v:/Vqudx—)\/a(a:)|u]q_1uvdx—/b(x)|u|p_1uvda:.
Q Q Q

Das consideragoes acima, podemos concluir que u € VVO1 2(Q) é ponto critico de Jj,
isto &, J§(u)v = 0,Vv € W2(Q) se, e somente se, u ¢ uma solugao fraca de (P). Veja [16].

7.2 Resultados da Teoria de Medida e Integracao

Teorema 7.1 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(2) e g € LY com
1<p<+oo e%%—%:l. Entio fg e LY(Q) e

| \rslde < 1£1gl
Q
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Demonstragao: Veja [2]. 0O

Teorema 7.2 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,) uma sequéncia de
fungoes em LY(Q). Suponhamos que:

(a) fo(x) — f(z) ¢.t.p. em Q;

(b) FEuiste g € LY(Q) tal que |f,| < g q.t.p., Vn € N. Entao f € L'(Q) e

[

Demonstracao: Veja [2]. 0O

7.3 Definicoes e resultados de Analise Funcional

Definicao 7.3 Sejam X e Y espagos vetoriais normados, com x,z € X ep: X — Y.
Dizemos que p é Gdteauz-diferencidvel em x na direcao z, se existir o limite

a—0 o

Observacao 7.4 O conceito de derivada de Gdteauxr nao requer qualquer nocao de con-
vergéncia no espago do dominio. Para assequrar que fungoes diferencidveis sejam con-
tinuas, introduziremos o conceito de derivada forte (que é a derivada de Fréchet).

Definigao 7.5 Sejam X e Y espacos vetoriais normados, e a aplicagao ¢ : X — Y.
Dizemos que ¢ € Fréchet-diferencidvel em x € X, se existe um operador linear continuo

dy(r) = X =Y, dado por h — d (x)h e tal que

o o+ ) = ple) — du(a)hlly

=0
||| =0 | Rl x

dy(z)h € chamado de diferencial de Fréchet de ¢ em x com crescimento h.

Como dy(x) € £(X,Y), temos que se o diferencial de Fréchet existe entio existe
também o diferencial de Gduteauz, e ambos sao iguais. Além disso, se p tem derivada de
Fréchet em x, entao ¢ € continua.

Definigao 7.6 Dizemos que o funcional ¢ € C'(X,IR) se a derivada de Fréchet de
existe e € continua em X.



49 7.3. DEFINICOES E RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL

Proposicao 7.7 Seja p: A — IR onde A é um subconjunto aberto de um espago vetorial
normado X. Se ¢ possui uma derivada de Gateaux continua em A, entio ¢ € C*(A, R).

Demonstracao:
Seja u € A e ¢'(u) a derivada de Gateaux de ¢ em u. Pelo Teorema do Valor Médio,
existe o € (0, 1) tal que

[o(u+h) —pu) = (wh| = [¢'(u+ah)(h) = ¢'(u)(h) (7.1)
< [l (u A+ ah) = ¢ (u)|x[|A]

dado € > 0, existe § > 0, com a seguinte propriedade; sempre que ||h|| < €, temos

' (u+ ah) = ¢ (u)|[x < e

pois ¢ possui derivada de Gateaux continua em A.
Por (7.1), concluimos que

p(u+h) —p(u) — ' (u)h] < €|l
de onde segue que ¢ possui derivada de Fréchet continua.

O

Teorema 7.8 Seja (u,) uma sequéncia em LP() e u € LP(Q) tal que u, — u. Entdo
existe uma subsequéncia (uy;) tal que:

(i) Un; — u q.t.p. em Q.
(i) |un,;| < h(x),Yn; € IN, q.t.p. em Q, com h € LP(Q).
Demonstragao: Veja [4]. 0O

Teorema 7.9 Seja E um espago vetorial normado e {x, }neny C F uma sequéncia. Entao
valem as sequintes afirmacoes:

(i) v, = x < f(z,) — f(x) para todo f € E*.
(i) Se x, — x entdo x, — x.

(iii) Se x,, — x, entao {x,} é limitada, e além disso,
||| < liminf ||z,||

(iv) Se x, = x e ||z,|| — ||z| entio z, — x.

Demonstragao: Veja [4]. 0O
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7.4 Definicoes e resultados da Teoria Classica de EDP
e dos Espacos de Sobolev

Definigao 7.10 Um funcional Jy : Wy *(Q) — IR € dito coercivo se Jy(u) — 400, sempre
que |lu]| = +oo.

Teorema 7.11 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espago
de Banach, J,F : X — IR funcionais de classe C'(X,R) e M = {u € X;F(u) = 0} =

F71({0}) com F'(u) = 0, Yu € M. Se J é limitado inferiormente sobre M e existe
ug € M tal que

J(up) = ulélj\f/[ J(u),
entao existe 0 € IR verificando
J,(Ug) = 6F/(U0)
Demonstragao: Veja [11]. 0O

Teorema 7.12 (Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg) Sejam Q C RN um
dominio limitado com fronteira suave, f € L"(2), comr >1eu € Wol’Q(Q) uma solugao
fraca do problema

—Au = f(x), Q
(Pr) { u =20, o0

Entio uw € W?"(Q) e existe C > 0 (independente de u) tal que
[ullwzr@) < Cllfllr@)-

O Teorema acima afirma que dado f € L™(QY) entdo existe uma unica solugio u €
W2 Q)N W (Q) do (Pr). Além disso vale a sequinte afirmagao

FEWr(Q) = u e WH2r(Q)

Demonstragao: Ver [17] 0O

Teorema 7.13 (Teorema de Schauder) Sejam 2 C RN um dominio limitado com
fronteira suave e f € C**(Q). Entao existe u € C**(Q) solu¢io do problema (Pr).
Além disso, existe C > 0 (independente de u) tal que

[ullcze@ < Cllfllcoem

e vale a segquinte afirmag¢ao
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<)
o)

f c Ok,a( ) = Ok+2,a(

).

Demonstracao: Veja [17]. 0O

Teorema 7.14 Seja h € C*(Q2), 0 < a < 1 e suponhamos que u € C*(Q) N HL(Q) seja
uma solucao fraca do sequinte problema

—Au = h(z), se x€
u =0, se x € )’

entdo u € C**(0Q).

Demonstragao: Veja [17]. 0O

Teorema 7.15 (Imersoes de Sobolev) Seja Q um aberto limitado do RN, com fron-
teira suave, m > 1 um inteiro e 1 < p < oo. Entao valem as sequintes imersoes continuas

(i) se % — % >0 temos W™P(Q) < LI(Q), para 1 < q < N]X—le =p"
(i1) se % — % = 0 temos W™P(Q) — LI(Q), para todo q € [1,00).
(ii1) se % — & <0 temos W™P(Q) — C*MQ) para 0 < X < m — %.

Demonstragao: Veja [1] e [19]. 0O
Teorema 7.16 Se Q C RN ¢ um dominio limitado com fronteira suave, as imersoes:

Hy(Q) = L' (Q)

sao continuas, quando

2N
= N >3
<5< 2= N—2» ¢ IV =
lsss2 { ,se N=1,2
e existe C' > 0 tal que
lullze < Cllull iy, Yu € Hy(R) (7.2)
Demonstracao: Veja [4] e [16] O

Teorema 7.17 (Imersoes de Rellich) Seja Q um aberto limitado do IRY, suponha que
r > N. Entao vale a sequinte tmersao compacta .
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WQ’T(Q) — CL“(Q)
pamOgugl—%.

Demonstragao: Veja [1]. 0O

Teorema 7.18 Se Q C IRY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, as imersoes:

sao compactas, quando
1§8<2*:{ N=2’ T
o0

Demonstragao: Veja [4] e [16]. O

Uma consequéncia importante das imersoes compactas é que se {u,} C H}(Q) e
[tnll ) < M,Vn € N existe {un, } C {u,} e u € Hy(Q) tal que:

U, — u em Hy(Q) e u,, — uem L5(Q) (7.3)

Teorema 7.19 Sejam 1 < p < 400 e Q um aberto de RYN. Entdo se u € Wpl(Q) entao
| u |€ Wpl(Q) e

Vi = Lus0Vu — Lu<o| Vu
Demonstragao: Veja [11]. 0
Seja 2 um subconjunto aberto e limitado do IRY. Sejam A(x,u,p) : Qx Rx RN — RY

e B(z,u,p) : Q x R x RN — IR duas fungoes continuas tais que:

| Az, u, p)| < alp|*™" + blul*™!
| Bz, u,p)| < clp|*™" +d|p|*~ (7.4)

(p, A(z,u,p)) > |p|* — dlul

para q.t.p. x € Q,Vu € IR,Vp € IRN. Onde « é uma constante positiva dada em (1, N),
e as fungbes a(z),b(z), c(z) e d(z) sao limitadas, isto &, |a(x)l,|b(z)], |c(2)], |d(x)] < p,
onde p € uma constate positiva.
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Teorema 7.20 (Desigualdade de Harnack) Seja u > 0 uma solugao fraca de:

divA(xz,u, Vu) = B(z,u, Vu)
em alguma bola aberta B(3p) C e suponha que sao satisfeitas as condigoes 7.4. Entao:
max u(z) < C'minu(x)
B(p) B(p)

onde C' = C(a, N,e,a(x), ||b], pllc|l, plldll) € B(z, p) € a bola de centro x e raio p, que é
denotada por B(p).

Demonstragao:
Veja [17] e [18].
0
Observagao 7.21 Por conveniéncia a estimativa acima foi provada em [18], para o con-

guntos B(3p). Para conjuntos mais gerais a estimativa acima seque de argumento de
cobertura padrao [Veja [17] e [18]].
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