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Resumo

SOUZA, Juliana Patricio de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Fevereiro de
2016. O grupo fuchsiano I's;,_4. Orientador: Mercio Botelho Faria.

Neste trabalho, estudamos o Grupo Fuchsiano I's,_4 relacionado a familia de tes-
selagoes hiperbolicas {8g — 4,4}, que é um subgrupo discreto de PSL(2,R), onde
g = 2 representa o género. Esta tesselagao apresenta propriedades geométricas
interessantes, e os resultados ligados a essa teoria tém aplicagoes na teoria de
codigos. Nosso objetivo é encontrar os geradores do grupo I's,—4 para o caso em
que g = 2. Também identificamos os elementos de I'15 com os elementos da ordem

O associada a uma algebra dos quatérnios A.
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Abstract

SOUZA, Juliana Patricio de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2016. The fuchsian group I's,_4. Advisor: Mercio Botelho Faria.

In this work, we study the Fuchsian Group I's,_4 related to the family of hyperbo-
lic tessellations {8g—4, 4} which is a discrete subgroup of PSL(2,R), where g > 2
represents the genus. This tessellation presents interesting geometric properties,
and the results linked to this theory produce applications in coding theory. Our
intention is to find the generators of the group I's,_4 for the case where g = 2. We
also aim to identify the elements of I';5 with the elements of order O associated

with an quaternion algebra of A.
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Introducao

Tesselacoes Hiperbodlicas tém sido objeto de estudo de muitos pesquisadores nos
ultimos anos devido a variedade de aplicacoes. Os principais resultados estao
relacionados & comunicacao digital e também a teoria de cédigos. No trabalho
pioneiro de Brandani [5] na area de constelagoes de sinais geometricamente uni-
formes provenientes de tesselagoes hiperbolicas regulares {p, ¢}, o autor considera
tesselacoes auto-duais {p, p}.

Em [16], Lazari propoe a construcao de constelages de sinais geometricamente
uniformes no plano hiperbolico utilizando o processo de construcao de cadeias de
particoes geometricamente uniformes a partir do grupo de isometrias do octoégono,
regido fundamental da tesselagao {8,8}, e do grupo de isometrias do p-agono da
tesselacao {p,3}. Em [2|, Agustini constroi familias de constelagbes de sinais a
partir de quocientes de espacos hiperbolicos por grupos discretos de isometrias.

No trabalho de Vieira, [20], ele considera a tesselacao auto-dual {4g,4g} com
g=2" 3-2"e5-2" Os grupos fuchsianos aritméticos provenientes dessas tesse-
lagoes sao identificados com ordens dos quatérnios, e o rotulamento de algumas
constelacgoes de sinais geometricamente uniformes foi obtido, quando g = 2, 3 e 4.
No entanto, estas identificacoes nao sao uma tarefa facil de se conseguir. Por
exemplo, para a tesselacao {129 — 6,3} s6 ha um caso de identifica¢do, quando
g =3, [20].

Um Grupo Fuchsiano I', é um grupo discreto de isometrias no plano hiper-
bolico, e esta relacionado & tesselagio hiperbolica {p,¢}. Para conseguir a iden-
tificacao citada, trabalhamos com os geradores do grupo I's,_4, proveniente da
tesselacao {8g — 4,4}, que se encontram em [7]. Para isto, para cada valor do
género g, obtemos um "conjunto de geradores"do Grupo Fuchsiano relacionado
e entao analisamos cada um deles. A partir disso estudamos se é possivel ou nao
estabelecer a identificacao em ordens dos quatérnios. A tesselacao que trata este
trabalho apresenta propriedades interessantes e até onde sabemos ela foi pouco
estudada.

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos. No Capitulo 1 estudamos
a teoria de Geometria Hiperbolica Plana e Grupos Fuchsianos utilizados no tra-
balho. Apresentamos os principais resultados envolvidos adotando o modelo do
Semiplano Superior H? e do Disco de Poincaré D?, que sdo os mais usados em
Geometria Hiperbolica.

No Capitulo 2, apresentamos as Tesselacoes Regulares, com destaque para as
Tesselagoes Hiperbolicas. Nele trazemos alguns exemplos de tesselagoes represen-
tadas nos modelos H? e D?, e também podemos entender porque é mais vantajoso
trabalhar com tesselagoes hiperbdlicas em vez de tesselacoes euclidianas.

O Capitulo 3 trata da parte de Algebra dos Quatérnios, tomando como ponto



de partida a teoria de anéis e corpos. E nessa parte do texto que fazemos uma
correspondéncia dos elementos do Grupo Fuchsiano com os elementos de uma
ordem dos quatérnios O.

O Capitulo 4 mostra os resultados encontrados no desenvolvimento do traba-
lho. Nele apresentamos os geradores do grupo I's;,_4 e para o caso em que g = 2,
exibimos as matrizes geradoras em D? e também em HZ2. Por fim, estabelecemos
a identificacdo em ordens dos quatérnios.



Capitulo 1

Geometria Hiperbdlica e Grupos
Fuchsianos

Este capitulo trata dos resultados da teoria da geometria hiperbélica que serao
utilizados neste trabalho, com destaque para os grupos fuchsianos e outros con-
ceitos ligados a este. Os principais modelos utilizados em geometria hiperbolica
também serao apresentados, mas um estudo mais detalhado sobre o assunto pode
ser encontrado em [9], [13], [14] e [15] .

1.1 Isometria

Seja E um conjunto nao-vazio. Uma métrica em E é uma funcao d : £ x £ — R,
satisfazendo, para quaisquer x,y, z € E, as seguintes condicoes:

1. d(z,y) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, © = v,

2. d(x,y) = d(y,z),
3. d(z,y) < d(z,z)+d(y, 2).

Nessas condigoes, d(z,y) é dita distdncia de x a y, e o conjunto E munido de
uma métrica d é chamado espag¢o métrico, indicado por (E,d).

Exemplo 1.1.1. (R, d;) e (R™, dy) sao exemplos de espagos métricos, com dy(x,y)
|z —y| e da(x,y) = ||z-Y||, sendo ||z|| a norma do vetor x.

Dado um espago métrico (E,d), uma aplicagao T : F — E é dita uma isome-
tria de E se T preserva a distancia d, ou seja,

d(z,y) = d(T(x),T(y)), Va,y€FE.

Toda isometria T' é uma aplicagao injetora. Além disso, se T é sobrejetora,
entdo T~! também & uma isometria, e para quaisquer duas isometrias 7" e S de
E, a composta T o S é ainda uma isometria.
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1.2 Modelos Hiperbdlicos

Consideremos o conjunto
H*"* = {(21, .., &ny1) € R™ g > 0)}

munido da estrutura Riemanniana

dai + - +da2

2
xn+1

ds® =

Com essa estrutura, o semi-espaco H"™! & chamado de espaco hiperbdlico
(n 4 1)-dimensional, e a métrica Riemanniana definida é chamada de métrica
hiperbolica. A partir dessa métrica vamos definir comprimento de curvas, geodé-
sicas e distancia entre pontos.

Seja 7y : [a,b] — H""! uma curva continuamente diferenciével por partes, com

V() = (21(1), -, Tnpa (1))

O comprimento hiperbdlico da curva v, denotado por ||v||, é definido como

b \/(%)24_...4_(‘%1_;1)2
]l = / d.
a xn+1

Exemplo 1.2.1. Seja v uma curva diferencidvel por partes parametrizada da
sequinte forma:

(1) = (2t —2)+i(l+1t), se 0<t<1,
W= @t=2)+i(3-1), se 1<t<2.

Entao, seu comprimento hiperbdlico € ||y|| ~ 3, 1.

Podemos assumir que v esteja definida no intervalo [0,1]. De fato, conside-
rando a aplicacao ¢ : [0, 1] — [a,b] definida por ¢(t) = a+bt e (t) = (yod)(t) =
v(a + bt), obtemos pela regra da cadeia que

i dxn, o T
A R I L .
v = = dt = |[4]l.

Tni1 0 Tni1

Com isso, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.2.1. Dados dois pontos p,q € H" ", a distancia entre p e q € definida
por
d(p,q) = inf|ll],

onde o infimo € considerado sobre o conjunto das curvas continuamente diferen-
cidveis por partes v : [0,1] — H"™ com v(0) =p e (1) = q.

Em [9] pode ser encontrada uma prova de que a distancia definida acima é de
fato uma meétrica. Podemos agora definir as geodésicas em H" .
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Definigao 1.2.2. Uma curva v : [a,b] — H""! € dita geodésica se para quaisquer
s, t € [a,b], tivermos

d:zc1 (dafn+1 )2

A(y(s),1(t) = inf / Vi “ g,

Tn+1

ou seja, se vy minimizar a distancia entre os pontos de seu tragado.

Para a geometria hiperbélica plana, vamos considerar dois modelos: o Semi-
plano Superior H> = {z € C | Im(z) > 0}, munido da métrica

dx? + dy?

2 _
ds* = )2

Y

e do Disco de Poincaré D* = {z € C | |z] < 1}, munido da métrica

2|dz|

ds = ——L
TTIoP

As definicoes de comprimento de curva e distancia entre dois pontos em D?
sao anélogas as definicoes em HZ.

Os conjuntos O,,H? = {z € C | Im(z) =0} U {oc} e dD?* = {2 € C | |z| = 1}
sao os bordos de H? e D?, respectivamente. O conjunto A = H2Ud H? é o fecho
de H? e o conjunto D' =D2UdD? é o fecho de D?.

Teorema 1.2.1. As geodésicas de H? sao as semi-retas e semi-circunferéncias
ortogonais a O, H?. Jd as geodésicas de D? sdo segmentos de retas e de circunfe-
réncias ortogonais a OD?.

Vejamos como sao as geodésicas no Disco de Poincaré! e no Semiplano?.

/\mf/\

Figura 1.1: Geodésicas em D? Figura 1.2: Geodésicas em H?>

'Figura retirada de https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry_of_
surfaces. Acesso em 26/01/2016.
2Figura retirada da referéncia [9].
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Dado um subconjunto A C H?, sua érea u(A) é definida por

dxd
u(A)Z/ oy,
A Y

desde que a integral exista e seja finita. Analogamente, se A C D?, entdo

B 4ddxdy
wa) = [ i

O proéximo teorema é uma versao simplificada do Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 1.2.2. Seja A um tridngulo hiperbolico com dngulos o, 5,~. Entao

ph)=m—a—p5-17.

As demonstracoes dos Teoremas 1.2.1 e 1.2.2 podem ser encontradas em [9].

Figura 1.3: Triangulo em D? Figura 1.4: Triangulos em H?

Apresentaremos agora o conceito de grupo fuchsiano. Para isso, consideremos
os conjuntos PSL(2,R) e SL(2,R) e também a defini¢ao de grupo.

Definicao 1.2.3. Seja G um conjunto com uma operacao bindria que atribui a
cada par ordenado (a,b) de elementos de G um elemento de G denotado por ab.
Dizemos que G é um grupo sob esta operacao se as sequintes propriedades sao
satisfeitas:

1. (Associatividade) A operacao é associativa, isto €, (ab)c = a(be), Va,b,c €

G.

2. (Elemento Neutro) Eziste um elemento e (chamado de elemento neutro) em
G tal que ae = ea = a, Va € G.

3. (Inversos) Para cada elemento a € G, existe um elemento b € G (chamado
de inverso de a) tal que ab = ba = e.
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Exemplo 1.2.2. O conjunto de matrizes 2 x 2
SL(2,R) ={B € M(2,R) | det(B) = 1}
€ um grupo com a operacao de multiplicagcao de matrizes.

Seja PSL(2,R) o conjunto de todas as transformagoes lineares fracionarias

T4 : C — C, definidas por
az+b
T = — 1.1
i) = 2 (11)
onde a,b,c,d € R e ad — bc = 1. Essas transformacoes também sao chamadas de
transformacoes de Mdbius.

Cada transformagao T4 € PSL(2,R) desse tipo pode ser representada pelas

matrizes
a b

onde A € SL(2,R). Assim,
Ty € PSL(2,R) & A€ SL(2,R).

O conjunto PSL(2,R) com a operacdo de composicao de func¢des forma um
grupo. De fato, a composta de duas transformagoes em PSL(2,R) corresponde
ao produto de matrizes em SL(2,R) e a inversa de uma transformagido T €
PSL(2,R) corresponde a inversa da matriz A.

Sejam Ty € PSL(2,R), Ty = ZZZIS e A como uma das matrizes de (1.2).
Observe que a funcao ¢ : SL(2,R) — PSL(2,R), dada por p(A) = T4 é um
homomorfismo sobrejetor com Ker(yp) = {£l,}, sendo I, a matriz identidade de
ordem 2. Portanto,

SL(2,R)
PSL(2,R) ~ ———= 1.3
O grupo quociente de (1.3) é chamado de grupo projetivo linear.
Consideremos agora a aplicacao f : H? — D? dada por
zi+1
= . 1.4
F&) =— (1.4)

A aplicacdo f é uma isometria bijetora muito importante. Ela permite traba-
lhar tanto em H? quanto em D?. No Capitulo 4 mostraremos como isso pode ser
feito.

O proximo resultado pode ser encontrado de forma mais detalhada em [9).

Lema 1.2.1. As isometrias que mantém o disco de Poincaré invariante sio as
transformacoes lineares fraciondrias da forma

az+b
T1<Z) = m, a,b € (C, ]a\2 — ’b‘z =1. (15)

Essas transformacoes formam um grupo com a operacao composicao. Além disso,
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essas wsometrias podem ser escritas na forma
Ti(z)=foTof™,
onde T € PSL(2,R) e f é como em (1.4).

A seguir, caracterizaremos as transformacgoes em PSL(2,R). Elas sdo classi-
ficadas em trés tipos.

Sejam Ty € PSL(2,R), Ta(z) = %’; com ad — bc =1 e A como uma das

matrizes em (1.2). Seja tr(A) = |a + d|. Dizemos que A ou a transformacao Ts
é:

1. FEliptica, se tr(A) < 2,

2. Parabdlica, se tr(A) = 2,

3. Hiperbdlica, se tr(A) > 2.

Teorema 1.2.3. [9] Seja Ty € PSL(2,R) com T4 # Id. Entio existe uma
matriz B € SL(2,R) tal que Tg o T4 0 Ty' ¢ uma das matrizes

cosf  senf 1t A
Ao = ( — senf) COSQ)’At<O 1)’A>‘ ( 0
onde 0 <0 < 2w, teR* e e R—{0,1}.

Com relacao a anélise do trago, pelo teorema que acabamos de apresentar,
podemos assumir que a matriz A seja uma das matrizes de (1.6) a menos de
conjugacao, conforme A seja eliptica, parabolica ou hiperboélica, respectivamente.

>= O

Definicao 1.2.4. Dada uma estrutura algébrica, o conjunto sobre o qual as ope-
racoes sao definidas é chamado de conjunto subjacente.

Exemplo 1.2.3. Na estrutura algébrica (Z,+), o conjunto subjacente é Z, o
conjunto dos numeros inteiros.

Definicao 1.2.5. Um grupo topoldgico é um grupo cujo conjunto subjacente estd
munido de uma topologia compativel com o produto no grupo, no sentido em que

1. Oprodutop: GXG — G, p((g,h)) = gh, é uma aplicagdo continua, quando
se constdera G X G com a topologia produto.

2. A aplicagio i : G — G, i(g) = g, € continua (e, portanto, um homeomor-
fismo, jd que i71 =1).

Exemplo 1.2.4. Num corpo ordenado (K, +,-, <) pode-se definir a topologia da
ordem, que ¢ gerada pelos intervalos abertos. Em relagao a essa topologia, a
operacao + define um grupo topoldgico, enquanto que o produto define um grupo
topolagico em K* = K\ {0}.
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Podemos identificar cada transformacao 7' € PSL(2,R) como em (1.1) com
o elemento (a,b,c,d) € R Assim, como espaco topologico, SL(2,R) pode ser
identificado com o subconjunto de R*

E ={(a,b,c,d) € R* | ad — bc = 1},

herdando a topologia de R%.

Seja ¢ a funcao identidade sobre E. A aplicacao —p : E — FE dada por
—p(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d) &€ um homeomorfismo e G = {p, —¢} é um
grupo ciclico cuja ordem é 2. A topologia em PSL(2,R) é definida como o
espaco quociente
SL(2,R)

{£o}

Definimos a norma em PSL(2,R) da seguinte maneira: paracadaT € PSL(2,R)

como em (1.1),

PSL(2,R) ~

17| = Va2 + b2 + 2 + d2.

Observe que a norma estd bem definida, pois PSL(2,R) com relacdo a métrica
d(T,S) = ||T — S|| e o grupo das isometrias de H?, denotado por Z(H?), sao
ambos grupos topologicos.

1.3 Grupos Fuchsianos

Consideraremos nesta secao os Grupos Fuchsianos, nosso principal objeto de es-
tudo.

Definigao 1.3.1. Um subgrupo T' de Z(H?) é chamado discreto se a topologia
duzida em T € discreta, isto €, se I' € um conjunto discreto no espaco topologico

T(H?).

Definicao 1.3.2. Um grupo I" é chamado grupo fuchsiano se é um subgrupo
discreto de PSL(2,R).

Exemplo 1.3.1. Considere o grupo formado por todas as transformacoes S :

C — C definidas por
az+0b
S =
(2) cz+d
com a,b,c,d € Z, ad — bc = 1. Ele é chamado de grupo modular e é denotado
por PSL(2,7). Este é claramente um subgrupo discreto de PSL(2,R), logo é um
grupo fuchsiano.

A proposicao seguinte caracteriza os subgrupos ciclicos de PSL(2,R).

Proposicao 1.3.1. Os subgrupos ciclicos de PSL(2,R) gerados por elementos
hiperbolicos ou parabolicos sao discretos. Um subgrupo ciclico gerado por elemento
eliptico € discreto se, e somente se, este subgrupo for finito.

Demonstracao: Seja

D= (Ts)={ .., T2 T 1d,Ts,T5,..} ={..., Ta2,Ty1,1d,Ta, Tyz,...}
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um subgrupo ciclico gerado por T4y € PSL(2,R). Assim, I' é discreto se, e somente
se,
Tel'Tg' = (TgTuT5"y ={..., Tga-1p-1,1d, Tpap-1,...}

for discreto. Pelo Teorema 1.2.3, A é conjugado a uma das matrizes Ag, A; ou A,
de (1.6). Suponhamos inicialmente que T4 seja hiperbolica ou parabélica. Entao,
A serd conjugada a alguma matriz Ay ou A; e (A\)" = A, e (A)" = Ape. Mas,

1
0<|Id—An|> = 1=A)2+(1- Ff <
1
- )\n—l-l

(T=A"2 4+ (1 )? = 1d — Apsal®.

Analogamente,
0 < [[Id— Au|® = (nt)* < (n+ 1)°* = [|[Id — Apsryel®,

de modo que, se tivermos A,t > 0, teremos uma vizinhanca de /d que nao contém
nenhum ponto de I' com excecao da propria Id, obtendo assim que I', o grupo
gerado por T4, ou TYy,, é discreto.

Suponhamos agora que T4 seja uma isometria eliptica, isto é, conjugada a
alguma matriz T4, . Utilizando as férmulas de trigonometria bésica, temos que
(Ag)" = Anp. Obviamente, se I for finito ele serd discreto. De qualquer modo,
temos que Ay = Agior. Assim, se considerarmos que I' é discreto, podemos
considerar que existe 0 < 6, com 6y 0 menor argumento tal que T4, € I'. Seja
entao m € N o maior niimero natural tal que mfy < 27w. Se tivermos mby < 27
teremos que (m + 1)0y — 2w < Oy e

m+1 __ —
(TAG(J) - TA(m+1)90 - TA(nz+1)90—27r el,

o que contradiz a minimalidade de #y. Entao, mfy =2n el = (TA90> é um grupo
ciclico de ordem m. Wl

Definicao 1.3.3. Seja G um grupo de permutacoes de um conjunto E # (0. Dado
x € I/, o conjunto

G(z) ={T(z) | T € G}
é chamado de G-orbita de x. O subgrupo de G

G, ={T'eG|T(x)=ux}

€ o estabilizador de x.

Nas consideragoes seguintes, £ é um espago métrico e G é um grupo de ho-
meomorfismos agindo sobre E.

Definicao 1.3.4. Uma familia {M, | a € A} de subconjuntos de E € dita local-
mente finita se para qualquer compacto K C E, o conjunto {a € A | M,NK # 0}
for finito.

Dizemos que um grupo G age de maneira propriamente descontinua em E se
a G-orbita de qualquer ponto x € E ¢ localmente finita.
A demonstracao do proximo teorema encontra-se em [15].
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Teorema 1.3.1. I' € um grupo fuchsiano se, e somente se, I' age de maneira
propriamente descontinua sobre H?2.

Defini¢ao 1.3.5. Um subgrupo de PSL(2,R) ¢ dito grupo elementar se existir
2 e tal que a drbita I'(2) seja finita.

Teorema 1.3.2. [9] Seja I' um grupo fuchsiano ndao-elementar. Entdo I' possui
elementos hiperbolicos.

Sejam I' um grupo fuchsiano e z € H?2.

1. O conjunto limite de I determinado por z é o conjunto
A(T)={¢ € i | £ & ponto de acumulacao de I'(z)}.

2. O conjunto limite de I" é o conjunto

AD) = | A(D).

Teorema 1.3.3. Seja I' um grupo fuchsiano e suponha que A(T") possua mais do
que dois pontos. Entao uma das possibilidades ocorre:

1. A(T) = 0. 2,

2. N(I") € perfeito e magro, ou seja, todo ponto de A(T') € ponto de acumulagao
de A(T') e o complementar de A(T') € denso.

Defini¢ao 1.3.6. Um grupo fuchsiano é de primeiro tipo se A(T') = 0,,H?. O
grupo T serd de sequndo tipo se A(T) # O, H>.

Neste trabalho consideraremos apenas grupos fuchsianos de primeiro tipo.
Esses grupos sdo nao-elementares [15]. Assim, do Teorema 1.3.2, tais grupos
possuem elementos hiperbélicos.

1.3.1 Circulo Isométrico e Regiao de Ford

Para determinar os geradores do grupo fuchsiano I';, associado ao poligono hiper-
bolico P, precisamos considerar o conceito de circulo isométrico.

Definicao 1.3.7. Sejam E um espaco métrico e I' um grupo de homeomorfismos
agindo sobre E de maneira propriamante descontinua. Um subconjunto fechado
D C E com interior nao-vazio é chamado regiao fundamental de I' se:

1. |J1(D) =E,

Tell

2. DUT(D) =0,V T el —{Id}.
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O conjunto D indica o interior de D, e a familia {T(D) | T € '} é chamada
tesselacao ou ladrilhamento de E.

Sejam I' um grupo fuchsiano e zy € H? tal que T'(zq) # 2o, para todo T € T.
Um dominio (ou regiao) de Dirichlet de I centrado em zy é o conjunto

D,, =1{z € B | d(z, 2) < d(2,T(2)), VT € T}. (1.7)

Teorema 1.3.4. [9] Se I" é um grupo fuchsiano, entio D, (I') é uma regido
fundamental de T'. Além disso, D,,(I") € localmente finita.

O poligono P, constitui a fronteira de uma regiao de Dirichlet D, (I") de I',.
Considerando a isometria

T(z) =

az+b
cz+d

€ PSL(2,R),

temos que
1

(cz+d)*
Assim, se z = z(t) for uma curva diferenciavel tal que |cz(t) +d| = 1, entao temos
a igualdade

T'(2) =

[ iz = [ ol

ou seja, o comprimento das curvas z(t) e (T'0z)(t) sao os mesmos. Disso segue que
a distancia hiperboélica e a distancia euclidiana ao longo da curva sao preservadas.
Logo, a restricao de T" a essa curva ¢ uma isometria euclidiana.

Se ¢ # 0, temos que

lcz+dl=1 <

Isto significa que o conjunto de pontos nos quais 7' age como uma isometria

(hiperbélica ou euclidiana) é um circulo euclidiano de centro —g e raio r = &

lel”
Considere T'(z) = % € PSL(2,R) uma isometria de H* com ¢ # 0. O
circulo isométrico de T' ¢ o conjunto

I(T)={2€C||cz+d| =1}.

Analogamente, o circulo isométrico da isometria T'(z) = ‘gjig, b # 0, de

D? c C ¢ o conjunto
I(T)={z€C| bz +al =1}

Proposigao 1.3.2. [15] Seja I(T) o circulo isométrico de uma isometria T em
H2. Entao I(T) NH? é uma geodésica em HZ.

Para isometrias em D? temos um resultado anilogo.
Considere agora I' um grupo discreto de isometrias com elementos que pre-
servam orientagao em D? = {z € C | |z|] < 1}. Por (1.5) essas isometrias sdao da
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forma (supondo b # 0)

az+b

T(z) =
(2) bz +a

cJal = p*P=1,T € T.

Consideremos também
I(T)={z€C||bz+a| >1}.

Entao

Ry =n I(T)ND?

Tel

estabelece uma regido fundamental para I', em que X denota o fecho do conjunto
X. Essa regiao é chamada de regiao fundamental de Ford.

Teorema 1.3.5. [15] Ry € uma regido fundamental de T

Em nosso trabalho, consideraremos regioes do tipo Ry quando da obtencao
de um conjunto de geradores para I',.

1.3.2 Grupos Fuchsianos Co-compactos

Considere os espagos quocientes H?/T" ou D?/T',, onde I e ', sdo grupos discretos
agindo de maneira propriamente descontinua sobre H? ou D?, respectivamente,
[3]. O espago H?/T é construido através da relagao de equivaléncia sobre H? dada
por

21~z 3T €T tal que zo = T'(z).

Além disso, a classe de equivaléncia de um elemento z € H?, denotada por [z], é
tal que [z] = I-6rbita de z. Assim, os elementos do espago H? /T sao as I-6rbitas,
isto é,
H?/T = {[2] | z € H*}.

O espaco D? ¢é construido de forma analoga. Topologicamente, qualquer g-toro
7, localmente isométrico a D? pode ser obtido do espago quociente de D? por um
grupo fuchsiano T'p, isto é, T, = D?/T,. Dessa forma, podemos obter superficies
de Riemann.

Consideraremos grupos fuchsianos T’ cujo espago quociente H?/T' seja uma
superficie compacta. Nesse caso, o grupo I' é dito grupo fuchsiano co-compacto.
Temos os seguintes teoremas para os grupos fuchsianos co-compactos:

Teorema 1.3.6. [15] Um grupo fuchsiano I' € co-compacto se, e somente se, toda
regiao de Dirichlet de " for compacta.

Teorema 1.3.7. [9] Um grupo fuchsiano I' € co-compacto se, e somente se, I'
nao possui elementos parabdlicos e u(H?/T) < co.

Observe que como a area sobre o espaco quociente H?/T" é induzida da éarea
hiperbolica sobre H?, entao p(H?/T) estd bem definida e vale (D). Neste tra-
balho consideraremos apenas superficies H?/T" que sdo compactas de area finita,
logo os grupos fuchsianos considerados nao possuem elementos parabodlicos.
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1.3.3 A Assinatura de um Grupo Fuchsiano

Sejam I' um grupo fuchsiano co-compacto e D, (I') uma regido de Dirichlet de
I'. Existem em D, (I") um nimero finito de vértices, digamos r, que sdo pontos
fixos de elementos elipticos de I". Consideremos mq,...,m, as ordens desses
elementos elipticos e g o género da superficie D, /", que é compacta e orientavel
[9]. O conjunto ordenado de inteiros (g;mq,...,m,) é a assinatura de I'. Se o
grupo fuchsiano I" ndo possuir elementos elipticos, sua assinatura é (g;0,...,0)
ou (g; —). Temos os seguintes resultados:

Teorema 1.3.8. [9] Seja I wm grupo fuchsiano co-compacto com assinatura
(g:ma,...,m,). Entio

(2T = 21 [(29 _o)+ Z (1 _ mik)] | (1.8)

Se o grupo I' ndo possuir elementos elipticos, entao segue que u(H?/T) =
27[(29 — 2)].
A reciproca também é verdadeira:

Teorema 1.3.9. [9] Dados inteiros g >0, r >0, my > 2 (1 <k <r), tais que
a 1
(29—2)+k§(1—m—k) > 0,
existe um grupo fuchsiano com assinatura (g;my,...,m;).
Para encerrar esta parte do texto, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.10. [9] Toda superficie compacta de género g > 2 pode ser mode-
lada no plano hiperbdlico.

Este teorema nos diz que dada uma superficie compacta M de género g > 2,
existe um grupo fuchsiano I' de forma que M é definida pelo espago quociente de
H? por I'. Em simbolos, M = H?/T.



Capitulo 2

Tesselacoes Regulares

Neste capitulo apresentamos um breve estudo sobre as Tesselagoes Regulares,
com destaque para as Tesselagoes Hiperbolicas. Primeiramente abordamos o
caso Euclidiano. Para mais informacoes o leitor interessado pode consultar as
referéncias [1], [2], [17].

2.1 Tesselacoes no Plano Euclidiano

Nesta secao apresentaremos as Tesselacoes em R2. Para isto consideraremos o
Plano Euclidiano R? com a estrutura de espacgo vetorial e a distancia proveniente
do produto interno usual.

Defini¢ao 2.1.1. Uma aplicagdo f : R?* — R? ¢ dita uma isometria se d(x,y) =
d(f(x), f(y)), para quaisquer x,y € R

A proposicao a seguir caracteriza as isometrias e é simples de se demonstrar.
Proposicao 2.1.1. As isometrias satisfazem as sequintes propriedades:

1. Toda isometria € injetora.

2. Toda isometria transforma reta em reta.

3. Toda isometria preserva medidas de dngulos.

4. Toda isometria € bijetora e a inversa é também uma isometria.

5. A composicao de isometrias também € uma isometria.

Exemplo 2.1.1. Seja U um vetor de R2. A aplicacao
T :R2—=R?%  com Tw(z)=xz+7u, VYreR?

€ uma isometria, chamada de translacao pelo vetor .
De fato, temos que

d(T7(x), Ty (y) = dlx+ A,y + ) = ||+ W) = (y+ @) = ||le —yl| = d(.y).

Vejamos agora o conceito de tesselacao no plano R2.

15
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Definic¢ao 2.1.2. Uma tesselacio ou ladrilhamento em R? é uma cobertura do
plano por regioes poligonais congruentes de tal modo que todo ponto do plano é
coberto por pelo menos uma regiao e duas regioes quaisquer nao se interceptam,
exceto, eventualmente, no bordo.

A regiao poligonal serd chamada de ladrilho e indicada por L.

Caso a regiao poligonal seja compacta, o ladrilhamento podera ser chamado
de ladrilhamento compacto.

A Figura 2.1 mostra uma Tesselacao em R2. Observe que nela aparecem dois
tipos de poligonos, que sao quadrados e octdégonos regulares.

Figura 2.1: Uma Tesselacdo em R?

Quando todos os poligonos sao regulares, sao possiveis apenas trés maneiras
para tesselar o plano R?: por quadrados, por hexagonos regulares e por triangulos
equilateros'. A proxima secao explicara este fato.

Figura 2.2: Tesselacao em R? por quadrados

'As Figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 foram retiradas de CHAVEY, D. Tilings by regular
polygons-II: A Catalog of Tilings. Computers & Mathematics with Applications. 17:
147-165, 1989
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Figura 2.3: Tesselacao em R? por hexdgonos regulares

VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
NAANNNININININININININININININININININININ/

INININININININININININININININONININONONINON
\OANNNININININININININININININININININGY

Figura 2.4: Tesselacdo em R? por triangulos equilateros

Veremos na sec¢ao a seguir que existem infinitas maneiras de se tesselar o plano
hiperbdlico por poligonos regulares, o que ¢ uma vantagem ao se trabalhar com
geometria hiperbolica, pois o mesmo nao acontece na geometria euclidiana.

2.2 Tesselacoes no Plano Hiperboélico

Nesta secao apresentaremos as Tesselacoes Regulares Hiperbolicas. Veremos que
existem infinitas tesselacoes do Plano Hiperbolico por poligonos regulares. No
caso Euclidiano, temos apenas trés tesselacoes quando os poligonos sao regulares,
que sao quadrados, hexagonos regulares e triangulos equilateros.

Definicao 2.2.1. Uma tesselacdo reqular do plano hiperbdlico é uma particao
deste plano em poligonos requlares isométlricos nao sobrepostos, todos congruen-
tes, sujeitos & restricao de se interceptarem somente em suas arestas ou vértices,
de modo a termos o mesmo nimero de poligonos partilhando um mesmo vértice,
mdependente do vértice.
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Se os poligonos de uma determinada tesselacao de H? contém p arestas, onde
cada vértice é recoberto por ¢ desses poligonos, entao a tesselacao sera denotada
por {p,q}. Em particular, se p = ¢ a tesselacao sera chamada de auto-dual.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo hiperboélico é menor do
que 7, {p,q} é uma tesselagao regular de H? se, e somente se [17],

2T 27
—+ — <,
p q

ou seja, se, e somente se,
(p—2)(g—2) > 4.

Observe entdo que existem infinitas tesselagoes regulares em HZ2. Por outro
lado, levando em conta que a soma dos angulos internos de um triangulo eucli-
diano ¢ igual a 7w, temos que as Unicas tesselagoes regulares no plano euclidiano
sao {4,4}, {6,3} e {3,6}. Para esses casos, as partigoes de R? sdo quadrados, he-
xagonos regulares e triangulos equilateros, respectivamente, como foi comentado
na secao anterior.

Vejamos alguns exemplos de tesselagoes regulares hiperbolicas?.

Exemplo 2.2.1. Na Figura 2.5 temos a tesselacao reqular hiperbolica auto-dual
{8,8}, onde os poligonos desta tesselagio tem 8 lados, e cada vértice é o encontro
de 8 desses poligonos.

Figura 2.5: Tesselagao Hiperbolica {8,8} no Disco de Poincaré D?

2As figuras foram retiradas da referéncia [4].
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Exemplo 2.2.2. Na Figura 2.6 temos a tessela¢ao regular hiperbdlica {10, 5},
onde cada poligono tem 10 lados e cada vértice é o encontro de 5 desses poligo-
n0S.

Figura 2.6: Tesselagdo Hiperbolica {10,5} no Disco de Poincaré D?

Além dessas, temos uma tesselacao muito interessante. Os exemplos a seguir
mostram a Tesselagao de Farey no intervalo [0,1] e no Disco de Poincaré D?. Ela

é construida a partir da série de Farey, para mais detalhes o leitor pode consultar
[17].

Considere o triangulo fundamental formado pelas geodésicas 7, 72 € v3, onde
71 tem pontos terminais oo e 0, 75 tem pontos terminais 0 e 1 e 3 tem pontos
terminais 1 e oo. Cada triangulo em H? localizado abaixo do triangulo funda-
mental possui seus trés vértices no eixo x. No modelo do Semiplano Superior
para a geometria hiperbodlica, dizemos que esses vértices estao no infinito, e no
modelo do Disco de Poincaré D? esses vértices também estdo no infinito, mas na
fronteira do disco.

Vejamos os exemplos a seguir?.

3 As figuras dos exemplos foram retiradas da referéncia [17].
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Exemplo 2.2.3. A Tessela¢io de Farey no intervalo [0, 1].

oo (o]

Figura 2.7: Tesselacao de Farey no intervalo [0,1]

Exemplo 2.2.4. A Tesselacio de Farey no modelo do Disco de Poincaré D?.
Observe que os vértices estao localizados na fronteira do disco.

Figura 2.8: Tesselacdao de Farey no modelo do Disco de Poincaré D?



Capitulo 3

Corpos de Niimeros, Anéis de
Inteiros e Algebra dos Quatérnios

Neste capitulo apresentaremos os conceitos da teoria de anéis, de corpos e também
de algebra dos quatérnios, que serao utilizados no capitulo seguinte do trabalho.
Para mais detalhes, o leitor pode consultar [9], [10], [11], [12] e [15].

3.1 Anéis e Corpos

Definicao 3.1.1. Um anel R é um conjunto com duas operagoes bindrias, adi¢ao
(denotada por a+b) e multiplicagdo (denotada por ab), tal que para todos a,b,c €
R:

1.a+b=b+a.

2. (a+b)+c=a+ (b+c).

3. Existe um elemento 0 € R tal que a +0 = a, Ya € R.
4. Eziste um elemento —a € R tal que a + (—a) = 0.

5. a(bc) = (ab)c.

6. a(b+c)=ab+ac e (b+c)a=ba+ ca.

Um anel R é comutativo se ab = ba, para todo a,b € R. Ou seja, R é
comutativo se a operacao de multiplicacao do anel é comutativa. Dizemos que o
anel R tem unidade se existe um elemento 1 € R tal que a-1=1-a = a, para
todo a em R.

Exemplo 3.1.1. O conjunto Z dos inteiros com as operacoes de adicao e multi-
plicacao usuais é um anel comutativo com unidade 1.

Exemplo 3.1.2. O conjunto Z, = {0,1,...,n — 1} com as operacoes de adi¢io
e multiplicacao modulo n € um anel comutativo com unidade 1.

Exemplo 3.1.3. O conjunto My(Z) é um anel nao comutativo com unidade

10
n=(g 1)

21
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Exemplo 3.1.4. O conjunto 27 dos inteiros pares com a adi¢ao e multiplicacao
usuais € um anel comutativo sem unidade.

Um subconjunto S de um anel R é um subanel de R se S é também um anel
com as operacoes de R.

O conjunto {0,2,4} ¢ um subanel de Zg, os inteiros médulo 6. Também, o
conjunto dos Inteiros Gaussianos Z[i]| = {a + bi | a,b € Z} & um subanel dos
nameros complexos C.

Definicao 3.1.2. Seja R um anel com unidade. Dizemos que um elemento a € R
¢ invertivel se existe b € R tal que ab = ba = 1. Além disso, b é chamado de

inverso de a e é denotado por a™*.

O conjunto dos elementos invertiveis de um anel R sera denotado por U(R).

adi¢ao e multiplicacao mddulo 8. Temos que U(Zg) = {1,3,5,7}.
Proposicao 3.1.1. U(R) € um grupo com a operacao de multiplica¢ao.

Definicao 3.1.3. Sejam R e S anéis. Um homomorfismo de anéis é um mapa
de R para S que preserva as duas operacoes do anel, isto €, para todo a,b € R,

pla+b)=wp(a) +ob) e  plab) = p(a)p(d).

Observe que se ¢ : R — S for um homomorfismo de anéis, temos que ¢(0) = 0,
e se os anéis possuirem unidade, entdo ¢(1) = 1.

Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo e um homomorfismo
sobrejetor é um epimorfismo. Um homomorfismo bijetor é chamado de isomor-
fismo.

Se ¢ : R — S é um isomorfismo, entdao ¢! : S — R também é isomorfismo.
Por isso, dizemos que R e S sao isomorfos, em simbolos, R ~ S, quando existe
um isomorfismo entre eles.

Exemplo 3.1.6. Seja ¢ : Z — My(Z), definido por ¢(a) = ( 8 2 ) , para todo

a € Z. Temos que ¢ € um homomorfismo injetor, ou seja, é um monomorfismo,
mas nao € sobrejetor.

Definicao 3.1.4. Um subanel I de um anel R é um ideal & esquerda (direita) de
R se para todor € R e todo a € I, ra € I (ar € I).

Exemplo 3.1.7. Seja R um anel comutativo com unidade e seja a € R. O
conjunto (a) = {ra |r € R} é um ideal de R, chamado de ideal principal gerado
por a.

Exemplo 3.1.8. Seja R[z| o conjunto de todos os polinémios com constantes
reais. Denote por I o subconjunto de todos os polindmios com termo constante
igual a zero. Entao, I é um ideal de R[z] e I = (x).

A teoria de Algebra Abstrata tem trés principais componentes: grupos, anéis
e Corpos.
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Definicao 3.1.5. Um corpo é um anel comutativo com unidade em que todo
elemento nao-nulo € invertivel.

Definicao 3.1.6. Um corpo E € uma extensao de corpo de um corpo F se F C E
e as operacoes de F sao as mesmas de E, restritas a F. Neste caso, dizemos que
F € um subcorpo de E.

Para indicar que E é uma extensao do corpo F', usaremos a notagao E|F.

Exemplo 3.1.9. O corpo Q(v/3) = {a+bv/3 | a,b € Q} € uma extensio do corpo
Q dos miimeros racionais. Temos entio que Q(v/3)|Q.

Se E|F, entao através das operagoes

+:ExE — FE
(a,b) — a+b

- FxFE — F
(Aa) — X-a

tem-se que E é um espaco vetorial sobre F.

Definicao 3.1.7. Seja E uma extensao de um corpo F. Dizemos que F tem grau
n sobre F, e escrevemos [E : F| = n, se FE tem dimensdo n como um espa¢o
vetorial sobre F. Se [E : F| é finito, E é dita uma exstensao finita de F; caso
contrario, dizemos que E é um extensao infinita de F.

Exemplo 3.1.10. O corpo dos nimeros complexos C é uma extensao do corpo
dos nimeros reais R, com [C : R] = 2. Observe que {1,i} € uma base.

Exemplo 3.1.11. Para o corpo dos nimeros racionais, temos que R|Q, e também
R : Q] = 0.

Sabemos que todo elemento do corpo Q(\/g) é escrito de forma simples como
a+ bv/3, com a,b € Q. Por outro lado, elementos de Q(7) sdo escritos de uma
forma mais complicada:

A, 4 a1+ ag
by ™™ A+ by ™ 4+ b

com a;,b; € Q, Vi = 0,1,...,n;V5 = 0,1,...,m. Os corpos do tipo Q(v3)
tem uma 6tima estrutura algébrica. Alguns resultados sobre esta estrutura sao
apresentados a seguir.

Definicao 3.1.8. Seja E uma extensao de um corpo F e seja a € E. Dizemos que
a € algébrico sobre F se a € raiz de algum polindémio nao-nulo em F[z]. Se a néao é
algébrico sobre F, entdo a € dito transcendente sobre F. Um elemento a € C ¢ um
nimero algébrico se existir um polinomio nao-nulo f(x) € Q[z] tal que f(a) = 0.
Nesse caso, dizemos que a € algébrico sobre o corpo Q. Uma extensao E de F é
uma extensao algébrica de F' se todo elemento de E € algébrico sobre F. Se E nao
¢ uma extensao algébrica de F, entao E é uma extensao transcendente de F.
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Exemplo 3.1.12. O elemento \/2 ¢ algébrico sobre Q, pois f(r) = 2° —2 € Q[x]
¢ um polinémio nao-nulo com f(v/2) = 0.

Charles Hermite, em 1873, provou que e é transcendente sobre Q. Em 1882,
Lindemann mostrou que 7 é transcendente sobre Q. Até hoje nao se sabe se a
soma 7 + e é transcendente sobre Q.

Definicao 3.1.9. Sejam F um corpo e a € E um elemento algébrico sobre F. O
polinémio monico irredutivel p(x) € Flz] tal que p(a) =0 € o polinémio minimal
de a sobre F.

Exemplo 3.1.13. O polinomio p(x) = x> —2 ¢ o polindmio minimal de /2 sobre

Q.

O proximo resultado mostra que, para um polinémio f(z) € F[z] qualquer,
f(a) pode ser expresso de uma maneira unica, onde a € E é um elemento algébrico
sobre F', com E|F.

Proposicao 3.1.2. Sejam E|F e a € E um elemento algébrico sobre F. Se o
grau do polinémio minimal de a € igual a n, entdo para todo f(x) € Flx], f(a)
pode ser expresso de maneira unica na forma

fla)=co+cia+...+cp1a™

ondec; € Fli=0,...,n—1.

Demonstragdo: Sejam f(z) € Flz] e p(z) o polindmio minimal de a. Pelo
algoritmo da divisdo para polinomios, existem ¢(x), r(z) € F[z] tais que

fla) = q(a) - p(a) +r(a),

onde r(z) = 0 ou 9r(z) < dp(x). Assim, r(z) = co+ 12+ ...+ ¢,_12" ', onde
CiEF,i:O,...,TL—l.
Temos,

fla)=q(a) -pla) +7(a) e pla)=0= f(a)=r(a),
ou seja, f(a) =co+cra+...+cp_1a"
Para demonstrar a unicidade, suponha que

fla)=co+cra+...+ cn_la”_l =by+ba+...+ bn—lbn_l,
bi,c,€ F,1=1,...,n— 1. Segue entao que o polinémio
s(z) = (co—bo) + (c1 — b))z + ... + (Cae1 — bp—y)z™ !

é tal que s(a) = 0 e 0s(x) < n = Op(x). Assim, s(z) = 0 e dai resulta que
CZ:bZ,VZ:L,n—l [ |

Definicao 3.1.10. Um numero complexo « € dito um inteiro algébrico se existe
um polindmio monico nao-nulo p(z) € Z|x] tal que p(a) = 0.

Exemplo 3.1.14. Seja a =
de p(x) =22 — 2 + 1.

1+T\/§l' Entao, a é um inteiro algébrico pois € raiz
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Denotaremos o conjunto de todos os niimeros algébricos sobre QQ por A, e o
conjunto dos inteiros algébricos por B. O conjunto A é subcorpo de C [18], com
[A : Q] = co. Observe ainda que B é subanel de A.

O resultado que segue mostra-nos que toda extensao finita é uma extensao
algébrica.

Teorema 3.1.1. Se E é uma extensao finita de F, entao E é uma extensao
algébrica de F.

Demonstragdo: Suponha que [E : F] = n, e seja a € E. Entao, o conjunto
{1,a,...,a"} élinearmente dependente sobre F, pois tem n+1 elementos. Assim,
existem elementos cg, cq,...,c, € F, nem todos nulos, tais que

cpa™ + cp1a™ .+ a4 ¢y = 0.
Claramente, a é uma raiz do polindémio nao nulo
—1
f(z) =cpa" + cp1z™ " + ...+ e+ .

[ |
A reciproca deste teorema nio é verdadeira. Com efeito, Q(v/2,v/2, v/2,...) é
uma extensao algébrica de Q, mas nao é finita. Também, temos que [A : Q] = cc.
Considere F' um corpo e sejam E uma extensao de F' e a € E. A proposicao
que segue caracteriza as extensoes do tipo F(a).

Proposicao 3.1.3. Sejam F um corpo e E|F uma extensao de F. Sea € E é um
elemento algébrico sobre F' e o grau do polinémio minimal de a € igual a n, entao
{1,a,...,a"" '} é uma base do espago vetorial F(a) sobre F e [F(a) : F] = n.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.1.2, como a € E é um elemento algébrico
sobre I e o polindmio minimal de a tem grau n, temos que todo elemento de F'(a)

pode ser escrito de modo tinico como combinacao linear sobre F de 1,a,...,a" !
Assim, {1,a,...,a" '} ¢ uma base de F(a) sobre F, logo [F(a): F]=n. B

Exemplo 3.1.15. Jd vimos que p(z) = 2° — 2 € o polindmio minimal de /2,
logo /2 € algébrico sobre Q. Como Op(zx) = 3, pela proposicao anterior seque que
{1,/2,V/22} ¢ uma base de Q(v/2) sobre Q e [Q(v/2) : Q] = 3.

O proximo teorema relaciona o grau da extensao Q(a) com o grau do polino-
mio minimal de « sobre Q.

Teorema 3.1.2. Se L|Q, entao o € L ¢é algébrico sobre Q se, e somente se,

Qo) = {f(@) | f(z) € Qlz]}

¢ uma extensdo finita de Q. Neste caso, [Q(a) : Q] = Ip(x), onde p(z) € o
polinémio minimal de « sobre Q, e Op(x) denota o grau de p(x).

Demonstragao: Seja o € L algébrico sobre Q, e seja p(z) o polindmio minimal
de a. Pela Proposicao 3.1.3, segue que Q(a) é uma extensao finita de Q, com
[Q(«) : Q] = Ip(x). Reciprocamente, se Q(a) é uma extensao finita de Q, entdo
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Q(«) é uma extensao algébrica sobre Q pelo Teorema 3.1.1. Como o € Q(«),
segue que « é algébrico. W

Apresentaremos agora um resultado para a teoria de corpos que é uma versao
analoga do Teorema de Lagrange para grupos finitos.

Teorema 3.1.3. Seja ' um corpo. Considere E uma extensao finita de F e K
uma extensio finita do corpo E. Entdo, K é uma extensao finita de F, e [K :

F]=[K : E|[E:F].
Demonstragao: Considere X = {xy,...,2,} uma base de K sobre E, e Y =
{Y1,...,Ym} uma base de E sobre F. Provaremos que

é uma base de K sobre F. Para isso, seja a € K. Entao existem elementos
bi,...,b, € E tais que
a:blxl—i—...—i—bnxn

e, para cada 7 = 1,...,n, existem elementos ¢;q, ..., ¢, € F tais que
bl‘ = Ci11 + ...+ CimYm-

Entao,
a= Z bir; = Z (Z Cz‘j%) Ti = Z ¢ij (Y;i)-
i=1 i=1 \j=1 ,J

Isso prova que Y X gera K sobre F.
Agora, suponha que existam elementos ¢;; € F' tais que

0= Z cij(y; i) = Z (Z(%Zﬁ)) ;.

Entao, como cada Z ¢ijy; € E e X & uma base de K sobre I, temos que
J

Z CijY; = 0
J

para cada 7. Mas, cada ¢;; pertence a F' e Y é uma base de I sobre F. Logo,
cada ¢;; € nulo, o que prova que o conjunto Y X ¢é linearmente independente sobre
F', portanto uma base de K sobre £. B

Exemplo 3.1.16. Como {1,v/3} ¢ uma base para Q(\/3,v/5) sobre Q(v/5), e
{1,V/5} é uma base para Q(\/5) sobre Q, o Teorema 3.1.3 mostra que {1,/3,v/5,/15}
¢ uma base para Q(+v/3,/5) sobre Q.
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Q(v/3,V5)
N
1 Q(V5)

Na figura do exemplo anterior, temos um diagrama de extensdes que cumpre
QC Q(V3) c Q(v3,v5) e Q C Q(V5) C Q(v3,V5).

Para este trabalho, vamos considerar extensoes algébricas finitas do corpo Q,
ou seja, extensoes F|Q tais que [E : Q] é finito. Essas extensoes denominam-se
corpos de numeros. Dessa forma, temos que F = Q(6), para algum 0 € A.

Sendo E = Q(#) um corpo de niimeros, com [FE : Q] = n, existem n monomor-
fismos ; : E — C,i=1,...,n, definidos por ¢;(0) = 0; [18], onde 6; sao as raizes
distintas em C do polindémio minimal de 6 sobre Q. Esses monomorfismos deixam
fixos os elementos de Q, e desde que C|E, o conjunto {¢1,...,p,} constitui o
grupo de Galois da extensao E|Q.

Exemplo 3.1.17. Seja E = Q(v/2). Como o polinémio minimal de § = /2
sobre Q € p(x) = 23 — 2, seque que existem trés monomorfismos ¢ : E — C,
dados por 01(0) = 0, p3(0) = wb e p3(0) = w20, com w = _HT\@

O elemento w do exemplo anterior é uma raiz 3-ésima primitiva da unidade.
Seja I/ um corpo de nimeros. Considere o conjunto

Pp=ENB.

Entao, ®g é um subanel de F, chamado de anel de inteiros de E. Como Z C B,
segue que Z C Dpg.

Definicao 3.1.11. Um nidmero d € Z — {0} € livre de quadrado se este nao é
divisivel por um quadrado de um niumero primo.

Exemplo 3.1.18. Os numeros 6, 7 ¢ 10 sao livres de quadrado, e 18 e 25 nao o
sao.

Teorema 3.1.4. [8] Seja d um inteiro livre de quadrado. Entao, o anel de inteiros
algébricos de E = Q(\/d) ¢ dado por

Z[\Vd], se d# 1(mod 4)

Z[HY4) se d=1(mod 4).

3.2 Algebra dos Quatérnios

Veremos a seguir o conceito de algebra dos quatérnios e algumas propriedades.
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Definicao 3.2.1. Seja E um corpo. Uma dlgebra B sobre E é um espaco vetorial
com uma estrutura de anel com unidade 1z, com operacoes de multiplicacao do
anel e por escalar relacionadas por

a(zy) = (ax)y = z(ay), Yae Ee Vr,yecB.

A dlgebra B ¢ dita comutativa se ela € comutativa sob sua estrutura de anel.
Uma algebra dos quatérnios é um caso particular da Definicao 3.2.1.

Definigao 3.2.2. Seja E um corpo tal que carE # 2. Uma dlgebra dos quatérnios
sobre E ¢ uma dlgebra A sobre E satisfazendo as sequintes condi¢oes:

1. O radical T de A (um ideal T C A tal que I™ = {0} para algum n € N) ¢é
trivial;
2. Z={zeA|z-y=y-x, Vye A} = E, onde Z é o centro de A;

Uma algebra que satisfaz as condicoes 1-3 é chamada de dlgebra simples cen-
tral.
Podemos encontrar uma E- base {1,i, 7, k} de A satisfazendo, [13],

i*=a, j*=0b, k=ij=—ji,

com a,b € E — {0}. Denotaremos a éalgebra A por A = (a,b)g. Observe que A
nao ¢ comutativa, ja que 1j = —Jji.

Se cada elemento da algebra A possuir inverso, dizemos que A é uma dlgebra
de divisao.

Definicao 3.2.3. Seja x = xg + x1i + x2) + 23k € A, onde xg, x1, 29,23 € E. O
conjugado de © € dado por T = xo — x11 — x2] — x3k.

Observe que quaisquer elementos x,y € A satisfazem
rTty=7+y, T -y=2-Y, IT=. (3.1)

Definigao 3.2.4. Seja v € A. A norma reduzida de z, denotada por Nrd(z), e o
trago reduzido de x, denotado por Trd(z), sao definidos por

Nrd(z) =2 -T =) — ax’? —bas +abxs e Trd(z)=z+7 =21 (3.2)
A funcao norma Nrd satisfaz
Nrd(z -y) = Nrd(z) - Nrd(y), Vz,y € A. (3.3)

Estabeleceremos agora uma conexao entre os elementos de uma algebra dos
quatérnios A e os elementos de uma sub-algebra de M (2, E(y/a)).

Sejam A = (a,b)g e My, My, My, M3 matrizes linearmente independentes de
M (2, E(y/a)), dadas por
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M2:<2 (1)) Mi”:(—bo\/a \(/)a)

Consideremos agora a aplicagao ¢ : A — M(2, E(y/a)), definida por

@(Io+l’1i+l‘2j+l’3]€):Io'MO—F.Il'M1+.I2'M2+JI3'M3.

Como ¢(i*) = ala, ¢(j°) = bls, (i)p(j) = —¢(j)e(i), sendo I, a matriz
identidade de ordem 2, verifica-se que ¢ é um isomorfismo de A em uma sub-
algebra de M (2, E(y/a)). Assim, cada elemento de A é identificado com

s () = ( bg;*_g;lg\\/;‘%) v i ijg ) . (3.4)

Teorema 3.2.1. [15] Se A = (a,b)g nao € isomorfa a M (2, E), entio A é uma
dlgebra de divisao.

Teorema 3.2.2. A é uma dlgebra de divisao se, e somente se, Nrd(x) = 0 apenas
para x = 0.

Demonstragao: Seja © € A com z # 0. Entao Nrd(z) # 0. Como Nrd(x) =
T - T, temos que

T T

r=1 e
Nrd(z) v housas, Nrd(z)

é o elemento inverso de x. Logo, A é uma algebra de divisao. Reciprocamente,
se A é uma algebra de divisdo e x # 0, entao 27! # 0 e Nrd(x) - Nrd(z™') =1,
ou seja, Nrd(z) #0. B

Exemplo 3.2.1. Sejam A = (5,11)g, e h € A, com h =1+ 3i+j+ k # 0.
Temos que Nrd(h) =1 —5-32—1-12+55-1% = 0. Pelo teorema anterior, seque
que A nao € uma dlgebra de divisao.

Exemplo 3.2.2. Sejam H = (=1, —1)g a dlgebra dos quatérnios de Hamilton e
H' = {z € H | Nrdg(z) = 1}.
Considere o conjunto
Trdy(H") = {Trdy(z) | © € H'}.

Entao, dado v = x¢ + 211 + x9j + 23k € H', onde i* = j?> = k* = —1, temos
de (3.2) que Nrdg(z) = % + 22 + 22 + 22 = 1. Disso seque que |rg| < 1 e,
consequentemente, Trdy(z) = 2x¢ € [—2,2]. Logo, Trdg(H') = [-2,2].

3.3 Reticulados Hiperbdlicos

Nesta secao é apresentada o conceito de ordem em uma &algebra dos quatérnios

A.

Definicao 3.3.1. Seja R um anel. Um conjunto nao vazio M € dito um R-
mddulo (ou um mddulo sobre R) se M é um grupo abeliano sob uma operacdio +
tal que, para todor € R e m € M, existe um elemento rm € M que satisfaz:
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1. r(a+b)=ra+rd

2. r(sa) = (rs)a

3. (r+s)a=ra+ sa
para todo a,b € M er,s € R.

Exemplo 3.3.1. Sejam R um anel e I um ideal & esquerda de R. Seja M =
{a+ 1| a € R} o conjunto de todas as classes laterais a esquerda de R. Em M,
defina (a+1)+(b+1)=(a+b)+ 1 er(a+I)=ra+1, r € R. Dessa forma,
M ¢é um R-mddulo.

Definicao 3.3.2. Um R-mddulo M € dito finitamente gerado se existem elemen-
tos ay,as,...,a, € M tais que todo m € M € da forma

m =17riay + 1reQg + ...+ Tpan,
1,72, ...,Tn € R.

Definigao 3.3.3. Um subconjunto discreto A de pontos de R™ é um reticulado de
dimensdo n se este for um Z-mddulo, gerado através de uma base {ey, ..., e,}.

Sejam A uma algebra dos quatérnios sobre E e R um anel. Uma R-ordem O
em A é um subanel de A com unidade que é um R-moédulo finitamente gerado
tal que A = FO.

A R-ordem O também sera chamada de reticulado hiperbdlico.

No trabalho de Carvalho, [6], os reticulados hiperbélicos sao utilizados no
processo de rotulagem de uma constelacao de sinais geometricamente uniforme
no plano hiperbolico.

No proximo capitulo, vamos considerar a tesselagdo hiperbdlica {8¢g — 4,4}
associada ao grupo fuchsiano I'g;_4 e identifica-lo com a respectiva ordem O.

Consideremos, para cada ordem O em A, o conjunto O!, definido por

O'={r €O | Nrd(x) =1}.
Proposicao 3.3.1. O é um grupo multiplicativo.

Demonstracao: Sejam z,y € O'. Por defini¢do, temos que z-y € O. Por outro
lado, temos que

Nrd(xz-y) = Nrd(x)- Nrd(y) =1-1=1.

Segue entdo que x -y € O'. Também, o inverso de x é T, e Nrd(T) = 1, pois de
(3.2),
Nrd(z)=7-Z=T-x=2-T = Nrd(x)

|
A R-ordem O sera denotada por O = (a,b)o,.



Capitulo 4

Identificagao dos Grupos I'g, 4 em
Ordens dos Quatérnios

Vieira em [20] apresenta alguns casos de identificagdo dos grupos fuchsianos em
ordens dos quatérnios de algumas tesselacoes, com destaque para o grupo fu-
chsiano I'y, associado a tesselagao auto-dual {4g,4g}, onde g é o género da su-
perficie compacta D?/T'y,. Nesse trabalho, o autor generaliza os casos em que
g=2"g=3-2"eg=>5-2" comn > 0 um natural. Mas identificar um grupo
fuchsiano em ordens dos quatérnios pode ser uma tarefa dificil. Por exemplo,
para a tesselacao {12¢g — 6,3}, Vieira mostrou em seu trabalho apenas um caso
de identificagao, quando g = 3, [20].

Este capitulo estd dividido em duas partes. Na primeira, apresentamos o grupo
fuchsiano I's,_4 proveniente da tesselacdo {8g —4,4} e um conjunto de geradores,
com destaque para o caso em que g = 2. Na segunda, tratamos a identificacao
em ordens dos quatérnios dos elementos desse grupo.

4.1 O Grupo Fuchsiano Iy, 4

Nesta secao apresentamos o grupo fuchsiano I's;,_4. Uma abordagem mais deta-
lhada dos assuntos tratados aqui pode ser encontrada em [7].

Considere a tesselacao {8g — 4,4}, com género g > 2, e seja Ps,_4 0 poligono
hiperbolico regular de 8g—4 arestas associado. A superficie D?/T'g, 4 d4 origem a
um g-toro, [20], através do emparelhamento de arestas descrito em |7]. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que o poligono Py, 4 esteja centrado na origem
de D2

Sejam 71, ..., Tgg—4 as arestas de Pg,_4, sendo a contagem iniciada no sentido
anti-horério, e considere as isometrias hiperbélicas que formam um conjunto gera-
dor do grupo fuchsiano I's,_4. Temos entao um poligono regular de 8¢g — 4 arestas
que estd associado a um grupo I's,4 de assinatura (g, —). Segue do Teorema
1.3.8 que a area hiperbolica de Pg,_4 é

(Pag1) = u(D? Teys) = dm(g — 1),

Note que o grupo I's,—4 nao possui elementos elipticos.
De maneira sucinta, as isometrias geradoras de I's;_4 sao encontradas como

31
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segue. Em [7], esse processo se encontra mais detalhado.
Sejam Ty, ..., Tgg—4 as arestas de Pg,_4, contadas no sentido anti-horario. Con-
sidere a transformacao hiperbdlica que emparelha as arestas 7 e T45_1:

a1:D2 — ID)Z
_az+é7 a,b e C, aa — bb = 1.
bz +a

z

A inversa de a; é

a;t:D* — D?

az—b I
z —, a,beC, an—-0bb=1.
—bz+a
. . . a . 1
Os circulos isométricos de oy possuem centro —7 € raio m, e os de a; " tem

a .
centro de — € mesmo ralo, COm

b

:i:l + cos 4g7r_2 ) i\/Q (]. + cos m) COS 4gj ofes
S e =

€ 89—4

™ i
sen - sen

Levando em conta esses valores, podemos representar o pela matriz

1+ cos = 8
_ _;-89=3
49—2 UB( 17r8g74)
sen4g”_2
M,, = , (4.1)
s
. 8g-3 14 cos 7
u@(”srﬁ 7:19 2
sen 5

com

\/2 (1 + cos 49”_2) coS 49”_2

= : 4.2
“ sen 49712 (42)

Considere agora a isometria definida por

pr:D? — D?
5+4)

z zeiﬁlgﬂj( , k=1,...,8¢0—5

Matricialmente, podemos escrevé-la como
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Denotando as fun¢oes de emparelhamento das arestas por af_,, af, 1, B, e
5g+1, com k=1,...,9— 1, conseguimos escrevé-las em fungao de «y, |7]. Entao,
fazendo a conjugacao desses emparelhamentos com a isometria pg, obtemos as
isometrias hiperbolicas que sao os geradores do grupo fuchsiano I's,_4 em forma

matricial:
14+ cos == . sir 8
#628974 ue( “T8974>
sen
Mot = 1+ x
. 8g—3 COS —— . 8k
ue(lﬂ-8§74) %eil&;—ﬂ;
sen
14 cos " sk s
_ ; 8k _ g—3
A2 i we "iTEED)
sen
b pu—
Xt T
(in8=2) 1+ cos Tg—3 jskm
ue 8g—4 —71-6 8g—4
sen
1+ cos —= . 16g-7
¢ ue(_ﬁr Sgg—4 )
s
sen
Mﬁl = 1 - 9
. 169-7 + CoS -
ue(”r 8g—4 ) #
sen
14 cos 7= . skx . 16g—7
#628{]74 ue(_”r 8g—14 )
senpt
Br =
(m 169—7) 1+ cos 45%2 . 8km
ue 8g—4 —71—6 8g—4
sen
1 —I— COS I . 8kw . 169—7
#677’&]74 u€<ﬂﬂ 8g—4 )
sen
B —
(iﬂ_lﬁg—7) 1+ cos 4;_2 8k
ue 8g—4 p 89—
sen
Considere agora a isometria
f:H> — D?
zi+1
z E——
zZ 41

(4.3)

(4.4)

(4.6)

(4.7)

Através dessa aplicagdo, temos que I' >~ I's, 4 [20]. Desse modo, podemos
trabalhar tanto em H? quanto em D?. Assim, para cada transformacao & : D? —
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D?, temos uma correspondente em H?, que é dada por f=1-&- f.

Seja & = C—Lé ,com a,b € C eaa—bb=1. Entdo
b a

floefH —» H?
L ( Re(a) + Im(b) Re(b) +Im(a) )

2
Para trabalhar com a identificacdo, vamos considerar as matrizes em H?. Nesse
processo, poderemos observar que os geradores se escrevem na forma

Gzl( o+ ypV/t Zk—i-wk\/%)

4.9
4\ —2z +wpVt T — ypVt (4.9)

onde z, yi, 2, Wi, € Z[0], Z[0] é o anel de inteiros de Q(y/m), m > 0, t € Z[0] e
Vit ¢ Z[6).

Através das funcgoes de emparelhamento descritas em |7], o poligono Pjo as-
sociado & tesselagao {8¢g — 4,4} quando g = 2 é mostrado na Figura 4.1

Figura 4.2: Emparelhamento da Tesselagao {8g — 4,4} para g = 2

L As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 foram retiradas da referéncia [7].
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Figura 4.3: Emparelhamento da Tesselacao {8g — 4,4} para g = 3

A tesselagdo {8¢g — 4,4} para g = 2 tem seu emparelhamento representado
na Figura 4.2. Apresentaremos na se¢ao a seguir o grupo fuchsiano I's,_4 em
que g = 2. Determinaremos a ordem dos quatérnios O em A associada ao grupo
['sg—4, em que A é uma algebra dos quatérnios, e identificaremos o grupo fuchsiano
I's;—4 em ordens dos quatérnios no caso em que g = 2. Para isso, consideraremos
inicialmente o anel de inteiros de £ = Q(v/3).

De acordo com o Teorema 3.1.4, temos a seguinte:

Proposicio 4.1.1. Seja E = Q(v/3). O anel de inteiros de E é

Demonstracao: Pelo Teorema 3.1.4, como 3 # 1 mod 4, segue que o anel de
inteiros de £ = Q(v/3) ¢ Dp = Z[v/3]. A

Proposicao 4.1.2. Seja I' um grupo fuchsiano finitamente gerado por G, ..., G,

com
a _( $k+yk\/§ zk+wk\/§) E—1 I
F —Zk—ka\/g xk—yk\/@ ’ LR

onde Gy, € M(2, E(vV0)) € 0,z yx, 2, wi € E, sendo E um corpo. Entio qual-
quer elemento T € T assume a mesma forma dos geradores de T,

Demonstracao: Sejam Gy e G5 dois geradores de I', digamos

a :( 1751‘1‘91\/5 21+w1\/§> o O :( $2+y2\/§ Zz+w2\/§)
! —z +wVl oz — V0 ? —zo FwaVO Ty — VO )

Se Gy -Gy = ( @1 A2 ) , entao

21 22
an = T1%9 — 2122 + (Y1y2 + wiwe)0 + (x1y2 + T2y + 21we — Z2w1)\/§7
Ao = T1Ty — 2122 + (Y12 + wi1w2)0 — (1Y + 2ay1 + 21w2 — 22w1)\/§>
A9 = —21%2 — T122 — (Y1we — wiY2)0 + (=212 + Towy + T1wo + y122)\/§,
a1z = 2122 + T122 + (r1w2 — wiY2)0 + (—21y2 + Towy + 1w + y122)\/§-
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Proposicao 4.1.3. Sejam a dlgebra A = (a,b)p com uma E-base {1,1,j,k},
r € N—{0} firo e R o conjunto

o
R:{—|a€©Eem€N},
Tm
onde ®p € o anel de inteiros do corpo E. Entao
O = (a,b)r = {x = xo + 217 + x2j + 23k | 0,21, 22,23 € R}

é uma ordem em A.

Demonstragao: Temos que R é um subanel de E que contém o anel de inteiros
D p. Por defini¢do, O é um R—modulo. Seja 5 € E. Entao, existe ¢ € Z— {0} tal
que ¢f € Dp. Assim, para quaisquer xg, 1, T2, r3 € F, existem ¢; € Z — {0} tais
que qr; = € Dp, 1 =0,1,2,3. Dessa forma, dado © = xog+x1i+x9) + 23k € A,
existe v € F tal que x = v/, com 2’ € O. Ou seja, A = EO, e entao O é uma
ordem em A.

4.2 Caso g =2

Nesta secao veremos como ficam as matrizes e a identificacao quando g = 2. Para
0 108s0 caso, apresentaremos os geradores de I's,_4 em D? e também em H?. De
(4.2), observe que

2(14+cosZ) cosZ
U—\/< 6) 6:‘/75\/3%—2\/5.

T
Se1n 6

Primeiramente, faremos uma observacio muito importante. Sendo 6 = 3 + 2v/3,
temos que /3 +2v/3 # 2 em Z[f]. De fato, observe que Z[0] = Z[v/3]. Agora,
suponha que /34 2vV3 =2, t = a+ b3, a,b € Z. Entdo,

3+2V3 = (a + by/3)?

= 3+2V/3 = (a+bv3)*
= 34+2V3 = a*+ 90" + 18a2b? + (4a’b + 12ab)V/3.
Disso, resulta que
4a3b + 12ab® = 2
=  2a’b+6ab® = 1

= b(2a® + 6ab®) = 1.

Como a,b € Z, entdao b=1e 2a®> +6ab’> =1 ou b= —1 e 2a> + 6ab?> = —1. Se
b=1e 2a®+ 6ab* = 1, temos que 2a® + 6a = 1, ou seja, a(2a* + 6) = 1. Assim,
a=1e2a®>+6=10oua=—1e2a*+6=—1. Mas como a ¢ inteiro, nenhuma
das possibilidades ocorre. O caso em que b = —1 e 2a% + 6ab?> = —1 é analogo, e

entdo segue que \/3 + 2v/3 # t em Z[6).



4.2 Caso g =2 37

Mostraremos a seguir as matrizes M,,, Mag, Mag, Msg,, Mpgg, Mﬁg no modelo

do Disco D?. Para isso, assumiremos que o valor de 6 é 3 + 2v/3.

Iniciaremos com a matriz M,,. Fazendo g = 2 em (4.1), temos que

1 +cosg _1sm
—ﬂ' ue 12
Seng
M,, =
T
137 1+ cos 5
ue' 12 —
Seng
Pela formula de Euler,
- 137
iy — LB 4 Br s ; s
€ 12 = CO0S 75 +1isensgy = Co (7r+ 12) + 1sen (7r—|— 12)

S
= —cosZ —isen’ s = — (V6 +v2) +i(V6— v2)].
Da expressao para u, resolvendo e simplificando as expressoes de M,,, segue que

4493 (—V3—1)VO+i(vV3—-1)V0
Mo =5 | (VB-1)Va—i(V3—1)V0 1+2v3

Para a matriz Mye em D?, fazendo g = 2 em (4.3), tem-se

1+ cos % j2n 18
—e'3 ue "1z
seng
My =
. L+cosg o
uel 12 —¢ 73
Seng
Da férmula de Euler,
e = cos & +isendF = F(—1+ iV/3).

J4 sabemos o valor de u, também ¢35 = —H(V6+V2) +i(vV6 — V2)]. Assim,
resolvendo e simplificando as expressoes de Mg, resulta que

—2-V3+i(3+2v3)  (=V3-1)VO+i(vV3-1)Vb
1

Mo =3 | (vB-DVE-ivB-1VE 2 VB i3+ 2V5)
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Fazendo g = 2 em (4.4), temos que a matriz M,; em D? & escrita da forma:

1+ cos § 2 _j18n
—— 2 ue ' 12
senZ
6
Mag = _
137 I+cos§ .on
uetiz —e's
senf
Como
e's =cos ¥ + zsen%’r =1(-1+ iV/3),
3+2v3
e

e = (V6 +v2) +i(vV6 - V2)],
M,y ¢é dada por

—2-V3-i(3+2v3)  (—V3-DVE+i(V3-1)Vl
M =5 | (VB W= iVa—1VE  —2—V3+i(3+2V3)

Para Mg, no modelo do disco de Poincaré D? fazendo g = 2 em (4.5), resulta

1+ cos % 95
—— wet
y seng
81 —
c25m 1+ cos §
ue” 12 - x
senZ

6

Novamente pela formula de Fuler, segue que

257‘r .
e’z = cos=ZE 25” + zs.enzf’—z’T = cos (27T + 1) + 7sen (277 + 1)

= cos{y — zsen—:i[(\/_+\/_)_l(\/_ V2)].

Considerando os valores de u e 8, resulta que a matriz Mgz, é dada por

4423 (V3+1DVO —i(v3—-1)V0
1

M51:§ (V3+DVO+i(vV/3-1V0 4423

A quinta matriz geradora de I'12, Mpge, no modelo do disco D? é obtida da mesma
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maneira. De (4.6), fazendo g = 2, tem-se

1 +cosg i2m _j25m
—— 23 ue "1z
sen%
Mpge =
2
J25m l+cosg o
ue' 12 ——e '3
senZ

Sabendo que

- 257 T

€12 = cos {5 —isen{; = }l[(\/é—l— V2) —i(vV6 — V2)]

resulta que Mpge se escreve como
1

—2-V3+i(3+2v3)  (V3+1)VO—i(v3—1)V0
Mss =5 (V3+DVO+i(v3-1)vV0  —2—3—i(3+2V3)

Por fim, temos a tiltima matriz geradora de I'i5 escrita no modelo D?. Sendo
=2 em (4.7), temos

1 + cos %e_i%ﬂ -
sen%
o5m 1—1—(:05% com
uel 12 —e'
Seng
Ja que e
o5 . .
¢ = cos &5 —isenss = 1[(V6 + V2) —i(V6 — V2)]
e

27

e's = 1(~141iv3),

a matriz M pd Se escreve da forma
—2—3—i(3+2V3) (V3+1)VO—i(vV3-1)V0o
1
Mag =5 V34+DVO+i(vV3—-1)V  —2—3+i(3+2V3)

No proximo Teorema mostraremos como os geradores de I'y5 sao escritos no
modelo do semiplano HZ.

Teorema 4.2.1. Em H?, as matrizes geradoras de 'y sdo:
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442v/3+ (V3 -1)Vo (—V3-1)v0
1
My, = -

4 (—V3—1)Vo 4423 - (V3-1)Vo |’

2B+ (V3-1)V0 3+2V3-(V3+1)V0
4| 3-2B4+(—V3-1)VI —2—-V3-(V3-1)v0 |’

—2—-V3+(V3-1)V0 —-3-2V3—-(V3+1)V0
G4 34+2v3-(WBHVE —2—-V3-(V3-1VO |’

44 2v3+ (1 —/3)V0 (V3+ 1)V

'y (V34 1)V 442V3—(1—V3WVE |’
—2—V3+(1-V3V0 3+2V3+(V3+1)V0
1
M =1 —3-2V3+(V3+ VO —2—V3-(1-V3)Vo |’
—2-V3+(1—=V3)VO —3—-2V3+(V3+1)V0
1
Mt =1 34034 (VB+1VE —2-vV3-(1-VBWVE |’

com 0 = 3+ 2v/3.

Demonstracao: Para demonstrar este Teorema, utilizaremos as matrizes gera-
doras de I';3 no modelo do Disco de Poincaré descritas anteriormente. Conside-
rando a aplicagdo dada por (4.8) em cada matriz no modelo D?, segue que as
matrizes correspondentes escritas no modelo do semiplano H? siao dadas por

442v3+ (V3 -1)V0 (—V3—1)Vo

M =3 (—V3-1v8 4423 (V3-1)VE |



4.2 Caso g =2 41

—2-V3+(W3-1)V0 3+2V3-(V3+1)VE
1

4 -3-23+(-v3-1Vl —2-V3-(V3-1)V0 |

Mgy =

2= V3+(V3-1V0 —3-2V3-(V3+1)Vo
G4 3423 (VB+ VB —2—v3—(V3-1)VE |’

4+ 23+ (1 -3V (V3 +1)V8

1
Ma =4 V3+1VE 4123 (1-vAVE |
—2—V3+(1—-V3)V0 3+2V3+(V3+1)V0
1
Mss =4 323+ (V3+1)V0 —2—V3-(1-V3)Vo |’
—2—-V3+(1—-V3)V0 —-3-2V3+(V3+1)V0
1
Mgy = 7

41 3423+ (V3+1VE —2—-V3-(1—-V3VO |’

com 0 =3+2V3. N
Agora descreveremos o reticulado hiperbélico associado ao grupo I's,_4 para
g=2.

Teorema 4.2.2. Os elementos do grupo fuchsiano I' ~ I's;_4 para g = 2 sao

identificados, via isomorfismo, com elementos do grupo dos invertiveis O' da
ordem O = (6, —1)g, onde

R:{% | o € Z[0] emEN}
e =3+2V/3€FE— {0}, com E sendo um corpo. Consequentemente,

{1, V0, Im, \/glm}

¢ uma R-base para o reticulado O, sendo Im a unidade imagindria.

Demonstracio: Consideremos as seguintes matrizes My, My, My e My em M(2,Q(+/6)),
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we(30) e (3 2)
0

0 1 0
M2_(—]. 0)7 M3_ \/g O

Se T € T', entdo pela Proposicao 4.1.2 e por (4.9),

T:E( z + yvVo Zz+wz\/§>
—a+wVl w—yve )’

4
onde z;,y;, 21, w; € Z[f]. Portanto, T ¢ identificado com o elemento z € O! C

O - (9, —1)3,

dadas por

através do isomorfismo ¢ : A — ¢(A) definido por
@(Io+l’1’i+l‘2j+l’3k> :x0~M0—|—a:1 'M1+I2'M2+$(33'M3,

ou seja,

com i? =0, j> = =1, k =1ij e x,y, z1,w; € Z[0]. Portanto, cada elemento do
grupo fuchsiano I' ~ I's,_4 para g = 2 ¢ identificado, através do isomorfismo ¢,
com um elemento z € O' € O = (6, —1) e {1,+/0,Im, v/0Im} é uma R-base de
o.n

Observe que (A) C M(2, E(\/0)), com A= (§,—1)z e E = Q(6).

O Teorema que apresentaremos a seguir ¢ o ponto-chave deste trabalho. E
com ele que concluimos os objetivos apresentados no inicio do texto.

Teorema 4.2.3. A ordem associada ao grupo fuchsiano I' >~ 115 €
O = (3+2V3,—1),

onde R={2 |a€Z[f] emeN}, 6 =3+2V3 ¢

{1,4/3+2v3,Im, \/3 + 2v/3 Im}

¢ uma R-base de O.

Demonstragao:
Pelo Teorema 4.2.1, podemos escrever as matrizes da forma que segue. Assim,
temos a identificacao, que é dada por (3.4):

z1+y1V3+2vV3  —wiV/3+2V3
4 4
Ma1 = —w1\/43+2\/§ T1—Y1 \/43"'2\/3 =P (% + ?il_lz o %k) ’




43

4.2 Caso g =2
—L4+y1V34+2v3  z—wi/3+2V3
1 1
Mag = | —m—wiV342v8 H-oy/312v3 | = (2 4+ Li+2j — k),
1 1
i/ 342V3  — 2 —win/34+2V3
1 1
— —X Z - w
My =| =z-wyBres Fewnvsees | = e (5 - 50— 45— %4k),
1 1
z1—y1V 3+2V3 w1y 3+2v/3
1 1
Mpg, = wiV/3+2v8  mtm/3e2v3 | = (8 — Ui+ k),
1 1
—y1v/342V3 z1+w1\/ 3423
1 1
Mge = | —zitwn/342v3  “Pan/3+2v3 | = @ (2 —8i+ 25 4 k),
1

&

%ml_yl 3+2\/§ —z1+twq 3+2

I

S

W~
N— N—

Mﬁd — z14+w1 3+2\/§ _Tzl+yl 3+2

W~

com
v =4+2V3, oy =vV3-1,
21:3+2\/§, wlz\/§+1,

ew: A— M(2,Z(\/3+2V3)).

Do Teorema 4.2.2, segue que

O =(3+2V3,—1)p, ComR:{%|o¢€Z[6]emEN},

0=3+2V3e
{1,V/3+2V3,Im, \/3 + 2/3 Im}

é uma R-base de O.
|
Observagao: Note que o elemento £ = 2-++/3 pertence ao anel Z[v/3] = Z[6]

como foi mostrado no Teorema 4.2.2.
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