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Resumo

URETA, José Antonio Cueto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2017. Sobre Fluxos Expansivos em Superficies. Orientador: Walter Teofilo
Huaraca Vargas.

No presente trabalho estudaremos algumas definicoes de fluxos expansivos, suas
relagoes entre elas e com o auxilio de alguma delas provaremos dois teoremas; um
de caracterizacao de fluxos espansivos sobre superficies compactas, e um outro
sobre a caracterizacao das superficies compactas que suportam fluxos expansivos;

estes resultados sao devidos a A. Artigue.
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Abstract

URETA, José Antonio Cueto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February,
2017. About Expansive Flows in Surface. Adviser: Walter Teo6filo Huaraca
Vargas.

In the present work we will study some definitions of expansive flow, the relations
between them and with the help of some of them we will prove two theorems;
the first characterize the expansive flows on compact surfaces, and the other is
a topological characterization of compact surfaces that support expansive flows;

These results are due to A. Artigue.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar algumas possiveis defini¢oes para
o conceito de fluxos expansivos, bem como suas relacoes entre si, destacando duas
delas (equivalentes em certas condigées). A seguir, provaremos os teoremas de
classificacao de superficies que suportam fluxos expansivos e a caracterizacao dos
mesmos, obtidos por Artigue em [5].

Teorema A. Seja ¢ um fluro sem singularidades de indice 0 zero sobre uma
superficie compacta X. Entdo os sequintes enunciados sao equivalentes:

(1.) ¢ € expansivo.

(2.) O congunto de pontos singulares Sing(¢) de ¢ é um conjunto finito e nao
vazio, ¢ nao tem pontos errantes Q(P) = ¥ e ¢ nao tem pontos periddicos.

(3.) As singularidades sao do tipo sela e a uniao das suas separatrizes é denso
na superficie.

Consideremos uma superficie compacta 2", onde h representa o niimero
de alcas, b o nimero das componentes da fronteira e ¢ o nimero de crosscaps
necessarios para obter X, entao temos o seguinte resultado

Teorema B. Uma superficie compacta e conera ¥ = X""¢ admite um fluzo
expansivo se e somente se h>0eh+b+c>1

No capitulo 1, apresentaremos resultados conhecidos da teoria dos sistemas
dindmicos continuos sobre espacos métricos. A maioria dos resultados serao
apresentados sem prova pois elas sao bem conhecidas e podem ser achadas, por
exemplo, em [15], [7], [3], [12], [13] e [1].

No capitulo 2 estudaremos algumas defini¢oes existentes para fluxo expansivo.
Decidimos ordena-las de forma alfabética, estas serao classificadas em trés grupos:
intuitivas, cinematicas e geométricas. Na secao 2.2 estudaremos alguns exemplos
e observaremos a importancia de cada definicao e suas implicacoes dinamicas; na
secao 2.3 mostramos as relacoes entre algumas destas definicoes.

No capitulo 3, mostraremos alguns resultados preliminares, com o objetivo de
apresentarmos as provas dos Teoremas A e B.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos bésicos, propriedades gerais e
resultados conhecidos para sistemas dindmicos, sempre considerando como nosso
conjunto universal um espago métrico compacto (X, dist).

1.1 Sistemas dinamicos discretos

Definicao 1.1. Um sistema dindmico discreto sobre um espaco métrico
X € um homeomorfismo f : X — X. Onde para n € Z, a n-enésima iterada de f
¢ a n-enésima composicio denotada por: f* = f""lof, sen > 0; f* = frtlofL,
sen < 0; e fO=1Id a aplicacdo identidade em X, f~' a aplicacdo inversa de f.

Definicao 1.2. Se f € um sistema dindmico discreto sobre X e v € X, entao a
orbita de © com respeito a f ¢ o conjunto

O(z) = {f"(x)| n e Z}
A orbita positiva de x com respeito a f é o conjunto
O™ (z) = {f"(z)| n = 0}
A orbita negativa de x com respeito a f é o conjunto
O~ (z) = {f (=)l n > 0}.

x € X é um ponto fizro com respeito a f se f(x) = x.
r € X serd dito um ponto periédico de periodo n com respeito a f se
existe n € Z+ tal que f*(z) = x e f*(x) # x para todo 0 < k <n—1

Um dos primeiros exemplos deste tipo de sistemas dinamicos e que usaremos
nesta dissertacao sao as rotacoes do circulo.

Exemplo 1.1.1. Na notacao multiplicativa, temos:
St={zeCilz| =1} = {9 e R}

2
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Usando a notacao aditiva, a circunferéncia unitdria é:
S'=R/Z

Isto é, o quociente do grupo aditivo dos numeros reais pelo subgrupo dos inteiros.
A transformacao
627rid) N ¢

¢ um isomorfismo entre estas duas representacoes. Assim podemos representar
com R, a rotacao por um dngulo 2wa. Logo, nestas duas notacoes temos:

Ro(2) = ™2

R.(z) =x+ a( mod 1)

em que ( mod 1) significa que numeros diferindo entre si por um inteiro sdo
identificados. Em [ prova-se que:

a) Se o é um nimero racional, entao x € um ponto periddico com periodo q para
qualquer x € S, onde p e q sao primos inteiros relativos tal que o = g eq>0.

b) Se a é um nimero irracional, entio O (x), O~ (x), e O(z) sao densas em S*
para todo x € S*.

1.2 Sistemas dinAmicos continuos

Defini¢ao 1.3. Um sistema dindmico continuo de classe C" (ou fluxo de
classe C") sobre um espaco métrico X é uma de aplica¢io C", ¢ : R x X —
X tal que:

a) ¢(0,x) ==z, e
b) o(t +s,x) = ¢(s, d(t, x)) para todo t,s € R e todo x € X.

Definicao 1.4. Se ¢; é um fluzo sobre um espaco métrico X e x € X, entdo a
orbita de T com respeito a ¢ é o conjunto

O(z) = {du(2)] t € R} = P (x)
A orbita positiva de x com respeito a ¢ é o conjunto
O* (2) = {61(x)] £ > 0} = dyy (x)
A orbita negativa de x com respeito a ¢ € o conjunto
O™ () = {¢1(2)[ t < 0} = ¢ (2).

Observacao 1.2.1. Em [20], prova-se que se x,y € X, a relacio x ~ y se, e
somente se, y € O(x) € uma relagao de equivaléncia em que O(x) é homeomorfo
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a) A um ponto (chamado de ponto singular), neste caso, ¢i(p) = p para todo
teR, ou

b) Ao circulo (chamado de orbita periddica) na qual existe T € RT ¢ (p) = p,
para algum T > 0 e ¢y(p) #p para 0 <t < T, ou

¢) A reta.

Denotaremos o conjunto de pontos singulares e peridédicos do fluxo ¢, por
Sing(¢) e Per(¢), respectivamente.

Fluxos topologicamente equivalentes e conjugacgao
topolégica

Seja ¢ um fluxo em um espago métrico compacto X. A seguir estudaremos
formas de mudar o sistema sem perder as informacoes dindmicas dos mesmos.
Definicao 1.5. Seja X um conjunto, uma fungdo p:Rx X - R € uma
reparametrizacao do tempo se
a) p(-,x) : R = R € sobrejetora, e

b) p(-,z) : R —> R ¢ estritamente crescente

para todo x € X.

Definicao 1.6. Seja X e Y espacos topologicos. Os fluxos ¢ : X — X e
Y 'Y —> Y sao topologicamente semi-conjugados se existe uma aplicagao
sobrejetora h : X —'Y tal que

Yroh=hod

para todot € R. A funcao h € uma semi-conjugacgao topologica do fluxo ¢,
ao ;. Dizemos que h € uma conjugagao topoldgica, se é um homeomorfismo.

Definicao 1.7. Seja X e Y espacos topologicos. Dois fluxos ¢y : X — X e
Y, 'Y = Y sao topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo
h:X —Y e uma reparametrizacao p: R x X — R tal que

bi(h(@)) = W@ p(1.2) (7))

para todo x € X et € R. O par ordenado (h,p) é uma equivaléncia
topologica entre os fluros ¢; e ;.

Definicao 1.8. Seja ¢; um fluzo sobre um espa¢o métrico compacto X. Uma
funcao ®:Rx X - X € uma mudanca temporal de ¢; se existe uma
raparametrizacdo p : R x X — R tal que ®(t,x) = ¢pu0)(v) e © € um fluzo.
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Conjuntos invariantes

Alguns dos subconjuntos do espaco tem comportamento dindmico
independente de outros subconjuntos, formalmente temos a:

Definicao 1.9. Seja ¢ um fluzo sobre o espagco métrico compacto X. Um
subconjunto A de X € invariante com respeito ao fluxo ¢ se ¢,(A) = A
para todo t € R.

Exemplo 1.2.1. Se ¢; € um fluzo sobre um espaco topologico X, entao & e X
sao invariantes com respeito a ¢;,. Se p e X € um ponto singular ou periodico do
fluzo, entao eles também sao invariantes.

A seguinte proposigao é de facil verificacao e pode ser achada, por exemplo,
em [15] e [3].

Proposicao 1.2.1. a) O complemento de um conjunto que € invariante com
respeito a um fluro € invariante com respeito ao fluzo.

b) A intersecao de qualquer colegao de conjuntos que sao invariantes com respeito
a um fluro € ainda invariante com respeito ao fluzro.

¢) a unido de qualquer cole¢ao de conjuntos que sdo invariantes com respeito a
um fluxo € ainda invariante com respeito ao fluxo.

Observacao 1.2.2. Seja X e Y espacos métricos compactos. Seja (h,p) uma
equivaléncia topologica entre os fluros ¢y : X — X ey : Y - Y. A € invariante
com respeito a ¢, se, e somente se, h(A) € invariante com respeito a ;.

Conjuntos limites

Os conjuntos a-limite e w-limite de um ponto x com respeito a um fluxo ¢,
capturam o comportamento de ¢;(z) no passado e no futuro, respectivamente.
Formalmente temos:

Definicao 1.10. Seja ¢ um fluro no espago métrico compacto X. Um ponto
y€ X € ponto w-limite de x € X com respeito a ¢ se existe uma sequéncia

t, de numeros reais tal que lim t, = oo e
n—o0

O conjunto w-limite de x € X com respeito a ¢, denotado por w(z), € o conjunto
de todos 0s pontos w-limite de x com respeito a ¢.

Definicao 1.11. Seja ¢ um fluro no espago métrico compacto X. Um ponto
y € X € ponto a-limite de x € X com respeito a ¢ se existe uma sequéncia

t, de numeros reais tal que lim ¢, = o0 e
n—o0

y = lim ¢y, (2).

n—o0
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O conjunto a-limite de x € X com respeito a ¢, denotado por a(x), € o conjunto
de todos 0s pontos a-limite de x com respeito a ¢.

-

Exemplo 1.2.2. Seja p um ponto periddico de um fluzo ¢. Como O(p) é
fechado pela invaridncia das drbitas periddicas, O(p) contém todos os pontos de
acumulagdo. Portanto, a(p) < O(p) e w(p) < O(p).

Por outro lado, se x € O(p), entio existe um nimero real T tal que v = ¢.(p).
Se T ¢ o periodo de p, entdo

nh—rfolo ¢T+TLT(p) = 7}1_1}30 ¢T(¢nT(p)) = ¢T(p)($)

oy

lim ¢;_r(p) = lim 6-(¢—nr(p) = 6-(p)(2).

Assim, para qualquer n inteiro ¢,r(p) = p. Temos x € a(p), e x € w(p).
Consequentemente, O(p) < a(p) e O(p) < w(p).
Portanto, se p € um ponto periodico de ¢, entao

Observacao 1.2.3. a) Seja ¢ um fluzo sobre o espaco métrico compacto X e
re X. Seye O(x), entio w(y) = w(x), e a(y) = a(z).
De fato, se y € O(x), entaoy = ¢.(z) para algum nimero real . Se z € w(x),

entdao existe uma sequéncia t, de niumeros reais tal que lim t,, = o0 e
n—0o0

z = T}grolo b1, () = 7}21010 b, (0-~(y)) = Jgfolo bt (Y)-

Como t, — T convergem ao %, obtemos que z € w(y).
Por outro lado, se z € w(y), entdo existe uma sequéncia t, de nimeros reais
tal que lim t, = o0 e lim t, = w ¢

n—ao0 n—0o0

Z = T}EIC}O b1, (y) = T}EIC}O b, (p4r (7)) = r}g{}o Pt +7 ().

Como t, + T converge ao 0, obtemos z € w(x). Portanto, w(x) = w(y). A
prova para a(x) € similar.

b) Seja X e Y espagos métricos compactos. Se (h,p) é uma equivaléncia
topoldgica de o fluro ¢y :+ X — X ao fluro ¢y : Y — Y, entio w(h(x)) =
hw(x)), e a(h(z)) = h(a(zx)) para todo x € X.

De fato, se x € X e z € w(x), entdo eriste uma sequéncia t,, de nimeros reais

tal que lim t, = oo e
n—aoo

z = T}grolo b1, ().

A sobrejetividade e a monotonia de p(-,z) implica que para cada natural n
existe um numero real s, tal que t, = p(sp,x) e lim s, = oo. Pois (h,p) é
n—00
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uma equivaléncia topoldgica de ¢ ao P,

h(z) = h(lim ¢, (2))
= lim h(¢y, (2))
— 7%1_{210 R(Pp(sp,2) ()
Tim v, (h()).

Assim, h(z) € w(h(z)). Logo h(w(x)) < w(h(z)).

Agora mostraremos a inclusao inversa.  Lembremos que (h™1,p) € uma
equivaléncia topoldgica de v a ¢. pelo argumento anterior, h™'(w(h(z))) <

w(z). Logo, w(h(x)) < h(w(z)). Portanto,

A prova que a(h(zr)) = h(a(x)) para todo x € X é similar.

Exemplo 1.2.3. Seja ¢y e co numeros reais. Consideremos o sistema de equagoes
diferenciais.

T o= o
I j—

sobre o toro T2. Identificando o toro com HZ%, o correspondente fluzo ¢, : T? — T?

é
¢y = (1 + c1t, vy + cot) mod Z2.

Se i—f ¢ racional ou ¢, = 0, entdo a orbita de qualquer ponto de T? é periddica

com respeito a ¢ (ver ﬁgum

Se & € irracional, entio nos refemremos ao fluro ¢ como um fluxo irracional
do toro (ver ﬁgumm Neste caso, demonstraremos que o conjunto w-limite
e a-limite de qualquer ponto € o toro T2 Consequentemente, as drbitas positivas
e as orbitas negativas de qualquer ponto serd denso em T? .

ssumamos que =2 € irraciona em perda de generalidade, podemos supor
A gf [ S da d lidad d

que ¢y € positivo. Seja (p1, p2) representando um ponto em T? tal que 0 < py < 1.
Consideremos o circulo

C = {(x1,20) e T*| 1y =p; mod Z.}
Como e
Gbi(m,@) =(p1+ 1,22+ 6_1) mod Z* e C
existe a funcao 11 : C'— C' definida por
(p1, z2) = ¢i(p1752)-

A funcao Il € uma rotagao no circulo C' pelo dngulo 27‘(‘2—?.
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Eziste um inteiro positivo k tal que f > 1. Para qualquer inteiro positivo n

k

definimos 1, = ne. Como

Gr (1, 02) = (p1 + nk,p2 + com,)  mod Z7,

temos ¢r, (p1,p2) € C.

Seja (y1,y2) representando um ponto em T? tal que 0 < 1y, < 1. Mostraremos

que (y1,y2) € w(p1, p2) Definamos o = @. Como

b0 (Y1, y2) = (p1,y2 + Co0) mod ZQ,

temos ¢, (y1,y2) € C.
Para qualquer inteiro positivo n seja B, a bola aberta em T? de raio % centrada
em (y1,y2). Pela continuidade de ¢, o conjunto ¢,(By,) N C € uma vizinhanca de

bo(y1,y2) em C. Segundo o exemplo item b, a orbita positiva de ¢, (p1, p2)
com respeito a Il € densa em C. Assim, existe um inteiro positivo m,, tal que

Hmn (¢Tn (p17p2)) € ¢U(Bn) N C

Definimos uma sequéncia de numeros reais t, por
mn

ty=7,+— —o0.
€1

como ’Z—ln >0eT, zng =>n, temos t, = 1, —0 = n —o. Logo, lim t,, = +c0.
n—o0

Mostraremos que lim ¢, (p1,p2) = (Y1, Y2)-
n—>o0

Seja U uma vizinhanga aberta de (y1,y2) em T?. Existe um inteiro positivo
N tal que B,, < U para todo n = N. Pela propriedade de grupo de um fluxo e a
definicao de 11,
Gt (P1,p2) = ¢Tn+’j—ffa(p1,p2)
= O (0 (6 (1.22)))
= ¢_U(Hmn(¢7—7L(p17p2))) € Bn = U

para todo n = N. Logo,
nhirolo Gt (P1,02) = (Y1, Y2)-
Portanto, w(py,p2) = T para todo (p1,p2) € T?. Similarmente, a(py,ps) = T°

para todo (p1,p2) € T2. Consequentemente, ambas as drbitas positiva e negativa
de qualquer ponto sao densas em T? em relagdo ao fluzo irracional.
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(a) Fluxo racional no toro (b) Fluxo irracional no toro

Figura 1.1: Fluxo no toro T?

Pontos nao errantes

Definicao 1.12. Seja ¢ um fluxo sobre um espaco métrico X. Um ponto x € X
€ nao errante para ¢ se para qualquer vizinhanca aberta U de x e para cada
numero real positivo T > 0 existe um numero real t > T tal que

on(U)nU #

O conjunto nao errante de ¢, denotado por Q(p), é o conjunto dos pontos
nao errantes para ¢. Um ponto que nao € nao errante é errante para ¢.

Exemplo 1.2.4. se x € um ponto fixo de um fluxo ¢, entao x é um ponto nao
errante para ¢, pois para qualquer vizinhanca aberta U de x e qualquer T > 0
temos x € U n ¢r(U).

Exemplo 1.2.5. se x é um ponto periddico com periodo T > 0 para um fluzo ¢,
entao eriste um nimero natural n tal que nT > 0. Assim, x € nao errante para ¢
pois ¢pr(x) = x, em que para qualquer vizinhanga U de x temos x € U N ¢ (U).

Exemplo 1.2.6. Considere um fluro irracional ¢ sobre o toro T?. Seja x € R2.
Pelo exemplo m o ponto x pertence a seu conjunto limite x € w(x). Portanto

existe uma sequéncia t, de nimeros reais tal que lim t, = 400 e lm ¢, () =
n—+0o0 n— 400

x. Se U é uma vizinhanca aberta de x, entao como lim t, = 400, para cada
n——+0o

T > 0 existe um inteiro positivo N tal que ¢y, (x) € U com t, > T para todo
n = N. Portanto, Q(¢) = T2.

Observacao 1.2.4. a) O conjunto de pontos ndao errantes do fluzo é invariante
com respeito ao fluxo.
De fato, seja ¢ um fluzo. Seja x € Q(¢p) e 7 € R. Seja U uma vizinhanga
aberta de ¢,. A continuidade de ¢, implica que V = ¢_,(U) € uma vizinhang¢a
aberta de x. Como x € Q(¢), existe T > 0 tal que V n ¢or(V) # &.
Consequentemente, U n ¢p(U) = or(V n or(V)) # &. Portanto, Q(¢) €

muoariante.
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b) O conjunto de pontos nao errantes de um fluzo é fechado.
De fato, seja ¢ um fluzo. Seja x um ponto limite de Q(p). Seja U uma
vizinhanga aberta de x. Como x é um ponto limite de Q(¢p), existe y €
UnQ(¢). O pontoy € nao errante, assim existe T > 0 tal que Unor(U) # .
logo, x € Q(¢). Portanto, Qo) € fechado.

c) Seja X eY espacos topoldgicos. Se h : X — 'Y € uma conjugagio topoldgica
de um fluxo ¢y : X — X ao fluxo ¢, : Y — Y, entao

d) Se ¢ é um fluxo sobre o espago métrico compacto X, entao w(x) < Q@) e
a(z) < Q(¢) para todo x € X.

1.3 Classificacao de superficies compactas

Nosso objetivo nesta secao é apresentar uma classificacao topologica das
superficies compactas e conexas. Para isso, iniciaremos definindo a soma conexa
de duas superficies.

Dadas as superficies ¥, Y5, a soma conexa de X; e X5, denotada por
Y1#Y, é obtida da seguinte formas:

Escolha D; < ¥; e Dy < X5, onde Dy e D, sao discos fechados homeomorfos
ao disco fechado D = {(x,y) € R%; 2 + y?> < 1} . Denote por ¥ o complemento
do interior de D; em Y;, i = 1,2. Escolha um homeomorfismo h : dD; — 0Ds.
Entao Y1#>, é o espaco quociente de 2’1 UZIQ obtido pela identificacao dos pontos
x e h(z), z e dD;.

Assim, temos os seguintes teoremas que podem ser encontrados no capitulo 9
de [13].

Teorema 1.1. Seja X uma superficie compacta, sem fronteira e conexa, entao:

a) X é a esfera, ou
b) 3 € a soma conexa de h toros para g =1, ou

¢) A soma conezxa de c planos projetivos, com ¢ = 1

Observagao 1.3.1. a) Adicionar uma al¢a a X, significa retirar dois discos
mergulhados em Y\OX e colar com um cilindro D x S', identificando cada
componente da mesma com os circulos fronteira dos discos substraidos.

b) O plano projetivo pode ser entendido como o resultado de colar um disco D e
uma faiza de Moebius B ao longo da suas fronteiras. Fsse processo é chamado
de crosscap.

Corolario 1.2. Seja ¥ uma superficie compacta e conezxa entao ela é homeomorfa
a ¢ onde LMC ¢ a superficie com h alcas, ¢ crosscap e b componentes da
fronteira.
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Teorema 1.3. Adicionar uma alca a uma superficie conexa nao orientdvel € o
mesmo que adicionar dois crosscaps. Portanto, adicionando uma alca a uma
superficie nao orientdvel de género p, se obtém uma superficie nao orientdvel de
género p + 2

Teorema 1.4. Seja ¥ uma superficie orientdvel de género p. Adicionar um
crosscap a X resulta em uma superficie nao orientdvel de género 2p + 1.

1.4 Suspensoes

Existe uma construcao natural de um fluxo partindo de um difeomorfismo e
uma profunda ligacao dindmica entre estes dois sistemas.

Definicdo 1.13. Dados f : X — X e uma funcio ¢ : X — RT limitada
wnferiormente por zero, considere o espaco quociente

Xo={(z,t) e X xRT: 0 <t <c(x)}/ ~

onde ~ € a relagao de equivaléncia (z,c(x)) ~ (f(z),0). A suspensao de f com
teto ¢ € o semi-fluzo ¢ : X, — X, dado por ¢'(x,s) = (f"(x),s'), onden e
s’ satisfazem

Z )+ =t+s, 0<s <e(f"(x)).
€ u

Sef: X - X
f

m homeomorfismo, ¢ é chamado fluro suspensao de

Exemplo 1.4.1. Seja f um homeomorfismo no circulo S*. Usamos f para
identificar as componentes de fronteiras do cilindro S* x [0,1]; isto €, identificar
os pontos (z,1) e (f(x),0) em S* x [0,1] para x € S*. A variedade M; obtida é
o toro se f preserva a orientacao do circulo, e a garrafa de Klein se f muda de
orientacao.

Da definicao tomando a funcgao de teto a funcao constante c=1, My € da
forma (z,7), onde x € S* e 0 << 1. Para z = (x,7) € My e t € R temos que o
fluzo é

ou(z) = (F (@), {t + 7)),

onde {a} denota a parte fraciondria do nimero a.

As propriedades de f e seu fluxo suspensao estao intimamente relacionados.

Observagao 1.4.1. a) Se f tem uma orbita densa, entdao o fluzo suspensao ¢y
tem uma trajetdria densa.

b) Se f ndo tem drbita densa, entio o fluro suspensio ¢f nao tem trajetorias
densas.
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c) Se f tem uma orbita periddica, entdo o fluxo suspensio ¢s tem uma trajetoria
periddica.

d) Os enunciados reciprocos também sao vdlidos.

Exemplo 1.4.2. Seja f = R, a rotagio do circulo 2 + y* = (%)2 com dngulo

de rotagao 2mp, p € R. Entao ¢gr, € um fluro racional ou irracional no toro,
dependendo se | € racional ou 1rractonal.

1.5 Teoria de Poincaré Bendixson

Consideremos > uma superficie compacta e conexa.

Definicao 1.14. Seja | um segmento mergulhado em X, dizemos que l € uma
sec¢do transversal local do tempo T > 0 para o fluxo ¢, se ¢ : [—7,7| x| —
P—r() € um homeomorfismo e l N ¢—r-(x) = {x}, para todo x € l. | serd
chamado sec¢ao transversal local de ¢. Um subconjunto l — ¥ € uma
seccao transversal global para ¢ se para cada x € | existe uma vizinhanca U
de x tal que U Nl € uma seccao transversal local e toda orbita de ¢ intersecta
[. Uma curva fechada v ¢ chamada de transversal fechada se seus arcos sao
transversais locais.

Defini¢ao 1.15. Seja | uma sec¢ao transversal local, a,b : 1 — (0,7) aplicacoes
continuas; o conjunto U = {¢(z) : z€l, te (—a(z),b(z))} é chamado caiza
de fluzo.

Em [21] prova-se que qualquer ponto regular pertence a uma secgao transversal
local.

O seguinte teorema é conhecido como Teorema do Fluxo Tubular ou Teorema
de Retificagdo e pode ser encontrado em [3].

Teorema 1.5. Seja x € X um ponto reqular de um fluzo ¢ de classe C™ (r =0)
em uma superficie diferencial Y. FEntao existe uma vizinhanca U de x e um
difeormorfismo de classe C" de U em R? levando trajetorias em U a trajetdrias
do sistema dindmico

sobre R? preservando a direcdo no tempo.

Como consequéncia deste, temos o Teorema de Fluxo Tubular Longo.

Teorema 1.6. Seja d um arco compacto de uma trajetoria reqular de um C"-
fluro ¢y (r > 0), e suponha que d nao forma uma curva fechada. Entao existe
uma vizinhanca U de d e uma C"-difeomorfismo v : U — R? que leva o arco em
U de trajetorias de um sistema dindmico ' =1,y =0
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Observagao 1.5.1. Seja [y1,Y2] = Op, 101(y) 0 Segmento de drbita dey com pontos
extremos Y1 e Yo, € sejam ly e ly duas seccoes transversais passando por vy, e
yy respectivamente, tal que [y1,y2] 0 (I U 1) = {y1,12}. E conveniente que
Y2 € Or+(y); isto €, o ponto ys se move ao longo de ¢gr(y) de y; com tempo
crescente. Pelo teorema existe uma vizinhanca | < [y de y, sobre Iy tal que
para qualquer x € | a semidrbita positiva ¢p+(x) intersecta ly sem intersectar
primeiro a ly. Denotemos por T o primeiro ponto onde ¢r+(x) intersecta ls.

Definicdo 1.16. A aplicacio f = f(z,l):l; > 1y € dita aplicagdo de
Poincaré induzida pelo fluro ¢, se € tal que f(xr) = T € ly, com x € 1 de
acordo com a observacgao |1.5.1,

O seguinte teorema caracteriza os conjuntos limites de um fluxo definido num
disco e ¢ conhecido como Teorema de Poincaré-Bendixon.

Teorema 1.7. Seja um fluzo ¢ de clase C* num conjunto aberto A < R%. Se v
€ uma orbita fechada de ¢ tal que inty < A entao existe um ponto singular de ¢
contido em inty relativo a R2.

Definicao 1.17. Seja p uma singularidade e x um ponto reqular tal que
thfl oe(x) = p (respectivamente flim ¢i(x) = p ). Dizemos que a Orbita de
—+40 [——00

z, ¢r(z), € uma separatriz estdvel do ponto p (respetivamente instdvel).

Definicao 1.18. Seja fluxo ¢ : R x X — X na superficie compacta X,
consideremos o conjunto Sing(¢) como sendo isolado em X; e p € Sing(¢), D < X
um disco merqulhado tal que Sing(¢) n D = {p}. Além disso consideremos D
muito pequeno, supondo que nao existe uma separatriz estdvel ou instdvel contidas
em clos(D), nem existe drbitas periddicas contidas. Seja

U={zxeD: ¢r+(x) E clos(D) e ¢r-(z) E clos(D)},

e p um ponto de acumulacao de U. A componente conexa de U é chamada
de setor Hiperbdlico em D (ver figura .

Uma separatriz estdvel v = ¢r(x) (ou instdvel) de p, € separatriz se para
cada vizinhangca V deye yn D

V\y c U.

Com as condi¢oes da definicao [1.18] e usando o teorema de Poincaré-
Bendixon temos que se x € D e ¢r+(x) < D ou ¢r-(x) < D; entdo x pertence a
uma separatriz estavel ou instavel de p. Porém se ¢r(x) < D, entdo x = p. Assim
o conjunto U é um conjunto aberto. Para isto tomemos um ponto z € U. Entao
existem t; < 0 e to > 0 tal que ¢y, () ¢ clos(D) e ¢, (x) ¢ clos(D) agora pelo
teorema do fluxo tubular longo existe uma vizinhanca U/ do arco de trajetéria
P[1.401(®) que é uma caixa de fluxo aberta em que tomando uma bola aberta
centrada em z, B(z) < U contida em U conseguimos que todo ponto y € B(z)
tem pontos de sua 6rbita no passado e no futuro fora de clos(D), isto é, B(z) < U.
Logo U é um conjunto aberto.
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Figura 1.2: Sectores Hiperbolicos: S},

Definicao 1.19. Seja um fluzo ¢ e p € Sing(¢) que satisfaz as condi¢oes da
defini¢ao [1.18; o ponto singular p € de tipo sela se tem um nimero finito de
separatrizes.

Defini¢ao 1.20. Seja um ponto singular p € Sing(¢) de tipo sela. O indice

da singularidade de tipo sela ¢ j(p,¢) = 1 — =, onde ny, € o mimero de

setores hiperbolicos em D, = D. Se p € 0% consideragoes similares tomaremos e
definiremos o indice de p como j(p,¢) =1 —ny,.

Em [12] (theorema 9.6) prova-se que esta defini¢ao coincide com a usual
noc¢ao de indice para pontos singulares. (no entanto, ela nao se estende a fronteira
da superficie.)

Definigao 1.21. Seja p € Sing(¢) um ponto singular, entdo os conjuntos
estdvel e instdvel de p, sao respectivamente:

Wi(p) = {z € ¥ limy 400 ¢u(x) = p}
W(p) = {x € X lim,_o ¢4(z) = p}

Lembremos que a caracteristica de Euler x(X) de uma superficie ¥ de género
p=0¢éx(X)=2—2p. Se X énao orientavel, entao y(X) =2 — p.
Teorema 1.8. Seja ¢ um fluxo sobre uma superficie X com finitas singularidades

k
b1,P2, ", Pk- Entao Z](p27¢) = X(E)

i=1



Capitulo 2

Definindo Fluxos Expansivos

Neste capitulo nosso principal objetivo é estudar algumas definicoes existentes
para fluxos expansivos, seguiremos de forma proxima o trabalho [4]. Mostraremos
as implicagoes entre as mesmas e algumas de suas propriedades. No que segue
consideramos fluxos ¢ de classe C' sobre espagos métricos compactos (X, dist),
denotando o conjunto de homeomorfismos crescentes no conjunto de nimeros
reais que fixem zero como Hg (R).

2.1 Definicoes intuitivas

Lembremos que no caso de homeomorfismos sobre espacoes métricos temos a
seguinte definicao classica.

Definicao 2.1. Um homeomorfismo f : M — M, onde M é um espagco métrico
compacto, € expansivo se existe 6 > 0 tal que se x;y € M e dist(f"(x); f"(y)) < ¢
para todo n € Z entao, v = y.

A primeira definicdo é a mais intuitiva, porém a de menor utilidade, em que
imita a definicao de expansividade para aplicagoes sobre espacos métricos.
Definicao 2.2. Diz-se que um fluzo ¢ sobre X é A-expansivo se existe 6 > 0

tal que se dist(gy(x), ¢i(y)) < 9, para todo t € R entao; x =y

A seguir mostraremos que a definicdo de A-expansividade tem pouco interesse
dinamico, pois ela restringe demasiadamente nosso espaco. De fato temos a
seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.1. se ¢ ¢ A-expansivo entao X € um conjunto finito.

Demonstracao. Para provarmos nossa proposicao, com o > 0 constante de
expansividade de ¢, bastara provar as duas seguintes afirmacoes:

15
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a) X é um conjunto de pontos singulares.
Suponha por absurdo que, existe z € X\ Sing(¢). Pela continuidade de ¢
existe 7' > 0 tal que se [t| < T entdo,

dist(¢¢(y),y) < 4, (2.1)

para todo y € X; pois caso contrario, existiriam sequéncias convergentes
{tn}neN € {yn}neN tais que:

lim t, =0,
n—-+aoo

lim y, = yo,
n—-+0o0

diSt(Cbtn (yn)a yn) =9,

para todo n € N. Daqui 0 = dist(yo, yo) = d, absurdo.

Por outro lado pela continuidade de ¢, observemos que, existe s € (=71, T)
tal que ¢5(x) # x. Caso contrario, para todo t € (=7, T) teriamos ¢ (z) =z
e daqui por continuidade de ¢, tlirjr} oi(z) = ¢r(x) = x logo x é um ponto

singular, absurdo pois « e um ponto regular. Assim, fazendo z = ¢4(z) e como
|s| < T, temos pelo resultado (2.1)) que para cada t € R

dist(¢s(d1(x)), ¢e(x)) < 6
€ pela propriedade do fluxo ¢s(¢t(x)) = ¢t+s(x) = qbs-i—t(x) = ¢t(¢s(x)) =

®¢(z), de onde
dist(¢y(z), d(z)) < &

para todo t € R. Logo, pela A-expansividade z = x, absurdo pois z = ¢s(z) #
x.

b) X € um conjunto finito.
Por absurdo, suponhamos que X é infinito. Agora pela afirmacdo (a), X é
um conjunto de pontos singulares, e por hipétese, X é infinito entao X tem
um subconjunto enumeravel. Assim, podemos supor X contavel e infinito.
Sob tal perspectiva, pela compacidade de X podemos encontrar py, ps Sing(¢),
p1 # p2, em uma bola, centrada em algum ponto singular p € Sing(¢), e de
raio g > 0, tal que

dist(¢¢(p1), ¢u(p2)) <0

para todo t € R. Logo, pela A-expansividade do fluxo ¢ temos que p; = ps
absurdo pois p; # po, contradizendo a expansividade.

O

Observamos na demonstragao anterior que a A-expansividade foi quebrada por
pontos em uma mesma Orbita. Assim, as proximas defini¢oes de fluxos expansivos
terao que incluir pontos na mesma o6rbita.
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Definigao 2.3. Diz-se que um fluxo ¢ sobre X é B-expansivo se existe § > 0
tal que se dist(¢y (), de(y)) < O , para todo t € R; entao = € ¢r(y)

O exemplo mostrara que existe um homeomorfismo nao expansivo (vide
Defini¢ao [2.1)) cujo fluxo suspensao é B-expansivo. Este exemplo desestimula esté
definicao.

2.2 Definicoes Cinematicas

A seguinte defini¢do pode ser encontrada em [9).

Definicao 2.4. Diz-se que um fluxo ¢ sobre X é C-expansivo se para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que se dist(¢(x), d4(y)) < d para todo t € R entao, existe
s € R tal que |s| < e e ¢ps(x) = y.

Observagao 2.2.1. Se ¢ é C-expansivo, entao o conjunto de pontos singulares
Sing(¢) € um conjunto finito.

De fato. Provaremos que o conjunto Sing(¢) é um conjunto compacto em X.

Para isso, considere {p,} < Sing(¢) uma sequéncia convergindo para p, pela

continuidade de ¢y, para t € R temos que lirJIrl oi(pn) = ¢i(p). Logo pela
n——+aco

unicidade de limite, hI_{l pn = Oi(p) = p, isto &, p € Sing(¢); portanto, Sing(¢)
n—-+aoo

¢ um conjunto compacto. Agora provaremos a finitude de Sing(¢). Tomemos
e > 0. Pela expansividade e compacidade de Sing(¢) existe uma sub-cobertura
finita centrada em pontos singulares Sing(¢) < B(py,d)uB(p2,d)u...uB(pn,9).
Se p € Sing(¢) N B(p;,d) para algum ¢ € {1,--- | N}, entdo para cada t € R temos
dist(o¢(p), &e(pi)) < 0. Logo pela C-expansividade existe s € R com |s| < ¢ tal
que p; = ¢s(p). Assim, Sing(p) = {p1,...,pn}. Portanto Sing(¢) é um conjunto
finito.

O exemplo [2.4.2] apresenta um homeomorfismo que nao é expansivo, mas
sua suspensao ¢ C-expansivo. Novamente, este fato descarta a utilidade desta
definicao.

Um outro fato importante da definicio de um fluxo C-expansivo é que a
proximidade temporal é equivalente a proximidade espacial, como veremos na
seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.1. Seja ¢ um fluro em X, o0s sequintes enunciados sao
equivalentes:

a) ¢ é C-expansivo.

b) Para cada > 0 existe 6’ > 0 tal que se dist(¢y(x), ¢i(y)) < 0’ para todo t € R,
entao exriste um segmento de orbita de didmetro menor que 3 que contém x e

Y.
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Demonstragao. (a) implica (b)

Dado 3 > 0, defina a funcao ¢ : Rj — Ry, £(¢) = max{dist(¢,(z),z) :x € X, t€
[—¢,¢]}. € esta bem definida e continua, pois ¢ é um fluxo continuo e a funcdo
definida como max{dist(¢;(x),x)} é bem definida e cont;nua sobre X x [—¢,¢].

Assim pela continuidade de § no zero temos que para 5 > 0 dado, existe um

0 > 0 tal que, se |g|] < 9, entdo £(g) < g Dai que podemos tomar um & > 0 tal
que

€(e) = max{dist(¢i(z),z) :x € X, te|—¢,e]} < g (2.2)

Agora, para € > 0, por hipdtese temos que existe ¢’ > 0 (constante de C-
expansividade) tal que para cada t € R, dist(¢;(z), ¢:(y)) < ¢’ implica que existe
s € R tal que [s| < e e ¢s(x) =y. Isto &, y pertence ao segmento de oOrbita de x
que denotaremos por y € O, q(x) = {¢:(x) : t € [—¢,¢]}. Basta agora provar
que diam(O[_..(z)) < B. Sejam dois pontos z,w € O[_..(z)entdo existem
s', 7 € [—¢,¢] tais que ¢g(x) = w, ¢.(x) = z e pela desigualdade triangular
temos que dist(w, z) < dist(w, z) + dist(z,z), em que pela desigualdade (2.2),
concluimos dist(w, 2) < 2 + £ = B, ou seja diam(O}_.4(z)) < B.

(b) implica (a)

Seja € > 0 e considere também (7 > 0, por hipdtese, existe §; > 0 tal que para
cada t € R, dist(¢y(x), di(y)) < 01 ,implica na existéncia de um segmento de
orbita menor que 3 que contem x, y.

Afirmacao 1: FExiste um niumero finito de orbitas com didmetro
menor que 4‘21. De fato, suponhamos por absurdo que existem infinitas
orbitas de com diametro menor que %1. Pela observacao da defini¢ao
temos que podemos tirar as oOrbitas singulares, e pelo Axioma de Eleicao
é possivel encontrar uma sequéncia de pontos de orbitas distintas {pg}ren €
como X é compacto, existe uma subsequéncia {p,}ney, N < N infinito, com

lim p, = p. Além disso é possivel encontrar para n muito grande que as
n—-+4oo

orbitas O(p,) < Bs,(p), pois caso contrario, para cada n € N existiria nj € N,

nr > n tal que O(p,,) € By, (p), € como klim Pn, = D, bara %1 existe um
—+00

d1

2

existe s € R tal que ¢s(pn,, ) ¢ Bs (p), assim como dist(B%1 (p), BS (p)) =

&%, temos que dist(pn, , @s(pn, ) = % .

nimero natural ng, € N suficientemente grande tal que dist(pn, ,p) < e
3
isto é ianEB%(p),yEBg(p) dlSt(.I,y) =
absurdo pois diam(O(py, )) < %1. Agora, se p € Sing(¢), entdo a partir de
n suficientemente grande, para t € R, dist(¢:(pn), ¢t(pni1)) < dist(o¢(pn),p) +
diSt(p, ¢t(pn+1))7 IOgO, diSt((bt(pn)a ¢t(pn+1)) < diSt(¢t(pn)7p)+diSt(p7 ¢t(pn+1)) <
%1 + %1 = 01, para todo t € R, assim, por hipotese temos que existe um
segmento de orbita de didmetro menor que [; que contém p, e p,.1, logo,
Pn = Pni1, €m que p, é singular para n suficientemente grande, logo existem
infinitos pontos singulares, o que é um absurdo, pela observacao [2.2.1 Se
p ¢ Sing(¢), entdo da mesma maneira a partir de n suficientemente grande
dist(¢¢(pn), $1(Pni1)) < dist(¢e(pn), p) + dist(p, de(pps1)) < 3 + & = 61, para
cada t € R; o que implica que existe um segmento de o6rbita de didmetro menor
que (1, que contém pp, ppi1. Isto é, existe s € R tal que, p,y1 = ¢s(pn). Logo

as Orbitas sao iguais O(pni1) = O(pn), 0 que é um absurdo, pois as oOrbitas
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consideradas sao distintas.
Agora temos que existe 5 > 0 tal que se diam(O(p)) < B, implica que p é ponto
1

singular. Caso contrario, para cada k € N existiria p, € X, diam(O(p)) <

e pr nao singular. Nesse sentido como klim diam(O(pg)) = 0, tomando
—+00
uma subsequéncia convergente {p,}.en para p, pela continuidade do fluxo ¢,
lim ¢;(pn) = &+(p) para cadat € R. Assim lim dist(¢1(pn), pn) = dist(¢:(p), p)
n—-+00 n—-+a00
e como lirE diam(O(p,)) = 0 temos que para cada t € R, lirf dist(¢(pn), pn) =
n——+0o n——+0o

0 = dist(¢(p),p), isto é {pp}nen converge para um ponto singular p € X;
Agora para n suficientemente grande temos que diam(O(p,)) < &, do mesmo
modo, para cada t € R, dist(¢(pn), ¢:(p)) = dist(¢:(pa),p) < dist(¢¢(pn), pn) +
dist(p,, p) < %1 + %1 = ¢;. Temos que p,, p estdao em um segmento de oérbita de
diametro menor que [y, isto é, p = p,, absurdo, pois p, nao é singular para cada
neN.

Agora, para (33, por hipétese (item b), existe dy > 0 tal que dist(¢y (), ¢1(y)) < d2
para todo t € R, implica que x, y estao em um segmento de 6rbita de diametro
menor que (5. Tomemos 0 < p < %2.

Afirmagdo 2: para cada z € B,(Sing(¢)), = ¢ Sing(¢) existe toeR tal
que ¢ (x) ¢ B,(Sing(¢)). De fato, suponhamos o contrario, isto é, existe
r € B,(Sing(¢)) com = ¢ (Sing(¢)) tal que para cada t € R , ¢z) €
B,(Sing(¢)); pela observagao temos B,(Sing(¢)) = U esing(s) Bo(p); assim
existe zo € Sing(¢) com dist(z,z9) < p e x # zp, entdo para todo t € R
dist(¢(x), x0) = dist(d(z), dr(z0)) < p < 2 < . Logo, por hipotese, existe
um segmento de orbita de didmetro menor que (B, que contém x, xy, isto é,
x € O(xg), segue que x é singular, absurdo, pois = ¢ Sing(¢).

Afirmacdo 3: Ezxiste P3€(0,82) tal que se x¢ B,(Sing(¢)) e
diam(epo(x)) < Bs, entdo |t| <e. De fato, suponhamos por absurdo que:

Para cada (33 € (0, 53) existem x € X, t € R tais que
z ¢ B,(Sing(¢)), diam(dpqn(z)) <Bse |t| =€

Com ¢ > 0 fixado inicialmente temos que:

Para 0 < - < Py, existem x1,t; € R : 21 ¢ B,(Sing(¢)),
diam(dpouy) < & o ] > ¢
Para 0< k% < k—ll < [y, existem xo,t € R: x5 ¢ B,(Sing(¢)),
diam(epoz,]) < ,%26 lta] =
Supondo 0< ki" < W{l <-os < P {rit, < X,

{t;}7 , < R, construidos
1

Para 0< -
n+1

< ﬁ < (o, existem x,,1,t,41 ER:
Tn+1 ¢ Bp(81ng(¢))7
diam(epog,,,]) < ﬁ e ltny1] =€

Assim, pela compacidade de X, existe uma subsequéncia convergente
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{Tntnenen © BS(Sing(¢)), lim z, = z € X, com lim [t,| = +oo ou
n— -+ n—+00

lim |t,] = 7 = € e tal que lim diam(¢py,1(n)) = 0 (com N infinito).
n—-+00 n—+w

Se lim, i |tn] = 400 et € R com [t| < |[t,], para n suficientemente

grande, dist(¢¢(2),z,) < diam ¢poy,1(7y,), logo dist(¢(z),2) = 0, assim para n

suficientemente grande, ¢,(z) = z para todo [t| < t, e como lil}rl |tn| = +o0,
n—-+0oo

z & um ponto singular, o qual é um absurdo pois, {z,}nen < BS(Sing(¢)) e
portanto z € BS(Sing(¢)). Se lim |t,| = 7, pela continuidade do fluxo temos,
n—+0

0 = liI}_l diam(¢pot,1(n)) = ¢po,(2), logo 2z é um ponto singular o que é
n——+aoo

um absurdo, pois {z,}nen © BS(Sing(¢)) e portanto z € BY(Sing(¢)). Logo
2 ¢ B, (Sing(6)).

Por outro lado, para (3 > 0 existe por hipotese 93 > 0 tal que se
dist(¢¢(x), ¢:(y)) < 03 para todo t € R. Se = € Sing(¢) entdo z, y estdo em
um segmento de 6rbita de diametro menor que 3, logo © = y e entao satisfaz
que existe s € R tal que |s| < e. Se = ¢ Sing(¢), entdo pela afirmagao 1, existe
to € R tal que ¢y, (z) ¢ B,(Sing(¢)) logo se dist(¢(pr, (), ¢(P1,(y))) < 03 temos
que ¢y (), ¢y, (y) estdo em um segmento de orbita de didmetro menor que [s.
Assim, existe s € R tal que ¢(dy, () = ¢4 (y), diam ¢po (P, (x)) < Bs; entdo,
pela afirmagao 2, |s| < € e ¢s(x) =y, pois ¢s € um homeomorfismo. ]

Um fato importante da proposicao [2.2.1] é a equivaléncia entre proximidade
temporal e proximidade espacial, numa 6rbita, é um motivo a mais para tentarmos
a seguinte definicao.

Definicao 2.5. Diz-se que um fluxo ¢ sobre X é D-expansivo se todo fluxo
topologicamente equivalente é C-expansivo

Como mostraramos adiante, o exemplo nao é D-expansivo e o exemplo|2.4.3
mostra que o fluxo D-expansivo nao é equivalente com um fluxo K-expansivo.

continuando com a andlise das nocoes de proximidade na mesma oOrbita,
apresentamos uma variante da definicao de fluxos C-expansivo. O que muda
sao os quantificadores, como veremos a continuacao.

Definicao 2.6. Diz-se que um fluxo ¢ sobre X € E-expansivo se existem
e>0ed >0 tal que se dist(¢i(x), p(y)) < § para todo t € R. Entao, existe
s € R tal que |s| <e e ps(z) = y.

Trivialmente, a E-expansividade é mais fraca que a C-expansividade. Sob esse
aspecto, Artigue conjecturou que a reciproca seria verdadeira; lamentavelmente,
nao encontramos uma prova para tal proposicao.

2.3 Definicoes geométricas

Nesta seccao estudaremos definicdes que estarao relacionadas a anélise das
velocidades de duas érbitas. Assim, temos os seguintes pontos de vista, supondo
que:
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L\ dd(y)
d:(x) Pro(x)
y y
X X
(a) cinemaética (b) geométrica

Figura 2.1: parametrizacao

a) As velocidades dos pontos z,y € X, sdo de tal maneira que ndo superam uma
constante 6 > 0. Isto é, para cada t € R:

dist(¢¢(2), P (y)) < 0.
Como na figura [2.1(a)]

b) Conseguimos modificar a velocidade de um dos pontos x,y € X. Isto é,
parametrizar a 6rbita de um deles, x € X, com uma aplicacao h : R — R
que fixe zero, h(0) = 0, tal que

dist(pn(ey (), de(y)) <6

para todo t € R. Como na figura

Definicao 2.7. Diz-se que um fluro ¢ sobre X ¢ F-expansivo se existem
6 >0 ee >0 tal que se dist(ppuy (), dr(y)) < 0 para todo t € R e h € Hg (R),
entao existe s € R tal que |s| < e e ¢s(z) = y.

Com esta definigao (ver figura podemos ter a seguinte observacao:

Observacgao 2.3.1. a) A F-expansividade implica E-expansividade trivialmente
tomando como homeomorfismo a identidade h = Id.

b) Pela defini¢ao[2.§ de G-expansividade, dada por Bowen e Walters em [, que

comega nos quantificadores para todo € > 0 existe § > 0, temos que

G-expansividade implica F-expansividade.

c¢) Os exemplos|2.4.1}, [2.4.9 e|2.4.5 sao fluzos nio F-expansivos.

continuando, temos outra observagdo do fluxo do exemplo (ver figura
. O tnico ponto singular p € Sing(¢) do fluxo ¢ que é D-expansivo nao é
um ponto isolado. Isto é um fato importante, porque na seguinte proposicao
mostraremos que para um fluxo F-expansivo os pontos singulares sao pontos
isolados de X.
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Figura 2.2: Fluxo F-expansivo

Proposicao 2.3.1. Se ¢ ¢ F-expansivo entdo as singularidades de ¢ sao pontos
1solados de X .

Demonstragao. Por absurdo, suponhamos que existe p € Sing(¢) tal que para
cada vizinhanca V,,, V, n (X\{p}) # &.

Afirmacgao : Ezxiste x # p tal que para cada |t| < 3¢ temos que dist(¢y(x),p) <
[

5.

De fato, por absurdo, suponhamos que para cada x € X\{p} existe |t,| < 3¢ tal

que dist(¢y, (z),p) > . Como V, n (X\{p}) # &, para cada V,, = B(p, ), ne N

existe z,, € V, n (X\{p}) tal que lim =z, = p, logo para x, existe |t,| < 3¢ tal
n—+oo

que dist(éy (x,),p) > 2, como ¢ & continua e como t, € (—3e,3¢) < [—3¢, 3¢
n 2

temos que existe uma subsequéncia convergente com lim ¢, =t, ke N c N,
k—+oc

N é um conjunto infinito. Assim, dist(¢y, (v4),p) > 2, para cada k € N, o que
implica que 0 = dist(¢(p), p) = g, absurdo, pois 0 < 3.
Pela afirmagao, definimos y = ¢.(z) e por

t+¢ t < —2¢
L —2e<t<0
— 2
h(t)'_ 2t 0<t<e
t+ ¢ et

Observamos que

o Set¢ (—2¢¢), h(t)=t+ee Qbh(t)(x) = Gr4e(1) = di(De(7)) = P(y)

o Sete (—2,¢), |t+¢| <2 < 3c,entdo dist(dne(z),p) <
afirmacao. Dessa forma,

dist(dn(r) (), de(y)) < dist(dn (), p) + dist(e(y),p) < 5 +5 =10
Portanto dist(¢n (z), ¢¢(y)) < 9, para todo t € R (ver figura [2.3).

)

5, isto vem da



23 2.3. DEFINICOES GEOMETRICAS

Figura 2.3: grafica do homeomorfismo h, com ¢ = 2

Com isto, se para cada t € R tal que [t| < ¢ e ¢ (z) # y, entdo pela F-
expansividade do fluxo e pelos resultados anteriores, temos que existe s € R
tal que |s| < € e ¢s(x) = y, contradicdo. Se existe s € R tal que |s| < € e
ds(x) =y = ¢(x), entdo v = ¢._s(x), 0 < |e —s| < 2e. Sejat € R, entdo existem
keZ,reRtal quet = k(e —s) + 7 onde 0 < 7 < e — 5. Assim temos que

dist(¢1(2), p) = dist(94(2), dn(p)) = dist(ér(),p) < 3 <0

2
para todo t € R; logo pela F-expansividade existe s € R com |s| < ¢ tal que
p = ¢s(x), absurdo, pois ¢ (z) # p; para cada t € R uma vez que x # p. conclui-
se-se que os pontos singulares sao isolados de X. O

A seguir, apresentaremos a definicio de Bowen e Walters em [6], que é
a mais popular, quando estivermos estudando fluxos sem singularidades ou
singularidades isoladas de X.

Definicao 2.8. Diz-se que um fluxo ¢ sobre X é G-expansivo se para todo
e > 0 existe 0 > 0 tal que se dist(¢(x), pnu)(y)) < 6 para todo t € R, onde
h : R — R uma func¢ao continua tal que h(0) = 0, entdo existe s € R tal que

y=0s(x) els| <e.

Como na definicao de fluxo F-expansivo, um fluxo ¢ que é G-expansivo
tem os pontos singulares como sendo pontos isolados do espaco métrico compacto
X, demonstrados na seguinte proposi¢ao e apresentados em [6].
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Proposicao 2.3.2. Os pontos singulares de um fluro ¢ que é G-expansivo sao
pontos isolados de X.

Demonstracao. Por absurdo, suponhamos que temos um ponto singular de ¢,
x € Sing(¢) tal que nado é isolado. Seja ¢ > 0, existe 6 > 0, constante de
expansividade do fluxo ¢ que por hipotese é G-expansivo. Tomando uma bola
centrada em x de raio 0 > 0, Bs(z); considere y € Bs(x) e a funcdo continua
h: R — R definida como h(t) = 0 para todo ¢t € R, assim,

dist(z, y) = dist(d¢(2), P (y)) < 0.

Logo, pela G-expansividade do fluxo ¢, existe s € R tal que |s| < ¢ e y = ¢4(x).
Dai temos que = = y. Como y € Bs(x) é arbitrario, temos que

Bs(x) n X = {z}

absurdo pois x nao é isolado. O

A proposicao anterior demonstra que o espaco métrico que suportam
as definicoes de F-expansividade e G-expansividade sdao ou conexos sem
singularidades ou desconexos.

A seguir provaremos uma versao melhorada da G-expansividade. Para isso,
iniciaremos com um lema:

Lema 2.3.1. Se ¢ ¢ um fluzo G-expansivo e nao tem pontos singulares, existe
To > 0 tal que para cada 0 < T < Tp, existe v > 0 tal que dist(pr(z),x) = 7,
para todo xr € X

Demonstracao. Se ¢ nao possui pontos periddicos, basta tomar Ty = 1, pois,
caso contrario, existe 0 < ¢t < 1 para todo n € N tal que existe x, € X :

dist(gy(xn), x,) < %, e como X é compacto podemos supor que lim z, =z € X.
n—+0o0

Dessa forma, pela continuidade de ¢ temos que dist(¢;(x), x) = 0; isto é ¢y(x) =z
absurdo, pois ¢ nao tem pontos periddicos.

Se ¢ tem algum ponto peridédico, provaremos que existe um menor Ty € R tal
que ¢r,(x) = x. principalmente porque ¢ nao tem pontos singulares. Para isso
provaremos a seguinte afirmacao,

Afirmagao:

T={teR*/ ¢i(x) =z se ¢;(x) =z, s>0, entdo t < s, algum x € X}

€ compacto, de fato, seja {t,},en uma sequéncia em 7, convergente para t € R,
em que existem z,, € X tal que ¢y, (z,) = x,, para cadan € N. Podemos supor que

lim z, = z, dessa forma pela continuidade de ¢ temos lim ¢, (x,) = ¢i(x);
n—+o0 n—+a0
5

se t = 0 entdo existe um n grande, tal que diam(¢r(z,)) < §, isto é, pela G-
expansividade, a partir de n grande, as 6rbitas tem diametro constantes, em que
no limite diam(¢g(x,)) =t = 0, o que contradiz que existem pontos singulares,
logo t € T; e portanto, 7 é compacto.
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Assim, pela afirmacao, podemos tomar 7, = min7, e agora supondo pelo
absurdo que existe 0 < T < Tj tal que para cada n € N existe z, € X com

dist(pr(zy), z,) < %, e como X é compacto, podemos supor que lim =z, = 7.
n— -+

Desse modo, dist(¢r(Z),T) = 0 isto &, ¢ (T) = T, o que implica que T' € 7; Assim
Ty < T < T absurdo. O

A seguir a demonstragdo da proposi¢ao ja antes mencionada. Onde o conjunto
Hq foi definido no inicio deste capitulo.

Proposicao 2.3.3. O fluxo ¢ é G-expansivo se, e somente se, para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que; se dist(¢y(x), nwy(y)) <  para todo t € R, onde h € H;
entdo, existe s € R tal que y = ¢5(x) e |s| < e.

Demonstracao. De fato, demonstraremos as seguintes equivaléncias:

a) ¢ é G-expansivo.

b) Para cada ¢ > 0 existe a > 0 tal que se dist(¢¢(z), dne)(y)) < @, para todo
t € R para alguns z,y € X é um homeomorfismo crescente h de R com
h(0) = 0, entdo y = ¢y(x) para [t| < e.

c) Para cada € > 0 existe a > 0 com a seguinte propriedade: se t = (¢;)%2 e
u = (u;)? _,, sdo duas sequéncias infinitas de nimeros reais com ug = to = 0,

0<tiv—t; <o, |ujr —u| <o, im ¢, =+ooe lim t_; = —o0o;sez,ye X
——+00 1——+a0

satisfaz dist(¢y, (), ¢, (y)) < « para todo i € Z; entdo y = ¢y(x) para |t| < e.

Assim:

(b) implica (a)

Pelo lema temos que existe Ty > 0 e para cada 0 < T' < Tj existe v > 0 tal
que dist(¢r(z), z) = 7, para todo z € X.

Afirmacao: Para cada 0 < T < % existem oy > 0,70 > 0 tais que; se
dist(¢¢ (), ny(y)) < 6r para cada t € R, com h : R — R, h(0) = 0 continua;
entao h(t +T) — h(t) = 7r para todo t € R.

De fato seja T tal que 0 < T < %, pelo lema temos que existe vy > 0 tal
que para todo z € X.

dist(¢r(z), z) = yr (2.3)

Agora, para qualquer t € R, pela desigualdade triangular, temos:

dist(¢¢(2), rir(x)) <
dist (¢ (), dney(y)) + dist(Pny(y), Snerr)(y)) + dist(Gnarr)(Y), dear(2)),
logo
dist(n) (¥), One+1)(y)) =
dist(¢¢(2), rer(2)) — dist(¢:(2), dury (y) — dist(Pne ) (y); Prar ()

E supondo, que exista d7 > 0 que satisfaz a afirmacao anterior, entao pela equacao

(2.3) temos dist(¢n)(y), Pre+r)(y)) = yr — 2070, Supondo que yp — 267 > 0
(yr > 26). Pela continuidade de ¢g(y) : R — X para yp — 26 > 0 existe
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7r > 0 tal que dist(¢s)(y), Gs+1)(y)) = 7 — 207 implica |h(t + T') — h(t)| = 7
para todo ¢t € R. Para conclui-ser com a afirmagao, e como s(0) = 0, basta
mostrar hA(7T") > 0, pois a reparametrizacdo da o6rbita de y tem que ser crescente.
Assim, por absurdo, existe um ntmero positivo T < % tal que para todo
n € N existem z,,y, € X e uma aplicacdo continua h, de R com h,(0) = 0
de modo que dist(¢¢(zn), dn,t)(yn)) < %, mas h,(T) < 0. Pela compacidade

de X podemos supor que lim z, = x, assim lim dist(¢o(2n), Pn,0)(Yn)) =
n——+o00

n—+ao0
dist(¢o(), Gn,0)(yn)) = 0, isto é, lir_{l Yn = Se os h,(T) < 0 tal que
n—-+0oo

x.
hn(T) = =T para infinitos naturais , e como h,(7T) € [-T,0) < [-T,0] temos

que existe uma subsequéncia convergente lim h, (T) = —L em [—T,0] em que
1—>+00

i dist(67(2,). Gn, (1) (0n)) = dist(@r(z).61(x)) = 0, logo, = = dr.r(r).
absurdo, pois contradiz o fato de T} ser o menor periodo de ¢, pois 0 < T+ L <
% < Ty. Se os h,(T) < 0 tal que h,(T) < —T < 0 para infinitos naturais,
pela continuidade de h,, existem t, com 0 < t, < T tais que h,(t,) = =T,

tomamos uma subsequéncia convergente lim t,, = t € [0,7]. Dai temos que
1—>+00
i dist(64(2,), 61, 0(90)) = dist(Bu(x), 6-r(2)) = 0, logo = = br..(x), 0 que

contradiz o fato de T} ser o menor periodo de ¢, pois 0 < T+t < % < Tp, o que
prova a afirmacao.

Supondo dist(¢¢(x), drwy(y)) < Or para x,y € X, onde h : R — R é
uma fungao continua e s(0) = 0, como na afirmacio anterior; podemos definir
hr : R — R por hp(nT) = s(nT) para cada n € Z e linear em cada intervalo
[nT, (n+1)T]. hy ¢ um homeomorfismo (ver figura[2.4). Pela afirmagao anterior,
paracadat € R, h(T+t) > h(t), dai, se t € [nT, (n+1)T1], existe t’ € [nT, (n+1)T]
com hp(t) = h(t'), assim

-4

-5

Figura 2.4: gréfica de hy supondo T =1
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dist(¢(z), dnry(y) =
dist(¢u(2), e () < dist(dr(x), ¢v(x)) + dist(¢n (2), Pne) () <
sup{dist(z, ¢,) : v € X,u e [0,T]} + dist(ov (), drw)(v))-

Seja € > 0, e pelo item (b) existe & > 0 e escolhendo 0 < T < % tal que
sup{dist(z, p,z) : x € X, ue[0,T]} < %

Tomemos 0 < min{dr, 5}, se dist(¢x, dnyy) < 0, para todo t € R, entdo
dist (¢, dppyy) = dist(dwz, ppyy) < sup{dist(z, p,x) : v € X,u € [0,T]} +
dist(¢px, dryy) < § + 5§ = « para todo t € R, pelo item (b) temos que y = ¢z
para |t| < e. conclui-sendo esta parte.

(a) implica (c)
Seja € > 0, escolhemos o > 0 tal que

a + 2sup{dist(z, ¢, 2) : z € X, Ju| < a} <4,

onde § > 0 corresponde ao € > 0 dado no item (a). Seja (¢;,)%,, (u;)Z,, e x,y € X
satisfazem as hipoteses de (c). Definimos s : R — R por s(t;) = u; e estendemos

linearmente sobre o intervalo [t;,t;,1]. Sejai e N, se t € [t;, t;1)

diSt(@% Cbs(t)y) < diSt(@% (ﬁtzw) + diSt(¢tix7 %y) + diSt(@Hy’ ¢s(t)y)
<a+2 sup dist(z,¢,2) <0

zeX,|lu|<a

assim
diSt(¢tI7 ¢s(t)y) < 57

para todo t € R, logo pela G-expansividade do fluxo temos que y = ¢, x com
|t| < e. conclui-sendo esta parte,

(c) implica (b)

Seja ¢ > 0, pelo item (c), existe « > 0. Suponha que para z,y € X com
dist(¢, dryy) < a, para todo t € R e um homeomorfismo crescente i de R com
h(0) =0. Facato=0et; e Rtal que 0 <t;;1 —t; < ae 0 <h(ti1)— h(t;) < a,
definindo u; = h(t;), pelo item (c), temos que y = ¢, com [t| < e.

concluindo a demonstracao. O]

Observacao 2.3.2. Em [6], prova-se que todo fluro de Anosov que tem a
propriedade de ser G-expansivo € invariante por conjugacao topoldgica. E mais,
a suspensao de um difeomorfismo expansivo também serd G-expansivo.

Novas formulagoes da definicao de expansividade podem ser obtidas
modificando a definigdo da G-expansividade, como demonstra [19].
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Definicao 2.9. Diz-se que um fluro ¢ sobre X é H-expansivo; se existe
0 > 0 tal que se dist(¢¢(z), dney(y)) < 6, para todo t € R onde h : R — R uma
fungdao continua e sobrejetora tal que h(0) = 0, entdo x e y estdo na mesma
orbita.

Observacgao 2.3.3. estd definicao € mais fraca que a G-expansividade, no sentido
de que o exemplo |2.4.1] é B-expansivo e, naturalmente, H-expansivo implica B-
expansivo. Além disso, o exemplo [2.4.1] nao € G-expansivo, pois dois pontos
podem permanecer muito prorimos temporariamente, porém muito distantes
arbitrariamente. Assim, prorimidade temporal nao é equivalente a prorimidade
espacial.

A proxima definigdo pode ser encontrada em |[§].

Definicao 2.10. Diz-se que um fluro ¢ sobre X € I-expansivo; se existem
d >0 eec > 0 tais que se dist(¢r, pu)) < 6, para todo t € R onde h € um
homeomorfismo, com h(0) = 0; entdo existe s € R tal que |s| < e ey = ¢s(x).

Observamos que é mais fraca que a G-expansividade, pois o quantificador
universal implica o existencial.

A seguinte defini¢ao foi apresentada por Anosov em [2], capitulo 3.

Definicao 2.11. Diz-se que um fluro ¢ sobre X € J-expansivo se eriste
d > 0 tal que se dist(py(x), drwy(y)) < 6 onde h é uma reparametriza¢io. Entao
existe s € R tal que |s| < ey = ¢s(x).

Existem fluxos que tém singularidades, mas se tiramos as singularidades, o
fluxo é G-expansivo, como no caso do fluxo que se tem resolvendo o seguinte
sistema de equacoes diferenciais

aly —x)
re —y—xz
xy — bz

m/

/
Y
Z,

paraa=10,r=28eb=§.

Assim, um dos objetivos é encontrar uma definicao de expansividade para fluxos
onde as singularidades do fluxo nao sejam isoladas do espaco métrico compacto,
ou melhor, uma definicao que inclua as singularidades. Isto foi feito por Komuro
em [16].

Definicao 2.12. Diz-se que um flurxo ¢ sobre X é K-expansivo; se para
todo € > 0 existe 0 > 0 tal que se dist(onw (), d1(y)) < 0, para todo t € R,
onde h é uma reparametrizacao, entdo existem s,ty € R tais que |s| < € e

¢h(t0) () = dro+s(y)-
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O seguinte teorema mostra que esta definicao coincide com a de Bowen e Walters,
se nao ha singularidades, que foi demonstrado em [I§].

Teorema 2.1. Seja ¢ : R x X — X um fluzo continuo sem singularidades em
um espaco métrico compacto X. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes.

a) ¢ é K-expansivo.

b) ¢ é G-expansivo.

Demonstracao. (b) tmplica (a)
Assumiremos tg = 0. Isto é, ndo depende da auséncia das singularidades.

(a) implica (b)

Primeiro provaremos que existe 7y > 0 tal que, para cada T € (0,Tp) existe
pr > 0 tal que dist(x, ¢r(z)) > pr para todo z € X. Por absurdo, isto é, para
todo Ty > 0 existe T € (0, 7)) e para cada pr > 0 existe z € X tal que

dist(x, prx) < pr.

Assim, considerando T > 0, existe T € (0,7}) tal que, para cada n € N existem
z, € X com

1
dist(x,,, pre,) < —
n

Pela compacidade de X podemos supor que limz, = =z, e como
n—aco

lim dist(x,, ¢r(z,)) = 0 temos que dist(z, ¢r(x)) = 0 isto é ¢p(x) = z. Em

n—aeo

suma, para cada Tj existem T € (0,7y) e z € X tal que ¢rz = x. Considerando

lim 7y = 0, obtemos uma sequéncia (y,)nen, € Outra sequéncia de numeros
To—0

positivos, {T,}nen = 7T tais que; im T, = 0, ¢7, (yn) = yn. Pela compacidade de
n—oo
X Suponhamos que lim y,, = v.
n—aoo

Afirmacdo: 77 € denso em R , (se e somente se R c 7Z)

De fato, por absurdo, existem ¢t € R, ¢ > 0 tal que (t —e,t +¢) n7Z =
(equivalentemente (t —e,t+¢) = (77Z)°) que é equivalente 4 dizer que para cada
Ter, zeZexe(t—e,t+e),

x#Tz (2.4)

Como lim Ti = +o0, para cada k € N existe N € N tal quen > N = >k

£
n—o0 Tn
assim como |7 — [#]| < 1 temos que |7 — [#]| < 1 <k, fazendo z, = [+]
temos que |2, — 7| < 7 entdo |2,T, — t| < € o que implica 2,7, € (t —¢,t +¢).
Absurdo, por .

Pela afirmacao anterior, para qualquer ¢ € R conseguimos uma sequéncia em

77 convergindo para t, de fato para cada n € N existe 1,2, € (t — %,t + %)



30 2.3. DEFINICOES GEOMETRICAS

daqui lim Tz, = t. Observamos que ¢, 7, (y,) = yn, para todo n € N. Assim,
n—aeo

pela continuidade de ¢ temos que ¢;(y) = y para todo t € R. Logo, y é uma
singularidade, o que é um absurdo, pois, hipoteticamente, o fluxo ¢ nao tem
pontos singulares.

Dado que ¢ > 0, tomemos T" € (0,¢) n (0,Tp), € € (0,T), (To > 0, pr > 0)
pelo raciocino anterior, por hipdtese, existe 6 > 0 associado a €. Provaremos
que para €', qualquer &' € (0,pr) n (0,0) satisfaz a tese. Suponhamos que
dist(¢¢(7), dn)(y)) < ¢’ para todo t € R. Pelo item (a), existem s, € R tais que

|S| <ege ¢S+t0 (I) = (bh(to)(y)‘ Entao

Ot sttorh(t)—h(to) (Pe()) = Pn(t) (y) (2.5)

Para todo t € R.

Seja g : R — R definida por g(t) = | =t + s + to + h(t) — h(ty)| note que g &
continua, pois o valor absoluto (|- |) e h sdo continuas. Logo, g(ty) = |s| <e < T
e além disso, para todo t € R, se cumpre:

g(t) # T (2.6)

Para todo t € R. Caso contrario, existiria ' € R tal que g(t') = T e dessa
forma, existiria ¢ € R tal que —t + s + to + h(t) + h(ty) = T. dai, pela
equagao temos Gr(Put) = Gty sttgrh(T)—hiy (01(2)) = Gnpy(y), assim como
dist(¢yx, dnyy) < &' < pr. Logo, dist(¢rr, pr(dwr)) < &' < pr, absurdo, pois
dist(x, ¢prx) > pr para todo x € X.

Por outro lado, temos que ¢(t) € [0,T) para todo ¢t € R; pois, caso contrario,
existiria ¢ € R tal que g(t') > T > g¢(to) agora, pelo teorema do valor
intermediario existe t € R g(t) = T, absurdo, pois contradiz . Entao, pela
equagdo (2.3)), substituindo ¢ = 0, temos que ¢gy,—n(to) () =y € [s+1to—h(to)| =
g(0) <¢.

Concluindo a prova. O

Outra maneira de abordar o conceito de estar espacial-préximos na mesma
orbita é dizer que os pontos estao no mesmo segmento de o6rbita de diametro
pequeno, assim:

Definicao 2.13. Seja 5 > 0, ¢ um fluzo sobre X e x,y € X; dizemos que x
e y estdo (B-conectados, se eviste z € X, t € R tal que x,y € ¢poq(2) e

diam(¢[07t] Z) < 5

A seguinte proposicao também responde a uma de nossas perguntas
fundamentais: de se os pontos que nao se separarem, estarao muito proximos no
espaco é satisfatorio, porém, antes, mostrarmos um lema.

Observagao 2.3.4. Se By = 0, em qualquer dos trés casos da proposi¢ao [2.5.4),
conclui-se-se que X € um conjunto finito. Neste caso, é trivial demonstrar as
equivaléncias da proposicao [2.3.. Para tanto, nas demonstragoes assumiremos
que By > 0. Onde By € o infimo dos didmetros das orbitas nao singulares.
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Lema 2.3.2. Se ¢ é um fluzo com uma quantidade finita de singularidades, entao
para todo 5 € (0,0o) existe § > 0 tal que se dist(¢yu (), ¢(x)) < 0 para todo
t € R e alguma funcgao continua g : R — R, ¢g(0) = 0. Entdo para todo t € R, os
pontos Gy () € ¢y () estdo B-conectados.

Demonstragao. Por absurdo, suponhamos que exista § € (0, fy), para todon € N,
existem z,, € X e fungoes continuas g, : R — R com ¢,(0) = 0 tais que

st (B0 (), () < (2.7

para todo ¢t € R, e além disso, existe ¢, tal que ¢g, t,)(2n) € ¢, (z,) ndo estao [-
conectados. Sem perda de generalidade podemos supor que os ¢, sdo positivos e
além disso que sdo minimais, isto é, para todo t € [0,%,) os pontos ¢, ) (Tn)
e ¢i(x,) estdo B-conectados. Isto implica que os pontos a, = @, (1,)(Tn) €
b, = ¢y, (x,,) estao conectados por um segmento de érbita de didmetro exatamente
/3, pois, caso contrario, para todo z € X, ¢t € R : diam (¢ 4x) = S e como os t,, sao
minimais, temos que existem T € X, s € Rtal que a; = ¢y(ay), by = ¢(by) € dpo,5T
e diam(¢p T) < f, o que contradiz diam(¢p4T) = . Pela equagao temos

que dist(ay,, b,) < %, com lim — = 0, e pela compacidade de X podemos supor
n—ow n
que lim a, = ¢, lim b, = ¢, nesse sentido, lim dist(an,b,) = dist(¢,c) = 0,
n—o0 n—00 n—o0
isto ¢, ¢ = c¢. Novamente, podemos supor que ¢g (a,) = b,, pois como

an = Gg(t,)(Tn) = Dgu(ta)—tn (PtaTn) = Bgu(ta)—t,(bn), €ntd0 by = G, —g, (1) (@n)
com 8, = t, — gn(ty).

Se s, > 0 para infinitos valores de n; (o raciocino que segue seria analogo se
s, < 0, para valores infinitos de n); além disso como a, e b, estdo em um
segmento de diametro igual a 3, temos diam(¢ps,1(an)) = 5.

Se os valores de s, ficam limitados; isto é, 0 < s, < M para algum M, entao

existe lim s, = s e como ¢s,a, = b, ; concluimos que c é um ponto peridédico nao
n—oo0
t

singular; pois sendo t € R, m = [£] <t < m+1, temos que existe r > 0, r € [0, s)
tal que t = ms + r entdo, ¢(¢c) = Ppsir(c) = Or(Pms(c)) = dr(c) € dpo,q(c).
Portanto diam(¢g(c)) = diam(¢pos(c)) = B, o que contradiz que 3 < ;.

Se 0 € u, + T < s, para um nimero infinito de valores de n, entdo ¢, r(a,) €
o0, sn](an) e lim oy, 1(an) = or(z) € K.

Se s, < u,+7T para valores infinitos de n, como u,, < s,, entao 0 < u,+17-S, <T
assim existe uma subsequéncia convergente 7, = u, + 17 — s, com lim 7, = T,

n—+00
como lim a, = lim b, = ¢, temos
n—+000 n—+0
lim ¢Tn(an) = lim ¢Tn(bn) = lim ¢un+T—sn(bn) = lim ¢7L7L+T(¢_Sn(bn))
n—+00 n—+0o n—-+aoo n—-+0o
= tim_6r(0u(a) = 6r(2) (28)

como lim s, = 400 existe ng € N tal que para cada n > ng, T' < s,; sem perda
n—+0o0

de generalidade, podemos supor 7 € [0, s,]. Logo, a equagao(2.8) fica

lim ¢, (a,) = ¢r(z) € K.

n—+a0
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Se u, +T" < 0 para infinitos valores de n, entao 0 < u,, < =T, pois 0 < u,,. Nisso,
tomando uma subsequéncia convergente, sem perda de generalidade, temos que
lim w, = u. Por outro lado, temos que

n—+0oo0
2= lim G, (00) = T 6., () = 0u(c). (29)
Como lim s, = 400, temos que 0 < wu, + 7T + s, < s, para valores de n

n— -+

suficientemente grandes; fazendo 7,, = u, + T + s,, e a equagao (2.9)) obtemos que

Jim ¢, (an) = lmor(u, (05, (an))) = limr(du, (b)) = dr(u(c)) = ¢r(2) € K.
Como diam(K) = f e K é conexo, segue que K é um conjunto infinito. Pela
hipdétese o fluxo apresenta um ntmero finito de singularidades, entao existe um
ponto regular tal que sua orbita tem didmetro menor que 3, contradizendo o
fato de Sy ser o infimo dos didametros das orbitas, conclui-sendo a veracidade do
lema. O

Proposicao 2.3.4. Seja X um espago métrico compacto, ¢ : R x X — X um
fluxo continuo e By o infimo dos didmetros das orbitas nao singulares. Entdo as
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) ¢ é K-expansivo,

b) Para todo > 0 existe § > 0 tal que, se dist(¢np)(z), d:(y)) < & para todo
t € R e para um homeomorfismo h : R — R crescente e que fixe o zero, entio
x ey estao [B-conectados.

c¢) Ezistem 31 € (0,80) e 6" > 0 tais que se dist(dnp(x), d:(y)) < &' para todo
t € R e para um homeomorfismo h : R — R crescente e que fixe o zero, entao
x ey estao [B1-conectados.

Demonstracao. Observe que em qualquer dos trés casos o numero de
singularidades é finita.

(a) tmplica (b)

Note também que se existe um valor de 3 tal que satisfaz, entao fica provada para
todo valor maior de 3, pois podemos usar o mesmo 0. Assim, é suficiente supor
B € (0,5). Dessa forma, pelo lema [2.3.2] temos que para 3’ € (0, 3) obtemos
0" > 0 tal que “se os pontos ¢, ¢rx sempre estio §'-prozimos por uma fungao
continua g que fize zero, entdao os pontos da forma ¢y, ¢x estao ' conectados
". Seja §" € (0,0).

Afirmagao 1: ewiste ¢ > 0 tal que se diam(¢ppr) < ', entdo
diam(¢[a_57b+5]x) < ﬁ

Seja z € X temos diam(Oz) < [’ ou diam(Oz) > f'. Se diam(Ox) < S
temos para todo ¢ > 0 que diam(¢ppz) < ' implica diam(¢pcpiaq2) < B.
Se diam(Ozx) > [ existe A,B € R tal que d1am(¢[ 1) = B e [A,B] éo
intervalo maximal que satlsfaz a igualdade anterior; seja [a b] [A, B], definamos
Y(t) = diam(¢pa—c,prax) para todo t = 0, de maneira natural ¥(¢) > ', como
B > (' pela continuidade de v temos que existe ¢ > 0 tal que ¥(g) < f isto é

!



33 2.3. DEFINICOES GEOMETRICAS

diam(@pg—cpie)®) < S pois [a —e,b+e] c [A—¢, B +¢].

Pela continuidade de ¢ temos que, se dist(x,y) < 0" existe ¢/ > 0 tal que para
cada s € R com |s| < €’ tal que dist(¢psx,y) < 6” < §'. assim sempre sera possivel
tomar € como satisfazendo

se dist(z,y) <", entdo dist(¢sx,y) <0, (2.10)

para todo s € (—¢,¢€); por hipotese para € existe uma constante de expansividade
0" >0

Afirmagao 2: 0 <min{d’, §",0"} é uma constante de expansividade

De fato, suponhamos

dist(ny®, dry) < 0, (2.11)

para todo t € R, onde h : R — R é um homeomorfismo crescente que fixe
zero. Assim, pela K-expansividade temos que existem s, t; € R tais que
Pnit)(T) = Pro+s(y) € |s| < e, tomando z = ¢ (2) e a funcao continua
g : R — R definida como g¢(t) = h(ty +t) — h(ty). Pela equagao temos
dist (@) (2), p1—s(2)) < 6 para todo t € R, pois

Gg(t)(2) = Pt +6)—h(to) (Phte) (T)) = Pnto ) ()
Gr—s(2) = Gts(Dn(10) () = Prato (V)

De |s| < &, d < 0" e pela equagio temos dist (¢ (2), P¢(2)) < ¢’ para todo
t € R. Logo, pelo lema temos que ¢g_y)(2) € ¢y (2) estdo B'-conectados,
isto & x, ¢s(y) estao B'-conectados. Logo, pela afirmacdo 1 temos que z, y sao
[-conectados, pois |s| < . conclui-sendo esta parte.

(b) implica (a)

Afirmagdo 3: Eziste v > 0 para todo x ¢ B.(Sing(¢)) e eriste t € R tal que
#u() ¢ By(Sing(©))

Por absurdo, para todo 7 > 0 existe z ¢ B,(Sing(¢)) para todo ¢t € R :
¢i(x) € B,(x). Como Sing(¢) é um conjunto finito temos que B, (Sing(¢)) =

UpeSing(¢) B’Y(p) = Bv(pl) R B’Y(pN)7 daqUi7
z ¢ B,(Sing(¢)) é equivalente com dist(z,p;) = v para todo i€ {1,..., N}

de ¢(z) € B,(Sing(¢)), para todo ¢ € R temos que existe k € {1,..., N} tal
que dist(¢y(z),pr) < v para todo t € R, em particular, para t = 0 temos
dist(z, pr) < v o que contradiz x ¢ B, (Sing(¢))

Seja € > 0 pela afirmacao 3 existe 7 > 0 que independe de €.

Afirmagdo 4: Eziste 3> 0 tal que; se (dist(z, Sing(¢)) = v, diam(¢p,q(z)) <
B); entao |s| < e

por absurdo, isto é, para cada n € N existe x, € X, t, € R tal que

v @ By (Sing(0)), fn ¢ (~,),diam(9pp.,)) < (2.12)

Pela compactidade de X podemos supor que lim z, = z onde z ¢ B, (Sing(¢)),
n—ao0
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pois lim dist(x,, Sing(¢)) = dist(z,Sing(¢)) = <, assim z nao é uma

n—o0
singularidade. Como z nado é uma singularidade existe ¢/ € (0,¢) tal que

¢ (2z) # z. Agora, pela continuidade de ¢, temos lirf G (xn) = ¢u(2), por
n—-+0oo

2.12)) temos que lim diam(¢py, (z,)) = 0 e como t,, ¢ (—¢,¢) temos ¢ (x,) €
n—+0oo0

P10,1(%5) 0 que implica nlirfw G () = ¢u(z) logo nLHEoo diam(¢po 1 (x,)) =
diam(¢po(2)) = 0, dai z € Sing(¢) absurdo, pois z ¢ Sing(¢).

Pela Afirmacao 4 obtemos 8 > 0 e assim, por hipdtese existe uma constante de
expansividade 6 > 0 ( pelo item (b) ) tal que dist(¢nw(y), ¢e(x)) < d e algum
homeomorfismo crescente h : R — R que fixe zero, entao x, y estao [S-conectados.
Afirmagdo 5: Seja € fivado anteriormente, dist(én)(y), ¢:(x)) < 6 para todo
t € R e algum homeomorfismo crescente h : R — R que fixe zero, entdo existe
S,to € R tal que |S| <ece ¢h(to)(y) = ¢to+s(x)'

De fato; primeiro observe que nao podem existir dois pontos singulares a distancia
menor que §, pois caso contrario, todas seriam iguais; assim, um dos pontos nao
¢ singular, suponhamos que = ¢ Sing(¢) e por hipotese temos que z estd em um
segmento de orbita de raio menor que §. Entao, pela Afirmacao 3 existe tp € R
tal que ¢y, () ¢ B,(Sing(¢)). Por outro lado, defina a funcdo A’ : R — R como
R'(t) = h(t +to) — h(ty). Observe que A’ e um homeomorfismo crescente que fixa
zero, pois h é; assim, como dist(dn (v), ¢:(x)) < 6 para todo t € R temos que:

dist (9o (Bnco) (1)), (61 (@))) = dist (dneste)- el ol R
= dist ((bh(t+f0) s rito ( )

para todo ¢ € R. Por hipbtese temos que ¢p)(y) € ¢y () estao em um
segmento de oOrbita menor que [ ([-conectados) no que existe s’ € R tal que
diam(g0.1 (610 (0))) < B © Oniiy (1) € Op.07(un(2)); i e 61, () ¢ By(Sing(6));
pela afirmacao 4 implica-se |s'| < e. Logo, se conclui-se que ¢p(0)(y) = dry+s()
para algum s € R com [s| < e.

(b) implica (c),

¢ um caso particular.

(c) implica (b)

Pelo item (c) temos que existem ) > 0 e §’. Se 5 é ndo menor que fy, é trivial a
prova, usando o valor § = ¢'.

Se € (0,51). Suponhamos por absurdo que 8 nfo satisfaz o item (b), isto &,
nenhum dos valores de § funciona para 3, entdo existem sequéncias de nimeros

reais e de pontos de X convergentes: lim 9, = — = 0, lim =z, = z
n—-+aoo n n—-+0oo0

lim y, = z e homeomorfismos h,, tais que dist(¢n, @) (2n), ¢:(yn)) < 0, para
n—+aoo

todo t € R e tal que z,, e y, estao fi-conectados, mas nao (-conectados. Entao,
do mesmo modo que na prova do lema [2.3.2) concluimos que se ¢, (z,) = yn
e diam(¢pos,1(zn)) € [5,F1], entdo um ponto de acumulacdo (na topologia de
Hausdorfl) da sequéncia {¢pos,](#n)}nen contem uma orbita ndo singular de
didmetro menor que Sy, o que é um absurdo. conclui-sendo a prova. O
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Proposicao 2.3.5. Seja ¢ um fluro K-expansivo sobre X, entao qualquer fluzo
Y em um espaco métrico compacto Y que seja topologicamente conjugado a ¢ €
K-expansivo.

Demonstracdo. Seja € > 0, entdo existe § > 0 constante de K-expansividade de
¢, Seja g : X — Y uma conjugagdo; pela continuidade uniforme de gL, existe
d > 0 (para ¢), provaremos que é uma constante de expansividade de ). De fato
se

dist(Vney (9()), ¥e(g(y))) <6,

para todo t € R e h € Hg (R). Nisso temos que existe s,to € R com |s| < € tal que
Phito)(T) = Pto+s(Y); 1080 Un(t) (9(2)) = Vro+5(9(y)). conclui-sendo a prova. [

2.4 Exemplos

Nesta seccao apresentaremos alguns exemplos que, pelo comportamento
dindmico que apresentam, sugerem as melhores definicoes de expansividade a
serem usadas.

Exemplo 2.4.1. Seja X < S? = R? U {00} dado por

Xz{oo}u{(n,()):neZ}u{(n,i%):neZ,meZ+,|n|<m}

e a aplicacao f: X — X definida como

f(o0) = o0
f(n,0) = (n+1,0) sene’

/ fn,£2) = (n+1,£2) sen<m, mezZ*
f(m,+1) = (—m,F1) semeZ"

Mostraremos duas propriedades:

a) O homeomorfismo f nao € expansivo.
Isto é, para cada ¢ > 0, existem distintos pontos, da forma (0, z); (0,—x) €
X\{0} (como na figura [2.5), que contradiz o comportamento de um
homeomorfismo expansivo. De fato, seja ¢ > 0. Por outro lado, temos a
seguinte propriedade

—2m—1+jFL) ; m+1<j<3m+1
—4m —2+j,+2) 5 3m+2<j<4m+2

Am+2+j4,+5) ; —4m—2<j<-3m—2

| ] @em+1+4,F-) ; -3m<j<-m-1

fﬂ(()’ iE) = E% i%) ; —m<J<Em (2-13)
(
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Figura 2.5: X < S?

Observamos que, se f™(0,x) = (y,w), entdo

fn(ov —Z‘) = (yu _w)u

para todo n € Z e (0,z) € X\{(0,0)}. Nesse sentido, para cada n € Z,
(0, z) € X\{0}

dist(f"(0,z), (0, =x)) = [/"(0,2) = f"(0, —z)| = 2|z[,
Assim, para cadan e Z e (0,z) € X\{(0,0)}
dist(f"(0, x), f*(0, —x)) = 2|z| (2.14)

Para ¢ > 0 dado, existe % tal que ¢ > % assim tomando (0, Lm) (0, )
pela equagao (2.14), temos que dist(f"(0 ,2m) f0,—2%)) = L < e Em
suma; para todo & > 0 encontramos = = (0, 5) € X e y = (0, —5-) € X tal
que para cada n e N

’ 2m

dist(f"(x), f"(y)) <e

isto é f nao é expansivo.

O fluzo suspensao ¢y de f, é B-expansivo
De fato, para a funcao T : X — R, definida como T'(z) = 1, para todo x € X
e pela definicdo (1.13), de fluxo suspensdo, temos que o fluxo ¢% : Xr — Xr
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definida como ¢ (xo, o) = (f*°,s'), onde n, s satisfazem

ST @) + 5 =110 0 < T(P(x0)).

que é equivalente a

n+s=t+ty, 0<s <1
n<t+tg<n+1

Assim
¢’ (o, o) = (FI ol (zo), t + to — [t + to]), (2.15)
considerando § = 1, mostraremos que é uma constante de expansividade

do fluxo. Sejam dois pontos distintos em X, (p,-l—%) € X, (q,i%) e X,

com 0 < m < n os pontos ((p, £=),1),((g, +1),t2), com t;,t € [0,1] na
variedade suspensao X x [0, 1]/ ~, onde a relacao de equivaléncia ~ é tal que
(z,1) ~ (f(x),0). Pela equagao (2.15) as orbitas dos pontos na variedade

suspensao sao:

Opr Ly = 105((p, T5,)/t e R¥} = {(f*(p, £;;),7)/ k€ Z,7 € [0, 1]}
gty = 195((g, _;)/t eR*} ={(f*q. £3).7)/ ke Zrel0,1]}.

As orbitas sao distintas pois as segundas coordenadas de f*(p, %) 1*(q, i%)
sao i% e i}l.

Vamos provar que parat = m + 1 — p + k, onde k é o nimero da k-ésima
composi¢ao de f, as primeiras coordenadas de f*(p, =) e f*(¢, %) coincidem
(k = 0 se nao coincidem para todo inteiro).

Ast(6(p, £), 1), G4(g, ), 1) > 6 = 1

onde dist é a induzida pela norma euclidiana no R®. De fato, basta demonstrar
que dist(f*(p, ;7), f'(¢, ;) > 1.

A seguinte observacdo mostra que existem pontos 2o = (=1,3) e yo = (=7, 1)
tal que f*(zo) e f*(yo) ndo tem primeiras coordenadas iguais para quaisquer
kel.

Observacgao

Sexg = (—1,3), yo = (=7,%) entio ff(xo) # fF(yo), para cada k € Z, onde
f¥ significa primeira coordenada de f*.

Por absurdo, supondo que existe r € Z tal que f{(xo) = f{(yo). Assim
como fi(zg) € {—2,—1,0,1,2} e f{(yo) € {—7,—6,---,6,7} temos que pelas
propriedades da equacdo (2.13), f7(zo) = —1, f{*(yo) = —7. Dessa forma,
r tem que ser multiplo de 5 e congruente a 6 modulo 15, pois o periodo
de —1 ¢ 5 e de =7 ¢ 15. Entdo, para que f"(=7,%) = f"(y) = —1,
r = bky = 15ky + (—1) — (=7) = 15ky + 6. Assim, denotando 5 os miltiplo de
5,5—5—1—15=0, entdo 5 = 1 absurdo pois, 1 ndo é multiplo de 5.
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Pela observacao anterior, temos dois casos:
Cada k € 7 satisfaz

F ) # e ),

Assim considerando t = m + 1 — p logo
1 1 1 1
d- t t . t - Z t N gt - 1.
18 (f (p’m)’f(q’n)) |f1(p7m) fl(QJn)| >

Existe k € Z tal que
1 1
k(p *\ _ fk(, *
fl (p7m) fl (Q7n)7

neste caso, considere t = k+m+ 1 —p em que k é a iterada onde as primeiras
coordenadas de f*(p, %),f’“(q, %) coincidem, e podemos supor, sem perda de
generalidade que ff(p, L) = ff(q,2) = p, pois podemos compor algumas
vezes até chegar a p. Nesse sentido:

1

1 1 1

dist(f*(p, =), f(q, =) = | P(p, £—), [ P(q, == 2.16
ist(f'(p, ), f'(a, ) = If (p,+). f (%) (2.16)
Agora, pela equagao (2.13), para p > 0 temos fmT17P(p, i%) =
S0, £2) = (=m, +1) e como m < n, m+1 < nentdo f"P(p,+1) =
™0, 4£4) = (m+1,4+1). Assim, pelos resultados da equacao (2.16), temos

e 1 1 1 1
Aist(f'(p, ), (0 ) = [(=m—m =1, % )| > 1

conclui-sendo que o fluxo ¢; é B-expansivo.

Exemplo 2.4.2. Seja f a funcio identidade em um intervalo [0,1] e ¢ uma
suspensio de f por uma fungdo crescente ¢ : [0,1] = RY (ver figura[2.6). Entdo
todas as orbitas de ¢ sao periodicas e os periodos sao todos distintos. ¢ é C-
expansivo, mas f nao € erpansivo. Além disso, € erpansivo ao futuro e a C-
expansividade deste fluro ¢ nao € invariante por equivaléncia topoldgica.

Mostraremos trés propriedades:

a) f nao é expansivo ;
Para isso, seja 0 > 0. Como N nao é limitado superiormente temos que existe

k € N tal que § > Agora, tomando = = ey = 1 temos que:

(k+1) k;+1

dist(f"(z), /() = dist(x, ) = m <5

para todo n € Z, embora x # y. Logo, f nao é expansivo.

b) As drbitas de ¢ sao periddicas e ¢ é C-expansivo;
Como o fluxo suspensio sera : ¢(z,s) = (fl+sl(x), {t + s}), para t pequeno
tem a seguinte forma; ¢(x,s) = (x,t +s) com 0 < ¢t + s < 1. Assim
Pe(z) (2, 5) = (x,5 + c(x)) ~ (x, ), para cada (z, s) € [0,1]..
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A C-expansividade: Seja ¢ > 0, facamos 0 = min{c(x)/x € [0,1]}. Se |s| < €
(©,51) % 6a(50) para 1 pequeno, dist(¢u(z, 50), iy, 51)) = dist((z, 50 +
t), (y, s1 + t)) supondo, sem perda de generalidade, 0 < 59 < s;.

se para t = c¢(x) — sg, $1 +t = 0 temos

dist(o¢((x, s0), ¢y, s1)) = dist((z,0), (y,s1 + 1)) = [s1+t| =6

Se para t = c(x) — sg, 51 +1 < 4§, temos t; = n(c(x)) para n tal que t; +s; =9
e assim, se t =t + t; temos

dist(¢e(z, o), ¢e(y, s1)) = dist((z,0), (y, 1 + 1)) = |s1 +t| =0
Como t = 0, ¢ é C-expansivo ao futuro.

Um fluxo ¢ C-expansivo nao € invariante por conjugacao topoldgica,
Seja h : [0, 1]. — [0, 1]; definida como h(p, s) = (p, ﬁ)

Xy = h o dre(py 0 h™! ¢ um fluxo em [0, 1];

Vi(p, 1) = Xy (p, ) € uma mudanca temporal de X;. Assim:

Yo(p,7) = Xoepy(ps7) = Xo(p,r) = hodgoh™ (p,r) =
hoh Yp,r) = (p,r)
D1(p, 1) = Xy (0,7) = Xy (0, 7) = h 0 by 0 ™ (p, 1)

= 1o b (p.re(p)) = hlp.re(p)) = (p, f(g)) )

(p,7)

Logo, os diametros das orbitas sdo constantes, diam(O(p,r)) = 1 para cada
(p,r) € [0,1]1, e nesse sentido, ¢ nao é expansivo pois podemos tomar os
pontos (z,0) = (77,0) e (y,0) = (4,0), isso acontece semelhantemente ao
resultado onde se mostra que f nao é expansivo.

(v, O

1)

(X'So)

Figura 2.6: Variedades suspensao homeomorfas

R2

Exemplo 2.4.3. Sejam X um campo no toro T? := 77, que gera um fluzo
irracional que nao tem pontos singulares e nao é expansivo, e f : T? — [0,1]
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continua que s6 se anula no ponto p € T2. Definimos o fluzo ¢ gerado pelo campo

fX.

Mostraremos duas propriedades:

a) ¢ é C-expansivo.
Pelo Teorema 6.2.8 em [4] se demonstra que o fluxo que tem pontos singulares
sela e a unidao das suas separatrizes é densa e ¢ e C-expansivo

b) ¢(z) =z + Sé f(or(x))orX e seus fluros conjugados sado C-expansivos.

De fato, seja ¢ > 0 e ¥ um fluxo conjugado mediante h, uma conjugacao
topologica de ¢, como T? é, compacto e h ¢ continua, temos que h~! é
uniformemente continua, isto é, para o 6 > 0 constante de expansividade
de ¢ existe § > 0 tal que dist(z,y) < 6 = dist(h~'(x), h ' (y)) < 6. Agora, se
dist (¢ (), (y)) < & para cada t € R entdo pelo fato de h~! ser uniformemente
continua temos que dist(h™! o ¥y(x),h™" o ¢ (y)) < & para cada t € R,
o que é equivalente a dist(¢; o h™'(z), ¢, o h™'(y)) < & para cada t € R.
Assim como 4 é constante de expansividade temos que existe |s| < e tal que
ds(h 1) (z) = (" H(y) em que h ™ oy 0 ho h™(z) = h~'(y), o que implica
que Ys(z) = y.

Figura 2.7: fluxo solucao do campo fX

2.5 Relacoes entre as definicoes

Nesta seccao mostraremos algumas relacoes entre as diferentes definicoes
apresentadas na seccao anterior. Na figura temos um esquema dos resultados
desta seccao.

A definicao de um fluxo A-expansivo fica descartada, pois a proposi¢ao
diz que os espagos métricos compactos que suportam um fluxo A-expansivo sao
conjuntos finitos.

Proposicao 2.5.1. Seja ¢ um fluxo G-expansivo em X, entao ¢ é K-expansivo.
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Demonstragao. Seja ¢ um fluxo G-expansivo, dado € > 0 pela proposicao [2.3.3]
existe § > 0 tal que se os pontos z,y satisfaz dist(¢n)(x), #:(y)) < d para cada
t € R, entdo existe s € R, |s| < ¢ e x = ¢4(y); agora, se t; = 0, temos que
Dn(t)(T) = @it (y). Portanto ¢ é K-expansivo. O

A reciproca nao é verdadeira, pois se fosse, pela proposicao [2.3.2, o fluxo K-
expansivo teria pontos singulares como sendo pontos isolados do espaco X. O
fluxo de Lorenz representa um contra-exemplo, e pode ser encontrado em [16].

Proposicao 2.5.2. Seja ¢ um fluzo J-expansivo em X, entdo ¢ € I-expansivo

Demonstracao. Se ¢ é o fluxo J-expansivo em X, por definicao [2.10| existe uma
constante de expansividade 0 > 0 tal que se dois pontos x,y sdo tais que existe
um homeomorfismo crescente h : R — R que fixe zero h(0) = 0, isto ¢ h € Hy; e
para cada t € R

dist(dny (), d:(y)) <0,

entao x,y estao proximos em relagao ao tempo um segmento de orbita y € ¢_s5).-
Logo fazendo € = 0 e como h é um homeomorfismo em R, obtemos que os pontos
cumprem y € ¢(_. .. Isto é o fluxo ¢ é I-expansivo. O]

Proposicao 2.5.3. Seja ¢ um fluro a-expansivo em X, onde a € {G, I, J}, entao
¢ € F-expansivo.

Demonstracao. Se ¢ é um fluxo G-expansivo em X, pela proposicao [2.3.3] para
qualquer € > 0 existe 6 > 0 tal que se dois pontos x,y sao tais que existem um
homeomorfismo h € H; e para cada t € R

dist (o (), :(y)) <6,

entao x,y estao proximos em relacao ao tempo em um segmento de orbita, isto
é, existe s € R tal que |s| < € e y = ¢5(x). Assim basta fixar € = g¢, constante
positiva, e, sob tal perspectiva, pela proposicao [2.3.3], existira dp > 0 tal que se
dois pontos z,y sdo tais que existem um homeomorfismo h € HJ; e para cada
teR

dist (e (), ¢:(y)) <6,

entdo, existe s € R tal que |s| < e ey = ¢s(x), logo ¢ sera F-expansivo.
Se o fluxo ¢ é I-expansivo, pela definicao [2.10] existem ¢ > 0, 6 > 0 tal que se
dois pontos x,y sao tais que existem um homeomorfismo h em R; e para cada

teRR
dist (on) (), ¢:(y)) < 0,

entao existe s € R tal que |s| < € e y = ¢4(x). Desse modo, se temos dois
pontos z,y tal que existem um homeomorfismo h € Hg; e para cada t € R,
dist(dn (@), ¢¢(y)) < 6, pela I-expansividade do fluxo ¢ temos que existe s € R
tal que |s| < e ey = ¢s(z), logo ¢ é F-expansivo.

Se o fluxo ¢ é J-expansivo, pela proposicao temos que o ¢ é [-expansivo e
pelo que provamos anteriormente temos que o fluxo é F-expansivo. O
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Com esta proposicao [2.5.3, nenhum fluxo a-expansivo, onde o € {F, I, J},
pode ser K-expansivo.

Proposicao 2.5.4. Seja ¢ um fluzo a-expansivo em X, onde a € {F,G, I, J, K},
entao ¢ € H-expansivo.

Demonstracao. Se ¢ é um fluxo F-expansivo, pela definicao de F-
expansividade, existem ¢ > 0, 6 > 0 tal que se dois pontos x,y sao tais que
existem um homeomorfismo h € Hg em R; e para cada t € R

dist(dny (), d:(y)) <6,

entao existe s € R tal que |s| < e e y = ¢s(x). Assim, pelo resultado anterior os
pontos satisfazem y = ¢4(z) em que y € ¢r(x). Logo, ¢ é H-expansivo.

Se ¢ & um fluxo a-expansivo, onde a € {G, I, J}, pela proposiciao[2.5.3[¢ ¢ um fluxo
F-expansivo, logo concluimos, pela prova anterior, que um fluxo ¢ F-expansivo é
H-expansivo.

Se ¢ ¢ um fluxo K-expansivo, pela defini¢ao dos fluxos K-expansivos para
um nimero positivo, fixado gy > 0, existe dg > 0 tal que se dois pontos x,y nao
se separam, isto &, existe um homeomorfismo h € HJ'; e para cada t € R

dist (Cbh(t) (z), de(y)) <0,

entdo existem s,%p € R tal que |s| < € € @p) (%) = Psity(y). Com isso concluimos
que y € ¢r(y), e que portanto, ¢ é H-expansivo. ]

Proposicao 2.5.5. Seja ¢ um fluro a-expansivo em X, onde a € {D, G, K}; ou
¢ e suas mudancas temporais sao C-expansivas; entao ¢ é C-expansivo.

Demonstracao. Seja ¢ um fluxo D-expansivo, tomando o homeomorfismo da
identidade Id : X — X temos que o fluxo ¢ e equivalente topologico com ¢,
entao por defini¢ao de fluxo D-expansivo ¢ é C-expansivo.

Seja ¢ um fluxo G-expansivo, para ¢ > 0 existe uma constante de G-expansividade
d > 0. Se dois pontos z,y tais que dist(¢:(x),¢:(y)) < 0 entdo pela G-
expansividade temos que existe s € R tal que ¢4(z) = y. Portanto ¢ é C-
expansivo.

Se ¢ ¢ um fluxo K-expansivo em [4] demonstra-se que é C-expansivo.

Se ¢ & um fluxo onde as mudancas temporais sao C-expansivas, em [4] demonstra
que é C-expansivo. n

Proposicao 2.5.6. Seja ¢ um fluzo a-expansivo em X, onde o € {G, K}, entdo
¢ € D-expansivo

Demonstracao. Seja ¢ um fluxo K-expansivo, pela proposicao [2.3.5 em que todo
fluxo topologicamente conjugado v ¢ K-expansivo, e pela proposicao que diz
que um fluxo K-expansivo é C-expansivo, temos que 1 é C-expansivo. portanto
segundo a defini¢ao de um fluxo D-expansivo, temos que ¢ é D-expansivo.

Seja ¢ um fluxo G-expansivo, pelo corolario 4 do teorema 3 em [6], que diz
que um fluxo G-expansivo é invariante por conjugacao topologica, temos que
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qualquer fluxo ¢ que é topologicamente equivalente a ¢ é G-expansivo. Agora,
pela proposicao temos que ¢ ¢ C-expansivo. Logo, ¢ é D-expansivo. O

Proposicao 2.5.7. Seja ¢ um fluzo a-expansivo em X, onde o € {D,G, K},
entao qualquer b mudanca temporal de ¢ é C-expansivo.

Demonstracao. Se ¢ ¢ um fluxo D-expansivo, e 1y uma mudanca temporal de ¢, e
por definicao uma mudanca temporal 1 ¢ um fluxo topologicamente equivalente
a ¢ e que tem as mesmas Orbitas e preserva a orientacao, entao por defini¢ao 2.5
de fluxo D-expansivo, ¥ é D-expansivo. Logo, que ¢ é C-expansivo.

Se ¢ é um fluxo a-expansivo, onde « € {G, K'}, pela proposi¢ao temos que
¢ é D-expansivo, e pela demonstracao anterior, se v é uma mudanca temporal,
temos que v é C-expansivo. O

Proposicao 2.5.8. Seja ¢ um fluro «-expansivo em X, onde a €
{C,D,F,G,I,J, K}, ou qualquer v mudanga temporal de ¢ é C-expansivo; entao
¢ é E-expansivo.

Demonstracao. Se ¢ ¢ um fluxo F-expansivo, pela definicao existem ¢ >
0,0 > 0, constantes de F-expansividade. Se temos dois pontos x,y tais que
dist(¢¢(x), p:(y)) < 9, para todo t € R; pela F expansividade e assumindo
h = Id como a identidade em HJ, para cada t € R e dist(¢ (), P:(y)) =
dist(dne (@), ¢¢(y)) < d, temos que existe s € R tal que [s| < e e ¢5(x) = ().
Portanto ¢ ¢ E-expansivo.

Se ¢ ¢ um fluxo C-expansivo e fixando g > 0, pela definicao [2.4] existe uma
constante de C-expansividade dg > 0. Se temos que dois pontos x,y sao tais que
dist(¢(x), i (y)) < o, para todo t € R; entdo, pela C-expansividade, existe s € R
tal que |s| < e e ¢s(z) = (y). Portanto ¢ é E-expansivo.

Se ¢ um fluxo a-expansivo em X, onde « € {d, g,1, j, k}, ou qualquer 1) mudanca

temporal de ¢ é C-expansivo. Pelas proposicoes e ¢ é ou C-expansivo,
ou F-expansivo, que pelos casos anteriores, se conclui-se que ¢ é E-expansivo. [

Proposicao 2.5.9. Seja ¢ um fluro «-expansivo em X, onde a €
{D,F,G,H,1,J, K}, ou qualquer mudanca temporal 1) de ¢ que seja C-expansivo;
entao qualquer fluxo ¢ que é uma mudanca temporal em X do fluxo ¢ é B-
ETpansivo.

Demonstracao. Se ¢ é um fluxo H-expansivo, em [4] demonstra-se que um fluxo
¢ H-expansivo é tal que qualquer mudanca temporal ¢ é B-expansivo.

Se o fluxo ¢ e tal que qualquer mudanca temporal 1) ¢ C-expansivo em X. Basta
demonstrar que um fluxo C-expansivo é B-expansivo, porque como qualquer
mudanca temporal 1 de ¢ é C-expansivo, entdo seria B-expansivo. Assim falta
demonstrar que ¢ é B-expansivo, para isso tome um fluxo ¢ que é C-expansivo
em X, para € > 0 existe 0 > 0, uma constante de C-expansividade. Se temos
dois pontos z,y tal que dist(p;(x), i (y)) < 0 para todo t € R; entdo, pela C-
expansividade, temos que existe s € R tal que |s| < € e ¢4(x) = y, assim que
y € pr. Portanto ¢ é B-expansivo.

Se ¢ ¢ um fluxo a-expansivo, onde € {D, F, G, H, I, J, K}. Pela proposi¢ao[2.5.6]
e a proposicao temos que ¢; ou é tal que qualquer mundanca temporal 1
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de ¢ é B-expansiva; ou qualquer mudanca temporal ¢ de ¢ é C-expansiva. Como
vimos anteriormente a conclusao é verdadeira. O

Proposicao 2.5.10. Seja ¢ um fluro «-expansivo em X, onde o €
{B,C,D,E,F,G,H,1,J, K}, ou qualquer mudanca temporal 1 de ¢ que seja B-
expansivo, ou qualquer mudancga temporal ¢ de ¢ que seja C-expansivo; entao ¢
€ B-expansivo

Demonstracdao. Se 10) é um fluxo Q-expansivo
em X, onde o € {B,C,D,E,F,G,H,I,J, K}, ou qualquer mudanca temporal
Y de ¢ que seja B-expansivo, ou qualquer mudanca temporal ¢ de ¢ que seja
C-expansivo. Pela proposicao temos que ¢ e quaisquer dos fluxos que é uma
mudanca temporal é B-expansivo, entao trivialmente ¢ é B-expansivo. O]

T

E

Figura 2.8: Esquema das implicagoes de fluxos expansivos



Capitulo 3

Sobre fluxos Expansivos em
Superficies

Neste capitulo provaremos que os fluxos sobre superficies compactas sao
expansivos se, e somente se, as singularidades sao de tipo sela e a uniao de
suas separatrizes ¢ um conjunto denso na superficie. Além disso mostraremos
uma caracterizagao topologica das superficies compactas que admitem fluxos
expansivos.

3.1 Fluxos expansivos

Um fluxo é expansivo se é um fluxo K-expansivo, no que segue na dissertacao,
Y} é uma superficie compacta e ¢, um fluxo expansivo. Iniciaremos estudando os
seguintes lemas.

Lema 3.1.1. Se x é um ponto reqular, entdao para cada 0 > 0 existe s > 0 tal
que y = ¢s(x) # x e dist(di(x), p1(y)) < 9, para todo t € R.

Demonstracao. De fato, seja x € X um ponto regular e 6 > 0 definamos a funcao
Ts : X — R tal que dist(¢q,)(x),2) = J, que é continua pela continuidade do
fluxo, pela compacidade de X, existe xy € X tal que

Ts(xo) = min{Ts(x)| x € X}

assim, assumindo que s < Tj(xg), obtemos que para cada z € X dist(x, ¢4(x)) < 9,
para = ¢y (x) e y = ¢s() temos

dist (¢ (), ¢:(y)) < 6.
]

A seguir, definiremos uma nova métrica, que nos auxiliard para melhor
compreensao das propriedades de um fluxo expansivo.

45
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Lema 3.1.2. A funcao disty : X x X — R definida como

‘ inf{di " . X, la,b| c R, =z, a )
disty(z, y) = { Ea{mg?)l(qﬁ[ 5(2) :z€ X, [a,b] T, Y € Plap)(2)} | z;iigg

€ uma métrica em X, isto €, satisfaz:

Demonstragao. a) De fato, pois diam(¢p,(z)) = 0 e diam(X) > 0

b) distg(x,y) =0, Implica = =y
Se y ¢ ¢r(x) entao por definicao diam(X) = 0 o que implica z = y, absurdo
pois y ¢ ¢r(x). Logo y € ¢r(z)
Assim como 0 = inf{diam(¢p)(2)) : z€ X, [a,b] € R, x,y € ¢ap)(2)} € pela
definicao de infimo temos que para cada n € N existe z, € X e a,, b, € R tais
que z,y € Ppap)(2) € 0 < diam(Ppa, p,1(2n)) < 1; que implica

1
0 < dist(z,y) < —,
n
para todo n € N. Logo, no limite temos dist(z,y) = 0, segue que z = y.

Agora suponhamos z = y, se 2 = x e a = b = 0, entdo z,y € Prap(2) €
diam(¢p. 5 (2)) = 0, assim disty(z,y) = inf{diam(¢pp(2)) : 2z € X, [a,b]
R, z,y € ¢rap(2)} = 0.

c¢) De fato, naturalmente temos que:
disty(w,y) = inf{diam(dp(2)) : 2z € X, [a,b] € R, z,y € ¢pn(2)} =
disty(y, )

d) Se z e X, z ¢ ¢r(x), disty(x, 2) = diam(X). Se y ¢ ¢r(z) entao disty(z,
diam(X) ou inf{diam(¢p(2)) : 2z € X, [a,0] € R, 2,y € dpa4(2)}
entao disty(z,y) = diam(X) = distg(x,z) < disty(z,2) + disty(z,y). S
y € ¢r(z) entdo disty(y,z) = diam(X) e disty(z,y) < 2diam(X) entdo
disty(z,y) < disty(z, 2) + disty (2, y). Além disso, se z € ¢r(z) € se y ¢ ¢r(2)
entdo disty(x,y) = diam(X) = disty(z,y), como 0 < dist(z, z) < diam(X)
logo, disty(x,y) = diam(X) = disty(z,y) dai,

Y)
>

s o |l

disty(x, y) < distg(x, 2) + disty(2, y).

Agora, se y € ¢r(x) e z,y € ¢r(x), sem perda de generalidade, podemos supor
que existe um nimero positivo s > 0 tal que y = ¢,(x). Se z € P 5)() entao
existe t = 0 tal que z = ¢,(x), logo para cada u € ¢ (), v € Pp.5)(2) temos
dist(u, v) < dist(u, z) + dist(z,v) < diam(¢pg(z)) + diam(¢p (z)); portanto
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distg(x,y) < distg(z, 2) + disty(z, y); por ltimo, se z ¢ ¢jo q(x), entdo existe
um namero real ¢t € (—oo,0] U [s, +0) tal que z = ¢;(x), e, dessa forma,
disty(z, y) < disty(z, 2) ou disty(x,y) < disty(z,y), segue que

disty(z, y) < distg(x, 2) + disty(z, y).

conclui-sendo, X ¢ um espago métrico com a métrica disty.

60)

B

/

Figura 3.1: Expansividade

Considerando [y = inf{diam(¢r(z)) : = ¢ Sing(¢)} mostraremos que, com a
métrica disty em X, dizer que dois pontos estao menos distanciados que uma
constante positiva é equivalente a dizer que os pontos estao em um segmento de
orbita de diametro pequeno.

Lema 3.1.3. Seja ¢ um fluro em X, entao uma condicao suficiente e necessdria
para que disty(x,y) < fo € que x,y estejam contidas em um segmento de drbita
de didmetro menor que Sy

Demonstragao. De fato, suponhamos disty(z,y) < Bo.
Se y ¢ ¢r(x) entdo por defini¢ao disty(z,y) = diam(X), como [y < diam(X)
entdo [y < disty(x,y), absurdo; logo, y € ¢r(x). Pela defini¢ao,

disty(x,y) = inf{diam(dp4(2)) : 2€ X, 2,y € ¢rap(2), [a,b] = R}

e como distg(z,y) < By temos que existe z € X, [a,b] = R como x,y € ¢pap1(2)

tal que disty(x,y) < diam(¢pap(2)) < o,
isto é, x e y estao em um segmento de orbita de didAmetro menor que .

Agora, suponhamos que x,y estdao em um segmento de 6rbita de didmetro
menor que [, isto é, existem z € X, [a,b] < R tal que z,y € ¢ u(2) e
diam(epap1(2)) < Bo. Logo, pela definicao de disty temos que

dist,(z,y) < diam (6 (2)) < fio
disty(z,y) < fo.
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Observacao 3.1.1. Seja ¢ um fluxo em um espaco métrico compacto X, se x,y
estao em uma orbita que nao € periddica nem singular, entao

disty(x,y) = diam(¢po(2)),

onde z € oux ou vy, et > 0.

De fato, se existe t > 0 tal que ¢;(z) = y entdao para um segmento de orbita
qualquer ¢, 4(2), que contém x,y, pelas propriedades de supremo e pelo fato de

P10.4(%) < Pra(2), temos
diam(¢po () < diam(gp5(2))). (3.1)

Isto &, diam(¢po,q(x) ¢ um limite inferior do conjunto dos diametros dos segmentos
de orbita que contém z, y.

Agora provaremos que diam(¢pos(x) ¢ o infimo. De fato, seja € > 0, pela
continuidade do fluxo, obtemos que

lim diam(¢p = ;1 <1(x)) = diam(¢pq(2),

n—-+aoo

logo, existe ng € N tal que para cada n > ng

| diam(¢p_= ¢4 21(z)) — diam(¢pg(2)| < e
com isto, e pela equagdo (3.1]) temos que

diam(¢[_%7t+%](:c)) < diam(qﬁ[&ﬂ (JK) + €.
O que diz que diam(¢p () é o infimo.

A seguinte definigao é apresentada em [5] e provaremos mais adiante que ela
é equivalente a definicao adoptada no inicio deste capitulo.

Definicao 3.1. Dizemos que um fluxo ¢ sobre X ¢é L-expansivo se
para todo [ > 0 existe uma constante de expansividade 6 > 0 tal que se
dist(dny(x), ¢ (y)) < 0 para todo t € R e algum h € Hg (R), entao disty(z,y) < 5.

A seguir provaremos que um fluxo é L-expansivo se, e somente se é K-expansivo.
Para isso, provaremos o seguinte.

Lema 3.1.4. Suponha que ¢ possui um nimero finito de pontos singulares e
Bo > 0. Entao para todo 3 € (0, 5y) existe § > 0 tal que se dist(gy (), ¢y(x)) < O
para todo t € R e uma funcio continua g : R — R, ¢g(0) = 0, entdo
disty (g (@), dr(x)) < B para todo t € R.

Demonstracao. De fato, por absurdo, existe 8 € (0, fy) tal que para cada n € N
existem z, € X e g, : R - R fung¢bes continuas tais que ¢,(0) = 0; para cada
teR

diSt(¢grL(t) (xn)a ¢t(xn)) < % €, (32)
diSt¢(¢gn(t’n)(xn)a ¢t’n (xn)) = 5
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para algum ¢, € R; Como disty(dg,0)(2n),do(xn)) = 0 temos

disty (0 (2): 00, (22)) > B > disto(@y, 0 (o). 0(x,)) = 0. nisso, pelo
teorema do valor intermediario, temos que existe ¢, € (0,t)) tal que

dlSt(j)(ngn(tn)(xn)a ¢tn (xn)) = 5

sendo an, = ¢g.)(Tn) € by = ¢ (x,), pelo resultado (3.2), temos
lirJrrl dist(a,, b,) = 0 assim, podemos supor lirf a, =ce lirf b, = c¢. Como
n—-+0oo n—+a0 n—-—+0o0

b = b1, (T0) = ¢tnfgn(tn)(¢gn(tn)($n)) = ¢tnfgn(tn)(an)

tomando s,, = t,, — g, (t,)-
Se s, > 0 para um ntumero infinito de valores de n, temos (para s, < 0 é similar)

f = diam(¢po,s,1(an)); POis @o.s,1(an) < Prap(2) para todo Gp(2) 2 {an, by}

Se {sp}neny € limitado tomando uma subsequéncia temos que lim s, = s,
n—+000

lim a, =ce lim b, =c¢, ¢ = ¢5(c) entdo lim diam(Pps,10,) = S logo s # 0
n—+00 n— -+ n—-+ao

pois, caso contrario, s = 0 e lim diam(¢ps,j(a,)) = B = diam(e¢ps(c)) = 0,
n—+0o0

absurdo, 8 # 0. Assim seja t € R, m = [L] <L < m + 1, neste sentido existe

r>0,7r€[0,s)tal que t = ms+1r entao ¢i(c) = Ppsir(c) = Op(Pms(c)) = or(c) €

Pr0,5)(c). Portanto diam(¢r(c)) = diam(¢ps(c)) = 8. Assim 3 < By o qual é

uma contradicdo com [y < (.

Se s, nao é limitado podemos supor que lim s, = +oo, como (H(X),disty), é
n—+oo

um espago métrico, onde H(X) = {A < X : A é compacto em X} e disty é a

métrica de Hausdorff, podemos supor que a sequéncia {¢[os,1(an)}nen converge

para um conjunto compacto K; além disso, de ¢, (a,) = b, e lim b, = ¢, temos

n—+o0

que K ¢ invariante. De fato, seja z = lirf Ou, (ay) € K, com u, € [0,s,];

n—-+0o

provaremos que para cada T € R

¢T(Z) e K.

Se 0 € u, + T < s, para um namero infinito de valores de n entao ¢,, r(a,) €
o0, sn](an) e lm oy, 1(an) = or(z) € K.

Se s, < u,+7T para valores infinitos de n, como u,, < s,, entao 0 < u, +71 —.5, <
T. Nisso, temos que existe uma subsequéncia convergente 7, = u, + 1" — s, com

lim 7, =7, como lim a, = lim b, = ¢, pelo que
n——4o00 n——+0o0 n——+00
nLHJrrloo ¢Tn (an) = nliTw qbrn (bn) = nLHJ{loo ¢un+Tfsn (bn) = nLHJPOO ¢un+T(¢fsn (bn))
= tim_ or(6u,(a,)) = 612 (3.3

como lim s, = 400 existe ng € N tal que para cada n > ng, T' < s,; nesse
n——+0oo

sentido, sem perda de generalidade, podemos supor 7 € [0, s, ], logo, a equagé
fica

lim ¢7’n (an) = ¢T(Z) € K.

n—-+aoo

Se u, + T < 0 para infinitos valores de n, entao 0 < u,, < =T, pois 0 < u,, nisso
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temos, tomando uma subsequéncia convergente sem perda de generalidade temos
que lim wu, = u. Por outro lado, temos que

n—-+0o
z = ngrfoo Puy, (an) = nl_igloo P (bn) = dulc). (3.4)
como lim s, = 400, temos que 0 < u, + 71 + s, < s, para valores de n
n——+0o0

suficientemente grandes; fazendo 7, = u, + T+ s, € a equacao |3.4 obtemos que

TLEI:IF]-CD ngn (an) = hm ¢T(¢Un(¢5n (an))) = hm ¢T(¢U7z(bn)) = ¢T(¢U(C)) = ¢T(Z) € K
Como diam(K) = e K ¢é conexo, logo K é um conjunto infinito. Pela hipotese
o fluxo apresenta um ntmero finito de singularidades, entao existe um ponto
regular tal que sua 6rbita tem didmetro menor que (3, contradizendo que 5y é o
infimo dos diametros das orbitas, conclui-sendo a veracidade do lema. O

Teorema 3.1. Os sequinte enunciados sao equivalentes:

a) ¢ é L-expansivo

b) ¢ é K-expansivo

Demonstragao. (a) implica (b)
Seja ¢’ > 0 uma constante de L-expansividade, para algum nimero positivo.
Afirmacao 1: Eziste v € (0,8") tal que para cada x ¢ Sing(¢) existe t € R tal
que $u(x) ¢ By (Sing(6)).
Por absurdo, isto é, para cada v € (0,0') existe ¢ Sing(¢) tal que ¢y(x) €
B, (Sing(¢)), para todo t € R. Como Sing(¢) é um conjunto finito, temos que
B, (Sing(¢)) = By(p1) v ... U B,(pn), como x ¢ Sing(¢), é equivalente a, para
cadaie {l,...,N},

dist(x, p;) = v (3.5)

como ¢(x) € B,(Sing(¢)) para cada ¢t € R, temos que existe k € {1,..., N}
tal que dist(¢¢(x),pr) < 7, para todo t € R, em particular para ¢ = 0 temos
dist(z, px) < v 0 que contradiz a desigualdade [3.5]

Seja ¢ > 0 fixado;

Afirmagao 2: Eziste > 0 tal que dist(z,Sing(¢)) = v e diam(¢pq(x)) < B
implica |s| < e.
Pelo absurdo, isto é, para cada n € N existe z,, € X, t,, € R tal que

v # B (Sing()), n ¢ (—2,), diamn(dio,(5)) <~

n

(3.6)

Pela compacidade de X podemos supor que lim z, = z onde z ¢ B, (Sing(¢)),

n—+oo
pois hT dist(x,,, Sing(¢)) = dist(z, Sing(¢)) = ~, assim, temos que z ndo é uma
n——+0o
singularidade. Como z nado é uma singularidade, existe ¢’ € (0,¢) : ¢ (2) # z,
caso contrario, ¢-(2) = z, para todo ¢ € (0,¢) e como ¢ (z) : R — X ¢é
continua temos que lim ¢ (2) = z = ¢.(z), absurdo pois z ¢ Sing(¢). Agora
el —e
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n—

pela continuidade de ¢ temos lim ¢.(z,) = ¢-(2), e pela equacao 1)
+o0
temos que 11111 diam(¢po¢,1(rn)) = 0 e como a sequéncia ¢, ¢ (—¢,¢) temos
n——+0o

¢ (25) € Ppo4,1(®n) 0 que implica 0 = nlirfw diam(¢p e (rn)) = diam(¢po(2))

logo z € K onde K = ¢y 1(2) tem diametro zero logo z € Sing(¢), absurdo pois
z ¢ Sing(¢);

pela Afirmacao 2 obtemos S > 0. Assim por hipotese existe uma constante de
expansividade § > 0, isto pelo item (a), tal que dist(¢n)(y), #:(x)) < 6 e algum
homeomorfismo crescente h : R — R que fixe zero, entdao z,y estao em um
segmento de didmetro menor que 3 > 0;

Afirmagao 3: Seja ¢ fivado anteriormente, tal que dist(dn)(y), d¢(z)) < 6
para todo t € R e algum homeomorfismo crescente h : R — R que fize zero; entao
existe s,to € R tal que |s| < e € Pngro)(y) = brors(T).

De fato; primeiro observemos que nao podem existir dois pontos singulares a
distancia menor que J, caso contrario todas seriam iguais; assim um dos pontos é
nao singular. Suponhamos = ¢ Sing(¢). Pela expansividade do fluxo temos que, z
estd em um segmento de 6rbita de didmetro menor que 5. Entao pela Afirmacao
1 existe to € R tal que ¢y (z) ¢ B,(Sing(¢)). Definamos a funcao ' : R — R
como h'(t) = h(t +to) — h(ty), observemos que h’ ¢ um homeomorfismo crescente
que fixa zero, pois h é; assim como dist(dnw(y), ¢:(x)) < 0, para todo t € R,
temos que se cumpre:

dist (dn () (Do) (W), ety () = dist (Gnge=to)—n to)(qjh(m)(y)) ¢t(¢t°( ))
dist (¢h(t+to) s Gty (2 )

para todo t € R. Concluimos por hipétese temos que ¢p)(y) € ¢y, () estao em
um segmento de o6rbita menor que 8 (S-conectados) dessa forma, existe s’ € R

tal que diam(@.0) (61, (2))) < B © dna(9) € G0 (61, (2); assim pela afirmagdo
2, implica-se |s'| < e. Logo conclui-se que ¢p,)(y) = ¢ro+s(x) para |s| < e;

(b) implica (a)

De fato, observemos que se existe um valor de [ tal que satisfaz (a) entao fica
provada para todo valor maior de 3, pois podemos usar o mesmo 9. Assim é valido
supor 8 € (0, By). Logo, pelo lema [3.1.4] temos que para 4’ € (0, 3) obtemos &’ > 0
tal que se os pontos sempre estao §’-proximos por uma func¢ao continua g que fixe
zero, entao os pontos da forma ¢y, ¢x estao B’ conectados.

Seja " € (0,9"). Pela continuidade do fluxo temos a seguinte afirmacio

Afirmagao 4: existe ¢ > 0 tal que se diam(¢pp(r)) < B, entdo
diam(¢[a_€7b+5] (x)) < 6
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Seja x € X temos diam(O(z)) < ' ou diam(O(z)) = f'. Se diam(O(x)) < '
temos para todo ¢ > 0 diam(¢pap(x)) < B implica, diam(¢p—cpe(z)) < .
Se diam(O(z)) = f' existe A, B € R tal que diam(¢pa,p)(z)) = 6" e [A,B] é o
intervalo maximal que satisfaz a igualdade anterior; seja [a, b] < [A, B], definamos
Y(t) = diam(Ppa—¢,p+e(x)) para todo t = 0, de maneira natural ¢(t) = ' como
f > p' pela continuidade de v temos que existe ¢ > 0 tal que ¥(g) < S isto é
diam(@pe—cp+e)(v)) < B pois [a —e,b+ ] < [A—¢, B +¢].

Pela continuidade de ¢ temos que, se dist(x,y) < 0” existe ¢/ > 0 tal que para
cada |s| < " dist(¢s(x), (y)) < §" < ¢'. Nisto, assumindo ¢ e §” muito pequeno,
podemos supor que

se dist(z,y) < ¢”, entao dist(ds(z), (y)) < 0, (3.7)

para todo s € (—e,¢); por hipotese para e existe uma constante de
expansividade §” > 0.

Afirmagao 5: 0 < min{d’, d",0"} é uma constante de expansividade, para (3
dado anteriormente.
De fato, suponhamos que para cada t € R

diSt(¢h(t) (@), ¢e(y)) <4, (3.8)

onde h : R — R é um homeomorfismo crescente que fixe zero. Assim, pela
K-expansividade temos que existem s, ty € R tais que ¢puy) () = or1s(y) €
|s| < e, tomando z = ¢pu,)(x) e a fungao continua g : R — R definida como
g(t) = h(to+ t) — h(ty). Pela equagdo temos dist(@g (2), dr—s(2)) < 6 para
todo t € R, pois

Gg(1)(2) = Onto+6)—h(to) (Ph(t) (7)) = Ph(rg+1)(T)
D1—s(2) = Gts(Dn(to) () = Drrto (Pn(to)—s—to (7)) = Prato (y)

De |s| < &, § < §" e pela equagao temos dist(¢y)(2), 1(2)) < &' para
todo t € R. Logo, pelo lema temos que ¢g_¢)(2) € d_y(2) estdo (-
conectados, isto & x = ¢g_1)(2), ¢s(y) = ¢4, (2) estao ['-conectados. Logo,
pela afirmagdo 4 temos que x, y sdo [-conectados, pois |s| < € e portanto
disty(z,y) < B, conclui-sendo esta parte. ]

O seguinte resultado foi usado para demonstrar que o item (b) implica; item

(a) no Teorema

Lema 3.1.5. se ¢ tem um numero finito de singularidades e By > 0 entao para
todo B > 0 existem €,0 > 0 tal que se

dist(¢ney (), e (y)) < 6
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para todo t € R com x,y € X; h € H (R) ; dpio)(x) = drors(y) para algum to € R
e s € (—e,e); entao disty(z,y) < B.

O Teorema [3.1] confirma que a escolha da K-expansividade como defini¢ao
para este trabalho é a mais adequada.

3.2 Propriedades dos fluxos expansivos

Nesta se¢ao, provaremos que os fluxos expansivos, em superficies compactas X,
nao apresentam pontos errantes (proposi¢ao ; que todas suas singularidades
sao de tipo sela (proposicao ; que nao apresentam pontos periodicos
(proposigao e que sao todos fluxos de Cherry. Assim ele serd conjugado a
um fluxo C (proposicio [3.2.6)).

O seguinte lema pode ser encontrado em [11].

Lema 3.2.1. Se o fluxo ¢ apresenta um numero finito de singularidades, entao
¥\ Sing(¢) = VLA U; onde:

a) Qualquer U; é uma caiza de fluzo.

b) Cada congunto compacto de ¥\ Sing(p) estd contido em um nimero finito de
caizas de fluro de U,

¢) Sei#j entio U, nU; < oU; n oU;

Demonstragao. Proposicao 4.3 de [11]. O

Lema 3.2.2. Sejam | = |a,b] el duas sec¢oes localmente compactas e T : |a,b) —
R uma fungdo continua tal que ¢(z)(x) € I para todo x € [a,b) e lin}) 7(x) = +00,

entdo w(b) < Sing(o).

Demonstragao. Por absurdo; seja [a,b] = [, I’ duas sec¢oes transversais locais
compactas com 7 : [a,b) — R funcao continua tal que ¢.,)(z) € I’ para cada
x € |a,b), lin% T(x) = +0 e w(b) & Sing(¢) isto é, existe y € w(b) e y ¢ Sing(o).

Podemos supor que y ¢ [ U l’, pois, se y € l', entao existe um tempo finito 7 > 0
tal que ¢,(b) € I, o que é uma contradigdo com lirri 7(x) = +0. Sey el =[a,b],

entdao, como y € w(b), existe t > 0 tal que ¢y(b) € [; se ¢(b) = b tem oOrbita
periddica, o que contradiz, com lim 7(x) = +00; se ¢;(b) # b, entao ¢y € I/,

r—b

o que contradiz, com lim7(z) = +o. Como y € w(b) é um ponto regular,

r—b

consideremos uma secc¢ao transversal j tal que y € j. Como [ e I’ sdo compactas
podemos supor que jnl = jnl' = . Para cada x € [a,b) consideremos o
conjunto T, = {t € [0,7(x)] : &(z) € j} e definamos N(z) € Z como o niumero
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de pontos de T, isto, pois se T, ¢ infinito, entao tem um subconjunto infinito
numeravel:
A={t1 <ty <---} Ty,

logo, t; < 7(x), para todo i € N, no limite obtemos que hT t; < 7(x), absurdo
n—-+3ao0

pois por hipotese 7(x) é um namero real, por tanto T, é finito e N(x) € Z é
limitado.

Por outro lado, existem infinitos valores de ¢ > 0 tal que ¢:(b) € j, pois
y € w(b); e como 7 ndo é limitado, existe uma sequéncia de pontos z,, € [a,b)
convergindo para b tal que nETOOT(In) = 400, entao, pela continuidade de NV,

temos que lim N(z,) = 400, o que é absurdo, pois N é limitado. Portanto
n——+0o0

w(b) < Sing(d). O
Defini¢ao 3.2. Dizemos que um ponto x € 3 € estdvel (instavél) se para
cada € > 0 existe 6 > 0 tal que, se y € Bs(x), entao dist(¢:(y), d:(x)) < &, para
todo t > 0 (respectivamente t < 0).

Definicao 3.3. Um ponto x €3 € assimptoticamente estdvel
(assimptoticamente instdvel) se € estdvel (instdvel) e existe v > 0 tal que,
se y € B.(x), entdo

i dist(64(s). &x(x) = 0

(lim_dist(¢(y), de(2)) = 0).

Lema 3.2.3. Se uma singularidade do fluzo ¢ apresenta um numero infinito de

separatrizes estdveis ou instdveis, ¢gr(x), entdo pelo menos um deses x € X é
assimptoticamente estdvel ou instdvel.

Demonstracao. Seja p € Sing(¢) e {¢r(zn)}nen infinitas separatrizes estaveis
associadas a p (a prova é similar para o caso de infinitas separatrizes instéveis),
tome um disco D, centrado em p de raio conveniente. Seja para cada n € N,
Un € ¢r(xn) N 0D, tal que ¢r+(y,) < D,. Pela compacidade de 0D, existe uma
subsequéncia tal que lim,_, o ¥y, = Yo.

Afirmacgao: Existe um intervalo I < D, em um sector parabolico.

Provaremos pelo absurdo; suponhamos que nao existe tal intervalo em D, entao
existem infinitos setores elipticos ou parabolicos, que contradiz o lema 8.2 em
[12].

Pela afirmacao tomando uma vizinhanca conveniente U de y, conseguimos
que limy .o dist(¢i(yo), ¢:(2)) = 0, para todo z € U. Portanto y, ¢é
assimptoticamente estavel.

]

Proposicao 3.2.1. Se ¢ € expansivo sobre 33, entdo ndao existe pontos errantes
na superficie 3, isto €, Q(¢) = X.

Demonstracao. Por absurdo. Seja g € ¥\Q(¢). Assim como ¢ é regular existe
uma seccao transversal [ em ¢, tal que para cada t € R

n()nl=g
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Mostraremos que existe um segmento I’ < [ que contradiz a expansividade. Temos
dois casos:

Caso 1: suponhamos que existem infinitos pontos de | que estao em separatrizes
estdveis.

Como Sing(¢) é finito, entdo existe uma singularidade p € Sing(¢) que é 6mega
limite de infinitas separatrizes passando por [. Pelo lema [3.2.3] uma daquelas
separatrizes tem um ponto x € [ assimptoticamente estavel a p. Para um
e > 0 existe 6 > 0, constante de expansividade de ¢. Assim, por definicao
de assimpoticamente estavel para g > 0 existe p > 0 tal que se y € B, (x) entao,
dist(¢¢(y), p:(x)) < 2 para todo t > 0. Tomando um sub segmento ' tal que
[ cln B, (z), temos que se y, z € I’ entdo,

dist(¢:(y), d¢(2)) < dist(¢4(y), e (x)) + dist(d(x), p(2)) < g T g 5

para todo t > 0.

Se existem infinitos pontos de [ em separatrizes instaveis podemos encontrar, pelo
lema 1" = I tal que dist(¢;(y), ¢ (2)) < 0 para todo t < 0; assim, se z,y € "
temos dist(¢:(y), ¢:(2)) < § para todo t € R, o que contradiz a expansividade do
fluxo.

Se existem finitos pontos de [ em separatrizes instiveis podemos encontrar,
similar ao caso 2, I' < I tal que dist(¢;(y), ¢ (2)) < & para todo t < 0; assim,
se z,y € I temos dist(¢.(y), ¢(2)) < & para todo t € R, o que contradiz a
expansividade do fluxo.

Caso 2: Suponhamos que existe um nimero finito de pontos {x;};2, < | da
seccao transversal | que estao em separatrizes estdveis.

Se descartamos os pontos onde temos Orbitas que sao separatrizes temos um
numero finito de segmentos na seccao transversal como sendo intervalos abertos
(i, 241) < lcom i =0,...,M — 1, tais que se i € {0,..., M — 1} para cada
x € (24, x;11) < I, w(x) ndo é um ponto singular.

Condicao 1:Chamaremos assim o fato de encontrar I' com para cada x € I,
w(z) nao tem ponto singular.

Um segmento que satisfaz a Condigdo 1 é ' < (x;,x;41) para algum ¢ €
{0,..., M —1}. Seja p um ponto singular e D, = {y € X;dist(y,p) < r} tal que
2r < 2. Pelo lema m temos que a superficie sem pontos singulares X\ Sing(¢)
tem uma cobertura aberta de caixas de fluxos {U; : i € N}. Dividindo as
caixas convenientemente, conseguimos outra cobertura aberta de caixas de fluxo
{U; : i e N} com diam(U;) < § para cada ¢ € N. Uma cobertura aberta da
superficie ¥, & {D,} esing(¢) U {Ui}ien € pela compacidade da superficie X, existe
uma sub cobertura finita da forma

Y {Dp}peSing(gb) ) {Ul,UQ,...,UN} (39)
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Condi¢cao 2:chamaremos assim o fato de encontrar ' tal que a Jrbita do
segmento de drbita na fronteira das caizas do fluzo, {oU; : i = 1,... N} ,
nao intersecta l'.

Isto é possivel tomando o segmento I’, menor em [. Com a; e b; as secgoes
transversais na fronteira de U; para algum i € N, onde o fluxo entra e sai da caixa
respectivamente. Além disso, podemos supor que [’ nao intersecta a a; para cada
i € N. Sejam z,y € ' e definamos A = Uf\il a;.

Devido a que o segmento [’ satisfez a condicdo 1 e pelo teorema de Poincaré-
Bendixson’s, w(x) é periddico ou w(x) = ¥ ou w(x) é um gréafico. Logo,
existem nimeros reais positivos para cada n, t,,s, < RT, divergentes, tais que
{tn: neN}={teRT: ¢y(x)e A} e {s,: ne N} ={teR*: ¢(y) € A}. Seja
I,J:N —{1,...,N} funcbes definidas por ¢y, (x) € arm) € ¢, (y) € aym) isto é
por , pois temos uma cobertura finita .

Mostraremos que I = J, por indu¢do; suponhamos que I(1) # J(1) e seja o
segmento " = [x,y]c ' e

X = {Z el”: existe t > 0, ¢[07t](2) Najiy = @ e Cbt(Z) € a](l)}

Provaremos que y € X. x € X, pois caso contrario, ¢poq(x) N aya) # & para
todo t > 0, que é absurdo. X € um conjunto aberto em ", isto, pois para cada
ponto z € X, como [’ satisfez a condicao 2 e pela continuidade de ¢ existe uma
vizinhanca V' do ponto z € X tal que para cada ponto 2’ da vizinhanga V' satisfez
Pro4(2) N ajay = & e ¢(2) € aqy, para algum ¢t > 0, isto é, z é um ponto
interior de X. Seja Y a componente conexa de X que contem a x. Entdao Y é um
intervalo. Seja v um ponto extremo de Y distinto de x,u # x. u € Y e portanto

U=y,

Prova deuey :

De fato, pela definicao de X podemos construir uma funcao de valor real
T :|xz,u) = RT tal que ¢r(:)(2) € arqy € dpor)(2) Naja) = &.

Afirmacgao: A funcio T(z) ndo diverge para +00 quando z tende a u. Pois, caso
contrario, pelo lema[3.2.2]o conjunto 6mega limite de u é singular, w(u) < Sing(¢)
o que contradiz o fato de I’ satisfazer a condicao 1. Logo, pela afirmacdo anterior

llilllt T(z) # +o©

dai existe uma sequéncia em [x,u), {z,}nen < [z, u) tal que converge para u e
pela continuidade da fun¢do de valor real T, a sequéncia {T'(z,)} converge para
T'(u). Entao {¢r(.,)} converge para ¢re,)(u).

Por outro lado, o segmento de orbita ¢prqy(u) ndo pode cortar a ayq),
pois caso contrario, pela continuidade da funcao 7" e para ntmeros naturais n
suficientemente grandes, os segmentos de orbitas ¢por(.,)(2,) cortariam a ;)
(G000 N agay = &), o que contradiz o fato de [' satisfazer a condicao 2.
Em suma

Po,re)(u) Nasn) =D e drwu) € arq)

Logo,ue Y. Comissoy e X, logo Y = X e como X é aberto e Y é conexo temos
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quel” =Y = X, pelo que existe n € N tal que ¢, (y) € ar) € o5, (y) Nayay = I
assim J(n) = I(1) e n < 1, absurdo. Portanto I(1) = J(1).

Agora suponhamos I(k) = J(k) para todo indice k € {1,..., K}. Definimos
Ik = [Pty (), s ()] © arek), entao lx também verifica as condigoes (1) e (2).
Logo, fazendo os mesmos razoamentos da parte onde se demonstrou I(1) = J(1),
entao se conclui-se que I(K + 1) = J(K + 1).

Seja h : R\R™ — R\R™ tal que h(0) = 0, h(t,) = s, para cada n € N ¢ linear nos
intervalos da forma (¢;,¢;,1). Assim conseguimos um homeomorfismo h.
Afirmagao: dist(¢(x), dne)(y)) < d para todo t = 0.

Basta provar que em qualquer caixa do fluxo ou perto da uma singularidade
dist(¢¢(), dn)(y)) < 6, para todo t = 0.

De fato, seja n € N. Tome

t* =sup{t = t, : ¢p,q(x) < U; para algum i € {1,..., N}}

Observagdo: se OUppy N OUrnq1y # & entao t* = t,..

Fazendo iy = I(n), temos que ¢ () € b;y, pois ¢y, () € a;, € no correr do tempo
¢t* (l’) S bio'

Vamos partimos em dois casos para demonstrar nossa afirmacao: t* > t,,1, e
t* < tn+1

Para t* > t, 1 observamos: ¢, +..,1(¢) € @[s,.5...1(y) estao contidos em Uy, (ver
figura [3.2(a)). Lembremos que I = J; isto diz que as 6rbitas de e y cortam uma
mesma, seccao transversal arp) para um tempo t, e s, respectivamente: assim
como ¢ux(x) € b;, temos que os segmentos de Orbitas estdo contidos em U, Da
observagao e diam(U;,) < 2, temos que

dist(¢(x), ¢i(y)) < 0 para todo t € [ty tni1].

Para t* < t,,1, pela observacao, temos que oUjy N 0Urn+1) = & 0 que nos diz
que existe um conjunto da superficie ¥ que néo esta sendo coberto, pois I’ € um
segmento de pontos errantes, o que assegura que [’ ndo recorrera ao mesmo lugar
para qualquer tempo. Assim como temos uma cobertura para nossa superficie,
isto, pelo resultado (3.9), entéo existiria um disco D,, centrado em algum ponto
singular p € Sing(¢) tal que cobriria os pontos que faltavam cobrir. O que nos
assegura que o ponto da orbita de z transcorrido t* > 0, que esta em b;,, pertence

a um disco D, para algum p € Sing(¢) (ver figura [3.2(b)).

LTy = ¢t* (l’) S Dp
Assim, como ¢, (y) € a;, temos que existird s* > s, tal que y* = ¢ (y) € by,
e tal que ¢, ++)(y) esteja contido em U;;. Como os subsegmentos [z*,y*] de by,

estao contidos em D, temos que os segmentos de orbita de x e y que nao sao
cobertos por caixas de fluxo, sao cobertos por D,, isto é

¢[t*,tn+1](w) - Dp € ¢[3*7 3n+1](y) = Dp
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Logo
dist(¢¢(x), ¢i(y)) < 6 para todo t € [t,, tyi1]-

Se existem finitos pontos de " em separatrizes instaveis podemos encontrar, como
a construcio anterior, I° < [ tal que dist(¢.(y), ¢:(2)) < & para todo t < 0;
assim, se x,y € [ temos dist(¢;(y), ¢:(2)) < & para todo t € R, o que contradiz a
expansividade do fluxo.

. . . ’ . . L, .
Se existem infinitos pontos de [ em separatrizes instaveis podemos encontrar, Pelo

lema 1" = I tal que dist(¢;(y), ¢ (2)) < 0 para todo t < 0; assim, se z,y € "
temos dist(¢:(y), ¢:(2)) < d para todo t € R, o que contradiz a expansividade do

fluxo. O
<I>tn(X)
A
/
/
o H——F
t_a/——‘
y /
[
[
U; l
, A i \\
|
aio

(a) t* = thrl
Figura 3.2: casos para t*

Proposicao 3.2.2. Os fluxos expansivos em superficies nao tem pontos singulares
estdveis.

Demonstracao. Pelo absurdo. Suponhamos que existem um ponto singular
estavel, p € Sing(¢), afirmamos que:

Afirmacao: p é assimptoticamente estdvel

Pelo absurdo. Suponhamos que p € Sing(¢) nao é assimptoticamente estavel.
Dado ¢ > 0 existe uma constante de expansividade 6 > 0, e para esta, por
defini¢ao de ponto estavel existe 1 > 0 tal que qualquer y € B,,(p); ¢r(y) < Bs(p).
E como p nao é assimpoéticamente estavel temos que em qualquer vizinhanca de
p nem todos seus pontos tem como Omega limite a p, pelo que existe x € B, (p)
tal que w(z) # {p}. Provaremos que w(z) < clos(Bs(p)), supondo que nao esté
contido, temos que existe t' > 0 tal que ¢y (z) ¢ clos(Bs(p)) o que contradiz o
fato de que todo y € B,,(p), ¢r+(y) < Bs(p).

Tomando ¢ € w(x) temos que ¢ # p, por hipotese w(x) # {p}.Assim

dist(¢:(q), ¢:(p)) <6

para cada t € R o que contradiz a expansividade do fluxo ¢.

Pela afirmacao o ponto singular estédvel p é assimpoticamente estavel, que,
segundo a defini¢do, existe 7 > 0 para cada x € B.(p); w(z) = {p}, que equivale
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a dizer que
lim ¢i(z) =p (3.10)

t—4o0

Tomemos = € B,(p) tal que dist(z,p) = 37. Isolemos os pontos z e p tomando
bolas centradas em z e p de raios r menor que 7, como na figura . Para
€ < 3> IV € N, segundo a hipotese de ser p ponto estavel existe p > 0 tal que se
y € B,(p) entao dist(¢:(y),p) < € para todo ¢ > 0. Tomando 0 < v < min{u, e}
fazemos com que para cada y € B,(p)

¢r+(y) < Bu(p). (3.11)

Por outro lado, pela equagao , temos que para v > 0 existe M > 0 tal que
para cada t > M, dist(¢¢(x),p) < v. Assim, e polo teorema do fluxo tubular
longo existe uma vizinhanca U do arco de trajetoria ¢po4(x), t > M que é uma
caixa de fluxo aberta, U n B,(p) # . Por ultimo mostraremos que z é um ponto
errante. Supondo o contrario, isto é, para cada n € N e m > 0, existe t,, > m e
Ty € Ba (x) tal que

¢, () € B% (x) (3.12)

¢ possivel encontrar n € N tal que Bi(z) < B,(z) n U e por (3.11), fazer com
que ¢(B1(z)) < By(p) com t > M. Para M > 0 pela equacio existe
tn > M e x, € Bi(x) tal que ¢y, (r,) € Bi(x) € U, em que ¢, (x,) € B,(p) isto
¢, Bs (x) N Bv(p)";é O, assim !

B,(z) n B.(p) # &

o que contradiz o fato de ser x e p isolados por bolas de raio r.
Logo x € B.(p) é um ponto errante, o que contradiz a proposi¢ao (3.2.1)) que diz
que na superficie > o conjunto dos pontos nao errantes e toda a superficie ¥. [

Figura 3.3: bolas isoladas

Proposicao 3.2.3. Se ¢ ¢ expansivo entao seus pontos singularidades sao de tipo
sela
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Demonstragao. Um fluxo ¢ expansivo implica Sing(¢) é finito. Assim seja
p € Sing(¢) provaremos que

W*(p) # {p}.

Para W#(p) # {p} é similar. Seja § > 0 constante de expansividade para um real
positivo; pela proposigao (3.2.2) p ndo ¢ estével, existe um nimero positivo € > 0
e uma sequéncia de pontos {z,},en © 2 e ntmeros positivos {1, },en < RY tais

que lim z,=pe
n—+0o

dist(¢r, (xn),p) = € (3.13)

para todo n € N. Tomando r € (0, g) n (0, ), conseguimos, pelo resultado ((3.13))

e lim x, = p, que na bola B,(p) existam infinitos pontos da sequéncia {z,, }nen,
n—-+o

e assim podemos definir outra sequéncia de pontos {y,},n que sao interse¢ao das
Orbitas de z,, e a fronteira 0B,(p). Isto é, para cada n € N existe t,, > 0 tal que

Yn = ¢, (x,) € 0B, (p) e tal que

¢[O,tn) (xn) - Br(p) (314)
A sequéncia de nimeros reais positivos {t,}.en diverge, pois lim xz, = p. Pela
n— -+
compacidade da superficie ¥ podemos supor que lim y, = y. Por tltimo,
provaremos e

a(y) = {p}

Para isto, observamos que a(y) < B,(p); pois, caso contrario, a(y) < 0B.(p),
entao qualquer ponto de a(y) e p contradiz a expansividade; ou a(y) &
clos(B,(p)), isto é, existe t' < 0 tal que ¢u(y) ¢ closB,(p) em que pela
continuidade, existem bolas centradas em ¢y (y) e y de raios ro, 71 respectivamente
tais que

Ov(Br,(y)) & Bry(00(y)), e By, (dr(y)) N clos B, (p) = & (3.15)

Dessa forma e pelo teorema de fluxo tubular longo, existe uma vizinhanca U do
arco da trajetoria ¢po+1(y) tal que seja uma caixa do fluxo aberta que intersecta
as vizinhangas de ¢;(y) e y. Do resultado (3.15) e para niimeros naturais n
suficientemente grandes temos que y, € U, assim

Gv(Yn) € Bry (00 (y))

Por outro lado pela equacao (3.14) e como n ¢ suficientemente grande, entao
v (Yn) = Opar, (x,) € Bo(p) (0 <t +t, <t,). Assim

By, (¢v(y)) 0 Br(p) # &
o que contradiz o resultado (3.15)). Logo a(y) < B,(p).

Agora, provaremos que a(y) = {p}. Suponhamos que a(y) # {p}, entdo existe

q € a(y) distinto de p tal que dist(¢:(p), ¢i(q)) <7 < g para todo t € R, o que

contradiz a expansividade do fluxo ¢, pelo que

ay) = {r}

Da mesma maneira, existe z # p tal que w(z) = {p}.
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Por 1ltimo, mostraremos que existem finitas separatrizes estaveis ou instaveis,
pois se supormos que existem infinitos, pelo lema (3.2.3), teremos que alguma é
assimptoticamente estavel, o que implica a existéncia de pontos errantes, como na

proposicao (3.2.2)). Logo, contradiz a proposi¢ao (3.2.1)), que diz Q(¢) = 3. O

Defini¢ao 3.4. Se p € Sing(¢) € de tipo sela, dizemos que um disco imerso
(ou a metade disco se pe 0¥ ) D, é uma vizinhanga adaptada de p

(ver ﬁgum se D, nSing(¢) = {p} e oD, = U=y U Bi U U, dnde oy

e B sdo segmentos de drbita v sdo seccoes transversais tal que eviste x; € Y;h
yi €7; tal que W*(p)\{p} = UiLidr(zi), W (p)\{p} = UiL10r(yi)

Considerando a analise de setores hiperbolicos feita em [12] (pagina 167) temos
que qualquer singularidade do tipo sela tem uma vizinhanc¢a adaptada. O seguinte

resultado mostra como uma singularidade de indice negativo fornece uma espécie
de expansividade local.

Y,
0(2 A~ BZ
+|X2 p Oyt
Y3 ) ( Y1
B1
< yl (Xl
Yo

Figura 3.4: vizinhanca adaptada

Lema 3.2.4. Seja p uma singularidade do tipo sela, de indice negativo, tomemos
uma vizinhanca adaptada D, de p. Entao para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
sex, ye D, edist(¢(z), drey(y)) < 6 para todo t € R e para algum h € Hg (R),
entao x e y pertencem a mesma seccao hiperbolica; ou existe ty,s € R tal que

Pn(to)(Y) = Provs(x) € [s] <e.

Demonstragao. Seja p € Sing(¢). Aqui temos dois grandes casos:

Se o ponto singular p nao pertence a fronteira da superficie p ¢ 0%.

Seja D, uma vizinhan¢a adaptada do ponto singular p que segundo a definigao ,
existe um nimero finito n = = de segmentos de drbila oy, 3; e secgoes transversais
v exi€q, yien, para cada i€ {1,...,n} tais que W*(p)\{p} = U dr(zs),
W (p)\{p} = Vi ¢r(y;). Assim, definimos W = (I, ér+(z;) U U, or—(yi) U
{p}, como o complemento da unido das secgées hiperbélicas v U em D, onde
as secgoes transversals 7y; ; e %H ou % e ’yz oun, e fyl intersectam na fronteira

2
da seccao hiperbolica U; para algum i {1,...,n} como na figura [3.
Seja € > 0 consideremos 0 > 0 tal que satlsfaga as seguintes condigoes
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a) Para cada z € W n (Bs(z;) U Bs(y:)), i € {1,...,n}, existe s € (—¢,¢) tal que
¢s(2) = z; ou ¢4(2) =y

b) Para cada secgao hiperbolica U; e secgdo transversal 7", se dist(y;", U;) < §
entdo dist(y;", U;) = 0.

Existe § > 0 que satisfaz as condi¢oes a e b, pois: 1), existe um namero finito n;, de
separatrizes; encontrar uma vizinhanga de raio ; > 0, que satisfaz (a), centrada
no ponto xz; ou y; resulta da continuidade do fluxo ¢; 2), podemos tomar d; =
min{ry,...,r,, }, que satisfaz (b); r; = min{dist(%i,Ui) D g # 1,%,%,%,71}
com ¢ € {1,...,n,}. Logo, escolhamos & < min{d, do}.
Seja

dist(r(x). Sn(o (9)) < 0 (3.16)
para todo t € R e algum h € Hg (R). Os pontos z,y tem trés combinagoes de
pertencer ou nao a W dos quais basta fazer uma analise dos trés casos:

Caso 1. te Wey¢ W. Comoy ¢ W existe t' € R tal que ¢p)(y) € 77 ou
Onay(y) € v, para algum ¢ € {1,...,n}. Sem perda de generalidade,
podemos supor que thgl ¢i(x) = p. Além disso, como o indice de p

—+00

¢ negativo temos que existem pelo menos quatro seccoes hiperbolicas.
Entao, podemos escolher uma secgao hiperbolica Uy tal que ¢y (x) € oUy
para todo t = 0 e dist(y;",Uy) # 0 e, assim, pela condi¢do b, temos,

dist(v;", Uy) = & (ver figura [3.5(b))),
dist (v (), dnen (y)) = 9.
Isto contradiz a desigualdade (3.16). Descartamos este caso.

Caso 2. z,y € W. Se x = y = p a conclusao é trivial. Se z,y € ¢r+(z;) (ou
¢r-(y;), neste caso, o argumento é similar) para algum i € {1,...,n}
existe ty € R tal que ¢y (z) = z; e pela desigualdade (3.16) temos
dist (24, Pty (y)) < 6 isto &, 2 = Puy)(y) € Bs(w;) logo, pela condigao
a (ver figura [3.5(c))), existe —s € (—¢,¢) tal que ¢_4(z) = x; pelo que
O—s(Pn(to) () = i = ¢y, (7)

¢h(t0)(y) = Gro4s(T).

Se z,y estdo em diferentes componentes conexas de W\{p} (ver figura
B.5(d)| e B.6(a))), entdo existe ¢’ € R tal que ¢pw(y) € 77 para algum
j € {1,...,n}. Como o indice da singularidade é negativo, existe
uma secgao hiperbdlica Uy tal que ¢y(x) € 0Uy para todo t = 0 e
dist(yji7 Uy) # 0, entao, pela condicao b, dist(yji7 Ui) = ¢ logo

dist(¢nw) (y), dw (x)) = 0.

O que contradiz a desigualdade (3.16]).

Caso 3. x,y ¢ W e ndo estdo na mesma sec¢do hiperbolica (ver figura [3.6(b))).
De fato, se © € Uy, por hipotese o indice de p é negativo, é possivel



63

3.2. PROPRIEDADES DOS FLUXOS EXPANSIVOS

encontrar ty,t, € R tais ¢y, () € 75, ¢, (y) € 7. e 7 N7 = . Nisso

existe t' e R e 7;-*“ tal que {¢y (), dry(¥)} N 7;*” # & com j # L e B
ouj # g ou j # n,1. Assim, garantimos que dist(vji,Uk) # 0 e, pela

condicdo b, temos que dist(’yji, Uk) = 6. Logo,

dist(w, dn)(y)) = 0

o que contradiz a desigualdade (3.16)). Portanto x,y ¢ W estdo na mesma
seccao hiperbolica.

Se o ponto singular pertence a fronteira da superficie, p € 0%.

Como o indice p é negativo, podemos supor que existem pelo menos duas secc¢oes
hiperbolicas (ver figura [3.6(c))) e fazer o mesmo que fizemos no caso anterior
(v ¢ %) 0

\S
>
—

-

2

Uy

¢ Y
fl

Yy

(c) caso 2, x € ¢ry (d) caso 2, x ¢ ¢ry

Figura 3.5: vizinhanca adaptada e casos dos pontos z,y
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(c) caso pe 0%

Figura 3.6: vizinhanca adaptada e casos dos pontos z,y
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Proposicao 3.2.4. Os fluxos expansivos sobre superficies compactas nao tem
pontos periddicos.

Demonstracao. Seja d > 0 constante de expansividade de ¢, para algum ntmero
positivo. Suponhamos pelo absurdo; isto é, existe p € Per(¢); logo, existe um
cobrimento finito de caixas de fluxo abertas de diametro menor que g, de ¢r(p),
pois X é compacto. Seja C a unido das caixas; [ < C uma seccdo transversal
passando por p e definindo uma aplicacdo de Poincaré f em " — [. A aplicacao f
nao tem pontos fixos, pois caso contrario, contradiz a expansividade de ¢. Assim
podemos supor

w(r) = or(p),

para todo x € C (ver figura [3.7(a)). Seja x € [’ e, partilhando as caixas do
cobrimento, outro cobrimento de ¢gr(p) tal que a uniao finita de caixas abertas

U, satisfaz: x ¢ closU e
O+ (y) < U, (3.17)

para todo y € U (¢r-(y) < U é similar). Como f : 1 — [ ndo tem pontos fixos e

pelo resultado (3.17)) temos
lim f*(z) =p

n——+0o0

em que existe n € N suficientemente grande tal que
ffz)eld
seja 7 : I — [0, +00) o tempo de primeiro retorno, entao existe 7' > 0

Gr(pr(a f" () = ¢r(T).

Logo, pelo teorema do fluxo tubular longo temos que existe uma vizinhanca U do
arco de trajetoria ¢ r1(x) que é uma caixa de fluxo aberta como figura .
Além disso, U e (clos(i))® sao abertos e pela continuidade de ¢r, ¢ possivel
encontrar bolas de raios rq, ro tais que

¢r(Br,(2)) < Bp(or(z)) = U,
BTz((bT(x)) - u7
B, (z) < U,
B, (z) < (closU)®. (3.18)

por bolas abertas disjuntas que estao

~— o~

Em suma, conseguimos isolar x e ¢p(x
conectadas por um fluxo tubular longo.

Afirmacao: x €l ¢ um ponto errante
Pelo absurdo, suponhamos que x nao é ponto errante. Por definicao, existe uma
sequéncia de pontos {z, }nen © X e ntiimeros reais {t,}nen tais que

lim t, =+, lim, , oo, (2,) =2, lim z, =z,
n—+0o00 n—+0oo

Nisso obtemos que existem infinitos pontos x, € By, (z) < (closd)® e ¢y, () €
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B, (x) para t, > 0 suficientemente grande. Por outro lado, para valores t,, > T
temos pela equacao [3.18

or(n) € Bry(or(r)) U

e também pela equacao ¢, (x,) € U. Assim, B, () nU # I, e que contradiz
a equagao [3.18]

A afirmacao contradiz a proposicao [3.2.1] m

(a) Cobertura C (b) Recobrimento U

Figura 3.7: Recobrimetos de ¢g(p)

Lema 3.2.5. Suponha que ¢ nao tem pontos periddicos, que Sing(¢) é um
conjunto finito, que a uniao das separatrizes estdveis das singularidades nao é
densa na superficie e Q(¢) = 3. Entao X € o Toro e ¢ € o fluzo irracional.

Demonstragao. De fato, definamos o conjunto A = {x € ¥ : w(x) € Sing(¢)}. e
como Ugzeadr(z) # X. Um ponto no aberto X\uUea¢r(x), é regular. Tomando
[ € Y\Uzeadr(z) uma secao transversal, afirmamos:

a) A fungao de primeiro retorno em [ nao inverte orientacao.

b) Existe uma transversal fechada em v < ¢gr(l) tal que a funcao de primeiro
retorno nesta transversal fechada é transitiva.

De fato:

a) Seja x € [ como €(¢) = X temos que existe um nimero real positivo ¢ > 0,
tal que ¢:(x) € I. E por Per(¢) = &, ¢:(x) # x, se a fungdo de Poincaré f
em [ nao é continua. Tomemos [* < [ tal que a funcao de Poincaré f : [* — [,
seja continua, pois o fluxo é continuo. Se f : [* — [ inverte orientacao em
alguma componente conexa de [*. Admitamos uma ordem em [ por uma
parametrizacao. Se a,b e [* tal que

a<b< f(b) < f(a). (3.19)
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Seja [, a componente conexa de [* N [a, f(a)] tal que a € l,. Consideremos
c:=supl, # f(a) como na figura Demonstraremos que

f:la, f(a)] = 1 é continua. (3.20)

Se ¢ = f(a) entdo trivialmente, f é continua. Se ¢ < f(a) a aplicagao
7 :0" - R de [* em R, que chamaremos o tempo de primeiro retorno, tal
que ¢r(z)(z) = f(x). Pelo lema temos que 7 é limitado, caso contrario
intersectaria a [ em uma Orbita de algum ponto de [, que é uma separatriz
estavel o que contradiz o fato de | € X\ Uzeadr(x). Assim, pelo teorema das
condicoes iniciais e pelo teorema do fluxo tubular longo, para € > 0 existe
uma vizinhanca aberta de ¢ de raio 6 > 0 tal que dist(¢,()(c), dr@m)(2)) < ¢,
isto &, dist(f(c), f(z)) < e, com z € (¢—0,c+ J). Entdo f é continua em ¢ no
que ¢+ 0 = supl,, absurdo, pois ¢, por definicdo de supremo, ¢+ § < c¢. Logo,
c = f(a).

Agora, vamos provar que o conjunto [b, f(b)] é invariante por f. Pelo absurdo,
isto ¢, existe z € [b, f(b)] tal que f(z) ¢ [b, f(b)]. Por (8.19), a continuidade de
f, existe uma vizinhanca aberta de b, V;, que seja um intervalo aberto, tal que
f inverte orientacdo. Sem perda de generalidade e por , podemos supor
que existe uma vizinhanca aberta V' de z tal que f nao inverte orientacao, tal
que:

fWV)nfWVe) =@, fly) > f(2), (3.21)
VaVy=0
VoaW#&

para todo y € Vj, z € V. Como na figura Isto pois I, = [a, f(a)] é
conexo e f(V) n f(V3) # & e pela unicidade das orbitas.

Seja d € V NV, tomemos duas sequéncias de nimeros reais {2z, }nen € {Un }nen
nas vizinhancas V', Vj, respectivamente, tais que

limy, =d=1lim z,: y, <d< z,
n—>o0 n—>0o0

para todo n € N.
Assim, por (3.20), e pela continuidade de f em [a, f(a)], temos que para cada
nelN

Flm) < Fd) = lim f(g) T f(z0) = F(d) < [(z0)

temos, pois,
fyn) < f(2n)

para todo n € N o que contradiz (3.21). Segundo a invariancia de f em
[0, f(D)], isto & f([b, f(b)]) < [b, f(D)], e a continuidade de f, temos que existe
um ponto fixo. Absurdo, pois Per(¢) = . Portanto f nao inverte orientacao
em [ e X é uma superficie orientavel.

Nos outros casos, a < f(b) < b < f(a), a < f(b) < f(a)b <e f(b) < a <
f(a) < b, a prova é similar.



68 3.2. PROPRIEDADES DOS FLUXOS EXPANSIVOS

b) Como Q(¢p) = X e os pontos de | € Y\ Uzeadr(z) sao regulares, tomemos uma
seccao transversal fechada

< ¢R(l)7

em X, como na figura|3.9(a)l Sendo assim, ndo existe uma 6rbita de um ponto
de v que seja separatriz.

Consideremos o conjunto

7" ={y el or(y) € 7}

Afirmacgao 1: v = ~v*.

De fato, supondo o contrario, isto ¢, existe y € 7 tal que ¢r(y) Ny = J, sem
perda de generalidade, podemos supor que y = supC é o supremo de uma
componente conexa C' de v tal que C' < ~*. Isto, pois pela continuidade de
¢ e Q(¢p) = 3, pode haver conjuntos conexos de v em 7*. Assim, como a
aplicacdo 7 : C' — R definida como ¢,,\(z) € v, v € C; em y, 7 ¢ limitada,
caso contrario, pelo lema |3.2.2]

w(y) < Sing(¢)

isto é, ¢r(y) é uma separatriz estavel, o que contradiz v < ¢r(l). Logo,

*

Y=

Por outro lado, demonstraremos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 2: A aplicacao de Poincaré g : v — v definida em v € um
homeomorfismo.
De fato
g : 7 — 7 é continua, pois seja y € v, € > 0 pela continuidade do fluxo
(continuidade a respeito das condigbes iniciais), existe § > 0 tal que se
y* € Bs(y), entdo

dist(:(y), 6 (y"))) <e,

para todo [t| < T(y), com T'(y) tempo de primeiro retorno, isto é, ¢re)(y) =
g(y). Assim, para o segmento de oOrbita ¢por(,)](y), pelo teorema de
vizinhanca tubular, existe uma vizinhanca U de ¢ 1(y)1(y), como sendo uma
caixa de fluxo. Logo, tomando I < v n Bs(y) n U, com y € I tal que I esteja
contido na interseccdo da transversal -y, a bola de raio 9, centrada em y, e a
vizinhanca U, pelo que garantimos que

g(I) = Be(g(y)) 0 -

Como na figura[3.9(b)]

g 1y — 7 é injetora. De fato, seja y,y* € v tal que g(y) = g(y*), entdo
br)(Y) = br+)(y*) isto & y* € O(y) e suponhamos que existe T # 0 com
or(y) = y*, logo T = 7(y) e como g(y) = g(y*) temos que y € Per(¢) é um
ponto perioédico de ¢, absurdo, logo T"= 0. Assim, y = y*

g : 7 — 7 é sobrejetora. De fato se nao fosse sobrejetora existiria y* € v tal
que y* ¢ g(v), o que contradiz a afirmagao 1 (v* = 7). Logo, para cada y € v
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existe y € v tal que

9@ =y
Assim, como g é continua, injetora e sobrejetora; temos que existe seu inverso,
que denotaremos por g=t : 7y — .
Mostraremos que g leva fechados de v em fechados de . De fato, seja A um
subconjunto fechado de v, tomemos uma sequéncia convergente {g(a,)}nen <

g(A) na imagem de A com lim g(a,) = y. Como a sequéncia de pontos a,
n—oo

estao contidos em A e A é um conjunto fechado de 7, e como v é compacto,
obtemos uma subsequéncia a,, de pontos que convergem para a e, assim, pela
unicidade de limite obtemos que
Yy = ]}im g(a,,) = g(lim a,,) = g(a)
—>0 n—o0

logo, y € g(A). Portanto g : v — v é um homeomorfismo. Por outro lado
provaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 3: g: vy — 7y € transitivo.

De fato, pela afirmacao 2, g ¢ um homeomorfismo. Provaremos que g é um
sistema dinamico transitivo, para isto, seja x,y € v no circulo transversal e
uma vizinhanca de y, assim existe uma caixa de fluxo U contido na vizinhanga
que contém y; Por Q(¢) = 3 e Per(¢) = &, temos que w(y) = X, logo, existe
n € Z tal que ¢"(x) = ¢y, (z) € U segue que g é transitivo.

Agora, pela afirmacao 3, g é conjugado a uma rotacao irracional R,, sendo assim,
¢ conjugado a uma suspensao de R,. Logo, X é o toro e ¢ é o fluxo irracional. [J

f(a)
f(b)

(a) funcdo de Poincaré (b) fungéo de Poincaré

Figura 3.8: funcao de Poincaré
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(a) construgao do circulo transversal (b) circulo transversal em ¥

Figura 3.9: Construgao da transversal fechada.

Proposicao 3.2.5. Se ¢ € um fluro expansivo sobre uma superficie compacta
entdo a uniao das separatrizes estdveis € denso em Y. Em particular Sing(¢) #

Demonstracao. Pelo absurdo, suponhamos que ¢ é um fluxo expansivo em ¥ e a
unido das separatrizes estaveis ndo é densa em 3. Pela proposicao [3.2.4] temos
que Per(¢) = &, e pela proposigao [3.2.1 Q(¢) = =. Pelo lema obtemos
que ¢ ¢é suspensao de uma rotacao irracional do circulo. Logo, como o fluxo
irracional nao tem pontos singulares, entao, pelo teorema (3.1 e a proposicao [2.1],
que diz que um fluxo expansivo sem singularidades é um fluxo G-expansivo, logo
o fluxo ¢ é G-expansivo e suspensao de um homeomorfismo h : v — 7 no circulo.
Assim, pelo teorema 6 em [6] temos que o homeomorfismo A é um homeomorfismo
expansivo. Absurdo, pois em [14] se demonstra que nao existem homeomorfismos
expansivos no circulo. O

Definicao 3.5. Um fluxo ¢ sobre uma superficie 3 € um fluxo de Cherry
se cumpre as sequintes condi¢oes:
a) ¢ tem apenas um nuimero finito de pontos singulares.

b) Se p1,p2, -+, pm pontos singulares fonte e seja i, Ao, -+ , Ay Suas bacias de
repulsio, onde \; = {z € X| a(z) = {pi}}, entdo X\, contém uma unica
trajetoria 0; conectando p; a outro ponto singular na fronteira de \;, q; € 0\;.

c¢) Ezistem finitos pontos xy,xa,- -+ ,x, tal que o conjunto

(Un) o (Uoe )
¢ denso em ..

Como na figura [3.10
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-

P,

9

A

Figura 3.10: Fluxo de Cherry

Proposicao 3.2.6. Seja ¢ um fluxo expansivo na superficie X, entao ¢ é um

fluxo de Cherry.

Demonstracao. Seja ¢ um fluxo expansivo, temos que o conjunto de pontos
singulares Sing(¢) é finito. Como nao existem pontos singulares fonte, entao o
fluxo ¢ é um fluxo de Cherry. Além disso, pela proposicao temos que existe
um numero finito de separatrizes e pela proposicao|3.2.5|a uniao das separatrizes é
densa em Y. Portanto o fluxo ¢ satisfez todas as condicoes de fluxo de Cherry. [

Teorema 3.2. Seja ¢ um fluxo expansivo sobre uma superficie compacta 2.

Entao ¢ é topologicamente equivalente a um fluro C*.

Demonstragao. Em [10], teorema 1, pagina 318, se demonstra que todo fluxo
de Cherry é C'®, e pela proposigao conclui-semos que todo fluxo ¢ seja
expansivo é C'®. O

Nesta secao vamos lidar com singularidades de indice zero. Mostraremos que
elas podem ser removidas ou adicionadas sem perder a expansividade.

Definicao 3.6. Sejam os fluzos ¢ e 1 definidos sobre a mesma superficie ¥ e seja
p € Sing(¢) um ponto singular de indice 0 de ¢. Diz-se que 1 remove ou evita
a singularidade p de ¢, ou da mesma forma, ¢ adiciona singularidade
a ,se satisfaz as sequintes condigoes:

a) p nao € ponto singular de 1, p ¢ Sing(v)),

b) se x ¢ Yr(p), entao ¢r(x) = Yr(z)

c¢) a direcao de ambos fluzos coincide com qualquer drbita.

Observacao 3.2.1. Suponhamos que p é um ponto singular. Os sequintes
enunciados sao equivalentes:

a) Ezxiste 1 que remove p.

b) p € um ponto singular de indice 0 de ¢.
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Os pontos singulares de indice 0 sao chamados de selas falsas.

Proposicao 3.2.7. Sejam ¢ e o fluros na superficie compacta Y, se ¢ €
expansivo e remove um ponto singular de ¢ entao ¢ € expansivo.

Demonstracao. Seja p € ¥ um ponto singular de ¢ da superficie 3 que ¢ remove
de ¢, como p é um ponto regular de 1) existe uma seccao transversal [ e seja t* > 0
tal que 9|(_¢x 4#)x; € um homeomorfismo, U = 1)+ 4#)(I) é a caixa de fluxo. Seja
também [ > 0, por hipotese, 1) é expansivo, entao existe 6z > 0, constante de
expansividade e escolhendo d € (0, 3 dist(p,dU)) n (0,05). Mostraremos que 0
escolhido é uma constante de expansividade para o fluxo ¢. De fato, suponhamos
que se x,y € X tal que

dist(1(x). dney () < & (3.22)

para todo t € R e algum h € Hg (R). Vamos provar que em todos os casos (ver
figura [3.11)) para x,y; a distancia disty(x,y) < 5.

Caso 1 Se os pontos x,y ¢ 1Yr(p). Pela continuidade do fluxo v restrito a R,
existem homeomorfismos g,, g, € Hg (R) que fixem zero em R, tal que
para cada t e R

or(r) = Yya(t) (), Pi(y) = @/)gy(t) (y).

Como dist(¢¢(), dney(y)) = dist(Yg, @) (), g, ) (y)) para todo t € R, em
particular para os nimeros reais g; ' (¢), t € R, temos

dist(dgz 1) (2); Pnggz ) (W) = dist (W, 00210y () ¥y 0nogz (0 ()
e por (3.22) temos
dlSt(wt(x)7 7ﬂgyohogajl(t) (y)) = diSt(¢g;1 ($)7 ¢h(g;1) (y)) <d < (55

Logo, pela expansividade de i obtemos disty (z,y) < 3; isto é, x,y estdo
em um segmento de orbita de didmetro menor que 3. Como o fluxo ¢
por sua expansividade nao tem oOrbitas periddicas, pela observacgao [3.1.1],
podemos supor que existe ¢, > 0 tal que ¢¢ () = y. Como 1) remove p,
temos a igualdade das orbitas ¢r(z) = ¢¥g(x). Além disso, como o fluxo
1 ndo tem Orbitas periddicas, sem perda de generalidade, se y = ¢.(z),
t > 0, temos ¢po(x) = P[ot,1(x). Sendo assim e a observagao temos
que
distg(z,y) = diam(¢po4(z)) = diam(poy,)(x))

e como disty(z,y) < [ obtemos
disty(z,y) = disty(z,y) <

Caso 2 Se x € Yr(p) e y ¢ Yr(p). Sem perda de generalidade, podemos supor
que tlim ¢¢(x) = p. Observemos que para todo niimero positivo ¢’ > 0
—00

existe t > t’ tal que

¢(y) ¢ U (3.23)
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Caso 3

pois, caso contrario, existiria ¢ > 0 tal que se t > ¢/, entdo ¢;(y) € U.
Como v ¢é expansivo, em particular nao tem oOrbitas periodicas, entao
w(y) = {p} , pois se ndo for, contradiz (3.22)). Logo, p ndo é um ponto
singular de indice zero, o que contradiz o fato de 1) remover p. Sem perda
de generalidade, podemos supor que se ¢;(y) ¢ U, entao

dist(p, U) < dist(p, ¢:(v)) (3.24)

Assim como tlim o(z) = p e (3.23), podemos considerar ¢t > 0 tal que
—00
Ony(y) ¢ U, logo dist(p, U) < dist(p, dn)(y)). Assim, e pela equacao

(3.24) obtemos

dist(p, dner (y)) < dist(p, ¢()) + dist(¢e(2), dniry (y)) <
+dist(p, U) + 6 < 3 dist(p, U) + L dist(p, U) = dist(p, U)

logo
dist(p, U) < dist(p, dner (y)) < dist(p, U),

absurdo.

Se x,y € tYgr(p). Podem ocorrer nas separatrizes associadas de p €
Sing(¢); a,b € ¢r(p), w(a) = {p} = «a(b), que contém z e y de duas
formas bésicas, sem perder a generalidade. Suponhamos

v € ¢r(a) v{p}, y€ dr(b) v {p} ou Y€ dr(a)

Se x € ¢r(a) U {p}, y € ¢r(b) U {p}, supondo que = = y = p, se conclui-se
0 = disty(z,y) < 8. Se y # p ndo for o ponto singular, se consegue que a
6rbita de y saia da bola de raio 24, pois caso contrario, teria que existir
outra separatriz, absurdo pois o pondo é de indice zero. Assim para cada
t' > 0 exite t > t' tal que

¢1(y) & Bas(p). (3.25)

Alem disso, dist(p, dnipy(y)) < dist(p, ¢e(2)) + dist(¢(x), dnny(y)) <
d+ 0 = 20 isto &, ¢p)(y) € Bas(p) tomando ¢ suficientemente grande,
pois para z o conjunto 6mega limite w(z) = w(a) = {p} é o mesmo que
de a. Por outro lado escolhendo ¢ > 0 suficientemente grande tal que
dnt)(y) ¢ Bas(p), isto pela equacao ([3.25)), chegamos a um absurdo

Oty (y) € Bas(p) n BS;(p).

Assim, se = € ¢r(a) e y € ¢r(b) acontece o mesmo razoamento,
chegando a um absurdo, logo descartamos o caso em que os dois pontos
z € ¢r(a) U {p}, y € ¢r(b) U {p} estdo em distintas separatrizes com o
ponto singular.

O outro caso em que os pontos x,y € ¢r(a) pertencem a uma das
separatrizes. Sem perda de generalidade, podemos supor que pertencem
a separatriz ¢r(a), que é a orbita de a. Como no caso 1 existem
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homeomorfismos g., g, € Hy que fixam zero nos nimeros reais, tal que
oi(x) = Vg, (1) (z), ¢u(y) = Yy, (1) (y)
para todo ¢ € R, pela equacao (3.22) e tomando os nimeros reais
g, ' (t) € R, para cada ¢t € R obtemos
diSt(ng;l(t) (z), ¢hog;1(t) (y)) = dist (¢ (), wgyohoggl(t) (v) <9,
e como g, 0o hog,' € Hj ¢ ainda um homeomorfismo que fixa zero,
obtemos pela equagao (3.22)) que
disty(x,y) < S. (3.26)
Por outro lado, por ser um fluxo expansivo, pela proposicao |3.2.4], 1) nao
tem orbitas periddicas, entao ¢ nao tem orbitas periddicas; assim, como
x,1y estao na mesma Orbita temos que
D10,4(x) = Do, (),
onde ¢(x) = vy, ¢, (x) = y, com t,t, nimeros reais positivos. Assim,
pela observagao e pela equagao ([3.26)), obtemos
distg(z,y) = diam(¢poq(z)) = diam(jo,)(z)) = disty (2, y))
logo,
disty(z,y) < B.
Portanto ¢ é expansivo. O]

Figura 3.11: Singularidades removiveis

Lema 3.2.6. Seja ¢ um fluzo sobre ¥ e suas singularidades de tipo sela. Entdo
para todo > 0 existe § > 0 tal que se dist(¢y(x), drey(y)) < 0 para todo t € R
com distg(z,y) = e h € H (R), entdo existe uma secgio transversal | contendo
x ey tal que qualquer separatriz intersectando | entre x e y estd associado a uma
stngularidade de indice 0.
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Demonstracao. Seja 8 > 0, as singularidades do tipo sela sao isoladas por
defini¢ao, Sing(¢) é um conjunto finito e

Bo = inf{diam(¢r(x)) : z € Sing(¢)} > 0.

Aplicando o resultado do lema [3.1.5, para [, existem numeros positivos ¢ e
0". Para qualquer ponto singular p admitamos uma vizinhanca adaptada D,
com diam(D,) < (. Assim, para qualquer ponto singular p, e ¢ considerado
anteriormente, tomemos J, dado pelo lema Consideremos as caixas de
fluxo U; dado pelo lema [3.2.1] Suponhamos que C é um cobrimento finito de X
feito com D, p € Sing(¢) e um namero finito de caixas de fluxo U;, i € {1,--- , N}.
Subdividindo as caixas de fluxo podemos assumir que diam(U;) < f para todo
i € {1,---,N}. Podemos supor que a intersec¢io de qualquer dos conjuntos
abertos em C é conexa ou vazia. Consideremos ¢ > 0 tal que se o diametro de
X < ¥ & menor que ¢, entdo X esta contido em algum conjunto aberto de C.
Finalmente, definimos § = min{d’, 0"} U {0p}p sing(s)-

Neste paragrafo, mostraremos que existe uma seccao transversal local através
de z e y. Como dist(x,y) < § < ¢’ temos que x,y € U para algum U € C, isto,
pois diam(X) < ¢’. Como diam(U) < f e disty(x,y) = B temos que x e y nao
estao em um segmento de érbita contido em U, se U é uma caixa de fluxo ou uma
vizinhanca adaptada de um ponto singular de indice 0; entao, no caso de U ser
uma caixa de fluxo, ¢ trivial que existe uma seccao transversal; no outro caso, em
que U é vizinhanca adaptada de um ponto singular de indice 0, temos que se x e
y estao em distintos setores hiperbodlicos, entao também é possivel encontrar uma
secgao transversal contendo x, y e um ponto da separatriz. Suponha que z,y € D,
para algum p € Sing(¢) de indice negativo. Se x,y estdo no mesmo setor, existe
um seccao transversal que pode ser construida levando as seccoes transversais da
vizinhanca adaptada até os pontos. Se x, y nao estao no mesmo setor hiperbolico,
chegamos a uma contradigao, pois aplicando o lema |3.2.4] existe ¢y, s € R tal que

Dhito)(Y) = Pro+s(x) e |s| < . Entdo aplicando o lema [3.1.5] conclui-semos que
disty(z,y) < B, chegando a uma contradigao.

O argumento anterior mostra que se ¢;(), ¢n)(y) € D, para algum t € R e
p € Sing(¢) de indice negativo, entdo ¢(x) e ¢n)(y) pertencem ao mesmo setor
hiperbolico, em D,. Em particular = e y nao sao separatrizes. Portanto ¢:(x) e
dn()(y) estdao conectados por uma seccao transversal para todo t € R.

Agora, como = e y nao sao separatrizes e estdao no mesmo setor hiperbélico,
em uma vizinhanca de um ponto singular ou em na mesma caixa de fluxo,
consideremos uma sequéncia divergente de ntimeros {t,}.en, to = 0, tal que para
todo n € N existe i(n) tal que

Oltn 11 (T) U Oitn) ()] € Vi) €C,

onde V() é ou uma caixa de fluxo ou uma vizinhanga adaptada D,. Consideremos
em Vi) N Vie1) uma secgao transversal local I, que contem z, = ¢, (z) e
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Yn = Ont,)(y) como na figura 3.12(a)l Seja um ponto z € Iy = [z,y] < [. Se z

pertence a uma separatriz de um ponto singular de indice negativo, a conclusao é
trivial. Se caso contrario z nao pertence a uma separatriz de um ponto singular
de indice negativo, provaremos que z nao pertence a uma separatriz. De fato
consideremos a sequéncia s, € R tal que z, = ¢, (z) € l,, para todo niamero
inteiro nao negativo n > 0; isto, pois se xz,, e ¥, estao em uma vizinhanca adaptada
D, entao x, e y, estdo no mesmo setor hiperbolico. Se a sequéncia {z,},n €
convergente, entao {Z,}nen € {Yn}nen Sa0 sequéncias convergentes. Isto contradiz
o fato de x e y nao pertencerem a separatrizes. Entdo a sequéncia {z, },en ndo é
convergente e z nao pertence a uma separatriz. conclui-semos, pois, que, se existe
uma separatriz intersectando a [z,y] € [, entao, ela est& associada a um ponto

singular de indice 0. O]
%=y, (%)
ot Viw
X Vi1
—
-
y Vi |
Vi Va1 Y=, () )

(a) Cobriento da superficie

X2

X
.0

o2

Yo Vigy

(b) construcao do recobrimento
Figura 3.12: Recobrimento de X e sua construgao

Teorema 3.3. Sejam ¢ e 1 fluros na superficie compacta X, suponha que 1)
remove um ponto singular de ¢. Entao os sequintes enunciados sao equivalentes:
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a) 1 é expansivo

b) ¢ é expansivo.

Demonstragao. Com as condigoes do teorema e tomando p € Sing(¢) como o
ponto singular que é removido por 1, provaremos que

(a) implica (b)
isto €, ¥ é expansivo. Entao ¢ é expansivo; se conclui-se pela proposicao (3.2.7]

(b) implica (a)

Prova por contradicao. Suponhamos que ¢ é expansivo e ¢ nao seja expansivo,
isto é, existe B > 0 e, para todo n € N natural existem pontos x,, € 3, ¥, € X na
superficie 3, h, € Hg (R) homeomorfismos reais que fixem zero e ntimeros 6, > 0
positivos, tais que

limy, o0 6, = 0 (3.27)
disty (@, yn) > [ e (3.28)
diSt(¢t(xn)a 77Z)hn(t) (yn)) < 571’ (329)

para todo t € R real. Chegamos a uma contradigao estudando o:

Caso 1 Se os pontos x,, ¢ Yr(p), yn ¢ Yr(p) ndo estdo na orbita Yg(p) de p para
infinitos valores de n € N. Pela continuidade dos fluxo ¢ respeito de R
topologico, para cada t € R ntimero real.

wt(xn) = (ﬁgmn(t)(xn)u wt(yn) = ¢gyn(t)(yn)

Por outro lado, para 8 > 0 existe uma constante dg > 0 de expansividade
de ¢ e, em particular, existem infinitas constantes de expansividade de
¢ que sao de 1, pois, pela equacao (3.27), para dz existem numeros
naturais n € N suficientemente grandes tal que 4,, < dg; observando a

equacao (3.29) e gy, o hn 0 g;" € H{ (R) temos que

dist (Vg1 (Tn), Vi, (gz1 0y (Un)) =
dlSt(¢t(xn)7 ¢gy”ohnog;&(t) (yn)) < 5717 (330)

com 9, < dg, para todo t € R; concluimos pela expansividade de que ¢,
disty(xn, yn) < . Como ¢ é expansivo, por hipdtese, temos que ¢ néo
tem pontos periodicos pela proposicao [3.2.4] logo, pela observagao [3.1.1]
distg(zn, yn) = diam(dpoy,](2n)). Supondo, sem perda de generalidade,
que ¢y, (Tn) = Yn, ty, = 0, além disso, que x,,y, ¢ Yr(p), a igualdade
¢r(x,) = Yr(x,) e ainda que ¢ nao tenha pontos periodicos, temos que

zﬂ[OJEn](xn) = ¢[0,tyn](xn)7

também supondo, sem perda de generalidade, que ¢y, (x,) = yn, t, = 0,
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obtemos.
diam(¢yo,,)(7n)) = diam(¢yoy,,|(wn))
logo, pela observagao [3.1.1], temos
disty (2, yn) = diam(Ypo,1(zn)) = diam(poy,,1(2n)) = disty(Tn, Yn)
e pela equacao (3.28)), disty(xn, yn) > [ temos
distg(n, yn) > B
Sendo, (3.19)), (3.30) concluimos que ¢ nao é expansivo. Contradigao
pois, por hipdtese, ¢ é um fluxo expansivo.
Caso 2 Se os pontos =, € Yr(p) e y, ¢ Yr(p), para infinitos valores de

n. Provaremos que é possivel encontrar pontos que contradizem a
expansividade de ¢. Para isso, seja n € N o nimero dos valores infinitos,
nimeros reais ¢ € R tal que vy, (z,) = p e definimos 2z, = ¥, 1,,)(¥n),
além disso consideremos s = t — t,,, para qualquer numero real ¢, e
gn € Hg (R) homeomorfismo real que fixe zero, definidos como g,(s) =
hn(s + t,) — hy(ty). Se verifica que para cada s € R real e n € N um dos
valores infinitos, com s =t —t,

dist(Y5(p), Vg, (s)(2n)) < On. (3.31)

Pois,

diSt(ws(p)awgn(s)(Zn)) = diSt(ws(wtn(xn))awh"(t)—hn(tn)(zn))

Agora, vamos encontrar pontos em uma caixa de fluxo que contém p tal
que sua distancia, como a métrica dist,, associada ao fluxo ¢, sdo maiores
que uma constante positiva.

Isto é, existe 8’ > 0 uma constante positiva e uma subsequéncia de {z,}
tal que se dois termos da subsequéncia n; # n, sao distintos, entao

disty(zn,, 2n,) > 5. (3.32)

De fato, considere uma seccao transversal local [ contendo p e tomando
t* > 0 tal que o fluxo ¢ : (—=t*,t*) x 1 — (¢ 1%)(I) € um homeomorfismo.
Tome também U = 1) 4 (1) um fluxo de caixa, e tomando o limite em
para s = 0 e por obtemos ngrfoo z, = p. Assim, podemos

supor, sem perda de generalidade, que z, € U para todo n € N. Agora,
para encontrar os pontos mencionados, tomemos 0 < ' < %dist(p, oU)
um ntimero positivo menor que a metade da distancia do ponto singular
ao bordo da caixa, e uma subsequéncia de {z,} tal que, se um ponto da
orbita de um termo da subsequéncia ¢;(z,,) ¢ U nao esta na caixa de
fluxo, entao

1
dist(zn,, d1(2n,)) > 3 dist(p, oU),
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como na figura [3.13(a)] Se supomos que para n; # ny, todas as orbitas
da subsequéncia sao iguais ¢r(z,,) = @r(zn,); pela proposicao [3.2.1] e
pela hipotese de que 1) remove p isto é, para qualquer ponto, as 6rbitas
de ¥ é ¢ sao iguais, exceto no ponto da orbita de p em . Entao ¢ e ¢
nao tem pontos errantes, isto é Q(¢) = Q(1)) = X, pelo que existe t > 0

tal que ¢¢(z,,) ¢ U como na figura [3.13(a)| Logo,
1
dist(z1, 620, )) > 5 list(p. 0U) >

sendo assim, pela expansividade do fluxo ¢, como a proposicao diz[3.2.4],
que ¢ nao tem pontos periodicos, e aplicando a observacao|3.1.1, obtemos

disty(2n,, 2ny) > .

Se existem pontos da subsequéncia z,,, 2zn,, com n; # ng, que Nao
estao na mesma Orbita, entao se conclui-se por defini¢ao de métrica dist,
associada a ¢, que

disty (2, , 2n,) = diam(X) > 3.

continuando, resta provar que se os pontos da subsequéncia de {z,}

construida satisfazem as relagoes similares as equagoes (3.28), (3.29),
para chegar a contradicdo de que ¢ nao é um fluxo expansivo. Assim,

provaremos que para termos z,,, 2z, da subsequéncia, com n; # ns
suficientemente grande,

diSt(Q/Jgnl(S) (an),i/)gnQ(S) (an)) < 5n1 + 5n2, (333)

para todo s € R. De fato, pela equacao (3.27) temos que ~ lim 4§, +

[(n1,m2)||—0
dn, = 0, e para ny, ny suficientemente grande, em concordancia a equagao

(3.31), obtemos

dlSt (wgnl (5) (an ) ? anQ (5) (Zn2 )) <

dist (g, (s)(2n1), ¥5(P)) + dist(1s(p); Vg, (5)(2n,)) <
Ony + 0py <0,

onde 0 > 0 é uma constante de expansividade para 5 > 0. Assim,
pela continuidade dos fluxos ¢ e ¢ e z, ¢ Yr(p) temos que existem
Gznys Gom, € HJ (R) homeomorfismos reais que fixem zero, tal que,

Vg, () (Zn1) = ¢gzn1(5) (2n1) 5 Vgay(s)(Zna) = <bgzn2 (5)(Zn2)

para todo s € R. Logo, para todo gz_nl1 (s), s € R pela equagao (3.33))
obtemos

ist (0s(20,): 6., gt (o(2)) < Oy + 0y < 0.

Assim sendo, e pelas equagoes (3.27)), (3.32)), conclui-semos que ¢ nao é
expansivo. Contradicao, pois, por hipotese ¢ é expansivo.
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Caso 3 Se os pontos x,, y, € Yr(p) pertencem a o6rbita de p para valores infinitos

de n. Sem perda de generalidade, podemos supor z,, = p para todo
n € N ntmero natural. Agora, provaremos que € possivel encontrar
um fluro em X que remove todos os pontos singulares de indice zero
de ¢ e que € topologicamente equivalente ao fluzo irracional no toro X
e portanto, ¢ nao € exrpansiwo, que contradiz a hipotese geral. Para
isso, seja | uma seccao transversal local contendo p. Pela proposicao
, ¢ nao tem pontos errantes, 2(¢) = X, entdo podemos supor, sem
perda de generalidade, que vy, € [ pertence a seccao transversal local
[, para todo n € N. Pela proposicao [3.2.4, o fluxo ¢ nao tem orbitas
periddicas, e como as Orbitas de qualquer ponto que nao esteja na oérbita
de p, sao iguais, entao o fluxo 1 nao tem oOrbitas periodicas. Para § > 0
existe dg > 0, uma constante de expansividade de ¢, assim como pela
equagao nEToo 0, = 0 para 0 = dg > 0 existem infinitos valores de

n suficientemente grandes, tais que
On < 0,

da mesma maneira, para n, suficientemente grande, pelas equagoes (3.27)),
(3.29) obtemos para cada t € R, que

diSt(b(xna yn) > /8 ; dlSt(¢t(xn)a whn(t) (yn)) < 6n < 67

Assim, aplicando o lema |3.2.6|, obtemos que

nao existem separatrizes de pontos singulares que nao Sao removiveis €
que intersectem o sub segmento ' = | , limitado por x, e y,, da sec¢dio
transversal .

Isto é, nao existe uma separatriz de um ponto sela com indice negativo,
como na figura

Agora, como ¢ tem finitas singularidades, por ser expansivo, entao
também tem finitas singularidades. Entao seja ¢/ um fluxo em ¥ que
remove todas as singularidades de indice zero ou removivel de 1), isto
serd, possivel sempre, porque pode-se aplicar a observacao um
numero finito de vezes e conseguir um fluxo que remova todos os pontos
removiveis. Logo, como nao existem separatrizes associadas a pontos
singulares de indice negativo que intersectam a I’ < [, entao ¢’ nao tem
separatrizes em [’, assim

1) a unido de separatrizes de ¢’ nao é densa em X;

por outro lado, pela proposicao [3.2.1 ¢ ndo tem pontos errantes, entao
Y’ nao tem pontos errantes

2) Q(9) = Q) = T

pela proposicao [3.2.4] temos que ¢ ndo tem pontos periddicos, entdo

3) ¢’ nao tem pontos periddicos;

e como ¢ é expansivo, entao o conjunto de pontos singulares Sing(¢) é
finito, segue que

4) o conjunto de pontos singulares Sing(¢’) de v’ é finito.
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Portanto, pelos resultados 1,2,3 e 4, e aplicando o lema |3.2.5] concluimos
que 9" é uma suspensao de uma rotacao irracional no circulo. Por outro
lado, como ¢ ¢é obtido de " adicionando singularidades, e como o fluxo
irracional no toro nao é expansivo, entdao ¢ nao é expansivo. O que
contradiz a hipdtese geral.

(a) Singularidades removiveis (b) Singularidades removiveis

Figura 3.13: Singularidades removiveis

Pela proposigao [3.2.4] e teorema [3.3| obtemos a seguinte observacao:

Observacao 3.2.2. Se ¢ é um fluxo expansivo em uma superficie, entao ¢ tem
pelo menos um ponto singular de indice negativo sobre qualquer bordo.

Demonstracao. Se nao fosse assim, entao removendo o ponto de indice 0 teriamos
uma orbita periddica, contradizendo a proposigao [3.2.4] e o teorema [3.3 H

3.3 Caracterizacao de fluxos expansivos sobre
superficies

Nesta secao, ¥ denota uma superficie compacta e ¢ : R x ¥ — ¥ um fluxo
de classe C'. O resultado mais importante é o teorema A e o Teorema B. Em
virtude do teorema podemos supor que o fluxo ¢ nao tem pontos singulares
de indice zero.

Teorema A. Seja ¢ um fluzo sem singularidades de indice 0 zero sobre uma
superficie compacta 33, entao os sequintes enunciados sao equivalentes:
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a) ¢ é expansivo.
b) O conjunto Sing(¢) € finito e nao vazio, Qp) = X e Per(¢) = .

c) As singularidades sao de tipo sela e a uniGo da suas separatrizes é densa em
2.

Demonstracao. Supondo que ¢ é um fluxo sem singularidades de indice zero sobre
uma superficie compacta >, provaremos que:

(a) implica (b);
de fato, pela expansividade do fluxo ¢ aplicando as proposicoes|3.2.5] [3.2.1]e|3.2.4]
obtemos que o conjunto de pontos singulares de ¢ é finito e nao vazio; Q(¢) = X

e Per(¢) = .

(b) implica (c);

de fato, suponhamos que o fluxo ¢ tem os conjuntos: Sing(¢) finito e nao vazio,
Q(¢p) = ¥ e Per(¢p) = J. Mostraremos que ¢ tem singularidades de tipo sela,
por contradi¢do. Assim suponhamos que existe p € Sing(¢) que nao é do tipo
sela. Entao, existem infinitas separatrizes de ¢ associadas ao ponto singular p, e
supondo para cada ponto x da separatrizes, w(z) = {p}. Pelo lema temos
que existe uma separatriz ¢r(z) assimptoticamente estavel, isto é, existe uma
bola B,(z) tal que para cada y € B,(x) temos tEIJPoo dist(¢e(y), ¢+(z)) = 0, segue

que x é um ponto errante, absurdo, pois ¢ nao tem pontos errantes. Por outro
lado, supondo que a uniao das separatrizes nao é densa na superficie e tendo por
hipotese, Q(¢) = X, Per(¢) = & e Sing(¢) ¢ finito, pelo lema [3.2.5] obtemos que
¢ é um fluxo suspensao de um fluxo irracional e ¥ é o toro. Como provamos
que ¢ tem pontos selas de indice negativo, chegamos a um absurdo, pois o fluxo
irracional no toro nao tem pontos selas de indice negativo. Portanto a uniao das
separatrizes é densa na superficie.

(c) implica (a);

de fato, suponha que o fluxo ¢ tem todos seus pontos singulares do tipo sela
e a uniao das separatrizes é densa na superficie ¥X. Seja § > 0, pelo lema
3.2.0, existe 0 > 0. Provaremos que § e uma constante de expansividade do
fluxo ¢, por absurdo; isto ¢ suponha que existem z,y € X e h € Hy (R) tal
que dist(¢¢ (), dnry(y)) < 6 e dg(x,y) = B. Aplicando novamente o lema [3.2.6]
obtemos que se existe uma separatriz v de ¢ que intersecta [ entre x e y, onde
[ ¢ uma seccao transversal que contem z e y, entao v é uma separatriz que esta
associada a uma singularidade de indice zero. Logo, a uniao das separatrizes nao
¢ densa, que contradizendo a hipéotese (c). O

Observacgao 3.3.1. Se o fluxo expansivo ¢ tem singularidade removivel, entao
o fluzo ¢ satisfez os enunciados (b) e (¢) do teorema A. Mas se adicionamos um
numero finito de singularidades de indice 0 zero no fluzo irracional sobre o toro,
entdo o fluzo irracional satisfez os enunciados (b) e (¢) do teorema A, mas o fluzo
rracional nao € exrpansivo.
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Para uma caracterizacao sem restricoes, introduzimos o seguinte conceito.

Definigao 3.7. Seja ¢ fluzo na superficie 3 e um ponto singular p € Sing(¢) de
indice negativo de ¢; ¢' um fluzo sobre ¥ que remove todo ponto singular de indice
0 zero de ¢. Chamaremos uma ¢'-separatriz de p, a separatriz estendida
de p para o fluro ¢.

Teorema 3.4. Seja ¢ um fluro sobre a superficie compacta X, 0s seguintes
enunciados sao equivalentes:

a) ¢ é expansivo,

b) ¢ tem singularidades de tipo sela e a unido das separatrizes estendidas das
singularidades de indice negativo € densa na superficie 3.

Demonstracao. Consideremos ¢’ um fluxo obtido de ¢. Removendo todas as suas
singularidades de indice zero, mostraremos:

(a) tmplica (b)

Para isso, suponha que ¢ é expansivo, entao pelo teorema ¢' & expansivo, e
pelo teorema A, se conclui-se que os pontos singulares de ¢’ sdo do tipo sela e que
a uniao das separatrizes de ¢’ sdo densas na superficie X, pois as separatrizes de
¢’ sao separatrizes extendidas de ¢.

(b) implica (a)

Para isso, suponhamos que a uniao das separatrizes estendidas de ¢ é densa
em X e que seus pontos singulares sao do tipo sela. Como a unidao da clausura
das separatrizes de ¢’ é igual a clausura da unido das separatrizes estendidas de
singularidades de indice negativo, obtemos pelo teorema A, que ¢’ é expansivo, e
pelo teorema, que ¢ é expansivo. ]

Definicao 3.8. Sejam dois fluzos ¢, sobre a superficie compacta ¥ e ¢, sobre
a superficie compacta Y. Se v < Y\OX e 1,75 < 0% sao conexoes de sela no
interior de X2 e na fronteira de X', respectivamente, dizemos que ¢’ faz um corte
ao longo de ~. Se existe uma semi-conjugacao h : X' — X tal que

h : X\ (clos(vy; U v5)) — 3\ clos(y),

é uma conjugagao topoldgica de ¢ restrita X'\(clos(y; U 7)) ao ¢ restrita
¥\ clos(y) (ver defini¢adl.6). Neste caso dizemos que ¢ cola v, com 7).

Definicao 3.9. Dado o fluro ¢ sobre ¥ dizemos que um fluxo ¢' sobre X’
€ obtido de ¢ por uma operacao bdsica se este é obtido adicionando ou
removendo uma singularidade de indice 0, colando conexoes de sela ou cortando
ao longo de conexoes de sela.

Observacao 3.3.2. a) Qualquer conexdo de sela que ndao estd na fronteira da
superficie, pode ser cortada. E, qualquer par de conexodes na fronteira pode ser
colada.
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b) Sejam dois pontos singulares de indice zero p, ¢ = ¢4(p), t > 0, em uma

orbita reqular, fazemos um corte sobre a conexdao sela determinada por p e q.
Seja v e v duas conexdes na fronteira conectando p e q. Coloque dois pontos
singulares removiveis r e s de indice 0 zero em 7. Agora cole as conexoes
sela que comecam em p, isto €, construimos um fluxo ¢ que cola v; com ~/,
onde 1 e uma separatriz que conecta as singularidades de indice zero p com

r; como na figura[3. 14

Figura 3.14: Operacao bésica

Lembremos que qualquer superficie compacta conexa > ¢é obtida da esfera
adicionando h = 0 algas, b = 0 componentes de fronteiras e ¢ > 0 tampas cruzadas
(crosscap). Denotemos ¥¢ = ¥ tal superficie. O corolario diz que uma
superficie nao orientavel que se obtenha adicionando uma alca é equivalente que
se obtenha adicionando duas tampas cruzadas (crosscap), Obtemos a seguinte
observacao:

Observacao 3.3.3. :

a) ¢ >0 se, e somente se, Yhoe ¢ nao orientdvel.

b)

c > 0, implica X" ndo é orientdvel

De fato, suponhamos que ¢ > 0 e ¥ = XM sejam orientdveis, como X0
€ orientdvel, aplicando sucesivamente o teorema obtemos que ¥ = X/wbe
nao € orientdvel; que contradiz a hipotese.

»hbe nao € orientdvel, implica ¢ > 0.

De fato, por absurdo, suponha que ¥ = X" ndo é orientdvel e ¢ < 0 entdo,
temos que ¢ = 0, pois ¢ = 0; o que contradiz o fato de ¥ = X" nao ser
orientdvel.

3 = XM ¢ o toro com W +b+¢ > 0 se, e somente se X = XM com h > 0
eh+b+c>1.



85

3.3. CARACTERIZACAO DE FLUXOS EXPANSIVOS SOBRE
SUPERFICIES

(h>0eh+b+c>1, implica que X é o toro e h' +b+ ¢ >0)

De fato, suponhamos que ¥ = X" e h > 0, h+b+c > 1, tomando h/ = h—1.
Se XMb¢ ngo € orientdvel, pela observagdo m item 1, temos que ¢ > 0;
assim pelo teorema obtemos que

7 I I J
Eh +1,b,c ~ Eh ,b,c+2 _ Eh ,b,c com CI —c+ 2 2 3,

logo, ¥ € o0 toro com I +b+ ¢ > 0. Se "¢ for orientdvel, pela observagao
item 1, temos que ¢ = 0; como h+b+c=1+h"+b> 1 entao h'+b > 0;
logo ¥ € o toro com h' + b+ ¢ > 0.

(X €éotoroeh +b+c >0, implicah>0eh+b+c>1),
de fato, suponhamos que X € o toro com h' + b+ ¢ > 0; entdo X
Neste modelo, com ¢ = 3, serd sempre possivel reduzir a outro similar a

_ Zh’-i—l,b,c'

J .
YA Eh/+1+[[%]],b,z7

comi=1 oui=2, como se verd depois. Assim, sem perda de generalidade,
podemos supor que ¢ = 0, ¢ = 1 ou ¢ = 2. Se M ngo é orientdvel,
pela observacao m item 1, ¢ > 0. Logo, pelo teorema Y~ D2
onde ¢ + 2 = 3. Assim, aplicando a equacdo sucessivamente, oblemos
DI Ehlﬂ[%zﬂ’b’l ouU X & Zh'w(!zﬁﬂ’b’z. Em quaisquer dos casos, tomando
h=Hh+[%2]>0,c=, obtemos

h+b+c>1.

Se XM for orientdvel, entdo pela observacdo m item 1, ¢ = 0, logo,
Y = LMHLLE ¢ opientdvel; entdo tomando h = K + 1, ¢ = ¢, obtemos
h+b+c>0.

Se k > 0, entdo existe um fluzo expansivo no toro com k componentes
de fronteira. De fato, seja o fluxo irracional no toro, adicionando k > 0
componentes de fronteiras disjuntas, como na observagao[3.3.% item 2, o fluzo
obtido no toro € expansivo, pois a uniao das separatrizes € densa mno toro,
isto pelo teorema . Assim pelo difeomorfismo das superficies ¥ = L1F0
com o toro com k > 0 componentes de fronteira disjuntas, tais componentes
satisfazem a sequinte Propriedade,

se vy € uma componente de fronteira, entao Sing(¢) N~y = {p,q} e existe dois
pontos requlares a,b € «y tal que w(a) = a(b){q} e w(b) = ala){p}, como na

figura .15,

Temos que se ¢ = 3 e pelo teorema 9.1.7 de [13], a superficie ndo orientéavel 3¢

é isomorfa a

Yhtlbe=2 " que denotaremos por

Sbe o ST Lbe2 (3.34)

logo, os modelos de superficie ndo orientavel ¥ = %€ com ¢ > 3, podem se
reduzir a estudar supondo apenas h = 0, b >0, e ¢ = 1 ou ¢ = 2, pois, aplicando
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Figura 3.15: Toro com K componentes de fronteiras

sucessivamente a equacao (3.34) temos

Zh,b,c ~ Zh-‘r[[%ﬂ,b,l ou Eh,b,c ~ Eh+[[§,}]b,2

Assim, um modelo de superficie ¥ = ¥""¢ com h > 0, b > 0 e ¢ > 0 vamos supor
sempre como sendo ¢ =0, ¢ =1ou c = 2.

Teorema B. Seja uma superficie compacta e conera ¥ = XM0¢; as sequintes
afirmacgoes sao equivalentes:

a) ¥ = X gdmite um fluro expansivo

b) ¥ =X satisfazh >0eh+b+c> 1

Demonstracdo. Seja uma superficie compacta e conexa ¥ = X" provaremos:
(a) implica (b);

Suponhamos que a superficie ¥ = X"*¢ com h > 0, b > 0 e ¢ > 0, onde
denotaremos gen(X¢) como sendo o género de X" admita um fluxo expansivo
¢. Pelo teorema [3.3] que diz que um fluxo expansivo continua sendo expansivo
se adiciona ou remove singularidades de indice 0, podemos supor que ¢ nao tem
singularidades de indice 0. Como o indice de qualquer ponto singular é negativo,
entdo a caracteristica de Euler x(S) < 0 é negativa. Pelo teorema A, temos que
o fluxo tem orbitas recorrentes nao triviais, pois, caso contrario, o conjunto de
pontos recorrentes de ¢ se reduz ao Sing(¢) conjunto de pontos singulares de ¢,
isto ¢, (¢) = Sing(¢) # X, absurdo.

Se ¢ = 0, como ¥ = X0 ¢ orientdvel, entdo pelo teorema 4 em [17], que diz que
o nimero méaximo de conjuntos fechados sendo Orbitas recorrentes nao triviais é
o género da superficie orientavel, supondo gen(X) = g obtemos que g = 1: como
em uma superficie orientavel o género é igual ao nimero de alca, g = h; entao

h > 0. (3.35)
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Além disso, como a nossa superficie orientavel ¥ = X*%0 tem caracteristica de
Euler negativae x(X) =2—g—b=2—2h—b, entdo 2 <2h +b. Se h +b =0,
obtemos que h = —b. Logo, pelo resultado , temos que 0 < —b, isto é, b < 0,
que contradiz o fato de ¥ admitir um nimero nao negativo de componentes de
fronteiras b > 0. Se h+b =1, entao h =1 —b > 0, pelo que 1 > b > 0. Logo
como b € Z ¢ um numero inteiro obtemos b = 0, entao h = 1; e como 2 < 2h + b
chegamos em 2 < 2, absurdo; assim, h + b > 1. Com isso, e sendo h > 0, temos

h>0 e h+b+c>1.

Se ¢ > 0, como ¥ = X"¢ & ndo orientavel, isto, pela observacdo item (a).
Temos, aplicando o teorema 4 de [17], que diz que o nimero maximo de conjuntos
fechados sendo 6rbitas recorrentes nao triviais na superficie nao orientavel, é
[£2], onde gen(X) = g. Entdo

g—1
< |=——
—
em que
g—1, _g—1
1< <
[ 2 J 2
logo
2<g—1
3<yg
2<g. (3.36)

Como 0 < ¢ < 2 e X0 & uma superficie orientavel, com género gen(X""0) = h,
temos que pelo teorema a superficie nao orientavel $hOL tem género

gen(XM) = 2gen(XM0) + 1 = 2h + 1

Se supomos que a superficie nio orientavel £"¢ tem género gen(X0¢) = 2h + ¢,
temos que a superficie nao orientavel X"%<*1 tem género gen(X0¢*t1) = 2h+c+1;
portanto

g = gen(XM) = 2h + c.

Assim, pela equagao (3.36]) obtemos 2 < g = 2h + ¢ e como 0 < ¢ < 2

2<9g<2+4+2h
2<c+2h <2420
2<2+42h
0 < 2h
0<h

segue que 0 < ¢ < 2, assim
h+c>1

segue que h>0eh+b+c>1;
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(b) implica (a);
Suponha que ¥ = Y"»¢ ¢ uma superficie compacta com h > 0 alcas, b > 0,
componentes de fronteira e ¢ > 0 crosscaps, tais que

h>0, h+b+c>1.

Pela observagao item (b), é equivalente a dizer que ¥ é um toro com ' >0
alcas, b > 0 componentes de fronteira e ¢ > 0 crosscaps, tais que

h'+b+c > 0.
Vamos mostrar que a superficie >, é um toro com
h'+b+c >0

admite um fluxo expansivo. Com a observacao item (c), como I/, b, =0 e
como h'+b+c > 0 tome k = 2h'+b+ ¢ > 0. Pela observagao item 3, existe
um fluxo expansivo no toro com k = 2h'+b+c > 0 componentes de fronteira como
sendo 90X = UE_|v; tal que 7; é homeomorfa ao circulo, para todo i € {1, k}, e
satisfez a propriedade da observacao item (c). Colando dois componentes de
fronteira, obtemos um novo fluxo que é expansivo, isto pelo teorema [3.4, pois a
uniao das suas separatrizes ainda é densa e os pontos singulares sao selas. Fazendo
h colagens obtemos um fluxo que ainda é expansivo, novamente pelo teorema (3.4}
Da mesma maneira se pode adicionar ¢ > 0 crosscap identificando pontos em uma,
componente de fronteira ~; tal que satisfaz a propriedade da observagao item
3. Isto &, a, b, p, q € v; sao pontos singulares tal que identificamos p com ¢ e para
cada t € R ¢}(a) com ¢}(b), pois, pelo teorema ¢’ é expansivo. Portanto, o
fluxo ¢ assim determinado é expansivo sobre a superficie >, que é o toro, com
h +b+c >0, é equivalente a dizer que existe um fluxo ¢ sobre ¥ = X"%¢ com
h>0eh+b+c>1. O

Observacao 3.3.4. A superficie compacta conexa que nao admite fluzos
ETpansivos é:

a) O toro;
de fato, seja ¢ um fluzo expansivo sobre a superficie X' = X'"0¢: onde h = 0
¢ o numero de algas, b = 0 € o numero de componentes de fronteira e ¢ =0 €
o numero de crosscap ou de tampas cruzadas; entao, pelo teorema B

h>0 e h+b+c>0,

desse modo, pela observagao[3.5.5 item 3, podemos supor que X' € o toro com
h' = 0 namero de alcas, ¢ = 0 nimero de crosscap ou de tampas cruzadas tal
que

h'+b+c >0

pelo que X' nao € o toro.

b) A esfera com b componentes de fronteira;

¢) O fluzo projetivo com b componentes de fronteira, e
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d) A garrafa de Klein com b componentes de fronteira (com 0 < b < o0) nos trés
€asos.

Teorema 3.5. Supondo que X é uma superficie compacta diferente do toro, e
considerando um fluxo ¢ sobre 33; entao os sequintes enunciados sao equivalentes:

a) ¢ é expansivo

b) ¢ e seu conjunto Sing(@) é finito, Q(p) = X, Per(¢) = .

Demonstracao. Suponhamos uma superficie ¥ compacta diferente do toro.
Provaremos:

(a) tmplica (b)

Suponha que ¢ é expansivo. Pelas proposicoes e temos que o conjunto
Q(¢) = X de pontos nao errantes é toda a superficie e o conjunto Per(¢) de pontos
periodicos é vazio. Agora, por ser ¢ expansivo em uma superficie compacta, temos
que o conjunto Sing(¢) é finito.

(b) implica (a);

De fato. Suponhamos que ¢ é um fluxo sobre X e os conjuntos Q(¢) = X,
Per(¢) = & e Sing(¢) finito. Considere ¢ o fluxo que remove todas as
singularidades removiveis de ¢. Obtem-se que Q(¢) = Q(¢'), Sing(¢) é finito
e ¢ nao tem orbitas periédicas. Como X nao é o toro pelo lema conclui-
semos que a uniao das separatrizes de ¢’ é densa na superficie. Agora como ¢’ nao
tem singularidades de indice zero, as singularidades sao selas de indice negativo,
pelo teorema A, obtemos que ¢’ é expansivo e pelo teorema temos que ¢ é
expansivo. ]

Segue o resultado que pode ser considerado como um complemento do teorema
3.3

Corolario 3.6. Se ¢ ¢ um fluro expansivo sobre a superficie X e ¢' é um
fluxo sobre X' obtido de ¢ por uma operacao bdsica, 0s sequintes enunciados sao
equivalentes:

a) ¢ é expansivo
b) ¥ nao € o toro

Demonstracao. Suponha que ¢ é um fluxo expansivo sobre a superficie > e ¢’ é
um fluxo sobre a superficie >’ obtido de ¢ por uma operacao basica. Provaremos:

(a) implica (b);
Suponhamos que ¢’ é expansivo sobre a superficie compacta Y', pela observacao
3.3.4, temos que X' nao é o toro.
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(b) implica (a);

Suponhamos que Y’ nao é o toro; pelo teorema a expansividade é invariante
adicionando ou removendo singularidade. Se colarmos ou cortarmos conexodes de
sela, entdo (¢') = ¥'; as oOrbitas periddicas, também nao podem existir fazendo
operagoes béasicas, e pela expansividade de ¢ temos Sing(¢) finito segue que
Sing(¢') ¢ finito. Logo, aplicando o teorema 3.5 ,obtemos que ¢’ ¢ expansivo. [J
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