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Notacoes

R™ representara o espaco euclidiano n-dimensional.

e () ¢ um aberto limitado do R™ com medida de Lebesgue |§2| e fronteira 0f2.

o \" .
V = < ) denotara o operador gradiente.
3:):2- i=1

n
8ui

divu =
i=1

denotara o divergente de u.
T

Ayu = div (|Vul|P~2Vu) denotard o operador p-Laplaciano aplicado em u.

Ju] = [u(a)].

|Vu| := |Vu(z)].

e — : convérgencia forte.

e — : convegéncia fraca.

[
o

: N
n n
0
lz| = (Z xf) e |Vu| = <Z <8;) > denotam, respectivamente,
i=1 i=1 t

norma euclidiana de z € R" e a norma do vetor gradiente.

1/p
il = g, = 19l = [ 1)



Resumo

SILVA, Jeferson Camilo, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, julho de
2016. Estimativas para autovalores de sistemas elipticos quase lineares.
Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

No presente trabalho apresenta-se estimativas para autovalores de sistemas
elipticos. O objetivo é estabelecer condicoes para que a estimativa obtida para
os autovalores do sistema com dominio em R seja a mesma para uma classe de
conjuntos em R" quando considera-se o sistema com dominio em R". Para isso,

utiliza-se varias mudancas de variaveis sobre o sistema considerado.
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Abstract

SILVA, Jeferson Camilo, M.Sc. Universidade Federal de Vicosa, july, 2016.
Estimates for eigenvalues of almost linear elliptic systems. Adviser:
Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

In this magister’s dissertation we present estimates for eigenvalues of elliptic
systems. The goal is to establish conditions for the estimate obtained for the
eigenvalues of the system with domain in R is the same for a class of sets in R",
when we consider the system with domain in R™. For this, we use several changes

of variables on the system considered.
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Introducao

Estamos interessados em encontrar limites inferiores e superiores para os
autovalores de sistemas elipticos nao-lineares. Existem varios limites para valores
proprios de uma tinica equacao eliptica, nao necessariamente linear, com base em
diferentes técnicas. No entanto a situagao é diferente para sistemas elipticos, e
hé poucos resultados neste caso. Poderfamos citar o trabalho de Protter [13], que
introduziu a nogao de espectro generalizado, o conjunto dos A = (Ay,- -+, \,) €
C™ tal que o seguinte sistema

m m
ZLZ]U—F/\]ZTZJUZ:O,]_SJS’ITL (].)
i=1 i=1

tem solucao nao trivial u = (u;,- - ,u,,) sujeita a um conjunto de condic¢oes de

contorno homogéneas, onde L;; sao operadores elipticos lineares. Em seguida o
espectro generalizado foi estendido a sistemas elipticos gerais. Com a mesma
abordagem Protter obteve os seguintes resultados:

(i) Existe um autovalor positivo rq € R tal que rq < 2:/\12 para todo A no

7

espectro generalizado.

(ii) Para cada A € C™, se Q esta contido em uma esfera de raio suficientemente
pequeno, dependendo do seu tamanho apenas nos coeficientes, entao nao existem
solucoes nao triviais do sistema.

Além disso, considerando o problema de autovalores nao-linear,

Y L+ Af(z,u)=0,1<j<m, (2)

i=1

em que f(z,u) é nao linear e satisfaz certas condicoes de crescimento, Protter
obteve relagoes entre a norma de uma solu¢ao e A, usando as desigualdades de
Faber-Krahn e Sobolev. Para uma tnica equacao p-Laplaciano, alguns limites
inferiores foram obtidos. Além disso, foram aplicadas técnicas de simetrizacao
para obter limites de valores proprios. No entanto, até antes dos resultados
de Népoli e Pinasco [6] nao tinhamos conhecimento de trabalhos similares para
sistemas do tipo p-Laplaciano.



Consideramos um sistema eliptico quase liear do tipo ressonante

—Ayu = Xar(z)|ul*2ulv]?, z € Q
(3)
A = (@)ool z e Q
onde as funcoes u e v satisfazem a condicao homogénea de fronteira de Dirichlet

u(z) = v(x) =0 para x € 0.

Aqui, Q C R™ ¢ um conjunto com bordo suave 99Q, e Ayu = div(|Vul*?Vu). Os
expoentes satisfazem 1 < p, ¢ < +00, os parametros positivos «, 0 satisfazem

a B
p+q—1, (4)

er e LX(Q).

A condicao fornece um tipo de homogeneidade, visto que, as solugoes de
(B) sao invariantes sobre o reescalonamento

(u,v) —> (Q%U,Q%U), 0> 0.

Por simplicidade nos limitaremos apenas a duas equacoes, mas os resultados
seguem a menos de mudancas para m equacoes.

Os valores proprios de sistemas elipticos quase lineares tem merecido uma
grande aten¢ao nos tltimos anos. Definimos o espectro S de um sistema nao
linear eliptico generalizado como o conjunto de pares (A, ) € R x R de tal modo
que o problema de autovalor (3) admite solu¢ao nao trivial. A diagonal A = u
do espectro generalizado coincide com os valores proprios do sistema eliptico
considerado em [7]. Para A = p o problema (3)) tem uma infinidade de autovalores

dados por:
> v [ v
e e K
S RO
onde Cj, é a classe dos conjunto compactos simétricos (C' = —C') de subconjuntos

do espaco Wy () x W, () de género maior ou igual a k, que sera devidamente
definido no capitulo preliminar.

Considerando em (3), Q = (a,b), a,b € R, foi provado por Napoli e Pinasco
em [6], que para p = t\, existe uma infinidade de autovalores para (3)) satisfazendo

A m—1ta/p q
i) < 24 T (2) g Q

onde Aj é o k-ésimo autovalor variacional do problema de Dirichlet

(—|u' (2) P~ ()" = (@) |[ulP~%u, z € (a,b).



Ainda em [6], quando €2 ¢ um dominio arbitrario em R", os autores provaram que

A —1+q/p a
)\1(75) < ™ + m_ (E) Af{/p7
P qt q

onde A; é o primeiro autovalor variacional do problema de Dirichlet
—Apu = Ar(z)uf?u, € Q.

Também em [6], os autores conjecturaram que a desigualdade (@ é valida para
todos os autovalores variacionais Agx(t), k > 1 para {2 em R".

No capitulo quatro desta dissertacao, daremos uma resposta positiva para a
conjectura de Népoli e Pinasco feita em [6], quando consideramos p = ¢ e estamos
sobre a reta 1 = t\ onde Q = {z € R"/ R < |z| < R}, ou seja, quando € é um
anel para certos valores de R e R.

Para tornar o texto mais dindmico este trabalho foi estruturado da seguinte
maneira:

No Capitulo 1 descreve-se as notacoes, os espacos funcionais, algumas
desigualdades importantes, alguns resultados sobre género, e uma caracterizagao
variacional que serao usados no trabalho.

No Capitulo 2 apresenta-se a demontracao da existéncia de autovalores
generalizados para o problema sobre a reta . = At. Seguindo as mesmas
ideias usadas por [0].

No Capitulo 3 apresenta-se estimativas para autovalores de sistemas elipticos
quase lineares em R, sobre a reta pu = M, obtendo limites maximos para
autovalores generalizados. Também mostraremos a desigualdade de Lyapunov
para o problema , e como consequéncia garantiremos uma curva do tipo
hipérbole que limita inferiormente os autovalores do problema em R.

No Capitulo 4 apresenta-se estimativas para sistemas elipticos quase lineares
no R™. Primeiramente faremos uma mudanca de variavel no problema sobre
a reta u = t\ e consideraremos {2 um anel em R". Sobre estas condigoes
conseguimos a mesma estimativa para os autovalores de apresentadas no
Capitulo 3, mas agora em R”, e ainda conseguiremos uma curva que limita
inferiormente estes autovalores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o
estudo dos capitulos seguintes.

1.1 Espacos Funcionais e Resultados

Nesta secao apresentaremos as definicoes dos espacos funcionais que serao
utilizados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes consultar Brézis [4].

Nas defini¢coes seguintes consideramos (2 C R™ um conjunto aberto.

Definicao 1.1. Seja u : 2 — R continua. O suporte de u, que serd denotado por
supp(u), € definido como o fecho em (2 do conjunto {x € 2;u(x) # 0}. Se supp(u)
for um compacto do (2 entao dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos
por Co(£2) ao espago das funcoées continuas em §2 com suporte compacto.

Definigao 1.2. C"™({2) € o espago das funcgioes com todas as derivadas parciais de
ordem < m continuas em 2 (m inteiro nao-negativo ou m = oo). Denotaremos

por C°(2) = C(02).

Definicao 1.3. O conjunto das fungoes ¢ : 2 — R que possuem todas as
deriwadas até a ordem m continuas em §2 e que tém suporte compacto, sendo
que esse suporte depende de ¢, € denotado por CJ*(§2) (ou C§° se m = ).

Definigao 1.4. Uma sucessio (¢, )ven de funcoes de C5°(Q2) converge para zero
quando existe K C ) compacto tal que:

x suppy, C K, VveN;

* Para cada oo € N"

D%p, — 0  uniformemente em K,
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onde D denota o operador derivacao de ordem o definido por

olel

0r{ 0x?...0xen’

com o = (o, 9, ...,0,) EN" e |la] = a3 +as + ... + .

Defini¢ao 1.5. O espaco vetorial C§°(§2) com a nogao de convergéncia definida
acima € representado por D(Q) e denominado espaco das funcgoes testes em ).

Defini¢ao 1.6. Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes tal que para cada n €
N temos f, : S — X em que S e X sao espagos topoldgicos. Dizemos que a
sequéncia (fn)nen converge pontualmente para uma funcao f S — X quando,
para todo x € S, a sequéncia (fn(x))nen converge para f(x).

Definicao 1.7. Diz-se que um conjunto S C R" tem medida nula se, dado ¢ > 0,
existe uma colegao enumerdvel de conjuntos abertos {1}, tais que

CL)SC le
k=1

b) ivol([k) <e

Diz-se que a colegao {I;}32, € uma cobertura de S. Para o caso em que a
cobertura € finita, diz-se que S tem conteddo nulo.

Defini¢ao 1.8. Seja (f,)nen uma sequéncia de funcoes, tal que para cada n tem-
se fn:S — X, em que S € um conjunto de medida e X € um espaco topoldgico.
Dizemos que a sequéncia (f,)nen converge q.t.p para uma funcao f:S — X se
existe um congunto de medida nula Z tal que (f,)nen converge pontualmente para
femS\Z.

Definigao 1.9. Seja 1 < p < +o00. Denotamos por LP({2) o espago de Banach das
(classes de) fungoes definidas em 2 com valores em R, tais que |ulP é integrdvel
no sentido de Lebesque em (2, com norma

1
||| r = (/ |u(x)\pdx) para 1 <p < 400
Q

e, para p = 0o, denotamos L>®({2) o espaco de Banach das (classes de) fun¢oes
mensurdves de u definidas sobre {2, que sao essecialmente limitadas, com a norma
dada por

||u|| e = supess|u(x)| = inf {C € R; |u(z)| < C ¢.t.p. em 2} .

zES?

Definicao 1.10. Seja Q2 C R™ um aberto limitado, e p € R com 1 < p < 0. O
espaco de Sobolev W'P(Q) ¢ definido como sendo o conjunto

WP(Q) = {u € LP(Q); Vu € LP(Q)} .
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O espago WP(Q) é um espago de Banach com a norma

B =

[ullwre = (lullze + [VullZs)

Teorema 1.11. Seja Q um aberto limitado de classe C'. Entdo as sequintes
mersoes $ao continuas:

Whr(Q) < LYQ) parap < n,¥ q € [1,p"],
Wh?(Q) < LYQ) parap =n,V q € [p, +0),
Whr(Q) — L>(Q) parap > n,
* np
com p* = .
n—p
Demonstragao. Ver L.A. da J.Medeiros [II] p. 75. O

Teorema 1.12. Seja Q0 um aberto limitado de classe C'. Entdo as sequintes
mersoes sao compactas:

Whe(Q) —  LYQ) parap < n,¥ q € [1,p*),
WhP(Q) < LYQ) parap =n,V q € [p, +0),
WhP(Q) — L>(Q) parap > n,
* np
com p* = :
n—p
Demonstragao. Ver L.A. da J.Medeiros [II] p. 75. O

Defini¢do 1.13. Dado 1 < p < oo, denotamos por Wy () o fecho de CL(Q) em
WhP(Q), equipado com a norma de WP(Q).

Teorema 1.14. Seja u € W'(Q). Entio u € WyP(Q) se, somente se, u = 0
em 0S) no sentido do traco.

Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 217. ]

Seja E um espaco de Banach e seja f € E*, onde
E*={f:E — R/ félinear e limitada},

¢ o espaco dual de E. Denotamos por ¢y : £ — R o funcional linear
or(z) = (f,z). Como f percorre E* obtemos uma colecao (¢y)ep« de funcoes
de E em R. Ignoramos a topologia usual de E (associada a || ||) e definimos uma
nova topologia no conjunto E como se segue:

Definicao 1.15. A topologia fraca o(E,E*) em E € a topologia associada a
cole¢do (©f) fep-

Note que toda funcao ¢y é continua na topologia usual portanto a topologia
fraca é mais fraca que a topologia usual.
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Notagao. Se a sequéncia (z,) em E converge para x na topologia fraca
o(E, E*) escrevemos
Tp — X

e dizemos que "z, converge fracamente para x em o(E, E*)".
Proposigao 1.16. Seja (z,) uma sequéncia em E. Entao
(i) x, — x fracamente em o(E, E*) < (f,z,) — (f,x) Vx € E*.
(ii) Se x, — x fortemente, entdo x, — x fracamente em o(E, E*).

(iii) Se x, — x fracamente em o(E, E*), entio (||z,|) € limitada e ||z| <
lim inf ||z, ||

(iv) Se x,, — x fracamente em o(E,E*) e se f, — [ forte em E* (isto é,
Ifn = flles = 0), entao (fn, zn) = (f,z).

Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 58. O

Definicao 1.17. Um espaco de Banach é dito uniformemente convexo se

Ve > 0,30 > 0 tal que

vy e B |z s,uyus1e||x—y||>e:»H% <1-s

Teorema 1.18. Os espacos LP sao uniformemente converos para 1 < p < oo.

Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 96. O

Teorema 1.19 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam f; € LP'((2), f €
1 1

LP2(2), ..., fn € LP(£2),n € N, com py,....p, > 1 e —+ ...+ — = 1. Entao
P DPn

fi - fn€e L) e

/Qm o falde < fallom o [l L.

Demonstragao. Ver H. Brézis [4], p. 92. ]
Considere p > 1, entao p’ serd o niimero real positivo que satisfaz % + z% = 1.
Representaremos por V o espaco normado W, (€2) com a noma ||-|| e V' 0 espaco

W= (Q) com o par de dualidade dado por V' e V por (-, -)y+ . Definamos para
cada u € WyP(Q), a aplicacio Au: V — R dada por

(Au,v) = /Q |VulP2VuVo dr = (—Ayu, v)y y.

Como |VulP~2 € Lv2() e Vu, Vo € LP(Q), entdo pela desigualdade de Hélder
generalizada temos que |Vul[P=2VuVv € L'(2), portanto a aplicacio Au esté
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bem definida. Além disso,

[(Au, v)yry| =

/ \VulP~*VuVv dx
Q

< [ vt
Q

-1
< VUl IVoll @ ) < Mullfrs o I lwer ),

(1.1)

o que implica, Au € V' com
-1
Al < Cllull g
Portanto, A : V — V' esta bem definido e
(Au,v)yr v = (=Ayu,v), YV u,v € V =W,"(Q).
Trabalharemos no seguinte espago de Banach

W= WiP(Q) x Wi()

equipado com a norma:

I 0)llw =\l + 0l

Note que se considerarmos (u*, v*) € W1 (Q) @ W19 (Q) vemos que (u*,v*) €
W* e podemos definir a seguinte aplicacao

((u*,v*), (u,v)) = (u*,u) + (v*,v).

Entdo temos W* = W~ (Q)@W-17(Q) (isomorfismo isométrico) onde a
norma em W* ¢ dada por:

Il = ST By + 107 TRy oy
Sabemos da teoria de funcionais lineares que

[{(u”, 07), (w, o)) | < (", 0%) [

Definicao 1.20. Sejam 1 < p < oo. Diremos que f : 2 — R € localmente
integravel em LP({2), e denotaremos por f € L} (§2), se f for uma fungao
mensurdvel e para qualquer conjunto compacto K C §2 tivermos

(u,v)||w, Y(u,v) € W. (1.3)

/ |fi(2)|P dz < 0.
K

Teorema 1.21. Sejam I = (a,b), —oo < a <b< oo e sejau € L, (I) tal que

/ugpxdx =0 VYyoe Cy(I).
I

Entao existe uma constante C' tal que u = C em quase todo ponto de I.
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Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 205. O

Defini¢ao 1.22. Sejam [ = (a,b), —co <a <b<oo, epeR com 1 <p < 0.
O espaco de Sobolev WP (I) ¢ definido como sendo o conjunto

b b
Wl’p(f) _ {UE LP(I); 3u, € LP(I) ; / u(pxdx:—/ uzpdr Vo € C&(I>}

O espaco WP(I) é um espago de Banach com a norma

S =

lullwre = (Jullzs + [[ual70)
Quando p = 2, denotamos H*(I) = WY3(I). O espago H'(I) é um espaco de

Hilbert equipado com o produto interno

b
(u,v) g = (U, v) 2 + (Uy, Vy) g2 = / (uv + uzv,) de.

Proposigao 1.23. O espagco WHP(I) ¢é reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para
1<p<oo.

Demonstrac¢ao. Ver H. Brezis [4], p. 203. ]

Definicao 1.24. Dado um inteiro m > 2 e um numero real 1 < p < oo definimos,
por inducao, 0 espaco

Wm™P(I) = {ue W (I); D'u e W™ 1P(I)},

com a notagao D u = u,, equipado com a norma

m
lallwms = [lullr + D Dl .

i=1
E também definimos
H™(I) = W™(I),

equipado com o produto escalar
(u,v) gz = (u,v)r2 + Z(Dzu, D'v)p2 = / wv dx + Z/ D'uD'v dz.
i=1 a i=1 7o

Teorema 1.25. Fziste uma constante positiva C (que depende somente de
|| < o0) tal que

[ullzee < Cllullwre,  Yue WH(I), V1 <p< oo
Em outras palavras, W?(I) — L*>(I) continuamente para todo 1 < p < oo.

Além disso, Se I é um intervalo limitado entdo



10 1.1. ESPACOS FUNCIONAIS E RESULTADOS

A imersao WHP(I) — C(I) é compacta para todo 1 < p < oo.

A imersao WH(I) — L(I) é compacta para todo 1 < q < oco.

Demonstragdao. Ver H. Brezis [4], p. 212. O

Corolario 1.26. Sejam u, v € WP(I) com 1 < p < co. Entdo

uv € WHP(I)

(W), = Uz v + uv,.

Ademais, vale a formula de integracao por partes
/ uvde = u(2)v(z) —u(y)v(y) — / wv,dr, Vr,y €l
y y

Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 215. ]
Corolario 1.27. Seja G € C*(R) tal que G(0) = 0, e seja u € WHP(I) com
1 <p<oo. Entao

Goue WH(I) e (Gou)y=(Gyou)u,.

Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 215. ]

Teorema 1.28. (Teorema da convergéncia dominada). Seja (u,) uma
sucessao de funcoes integrdaveis em ), convergente quase sempre para a funcao
u. Se existir uma funcgdo integrdvel ugy tal que |u,| < ug quase sempre para todo
n € N, entao u € integravel e tem-se

uw= lim Uy,
Q n—:oo Q

Demonstragao. Ver H. Brezis [4]. O

Teorema 1.29. Se K C R"™ é compacto, entao toda aplicacdo continua injetiva
f: K — R"™ € um homeomorfismo sobre sua imagem.

Demonstra¢ao. Ver Elon [10], p. 24. O]

Teorema 1.30. (Teorema do Valor Médio). Dada f : U — R diferencidvel
no aberto U C R™, se o segmento de reta [a,a+v] estiver contido em U entdo
existe 0 € (0,1) tal que

of

fla+v)— fla) = %(a—i—%):(gmdf(a—l—@v),w

= Z gﬂ{ (a+ 0v).ay

i=1
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onde v = (aq,-+ ,ay).
Demonstragao. Ver Elon [10], p. 61. ]

Considere X e Y dois espagos vetoriais normados, U uma vizinhanca de um
ponto o em X e F uma aplicacao de U em Y.

Definicao 1.31. Dizemos que F tem uma derivada direcitonal no ponto xy na
direcao h, se o limite

. F(xg+e€h) — F(xg)

lim

e—0~ €

existe. Denotaremos por DF(xq).h.

Defini¢ao 1.32. Suponhamos que para todo h € X a derivada DF(xo).h na
diregao de h exista. A aplica¢io §, F(xo,-) : X = Y definida por 6, F(xg,h) =
DF(x¢).h é denominada a primeira varia¢do da aplicagio F no ponto x

Definicao 1.33. Suponhamos que F possui uma primeira variacdo no ponto xg
e que existe um operador linear continuo A € L(X,Y) tal que §, F(xg,h) = Ah.
Entao o operador A é denominado derivada de Gdteaux da aplicacao F no
ponto xo e denominamos por DF(xg).(+).

Assim DF(xg).(-) € um elemento de L(X,Y) tal que para cada h € X temos
a relacao
F(zg+ €h) = F(xg) + DF(z0).h + o(e),

quando € — 0T.

1.2 Desigualdades importantes

Proposicao 1.34. Sejam numeros reais a,b >0 e p > 1. Entdo

(a+ b)P < 2P(a? + bP).

Demonstra¢ao. Usando as propriedades do méximo obtemos

(a+b)? < (2max{a,b})?
= 2P max{a?, b}

< 2P(aP +bP).
O
Proposicao 1.35 (Desigualdade de Young). Se a,b > 0 e p,q > 1 sao tais que
1 1
-+ — =1 entao
p g
al bl
ab < — + —.

p q
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Demonstragao. Ver R.G. Bartle [3], p. 56. ]

Uma variacao da desigualdade de Young que serd muito utilizado neste
trabalho é dada pelo seguinte corolario.

1 1
Corolario 1.36. Sejam a,b >0 e p,q > 1 tais que — + — = 1. Para todo € > 0
p q

tem-se
ab < c(e)a? + €b?,

onde c(e) € uma constante que depende de €,p e q.

Demonstrac¢ao. Temos

Aplicando a desigualdade de Young segue
1 . 1 q
1
ab < — (=) 4= ((g2)0)
P\ (ge) 1

1
= zal +eb? Ve >0.
p(ge)s

1
Tomando c¢(g) = = temos,
p(ge)s

ab < c(e)al +eb? Ve > 0.
O]

Teorema 1.37 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espaco vetorial
com produto interno (-,-)y. Entao para todos u, v € V temos

[(w, v)v| < lullvlvllv;

a igualdade ocorre se, e somente se, {u,v} € linearmente dependente.

Demonstragao. Ver Oliveira [12], p. 121. ]

Definicdo 1.38. Dado 1 < p < 0o, denotamos por WP (I) o fecho de CA(I) em
WP(I), equipado com a norma de WP(I).

0 espaco HY(I) = Wy(I) € equipado com o produto escalar de H'(I).

Teorema 1.39. Seja u € W'P(I). Entio u € WyP(I) se, somente se, u =0 em
oI.
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Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 217. ]

Teorema 1.40 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos I wum intervalo
limitado.  Entao existe uma constante C, > 0, que depende apenas do
comprimento do intervalo I, tal que

ullwie < Cplltg]lre Yu € WyP(I).

Em outras palavras, em W P(I), ||ug|zr € uma norma equivalente & norma de
Wy (1).
Demonstragao. Ver H. Brezis [4], p. 218. ]

Teorema 1.41. Seja p > 1. Ewiste uma constante ¢, > 0 tal que para todo
51,82 € R",
Cplsa — 1P, se p>2
-2 -2
(Is2P252 = [s1[P 7251, 81 — 82) > cpls0 — 1|7
(Isa] + [s1])*""

se p<?2
onde (-,-) € o produto interno usual em R".

Demonstragao. A demonstracio deste Teorema pode ser encontrada em [15]. [

Proposicao 1.42. Sejam uq,us € Wol’p(Q), onde p > 1, entao
Cp Jo |V (ug —wy)|Pda; p < 2

Yo P 2V, — [Vl P2V, )V — dx >
/Q(’ Us| uy — [V | u1)V(ug —uy )d Ep(fQ\V(UQ—mﬂpdx)f Cp > 2.

(fo (Va4 Vs ypda) 7

Demonstragao. Ver [2], p. 73. ]

Observagao 1.43. A desigualdade acima pode se escrita em termos da norma
em W, P(Q). De fato, como

( [+ |Vu21>pdm) = IVl + Vsl
Q

< HU1||1/VOLP(Q)"’”U2||v[/(}-ﬁ(§z)7

entao
1 1

T Tl + o2l oy
( L9l |Vu2\>pdx) ° 0
Q

Assim, se p < 2 wvale

(|Vuz|p_2Vu2 — |VU1|p_2VU1) V(Ug — ul)dx Z EpHUQ — U1||p 1,p s
QO WO (Q)
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e sep > 2 vale
EPHUQ _u1||?/‘/011p(ﬂ)

(Iluzllygoy + lleal)

/ (|VuolP*Vus — |Vui [P*Vur ) V(ug — uy)da >
Q

Defina a fungdo ¢, : R — R por p,(s) = |s[P7?s. Observe que ¢, 0 ¢, =
id e g0 ¢, =1id, onde%—i-%:l.

Teorema 1.44. Seja p > 1. FExiste uma constante ¢, > 0 tal que para todo
t1,to € Rn,

Cplta — t1 P71, se p<?2

|§0p(t2) - @p(t1)| < .
Elts — | (o] + [2])P2, se p>2.

_ . 1 1
onde Cp = mln{;, Cg__r}

Demonstragao. Ver [2], p. 75. ]

1.3 Género

As demonstracoes dos resultados desta se¢ao podem ser encontradas em [14].
Nesta secao consideraremos £ um espaco de Banach.

Definigao 1.45. Denotaremos por Y a familia de conjuntos A C E\ {0} tal que
A € fechado em E e é simétrico, ou seja A = —A. Para A € Y, definimos
0 género de A como o menor natural n tal que existe uma aplicagio impar
¢ € C(A,R"\ {0}). Nesse caso, denotaremos por gen(A) = n. Quando nao
existe n, escrevemos gen(A) = oo e gen()) =0

Exemplo 1.46. Seja A = BU (—B), onde B C E ¢ fechado e BN (—B) = 0.
Entao, gen(A) =1, pois a func¢io

p: A — R\ {0}
1 se xze€eB
-1 se z¢B

pertence a C'(A, R\ {0}).

De fato, sejam z € B e (x,) C A uma sequéncia em A tal que z, — x.
Como —B também € fechado e todas as subsequéncias de (x,) convergem para
x, o numero de elementos dessa sequéncia em —B € finito, pois caso contrdrio
teriamos uma sequéncia em —B que converge para x, que estd em B. Assim
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o(x,) =1 = p(x) a partir de um certo indice e, entao p(x,) — ¢(x). Logo ¢ é
continua em x. Analogamente, para x € —B. Portanto, @ é continua.

Observagao 1.47. Se A€ Y e gen(A) > 1 entao A contém infinitos pontos.

Com efeito, se fosse finito, como A é simétrico e A C E \ {0}, podemos
escrever A = BU (—B), onde B € fechado (pois € finito) e BN (—B) = (. Mas
pelo exemplo anterior teriamos gen(A) = 1.

Proposigao 1.48. Sejam A, B € T entao:
1. Sex #0,gen({z} U {—2x}) = 1.
2. Se existe uma fungdao impar f € C(A, B) entdo gen(A) < gen(B).
3. Se A C B,gen(A) < gen(B).
4. gen(AU B) < gen(A) + gen(B).

Observagdo 1.49. Se gen(B) < co, gen(A\ B) > gen(A) — gen(B).
De fato, como A C A\—BU B, temos

gen(A) < gen(A\ BU B), por (3)

< gen(A\ B) + gen(B), por (4),

ou seja
gen(A\ B) > gen(A) — gen(B).

Proposiciao 1.50. Se A C E.Q ¢ uma vizinhanca limitada de 0 € R* e existe
um homeomorfismo impar h € C(A,0Q) entio gen(A) = k.

Definicao 1.51. Definimos por Cy, a classe dos conjuntos simétricos que tem
género mator ou iqual a k. Lembrando que um conjunto C' é simétrico se C' = —C.

1.4 Uma Caracterizacao Variacional

Consideremos o seguinte problema unidimencional em Q = (0, L),
(2 = Aful (1.4)

com condicao de fronteira de Dirichlet,

Sabemos que autovalores deste problema sao dados por;

L

|u'|*dx
Ap(s) = inf sup L& —n—
k(5) Jut, sup L| ’Sd,
u x

0
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onde u € WOI’S(O,L) e C} se refere a Definicao . Assim todos os seus
autovalores e as autofuncoes podem ser encontradas explicitamente, e este
resultado pode ser visto em [5] e [9]( veja que a notagdo é diferente em ambas as
referéncias). Chamaremos de sing(z) a solugdo do problema de valor inicial

(Y = (s = Dlulu
u(0) = 0, u(0)=1

e por integracao podemos ver que esta solugao esta definida implicitamente como

sins(z) dt
o= [
0 (1 —1t%)s

Denote por 75 o primeiro zero de sing(x), dado por

Loodt
Ws_z/ _ar
o (1—1t%)5

Observe que sing(x) e sin’(x) satisfazem
|sing(z)| <1, |sinl(x)] <1
e também temos pela identidade de Pitdgoras que
|sing(z)]® + |sinl(x)]® = 1.

O principal resultado é o seguinte Teorema;

Teorema 1.52. Os autovalores Ai(s) e as autofungoes usy do problema de
Dirichlet no intervalo [0, L] sao dados por

SkS
Mi(s) = (s—1)=2
<k
us,k(s) = sing (’R—Lx)
Demonstragao. Ver Del Pino, Drabek e Manéasevich, [5]. O

Observacao 1.53. Nolemos que o k-ésimo autovalor € simples, e associado a
autofuncao usy tem k dominios nodais. Equivalentemente, usy tem k+1 zeros
simples em [0, L]. Mais ainda, observamos que

K, :/ | sini(t)dt
0
€ uma constante fixada dependendo apenas de s.

Considere o seguinte problema de autovalor para o p-Laplaciano em (a, b):

—([/["7*) = dw(@)ulP P, (1.5)
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com condicao de fronteira de Dirichlet
u(a) = u(b) =0, (1.6)

onde o peso w(x) € L'(a,b) ¢ uma fungao positiva, e o parametro A € R é o
autovalor.

Para este problema temos o seguinte resultado:

Teorema 1.54. Seja {\;}r uma sequéncia de autovalores do problema com

a condicao . Entao:

1. Toda autofuncao correspondente ao k-autovalor A\ tem exatamente k+1
zeros em |a, b].

2. Para cada k, \, € simples.

3. Se A\p < A < Apy1, atinica solugao do problema com a condi¢cao
éu=0.

Demonstra¢ao. A demonstragdo por ser encontrada em |[8]. O



Capitulo 2

Existéncia de Autovalores
(Generalizados

Considere o seguinte sistema eliptico quase linear do tipo ressonante,

—Aju = dar(z)|ul*2u|v]?; em Q
(2.1)
—Ap = pbr(z)u/*v]’~?; em Q
onde as funcoes u e v satisfazem a condicao de fronteira de Dirichlet
u(z) = v(x) =0 para z € 01,
1 < p,q < oo satisfazem
o by (2.2)

p g
ere L>(0).

Neste capitulo mostraremos a existéncia dos autovalores generalizados do
sistema (2.1) sobre a reta p = t\, e também exibiremos uma caracteriza¢ao
para estes autovalores.

2.1 Existéncia de Autovalores Generalizados

Relembrando que para C' € C}, o género Krasnoselskii gen(C) é definido como
o nimero inteiro n minimo de tal modo que existe uma funcao ¢ : ¢ — R™\ {0}
continua fmpar. No entanto quando consideramos p = tA nao sabemos se este
conjunto de autovalores esgota o espectro.

Apresentaremos agora um Teorema que serd muito importante para mostrar
a existéncia dos autovalores assim como as autofuncoes.

Teorema 2.1. Suponha que as sequintes hipdteses sao satisfeitas:
(i) X é um espago de Banach real de dimensao infinita, uniformemente convezo.

18
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(i1)A : X — X* é um operador potencial impar(isto é A €, a derivada de
Gateaur de A: X — R) que é uniformemente continua em conjuntos limitados
e satisfaz a condi¢ao

(S)1 - Se u; — u( fracamente em X) e A(u;) — v, entdo u; — u(fortemente
em X).

(11i) Para wma dada constante m > 0 o conjunto de nivel
M, ={ue X | Alu) =m}

¢ limitado e cada raio que passa pela origem cruza M,,. Além disso para cada
u#0,(A(u),u) >0 e existe uma constante p,, > 0 tal que

(A(u),u) > pp em M,,.

(iv)A fungao B : X — X* é um operador potencial impar fortemente sequencial
continua(com potencial B, de modo que B(u) # 0 implica que B(u) # 0. Seja

= sup inf B(u
ﬂk CECI'?C ueC ( )
CCMm

onde Cy, € a classe dos conjuntos compactos simétricos (C' = —C') de subconjuntos
do espago Wy (Q) x Wy (Q) de género maior ou igual a k.

Se B, > 0, existe uma autofunc¢do u, € M, com
m

Dizemos que {\;}ren € 0 conjunto de autovalores variacionais.

Mais ainda, se
Y({u € My, / B(u) # 0}) = o0 (2.3)

onde o género sobre conjuntos compactos € definido por
7(S) = sup{gen(C) : C C §;C € C;C compacto},

em que C é a classe dos conjuntos simétricos, ou seja C = —C'. Entao existem
uma infinidade de autofungoes.

Demonstragao. Ver H.Amann [I]. O

Relembrando, estamos trabalhando no seguinte espago de Banach
W =Wy (Q) x Wy ()

equipado com a norma:

Il =\l gy + 190

Dado (u*,v*) € W12 (Q) @ W17 (Q) podemos penséi-lo como um elemento de
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W+
((u

Entao temos W* = W~
norma em W* é dada por:

*)7 (U,U)> = <u*7u> + <U*’U>'

*’ v
LP(Q)@ W1 (Q) (isomorfismo isométrico) onde a

I o)l = 2,y + 107y

Com a notacao do Teorema [2.1] considere os seguintes funcionais

1 1
A, 0) = -/ qu|p+—/|vv\q,
P Ja tq Jo

1
At(uav) = (—Apu,—gAqU),

(2.4)
Blu,v) = / (@)l o),

B(u,v) = (r(@)aful*?ulv”,r(@)[ul’Blv]"*v).
O principal teorema deste capitulo é o seguinte,

Teorema 2.2. Considere o problema de autovalor sobre a reta = tA com
r e L>(Q). Seja

fr= sup inf / (@) ulfo]?,
cecy, (uw)eC Jq
CCMm

em que a classe dos conjuntos Cy foi mencionado Definicao |1.51, e M,, ¢ dado

por
1 1
]\/[m:{(u,v)EW;—/\Vulp—l——/Wvlq:m}.
P Ja tq Jo

O problema tem infinitos autovalores variacionais caracterizados por
m

=3

E mais, quando Q = (a,b) cada autovalor \, tem infinitas autofungdes associadas.

Ak

Demonstracao. Dividiremos a prova em varias etapas. Observe que W é um
espaco de Banach de dimensao infinita e pelo Teorema garantimos que
W é uniformemente convexo. Verificaremos agora que estas funcdes estao nas
hipoteses do Teorema [2.1

Etapa 1

Primeiramente, mostraremos que a derivada de Gateaux de

1 1
A, 0) :-/ |W|p+—/ Vo,
P Ja tq Jo
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é o operador dado por

1
At(u, ’U) = (—Apu, —gAq/U).

Para isso faremos alguns calculos e observacoes.

Observacgao 2.3. A derivada da funcao |ulP e dada por
d

—[ul” = plu["~*u.

du
Com efeito, se u > 0 temos que |ulP = uP dai

d
—|ufP = puP~! = puP*u = pluf*u.

du
Agora se u < 0 temos que |ulP = (—u)?, logo

D = —p(—wp ™t = —p(—uP*(—u) = p(—u)*u = plul* 2.

du

Portanto

fup = plup 2

du

Observagao 2.4. Defina a aplicagio ¢ : Ry U{0} — R dada por:
o(s) = |Vu+ sVz|,.

Podemos reescrever esta aplicacao de forma conveniente para obtermos a sua
derivada, da sequinte forma

o(s) = |[Vu+sVzlP

D
2

= (|[Vu+sVz]?)

2
2

= (|Vul]? 4+ 2s5(Vu, Vz) + s*|Vz|?)
Entao calculando sua derivada teremos

&(s) = g (IVu + sVz2) 571 (2(Vu, V2) + 25| V2 [?)
= g\Vu +sVzP2.2(Vu + sVz,Vz)
= p|Vu+ sVz|P2(Vu+ sVz,Vz).

Sabemos que a derivada de Gateaux de A;(u,v) na direcdo de (z,w) €
WP(Q) x Wh4(Q) pela definigiao é o seguinte limite

DA (u,v).(z,w) = lim Ai((w,v) + 5(z,w)) — At(u,v).

s—0+ S
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Agora usando a definicao de A; temos que

DA (u,v).(z,w) =

1
L (IVu+s2)P — [Vul’) + —. | ([V(v+ sw)|? — |[Vv|?)
. p Q tq Q
= lim
s—0 S
1 Viu+ sz)|P — |VulP 1 V(v + sw)|? — |Vol?
o (L[Nt — Vb 1|Vt sw)lt—[Telt)
s=0\ P Ja S tq Ja S

Note que podemos passar o limite para dentro das integrais. De fato, os
integrandos estao nas condi¢oes do Teorema pois, usando o Teorema [1.30
para a funcao ¢ definida na Observacao concluimos que existe 0 € [0, 1] de
modo que para s > 0 vale

V(u+ s2)|” = [Vul? ¢(s) — ¢(0)

S S

¢'(0+6s).s

= ¢/(0s).

Logo,
V(u+ sz)|P —|VulP
s

= p|V(u+ s02)P"*(V(u+ s0z),Vz).
Assim, se s — 071 temos que

|IV(u+ sz)P — |VulP

— p|VulP 2 Vu.Vz, qt.pem Q.
s

Os mesmos calculos podem ser feitos para o quociente da segunda integral
permitindo concluir que

V(v + sw)|? —|Vo|?

S

— q| V|1 *Vu.Vw, ¢.t.pem Q,

quando s — 0.

Agora observe que

|V (u+ s2)P — |Vul?

S

< p|V(u+ s02)P2|V(u+ s02)||Vz|

= p|Vu+0sVz[P~1|Vz|
< p(IVu| +0s[Vz)P V2],

como estamos interessados quando s — 0%, podemos dizer que s &
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suficientemente pequeno de modo que existe uma constante ¢y > 0 tal que
|s| < co.
Além disso, podemos usar a desigualdade (1.34)) e concluir que

IV(u+ sz)]P — |VulP

S

< p(|Vu| + 95|Vz\)p_l |V z|

< 27 lp(|Vulp~t + P~ tsP=L | V2 |P71) | V2]
< 227p ([Vulrt + 020371|Vz\p_1) V2|
= 207 (|VulP Y Ve| + ¢ VzP) .

Como |Vul[P~! € Li1(Q), |Vz| € LP(Q), |[V2|P € LY(Q) ¢ ainda

-1 1
-1, 1_,
p p

concluimos, pelo Teorema [1.19] que
277 1p (|VulP | Vz| + &YV P) € LY(Q).
Logo obtemos que o quociente

IV(u+ sz)P — |VulP
s

é limitado por uma funcao integravel, ao qual nao depende de s. Os mesmos
calculos podem ser feitos para o segundo quociente que aparece no limite, e
concluiremos que este também ¢é limitado por uma funcao integravel que nao
depende de s. Portanto, podemos passar o limite para dentro das integrais usando
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o Teorema [1.28] dai

p_ p
DA(u,0).(z,w) = 1 / i [V (0t 52)P = [V
Q

s—0 S
N ti/ lim V(v + sw)|? — |Vo|?
q Q50 S

1
= l/p|VuP"_2Vqu—i-—/q|VU|q_2Vva
P Ja tq Jo

1
= /ﬁvuwﬂvuv2+ai/|vm¢*vuvw
Q tJa

_ <—Apu,z)+<—%Aqv,w>
_ <(—Apu, —%Aw) (=, w)> .

DA, 0).(,-) = <<—Apu, —%Aw) (. .)> |

Assim obtemos

Agora mostraremos que o operador

1
Ay(u,v) = <—Apu, —ZAQU) ,
é uniformemente continuo em conjuntos limitados. Com efeito, observe que

[(—Ayw — (—Ayu),v)| = ‘/(|Vw|p_2Vw — |VulP~*Vu)Vudz
0

IN

/ Vw7V — |VulP~*Vu| [Vo|da,
Q
ese 1l <p<2 0 Teorema nos garante que existe uma constante ¢, tal que

(—A,w — (=Au),v)| < / [[VwlP2Vw — [Vul[P~*Vu| |[Vo|da
0

< 6p/ \Vw — Vul' ™ |[Vu|de.
Q
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Aplicando o Teorema para |Vw — VulP~! € L5 e Vv € LP obteremos:
(=Apw — (=Apu),v)| < ap/ |Vw — VulP ™ |Vu|dz
Q

K (/Q (Ve — Vul™) ™ dfff) (/Q |VU|de>;

~ -1

IN

Dai entao obtemos a seguinte desigualdade

p—1

| = A= (=) lw-racey < Ellw =l o

Portanto, chegamos que o funcional —A, : WyP(Q) — W~19(Q) ¢ Hélder
continuo e, logo uniformemente continuo.
Se p > 2, também pelo Teorema garantimos a existéncia de uma constante

¢p tal que

(—Ayw — (—Ayu),0)| < /\|vw|P—2vw—\vu|p—2vuy|W|dx
Q

< ¢ Vw — Vu Vw| + [Vu P2 Vouldz.
— P
Q

Como |Vw — Vu| € LP(Q), (|[Vw|+ |Vu|)P 2 € L72(Q), |Vo| € LP(Q) e
1 p—2 1

T e R |

p p p

podemos usar o Teorema |1.19| e concluir

(=Ayw — (—Ayu), 0)| < ap/ YV — V| [Vl + [Vul )P~ [Vo|dz
Q

1 p—2 1
e ([ mo-wira)! (fav meFa) ([ e
Q Q Q
p—2
= Gllv =l ( /Q(IVwHIVul)pdx) " ol
p—2
< G272 w = ullyeg </Q(\Vw|p+yvuyp)dx> ’ [EI[=

p—2

- Ep'zp_2|’w - UHWOl’p(Q (HwH{P;VOLP(Q) + HUHZVOLP(Q)> ’ HUHWOI’I)(Q)
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Denotando ¢ = ¢,.2P~2, obtemos

p—2

= Apw = (=) lw-saey < elfw = ulypoy (1ol + 1uly10g, )

que restrito a um conjunto limitado, A C Wol’p(Q), ou seja, se existe M > 0 tal
que
HwHWOl’p(Q) <M e HuHWOl”’(Q) <M, Vw,uecA

temos;
p=2
| = Apw — (=Apu)[[w-1ag@) < c(2MP) 7 |lw — u”w&*’(g)a

ou seja, restrito ao conjunto limitado A, o operador —A, : A C Wol’p(Q) —
W=14(Q) é lipschitz, portanto, é uniformemente continuo. Mostramos entdo que
o operador p-Laplaciano é uniformemente continuo em conjuntos limitados.

Etapa 2:

Agora mostraremos que o operador A;(u,v) satisfaz a condi¢ao (S;), isto é&,
satisfaz

o Se (uj,vj) = (u,v) em W e Ay(uj,v;) — (2, w) em W entdo (uj,v;) —
(u,v) em W, onde W = Wy (Q) x W,9(Q).

De fato, se (u;,v;) = (u,v) em W, entao pela Proposicao a sequéncia
{(uj,v)}jen € limitada em W, e se Ai(uj,v;) — (z,w) em W, temos que
Ai(uj,vj) é de Cauchy em W. Note que,

(Ai(uj, v5) — Ag(ug, vr), (ug,v5) — (ur, vk) ) w =

1
= (=8t = (=Bpur), ) — wr) + S (= Qg0 = (=Agtk), v = Vi)
= / (IVu; [PV — [VugP > Vug) .V (u; — ug)de
0

1
—I—;/ (IVv;]|72Vo; — | Vo7 *Vuy,) .V (v; — vg)da.
0

Agora teremos que considerar dois casos:

1l<p<2

p =2
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Pela Observagao garantimos a existéncia de constantes ¢, e ¢, tais que

(As(uj, v5) — Ag(up, vr), (ug,v5) — (U, Or))wew =
= / (|Vuj|p_2Vuj - |Vuk|p_2Vuk) V(u] - Uk>dl’
Q

1
+ ;/Q (IVv;|7Vo; — |V *Vuy,) .V (v; — vg)dz

C
collts = Wl gy 15 = Vel gy P 2 2

Vv

Colluy = wrllfyrn g callvs = Okl

—p<2

7 tlvillwpag) + lonllwpae)?

(s Trwrcey + Tty 2
Logo, considerando p > 2 e usando a desigualdade (1.3)) teremos

cqllv; — vil|

t

q
Wy (@)

CPHuj - ukHIp;VOLP(Q) +

< (Au(ug, vy) — Ag(ur, ve), (U — g, v; — V) )ywew

< [[Aduy,v5) — Aeluw, vi)lwe

(uj — ug, vj — vg)[lw-

Como (A¢(tn,vn))nen € uma sequéncia de Cauchy, e (up,vy)nen € limitada
podemos concluir que

1
+ ;Cq”vj = 0.

. q
(@) Uil )

lim cp|lw; — ugll? ,
i eyl = unl
Como temos que as constantes ¢, e ¢, sao positivas e estamos considerando ¢ > 0,
concluimos que

j}fiinoo luj — “kHW(}’P(Q) =0,

j}jinoo lvj = vkll i) = 0.

; A o) 5 Lp Lq
Ou seja, as sequéncias (U, )nen € (Un)nen sdo de cauchy em WyP(Q) e Wy ()
respectivamente, e como estes espacos sao completos tem-se que a sequéncia
(Un, Un)nen converge forte em W, mas ja temos que esta sequéncia converge fraco
em W com limite fraco (u,v) € W. Pela unicidade do limite concluimos que

(U, vy) — (u,v) em W

como queriamos.
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Se 1 < p <2 teremos:

(Ae(ug, v5) — A(ug, vi), (ug,v5) — (wn, v))w=w =
= / (|Vuj]p_2Vuj - |Vuk|p_2Vuk) V(Uj - uk)dx
Q
1
+ ;/Q (V|7 Vo; — Vo *Vuy,) .V (v; — vg)dz

+ —¢q
Pt

> Cp( 2 2—q

i llwir ) + Nkl e o) (losllwaay + 1oellwza))

como a sequéncia (U, v, )nen € limitada em W, segue que existe uma constante
M > 0 tal que
||uj||W01’p(Q) < Me

Iyl < M
para todo 5 € N. Dai

(sl + lukllygro @) * ™" < (2M)*77

(HUJ'HW(}’Q(Q) + HUkHWL}’fZ(Q))Ziq < (QM)%p-

Portanto
<At(ujavj) — Ay(ug, vp), (Ujﬂ}j) - (uk,UkDW*,W =
== /Q (|VUj|p_2VUj — \Vuk|p_2Vuk) V(u] — uk)dx

1
* ?/ (IV0,[772Vu; — [V T2 V) .V (v — vy)da
Q

eMEr i @apEr

Cp

assim reescrevendo a desigualdade acima e usando a desigualdade (1.3) teremos

Sl — sy allts = e lnaey
(2M)2—> t(20M)2r

< <At(uj7vj) - At(“lmvk)a (Uj,Uj) - (Uk,Uk)>W*,W

< [[A(ug,05) — Ae(ug, vi)|lwe

(uj — up, v; — v)lw,

e, novamente por (A;(uy,, vn))nen ser uma sequéncia de Cauchy, e (uy,, Uy )nen ser
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limitada podemos concluir que

||u] - ukH‘Q/V&,p(Q) 1 ||U] - Uk’”?}[/(}vq(g)

lim ¢ + —¢y (M)

= 0.
7,k—00 P (2]\/[)277’ t

Dai obtemos que

jJ}inoo [Juj — ukHWOl"p(Q) =0

j,klinoo lv; — Uk”w&"?(n) =0,
ou seja a sequéncia (U, Uy )nen € de Cauchy em W, que é um espago completo, logo
converge em W. Por esta sequéncia ja possuir limite fraco (u,v) € W concluimos
pela unicidade do limite que
(45, 0;) — (u,v) em W
como queriamos.
Etapa 3:

Mostraremos agora a terceira condicao, que é a seguinte;

e Dado uma constante m > 0 o conjunto
M, = {(u,v) € W/ Ai(u,v) = m}

é limitado, e cada raio que passa pela origem intersecta M,,. Mais ainda,
para todo (u,v) # 0 temos que (A;(u,v), (u,v)) > 0 e existe uma constante
o > 0 tal que (A,(u,0), (1,0)) > po.

Lembremos que

-

2
o)l = (elny + Iolia)

1 1
> vl [ 9ol = m
PJa lq Jo

e se (u,v) € M, entdo

ou seja,
1
pHunlp () + ||U||W1 a) — M
logo
L A L)
< pm.
Portanto

LSRN

[l < (pm)
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com 0 mesmo raciocinio conseguimos limitar ||u||%,[,1,q(m7 pois

L R A

IN

tgm.

Dali,

SRV

[0llf1agq) < (tgm)a .
Portanto

1
2
1w, 0)llw = (HU’HWU” + vl )

1
2 2
< (m)? + (tgm)?)" = C (o).
Como estamos fixando ¢ > 0 segue que o conjunto M, é limitado.

Mostremos agora que todo raio c¢(u,v), ¢ € R com (u,v) # 0 intersecta M,,.
De fato, considere (u,v) € W\ {(0,0)} e a seguinte fun¢ao

f:Ryu{0} — R

c — Aye(u,v)),

cP c?
:—/ |Vu|p+—/ Vol
P Ja tq Ja

Assim, se t é fixado e fazemos ¢ — +o00 vemos que f(c¢) — +oo. Pela continuidade
de f segue que existe d € R tal que f(d) = m, portanto o raio c¢(u,v) intersecta
M,,.

observe que f(0) =0e

Agora considere (u,v) € W\ {(0,0)}. Dai temos

(Ao, 0), 0,0)) = (=D, —1 Ag0), (u,0)

1
= <_Apu= u> + ¥<_Aq’v>

1
— /|Vu|p_2Vu.Vu+—/ Vo] 2Vv.Vo
Q tJa

1
_ /|Vu|p+—/|Vv|q
0 tJo

= ully

T g 0
Wol’p(Q) + ;“'UH ) > ‘

Wy (%)
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Note que estamos considerando p,q > 1 e se (u,v) € M, obtemos que

1 1
— _ p I q
<At(ua U)a (uv U)) - ppHu“WOlp(Q) + QQt ||U||W5,Q(Q)

1 1
. L p 4 q
Z mln{p7 Q} (p”uHWOl«P(Q) + thUHWL(I(Q))

= min{p, ¢} A;(u,v)

= min{p,q}m

Portanto,
<At(u’ U)? (u’ U)> Z Pm

tal que p,, = min{p, g}m > 0. Logo concluimos a terceira condi¢cao do Teorema.
Etapa 4:
Por fim, mostremos a tltima condicao, que é a seguinte;
e A funcao B : W — W* & um operador potencial impar (com potencial

B) continuo no sentido da norma (fortemente), tal que B(u,v) # 0 implica
B(u,v) # 0.

De fato, por defini¢ao, a derivada de Gateaux de B na dire¢ao de (z,w) € W é o
limite:

DB(u,v).(z,w) = lim B((u,v) + s(z,w)) — B(u, v)

s—0t S

/r($)|u+sz|a|v+sw|ﬁ—/r(x)|u|0‘|v|ﬁ
=  lim 2% Q

s—0t S

lu + s2|%|v + sw|? — ]u\o‘|v|5}
- .

— lim [ r(2) [

s—0t Q
Note que podemos trocar o limite de lugar com a integral. Com efeito, defina a
funcao:
¢: Ryu{0} —R
s — |u+ sz|®v + sw|?.
Observe que ¢ é derivavel, dai usando (2.3)) e a regra da cadeia obtemos que;
©'(5) = alu + 52|72 (u + s2)z|v + sw|’ + |u + s2|*Blv + sw|’ (v + sw)w,

assim, pelo Teorema [1.30} existe 6 € (0, 1) tal que;

p(s) = ¢(0) = ¢'(0s)s
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ou seja, para s > 0 temos:

a B8 _ aly|B
lu + sz|%v + sw| |ul*|v] = alu+0sz|*"2(u + 0sz)z|v + Osw|’+
- (2.5)

+ |u+ 0sz|*Blv + Osw|? 2 (v + Osw)w.
Logo obtemos que

N e e e I L &
11m

s—0t S

= alul*2ulv|’z + |u|*Blv] Pvw.  (2.6)

Voltando em (2.5 observamos que

lu + s2|*v + sw|? — |u|*|v|?

S

< alu+ 0sz]* o + Osw|®|z|+

+  |u+ 0sz]°Blv + Osw|®~Hw),

e usando a Proposigao (|1.34]) temos:

lu + s2|%v + sw|? — |u|*v|® ‘

S

< a2 (Jul Tt (s0)7 7zl (o] + (0s)7|w]?) |2+
+ B2 (Jul 4 (05)°]2[*) ([0]7" + (05)7Hw] ) wl.

Como 6 € (0,1) e estamos interessados quando s — 07 podemos tomar uma
constante ¢ > 0 tal que |s| < ¢ e, portanto obtemos a seguinte desigualdade

fs < c.
Assim,

lu + s2|*v + sw|® — |u|*v|?

S

r(z)
< () [@22 7 (Jul* ™t 4 ez (Jo]? + Plwl?) 2]+
+ B2 (ful* + e[2]*) (Jo]P 7+ T w] ) Jwl]
Observe que (Jul*' +c*Hz[*) € La=1(Q), (Jv]® + Plw|?) € L3(Q), |2] €

LP(Q), (Ju]* + c®[2]*) € LE(Q), (P~ + T w]fY) € LF1(Q), |w| € LU(Q),
e de obtemos
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Assim, pelo Teorema [I.19] concluimos que a soma entre colchetes é uma funcao
integravel. Como r € L>®(12), se M = supess,q |(x)| temos que

r(x) < M, q.t.p em

logo

oy [l sul? - \u|a|v|ﬁ]
S

< M [&204—‘,—6—1 (‘u’a—l + Ca—l‘z‘a—1> (’v‘ﬁ + CB"LU‘B) | 2|+
+ B9 (ful + e]2]*) (JolP 7t + P HwlPY) |wl] , q.t.p em,
lu + sz|%|v + sw|? — |u|®|v|?

s
integravel em quase todo ponto de €2, assim pelo Teorema [1.28| podemos trocar o

limite de lugar com a integral, ou seja

portanto T(J])[ ¢ limitado por uma funcao

] . PR
DB(u,v).(z,w) = lim | r(z) u + sz|*fv + sw|? — |u|*|v]
s—0t Q L S
= / lim r(x) [Ju+ sz]*v + sw|” — Ju|*[v|”]
Q s—07F i S

e por (2.6) concluimos que

DB(u,v).(z,w) = /r(:c) [OéIU\O"Qu]UWZ—l-\u|a6]v|ﬁ’2vw]
Q

= /r(x)a!u\a2u]v]ﬁz+/r(:c)]u\°‘ﬁ\v\ﬁ2vw.
0 Q

Assim,
DB(u,v).(z,w) = /Qr(g;>a|u|a—2u|u|ﬂz+/Qr(x)|u|a@|v|ﬁ—%w
= (r(@)alul*Pulp|®, ) + (r(z)[u|*Blv]"*v, w)
= ((r(x)alul*Pulp|®,r(@)[u]*Blv]|"v), (2, w)),
ou seja

DB(u,v).(-,-) = {(r(z)a|u|*2u|v|?, r(z)|u|*Bv|* "), (-, -))
com queriamos.

Agora observe que o operador B é continuo pois suas funcoes coordenadas sao
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continuas, e ainda se temos B(u,v) = (0,0) entao,
(r(@)alul* o], r(@)[u|*Blv|""v) = (0,0),

dai
u*el? = 0

ol = 0
e multiplicando a primeira equagao por |u| e a segunda por |v| obteremos
lul*w]’ =0V 2z e
portanto segue que
B(u,v) = / r(z)|u|®|v|Pdz = 0.
Q

Assim concluimos a afirmagdo, e pelo Teorema 2.1} se 5 > 0, existe uma
autofuncdo (ux,vy) € M, com

B(ug, ve) = Pk
Etapa 5

Supondo 2 = (a,b) demonstraremos que

o ({(u,v) € My /Blu,v) # 0}) = 0.

De fato, considere em R¥ a norma

k 5
o], = (z w) |
=1

e defina o conjunto S*! = {z € R*/ |z|, = 1}. Agora considere ¢ a autofun¢io
correspondente ao autovalor Ay do problema

(1626 = NolP~26, em (a,0)
dla) = (b)=0.

Pelo Teorema [1.52] e a Observacao [1.53] a autofuncao ¢, tem k + 1 zeros em
{si}f y,a =150 <8 <+ < s =b. Defina a seguinte fungao

or(s) ses € (si_1,$;)
w;(s) =
0 caso contrario

em que i € {l,---k}. Sem perda de generalidade podemos supor que
|willwir@ey = 1, @ = 1,--- k =1 e ||wp|]lwra@e = 1, onde usamos que
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WhP(a,b) C Wh4(a,b). Considere o conjunto

k—1
B = {(Zciwi,ckwk) S W}
i=1

= [wy, -+ we—1, wy].
Defina a funcao
h:S~1 — B

(x1, ) <pa Zx wi(s), (gsa)a |xk|§1kak(s)> :
Afirmacgao 2.5. h(S*1) C M,,
Relembrando, M,, = {(u,v) € W/A,(u,v) = m} onde

Ay(u,v) 1/b1/|p+1/b\'\q
u,v) = — u — v'|e,
' pJa qt J,

em que estamos considerando o caso unidimensional onde Q = (a,b). Para
(21, , %) € S*1 arbitrario temos;

Ai(h(z1, - xp1) = (pm szwz ,(gtm)a ’Ik’;_lkak(5)>

[ q
(gtm)a|zy|a mpwi()

Wy (a,b)

—m Z/ et ()Pds + [Pl ) ]

k 1
= m \xl|p/ |wi(s)|Pds + |zx|?

k—1
[Z il (g + 2817

i=1

[k—1
= |3 el + o
Lt=1

k
=m [Z mrp] = mlal, = m
=1

Portanto, h(S*~1) C M,,, e concluimos a afirmacao.

Agora observe que h é continua e injetora. Com efeito, h é continua, pois suas
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funcoes coordenadas sao continuas e se
h(l’l, e ,CE’k) = h’(jh e 7"Ek)a
sabemos que para s € (s;_1,5;), i = 1,--- , k tem-se

wi(s) #0 e w;(s) =0, Vj#i.

Logo, se
h(xh U ,I’k)(S) = h(jlv e 7fk)(s)a
temos que
1 1
(pm)rzawi(s) = (pm)rTywi(s), i=1,--- k-1
¢ 1 1 1 1
(qtm)loe]a ™ apwi(s) = (qtm)a |Zx|s ™ Zrwi(s).
Portanto,
ri=x;, t=1,---,k—1
e

ou, equivalentemente,
e assim temos

Concluimos entdo que (zq,- - ,xx) = (&1, -+ ,T)), portanto h é injetora.

Observe que h é uma funcido impar e S*~! ¢ compacto. Pelo Teorema m
obtemos que h : S*71 — h(S*71) C M, é um homeomorfismo impar, ou seja se
g =h7' entdo g : h(S*!) — S*~1 ¢ um homeomorfismo impar, e pela Proposi¢ao
1.50| concluimos que

gen(h(S*1)) = k.

Como h(S*1) C M, segue que
gen(M,,) > k.

Visto que k é um natural arbitrario chegamos que

1({(u,v) € My /B(u,v) # 0}) = o0,

pois h(S¥ 1) c S = {(u,v) € M,,/B(u,v) # 0} = M, \ {(0,0)} e temos que
h(S*1) & compacto, visto que S*~! ¢ compacto e h é uma fungao continua. Além
disso, como a funcao h é impar e S*~! ¢ um conjunto simétrico segue que

— (h(S*¥)) = h(=S*") = h(SF ).

Assim concluimos que h(S*7!) ¢ um conjunto compacto e simétrico. Como
gen(h(S*1)) = k segue que

v(S) = sup{gen(C)/ C C S,C € C,C compacto} >k, Vk € N,
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ou seja,
7(S) = +o0.

Mostramos entao que os funcionais apresentados para nosso problema estao nas
condigbes do Teorema [2.1I] logo garantimos existéncia e a caracterizagdo dos
autovalores do problema (2.1)) sobre a reta p = tA. Mais ainda, garantimos

que existe uma infinidade de autofuncoes associadas a cada autovalor quando
Q= (a,b).

]

Do teorema anterior garantimos para cada t a existéncia de uma sequéncia
Bi(t) dada por:
Pr(t) = sup inf B(u,v)

cecy, (u,w)eC
CeMm(t)

onde
M,,(t) = {(u,v) e W | Ag(u,v) = m}

e o k-ésimo autovalor variacional do problema (2.1)) sobre a rata u = tA é dado

por
m

Br(t)
No entanto, apresentaremos uma caracterizacao diferente dos autovalores, com

os conjuntos de nivel do funcional B em vez do funcional A;. Assim, definiremos
uma sequéncia de autovalores A (t) pelo quociente de Rayleigh,

1 1
O A

)—Ciné su
€ k (up)eC /r(x)]u\“|v|5
Q

e (t)

Lema 2.6. A, (t) = \(t).

Demonstracao. Mstremos primeiramente que

ﬁg sup  inf B(u,v)

m ceo,  (uw)ec Ag(u,v)
CCcw\{0}

Se C' c W\ {(0,0)}, construimos um conjunto C' em M,, tomando a imagem de
C pela retracao:

h:C — C

(u,v) — (

uml/p Uml/q
VP, v) A (u0) )

Por h ser uma fun¢ao impar obtemos pela Proposicao m que gen(C) < gen(C).
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Se definirmos a seguinte funcao

h:C — C

um*/? vm*/a
VP (u,0) A (u,v)

) — (u,v),

vemos que h também é impar, logo, pela Proposi¢ao , obtemos que gen(é’) <
gen(C). Assim concluimos que gen(C') = gen(C). Agora observe que

um!/? vmt/e 1 w.ml/p
A 1/p 1/q - _/ v 1/p
AP (u,v) A (uy ) P Ja A (u,v)
v.m1/
v 1/q
Q A (uy v)
_ )P+ q
- i [1vr+ o [ 9
— /\Vu\p /]Vv[q =m.

At(u v

p
+

q

1
tq

Portanto temos que C' C M,,. Seja (u,v) € C, pela condigao 1) teremos

o), |8
By / (@) u]*[o]*dz
Ai(u,v) - Ay (u,v)
w5t [ (@)l of?

B

mJa (Ay(u,) T

“ omtle|°
= m/ ‘ At u ’U )1/17 ‘(»At(U,U))l/q
> — inf B(u,v), ¥V (u,v) € C,
m (uw)eC

pois

Uml/p fUml/q 5

(Gt Gy € & V(o €
Assim,
ey 2 o o B (27)

1n
(uw)eC Ai(u,v) — m (uv)ed
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Por outro lado, se (i,7) € C, sabemos que A;(it,7) = m. Como C é a imagem
direta de C' pela retragao h, segue da sobrejetividade de h que existe (u,v) € C
tal que

&9) = ((A;ZZ? Z))l/p’ <«41:Z>>”") |

Portanto
B(u, ) / 1/p vm!/a ﬁd
- x
m m .At (u v)) Pl (Ay(u,v))le
Blu, ) lgum (u,v) € C
= , para algum (u, v :
At<U,U) P &
Logo
B B(u,v ~
inf (u,v) < (u,v)’ v (a,0) € C,
(u,w)eC At(u U) m
dai segue que
B 1
Bluv) oL ie Bluo). (2.8)
(uw)eC Ai(u,v) = M (uw)ed
Assim, de e (2.8) temos a igualdade
1
in Blu,v) = — inf B(u,v).
(u,v)eC At (U, U) m (uw)eC
Agora note que
B(u,v) 1 :
sup  inf = —. sup inf B(u,v
cec;, (u,w)eC At( ) m Geo, (uﬂ))eé ( )
ccw\{o} Ccw\{0}
1
> —. sup inf B(u,v)= @
m Ceay, (u,v)eC m
ECMm

Por outro lado

B 1
(u,0) < —. sup inf B(u,v)= 6k
(wv)eC Ap(u,v) = M cee, (uw)ed

LY O eW\{0,0)},

CCMm
ou seja,
B(u,v
@ > sup inf (u,v)
m cecy, (u,w)eC .At( )
CCcw\{0}
Consequentemente
t B(u,v
Be(t) = sup inf (u,v) .
m cec, (uw)eC .At( )
CcCcw\{0}

E segue que
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M it sup Ailu, U)
Bk(t) Cccvevc\lfo} (u,w)eC B(u U) .

Enfim concluimos que

Ak(t) = Au(t)

Temos o seguinte teorema

Teorema 2.7. Eziste uma sequéncia de curvas continuas (MNg(t), pk(t)) que
emanam de (Mg, Ap), onde \p € o k-autovalor variacional do problema

quando p =tA\, e é dado por
1 1
s v [ vl
A = inf sup 2 4/9 .

CeCk (up)eC / 7‘(1})|u|0‘|1}|5
Q

Claramente ja mostramos a existéncia pois os funcionais que aparecem no
sistema considerado satisfazem as condi¢oes do Teorema [2.1l Mostremos agora a

continuidade do autovalor com respeito a curva em t, afim de concluir a prova do
Teorema 2.7

Lema 2.8. A curva (A\g(t), ux(t)) € continua. Mais ainda A\ (t) ( respectivamente
pr(t)) € nao crescente ( respectivamente ndao decrescente) em t.

Demonstracao. Desde que

/|Vu|p /|Vv|q
Ak(t) = inf sup
CECk(uvec / ” U’B
g r(z)|ul*fv]

e 1/qt & decrescente, temos que M\,(t) é nao crescente. Agora mostremos a
continuidade de Ai(t). Fixemos ty, pela definicdo de infimo temos que para cada
e > 0, existe um conjunto compacto simétrico que depende deste ¢, digamos C;
tal que:

Ato(u v)
< Ai(to) + 2.9
(usful)lgo B(U U) - k( 0) : ( )
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Consideremos agora t1, logo

.Atl(u v)
A (t < su
k( 1) (u, ’U)SC B(U U)

Atl(uvv) _ At()(u??}) + 'Ato (Uﬂ))

" e | Bluo) ~ Blu,v) | Buv)
() Ag(u)| [ Aniro)
< _
> (ui})lgcs (‘ B(u, U) B(U,U) B(U,U) (210)
< sup At1 (u7v) B At()(u,v) + sup Ato(u, ’U)

(u,v)€Ce B(U, U) B(U, U) (u,w)eCe B(U, U)

Ay (u,v) Ay (u,v)
< DR R A it 2.9
S Blwe) ~ Bluw) | ) F e por )

E lembrando que

Ay (,0) ( / 'V“'”_/ 'V”'q)

sup ————~ = sup
(u,v)€Ce B(U,’U) (u,w)eCe
1
o v
q.Jq
(u,w)eCe B(“? U)
/\VUSP
toq
- u57v6)

onde (ug,v:) € C. & 0 ponto ocorre o maximo da fungao

/ rw
toq

que ¢é atingido devido esta funcao ser continua e estamos sobre um conjunto
compacto C.. Somando-se isto e a desigualdade (2.9) temos que

— o < \i(to) + e (2.11)

Usando as defini¢oes de Ay, e A;, teremos

Vo, |?
_ |1t1—?50|/9| ‘

tltoq B(uea Ue) .

‘ Ay (u,v) Ay (u,0)
B(u,v) B(u,v)




42 2.1. EXISTENCIA DE AUTOVALORES GENERALIZADOS

Disto e das desigualdades (2.10)) e (2.11)) obtemos

[t1 — tol

1

Ae(t1) <

()\k<t0) + 5) + )\k<t0) +e. (212)

Logo,

Ae(t1) — Mi(to) < I t‘ fo (Me(to) +¢) + <.

Trocando ty por tq, e vice-versa teremos

Aie(to) — Mi(t1) < o t‘ il Me(t) +¢) +¢

Assim

to—1 to—1
to —t] 1’(Ak(to)+e)+g,—’“ 1
1 0

i (fo) — Ai(th)] gmax{ (Ak(t1)+e)+5}.

Usando a desigualdade (2.12)) temos:

to—t to—t to—1
< max{|0t 1|(>\k(t0)+5)—|—5,‘0t 1|(Ak(to)+5) {1+5+|0t 1|]}.
1 0 1

Fazendo t; — ty e usando a desigualdade acima concluimos que:

lim |)\1€(t0) — )\k(tl)| <e, Ve > 0.

t1—>to

Ou seja

t1—to

Portanto temos que Ag(t) é continua. O



Capitulo 3

Estimativas para autovalores de
sistemas elipticos quase lineares na
reta

Neste capitulo obteremos estimativas para autovalores do seguinte problema

—(Ju' (@) P2 () = Aar(@)|u]*Pulv]®, @ € (a,b),
(3.1)
—(V' ()72 (x)) = phr(z)ul*v|’?, x € (a,b),

onde as funcoes u e v satisfazem a condicao homegénea de fronteira de Dirichlet

os expoentes satisfazem 1 < p,q < 0o, com

a Py (3.2)

p g
er e LX(Q).
Os resultados deste capitulo seguem do artigo [6] publicado em 2006.

Ao fixar uma reta g = tA, como provado na Se¢do 2.1, encontramos um
conjunto de autovalores variacionais {A; (), pu(t) }x do espectro generalizado, e a
continuidade variando o parametro ¢ foi provado no Teorema [2.7]

3.1 Limites mAaximos para autovalores
generalizados

Nesta secao, obteremos limitantes superiores para todos os autovalores
variacionais do espectro S no caso unidimensional, isto é, considerando o
sistema (3.1) em um intervalo (a,b) com condi¢gdo na fronteira de Dirichlet

43
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obteremos limitantes superiores para todos os seus autovalores variacionais. Esta
generalizacao ¢ possivel devido a estrutura de dominio nodal de um k-ésimo
autovalor de uma equacao.

Teorema 3.1. Sejam p > q e r € L®(a,b) tal que r(x) > m > 0. Entdo o
k-ésimo autovalor variacional do problema sobre a reta p = tA satisfaz

A(t) < A i m~tar <1_9>qu/177
p qt q
onde Ay, € o k-ésimo autovalor variacional do problema de Dirichlet
—(Ju/ (@)~ (2)" = () ul"~*u (3.3)
em algum intervalo (a,b).
Demonstracao. Apresentaremos um limitante superior para o k-autovalor

variacional (Ax(t),tAk(t)) sobre uma reta fixa p = tA.
De fato, sejam Ay o k autovalor variacional de

= (Ju' (@) (@) = Ar()|ul”2u,

e . a correspondente autofuncdo. Entao, pelo Teorema de Sturm-Liouville para
o p-Laplaciano [16], ¢, tem k + 1 zeros em {z;}}_j,a = g < x1 < --- < xp = b.
Seja w;(z) = pi(z) se x € (z;-1,2;) e wi(x) = 0 caso contrario. Agora considere
S a esfera em WP (Q) de raio m, entdo o conjunto

Cck = {(u, |u[P/9 ) Ju € spanfws, - -, wi} N Sm}
tem género k, (a demonstracao desta afirmacao segue as mesmas linhas da

demonstracao de etapa 5 da Segao 2.1) e é admissivel na caracteriza¢ao variacional
de (Ag(t),tAg(t)). Por esta caracterizagao variacional temos:

I I
—/ \u’\p+—/ []*
: P Ja tq Ja
A(t) = inf sup :

CeCk (u)eC / r($)|u|ayv|ﬁ
a

1 [ 1 [°

_/ ’u/|p+t_/ |,U/|q
< sup PJa Z 4 Ja .
(u,’l})eck [0

[ r@ulor

Agora resta ecolhermos adequadamente o par de fungdes (u,v) € CF para
obtermos a cota desejada. De fato, consideremos as funcoes

(3.4)

v = |u\p/q_1u

u = tywy + tawg + -+ - - + Lpwy.
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Agora faremos alguns calculos. Com estas escolhas temos que

b b k
/ T(m)|u|°‘|v|ﬂdx:/ r(z) Ztiwi
@ @ i=1

[0

Hu|p/q_1u{6dm

b k @

:/ r(z) Ztiwi |ul% dx
a i=1
b k “ ok %
:/ r(z) Ztiwi thwj dx
a i=1 j=1
b b F 8 8
PO pg
= [ @) Sl 3 ¥ ¥
a i=1 =1

Il
-
i M o~
I

Ti P8 P8
/ r(@) [T |t da
Ti—1

I
.Mw

/ r(@) [t o de
Ti—1

=1

b k

r(@) > |l [wil” dz

i=1

- /abr(x)]u|pdx.

Entao com estas escolhas concluimos que

I
T~

/abr(x)|u]a|v\ﬂdx _ /abr(x)|u|pdx. (3.5)

_ ~ p _ .
Agora observe que se v = |u[?/7 'y entdo v’ = “|u[P/9"'/. Somando-se isto a
q
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equagao (3.5) e o Teorema obtemos,

1 [ 1 1 [ 1
o Ay Ty e () N R
D Ja tq J. P Ja t
b _
/ r(@)ul o] dz / (@)l o]Pd
1-42
1/b b P
L q(/|w) b
1
P L (1) S ([ )
tq a

/abr(x)|u|pdx ‘ /abr(x)|u|pd1:

Agora, se Aj e ¢ sd0 o k autovalor e a correspondente autofungao do problema

(3.6)

SATSY

— (lw(a) P2 (@) = Ar(@)|w(@)P2w(z) com « € (a,b)
e sabemos que para x € (x;_1,7;), pr = w; temos que:

— (lwi(2) P72 wi(@)) = Apr()|wi(2) [P~ wi(2); 2 € (w1, 24).

Multiplicando a equacao acima por w; e integrando por partes de x; 1 até x;
obtemos:

/ Z |wi|Pdx = Ak/ r(z)|w;|Pde; Vi € {1,--- , k}.
x; Ti—1

Multiplicando esta ultima equagao por |¢;|P obtemos:

/ [t;w;|Pdx = Ak/ r(z)|tiw;|Pdx; Vi € {1, - k}.
Ti—1 Ti—1

Dai temos
Z/ |tw; |pdx—AkZ/ x)|t;w; |Pde.

Pela caracterizacao da funcao w;, concluimos da equacgao acima que:

b p

k
§ /
=1

Da caracterizagao da funcao u escolhida, e da equacao acima chegamos na seguinte
equacao:

dx.

b b
/ |u'[” do = Ak/ r(z) |ul?” dx. (3.7)

Como por hipotese temos que r(x) > m > 0, usando a equagao (3.7) obtemos:

b b
/ |u'|” dz > Akm/ |ul? dx,
a a
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ou seja,
b b
/ lu|? dx < (Akm)_I/ |u' " dz. (3.8)

Voltando na equagao (3.6) e usando as equagoes (3.7) e (3.8) obtemos:

1 b 1 b 1 b 1 q rb
> [ [ S e (B) [ e
D Ja qJa _ a a

b b
/ (@)l o] de / (@) ul o] da

M+i (B)qM (/ab|u’v’)

< r .
/T(x)|u|pdx \4 /r(x)|u|pdx

e e )

/a @)l

b
"p
1 1 q _ / ’U |
/ r(x)|ulPdr

SRS

]

Observacao 3.2. Nao ¢ dificil verificar que o resultado € verdadeiro quando
p = q e neste caso, vale a sequinte desigualdade,

A Ay A 1
G R A —— ~ .
k() < ) + ” ) (1+t>

3.2 A desigualdade de Lyapunov e limites
inferiores

Uma vez que os valores proprios de (3.3)) foram calculados por Drabek e
explicitados por Manéasevich [9] quando r(z) = 1,

km, \?
A= (22
k (b—(l) 3
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obtemos um limite superior explicito no caso do sistema unidimensional quando
r(z) > m > 0. Finalmente em [6] foi estendido os resultados de Protter [13] para o
sistema unidimensional , e melhorarando os limites inferiores dos autovalores.
Em vez de uma bola, foi encontrada uma curva envolvente tipo hipérbole e que
contém os autovalores na regiao.

Agora mostraremos a seguinte desigualdade de Lyapunov, que sera util para
encontrar a curva que limita os autovalores.

Teorema 3.3. Suponha que exista uma solucdo positiva para o sistema
— ([ (@) (2)) = f(@)]u]*?ulv]?, = € (a,b)
—(['(@)|**'(2)) = g(@)|u[*v|v]"?, 2 € (a,b)

em um intervalo (a,b), com condi¢ao de fronteira homogénea de Dirichlet. Entao
temos que

B/a

20H8 < (b — )P/ ( / ’ f(x)d:p) a/p. ( / ’ g(x)dx) : (3.9)

Demonstracao. Consideremos o sistema:
— ([ ()P~ (2)) = f@)]u]*"?ulv]?, « € (a,b)
—(['(@)|*7%'(2)) = g(@)|u[*v|v]"?, 2 € (a,b)

com condi¢ao homogénea de fronteira de Dirichlet

a by (3.10)

p g
b
/ o' (z)dx

Observe que para qualquer ¢ € [a, b], temos:

/ac o' (z)dx

20u(e)| = +

AN
Bﬁ
=
&
o
=
+
o
=,
&
o
S

Agora, usando a desigualdade de Holdder obtemos:

2fu(c)| < (b—a)” (/ab IU’(I)I”dx) ” ,
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1 1
onde —+— = 1. Multiplicando a primeira equagao do sistema por u e integrando

por partes o lado esquerdo de a até b obtemos que:

/ /() Pz = / F(@)u(@) o () Pd.

Escolhendo um ponto ¢ € [a,b] onde |u(z)| ¢ méximo, e d € [a, b] como um ponto
onde |[v(x)| € maximo, teremos:

w0l < @-a ([ soluioripe) ”
< (b= a)u(e)*Plu(d)*” (/abf(@dx) " (3.11)

Fazendo os mesmos calculos mas considerando a funcao v primeiro obteremos:

@) < 0o (f bf<x>|u<x>\arv<x>rﬁdx)”p
1/q

< - @ (o) .

Sejam e; e ey constantes a serem encontradas. Elevando as equagoes (3.11)) e
(3.12)) por estas constantes e; e ey respectivamente, obteremos:

b e1/p
24 < (b= )P [u(e)| P~V fo(d)| P ( / f(x)dgc)

e2/q

b
22 < (b— a)ez/q’|u(c)’(a/q)ez|U<d)|(ﬂ/q—1)ez (/ g(x)dx)
Agora multiplicando estas equagoes obteremos:

20t < (h—a)? T u(e)] GV T ()P e

« (/abf(x)dx)epl (/abg(a:)dx>

Para obter o resultado nos resta acharmos condicoes para que os expoentes de
lu(c)| e |v(d)| se anulem, isto &, e; e ey sdo solugdes do sistema linear homogéneo:

(g—l)el—l-gegzo
p q
éel—l-(é—l)eg:().
p q

Usando a condigao (3.10)) vemos que este sistema possui solugdo nao trivial, ao

£2
P
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qual se resumem a equacao:
e18 = e

Portanto, tomando e; = a e e5 = [ teremos:

20+8 < (b — a)irt B’(/f d:);) (/abg(x)dx> ,

o que prova o Teorema. ]

S
% w

Agora usaremos esta desigualdade para provar o seguinte teorema:

Teorema 3.4. Ezxiste uma func¢io h(\) tal que p > h(X\) para cada autovalor
generalizado (X, 1) do problema[3.4, onde h(\) € dada por

a/B
1 C
-5 (o)

onde a constante C' é dada por

a+p

—a/P(b — a)o/P' B/

Demonstracao. Seja (A, p) o par de autovalores generalizados e (u,v) o par
correspondente que é solucao nao trivial do sistema:

—(|u' ()P~ (2)) = Aar(@)lul]*?ulv]?, = € (a,b)
(W (@) (@) = pBr(z)ul*v|v]’? = € (a,b).
Consideremos agora a constante:

a+p

M=——"-—.
(b—a)r 7

Assim, substituindo as fungdes a seguir, na desigualdade de Lyapunov (3.9),

f(x) = dar(x), g(z) = pbr(z)

e ([rartonas) ([ m)dx)‘?

Rearranjando os termos e usando a condigao [3.10} obtemos:

teremos:

b
M < (Aa)™?(up)a / r(z)dz,
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que nos da:
a/B
M
7 < up.
()xoz)a/P/ r(z)dx
Portanto,
a/B
1 C
% Z B b ’
A\e/p / r(z)dx
onde C' = e isto termina a prova do Teorema. O

a‘WP’



Capitulo 4

Estimativas para autovalores de

sistemas elipticos quase lineares no
R’n

Considere o seguinte sistema eliptico quase linear

—Aju = dar(z)|ul*2ulv]?, z € Q
(4.1)
A = pBr@)ulelel 2z e,
onde as funcoes u e v satisfazem a condicao de fronteira de Dirichlet
u(z) = v(x) = 0 para x € 052,
os expoentes satisfazem 1 < p,q < oo,
S (4.2)

p g
er e LX(Q).

Neste capitulo daremos uma cota superior para o primeiro autovalor
variacional {\;(t), u1(¢)} do sistema (4.1). Quando 2 é arbitrario, este resultado
foi provado em [6].

Mas um dos objetivos principais deste capitulo ¢ mostrar que, em dominios
especiais, neste caso anéis em R™, é possivel estender o resultado de [6] para todos
os autovalores generalizados, sobre a reta i = t\, mas considerando p = ¢, e desta
forma podemos obter resultados semelhantes aos obtidos no Capitulo 3, fato este
que foi conjecturado pelos autores em [6)].

Desta forma, os resultados da Secao deste capitulo sao novos e originais,
pois nao os encontramos ainda na literatura vigente.

52
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4.1 Estimativas para o primeiro autovalor em R”

Nesta secao daremos uma cota superior para o primeiro autovalor variacional
{A1(t), u1(t)} do sistema (4.1]), quando € é arbitrario, este resultado foi provado
por [6].

Teorema 4.1. [Ndpoli e Pinasco [6]]. Seja p > q,r(x) > m > 0. Entdo, o
primeiro autovalor variacional do problema sobre a reta pu = tA satisfaz

o<t mT (fz)qu/p
P qt q

onde Ay € o primeiro autovalor variacional do problema de Dirichlet
—Apu = Ar(z)ulP?u

em algum dominio €.

Demonstragao. Considere o conjunto A = {(u,v)}U{—(u,v)} para todo (u,v) #
(0,0). Pela Proposigao temos que gen(A) = 1, além disso A é um conjunto
compacto simétrico, ou seja A é um conjunto admissivel na caracterizagao dos

autovalores, dai temos,
1 1
> [ wap [ 9o
A(t) = inf sup P Jo at

CeCh (uu
oose ol

> [ wap s [

sup
S KOG
1 1
—/\Vu\er—/Wv]q
P Jo qt Ja '

[ @t

Q

Visto que (u,v) # (0,0) é arbitrario, a desigualdade acima vale para todo

IN

(u,v) € W\ {(0,0)}. Agora considere u = ¢, e v = ©*/%, onde ¢, denota a
primeira autofuncao do problema de Dirichlet

—A,w = Ar(x)|wP?w
em (.

Observe que podemos considerar

[ e =1.
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pois caso / r(z)|p1|P # 1 consideramos a fungao
Q

¥1

([rwlel) v

[ r@lar =1

Com isso, multiplicando a equagao —A,w = Ar(z)|w[P~w por w e integrando

por partes teremos:
[ty =a [ .
Q Q

Assim, considerando a normalizacdao, obteremos que o primeiro autovalor do
problema de Dirichilet é dado por:

Y1 =

Assim obteremos:

n= [P (43)
Q
Agora observe que:

p -1
e

[0 [0 « @
/ (@)l o] = / r(@)r] . ?1]P = / r(@)l o
Q Q Q
Bp

a
Como — + A = 1 temos que av + — = p, daf:
q

p q
[t = [ r@ier =1

Pela desigualdade de Holder temos:

q
Lo = [ (2) 1ot
p
p _
- [ (5) a2 L e (4.4
p 1/s 1/s
p
&) (L) (frer)
q Q Q

e s = ——. Como /r(x)|g01|p = 1 e por hipétese temos que
Q

dai

IN
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r(z) > m > 0 segue que:

1= [r@lel = [ mlaP =m [ ol
Q Q Q

1
P — 4.5
[lal <+ (15)
Logo das equagoes (4.3)), (4.4) e (4.5) concluimos que:

A —1+q/p a
Mty <y (p) AP,
D qt q

Assim

4.2 Transformacao radial do p-Laplaciano

Seja r(z) = r(|z|), ou seja, r ¢ uma funcao radial. Mostremos que a mudanga
de variavel p = |z| = /2] + -+ + 22 transforma a equagao

—Apu = r(z)ufu; 2 € Q={r e R R < |z| < R}

na equacao ,
(p" M (p) P10 (p))” = —Ar(p)p" Hu(p) P~ *u(p)

onde v(p) = u(|z|) = u(p); p € (R, R). Esta é chamada transformagao radial do
p-Laplaciano. De fato, lembremos que

—Apu = —div(|VulP*Vu)
e, se v(p) = u(x), teremos:

Ou(xz) _Ov(p) _d 9 _ .\ Op
or;  Ox; dpv(p)'&ri - (p)'&’ci

e como p = /x% + -+ + 2 temos:
op 1 T Ti X
2L = 2m; = =20
Ox; 2 /224 - F a2 Vit o+a2z ) op
0 i
Portanto u(x) = v’(p)x—, dai temos:
T
Vu(z) =v'(p).—.
]
Assim,

[Vu(z)["~* = [/ (p)|",
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e entao
~Apu = —div(|VulP"*Vu) = —div (|v'(p)]”_2.v’(p)%) :
Como
~aiv (1P 2002 ) = Z o (P02
o (W02 -
— o W) 2 o) (2)
T pP— xiﬂ
= (W o) g2 (o) | L
/ =2 4/ / x_zQ / p=2 4/ 1_ x_zQ
= (W(p)P=2'(p)) -p2+| v'(p) [P0 (p) L} pg},
temos
P>t n
div (|Vul[P~2.Vu) = (['(p)|P 2.0 (p)) = 12 + (V' (p)|P20'( {— — —}

=1

n
2 2 n-—
e, como g r7 = p*, a segunda soma nos resta
i—1
por p"~! obteremos:

, e multiplicando e dividindo

i (Va0 = [0 + o) ()] £

= (P LW (p)P2 0 (p)
Portanto, nossa mudanca de variavel nos da a equacao:

(0" L ()20 (p) = =Ar(p)p" Hu(p) [P (p).

4.3 Estimativas para Autovalores em Anéis

Nesta se¢do, consideraremos Q = {r e R: R < |[z| < R} e p=gq.
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Com o mesmo raciocinio da secao anterior podemos mostrar que o sistema
—Ayu = Xar(z)|[ul*2ulv]?, z € Q
—Ayv = pBr(x)|ulvv|?~2 2 e Q (4.6)
u(z) = v(zr) =0; v € 09,
pode ser transformado em:

(" L ()2l (p) = =Aap™ e (p)ulp)|*Pulp)v(p)l®, p € (R, R)

(p" L ()P 2 (p)) = =B r(p)u(p)|*o(p) P u(p), p € (R, R) (4.7)

u(R) =u(R) = v(R)=v(R)=0.

Observe que consideramos as mesmas funcoes u e v, mas nao ha perigo de
confusao, pois ja mostramos a mudanca de variavel que transforma o sistema
inicial neste dltimo. Sobre este ultimo sistema vamos fazer uma nova mudanca de
variavel. Note que n e ¢ sao niimeros e podem ser comparados. Esta comparagao
estd diretamente relacionada com a mudanca de variavel escolhida. A nossa
mudanca de variavel funciona em um tinico caso que é o seguinte:

n > p. (4.8)

Antes de enunciar o teorema principal faremos algumas mudancas no sistema
(4.7) que serao fundamentais para a demonstracao.

Nas equagoes do sistema (4.7)) faca a mudanca:

p—1

A\
p=p,= (B is) , tal que u(s) =u(py) e v(s) =v(py)
P
onde - -
RR) R)#
= ER g B (49)

== Ry RpiE
Observe que podemos obter s em fungao de p, por

—A
s=——+DB,

n—p

pr
Com estas mudancgas mostraremos que podemos chegar no seguinte sistema:
—([@(s)P@(s)) = ar(p)a(s)als)|*>a(s)|o(s)|?, s € (0,1)
= ()P 20(s) = uBr(pp)a(s)u(s)|*[o(s))"~*0(s), s € (0,1) (4.10)

u(0) =u(l) = v(0)=12v(1) =0,
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onde
» A(:Dylil)p
p—1 '
= (12 ) (411)
ner) (B, - )
e

p—1

pp(s) = (BA” )_ (4.12)

p — S

Notemos que s é uma fungao de p, derivavel e

n—p ~nop g _
s'(pp) = (p _ 1) Appp >0, Vp, € [R, R],

portanto s ¢ uma funcao crescente, logo o minimo e o méaximo de s ocorrem
quando p, = R e p, = R, respectivamente. Como

S(R) - _ﬁz + Bp = —np(RR)np_p n—p + 7WEPR) ~ n—p = O
Rv—1 Rr—1 — Rp—l) Rr1  Rvr1 — Rp1
= o=
() = "

concluimos que s € [0, 1].

Agora, considere a mudanca apresentada. Como u(s) = u(p,) temos que,

dp
—/ o “Fp
w(s) =ulpp)— >,

mas de (4.12) temos
do A (( A\
ds — ds B,—s
% d —(p—1)
= Ay “Is ((Bp —s) )

p=1 (p—1 -1
- A7 () -9

n—p
b1 -1 —p+1-(n—p)
— AT (p ).(Bp—s) e
n—p
p—1 _
p=l fp—1 1-n
— An p. B _ P )
P (n—p)< p — 8)n

Observe que s € [0,1],p > 1, R> R >0,n > pe B, > 1. Com isso podemos



59 4.3. ESTIMATIVAS PARA AUTOVALORES EM ANEIS

d
concluir que % > 0, daf
s

/
dp, "™ ' dpp
S| ey

p—2 d !
.ﬁ> (4.13)
ds

(I (s) P2 (s)) = (u

1o Np=2 dp
<|U (pp)|p 2u (pp)' d_sp

7— / — ! 1 dp p_l /
= (pp ' (pp) [P~ (pp>'pg—1' (d—;) ) :

dp, \"!
(ﬁ) e ver que este

Antes de derivarmos, vamos simplificar o termo

ds

Pp

d
nao depende de s. De fato, pelas definicoes de p, e % temos:
s

p-1 A e p1 p—1
L (den)" v To(a (P B, -9
pp~t \ ds B,—s b n—op P
p—1\"' @uo-m, @-1? 1-m(@-1)_ (p-1)1-n)
= Ay P P (B, —s) v n-p
n—p

-1
_ (2 a
n—op p

Assim, voltando na equagao (4.13) teremos

n—p

(@26 = [pz—wu'(pp)rp—?u'(pp» (=0)

p—1 - 1—p ( n—1|,,/ p—2, 1 ! dpp
- n—p 'Ap (pp [u'(py)] U(Pp)) ds

p—1\"" 1—p @Pp ( i1y p—2, 1 !

n—p
o - d . .
Substituindo a expressao de % e notando que no sistema considerado
s

(pgil'wl(pp)|p72'ul(pp))/ = _)‘O‘pzilr(pp)|u(pp)|a72u(pp)|U(pp)|ﬁ teremos:
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(1 () (s))' =

NPT o, 1-n . o
= (=) Al L (B, — ) dagy r(p)lulpy)I ey 0(py)

A \PTL et 1-n a
= (=) AT g =L (B, — )T dar(y) ()" (e, ooy P

Note que

p—1 1—p+2=L 1—
p—1 n—p n—1p—1 N\, —
(n—p) AP D n—p (Bp 8) b=
p  (e=D(=n+ptl) p=)(n—1) 1-n
. p—]. n—p Ap n—p n—n
o <”*P) Ap (BP*S) (Bp B 5)n ’
P (p*l)(*’rI‘H?Jrl)_;'_(P*l)("*l) 1-n _ (p—1)(n—1)
_ p—1 n—p n—p n—p n-p
_ (=) 5y
P (p—=1)p (1-n)p
_ p—1 n—p =
- (H> A, (B, —s) b
(p=Lp
n—p
_ (p—1>p L
o n—p (n=1p’
(Bp —5) e

e esta expressao ¢ a que chamamos anteriormente de ¢;(s). Assim obtemos:

/

(1@ ()P0 (s))" = —ar(s)Aar (pp)lulp,)|*ulpp) v (py)|”

e, como fizemos a substituicao u(p,) = u(s) e v(p,) = v(s) concluimos que:

(1 ()P~ ()" = =Aar(pp)ar (s)|a(s)|*2a(s) o (s)]”,
que é a equagao que queriamos chegar.

Observe que para a segunda equagao os calculos seguem de modo andlogo
aos da primeira equagao. Portanto considerando a segunda equacgao do sistema e
fazendo a substituicao teremos

(10'(s)°72:0(5))" = —pBr(pg)az(s)las)|o(s)[o(s)| ">,

Daremos um enfoque agora na fungio ¢;(s). Primeiramente note que

oy (PELY 4 e
— AT By —s)
ql(s) (n_p) D n—p ( D S)

Y

como B, > 1 e temos que s € [0, 1], segue que B, —s > 0. Logo ¢|(s) > 0 dai
concluimos que ¢;(s) é uma func¢ao crescente e portanto obtemos

q1(s) > ¢1(0) Vs € [0,1].
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Pela definicao de ¢;(s) temos,

» (p=D)p
p—1\" A"

q1(0) = (n _ p> pznfl)p :
B,""

Por simplicidade chamaremos de D o ntimero tal que

—1\?
D:(p ).
n—p

Queremos encontrar condicdes sobre R e R de tal que forma que

q1<0) 2 17

pois assim estaremos nas condicoes do Teorema |3.1| quando p = q.

Como A, = R%.Bp temos que,

(p—1)p

<R%Bp) n—p (pil)p*(nil)p 3 R P
Q1(O) =D. (n=1)p - DRPBP = DRpop =D <Ep) ‘

B,
Substituindo a expressao de B, obtemos que

—n—p n—p
Rv»=1 — R»T)
oy

Ry

Assim, ¢;(0) > 1 se, e somente se, vale

1 —n—-p n—p —n—p —n—-p 1 1 H+1
DaRGh4—RM>2Rw1¢>Rw%pﬁR—Q2[thl.

Entao uma primeira condi¢ao aparece sobre R, visto que o termo do lado direito

da ultima desigualdade é positivo e R também &, obrigaremos que o termo
1

(D?».R — 1) seja positivo, ou seja:

R>—t. (4.14)

p

Considerando isto, acharemos uma condigdo para R envolvendo R. De fato
voltando na desigualdade e isolando R teremos

p—1
1 n—p —
—» _ Dv.Ror1 ! "

1 P4l
R% > 1 Dr Rpr-T
D».R—1

& R> : (4.15)
D».R—1

Portanto para que tenhamos ¢;(t) > 1 devemos tomar

1
R>—

Dv»
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e
1 nep 755
_ Dr Rp=1tL|"7?
R>max( R, | ——— (4.16)
D».R—1
Como j& vimos, a equacao
—Apu = Ar(z)|ufP?u (4.17)

é equivalente a equacao

(02110 (o) P71 (pp)) = =X (pp) 0" v () [P~ 20(py)

por meio da transformacgao radial. Sobre esta equacao fazendo, as mesmas
mudancas apresentadas acima obtemos uma equacao diferencial equivalente dada
por

/

= ([a'(s)]"2.(s))

Agora podemos enunciar o principal teorema desta secao:

= Xr(pp)ai(s)u(s)~*a(s), s € [0,1]. (4.18)

Teorema 4.2. Considere r € L>®(Q2) tal que r(x) > m > 0 e r(z) = r(|z]), ou
seja, r € uma funcao radial. Considere R e R satisfazendo as condicoes (4.14
e respectivamente. FEntao, o k-ésimo autovalor variacional do problema

sobre a reta

p= 1A,
satisfaz
A Ag
Ae(t) < == 4+ =2
) p pt

onde Ay, € o k-ésimo autovalor variacional do problema de Dirichlet

—Ayu = Mr(z)|ulP?u; z € Q C R,

Q={reR"/R<|z| <R}

Demonstracao. A demonstracao segue por meio das mudancas de variaveis ja
apresentadas. De fato, ja vimos por mudancas de variaveis que o seguinte sistema

—Ayu = Xar(z)|ul*2ulv]?, z € Q
Ay = pfr(z)|ul*|’2 2 eQ

u(z) = wv(z)=0, x €N
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é equivalente ao sistema
—([@ ()P (s) = dar(py)ar(s)|als)|*a(s)[o(s)’, s € (0,1)
—([T(s)P27(s)) = uBripp)a(s)|als)|*o(s)|”~*o(s), s € (0,1)
u(0) =u(1l) = v(0)=19v(1)=0.
Portanto, os autovalores destes sistemas sao os mesmos. Ja vimos também que a

equacao
—Ayu = () |ulfu, r € Q CR",

é equivalente a equacao
— ([@ ()PP~ (s))" = Ar(pp)an(s)|u(s)]Puls), s € [0,1].

Portanto nosso teorema estad nas condigoes do Teorema quando p = ¢q. De
fato, considere

assim temos o sistema

— ([ ()P (s) = dai(s)u(s)|**a(s)|o(s)|%, s € (0,1)

—([0'(s)P20(s)) = uBr(s)la(s)|*fo(s))"~0(s), s € (0,1)

u(0) =u(l) = o0(0)=1v(1)=0.

p
n—p
1

oy

onde p, = |z|, s= + B,, e qi1(s) é dada por (4.11)). Observe que

7(s) =71(p)q(s) = r(p) = m,

pois ja mostramos que ¢;(s) > 1 nas condicdes de R e R. Logo, sob estas
condigoes, nosso sistema considerado é equivalente a um sistema do tipo

—(lu' (@)~ (2)) = Aar(x)|ul*2ulv]?, em Q,
—(W' (@)~ () = pBr(z)lul*v]v]’~?, em Q,

e a equagao
—Ayu = Ar(z)ufu; z € Q C R,

é equivalente a uma equacgao do tipo

—(Ju/ (@) (2)" = () |ul"~u.
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Assim, pelo Teorema quando p = ¢, concluimos o resultado, ou seja:

A —14aq/p a A, A
Ae(t) < =£ 4 m__ (12) Ai/p _ 2k, Dk
D qt q p pt

Observacao 4.3. O caso quando p > q, continua em aberto.
Também conseguimos uma limitacao dos autovalores por uma curva que é o
seguinte Teorema:

Teorema 4.4. FEziste uma fungdo h(\) tal que p > h(\) para cada autovalor
generalizado (X, 1) do problema ({4.6), onde h()\) € dada por

I

onde

» (P:l)P
m= () A
q1 - " — . (n—1)p ?
p (Bp —1)

A, e B, sao dadas por e pp(s) € dada por (4.19).

Demonstragao. De fato, como ja mostramos que o problema (4.6)) ¢ equivalente
ao problema

—([@ ()2 (s)) = Aar(py)ar(s)]u(s)|* *a(s)[o(s)%, s € (0,1)
—([(s)P20'(s))" = uBr(pp)ar(s)u(s)|*[o())**o(s), s € (0,1)
u(0)=u(l) = v(0)=19v(1)=0.
Podemos usar o Teorema [3.3| para as fungoes

f(s) = Xar(pp)qi(s) e g(s) = uBr(py)qi(s).

Como s € [0, 1] e estamos considerando p = ¢ segue que

20th — op,
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Assim

» < (f 1 Aar(p,())an(s)ds ' (/ 1 wr(,op(s))ql(s)czs)g

Portanto,
%
pB > - 2p1
CaF (1) [ rlpns)ds
0
%
- 1
A\» d
| rtoptsas
onde C = agp
arq (1)
Conclusao,
%
=3 | T p
% d
/0 F(ppls))ds




Consideracoes Finais

Neste trabalho consideramos um sistema eliptico quase linear, a principio no
R™. Para o sistema em R obtemos uma estimativa para todos os seus autovalores,
em que {2 C R é qualquer e estamos sobre a reta u = tA. Ainda conseguimos
uma curva do tipo hipérbole que limita os autovalores por baixo. Para o sistema
em R" a mesma estimativa é valida somente para uma classe se conjuntos em R",
isto quando estamos sobre uma reta u = t\, e também encontramos uma curva
do tipo hipérbole que limita por baixo os autovalores. Estas conclusoes se deram
por meio de mudancas de varidveis no sistema considerado e o uso de métodos
variacionais para a caracterizacao dos autovalores variacionais do sistema.

Na prova do Teorema 1.3 de [6] foi encontrado um erro de grafia. Desta forma,
gostariamos de fazer um agradecimento ao Professor Juan Pablo Pinasco por ter
respondido nossa correspondéncia sobre tal erro e sugeriu a correcao na escolha
do conjunto C%, usado na prova do Teorema desta dissertacao.
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