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Resumo

BRETAS, Jane Lage, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2011. Singu-
laridades de aplicacoes estaveis de superficies fechadas e orientadas em S2.
Orientadora: Catarina Mendes de Jesus. Co-orientadores: Alexandre Miranda Alves e
Simone Maria de Moraes.

Esta dissertacao é dedicada ao estudo de aplicagoes estaveis de superficies fechadas e
orientadas na esfera. Vamos estudar grafos como invariantes de tais aplicagoes estéveis
e de acordo com Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster [14], todo grafo bipartido é
realizado por aplicagoes estaveis desse tipo, com grau arbitrario. Segundo Demoto [2],
vamos mostrar que o contorno minimal de uma aplicacao estavel f entre duas esferas

possui exatamente 2deg(f) cispides e nenhuma auto-interse¢ao.
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Abstract

BRETAS, Jane Lage, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February of 2011. Singu-
larities of the stable maps to the closed and oriented surface on S2?. Advisor:
Catarina Mendes de Jesus. Co-advisers: Alexandre Miranda Alves and Simone Maria de
Moraes.

This dissertation is devoted to the study of stable maps from closed orientable surfaces
to the sphere. We study graphs as invariants of such maps and according to Hacon, Mendes
de Jesus and Romero-Fuster [14], every bipartite graph is realized by a stable map with
arbitrary degree. According to Demoto [2|, we show that the minimal contour of a stable

map f between two spheres has exactly 2deg(f) cusps and no self-intersections.



Introducao

Em 1955, Whitney publicou o artigo On Singularities of Mappings of Euclidean Spaces.
1. Mappings of the Plane into the Plane, que se tornou um fundamento para uma nova
teoria sobre aplicacoes estaveis do plano no plano. Whitney determinou que um germe
de aplicagao em cada ponto é equivalente a um ponto regular, ou ponto de dobra ou
uma cuspide. No final dos anos 50, Thom [28| notou que esses resultados poderiam ser
incorporados a uma nova teoria: a Teoria das Singularidades.

Um problema classico da Teoria de Singularidades ¢ a classificacao de aplicagoes es-
taveis, a menos de equivaléncias, em particular, a A-equivaléncia. Os rumos da pesquisa
no sentido de resolver este problema se resumem, em muitos casos, na tentativa de en-
contrar invariantes que permitem classificar boa parte das aplicagoes.

No inicio da década de 90, Vassiliev [29] desenvolveu um método para a obtencao de
invariantes de isotopia locais nos espacgos das funcoes. Essa técnica se baseia no estudo
da estrutura do subconjunto discriminante, formado pelas aplicacoes nao estaveis.

Desde entao, varios pesquisadores se interessaram em aplicar os invariantes tipo Vas-
siliev em diversas areas, dentre eles: Arnold [1| nas imersoes de curvas no plano, Goryunov
[10] nas aplicagoes estaveis de superficies em R3 e Aicardi e Ohmoto [26] no contorno
aparente das aplicacoes estaveis do plano no plano.

No caso de aplicagdes estaveis no plano, os invariantes estudados por [26] e [15] ndo
sao suficientes para classificar todas tais aplicacoes. Isso acontece quando o contorno
aparente de duas aplicacoes estaveis nao A-equivalentes possui o mesmo valor para esses
invariantes.

Este fato motivou a busca de um novo invariante, do ponto de vista global, que depende
da topologia do conjunto singular, sobre a superficie do dominio da aplicacao.

Em [11], Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster apresentaram um invariante para o
caso de superficies orientadas no plano: o grafo, que é associado ao dominio da aplicacao,
juntamente com o seu conjunto singular. Neste caso, dizemos que o grafo é dual ao
conjunto singular na superficie. Este invariante caracteriza completamente a superficie

do dominio: género, tipo topolégico do complemento do conjunto singular, assim como o



nimero de componentes singulares.

Surgem entao algumas questoes, tais como Quais grafos podem ser associados a apli-
cagoes estdveis entre superficies? E quais grafos estao associados as aplicagoes sem cispi-
des?. Em [12] e [13], buscando responder estas questoes, estes mesmos autores caracteri-
zaram os grafos que podem ser realizados por aplicacoes estaveis de superficies orientadas
no plano e aplicacoes sem cuspides, conhecidas como aplicacoes dobras.

Essa técnica de associar grafos a aplicagoes estaveis foi também estendida para outras
aplicagoes estaveis como: aplicagoes estaveis de superficies fechadas e orientadas na esfera,
por Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster em [14]; aplicagoes estaveis de 3-variedades
orientadas e fechadas no R* por Mendes de Jesus, Oset e Romero-Fuster, em [23| e
aplicacgoes estaveis de Gauss de superficies fechadas e orientadas imersas no 3-espaco, por
Mendes de Jesus, Moraes e Romero-Fuster em [24].

Neste trabalho, o nosso objetivo é tratar especialmente das aplicacoes estaveis de
superfices fechadas e orientadas na esfera. Uma parte do trabalho, a que trata dos grafos
associado a aplicagoes estaveis, estd baseada na referéncia [14]. A outra parte, tratamos
apenas das aplicacoes da da esfera na esfera, onde estudamos o contorno minimal destas
aplicagoes com grau arbitrario e esta baseada no trabalho do Demoto, [2], publicado em
2005, onde ele utiliza alguns resultados do trabalho do Francis [6].

Os dois trabalho, [14] e 2], usam o Teorema de Quine, do trabalho [27], para afirmar
alguns dos resultados. Dado a importancia deste resultado, apresentamos uma nova de-
monstracao para este Teorema, que estd no apéndice, via transi¢oes de codimensao um
que altera o niimero de componentes do conjunto singular. Estas técnicas também sao
usadas para tratar dos grafos de aplicacoes, onde f : M — S? é uma aplicacoes estavel
e M uma superficie fechada e orientada, o conjunto singular > f é constituido por uma
uniao finita e disjunta de curvas que separa M em componentes conexas e disjuntas. As
regioes sao associadas aos vértices do grafo e as componentes de X f as arestas. Os grafos
obtidos dessa maneira constituem um invariante global para as classes de 4-equivaléncia
de aplicagoes estaveis de M na esfera, com o mesmo grau.

Utilizando a formula de Quine para aplicacoes estaveis da esfera na esfera, Demoto

mostrou em [2], que:

1. Se duas aplicacoes estaveis da esfera na esfera, com grau dois, realizam o contorno

minimal, entao elas sao A-equivalentes.

2. Se uma aplicacdo f : S? — 52, realiza o contorno minimal, entdo o contorno irre-

dutivel de f possui exatamente 2deg(f) cuspides e nenhuma auto-intersegao.

Com isto, duas aplicagoes estaveis entre duas 2-esferas que realizam o contorno mini-

mal, com graus distintos, podem ser diferenciadas pelo niimero de ciispides do contorno

2



aparente.

Assim, dividimos o presente trabalho da seguinte forma:

No capitulo 1, vemos alguns conceitos e resultados preliminares necessarios para este
trabalho. Comecamos com os complexos regulares e a caracteristica de Euler de uma
superficie compacta, seguida de alguns conceitos relevantes da Teoria de Grafos.

Apresentamos também alguns conceitos da Teoria de Singularidades, do ponto de
vista da Topologia Diferencial, tais como os k-jatos, a C'*°-topologia de Whitney, alguns
conceitos de aplicacoes estaveis e a nocao de conjuntos singulares, considerando em par-
ticular, o caso de aplicagoes de superficies na esfera. E para finalizar, definimos a noc¢ao
de grau de uma aplicacdo. As referéncias utilizadas sao [5], [7], [9], [18], |20], [30], [31] e
[32].

No capitulo 2, apresentamos grafos com pesos nos vértices como um invariante global
de aplicagoes estaveis, que serve para auxiliar outros invariantes ja conhecidos na classi-
ficacao dessas aplicacoes. Tomamos como principais referéncias os trabalhos de Aicardi e
Ohmoto [26] e Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster [11], [13], [14].

Ja no capitulo 3, estudamos o contorno aparente de aplicagoes estaveis da esfera na
esfera, tomando como principal referéncia o trabalho de Demoto [2], de Francis [6] e Quine
|27]. O nosso objetivo é estudar o contorno minimal de uma aplicacdo estavel entre duas
esferas, levando-se em consideracao o grau da aplicacao, o nimero de ctspides e o0 niimero
de auto-intersecao do seu contorno aparente.

Para finalizar, apresentamos no apéndice, uma demonstracao para um caso particu-
lar do teorema de Quine, sobre aplicacoes estaveis na esfera, que estd enunciado como
o corolario 2.38. A técnica usada na demonstracao é a relacao dos sinais das cuspides
nas transi¢oes de codimensao um, a caracteristica de Euler do complemento do conjunto

singular antes e ap6s as transicoes e o grau da aplicacao.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo veremos alguns conceitos e resultados preliminares necessarios para este
trabalho. Comegaremos com os complexos regulares e a caracteristica de Euler de uma
superficie compacta, seguida de alguns conceitos relevantes da Teoria de Grafos.

Apresentamos também alguns conceitos da Teoria de Singularidades, do ponto de
vista da Topologia Diferencial, tais como os k-jatos, a C*°-topologia de Whitney, alguns
conceitos de aplicagoes estaveis e a nocao de conjuntos singulares, considerando em par-
ticular, o caso de aplicagoes de superficies na esfera. E para finalizar, definimos a noc¢ao
de grau de uma aplicacao. As referéncias utilizadas sao [5], [7], [9], [18], [20], [30], [31] e
[32].

1.1 Complexos Regulares e Caracteristica de Euler

A classificacao de espagos topoldgico é um problema classico da Topologia. Se o é um
invariante topologico e X e Y s@o topologicamente equivalentes, entdao a(X) = a(Y’). Em
geral, um invariante topologico diferencia dois espacos nao homeomorfos, ou seja, nao
topologicamente equivalentes.

Nesta se¢ao, vamos introduzir um invariante topologico completo (ver [18]) para di-
ferenciar superficies compactas: a caracteristica de Euler, tendo como pré-requisito, os
simplexos.

As principais referéncias utilizadas sao [7], [18], [20] e [30].

1.1.1 Complexos Regulares

Definicao 1.1 1. Uma 0-célula dimensional é um ponto A.



2. Uma 1-célula dimensional é um segmento de reta a = AB, onde A e B sao

0-células.

3. Uma 2-célula dimensional € um poligono 0 = ABC, geralmente um tridngulo, onde

AB, AC, BC sado 1-células.

Além disso, dados o uma k-célula e T uma [-célula, dizemos que T < o se T € uma

face de o.

Definicao 1.2 Uma n-célula é um conjunto cujo interior é homeomorfo a um disco n-
dimensional D" = {x € R™ : ||z|| < 1} com a propriedade adicional de que sua fronteira
deve ser diwvidida em um nimero finito de células com dimensoes menores, chamadas faces

da n-célula.

Exemplo 1.3 Uma célula 3-dimensional € um poliedro sdlido, geralmente um tetraedro,
com poligonos (face do poliedro), segmentos de reta (arestas do poliedro) e pontos (vértices

do poliedro.)

De modo geral, as faces de uma n-célula sao as células de dimensao menor: pontos
finais de uma 1-célula sao as 0-células, a fronteira de uma 2-célula consiste de 1-células e

0-células e as faces de uma n-célula consiste e O-células, 1-células, ..., n — 1-células.

Definicao 1.4 Um n-complexo regular é a uniao de k-células, com 0 < k < n, ou

seja, K = U k-células.

k=0

Observemos que se ¢ < j, entao i-complexo € j-complexo.
[0} [0}
) ° N ﬂ
Ko Ky K>
Figura 1.1: Construgao de um 2-complexo.

Observacao 1.5 O n-complexo reqular K e o espaco original X sao espagos distintos,

pois X € um conjunto de pontos, enquanto K é um conjunto de células.

Definigao 1.6 Seja K um n-complexo regular, o espag¢o subjacente X de K, denotado

por |K|, é o cojunto:



X=|K|={z:z€v€K; v uma célula em K}.

Definicao 1.7 A caracteristica de Fuler de um n-complexo reqular K, denotada por

X(K), é a soma alternada das células do complexo K, ou seja,
X(K) = #(0-célula) — # (1-célula) + # (2-célula)— ... (—1)" #(n-célula),
onde # (r-célula) denota o nimero de r-células do complezo K.

Exemplo 1.8 Para K um 2-complexo, denotando F = #{faces}, A = #{arestas} e

V' = #{vértices}, a caracteristica de Euler é dada por:

X(K)=V—A+F

1.1.2 Superficies

Nesta se¢ao, vamos estudar uma classe importante de complexos: as superficies.

Defini¢ao 1.9 Uma wvariedade n-dimensional é um espago topoldgico tal que todo
ponto possui uma vizinhanc¢a equivalente a um disco aberto n-dimensional, centrado em x
e com raio r, D"(x,r) ={y € R": ||z —y|| <r}.

Definicao 1.10 Uma superficie é uma 2-variedade.
Exemplo 1.11 A esfera, o k-toro e o cilindro sao exemplos de superficies.

Definicao 1.12 Uma n-vartedade com bordo é um espaco topoldgico tal que todo ponto
tem uma vizinhanca topologicamente equivalente ou a um disco n-dimensional ou a meio
disco DY} = {x = (x1,---,2,,0) € R" : ||z|| <71 e x,, > 0}.

Definicao 1.13 Pontos do bordo de uma n-variedade sao os pontos cuja vizinhanca €

meto disco.

Figura 1.2: Ponto do bordo e sua vizinhanca.

Exemplo 1.14 O bordo de um cilindro circular reto finito consiste de dois circulos, en-

quanto a esfera e o k-toro nao possuem bordo, ou seja, sao superficies sem bordo.



Definicao 1.15 Um espacgo topoldgico 2-dimensional M € trianguldvel se o seu es-
paco subjacente K homeomorfo a M possui apenas células triangulares que satisfazem
a condi¢ao de que dois tridngulos sao indentificados ao longo de uma aresta ou somente

em um vértice ou sao disjuntos.

Definicao 1.16 Uma triangulacao do complexo K ¢ dito complexo simplicial ou uma

triangulacao em M. Uma célula de um complexo simplicial € dito stmplex.

Defini¢ao 1.17 Uma triangulagdo de uma superficie (sem bordo) é um simplicial
2-complexo tal que :

1. cada aresta € identificada com exatamente uma outra aresta,

2. um dado vértice pode pertencer a n tridngulos, denotados por Ti,...,T,, de modo
que nesta sequéncia, dois a dois tridngulos sao adjacentes e possuem uma aresta em

comum e T, identifica com T ao longo de uma aresta.

Definicao 1.18 Uma superficie ¢ compacta se, e somente se, qualquer triangulacao

possut um numero finito de triangulos.

Definicao 1.19 Uma superficie é conexa se, e somente se, uma triangulacao pode ser
arranjada na ordem T, ...,'T,,, de modo que cada tridngulo possui no minimo uma aresta

identificada com aresta de outro triangulo anterior.

Figura 1.3: Triangulacao da 2-esfera.

A figura 1.3 ilustra uma triangulacao da 2-esfera. Como podemos ver, cada triangulo
possui pelo menos uma aresta em comum com outro triangulo. Além disso, qualquer
triangulacao de uma esfera é finita. Portanto a esfera é compacta e conexa.

Seja M uma superficie compacta e conexa, como foi demonstrado em [18], se K é um
2-complexo regular, tal que seu espaco subjacente | K | é homeomorfo a M, entao K e
M possuem a mesma caracteristica de Euler. Este ntiimero comum a estes 2-complexos
é entao chamado de caracteristica de Euler da superficie e utilizaremos a mesma

notacao.
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Figura 1.4: Caracteristica de Euler do disco D?.

Exemplo 1.20 O disco fechado D? possui a mesma caracteristica de Euler que uma
regiao triangular. Com efeito, tome trés pontos nao colineares no plano. Una-os com
arestas e considere uma face na regiao delimitada por esta figura. Temos entao um 2-
complexo K cujo o espago subjacente € uma regiao triangular do plano, como ilustra a

Figura 1.4. Como esta regiao pode ser deformada continuamente em um disco fechado,

seque que X(D?) = X(K). Em K,V =3, A=3 ¢ F =1, logo, X(D?) =1,

1.1.3 Caracteristica de Euler de Superficies

Teorema 1.21 [18] A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico completo para

superficies compactas, orientadas, conexas e sem bordo.
Proposigao 1.22 [18] Se My e My sao superficies compactas e conexas, entao
X (M U Ms) = X(My) + X(Msy) — X (M N M,).

Sejam M; e M, duas superficies disjuntas. Em cada uma delas, removendo um pe-

b
queno disco, obtemos as superficies M| e M) com uma nova componente de bordo cada,
denotadas por c; e cp. Colando ¢; e cg, como exemplifica a Figura 1.5, formamos uma

nova superficie.

C
_9 ﬁ ~J
C,
T2 2T T 21>

T2# 2T 3T?
Figura 1.5: Soma conexa do toro com o 2-toro.

Definicao 1.23 A soma conexa de M, e M, denotada por My#Ms € a nova superficie

obtida na descricao acima.

Observacao 1.24 Ao efetuarmos a soma conexra de uma superficie qualquer com a es-

fera, nao alteramos (a menos de homeomorfismo) a superficie. Em outras palavras,
MH#S5? = M, seja qual for a superficie M.
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Figura 1.6: Soma conexa de uma superficie com S2.

Na Figura 1.6, a superficie M foi obtida pela soma conexa da esfera com a superficie M.
Para realizarmos a soma, obtemos S’ retirando um disco da esfera e obtemos M’ retirando
um disco de M. A superficie M obtida é a unidao de S’ e M’, logo pela Proposicao 1.22 e
pelo Teorema 1.28, temos:

XS'uM) = XS+ x(M)—Xx(S"'NnM)
= 2-1)+(X¥(M)—-1)-0=2x(M),

pois X(S" N M’) é um circulo e portanto a sua caracteristica é zero. Segue pelo teorema

1.21, que a soma conexa de uma superficie M com a esfera é topologicamente equivalente
a M.

Teorema 1.25 [18] Toda superficie compacta, orientdvel e sem bordo é homeomorfa a

esfera ou a soma conexa de n toros.

Defini¢ao 1.26 O género de uma superficie M, g(M), corresponde ao nimero de toros

presentes nela.

Teorema 1.27 [18]/ Uma superficie compacta, orientdvel e com bordo é homeomorfa a

esfera ou a soma conexa de n toros, com um nimero finito de discos remouvido.

Teorema 1.28 [20] Seja M uma superficie orientdvel com k componentes de bordo. A

caracteristica de Euler de M é dada por
X(M)=2-29(M) — k.
Corolario 1.29 Se M ¢ uma superficie orientdavel sem bordo, entao

X(M) =2 — 2g(M).



1.2 Grafos

Nesta se¢ao vamos introduzir alguns conceitos da Teoria dos Grafos necessarios para este
trabalho. As referéncias sao [30] e [18].

Definicao 1.30 Um grafo G ¢ um 1-complexo regqular conezo.

Uma aresta em G conectando dois vértices u e w serd denotada pelo par [u,w| ou,
simplesmente, por uw. Neste caso, dizemos que os vértices u e w sao adjacentes. As
arestas de um vértice u sao aquelas que se conectam a este vértice, isto é, as arestas de GG
do tipo uw. Quando u possui apenas uma unica aresta, u é chamado vértice extremo.
Neste caso, a aresta de u é dita aresta extrema. Um lago em G é uma aresta da forma

uu.

(a) (b) () (d)

Figura 1.7: Exemplos de grafos.

Exemplo 1.31 Na Figura 1.7, temos quatro exemplos de grafos. Em (a) nao ocorrem

ciclos, em (b) e (c) ocorrem um ciclo e em (d) ocorrem quatro ciclos.
A seguinte defini¢ao é dada em [18].
Teorema 1.32 [18] Seja G um grafo, o nimero de ciclos em G ¢ dado por:
1-V+A,
onde V e A sao, respectivamente, o numero de vértices e arestas de G.
Definicao 1.33 Uma drvore é um grafo G que nao possui ciclos.

O grafo ilustrado em 1.7 (a) é um arvore.

Os teoremas 1.34 e 1.35 a seguir foram apresentados em [18].
Teorema 1.34 Dado um grafo G, se G é uma drvore, entao X(G) = 1.

Demonstracao: Pela definicao 1.30, G é um l-complexo, logo pela definicao 1.7,
X(G) =V —A. Por ser arvore, G nao possui ciclos. Segue do Teorema 1.32 que X' (G) = 1.

O
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Teorema 1.35 [18] A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico para grafos.

Definicao 1.36 Um grafo é dito bipartido se é possivel atribuir sinais = a cada um de

seus vértices de forma que cada aresta conecte vértices de sinais opostos.

Teorema 1.37 [30] Um grafo € bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos tém
tamanho par. Consequentemente, toda drvore € um grafo bipartido.
Nos exemplos (b) e (d) da Figura 1.7, temos grafos com ciclos de tamanho quatro, ou

seja, grafos bipartidos e em (¢), o grafo com ciclo de tamanho trés, logo nao é bipartido.

Definicao 1.38 Dois grafos G e Gy sao ditos isomorfos se existe uma bijecao
p : V(Gy) — V(Gs) preservando adjacéncias; isto é, uw € A(Gy), se, e somente se,
p(u)p(w) € A(Gs), onde V(G;) e A(G;) sao respectivamente os vértices e arestas do grafo
Gii=1,2.

Definicao 1.39 Um grafo com peso é um grafo em que a cada um dos seus vértices

estd associado um numero natural.

Neste trabalho, os grafos que iremos considerar serao apenas grafos com peso. Para

simplificar a partir de agora iremos chama-los apenas de grafos.

1.3 Aplicagoes Estaveis

Apresentaremos alguns conceitos da Teoria de Singularidades do ponto de vista da Topolo-
gia Diferencial, tais como a topologia de Whitney, conceitos de aplicagoes estaveis e con-
juntos singulares.

As principais referéncias sao |9], [31] e [32].

Definicao 1.40 Seja M um espaco topoldgico nao vazio, dizemos que M € uma variedade
diferenciavel de dimensao n se, e somente se, para qualquer p € M, existemn abertos V,,

em M contendo p, U, aberto em R" e v : V,, = U, um difeomorfismo.

Dadas duas variedades diferenciaveis X e Y, denotamos por:

i) C"(X,Y) := espago de todas as aplicagoes de X em Y de classe C". Se X =Y

escreveremos simplesmente C"(X).

ii) C>*(X,Y) := espaco de todas as aplicagoes de classe C*° de X em Y. Se X =Y

escreveremos simplesmente C*(X).

11



Observacao 1.41 Sejam X e Y wvariedades diferencidveis e f: X — Y uma aplicacao

diferencidvel. Se f tem posto mdzrimo, entao:
i) f € uma imersao se, e somente se, dimX < dimY.
ii) f € uma submersao se, e somente se, dimX > dimY.

ii) f € um mergulho se, e somente se, f € uma imersao injetiva.

1.3.1 Jatos

Definicao 1.42 Dadas X e Y duas variedades diferencidveis e v € X, dizemos que duas

aplicagoes diferencidveis f,g: X — Y com f(x) = g(x) =y tém:

(1) contato de primeira ordem em x se, e somente se, (df ), = (dg)., como aplicagies
de T, X — T,Y. Notagao: [ ~, g.

(2) contato de ordem k, com k > 1 em x se, e somente se, (df) : TX — TY tém
contato de ordem k — 1 com (dg) em todo ponto de T, X. Notagao: f ~y g.

Observacao 1.43 Equivalentemente, sejam U um subconjunto aberto de R™ e p um
ponto de U. Sejam f,g : U — R" aplicagoes diferencidveis, entao f ~, g em x se, e

somente se

el fi dllg;
dze ) T e (z),

Vo multi-indice tal que |a| < k, onde f; e g; sao as fungoes coordenadas de f e g com

1<t <nexy,...,xy as coordenadas de p em U. Isto quer dizer que f ~y g se, e somente

se, [ e g possuem o mesmo desenvolvimento de Taylor de ordem k.

A relagao “contato de ordem k” definida acima é uma relacao de equivaléncia sobre o
conjunto C;  (X,Y’) das aplicagdes r vezes diferencidveis de X em Y, cuja imagem de z &
y. Denotaremos por Ji7(X,Y) = C; ,/ ~. Quando r = oo, fazemos J} (X,Y). Sejam
JEN(X,Y) = U(xy (XxY) Jk y(X,Y) e JHX,Y) :U( Y)E(XXY) Jk (X Y).

Definigao 1.44 Os k-jatos sio os elementos de J*(X,Y).

Definicdo 1.45 Seja 0 = j*f(x) € J¥(X,Y) um k-jato, onde f é um representante
da classe de equivaléncia de o em vaf(x) (X,Y). Chamaremos x € X de fonte de o e
y = f(z) a meta de o. Consequentemente temos a aplicacdo fonte o : J*(X,Y) — X e
a aplicagdo meta 3 : J*(X,Y) — Y, dadas respectivamente por a(c) = z e (o) = f(x).

12



Se denotamos por A o espaco dos polinémios de grau menor ou igual a k em m va-

ridveis com coeficientes em R e que se anulam na origem, teremos o seguinte isomorfismo

A~ RY onde N = dmk) + dmk — 1) + ... + d(m,1) e
dim, k) = % Consequentemente podemos considerar A* uma variedade C*.
De forma analoga, Bfmn = @"  AF ¢ também uma C*-variedade, cuja dimensdo é

dimB}, , = n-dimA¥, =n - N.

Teorema 1.46 ([9] p.40.) Sejam X e Y C™-variedades tais que dimX = m e
dimY = n. Entio J*(X,Y) é uma C®-variedade de dimensio m + n + dimB}, . e as

aplicacoes v e B sao submersoes C™.

Sejam X e Y variedades C*. Denotamos por X* = X x X x ... X X e definimos:

sVé,ZGS
X0 = {(xl,...,:pn) € X%z, #x; para 1 <i1<j< s}
Seja o : J¥(X,Y) — X a aplicacio fonte, definimos a aplicacio

o (JHX,Y)) — X

(01,...,05) — a*(oq,...,0%)

da seguinte forma a®(oq, ..., 04) = (a(01), ..., a(05)) = (21, ..., T).

Definigao 1.47 Seja J*(X,Y) a variedade dos k-jatos de X em 'Y, definimos o espago
de multi-jatos de ordem k em s varidveis, denotado por J*(X,Y), como sendo o

sequinte subconjunto de J*(X,Y)*:
JHXY) = (@) 7HXY), ou seja
JHXY) = {(01, n0s) € JNX, Y aloy) # aloy), para todoi # j}.

Observacio 1.48 Como X € aberto em X° seque que (J*(X,Y) = (®)"H(X®)) ¢ um

aberto em (J*(X,Y))*, e portanto uma subvariedade diferencidvel.

Definicao 1.49 Seja f : X — Y uma aplicagao C", o s-mults k-jato de f € a aplicacao
G X©) — JNX,Y) dada por:

i (@1, ws) = (P f (1), 55 (2)).

13



1.3.2 A Topologia C* de Whitney

Sejam X e Y variedades diferenciaveis. Consideremos k um inteiro nao negativo e & um
subconjunto de J*(X,Y). Denotamos por M*(U) o seguinte subconjunto de C*°(X,Y) :

MEU) = {f € C¥(X,Y); " f(aU)) S U}
E facil ver que M*(U) N\ MEV) = M*UNY).

Lema 1.50 A familia de subconjuntos { M*(U)}, onde U é um aberto de J*(X,Y), forma

uma base para uma topologia em C*(X,Y).

Definicao 1.51 A topologia induzida no Lema 1.50 é chamada C*-topologia de
Whitney em C*(X,Y), denotada por W.

Defini¢ao 1.52 A C*-topologia de Whitney em C™(X,Y) é aquela cuja base é dada
por W = U Wy.

k=0

Observacao 1.53 A definicao dada acima utiliza a nogcao de k-jatos e estd contextuali-
zada com a se¢ao anterior e com o que veremos a sequir. No entanto, para o nosso caso,

podemos também utilizar a defini¢ao de C*-topologia de Whitney dada por Hirsch [17].

Sejam M e N variedades de dimensdes m e n, respectivamente. Dado f € C"(M, N),

consideremos os parametros

1. & = {(¢s, U;) }ica um atlas localmente finito para M;
2. U = {(¢;, Vi) }iep um atlas de N;

3. K ={(K; C U;)}iean uma cobertura localmente finita de M por compactos, tais que
f(K) CVy

4. €& = {(&) }ien uma familia de niimeros reais.

Consideremos agora o seguinte aberto:

U(f) = 1{g € C"(M,N); || D (Wi f o7 ') (w) — D*(igdy ') ()] < ei(x)},

€ - M — Ri

onde D¥ é a aplicacdo diferencial de até ondem £,
r = &)

para todo 1.
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Observacao 1.54 Em outras palavras, a representacao local de g e suas derivadas até
ordem r estao e-prorimas da representacao local de f e suas derivadas, dentro de cada

compacto K;, que cobrem M.

Defini¢ao 1.55 A topologia em C"(M,N) que tem por base os abertos como descritos
acima é chamada C”-topologia forte ou C"-topologia de Whitney, denotada por CT(M, N).

Defini¢ao 1.56 Seja f,g € C®(X,Y), com X e Y wariedades diferencidveis. Dize-
mos que f é A-equivalente a g, e denotamos por f ~4 g, se existirem difeomorfismos

p: X - Xe:Y =Y tais que g =)o fod™ !, ou seja, se o sequinte diagrama comuta.

Xty

Nt

XT>Y

Definigao 1.57 Dizemos que f € C*(X,Y) € A-estdvel se existe uma vizinhanga W de
f, na topologia C*°-Whitney, tal que para toda aplicacao g € W, vale a relagio f ~4 g.

Denotamos por £(X,Y) C C*(X,Y) o conjunto das aplicagoes A-estaveis de X em
Y.
Para facilitar a notacao, vamos considerar aplicacoes A-estaveis e A-equivalentes como

aplicacoes estaveis e equivalentes.

Defini¢ao 1.58 Duas aplicagoes f,g € C*(X,Y) sao isotopicamente estdveis se exis-
te uma aplicagao de classe C*°, F : X x [0,1] = Y tal que

(i) Fy : X x[0,1] = Y ¢ estdvel para cada t € [0,1], sendo Fy(p) = F(p,t);
(ZZ) F():f 6F1:g.

Note que duas aplicacoes isotopicamente estaveis sao sempre A-equivalentes, mas a

reciproca nao é verdadeira.

1.3.3 Conjunto Singular e Contorno Aparente

Neste trabalho, vamos estudar aplicacoes estaveis f : M — S? onde M ¢é uma superficie
compacta, orientada e sem bordo. Vamos considerar a partir de agora, aplicacoes como
esta, a menos que mencionemos o contrario.

Os teoremas e definigoes dessa subsecao sao devidos a Whitney e foram retirados de
[9], [31] e [32].
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Definicao 1.59 Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel, onde M ¢é uma superficie
compacta, orientada e sem bordo, o conjunto singular de f, denotado por X f, € o
conjunto de pontos de M mnos quais o posto da diferencial df nao € mdzimo. Um ponto
p € M\ Xf ¢ dito ponto regular de [ e um ponto y € S? é dito valor regular de f,
se f71(y) contém somente pontos regqulares. O contorno aparente de f, f(Xf), € a

imagem do conjunto singular de f.

Teorema 1.60 Se f : M — S? ¢ uma aplicacio estdvel, onde M é uma superficie
compacta, orientada e sem bordo, entdao o conjunto singular de f, Xf, é uma subvariedade

de codimensao 1 em M.

f(q;<_/%

Figura 1.8: Tipos de pontos do conjunto singular.

Seja p € Xf um ponto singular de uma aplicacio estavel f : M — S?, entdo uma das

seguintes situacoes ocorre, como ilustra a Figura 1.8:
() T,Ef @ ker(df), = T,M

(0)  T,Xf = ker(df),

onde T,X f é a reta tangente a X f no ponto p e ker(df), é o nicleo da aplicacao diferencial
de f no ponto p.
Se p é um ponto singular satisfazendo (a), entdo p é chamado ponto de dobra. Caso
contrario, se (b) ocorre, dizemos que p é um ponto de cuspide.

Na Figura 1.8, p é ponto de dobra p e ¢ ponto de ctspide. Observe que T,Xf ¢ levado
por df, na reta tangente a f(q), enquanto que 17,2 f é levado sobre f(q) por df,.

Segundo Whitney, se f : M — S? ¢ uma aplicacdo estével, entdo para cada ponto
x € M, existem coordenadas locais (z1,x2) centradas em z e (y;,y2), centradas em f(z),

tais que f é dada por uma das seguintes formas locais:
1. (x1,22) = (y1,92) = (21, 22) x é ponto regular;
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2. (z1,29) = (y1,y2) = (22, 12) x é ponto de dobra;
3. (w1, 22) = (y1,y2) = (T129 — 23, 5) x & ponto de cuspide.
Neste caso X f ¢ dividido em X f = Dy U CY, onde
Dy ={p e Xf;pé ponto de dobra} e Cy = {p € £ f;p é ponto de cuspide},
sendo que os pontos de cuspides sao isolados em M.

Definicao 1.61 Uma aplicacao estdvel entre superficies é também conhecida como apla-

cacao plana de Whitney ou aplicagcao excelente.

Figura 1.9: Pontos de dobra e de cuspide.

Como vemos na Figura 1.9, d € um ponto de dobra e a ctspide ¢ é o ponto de encontro
de duas curvas singulares. Notemos que uma curva singular separa regioes de M cuja
orientacao é invertida e preservada por f, e ainda, notemos que o ponto y possui trés

pré-imagens: x1, T € T3, enquanto o ponto 3’ possui apenas uma pré-imagem: .

Observacao 1.62 Observemos na Figura 1.9, que se f : M — N é uma aplicacao estdvel,
onde M e N sdo superficies orientadas, entao as curvas do conjunto singular X f separam

as regioes de M cuja orientagao € invertida e preservada por f.

Definicao 1.63 Seja f : M — S? uma aplicacdo estdvel, a orientacdo das curvas do
contorno aparente de f € dada da sequinte maneira: ao percorrer a curva de acordo com

a sua orientagao, o numero de pré-imagens de f € sempre maior do lado esquerdo.
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Observacao 1.64 Observemos na Figura 1.9, que se dois pontos na imagem de uma
aplicacao estdvel estao separados por uma curva do contorno aparente, entao a diferenca
do numeros de suas respectivas pré-imagens € dois. Neste exemplo, a regiao para a qual
a cuspide aponta possui apenas uma pré-imagem, enquanto a outra regiao possui trés

pré-imagens.

Observacao 1.65 Seja f : M — S? uma aplicacdo estdvel, onde M ¢é uma superficie
orientada, compacta e sem bordo, cujo contorno aparente € formado por uma curva conezxa
contendo quatro cuspides e nenhuma auto-intersecao. Pela estrutura das cispides, a regiao
para a qual ela aponta possui menor numero de pré-imagens. E dai o contorno aparente
como na Figura 1.10 (i) nao ocorre. Logo, o contorno aparente de f deve ser como na
Figura 1.10 ().

i ¢

Figura 1.10: Contradizendo duas ctispides.

De fato, na Figura 1.10 (i), supondo que a regiao a possui k pré-imagens, seguindo
a seta, chegamos a regiao b, que possui k + 2 pré-imagens. Passando pela outra seta,
novamente o nimero de pré-imagens é acrescentado por 2. Agora, podemos retornar a
regiao a, sem passar por nenhuma curva, logo concluimos que a regiao a possui k + 4
pré-imagens. Absurdo! Por outro lado, em (i7), o nimero de pré-imagens é somado e
subtraido por 2. Logo, o contorno aparente pode ser desse tipo. A regiao apontada pela

seta possui mais duas pré-imagens que a regiao na qual seta comeca.

Lema 1.66 Se f : M — S? é uma aplicacao estdvel, onde M é uma superficie fechada
e orientada, entao as curvas que compoe o conjunto singular X f sao fechadas, simples e

disjuntas.

Demonstracao: Seja f : M — S? uma aplicacio estavel, se existe uma curva o; do
conjunto singular de f aberta, ou seja, que termina em um dado ponto, entao os dois
lados de f(c;) possuem o mesmo numero de pré-imagens, contradi¢do! Se existe uma
curva «; do conjunto singular de f com auto-intersecao, obtemos uma contradicao quando

analisamos as regioes cuja orientacao é preservada e invertida por f, localmente no ponto
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de auto-intersecao. Andlogo para o caso de curvas com ponto em comum. Portanto, o

conjunto singular de f deve possuir somente curvas fechadas, simples e disjuntas. 0

Observacao 1.67 Seja f : M — S? uma aplicacdo estdvel, onde M ¢é uma superficie
fechada e orientada. As componentes do complemento do conjunto singular de f sao
levadas por f com orientagoes opostas, logo X f separa M\ X f em componentes disjuntas.

As curvas singulares de f separam M em regioes conexas, que sao as componentes do
complemento M\ X f. Isto se deve ao fato de X f ser composta por um conjunto de curvas

fechadas em M, de acordo com o Lema 1.66.

Segundo Whitney, o conjunto singular de uma aplicagao estavel é composto por pontos
de dobra e cuspides e além disso, os pontos de cuspides sao isolados. Segue, entao, do
Lema 1.66, que:

Proposicao 1.68 Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel, onde M é uma superficie
fechada e orientada. O contorno aparente de f, f(Xf), é uma cole¢ao de curvas fechadas
na 2-esfera, cujas singularidades sao pontos duplos transversais, ou seja, sem tangéncias
e pontos de cuspides isolados.

Se f: M — S? ¢ uma aplicacdo estavel, onde M é uma superficie orientada, entao
podemos atribuir, de maneira natural, sinais £+ a cada uma das componentes do comple-
mento M \ Xf.

Definicao 1.69 Seja f : M — S? wma aplicacio estdvel, onde M € uma superficie
orientada, uma regido conexa R € M \Xf € dita positiva se f preserva a sua orientacao,

caso contrario, R é dita negativa.

Figura 1.11: Sinal das Regioes
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Defini¢ao 1.70 O fecho de cada componente conexa de M\ f cuja orientagdao é preser-
vada por f € denotado por M;", enquanto o fecho de cada componente conera de M \ T f
cuja orientagao € invertida por f € denotado por M; .
Para facilitar a notacao, vamos considerar M = UM;L e M~ = U M. Segue daf
i J

(2
que Mt e M~ sao superficies compactas e com bordo, e além disso,

M=M+t\JM- Sf=MtOM-".

Podemos definir o sinal de qualquer cispide de f, levando em consideracao a orientagao
da regiao para a qual ela aponta, como mostra a Figura 1.12.

Definicao 1.71 O sinal da cispide C' de uma aplicacio estdvel f : M — S? ¢ s(C) = +1,

se C' aponta para a regiao positiva de f ou s(C) = —1, se C' aponta para a regiao negativa
de f.

Figura 1.12: Sinal de Cuspide.

Observacao 1.72 Seja f : M — S? uma aplicacao estdvel, como na Observacao 1.65. A
vizinhanga do conjunto singular Vs € aplicada por f em uma vizinhan¢a do seu contorno
aparente v. Como o contorno aparente que contém as quatro ciuspides, € conero, como
ilustra a Figura 1.10(ii), o comportamento de f ao redor dessa vizinhanga € dado pela
Figura 1.13, onde + representa a regiao cuja orientagao € preservada por f e — representa

a regidao cuja orientacao € invertida por f.

- +

\/

+/\+

Figura 1.13: Vizinhanga das quatro cuspides.
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Logo as quatro cispides ilustradas nesta figura 1.13, tém sinal +1.

1.4 Grau de Aplicacoes

1.4.1 Curvas no Plano

Definicao 1.73 Seja h : S* — R? uma imersao do circulo no plano. O grau de h,
denotado por T(h), também conhecido como o indice de Whitney, é o nimero total de
voltas (sentido anti-hordrio menos sentido hordrio) que os vetores unitdrios tangentes a

h percorrem S*.

Exemplo 1.74 A Figura 1.1} ilustra quatro imersoes do circulo no plano: hy, hs, hs e
hy. O grau de cada uma delas é 7(hy) =1, 7(hy) = =2, 7(h3) =3 e 7(hy) = —3.

QO W G W

Figura 1.14: Algumas imersoes do circulo no Plano.

Definigao 1.75 Se h é uma unido de circulos finitos S}, entao 7(h) é a soma do niimero

de voltas da aplicagao, restrita a cada um dos circulos h |g1.

Definicao 1.76 A projecao estereogrdafica da esfera m-dimensional menos um ponto
p € S™ € a aplicagio V que leva cada ponto x = (x1,...,x,) € S™ \ {p} no ponto
U(z) =y = (Y1, .., Ym,0) € R™, tal que y = pt N R™, onde p& é a semi-reta que comega

em p, passa em x e intersecta R™.

S cR

y (y|3y29"'3ym90)

Figura 1.15: Projecao estereografica..
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Exemplo 1.77 Sem =2 e p=(0,0,1), entao a projecao estereogrdfica é dada por

U:S2\ {p} — R?

1
r=(x1,..,2(xy)) — ¥Y(zr)= 1 (X1, ooy T 0)-
— Tm+1
Teorema 1.78 [5] Sejam S™ = {x € R™:||z|| = 1}, a esfera unitdria m-dimensional

ep=(0,..,0,1) € S™ seu pdlo norte. A projecao estereogrdfica ¢ : S™\ {p} — R™ é um

homeomorfismo entre a esfera menos o pdolo norte e o espaco euclidiano R™.

Corolario 1.79 Seja P = (0,0,1) um ponto da esfera, a projecio estereogrifica
¢ :S*~ {p} = R? e um homeomorfismo.

Observagao 1.80 A projecao estereogrdfica ¢ : S™ \ {p} — R™ da m-esfera no plano
depende da escolha do ponto p.

Exemplo 1.81 A Figura 1.16 ilustra duas projecoes estereogrdficas de uma imersao h,
de um circulo na esfera, nas quais o ponto p encontra-se em regioes distinhas limitadas
por h. Em (a), o grau da projegao de h no plano é zero, e em (b), o grau da projecao de

h no plano € dois.

R? R?

(>

oh) oh

Figura 1.16: Projecoes estereogréficas distintas de uma mesma curva em S2.

1.4.2 Superficies Fechadas na Esfera

Nesta segao, vamos obter o grau de uma aplicagao examinando a imagem inversa de um
valor regular de uma aplicacdo prépria f : M — N, de classe C', onde M e N sao
superficies orientadas de mesma dimensao. Os resultados e defini¢oes abaixo podem ser

encontrados em [5].
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Definicao 1.82 Uma aplicagcio f : M — N € prépria se a imagem inversa de um

compacto é um compacto.
Proposicao 1.83 As aplicacoes f : M — S? continuas, onde M é compacto, sao proprias.

Demonstracao: De fato, dado K C S? compacto, K & fechado, pois S? é Haussdorf.
Por outro lado, f é continua, logo f~!(K) & fechado em M, e como M é compacto, segue

que f~1(K) é compacto. O

Sejam M, N superficies orientadas, sem bordo, de mesma dimensao m, e f: M — N

uma aplicagao propria de classe C'. De acordo com [5], para todo valor regular y € N,
de f, X (y) = {21, -, x,} é finito.

Definigao 1.84 Dizemos que um ponto i € f~(y) € positivo se x;, € M, ou negativo
se x € M, onde M*% estio definidos em 1.70.

Figura 1.17: Grau de uma aplicacao no ponto p.

Definicao 1.85 Sejam M, N superficies orientadas, sem bordo e de mesma dimensao m,
e f: M — N uma aplicacio propria de classe C*. O grau de f no ponto vy, indicado por
deg, f € a diferenga entre o niumero de pontos positivos e o nimero de pontos negativos

em f~1(y).

Exemplo 1.86 A Figura 1.17 ilustra localmente wma aplicagao f. Temos que
f_l(y) = T1,%y € T3, sendo que Xy e x3 pertencem a TeGIOES Cuja oTientac¢ao € preser-
vada por f, logo sao positivos e xo pertence a uma regiao cuja orientacao € invertida por

f, logo € negativo. Seque que deg, = 1. Analogamente, como f~'(y') = x|, que pertence
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a uma regiao cuja orientagao € preservada por f, seque que deg, f = 1. Observe que
ao atravessar a imagem de um conjunto singular de uma aplicacao estdvel, o nimero
de pré-imagem sempre aumenta ou diminui por dois pontos, que sao levados por f com

orientacoes opostas.

Teorema 1.87 [5/ Seja M uma superficie compacta, m-dimensional, orientada e sem
bordo. A toda aplicacio f : M — S™, de classe C?, corresponde um inteiro r, tal que

para todo valor reqular y de f, tem-se que deg, f =r.

Definicao 1.88 O numero r = deg, f do Teorema 1.87 € o grau da aplicacao f, ou

simplesmente, deg f.

Proposicao 1.89 [5/
1. Se f,g: M — S™ sao homotdpicas em classe C?, entio deg f = deg g;
2. Se f: M — S™ nao € sobrejetiva, entao deg f = 0.
3. Se f: 8™ — S™ € a aplicacao identidade, entao deg f = 1.

Corolario 1.90 Se o conjunto singular X f de uma aplicacdo f : S? — S? € vazio, entdo
deg f =1.

Demonstracao: Se Xf = (0, entao f é homotopica a Id : S? — S?, que pela Proposicao
1.89 3, possui grau um. Entao por 1, segue que deg f = deg Id = 1. 0

Observacao 1.91 Desse coroldrio, temos que se f : S? — S? ¢é tal que deg f > 1, entdo
o conjunto singular Xf # ().
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Capitulo 2

Invariantes de Aplicacoes Estaveis de

Superficies na 2-esfera

Neste capitulo, apresentaremos grafos com pesos nos vértices como um invariante global de
aplicagoes estaveis, que serve para auxiliar outros invariantes ja conhecidos na classificacao
dessas aplicacoes. Tomamos como principais referéncias os trabalhos de Aicardi e Ohmoto
|26] e Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster |11], [13], |14].

2.1 Invariantes Locais de Aplicacoes Estaveis

Em [26], Ohmoto e Aicardi estudaram alguns invariantes, do ponto de vista local, rela-
cionados com o contorno aparente de aplicacoes estaveis de superficies no plano. Dentre
estes invariantes, estao Io e Ip, que correspondem ao numero de cispides e ao ntmero
de pontos duplos, respectivamente. Em [11], seguindo a mesma linha de trabalho, Hacon,
Mendes de Jesus e Romero-Fuster apresentaram outro invariante, Iz, que corresponde ao
nimero de componentes conexas do contorno aparente de uma aplicacao estavel de su-
perficie no plano. De acordo com [14], podemos analisar esses invariantes para aplica¢oes
estaveis de superficies na 2-esfera, pois esta é localmente um plano.

Durante uma homotopia entre duas aplicagoes estaveis, pode-se passar por uma apli-
cagao nao estavel. Na Figura 2.1, encontram-se alguns tipos de transigdes (convenientes
ao nosso estudo) que o contorno aparente de uma aplicagdo pode sofrer durante uma
homotopia, de modo que possamos analisar o efeito das mesmas sobre as ctspides e as
componentes conexas.

Em cada linha, representamos localmente, o contorno aparente de trés aplicacoes
em C*(M,R?) durante uma homotopia. As aplicacoes da direita e da esquerda sido

estaveis, enquanto a aplicacao do meio nao é estavel, ou seja, pertence ao conjunto
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C>(M, R*) \ E(M, R?). As setas nos arcos indicam o sentido em que o ntimero de pré-
imagens aumenta (por dois). O indice i em T e C" ¢ determinado pela metade do ntimero
de pré-imagem (zero, dois ou quatro) dentro da nova regiao criada apos a tangéncia, em

relacao aos arcos de ctispides que se tangenciam.

- — - =
B: >__\</g — >—< S >--<‘
ss N AN X
s~
T /\< —_— >..< —> s
o = > o
c' TL\F —_— T —_— éi\'
TN N A

Figura 2.1: Alguns tipos de transigoes.

Estas transicoes sao classificadas de acordo com o que elas alteram no contorno
aparente de uma aplicacao. As transicoes que alteram o nimero de cispides, sao deno-
minadas de: labios (L), bicos (B) e rabo de andorinha (S); as transi¢oes que alteram
o nimero de pontos duplos sio denominadas de: tangéncia de dobras (7°, 7" e T?),
dobra com ctspides (C! e C?), e rabo de andorinha (5); enquanto que as transicoes
que alteram o nimero de componentes do conjunto singular sao denominadas de: bicos
(B) ou labios (L).

Podemos entender os indices de pontos de ctuspides, pontos de dobra e de componentes

conexas I¢o, Ip e Ig, observando que as transicées L, B e S alteram o nimero de ctspides
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por £2, de acordo com a orientacdo, as transicoes 7% e C* alteram o ntimero de pontos
duplos por £2, e S altera por +1, de acordo com a orientacao. O ponto triplo é um

outro tipo de transicao, mas nao iremos considera-lo.

Teorema 2.1 A variacao do nimero de cispides e do nimero de pontos duplos durante

uma homotopia entre as aplicacoes fo e fi, sao dadas por:
2. Np =1Ip(f1) — Ip(fo) = 2(AT + AC) + AS,

onde AL, AB, AS, AT e AC' denotam, respectivamente, o numero de transi¢coes do tipo
labios, bicos, rabo de andorinha, tangéncia de dobra e dobra com cuspide, com orientacao

positiva, sofridas durante a homotopia.

Definigao 2.2 B, ¢ a transicao do tipo bicos, no sentido positivo, que acrescenta o
numero de cuspides por dois e, ao mesmo tempo, acrescenta o numero de componentes
do conjunto singular pou um. Analogamente, B_ € a transicao do tipo bicos, no sentido
positivo, que acrescenta o numero de cuspides por dois e, ao mesmo tempo, diminui por

um o numero de componentes singulares.

0-0-0-0-0

Figura 2.2: Transicoes do tipo bicos.

Teorema 2.3 Alp = AB, — AB_+ AL, onde By, B_ e L sao transigoes sofridas ao
longo de uma homotopia entre fo e fi.

Observacao 2.4 Analisando o contorno aparente das aplicagoes, podemos calcular os

invariantes 1o, Ip e Ig.

Exemplo 2.5 A Figura 2.3 ilustra a construcio de uma aplicacdo estdvel g - T? — S?,
onde T? ¢ o toro, cujo contorno aparente g(Xg) possui uma componente, duas cispides e
duas auto-intersecoes. A aplicacao g € obtida a partir da aplicacao projecao do toro na
esfera, cujo contorno aparente possui duas curvas simples, passando pelas transi¢oes do
tipo rabo de andorinha e bicos. As variacoes dos indices Nlg, NIp e Nlg sao, respecti-

vamente, 2,2 e —1.
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Figura 2.3: Transi¢oes entre diferentes aplicagoes do toro.

Quando o contorno aparente de duas aplicacoes sao iguais, esses trés invariantes nao

sao suficientes para dizer se elas sdo ou nao A-equivalentes.

—

(a)

r—=

N

— =

v
o0 @

Figura 2.4: Diferentes aplicagoes com mesmo contorno aparente.

A Figura 2.4 ilustra duas aplicagoes estaveis distintas da esfera na esfera, com grau
um, construidas pela composicao 7o f;, onde f; é um mergulho com deformacao da esfera

no R? e 7 é a projecao da imagem de f; na esfera. Ambas as aplicacoes possuem o mesmo
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contorno aparente, o qual contém seis componentes conexas disjuntas e simples.
Uma maneira de diferenciar as aplicagoes da Figura 2.4, é pela disposicao de suas
curvas singulares na esfera do dominio. Vamos entao, buscar um invariante que dependa

da disposicao das curvas do conjunto singular, > f na superficie M do dominio da aplicagao

f.

2.2 Invariante Global de Aplicacoes Estaveis

Nesta secao vamos estudar os grafos como invariantes globais de aplicacoes estaveis e
estebelecer condicoes para que um dado grafo seja associado a uma aplicacao estavel
de uma superficie fechada e orientada na esfera. Para isto, vamos estudar as cirurgias

horizontal e vertical e seus efeitos nos grafos.

2.2.1 Grafo Dual de Aplicacoes Estaveis

Sejam f : M — S? uma aplicacdo estavel, onde M é uma superficie fechada e orientada
e Xf é o conjunto singular de f. Associamos um grafo G, com pesos (inteiros positivos)

nos vértices a aplicagao f do seguinte modo:

1. Cada vértice v; corresponde a uma componente conexa do complemento M \ Xf e

cada aresta a; corresponde a uma curva «o; de X f;

2. Um vértice v; e uma aresta a; sao incidentes se, e somente se, a curva representada,

por a; encontra-se no bordo da regiao representada por v;.

3. O peso do vértice v; corresponde ao género g; da regiao correspondente M.

Definicao 2.6 O grafo obtido acima, associado & uma aplicacdo estdvel f : M — S? ¢
dito grafo dual de Xf em M, denotado por Gy.

Notagao: Denotemos por deg(f), o grau da aplicacao f, V' o namero total de vértices,

A o nimero total de arestas, W a soma dos pesos dos vértices.

Exemplo 2.7 A Figura 2.5 ilustra os grafos de trés aplicacoes diferentes do toro na es-
fera, onde uma delas possui duas curvas singulares que decompoe o toro em dois cilindros,
cujo grafo tem duas arestas, dois vértices e um ciclo. As outras duas aplicagoes, tem uma
unica componente no conjunto singular, que separa um disco do toro menos um disco, as

quais correspondem ao grafo com unica aresta e peso um.
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> B @

Figura 2.5: Trés aplicacoes diferentes do toro com grau zero.

b
(a) G, (b)

(8% Zh) I. (S?, z I

Figura 2.6: Grafos associados as aplicagoes da figura 2.4.

Como vemos na Figura 2.6, os grafos podem diferenciar aplicacdes nao A-equivalentes

que possuem O mesmo contorno aparente.

Observagao 2.8 O grafo é um invariante por A-equivaléncia. Em outras palavras, se

duas aplicagoes sao associadas a grafos distintos, entao elas nao sao A-equivalentes.

Observacao 2.9 O grafo associado & aplicacdo estdvel f : M — S?, onde M é uma
superficie orientada, € sempre bipartido. De fato, seque pela Definicao 1.69, que as com-
ponentes de X f separam as regioes de M com sinais opostos e com isso, as arestas dos

grafos sempre separam vértices de sinais opostos.

Podemos estender a associacao de grafos para qualquer superficie com curvas. Neste
caso, sendo M uma superficie fechada e orientada e C um conjunto finito de curvas em M,
associamos as arestas do grafo pelas componentes de C e os vértices pelas componentes
conexas de M \ C. Vale a mesma relagao de adjacéncia da construgao do grafo associado
ao par (M, Xf).
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Proposicao 2.10 Todo grafo G com peso nos vértices estd associado a uma superfi-

cie M com um conjunto de curvas fechadas, simples e disjuntas. O género de M é
gM)=1-V+A+W.

A Figura 2.7 descreve essa proposicao, como um exemplo. Dado um grafo G :

1.

2.

Considere-o mergulhado no R?, como em (a).
Retirando os pesos dos vétices de G, como em (b), obtemos G'.

Consideramos My o bordo de uma vizinhanga tubular (conveniente) de G', como

ilustrado em (c).

Criamos uma curva sobre My, transversa a cada uma de suas arestas (ver (d)), de
onde obtemos o par (My,C), associado ao grafo G’, como mostrado em (e). Notemos
que cada vértice de G’, esta associado a uma regiao do complemento My \ C e além

disso, o género g(My) corresponde ao niimero de ciclos de G'.

Para obtermos a superficie M, associada ao grafo G, devemos fazer a soma conexa
na regiao correspondente ao vértice de peso dois, com o bitoro, como mostrado em
(f) e (g). Assim, o par (M,C) esta associado ao grafo G. Como vemos, o género
da nova superficie corresponde ao género de M; adicionado ao nimero de pesos dos
vértices de G. Pelo Teorema 1.32, o nimero de ciclos de G’ é dado por 1 — V + A,
entdao g(M)=1-V + A+ W.

MO L (MOEC)

(ay 16 by 1 G (¢) (d)

Figura 2.7: O 3-toro obtido através de um grafo.

Corolario 2.11 Um grafo G estd associado a uma esfera com curvas se, e somente se,

G € uma drvore com todos 0s pesos iguais a zero.
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Demonstragao: (=) Seja G um grafo associado a uma esfera. Claramente, W = 0, pois
a esfera nao possui género e portanto, nenhuma regiao da esfera pode ter. Pelo Teorema
1.32, o ntmero de ciclos de G ¢ dado por 1 — V + A. Por outro lado, como g(S?) = 0,
entao 0 =1 —V + A+ W. Segue dai que G é uma arvore, pois nao possui ciclos.

(<) Seja G uma arvore com todos os pesos iguais a zero, ou seja, W = 0 e pelo Teorema
1.32, 1=V — A.

Segue da Proposi¢ao 2.10 que G(M) = 0, ou seja, M é uma esfera. 0O

Uma vez que qualquer grafo estd associado a uma superficie com curvas, podemos
fazer a seguinte pergunta:
“Qualquer grafo pode estar associado a uma aplicacao estavel de uma superficie fechada e
orientada na esfera?”

Da Observacao 2.9, vimos que todo grafo associado a uma aplicacao estavel é bipartido.
Vamos entao, estabelecer condicoes para que um grafo seja associado a uma aplicagao
estavel.

2.2.2 Realizagao de Grafos com Dois Vértices

Proposicao 2.12 Qualquer grafo bipartido com dois vértices, peso zero e k arestas podem
ser realizados por uma aplicagcao dobra de uma superficie fechada, orientada e sem bordo

na esfera, com grau zero.

Demonstracao: A aplicagao projecao da esfera na esfera realiza o grafo com uma aresta
e dois vértices. De modo geral, a aplicacao projecao do k — 1-toro na esfera realiza o grafo

com k arestas e dois vértices, como islustra a Figura . 0
I ) D ®

& =

- o>

Figura 2.8: Grafo de aplicacao dobra com dois vértices e k arestas.
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Como uma ferramenta para a realizagao de grafos arbitrarios por aplicacoes estaveis
de superficies fechadas, orientadas e sem bordo na esfera, vamos estudar as cirurgias de

aplicagoes estaveis.

2.3 Cirurgia de Aplicacoes Estaveis

Uma maneira de construir uma aplicagao estavel é fazer a “soma conexa de

7

aplicagoes 7 estaveis ja conhecidas. Os dois tipos de somas conexas que apresentare-
mos a seguir, chamadas cirurgias horizontais e verticais, foram introduzidas por Hacon,
Mendes de Jesus e Romero-Fuster [13| para aplicagoes estaveis de superficies fechadas
e orientadas no plano e estendidas pelos mesmos em [14], para aplica¢oes estaveis de
superficies na esfera.

As cirurgias, como veremos, também serao utilizadas como técnicas para mostrar como

relizar um dado grafo, para alguma aplicagao estavel.

2.3.1 Cirurgia Horizontal

Definicao 2.13 Seja uma aplicacio estdvel h - M — S?, onde M €é uma superficie.
Uma ponte (3 é um retangulo imerso em S?, que une os seus lados opostos no contorno

aparente de h, respeitando as suas orientacoes.

A Figura 2.9(b) ilustra uma ponte no contorno aparente de uma aplicagao.

Sejam as aplicacoes estaveis fi : My — S? e fo : My — S% onde M, e M, sao
superficies. Conectando, através de um tubo T limitado (homeomeorfo a S* x [0,1]),
dois discos, vizinhancas de pontos singulares de f; e fo, respectivamente, para dentro do
qual as aplicagoes sao estendidas, obtemos uma superficie homeomorfa a soma conexa
Mi# My, como ilustrado na Figura 2.9 (a). Assim, obtemos uma nova aplicagao estavel
fi® fo: Mi#My — S?, cujas restricoes a M, e M, correspondem a fi e fo, respectiva-

mente.
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Figura 2.9: Cirurgia Horizontal.

Definicao 2.14 A aplicacao f1 ® fa, obtida na cirurgia acima, € dita cirurgia horizon-
tal entre fi e fo e denotada por fi ©p, fo.

A cirurgia horizontal restrita ao conjunto singular tem, por construcao, o efeito de

uma ponte.

Observacao 2.15 Se G, € o grafo associado & aplicagio f; : M; — S*, com i = 1,2

entao realizando a cirurgia horizontal entre as duas aplicacoes fi e fa, obtemos:

1. V(G18rG2) = V(G1)+V(G2)—2, pois duas regioes positivas e duas regioes negativas

se unem, ou seja, dois vértices positivos e dois negativos sao identificados.

2. A(G1 @, Go) = A(G1) + A(Gs) — 1, pois duas curvas singulares se unem, ou seja,

uma aresta € identificada com a outra.

3. W(Gy & Gy) = W(Gy) + W(Gs), pois as regioes identificadas carregam o0s seus
géneros, com 1sso, o peso do vértice correspondente a essa nova regiao, € a SOMa

dos pesos dos vértices que o geraram.
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Figura 2.10: Exemplo de cirurgia horizontal.

Exemplo 2.16 A Figura 2.10 ilustra uma cirurgia horizontal fi ®y fa, sendo f1 : M —

S2, com M wuma superficie fechada e orientada e fo : S* — S2. Neste caso,
deg(fi @n fo) = deg(fi) + 1, pois deg(f2) = 1.

Observacao 2.17 Para acrescentar o grau de uma aplicacio fi por um, fazemos uma
cirurgia horizontal desta com uma aplicacio fo : S? — S?, obtida pela aplicacdo identi-

dade, passando por uma transi¢ao do tipo ldbios, como ilustrado na figura acima.

Como vemos na Figura 2.10, a cirurgia horizontal de uma aplicacdo f; : M — S? com
a aplicacao fo : S? — S? mantém o grafo associado & aplicacdo fi. Segue dai a seguinte
proposicao:

Proposicao 2.18 Seja G um grafo realizdvel por uma aplica¢ao estdvel de uma superficie
fechada, orientada e sem bordo na esfera. Aumentando o grau desta aplicacao por uma

unidade, obtemos uma nova aplicagao também associada ao grafo G.

Exemplo 2.19 A Figura 2.11 ilustra a constru¢ao de duas aplicacoes do bitoro na es-
fera, com grau zero, cujos grafos associados possuem uma aresta e peso dois. Em (a), a
aplicacao foi obtida pela cirurgia horizontal de duas aplicagoes f : T? — S?, onde T? ¢ o
toro, tal que a curva singular de f separa o toro em duas regioes, onde uma delas possui
género um. O grafo associado a esta aplica¢ao possui peso dois no vértice positivo. FE em

(b), a aplicagao foi obtida pela cirurgia da aplicagao f, com a aplicagao — f, onde —f tem
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a orientacao invertida de f. O grafo associado a esta aplicacao possui peso um nos dois

veértices.

Figura 2.11: Aplicacao do bitoro na esfera, com grau zero.

Observacao 2.20 De modo geral, podemos construir uma aplicagio do k + l-toro na
esfera, cujo grafo associado possui uma aresta e pesos k e |l nos vértices. A Figura 2.12
ilustra dois diferentes contornos aparentes, ambos com k + | pares de pontos duplos e de
cuspides, correspondentes a uma aplicagao do k + l-toro na esfera, com grau zero, que
pode realizar este grafo. A aplica¢ao pode ser obtida por k + 1 — 1 cirurgias horizontais,

como por exemplo, as ilustradas na figura 2.11.
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Figura 2.12: Dois diferentes contornos aparente com tnica curva.

Proposigao 2.21 Seja G um grafo com pesos arbitrdarios nos vértices realizdvel por uma
aplicagao estavel de uma superficie fechada, orientada e sem bordo na esfera. Aumentando

por uma unidade o peso de algum de seus vértices, obtemos um novo grafo realizdvel.

Demonstracao: Seja G um grafo com pesos arbitrarios nos vértices realizdvel por uma
aplicacao estavel f de uma superficie fechada, orientada e sem bordo na esfera. Fazendo a
cirurgia horizontal de f com uma aplicacao estavel g : T? — 52, tal que o grafo associado
a g possui uma aresta e um vértice com peso um, obtemos a aplicacao estavel f @y, g cujo

grafo associado é o grafo G com o peso acrescentado por um em algum de seus vértices.
U

Acabamos de ver alguns casos de cirurgias horizontais de distintas aplicagoes. Analoga-

mente, também podemos fazer cirurgias horizontais sobre uma mesma aplicagao.

Exemplo 2.22 A Figura 2.13 ilustra a cirurgia horizontal sobre uma mesma aplicagao da
esfera na esfera, obtendo uma aplicacao do toro na esfera. Esta € uma forma de realizar
um grafo com uma aresta e peso um, por wma aplicagdo de grau um, cujo contorno

aparente possui quatro cuspides e nenhuma auto-intersecao.
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Figura 2.13: Construcao de uma aplicagao do toro com grau um.
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2.3.2 Cirurgia Vertical

Sejam fi : My — S? e fy : My — S? duas aplicagoes estaveis. Dois discos nao singulares
de M; e M, respectivamente, pertencentes a regioes de sinais opostos, de modo que as suas
imagens coicidam na esfera, sao conectados por um tubo limitado. Assim obtemos uma
nova superficie homeomorfa a soma conexa M;# M,. Podemos estender as aplicacoes f e
fo para o interior do tubo. Assim, obtemos uma nova aplicacao f; @ fo : Mi#M, — S?,

de modo que suas restricoes & M; e Ms, coicidam com f; e fo, respectivamente.

Figura 2.14: Cirurgia Vertical.

Definicao 2.23 A aplicacao fi, & fo obtida da cirurgia acima, é dita cirurgia vertical
entre f1 e fo, denotada por fi ®, fo.

A cirurgia vertical acrescenta, por construcao, uma curva disjunta imersa no contorno

aparente da aplicacao.
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Observacao 2.24 Se G; € o grafo associado & aplicacio f; : M; — S?, com i = 1,2,

entao realizando a cirurgia vertical de fi com fs, obtemos:

1. V(G &, Gy) = V(Gy) + V(Gs), pois nenhuma regiao € tirada ou colocada.

2. A(Gy &, Ga) = A(Gy) + A(G2) + 1, pois uma nova componente singular € criada.

3. W(Gy &, G2) = W(Gy) + W(Gs), pois nao € acrescentado ou retirado género das

regioes.

Exemplo 2.25 Com a cirurgia vertical sobre a esfera imersa no R3, sequida de uma
transicao do tipo bicos, podemos construir uma aplicacao do toro na esfera, com grau
zero, associada ao grafo com uma aresta e peso um. FEsta € a aplicacao [ utilizada no
Exemplo 2.19.

< +

Figura 2.15: Uma construcao do contorno do toro com tinica componente.

Observacgao 2.26 A cirurgia vertical sobre uma mesma aplicacao, cria uma nova com-

ponente singular que fecha um ciclo em seu grafo G.

Proposicao 2.27 Seja G um grafo com pesos arbitrdrios nos vértices realizdvel por uma
aplicacao estdvel de uma superficie fechada, orientada e sem bordo na esfera. Conectando

por uma aresta, dois vértices de sinais opostos de G, obtemos um novo grafo realizdvel.
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Demonstracao: Seja GG um grafo com pesos arbitrarios nos vértices realizdvel por uma
aplicacao estavel f : M — S?, onde M é uma superficie fechada, orientada e sem bordo.
Fazendo a cirurgia vertical sobre a aplicacao f, conectamos duas regioes com orientagoes
opostas de M através de uma curva singular de f. O efeito dessa cirurgia no grafo asso-
ciado a aplicacao f é a criacao de uma aresta que separa vértices de sinais opostos. Em
outras palavras, a aplicacao f &, [ resultante apds esta cirurgia vertical realiza o grafo G

adicionado por uma aresta que conecta vértices de sinais opostos. 0

Dados dois grafos bipartidos G e G2, a soma destes, por cirurgia horizontal ou vertical
serd ainda um grafo bipartido. De fato, a cirurgia horizontal une duas regioes de sinais
iguais e a cirurgia vertical cria uma nova componente singular que separa regioes de sinais
opostos, mantendo as adjacéncias das outras regides com as curvas singulares. Além disso,
se esses grafos sao realizaveis por aplicagoes estaveis, entao a soma deles também o é, pelas
cirurgias.

Com isto, podemos afirmar que qualquer grafo obtido através de cirurgias de outros
grafos mais simples realizaveis por aplicagoes estaveis, é ainda realizavel. Entretanto, nem
todo grafo é facil de ser decomposto em outros mais simples realizaveis por aplicacoes
estaveis, como é o caso do grafo mostrado na Figura 1.7 (d).

Surgem entao a pergunta:

“Quais as condicoes para que um grafo seja assoctado a uma aplicacao estdavel de uma

superficie fechada e orientada na esfera?”

2.4 Realizacao de Grafos Bipartidos

Nesta secao, estamos interessados em saber quais grafos sao realizados por aplicagoes
estaveis de superficies fechadas e orientadas na esfera, com grau arbitrario. Primeiro,
mostramos que toda arvore com peso zero nos vértices é realizada por uma aplicacao da
esfera na esfera, com grau arbitrario. A partir disso, fazendo as cirurgias horizontais e
verticais, concluimos que todo grafo bipartido, com pesos arbitrarios nos vértices, pode
ser realizado por uma aplicacao de uma superficie fechada e orientada na esfera, com
grau arbitrario. E por ultimo, relacionamos a féormula de Quine com um dado grafo e
dai estabelecemos condicoes necessarias para que este seja realizado por uma aplicacao

dobra, ou seja, sem cuspides.

2.4.1 Realizacao de Grafo Tipo Arvore

Lema 2.28 Todo grafo com tinica aresta pode ser realizado por uma aplicagao entre duas

esferas, com grau arbitrario. Além disso, de acordo com o grau de cada uma dessas

40



aplicagoes, obtemos o numero de cuspides do conjunto singular.

Demonstragao: A aplicacao projecao 7 : S — S?, é tal que deg(w) = 0, seu conjunto
singular nao possui cuspides e o seu grafo associado possui uma aresta, como ilustra a
Figura 2.17.

Faremos a construcao por indugao sobre d = deg(f).

A aplicacao f; : S? — S?, obtida pela aplicacdao identidade, passando pela transicao
do tipo labios, possui grau um e é tal que o seu conjunto singular é conexo, sem auto-
intersecoes e com duas cuspides (ver Figura 2.18(a).)

Fazendo a cirurgia horizontal das aplicacoes entre duas esferas f; e fo, ambas obtidas
pela aplicacao identidade, passando pela transicao do tipo labios, obtemos a aplicacao
f 8% — S?% com grau dois e tal que o seu conjunto singular ¢ conexo, sem auto-
intersecoes e com quatro cuspides, como ilustrado na Figura 2.18(c).

Agora assumimos que o conjunto singular da aplicacao estavel g : S? — S? possui uma
curva conexa, ou seja, seu grafo possui uma tnica aresta, e além disso, g contém exata-
mente 2deg(g) cuspides, para d < m. Vamos mostrar que existe uma aplica¢ao estavel

g 8% = 5% com deg(g') = m + 1, tal que Xg é conexo e possui 2deg(g’) ctspides.

>

k ctspides k+2 cuspides

Figura 2.16: Alterando o grau e o nimero de cuspides.

Consideramos ¢’ = g®y f2, onde g : S? — S? é tal que deg(g) = m e f, é a aplicagao citada,
acima, que possui duas cuspides e nenhuma auto-intersegao. Assim,
deg(g') = deg(g) + deg(f2) =m + 1.

Pela hipotese de indugao, o conjunto singular ¥.g possui exatamente 2deg(g) caspides e é
conexo. Com a cirurgia horizontal, as curvas singulares de g e f; se conectam, formando
uma tnica curva singular (ver Figura 2.16). Por construgado, esta é a curva singular de ¢/,
e com isso, o contorno aparente de ¢’ possui 2deg(g) +2 =2m +2 = 2(m+ 1) = 2deg(g’)
cuspides e é conexo. Logo, o grafo associado a ¢’ possui somente uma, aresta.

Dai, podemos construir aplicacdes estaveis ¢’ : S — S? com deg(g') > 0 arbitrario, tal
que o conjunto singular de f, ¥f é conexo, possui 2deg(g’) cuspides e nenhuma auto-
intersecao, e entao, o grafo associado a cada uma dessas aplicacoes possui uma tnica

aresta.
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Para obter o grau negativo arbitréario, consideramos ¢’ = g@®;, — fo, onde — f5 é a aplicacao
f2 com a orientacao invertida. Neste caso, os grafos ainda possuem uma aresta, e as

cuspides passam a ter sinais negativos. 0O

l

D

Figura 2.17: Projecao trivial da esfera na esfera (grau zero).

I ‘a (‘b ' I mﬁ

Figura 2.18: Alteracao do grau com cirurgia horizontal.

Lema 2.29 Podemos acrescentar um vértice a um grafo de uma aplicacao qualquer, por

uma transi¢ao do tipo ldbios.

Demonstracao: Sejam f : M — S? uma aplicacdo e G o grafo associado a f. Acres-
centamos uma aresta extrema em G, fazendo uma pequena deformagao em M. Com essa
deformagao, criamos uma curva singular, a qual divide uma regiao em duas partes e dai,
obtemos uma nova aplicacao g. Essa nova aplicacao pode ser obtida por f, através da
transicao do tipo labios. Com isso, construimos uma aplicagdo f que tem como grafo

associado a arvore G acrescida de uma aresta, como ilustra a Figura 2.19. 0
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Figura 2.19: Acrescentando aresta em um grafo.

Teorema 2.30 [14] Um grafo G € realizdvel por uma aplicacdo da esfera na esfera, com

grau arbitrdrio se, e somente se, G € drvore, com todos 0s pesos iguais a zero.

Demonstragao: (=) Se G é um grafo realizavel por uma aplicagao da esfera na esfera
com grau arbitrario, segue pelo Corolario 2.11 que G é uma &arvore com todos 0s pesos
iguals a zero.

(<) Seja G uma arvore com peso zero nos seus vértices.

A prova sera feita por inducao sobre o numero de arestas da arvore G.

A arvore que possui apenas uma aresta ¢ obtida pelas aplicacoes de graus arbitrarios,
construidas no Lema 2.28.

Suponhamos, que toda arvore com k arestas seja realizavel por uma aplicacao estavel f
da esfera na esfera, com k natural maior que zero. Seja G uma arvore com k + 1 arestas.
Ao eliminar de G uma aresta extrema wwv, cujo vértice extremo é v, obtemos uma arvore
G’ com k arestas. Note que v é um vértice extremo do G'.

Pela hipotese de inducao, existe uma aplicacao estavel f da esfera na esfera, cujo grafo
associado é a arvore G'. Vamos agora buscar uma aplicagao que realize a arvore GG. Como
G possui uma aresta a mais que GG’, entao o conjunto singular da aplicagdo que procuramos
deve possuir uma componente a mais que o conjunto singular de f, ¥;. Pelo Lema 2.29,
vamos obté-la fazendo uma deformacao na esfera do dominio de f.

E assim, passando por uma transicao do tipo labios, criamos uma regiao correspondente
ao vértice w e um par de cuspides dando origem a uma curva de dobra correspondente
a aresta vw. Essa nova aplicacao h continua sendo estavel da esfera na esfera e tem a
arvore GG como grafo associado.

Com isso concluimos que toda arvore com peso zero nos vértices é realizavel por alguma

aplicacao estavel da esfera na esfera, digamos g : S252.
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Pela Proposicao 2.18, segue que toda arvore com peso zero nos vértices é realizdvel por
alguma aplicacao estavel da esfera na esfera, com grau arbitrario.
E para obter o grau negativo, fazemos a cirurgia horizontal de h com —¢g : S? — S2, onde

—g é a aplicacao g com a orientacao invertida. 0O

Proposicao 2.31 Todo grafo do tipo drvore com pesos inteiros nos vértices pode ser
realizado por uma aplicagao estavel, com grau arbitrdrio, de alguma superficie fechada e

orientada M em S2.

Demonstracao: Seja G um grafo do tipo arvore, arbitrario, com pesos inteiros nos seus
vértices, consideramos G’ como sendo o grafo GG, sem os pesos nos vértices. Pelo Teorema
2.30, GG’ é realizado por uma aplicacao estavel, com grau arbitrario, da esfera na esfera.
Escolhemos uma qualquer aplicacao [’ que realiza G'.

Se o vértice v; de G possui peso k, podemos realizar este peso tomando uma aplicacao
fi: M, — S?, com uma tinica curva singular, que separa um disco do k-toro, cujo contorno
aparente esta ilustrado na Figura 2.12. Fazendo a cirurgia horizontal de f; com f’, de
modo que o k-toro seja adicionado na regiao correspondente ao vértice vy, obtemos uma
nova aplicagdo de uma superficie na esfera, que realiza o grafo G’, com peso k no vértice
v1. O género g(My) = k.

Repetindo esse processo para todos os vértices, podemos obter uma nova aplicacao
I @®n f1®n ... ®n fy : M — S?, que realiza o grafo G, onde o género g(M) = ky + ... + ky,

sendo que V' é o numero de vértices de G. 0O

2.4.2 Grafos com Pesos Arbitrarios

No proximo resultado veremos como realizar um grafo qualquer, com auxilio de cirurgias

e de uma arvore maximal do grafo.

Lema 2.32 Todo grafo contém um subgrafo que € uma drvore maximal com todos 0s

veértices.
Demonstracao: Seja G um grafo arbitrario. Se G é do tipo arvore, entao G é a sua

propria arvore maximal. Se GG nao é arvore e possui B ciclos, entao retirando B arestas

de GG, uma de cada ciclo, obtemos uma arvore, contendo todos os vértices de GG, sendo

esta, uma arvore maximal de G. 0O
Ge Te
2 ° 20—9¢—o
*———=0

Figura 2.20: Arvore maximal.
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Lema 2.33 Se uma drvore maximal do grafo G com peso nos seus vértices € realizada
por uma aplicacao estavel, entao G também o €.

Demonstracao: Seja uma arvore maximal 7" do grafo GG, obtida apoés tirar B arestas de
G, uma de cada ciclo.

Vamos assumir que 7' é realizada por uma aplicacdo f’ : M’ — S?, onde M’ & uma
superficie fechada e orientada, tal que g(M) = W, onde W é o peso dos vértices de T.
Para realizar uma aresta a; € G \.T, aplicamos a Proposicao 2.27 e fazemos uma cirurgia
vertical sobre f’ nas regides correspondentes aos vértices da aresta a;, de onde obtemos
fi: M, — S%

Pela definicao de cirugia vertical, uma nova componente singular é criada e neste caso, a
aresta associada a esta componente fecha um ciclo, pois é uma cirurgia de uma aplicagao
com ela mesma. Dai, o género g(M;) = W + 1, onde a soma do niimero um representa o
novo ciclo.

Repetindo esse processo para todas as B arestas de G que foram retiradas para obter T,
obtemos uma aplicacio f : M, — S? que realiza o grafo G, tal que
g(My)=B+W =1-V + A+ W, pelo Teorema 1.32. 0O

Teorema 2.34 Todo grafo bipartido, com pesos inteiros positivos nos vértices, é grafo de
alguma aplicagao estavel na esfera, com grau arbitrario, de uma superficie M fechada e
orientada, com género g(M)=1-V + A+ W.

Demonstracao: Seja G um grafo, onde a soma dos seus pesos € W e T uma &arvore
maximal de G.

Pela Proposicao 2.31, T' é realizada por uma aplicacao estavel, com grau arbitrario, de
alguma superficie M fechada e orientada, na esfera. O género g(M) = W, pois T' é arvore,
e entao nao possui ciclos.

Agora, pelo Lema 2.33, G é realizada por uma aplicacio f : M — S? onde
GM)=1-V+A+W 0

A seguir, apresentamos um esquema para a realiza¢ao de um grafo bipartido com pesos

arbitrarios nos seus vértices.
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Retirando uma aresta Retirando todos ~ Arvore com

de cada ciclo de G. os pesos de T. peso zero.
G T ']'; Pelo Teo. 2.25, T, ¢
Grafo bipartido Arvore com todos rea!lza\:el por
com peso. 0s pesos e vértices aplicagdo estavel
4G da esfera na esfera,
v . /\/ com grau arbitrario.
Pela Prop. 2.27 através Pela Prop.2.21, através
de cirurgias verticais das cirurgias horizontais,
que fecham os ciclos obtemos aplicacdes
dos grafos, obtemos estdveis com graus
aplicacbes estaveis arbitrarios que realizam
com graus arbitrarios T com os seus pesos.

associadas G.

Figura 2.21: Esquema para a realizacao de um grafo arbitrario.

2.4.3 Algoritmo para a Realizagao de um Grafo

Apresentaremos aqui, um algoritmo que pode auxiliar na construcao de uma aplicagao

estavel na esfera, para a realizacao de um dado grafo.
Observacao 2.35 Toda grafo do tipo drvore pode ser decomposto, como inversa da cirur-

gia horizontal, em sub-grafos retos (sem bifurca¢ao nos vértices), com trés arestas e duas
arestas. Basta ir decompondo a drvore a partir de um vértice extremo em sub-grafo com

trés arestas. Quando isso nao € possivel, decomponha em sub-grafo com duas arestas.

Q
Q

ﬂ

(abc)(cde)(dfg)(gh)(gi)(gj) (abc)(bde)(dfg)(fj)(hj)(ij)

Figura 2.22: Diferentes decomposicoes de um grafo arvore.
Exemplo 2.36 A Figura 2.22 ilustra duas decomposicoes distintas em subgrafos de duas

e trés arestas, de um dado grafo.
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Aos grafos retos com uma, duas ou trés arestas, chamaremos de grafos béasicos.
A Figura 2.23 apresenta algumas aplicagoes estaveis que realizam grafos com no max-

imo trés arestas e peso total dois, a estas aplicagoes chamaremos de aplicagoes basicas.
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(1) Aplicagdes com grau zero, associadas a grafos com uma aresta.

(2) Aplicagdes com grau zero, associadas a grafos com duas arestas.

wb
|

oo

(3) Aplicag@o com grau zero, associada a grafo com trés arestas.

S

e

N —

L

(4) Aplicagdes com grau um, com uma ou duas arestas.

(a) (b)
<

Figura 2.23: Algumas aplicagoes basicas.
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A seguir, apresentaremos alguns passos baseados nos resultados anteriores e exempli-

ficados na Figura 2.24, para auxiliar na construcao de uma aplicacao estavel, por meio de

cirurgias e aplicacoes basicas, que realizam um grafo dado.

Figura 2.24: Exemplo de realizacao de um grafo.

Dado um grafo G :
(a) Construimos uma arvore maximal 7" do grafo G' com todos os pesos.

(b) Retiramos todos os pesos de T" e obtemos 7.
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(¢) Fazemos uma decomposicao basica de T', em grafos de trés ou duas arestas: 11, ...., Tp,.

(d) Realizamos cada grafo basico T}, j = 1, ....m, com aplicagoes bésicas f; convenientes,

das ilustradas da Figura 2.23.

(e) Com cirurgia horizontal das aplicacoes f;, conectamos os grafos T} e realizamos a

drvore T

(f) Com cirurgia horizontal de aplicagoes do tipo (1)(a) ou (b) ou (4)(c) ou (d) da
Figura 2.23, que realiza grafos com tnica aresta e pesos (1,0) ou (1,1), realizamos

os pesos de T".

(9) Com cirurgia vertical, realizamos as arestas complementares a 7" em G, obtendo

assim, uma aplicacao que realiza G.

(h) Com cirurgia horizontal da aplicacdo obtida, com uma aplicacao f : S* — S?, como
ilustrado na Figura 2.10, aumentamos o grau da aplicacao que realiza G e mantemos
o grafo. Analogamente, fazendo a cirurgia com a aplicacao —f : S — 5%, onde —f

é a aplicacao f com a orientacao invertida, mantemos o grafo e diminuimos o grau.

Acabamos de ver que todo grafo bipartido pode ser realizado por uma aplicacao de
uma superficie fechada e orientada na esfera, com grau arbitrario. Agora surge uma nova
pergunta:

“Todos os grafos bipartidos com peso podem ser realizados por aplicagoes sem cuspides?”

Na proxima secao, veremos condicoes necessarias e suficientes para que um grafo com

peso possa ser realizado por uma aplicagao sem cuspides.

2.5 Aplicacoes Dobras

Um caso especial das aplicacoes estaveis, sao as aplicacoes sem cuspides, conhecidas como
aplicagoes dobra. Em [14], Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster apresentaram
condicoes necessarias e suficientes para que um dado grafo seja associado a uma aplicacao
dobra na esfera. Com o auxilio do teorema de Quine, verificaram que o grau de uma
aplicacao dobra estd relacionado com o peso, vértices e sinais escolhidos para o grafo.
Esta relacao é o que veremos nesta secao. A condicao de suficiéncia serd apresentada,

mas nao provaremos aqui.
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2.5.1 Teorema de Quine

A seguir, veremos o Teorema de Quine [27] que relaciona a caracteristica de Euler do
complemento do conjunto singular e do contradominio, a soma dos sinais das ciispides e

o grau de uma aplicacao estavel entre duas variedades.

Teorema 2.37 (Teorema de Quine) Sejam M e N duas 2-variedades suaves, com-
pactas, orientadas e conezas, f : M — N uma aplicacao estdvel, Mt o fecho do conjunto
dos pontos requlares nos quais f preserva a orientacao, M~ o fecho dos pontos requlares

0s quais f inverte a orientacao e C1, ..., C, pontos de cispides, entao

X(M)=2X(M™)+ > s(Ci) = X(N) - deg(f),
onde X € a caracteristica de Euler e deg é o grau da aplicagao.

O corolario a seguir é um caso particular do Teorema de Quine, para aplicacoes estaveis
do tipo f : M — S? e sera demonstrado no Apéndice A.

Corolario 2.38 Sejam M uma 2-variedade suave, compacta, orientada e conexa, f :
M — 52 uma aplicacdio estdvel, M+ o fecho do conjunto dos pontos requlares nos quais f
preserva a orientacao, M~ o fecho dos pontos regulares nos quais f inverte a orienta¢ao

e C4,...,C, pontos de cispides, entao

X (M) = 2X(M™) + ZS(CZ') = 2deg(f),

onde X € a caracteristica de Euler, deg € o grau da aplicagio e s(C;) € o sinal da cuspide
C;.

Corolario 2.39 Seja f : M — S? uma aplicacdo estdvel de uma superficie M fechada,

orientada e conexa. Se o conjunto singular X f € nao vazio e conexo, entao

D7 5(C0) — 2deg($)] <2 - X(M).

Demonstragao: Sejam M (M~) C M o fecho das regides de M que possuem a orien-
tacdo preservada (invertida) por f. Apos a defini¢io 1.70, vimos que Xf = M+t N M~.
Como assumimos M fechada e X; # () e conexo, segue pela Observacio 1.67 que Lf é
fechada e simples. Com isso, M e M~ sao superficies contendo o mesmo circulo como

bordo. Portanto, pelo Teorema 1.28
XMTH)<1 e XM )<I1.
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Além disso, pela Proposi¢ao 1.22, X(M) = X(M™*) + X(M~), pois X(MTNM~) = 0.

Assim,
XM™) = X(M)—-X(MT)
> X(M)-1.
E dai,
AXM)-1<xX(M) <1
Substituindo essas duas desigualdades no Corolario 2.38, obtemos:

> " s(Ch) — 2deg(f) < 21— X(M) =2 — X (M)

%

S s(Cy) — 2deg(f) > 2A0X(M) — 1) — X(M) = X(M) - 2,

%

de onde obtemos

> s(C) = 2deg(f)] < 2 - X(M),

i

2.5.2 Grau da Aplicacao Dobra Associada a G.

Lema 2.40 Se f: M — S? € uma aplicacdo estdvel, vale a sequinte relacdo:
X(M*) =2Vv* — 29 — A,

onde A € o numero de arestas e VE e g* sdo, respectivamente o nimero de vértices com

sinal & e o peso total dos vértices com sinal £ do grafo Gy.

Demonstragiao: Vamos denotar, respectivamente, por M, ... M e M ,... , M, as
regioes positivas e negativas do complemento M —X f. Como o niimero de regioes positivas
(negativas) corresponde ao nimero de vértices positivos (negativos), temos que n = V7 e
p=V".

Para cada regiao Mii vamos denotar, respectivamente, por KZ-i e gii o nimero de arestas

do vértice associado a regiao ]\/[Z-i e o seu peso. Neste caso, gii corresponde ao género da
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regiao ]\@jE e KijE corresponde ao numero de componentes de bordo de Mf. Assim, pela

Proposicao 1.22 e pelo Teorema 1.28, podemos escrever

X = Y x0M)
= i(Q - 297 = K7)

=1

v+
= 2V -2 - ) K
i=1
Como A = ZZ K, logo,
X(M*) =2V* —29* — A
U

Teorema 2.41 Se f : M — S? € uma aplicacao estdvel com C4, ---, C,, pontos de cuspides,

cujo grafo associado é Gy, entao
20Vt —V7) — )+ Z = 2deg(f),

onde VT (V™) é o mimero de vértices positivos (negativos), gt (g~) é a soma dos pesos

dos vértices positivos (negativos) do grafo Gy e s(C;) € o sinal da cuspide C;.
Demonstracao: Pelo Corolario 2.38, temos

X(M) —2X(M™) + Z = 2deg(f),

onde X é a caracteristica de Euler, s(C;) é o sinal da cuspide C; e deg é o grau da aplicagao.
E como X (M) =X(M")+ X(M~), entao

X(M*T) — )+ Z = 2deg(f).
E de acordo com o Lema 2.40,

2Vt -V — )+ Z = 2deg(f).
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Exemplo 2.42 A Figura 2.25 ilustra algumas aplicac¢oes dobra. Em (a), o grafo associado
a aplicacao da esfera na esfera possui quatro vértices, dois positivos e dois negativos e peso
zero, entao pelo Teorema 2.41, o grau da aplica¢ao € d = 0. Em (b) temos uma aplicagao
do toro na esfera, cujo grafo associado possui trés vértices e peso um. Consideramos o
vértice cujo peso € um, positivo, obtemos V' = 2, V- = 1,97 =1 e g~ = 0. Assim
o grau desta aplicagao é d = 0. E em (c¢), uma aplicagdo do toro na esfera, cujo grafo
associado possut dois vértices, sendo um deles com peso um. Considerando o vértice com
peso positivo, temos VT =1, V- =1,9g" =1 e g™ =0, logo, o grau da aplica¢io é d = 1.

O grau da aplicagcao independe da escolha do sinal dos vértices.

(@) I/]' (b)

= & =

Figura 2.25: Exemplos de Aplicacoes Dobra.

Corolario 2.43 Se f : M — S? ¢ uma aplicacio dobra, entdo
deg(f) =V =V7)— (9" —g").

Demonstragao: Como f nao possui cuspides, entao ZS(C’Z») = 0, o resultado segue

)

direto da Teorema 2.41. 0

Como vemos, o Corolario 2.43 estabelece uma condicao necessaria para que o grafo GG

seja realizado por uma aplicacao dobra f, para um determinado grau deg(f).

Exemplo 2.44 As aplicacoes projecao ilustradas na Figura 2.8 sao exemplos de apli-
cagoes dobra de grau zero, cujos grafos associados possuem dois vértices com peso zero.
Para acrescentar um peso p > 0 nos dois vértices, fazemos a cirurgia horizontal, p — 1
vezes da aplicacao da Figura 2.8, com a aplicacao dobra do bitoro na esfera com inica

curva singular, ilustrada na Figura 2.26.
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A»)

Figura 2.26: Aplicagao do bitoro com grau zero.

Observacao 2.45 Sempre podemos construir uma nova aplicacao dobra a partir de apli-

cacoes ja conhecidas, das sequintes formas:

1. Se G1 e Go sao grafos realizados por aplicacoes dobra, entdo a soma horizontal e

vertical destes também realiza por dobras, pois as cirugias nao acrescentam cuspides.

2. Se uma drvore mazimal do grafo G realiza por aplicacao dobra, entio G também
realiza por aplicacao dobra, pois podemos realizar as arestas complementares por

cirurgia vertical, sem acrescentar pontos de cuspides na nova aplicacao.

3. Se um grafo G realiza por uma aplicacao dobra, somando o peso k em dois vértices
consecutivos v e w de G, o grafo obtido G' com o peso W (G') = W(G)+ 2k, também
realiza, pois basta fazer cirurgia envolvendo a curva correspondente a aresta unindo

v ew com aplicagao do 2k-toro, como exemplifica a Figura 2.27.
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Figura 2.27: Acrescentando peso um em dois vértices consecutivos.

O seguinte teorema, devido a Hacon, Mendes de Jesus e Romero-Fuster [14], ndo sera
demonstrado aqui. Ele aborda um caso geral para a realizacao de grafos de aplicagoes
dobras.

Teorema 2.46 Todo grafo finito e bipartido G com peso nos vértices, pode ser realizado
por uma aplica¢io dobra na esfera, com grau d = (Vt = V=) — (Wt — W), de uma
superficie M fechada e orientada e com género g(M)=1—-V + A+ W.

Acabamos de estudar as aplicacoes estaveis de superficies na esfera, sem cuspides.
No proximo capitulo, vamos estudar o caso particular de aplicagoes estaveis entre duas
esferas, quando o conjunto singular é conexo, levando em consideracao o grau da aplicacao

e o nimero minimo de cuspides.
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Capitulo 3

Contorno Minimal de Aplicacoes da

Esfera na Esfera

Neste capitulo, estudaremos o contorno aparente de aplicacoes estaveis da esfera na esfera,
tomando como principal referéncia o trabalho de Demoto [2]|, que aplica resultados de
Francis [6] e Quine [27].

O objetivo deste capitulo é estudar o contorno minimal de uma aplicagao estével entre
duas esferas, levando-se em consideracao o grau da aplicagdao, o nimero de ciispides e o
niumero de auto-intersegoes do seu contorno aparente.

A principal referéncia para este capitulo é o artigo de Demoto [2], no qual foram
utilizados resultados importantes, como o teorema de Quine, disponivel em [27] e duas
proposi¢oes devido Francis [6]. E para a classificacdo do contorno aparente, baseamos em
[22].

3.1 Contornos Aparentes de Aplicacoes Estaveis

Nesta secdo, classificaremos os contornos aparentes de aplicacoes estaveis f : M — S2,
onde M é uma superficie fechada e orientada. Essa classificacao é feita em relacao as
componentes conexas do conjunto singular ¥ f, ao ntimero de cuspides e o nimero de

auto-intersecoes de f. As principais referéncias sao [2| e [22].

Defini¢ao 3.1 O contorno aparente, f(Xf), de uma aplicacio estdvel f : M — S
onde M € uma superficie fechada e orientada, é a unido finita de curvas fechadas em S?,

formadas pelo conjunto de valores criticos de f.

Exemplo 3.2 As duas aplicacoes ilustradas na Figura 2.4 possuem o mesmo contorno

aparente, compostos por seis curvas simples e conexas.
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Definicao 3.3 O contorno irredutivel de f : M — S? onde M ¢ uma superficie

fechada e orientada, € o seu contorno aparente, quando o conjunto singular X f é conexo.

Exemplo 3.4 A Figura 3.1 ilustra diferentes aplicagoes da esfera na esfera, com grau
dois. Estas aplicagoes foram obtidas pela composicao g; = j o f;, onde f; € um mergulho
com deformagao da esfera no R® e j € a projecao da imagem de f; sobre a esfera. Em (a),
o contorno aparente possui trés curvas simples e disjuntas. Em (b), o contorno aparente é
irredutivel, pois possui uma unica componente, sendo esta com quatro cuspides e nenhuma

auto-intersecao.

(b)

Figura 3.1: Contornos de diferentes aplicagoes em S?: (a) redutivel e (b) irredutivel.
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Segundo Eliasberg [4], se f é uma aplicacdo de classe C*°, entao existem aplicagoes

estéveis que possuem contorno irredutivel e sao homotopicas a f.

Cooeoan)

SO Vo Vor @)
a (b) (¢)

- @ — & —

Figura 3.2: Homotopia entre aplicagoes estaveis entre duas esferas com grau dois.

Definicao 3.5 Seja f uma aplicagao de classe C*, o contorno irredutivel de h € dito
contorno minimal de f, se h possui o menor inteiro possivel para a soma do niumero

de cuspides e do numero de auto-intersecoes, c+ a, entre todas as aplica¢oes homotopicas

a f.

Veremos na proxima secao, que o contorno aparente da aplicacao ¢, ilustrada na
Figura 3.1 (b) é o contorno minimal da aplicagao ¢;, ilustrada em (a). De modo geral,
vamos estabelecer o valor minimo para a soma do nimero de ctuspides e de auto-intersecoes
que uma aplicacao estavel de grau dois, entre duas esferas, deve possuir para realizar o

contorno minimal.

3.2 Aplicacao de Grau dois

3.2.1 Numero Minimo de Ctuspides

O seguinte teorema relaciona o grau de uma aplicagao estavel da esfera na esfera, com o

nimero de cuspides e de auto-intersecoes que o seu contorno minimal deve possuir.

Teorema 3.6 Seja [ : S? — S? uma aplicagao estdvel com deg(f) = 2, uma aplicacio
h : S* — S% homotopica a f, que realiza o contorno minimal de f, deve possuir quatro

ciuspides e nenhuma auto-intersecao.

Demonstracao: Pela Definicao 3.5, a aplicacao h que realiza o contorno minimal de f
deve possuir o conjunto singular conexo e o menor valor para a soma c¢ + a, onde ¢ é o
nimero de cispides e a o numero de auto-intersecoes.

Como h é homotopica a f, entao deg(h) = deg(f) = 2, logo, pelo Corolario 1.90, Xh # (.

Por outro lado, como X (S?) = 2, entdo pelo Corolario 2.39,

) > s(G) - 2.2‘ <0,
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Logo

ou seja, h deve possuir no minimo quatro cuspides.

Deste modo, se podemos construir uma aplicacao que possui exatamente quatro ctspides
e nenhuma auto-intersecao, entao esta deve ser h, pois a = 0 e o menor valor para c é
quatro, ou seja, realiza o contorno minimal de f.

Essa construcao é feita através da cirurgia horizontal entre duas aplicacoes, de grau um, da
esfera na esfera, como ilustrado na Figura 2.18, com cada uma delas possuindo conjunto

singular conexo e contorno aparente com duas cispides e nenhuma auto-interse¢ao.

Exemplo 3.7 Na Figura 3.1, o contorno redutivel da aplicacao fo € dito contorno mi-
nimal da aplicagao fi, pois fo >~ f1 (homotdpica) e possui o menor valor para a soma

ct+a=440=4, onde a € o nimero de auto-intersecoes.

3.3 Contorno Minimal de Aplicacoes A-Equivalentes

Nesta secdao, veremos que se duas aplicacoes estaveis f,g : S? — S2, tais que
deg(f) = deg(g) = 2, realizam o contorno minimal, entao elas sdo A-equivalentes. Para
isto, vamos apresentar duas proposi¢oes encontradas em |6, de Francis e o teorema de

Quine [27]. Os principais teoremas e defini¢oes dessa se¢ao estao no artigo [2].

3.3.1 Familia Normal de Curvas Planas

Definicao 3.8 Uma familia normal de curvas planas € uma imersao estavel

h: S} — R? de um conjunto finito de circulos orientados no plano.

No caso particular, dizemos que a familia normal v é a imersao de trés circulos
positivamente orientados, no plano, hy, hy e hs, sendo que hs esta na regiao limitada por
ha, que por sua vez, estd na regiao limitada por h;. Além disso, h; e hy nao possuem

cruzamentos e h3 possui quatro auto-intersecoes e grau menos trés.
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Figura 3.3: Familia Normal ~.

Em uma familia normal de curvas, o nimero de pontos duplos (com duas pré-imagens)

q € R? ¢ finito, pois as curvas da imagem sdo fechadas e sem tangéncia.

Definicao 3.9 Chamaremos de eliminacao do ponto duplo q de uma familia normal
h, o processo de trocar dois subarcos de h que passam pelo ponto q, respeitando suas

respectivas orientacoes, como ilustra a Figura 3.4.

Definicao 3.10 Os circulos gaussianos de uma imersao sao as curvas obtidas apos a

eliminacao dos pontos duplos.

Figura 3.4: Eliminagao de pontos duplos.

Observacao 3.11 Se a curva h € cortada em todos os seus pontos duplos, a nova familia
normal de curvas obtida, h', consiste de uma colegcao finita de curvas simples, fechadas e

orientadas, tal que T(h) = 7(h'), onde T € o grau de h e h'.

3.3.2 Radial de uma Familia Normal

Vimos pela projegao estereografica, o homeomorfismo S? \ {p} ~ R?, sendo p um ponto

qualquer de S?. Consideramos o ponto p como sendo o ponto oo de S2.

Observacao 3.12 Seja o um conjunto de meridianos da esfera S?, concorrentes ao ponto
infinito oo. Pela projecio estereogrdfica de S*\ {0}, a torna-se um conjunto de retas no

plano, em direcao ao infinito.
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R=S- ()

— /00] (XZOC\3

Projecdo estereografica

Figura 3.5: Meridianos concorrentes ao infinito.

Pela projecao estereografica, podemos analisar o conjunto de retas a no plano. Com

isso, podemos estabelecer condigoes para que « seja um radial para uma familia normal

h.

Definicao 3.13 Um conjunto de semi-retas o € um radial para uma familia normal h,
se estiver em uma posi¢cao geral, ou seja, se x € um ponto em comum de h e « satisfizer

as sequintes condigoes:
(1) x # oo,
(2) x nao é um ponto duplo de h,
(3) x nao é o ponto inicial do raio que o contém,
(4) h intersecta o transversalmente em .

Definicao 3.14 O radial o de uma familia normal h € dito suficiente, se existe pelo
menos um cruzamento em cada curva membro de h e no minimo um cruzamento em cada

circulo Gaussiano negativamente orientado no plano S* \ {oo}.

(Xa2: 0(52= o

a (xa1= Ool_= a’a;

3 (Xa4=(x§4=aa;
Figura 3.6: Radial e corte da familia normal .
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Exemplo 3.15 A Figura 3.6 ilustra o corte da familia normal v e um radial . Cada
curva componente de vy contém pelo menos um cruzamento com « e no total, v possui doze
cruzamentos. Apds o corte, obtemos trés circulos Gaussianos positivamente orientadas e
quatro circulos Gaussianos negativamente orientadas. Observe que existe um cruzamento

em cada circulo Gausstano negativamente orientado. Logo, o € um radial suficiente para

.

Vamos agora estudar os pontos em comum entre uma familia normal e um radial para

esta familia normal.

3.3.3 Emparelhamento Efetivo e Transitivo

Notagao: Denotaremos por X (h, ), o conjunto dos pontos em comum da familia normal
h e do radial a, ou seja, os cruzamentos entre h e . E para x € X (h,«), denotaremos

por o, o raio que passa por x, e por h, a curva fechada na familia A que passa por x.
Como a familia normal h e cada radial «; sao orientados, seus cruzamentos natural-

mente recebem um sinal.

Definicao 3.16 O cruzamento x € dito positivo, se a curva membro h, de h cruza da
direita para a esquerda do radial o, que o contém, orientado do oo para x; caso contrdrio,

o cruzamento x € dito negativo.

A Figura 3.7 ilustra localmente, um radial o para uma familia normal h, com z,y €

X (h,a), sendo x um cruzamento negativo e y positivo.

Oy = 0Ly

: positivo

9,=9 .
=Y X : negativo

ponto inicial

Figura 3.7: Cruzamentos positivo e negativo.

Exemplo 3.17 Os cruzamentos entre a familia normal v e o radial o, mostrados na
Figura 3.6, sio X(h,a) = {ay,ay,al, az, ay,dy, a3, az,as}, sendo que ai,ds, as € Gy $Go

negativos e 0os demais positivos.
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Os elementos do conjunto de cruzamentos entre uma familia normal h e o radial a,

X (h,a), podem ser permutados entre si. Dentre essas permutagoes, temos:

Definicao 3.18 A permutacao que leva cada cruzamento x no seu Sucessor na compo-

nente h, de h, na orientacao de h,, € dita permutacao sucessor e ¢ denotada por

S.

Exemplo 3.19 Na Figura 3.8, partindo do ponto ay e sequindo a orientacao de h, obtém-
se a sequéncia de cruzamentos (ay,as,as,ay). Sequindo a orientagao de h apds o cruza-
mento ay, retornamos ao cruzamento inicial ai, ou seja, fechamos o ciclo. Percorrendo as
outras curvas membros de h, obtemos a permutacao sucessor
S = (a1,a9,as,a4)(a1, az, as, ay)(ay, ay, ay,ay).  Os cruzamentos sucessores sao denota-
dos como aj = ay, a5 = as, ou seja, o sucessor de a; € as, o sucessor de ay € az e assim

por diante.

Figura 3.8: Um radial para a familia normal ~.

Defini¢ao 3.20 Sejam o um radial suficiente para uma familia normal h e X(h,a) o
conjunto dos cruzamentos entre h e o, uma pemutacao P, que é o produto de pares dis-
Juntos de X (h,«), é dita um emparelhamento.

Defini¢ao 3.21 Um emparelhamento P em X (h,«) é dito efetivo se possui exatamente
a mesma quantidade de pares e de cruzamentos negativos, ou seja, se em cada par do
emparelhamento P existe exatamente um cruzamento negativo.

Exemplo 3.22 Na Figura 3.9, ilustramos um emparelhamento dos cruzamentos entre o
radial suficiente o e a familia normal v, ilustrados na Figura 3.8. Os pares do empa-
relhamento sao representados pelos cruzamentos extremos de cada radial. Neste caso, o
emparelhamento € dado por P = (ay,a1)(az, as)(ds, ab)(dy, ay). Como em cada par temos

um cruzamento negativo a;, seque que este emparelhamento € efetivo.
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Figura 3.9: Um radial para a familia normal ~.

A permutacao sucessor S pode ser decomposta em permutacoes ciclicas disjuntas,
como é o caso da permutacao sucessor do exemplo 3.19 e os seus cruzamentos podem ser

transitados de uma componente conexa de h para outra, através do emparelhamento P.

Definicao 3.23 Uma permutacao P € dita transitiva em S, se € transitiva no conjunto

das componentes conexas de h.

Em outras palavras, uma permutacao P ¢ transitiva se possui pelo menos um par em

cada componente conexa de h.

Observacao 3.24 A permutacao P do Exemplo 3.22 € transitiva, pois possui pelo menos

um par em cada componente de h.

Notacao: A permutacao R = SP é a composicao da permutacao sucessor S com o

emparelhamento P.

Em alguns casos, a permutacao R pode ser decomposta em ciclos disjuntos e estes

ciclos podem limitar regioes homeomorfas a discos.

Exemplo 3.25 A Figura 3.10, ilustra em (a), o emparelhamento P dos cruzamentos de
X(v,a), visto no Exemplo 3.22. Os pontos final e inicial de cada radial o; representam

0s pares de P. E em (b), os discos limitados pela permutagao

R = SP = (a},d), a3, ay)(ay, as, az, as)(a), Gz, ay, as).
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Figura 3.10: Exemplo de decomposigao ciclica de R = SP.

Partindo de um cruzamento, segue a permutacao sucessor S no sentido determinado
pela familia normal h e em seguida aplica o emparelhameto P. Os discos sao construidos

por sucessivas operacoes como esta, até retornar ao cruzamento inicial.

3.3.4 Radial Suficiente

As seguintes proposi¢oes 3.26 e 3.30, demonstradas por Francis em [6], relacionam um
radial suficiente o para uma familia normal h, um emparelhamento transitivo e efetivo na
permutacao sucessor S e o numero de permutacoes ciclicas da permutacao R = SP, com
a existéncia de uma imersao de uma superficie no plano, tal que essa imersao, restrita ao

bordo da superficie, é a familia normal h.

Proposicao 3.26 Sejam h uma familia normal de curvas fechadas, o um radial sufi-

ciente, R = SP a permutacao obtida pela composicao de S e P e

p: numero de curvas fechadas em h,

T: 0 grau de h,

v : nidmero de cruzamentos negativos em X (h,a),

S : permutacao sucessor,

P : emparelhamento transitivo e efetivo em S,

¢ : numero de permutagoes ciclicas disjuntas em R = SP, e

w=v+T1—C(: numero esperado de valores singulares.

Se p =0, existe uma imersio G : M — R?* = S* \ {oo}, de uma superficie M compacta,
orientada e conezxa, de género g = H”—;p*c tal que G |opy= h, onde a orientagao de OM
€ induzida pela de M.

Observacao 3.27 Se uma aplicacao f : M — R? nao possui valores singulares, entdo
nao possui pontos singulares, portanto sua diferencial df, € injetiva para todo p € M, dai

f € uma imersao. A Proposi¢ao 3.26 restringe f ao bordo OM da superficie M.
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Exemplo 3.28 A Figura 3.10 ilustra um emparelhamento P para a familia normal v e

0s trés ciclos obtidos pela permutacao R = SP. De acordo com a Proposicao 3.26, temos:

p=3 7=—-1 v=4

S =(a,V,d,d)(a,b,c,d)(a,b,éd)
P = (a,a)(b,b)(¢,c)(d,d)
¢=3,

logo,
p=v+7—-(C=4-1-3=0.
Além disso,
2+v—p—(C 2+4+4-3-3
= 5 = 5 =
Neste caso, podemos considerar M como sendo uma superficie com género zero, contendo

0.

trés bordos de curvas, sendo dois deles bordos de discos e o outro, bordo de uma vizinhanca
positiva de uma curva que contém quatro cuspides e nenhuma auto-intersecao. A imersao

destes bordos de curvas no plano € exatamente a familia normal 7.

Exemplo 3.29 A Figura 3.11 (a) ilustra uma familia normal h composta por uma tinica
componente, com trés auto-intersecoes e a = a1 U ag U az um radial suficiente para h.
Os cruzamentos entre h e o sao dados por X (h,a) = {ai, as,as,b1,be, b3}, sendo que os
cruzamentos b sao negativos. Em (b), temos um emparelhamento para os cruzamentos

entre h e a e em (c¢), a decomposi¢cao em dois ciclos de R = SP, onde:
S = (ah ag, as, b17 b27 b3)7

P = (al, bl)((lg, bg)(a3, b3)

Neste caso, pela Proposicao 3.26, temos
p=1 7(h)=—-1 v=3 e (=2,

ou seja,
p=v+7—-(C=3-1-2=0.
Além disso,
_ 2—|—U—p—§: 24+3—-1-2 _q
2 2
Neste caso, M € uma superficie com género g(M) = 1, contendo um bordo de curva, tal

9

que a imersao desse bordo em S%\ {oo} € exatamente h.
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Figura 3.11: Um emparelhamento P para a familia normal ~.

Proposicao 3.30 Se G ¢ uma imersio em R? = S? \ {oc} de uma superficie M com-
pacta, orientada, conexa e com bordo, tal que h = G |gpr € uma familia normal com p
curvas fechadas e T numero de voltas; o € um radial suficiente para h com v cruzamentos
negativos em X (h,«); S € a permutagao sucessor induzida por (h,a) e P é o empare-
lhamento efetivo induzido por G, entao P € transitivo em S e existe um difeomorfismo

H : Mp — M que preserva a orientacao tal que Gp

deve ser igual a 0.

AN

M?RQ

Em outras palavras, se existe uma imersao G' de uma superficie M no plano, satisfa-

zendo as condigoes da proposicao 3.30, entao podemos fazer um arranjo, como indica o

= G o H, onde Mp e a imersao
Gp: Mp — R? = 52 \ {oc} sdo aqueles da Proposicio 3.26. Além disso, p=v+ 71 —

diagrama comutativo e assim, obter uma imersao mais simples.
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3.3.5 O Minimo de Pares de um Emparelhamento em Cada Curva

Lema 3.31 Sejam h uma familia normal com n + 1 componentes conexas, o um radial
suficiente para h, X(h,a) o conjunto dos cruzamentos entre h e a, S a permutagdo
sucessor e P um emparelhamento efetivo e transitivo. Considerando que n componentes de
h possuem 2n cruzamentos positivos cada e que a outra componente possui 2n cruzamentos
negativos, se P possui apenas um par em alguma das n componentes de h, entao existe

um ciclo da permutacao R = SP, que nao limita uma regiao homeomorfa a um disco.

Demonstragao: Seja z um cruzamento positivo de X (h, «), tal que z é inico da compo-
nente de h que o contém, que pertence a um par de P. Aplicando a permutacao R = SP
a partir de x, percorremos todo o circulo que o contém, em seguida, percorremos parte
da curva que contém os cruzamentos negativos, voltamos para algum outro circulo sem
cruzamentos negativos, e assim por diante. No inicio da permutacao, percorremos todo o
circulo que contém x e essa parte do ciclo de R = SP limita uma regiao homeomorfa a
um disco. Mas ao continuarmos a permutagao, damos mais voltas e assim, o ciclo deixa

de limitar uma tal regiao. 0

Figura 3.12: Regioes delimitadas pelos ciclos de R = SP.

Exemplo 3.32 Na Figura 3.12 (i), ilustramos um emparelhamento para a familia normal

v, tal que o cruzamento d € o unico da componente de vy que o contém, que pertence a
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P. O dnico ciclo da permutacio R = SP, obtida a partir de d ndo limita uma regido
homeomorfa a um disco.

Em (ii), a familia normal h possui quatro componentes positivamente orientadas, sendo
que a componente mais interna possui seis cruzamentos negativos. O cruzamento a €
o unico da sua componente que pertence a algum par de P. A permutacao R = SP, a
partir de a gera um ciclo que nao limita uma regiao homeomorfa a um disco. Por outro
lado, o circulo de h que contém o cruzamento c, possui mais um cruzamento pertencente
a P. Logo, aplicando R = SP, a partir de ¢, obtemos um ciclo que limita uma regido

homeomorfa a um disco.

Lema 3.33 Os ciclos que nao delimitam uma regiao homeomorfa a um disco sao maiores

que os ciclos que delimitam uma tal regiao.

Demonstracao: De fato, para delimitar uma regiao nao homeomorfa a um disco, pre-
cisamos de mais que uma rotacao para fechar o ciclo. E para delimitar uma regiao

homeomorfa a um disco, precisamos somente de uma rotagao. O

A Figura 3.12 (ii) ilustra estes dois tipos de ciclos e os seus respectivos tamanhos.

Proposicao 3.34 Sejam h uma familia normal com n+ 1 componentes conexas e o um
radial suficiente para h. Se o emparelhamento P possui exatamente dois pares em cada
componente conexa de h, entio o nimero mdzimo de ciclos de R=SP ¢ ( =n+1, onde

S € a permutagdo sucesor.

Demonstracao: Sejam uma familia normal h com n + 1 componentes conexas, a um
radial suficiente para h, S a permutacao sucessor e P o emparelhamento induzido por S,
aplicando a permutagao R = SP, partindo de um cruzamento a; € X (h, «), tal que o seu
sucessor é levado paro o mesmo circulo por P, obtemos um ciclo que limita uma regiao
homeomorfa a um disco, como ilustra o terceiro disco da Figura 3.10(b).

Agora, para cada uma das n curvas de h com cruzamentos positivos, aplicamos R = SP,
partindo do cruzamento tal que o seu sucessor nao é levado pelo emparelhamento P
para o mesmo circulo. Assim percorremos o circulo em que ele se encontra até o outro
cruzamento, passamos pela componente que possui cruzamentos negativos e retornamos
ao cruzamento inicial, como ilustram os dois primeiro discos da Figura 3.10(b). Esta
passagem é feita para cada circulo de h, cujos cruzamentos sao positvos. Demodo geral,

se h tiver n + 1 componentes conexas, entao o numero de ciclos de R=SP é(=n+ 1.

O
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Proposicao 3.35 Seja h uma familia normal com n + 1 componentes conexas, o um
radial suficiente de h, X(h,a) o conjunto dos cruzamentos entre h e a, S a permutacao
sucessor e P um emparelhamento efetivo e transitivo. Considerando que n componentes
de h possuem 2n cruzamentos positivos e que a outra componente possui 2n cruzamentos
negativos, se o numero de permutacgoes ciclicas em R = SP for ( =p=n+1,n > 1,
onde p € o numero de curvas fechadas em h, entao P deve possuir no minimo dois pares

de cada uma dessas n curvas.

Demonstracao: Se P nao possui um par em cada uma das n curvas, cujos cruzamentos
sao positivos, entao P nao é transitivo, contradicao! Agora, se P possui exatamente um
par em alguma das n curvas, entao pelos Lemas 3.31 e 3.33, um dos ciclos de R nao é
homeomorfo a um disco, ou seja, este ciclo € maior. Com isso, o nimero de ciclos é menor
que o nimero de curvas, ou seja, ( < n+1. Absurdo! Portanto, P deve possuir no minimo

dois pares em cada uma das n curvas. 0
Exemplo 3.36 A Figura 3.10 ilustra a familia normal v, na qual, n =2 e p = 3. Neste

caso, ¢ = p =n+1, e como vemos, cada um dos circulos com cruzamentos positivos,

possut dois pares do emparelhamento P.

3.3.6 Orientacao do Complemento de Conjunto Singular

Figura 3.13: Pré-imagem de uma vizinhanca.

Lema 3.37 Seja [ : S* — S? uma aplicagio estdvel, tal que deg( 2. Se Uy € uma

f)=
vizinhanca aberta de oo, ponto da esfera da imagem, tal que f(Sf)NUsx =0, onde Uy, é
0 fecho de U, entio f~'(Us) consiste de:

(1) Dois discos cuja orientagao € preservada por f; ou
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(2) n discos cuja orientag¢ao é preservada por f e n — 2 discos cuja orienta¢ao é
invertida por f (n > 3).

Demonstracao: Se f é uma aplicacao da esfera na esfera, com grau dois, pela Definicao
1.88, o grau da aplicacdo f em cada valor regular y é deg,(f) = 2 = deg(f). Em outras
palavras, a diferenca entre o ntimero de pontos positivos e o niimero de pontos negativos
em f~1(y) é dois, ou seja, f~!(y) é constituido por dois pontos cuja orientacao é preservada
por f, ou n pontos cuja orientacao é preservada por f e n — 2 pontos cuja orientacao é
invertida por f. Dai, surgem as duas possibilidades para f~!(Us) : dois discos cuja
orientacao é preservada por f ou n discos cuja orientacao é preservada por f e n — 2

discos cuja orientacao é invertida por f (n > 3). 0

Exemplo 3.38 A Figura 5.183 ilustra uma aplicacao g = foj : S? — S% com deg(g) = 2.
Escolhemos um ponto oo em cada um dos componentes do complementos do contorno
irredutivel sobre a esfera e Uy, uma vizinhanga aberta do ponto oo. Em (a), o ponto 0o
encontra-se do lado em qua apontam as cuspides, neste caso, g~ (Us) consiste de dois
discos cuja orientagao € preservada por g, e em (b) o ponto oo encontra-se do lado oposto
em que apontam as ciuspides, neste caso, g~ (Us) consiste de trés discos cuja orientacdo

€ preservada por g e um disco cuja orientac¢ao € invertida por g..

Proposigao 3.39 Se f : S? — S? ¢ uma aplicagio estdvel, tal que deg(f) = 2 e o
congunto singular X f € conexo, entdo a esfera do dominio de f pode ser dividida em
quatro partes: dois discos cuja orientacao € preservada por f; uma regiao com trés bordos
de curvas fechadas; duas regioes homeomorfas a um cilindro e um disco cuja orientagao

€ invertida por f, como ilustra a parte superior da Figura 3.1/.

2.t

S? S?
£22
__

Figura 3.14: Complemento do conjunto singular do contorno minimal.
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Demonstracao: Considerando o primeiro caso do Lema 3.37, podemos dividir a esfera
do dominio de f em: o fecho de f~!'(U,), que consiste de dois discos cuja orientacao
¢ preservada por f; o conjunto dos pontos de S? cuja orientacdo é preservada por f,
menos 1 (Usx) U Vsy, onde Vs é a vizinhanga de Xf, que consiste de uma regiao com
trés bordos de curvas fechadas; o fecho das vizinhangas positiva e negativa de X f, onde
cada uma delas é uma regiao homeomorfa a um cilindro e o conjunto do pontos de S?
cuja orientacao ¢ invertida por f, menos V¢, que consiste de um disco cuja orientacao é

invertida por f. 0O

A parte superior da Figura 3.14 ilustra, da esquerda para a direita, a divisao da
esfera do dominio da aplicacdo f: S? — S?, tal que deg(f) =2 e X f conexo, conforme a
Proposicao 3.39. De modo geral, seguindo as setas, esta figura ilustra a aplicagao restricao
de f a cada uma dessas quatro partes, sendo que as cores distintas representam o grau
da aplicacao, que é dois.

Na seguinte proposi¢ao, vamos verificar se existe uma imersao de cada uma das quatro

partes do complemento do conjunto singular de f, em R? = 5% \ {oco}.

Proposicao 3.40 Seja f : S? — S? uma aplicacdo estdvel, cujo complemento do conjunto
singular pode ser dividido em quatro partes, como na Proposi¢cao 3.39. Existe imersao de

cada uma dessas quatro partes de S? em R? = S? \ {oo}.

Demonstragao: Primeiro observamos que todos os discos, ilustrados em (a) e (d) da
Figura 3.14, do complemento do conjunto singular de f podem ser imersos em R? =
S%\{o0}. Observemos também que as regides em (c), homeomorfas a um cilindro também
podem ser imersas em R? = S? \ {c0}.

Vamos verificar se existe imersao em R? = S? \ {oo} da regido de S? ilustrada em (b).
Seja M a regido de S? cuja orientagdo é preservada por f, menos f~'(Us) | Vsy, onde
U ¢ a vizinhanca do ponto oo do dominio de f e V¢ é a vizinhanca do conjunto singular
de f. Essa regiao contém trés curvas com bordo, sendo duas delas bordos de circulos e a
outra, bordo da vizinhanca positiva de X f.

Vamos considerar a imagem do bordo dessas trés curvas fechadas, como uma familia
normal h e a um radial suficiente para h, no qual os pontos de cruzamentos entre h e «

sao dados por:

X(h,a) ={a,b,c,d,a',V,c,d,a,b,ed}.
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Figura 3.15: Cruzamentos entre h e a.

Os cruzamentos negativos de X (h, ) sdo a, b, ¢ e d e os outros cruzamentos sao positivos.
Como h aceita difeomorfismos na fonte e na meta, entao podemos considerar somente

os emparelhamentos efetivos Py, P>, P3 e Py :

Figura 3.16: Emparelhamentos efetivos Py, Ps, P3 e Pj.
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Vamos verificar se existe uma imersao G : M — R? = S2\ {00}, para cada um dos quatro

emparelhamentos, de acordo com as Proposicoes 3.26 e 3.30.

(a) Tipo 1 (Py):

P = (d,a)(V,b)(c,e)(d, d).

Pela Definicao 3.23, uma permutacao é transitiva se ela o for nas componentes conexas de
h. Como P; nao contém nenhum par do circulo do meio de h, entao P; nao é transitivo.
Logo, pela Proposicao 3.30 este tipo nao pode ser realizado por uma imersao de uma

superficie conexa em R?.
(b) Tipo 2 (P):

Como P, é transitiva, vamos calcular p, conforme estabelecido pelas Proposicoes 3.26 e
3.30. Para isto, é preciso encontrar a permutacao R = SP,, composicao da permutacao
sucessor S com o emparelhamento P, obtida a partir do cruzamento a’. Esta permutacao
¢ mostrada na Figura 3.16, apontada pela seta que parte do emparelhamento P;.

Temos que
R=SP,=(d,b,d,d,a,b,cdalb, cd).

Como vemos, R possui somente um ciclo, ou seja ¢ = 1 e neste caso, o ciclo nao representa
um disco.

Pela Proposicao 3.26
p=v+7—-=4-1-1=2+#0.

Logo, pela Proposi¢ao 3.30, nao existe imersao para o tipo 2.

Tipo 3 (Ps):

Analogamente ao tipo P», R = SP5 possui uma tnica permutacao ciclica, sendo:
R' = SP; = (d,V,¢,d,a,b,c,d, a,b,c,d),

de acordo com o contorno cinza da Figura 3.16 apontado pela seta que parte de Ps.

Pela Proposicao 3.26,
p=v+7—-=4—-1-1=2+#0.
Logo, pela Proposi¢ao 3.30 nao existe imersao para o tipo 3.
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(d) Tipo 4 (Py):

Como Py é transitivo, devemos encontrar R = SPy :

R=SP, = (d,V,¢d)(a,b,c,d)(a,b,c, d)

onde os trés ciclos representam, respectivamente os discos mostrados em (a), (b) e (¢) da
Figura 3.16, apontados pelas setas que partem de Pj.

Neste caso, o nimero de permutacoes ciclicas disjuntas em R é ( = 3, e dai,
pu=v+17—=4—-1-3=0.

Portanto, pela Proposicao 3.26, existe uma imersao G : M’ — R?, onde M’ é uma superfi-

. . . n , Qb v—p—(!
cie orientada, conexa e compacta, cujo género é g = “T”C = 0, tal que
G |apr= h, ou seja, M’ pode ser a regiao M positiva com trés bordos de discos, como

queriamos. 0O

Proposicao 3.41 Todas as aplicacoes correspondentes ao emparelhamento Py, definido

na Proposicao 3.40 sao A-equivalentes entre si.

Demonstragao: De fato, seja G : M — R? = S? \ {oo} uma aplicagdo correspondente
ao emparelhamento P;. Dada G’ : N — R? = 5%\ {oo} outra aplicagao correspondente &
Py, pela Proposicao 3.30, existe um difeomorfismo H : N — M, que preserva a orientacao
e satisfaz G' = IdoG o H. 0

3.3.7 Decomposicao do Complemento de um Conjunto singular

Conexo

O complemento de um conjunto singular de uma aplicacao estavel f da esfera na esfera,
é sempre composto por regioes homeomorfas a discos e discos com buracos, como por
exemplo as aplicacoes ilustradas na Figura 3.1. As orientacoes de algumas destas regices
sao preservadas por f e outras nao.

Se o conjunto singular de f for conexo, retirando uma vizinhaga deste no dominio, que
é um cilindro, podemos decompor o complemento em discos e discos com buracos, como

ilustra a Figura 3.17, generalizando a ilustracao da Figura 3.14.
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Figura 3.17: Complemento do conjunto singular.

Neste caso tem-se o seguinte:

Proposicao 3.42 Se f : S* — 5% € uma aplicacio estdvel, tal que deg(f) = 2 e o
conjunto singular X f € conexo, entao a esfera do dominio de f pode ser dividida em
quatro partes: n discos cuja orientacao € preservada por f e n—2 discos cuja orientagao €
invertida por f; uma regiao com n+1 bordos de curvas fechadas; duas regioes homeomorfas

a um cilindro e uma regiao com n — 1 bordos de curvas fechadas.

Demonstracao: Considerando o segundo caso do Lema 3.37, podemos dividir a esfera
do dominio de f em: o fecho de f~'(U,), que consiste de n discos cuja orientagao é
preservada por f e n — 2 discos cuja orientacao € invertida por f; o conjunto dos pontos
de S? cuja orientagio ¢ preservada por f, menos f~(Us) U Vsy, onde Vs é a vizinhanga
de X f, que consiste de uma regiao com n + 1 bordos de curvas fechadas; o fecho das
vizinhancas positiva e negativa de X f, onde cada uma delas é uma regiao homeomorfa a
um cilindro e o conjunto do pontos de S? cuja orientagao é invertida por f, menos Vs,

que consiste de uma regiao com n — 2+ 1 =n — 1 bordos de curvas fechadas. 0

A Figura 3.17 ilustra, da esquerda para a direita, a divisao da esfera do dominio da

aplicacao f : S — S2, tal que X f é conexo, conforme a proposicao 3.42.

Proposicao 3.43 Seja f : S? — S2%, cujo complemento do conjunto singular pode ser
dividido em quatro partes, como na Proposicao 3.42. Nao existe imersao da regiao que
contém n discos cuja orientacio € preservada por f e n — 2 discos cuja orientacdo €
invertida por f, em R* = S? \ {oo}, (n > 3).
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Demonstragdo: Seja M a regiao positiva de S?, menos f~'(Us) U Vsy, onde Uy é a
vizinhanca do ponto oo da imagem de f e V5 é a vizinhanca do conjunto singular de f.
Neste caso, M ¢é uma regiao com n + 1 bordos de discos, sendo n deles circulos e o outro,
a vizinhaca positiva do conjunto singular de f, que contém quatro pontos de ctspides
(n > 3).

Consideramos a familia normal h, como sendo a imagem dos n + 1 bordos das curvas

fechadas de M, e a um radial suficiente para h, como mostra a Figura 3.18.

Figura 3.18: Radial para a familia normal h.

A Figura 3.18 corresponde & um radial para a familia normal v, acrescida por n — 2
circulos.

Os tnicos cruzamentos negativos, sao aqueles pertencentes & curva vizinhanca de X f, ou
seja, a curva mais interna.

De acordo com a Proposicao 3.26, obtemos

p : numero de curvas fechadas =n + 1;
T:graudeg=n—3e

v : nimero de cruzamentos negativos = 4.

Pela Proposicao 3.30, para obtermos uma imersao, devemos ter u = v+ 7 — ( = 0, ou
seja, v+T7=Cedai,(=44+n—-3=n+1=p.

Dai, pela Proposicao 3.35, devemos ter pelo menos dois pares do emparelhamento P
em cada circulo de h. Além disso, como cada par do emparelhamento efetivo deve conter
exatamente um cruzamento negativo, entao 2n < v = 4, ou seja, n < 2. Mas por hipotese,

n > 3, logo nao existe imersao para este caso.

O
3.3.8 Aplicagoes A-Equivalentes de Grau Dois

O seguinte resultado garante que se duas aplicagoes estéveis e de grau dois, entre duas

esferas, realizam o contorno minimal, entao elas sao A-equivalentes.
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Figura 3.19: Contornos minimais com grau dois.

Exemplo 3.44 A Figura 3.19 ilustra duas aplicagoes A-equivalentes com grau dois que
realizam o contorno mininal.

Teorema 3.45 Sejam f,g : S* — S? duas aplicagoes estdveis que realizam o contorno
minimal. Se deg(f) = deg(h) =2, entao f e g sao A-equivalentes.

Demonstragio: Seja f : S? — S? uma aplicagio estavel com deg(f) = 2, que realiza
o contorno minimal. Pelo Teorema 3.6, conjunto singular > f é conexo e o seu contorno
aparente o possui exatamente quatro cispides e nenhuma auto-intersecao, como ilustra a
Figura 3.19.

Consideramos agora uma vizinhanca U,, de oo, na imagem de f, pequena o suficiente, tal
que f(X;)NUsx =0, onde Uy, ¢ o fecho de Us,. Pela Proposicao 3.39, f~!(Us) consiste
de dois casos: dois discos cuja orientacao é preservada por f ou n discos cuja orientacao
é preservada por f e n — 2 discos cuja orientacao é invertida por f, como exemplifica a
Figura 3.13.

De acordo com a Proposicao 3.42, podemos dividir o dominio de f em quatro partes: n
discos cuja orientacao é preservada por f e n — 2 discos cuja orientacao é invertida por f,
uma regiao com n+ 1 bordos de curvas fechadas, duas regioes homeomorfas a um cilindro
e uma regiao com n — 1 bordos de curvas fechadas, como ilustra a Figura 3.17.
Entretanto, pela Proposicao 3.43, nao existe imersao da regiao com n— 1 bordos de curvas
fechadas, em R? = S? \ {o0}, logo vamos desconsiderar essa divisdo.

Por outro lado, de acordo com a Proposicao 3.39, também podemos dividir o dominio de

f em quatro partes, como ilustra a Figura 3.20, que denotaremos por:

M, : os dois discos cuja orientagdo é preservada por f e com bordos denotados por S, e

2
5127
M, : a regiao com trés bordos que sao Siy, SZ, e Sos;

Ms : = M3 U M3y as duas regioes homeomorfas ao cilindro, onde Ms; tem como bordo

Saz e =X f e Msy tem como bordo S3y e «;
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M, : um disco cuja orientacao é invertida por f.
Observemos que os sub-indices correspondem aos indices das componentes conectadas.

M1 Mz M3= M31 u Msz My

s\ < +
s, >+

Figura 3.20: Divisao do dominio de f.

Pela Proposigao 3.40, vimos que existe uma imersiao em R?* = S? \ {oco}, de cada uma
dessas quatro partes.

Consideremos mergulhos m; : M; — R3, para i = 2, 3,4, tal que a proje¢dao 7, no plano
R? = 52\ {00}, dos bordos de m;(M;), coicidam com a projegao estereografica da curvas
imagem de f em S? \ {occ}, dos bordos das M;, como ilustra a Figura 3.21 (a). Con-
sideramos também que 7 nao possui pontos singulares no interior de cada regiao, como
ilustrado em (b).

Estas imersoes devem ser de forma que podemos obter uma aplicagao suave (pag. 108,[|25]])
Im = my®mg Bmaa®my : MaU Mz UMz UM, — R? onde Im(z) = m;(z), se z € M;
e Im(z) = my(z) = ms(x), se x € M; N M, como ilustra a Figura 3.21 (c).
Consideramos as aplicacoes h;, j = 2, 3,4, como a composi¢ao mom,; e exigimos que 7 seja
regular em todos os pontos interiores de I'm(MyUMsz1 UMz UM, — ), onde o = Mgy N M3z
é uma curva com quatro pontos de cuspides e nenhuma auto-intersecao, como ilustra a
Figura 3.21 (d). Neste caso, a aplicagio (hs; @ hgp) : Mz U Mz, — R? = 52\ {oo}
tem a curva o como conjunto singular, que contém quatro pontos de ciispides e nenhuma

auto-intersecao.
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(a)

m,:M, - R’ m, : M,—R?3 m32:M32A/R3 m,:M,—R?

== § g

M, +m, + My +m;,+ma (MUM, UM, UM, UM,)

m,+ M, +mMy,+ma (M, UM;,UM,,UM4)

f:52—>52

Figura 3.21: Construcao de aplicagao com contorno minimal de grau dois.
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Agora consideremos a imersao m; : M; — R3 da seguinte forma:

os bordos my (S}, U S%,) = ma(Siy U SE).

a imersao (i; ® i9) : My U My — R?® & suave em todos os pontos, de forma que

(hy1 @ ho) : My U My — R? seja regular em todos os pontos.

o centro dos dois discos de M; sao levados no infinito do R3, de forma que a projecao

de i1 (M;) cobre, com duas pré-imagens em quase todos os pontos.

o complementar I'm = hy @® hzy @ hag ® hy : My U Mz U M3 U My — R? = 52\ {00},
de hy : My — R? = S?\ {oo}, tem em comum somente as duas curvas imagens de
Sty U S%,.

Como M; U My, U My U Ms, U My, = S? construimos a aplicacdo suave
H =hy®hy®hsy @ hsy @ hy : S = M UMy U Mg, U My U My — R? = 52\ {00}, que
tem como conjunto singular a curva «, como ilustra a Figura 3.21 (e) e (f).

Tomando a inversa da projecao estereografica P e compondo com H, podemos obter a
aplicagao original f : S? — 5%, como ilustrados na Figura 3.21 (g) e (h).

Por outro lado, pela Proposigao 3.41, todas as imersoes da regiao que contém trés bordos
de disco, no plano, sao A-equivalentes. E considerando essas outras imersoes, obtemos

aplicacoes A-equivalentes a f, como queriamos. 0O

Para completar o estudo, vamos estabelecer condi¢oes em relacao ao niimero de cispi-
des e de auto-intersecoes, para que o contorno aparente de uma aplicacao estavel
f:8% = S? com deg(f) > 2 seja contorno minimal.

3.4 Aplicacoes entre 2-Esferas com Grau d > 2

Vamos generalizar o argumento de que o contorno minimal de uma aplicagao estavel
f 5% — 5% tal que deg(f) > 2, possui exatamente 2deg(f) ctispides e nenhuma auto-
interse¢ao. Para isto, novamente vamos utilizar o teorema de Quine [27] e algumas rela¢oes
entre um poligono com 2deg(f) lados e o emparelhamento de seus vértices. Os resultados

dessa se¢ao sdo devidos a Demoto |2].

3.4.1 2d-agono e Emparelhamento de um 2d-agono
Definicao 3.46 Um 2d-dgono é um poligono com 2d lados.

Definicao 3.47 Um emparelhamento P de um 2d-dgono é a conec¢ao de dois vér-

tices por um arco.
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Definicao 3.48 Um mau-cruzamento em um emparelhamento P é um cruzamento
entre dois arcos que conectam vértices.

Emparelhamento sem mau-cruzamento 2d-4gono Emparelhamento com mau-cruzamento

Figura 3.22: 2d-agono e emparelhamento.

Podemos associar um 2d-agono ao contorno irredutivel de uma aplicagao.

Seja f : S* — S? uma aplicagdo estével, tal que o contorno irredutivel f(3f) contenha
2d cuspides e nenhuma auto-intersecao. Os vértices de um 2d-agono representam as
caspides de f(Xf).

A Figura 3.23 ilustra a vizinhanca positiva de um contorno irredutivel de uma apli-
cagao, contendo 2d cuspides, e o 2d-agono correspondente.

Figura 3.23: 2d-agono.

Podemos associar um emparelhamento de um 2d-agono, a partir de um emparelha-
mento P dos pontos de cruzamento entre h e o, onde a é um radial suficiente para uma
familia normal h.

Sejam « um radial suficiente para uma familia normal h e o conjunto dos pontos
de cruzamento X (h, «). Os vértices ligados do 2d-4gono sao aqueles cujos cruzamentos
negativos sao transportados por P, para o mesmo circulo de h.

Exemplo 3.49 A Figura 5.2/ ilustra dois emparelhamentos dos cruzamentos de uma
familia normal h contendo cinco curvas, com o radial suficiente o. Cada emparelhamento
P ¢ dado pelos cruzamentos inicial e final de cada radial oi;. E a partir de P, obtemos o
emparelhamento do octogono.
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Figura 3.24: Conectando vértices de um 2d-agono.

Observacao 3.50 Se dois pares nao consecutivos de um emparelhamento P sao levados
em um mesmo circulo de h e outros dois pares de P, também nao consecutivos, sao levados
no circulo mais interno de h, entao ocorre um mau-cruzamento no emparelhamento do

2d-dgono correspondente a P.

Lema 3.51 Sejam h uma familia normal, o um radial suficiente para h, P um empare-

lhamento efetivo e transitivo na permutagao sucessor S e a permuta¢ao R = SP.

(1) Se P gera um mau-cruzamento, entdo a permuta¢ao R = SP possui um ciclo cuja

regiao limitada nao é homeomorfa a um disco, como mostra a Figura 3.25 (i) e

(ii)(a).

(2) Se P tiver exatamente dois pares consecutivos levados em um mesmo circulo, se
aplicamos R = SP, obtemos um ciclo que limita uma regiao homeomorfa a um

disco, como mostra a Figura 3.25 (ii)(b).

Demonstragao:

(1) Se P gera um mau-cruzamento, se aplicamos a permutacdo R = SP, a partir de
um cruzamento positivo, que causa este mau-cruzamento, percorremos o circulo em
que ele se encontra até o proximo cruzamento contido nele, depois percorremos a
curva interna, que possui cruzamentos negativos, retornamos a outro circulo com
apenas cruzamentos positivos e assim por diante, até fechar o ciclo. Neste caso, nao
conseguimos fechar o ciclo em uma rotagao, logo a regiao limitada por este nao é

homeomorfa a um disco.

(2) Considere os dois cruzamentos consecutivos, pertencentes aos pares consecutivos
e tnicos de P, que sao levados em um dado circulo de h. Partindo do segundo
cruzamento e aplicando a permutacao R = SP, percorremos o circulo em que ele
se encontra até chegar ao primeiro cruzamento, em seguida, percorremos a curva
cujos cruzamentos sao negativos, até retornar ao cruzamento inicial. Deste modo,

limitamos uma regiao homeomorfa a um disco.
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Figura 3.25: Permutagao que gera mal-cruzamento.

Lema 3.52 Sejam o um radial suficiente para uma familia normal h e P um empa-
relhamento efetivo e transitivo na permutagao sucessor S determinada por (h,a). Se o
2d-agono associado a P nao possui mau-cruzamento, entao a permutacao R = SP possui

n+ 1 ciclos, onde n € o numero de curvas com cruzamentos positivos de h.

Demonstracao: Partindo de um cruzamento tal que o seu sucessor é aquele levado pelo
emparelhamento P no mesmo circulo e aplicando a composicao R = SP, obtemos um
ciclo que limita uma regiao homeomorfa a um disco. Partindo do seguinte cruzamento e
aplicando R = S P, contornamos o circulo em que se encontra, passamos pela componente
mais interna de h e retornamos ao cruzamento inicial. Essa passagem é feita aos pares de
cruzamentos. De modo geral, se h tiver n + 1 componentes conexas, obtemos n + 1 ciclos
de R=SP. 0O

Exemplo 3.53 A Figura 3.26 ilustra emparelhamentos cujos 2d-dgonos associados, para
d = 2 e 3, nao possuem mau-cruzamentos. Em (i), a permuta¢ao sucessor possui trés

ciclos e em (ii), R = SP possui quatro ciclos.
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Figura 3.26: Emparelhamentos sem mau-cruzamento.

Proposicao 3.54 Seja P um emparelhamento efetivo e transitivo na permutacao suces-
sor S determinada por (h,a), onde h é uma familia normal e o é um radial para h. Se
existe uma imersao G : M — R? com G |sp= h, entdo o 2d-dgono nio possui mau-
cruzamento.

Demonstracao: Se existe uma imersao G, entao pela Proposicao 3.30, devemos ter
pw=0.Logo ( =v+7=mn+1, onde i é o niimero de valores singulares, ( ¢ o nimero de
ciclos da permutacao R = SP, v é o nimero de cruzamentos negativos, 7 é o grau de h
e n é o nimero de curvas de h com cruzamentos positivos. Suponhamos que o diagrama
2d-agono possui mau-cruzamento, entao pelo Lema 3.51, obtemos um ciclo que nao limita
uma regiao homeomorfa a um disco. Mas pelo Lema 3.33, estes ciclos sao maiores que os
ciclos que delimitam uma regiao homeomorfa a um disco. Com isso, o nimero de ciclos

da permutacao R = SP diminui, ou seja, ( < n + 1, contradicao. 0
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Proposicao 3.55 Seja P um emparelhamento efetivo e transitivo na permutacao suces-
sor S determinada por (h,«), onde h € uma familia normal e o« € um radial para h. Se

0 2d-dgono ndao possui mau-cruzamento, entdao existe uma imersio G : M — R? com

G lonr= h.

Demonstracgao: Se nao existe uma imersao G, entao pela Proposicao 3.26 devemos ter
i # 0, ou seja ¢ # n + 1. Por outro lado, se o diagrama 2d-agono nao possui mau-
cruzamento, entao pelo Lema 3.52, obtemos n + 1 ciclos de R = SP, ou seja, ( = n + 1,

contradicao! Portanto existe uma imersao desejada. 0

3.4.2 Minimo de Cispides de um Contorno Minimal

De acordo com o seguinte teorema, o contorno minimal de uma aplicacao estavel f entre

duas esferas, com grau deg(f), possui no minimo 2deg(f) cuspides.

Teorema 3.56 Seja f : S? — S? uma aplicagdo estdvel com deg(f) > 2. A aplicagao
estdavel h : S? — S?, que realiza o contorno minimal de f, deve possuir no minimo 2deg(f)

cuspides.

Demonstracao: Seja h uma aplicacao estavel, homotopica a f, que realiza o contorno
minimal de f. Pela Proposigao 1.89 (1), o grau de duas aplicagoes homotopicas é o mesmo,
ou seja, deg(h) = deg(f) > 2, entao pelo Corolario 1.90, segue que o conjunto singular
)

Por outro lado, como a caracteristica de Euler X(S?) = 2, segue pelo Corolério 2.39

que

D7 s(C) — 2deg ()] <.

Logo,

> s(Ci) = 2deg(f),

i
onde s(C;) é o sinal da cuspide C;.

A aplicacao que gera o contorno minimal de f deve ter o menor valor para a soma do
nimero de cuspides e de auto-intersegoes, logo h deve ter no minimo 2deg(f) cuspides e

nenhuma auto-intersecao. 0

Se pudermos construir uma aplicacdo h : S* — S?, com deg(h) = deg(f), cujo contorno
aparente é conexo e possui exatamente 2deg( f) ctuspides e nenhuma auto-interse¢ao, como

mostra a Figura 3.27, dizemos que h realiza o contorno minimal de f.
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Figura 3.27: Contorno minimal com 2deg(f) cuspides e nenhuma auto-intersegao.

3.4.3 Decomposicao do Complemento de um Conjunto Singular
Geral

Lema 3.57 Seja f : S — S? uma aplicacio estdvel, com deg(f) > 2. Se Uy, € uma
vizinhanga aberta de oo, onde oo € um ponto da esfera da imagem de f, tal que f(Xf)N
Usw = 0, onde Uy, € o fecho de Uy, entao f_l(Uoo) consiste de n discos abertos cuja

orientagao € preservada por f e n—deg(f) discos abertos cuja orientagao € invertida por

f (n>deg(f)).

Demonstracao: Se f é uma aplicacao da esfera na esfera, pela Defini¢cao 1.88, o grau da
aplicacao f para cada valor regular y é deg,(f) = deg(f). Em outras palavras, a diferenca
entre o niimero de pontos positivos e o nimero de pontos negativos em f~1(y) é deg(f),
ou seja, f~1(y) é constituido por n pontos cuja orientacao é preservada por f e n—deg(f)
pontos cuja orientagao é invertida por f. Segue dai que, f~!(U,) consiste de n discos

cuja orientagao é preservada por f e n — deg(f) discos cuja orientagao é invertida por f
(n = deg(f)). O

Proposigao 3.58 Se f : S* — S? é uma aplicagio estdvel, tal que deg(f) > 2 e o
congunto singular X f € conexo, entao o dominio de [ pode ser dividido em quatro partes:
n discos cuja orientagdao € preservada por f e n—deg(f) discos cuja orientagao € invertida
por f; wma regiao contendo n+ 1 bordos de curvas fechadas; duas regioes homeomorfas a
um cilindro e uma regiao com n — deg(f) + 1 bordos de curvas fechadas, como ilustra a
Figura 3.17.

Demonstracao: De acordo com o Lema 3.57, podemos dividir a esfera do dominio de
f em: fecho de f~1(U,,), que contém n discos cuja orientacao é preservada e n — deg(f)
discos cuja orientacao é invertida por f; conjunto dos pontos de S? cuja orientacio é
preservada por f menos f~!(Ux) U Vsy, onde Viy é a vizinhanga de f, que consiste

de uma regiao com n + 1 bordos de curvas fechadas; o fecho das vizinhancas positiva
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e negativa de X f, onde cada uma delas ¢ homeomorfa a um cilindro e o conjunto dos
pontos de S? cuja orientagdo ¢ invertida por f menos Vif, que consiste de uma regiio

com n — deg(f) + 1 bordos de curvas fechadas, como mostra a Figura 3.17. 0O

Proposicao 3.59 Seja f : S? — S? uma aplicacio estdvel cujo complemento do conjunto
singular pode ser dividido em quatro partes, como na Proposi¢cao 3.58. Fxiste imersao em

R? = S? < {00}, da regidgo que contém n + 1 bordos de curvas fechadas.

Demonstracao: Seja M o conjunto dos pontos de S? cuja orientacdo é preservada por
f, menos f~1(U,) U Vsy, onde Vy; é a vizinhanga de X f. Neste caso, M ¢ uma regiao
com n+ 1 bordos de curvas fechadas. Vamos consideramos a imagem desses n+ 1 bordos,
como uma familia normal h e a um radial sucifiente para h, como na Figura 3.28, para
n > deg(f). Lembremos que n curvas de h correspondem ao bordo de f~(Uy) e a outra

curva corresponde ao bordo da vizinhanca positiva de X f.

Figura 3.28: g e a.

Pela Proposi¢ao 3.26, o nimero de componentes de h, o grau de h e o nimero de cruza-

mentos negativos entre h e a sao, respectivamente
p=n+1; T=n—2deg(f)+1 e v=2deg(f).

Além disso, para que exista imersao de M em R? = S? \ {0}, devemos ter

pw=v+71—C_=0, ou seja,
(=v+717=n+1=p

Entao, pela Proposicao 3.35, devem existir no minimo dois pares de P em cada um dos n

circulos de h que possuem cruzamentos positivos. E dai,

2n < 2deg(f) = n <deg(f).
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Mas como assumimos n > deg(f), segue n = deg(f).

Portanto, vamos considerar somente o caso n = deg(f) e com isso, devemos ter exatamente
dois pares de P em cada circulo e com isso, podemos associar um 2deg(f)-agono ao
emparelhamento P.

Pela Proposigao 3.55, devemos escolher um emparelhamento P cujo 2deg( f)-agono nao
possui maus-cruzamentos. Assim, obtemos uma imersao G : M’ — R? = 52 \ {oo}, tal
que G | OM' = h, e o género de M’ é g = 0.

Logo, M’ é uma regiao com n + 1 bordos de curvas fechadas, ou seja, podemos afirmar

!/ P
que M'" = M, como queriamos. 0O

Como n = deg(f), as outras trés partes da Proposigao 3.58 se limitam a: deg(f) discos
cuja orientacao é preservada por f; duas regioes homeomorfas a um cilindro, e uma regiao
homeomorfa a um disco, cuja orientagao é invertida por f. Deste modo, pela Proposicao

3.40, existe imersdo de cada uma dessas trés partes em R? = S? \ {oo}.

3.4.4 Minimo de Cuspides de um Contorno Minimal Geral

Teorema 3.60 Seja f : S? — S? uma aplica¢io de classe C*, com deg(f) > 2. O

contorno minimal de [ possui exatamente 2deg(f) cispides e nenhuma auto-intersegao.

Demonstragao: Seja f : S? — S? uma aplicacao estavel, com deg(f) > 2, tal que o
conjunto singular X f é conexo e o seu contorno aparente « possui exatamente 2deg(f)
cuspides e nenhuma auto-intersecao. Seja U, uma vizinhanca aberta suficientemente
pequena de oo, ponto da imagem de f, tal que f(X;) N Uy, = 0, onde Uy, é o fecho de
Uso.

Pelo Lema 3.57, podemos dividir o dominio de f em quatro partes, como ilustra a Figura
3.17:

M : n discos cuja orientac¢ao é preservada por f e n — deg(f) discos cuja orientac¢ao é

invertida por f;
My : uma regiao contendo n + 1 bordos de curvas fechadas;
Ms : duas regioes homeomorfas a um cilindro e
M, : uma regiao com n — deg(f) 4+ 1 bordos de curvas fechadas.

Mas pela Proposicao 3.59, existe imersao de M, em S?\ {oc} se deg(f) = n.
Considerando os mergulhos m; : M; — R? para i = 2,3,4, tal que a projecao m, no plano

R? = 52\ {00}, dos bordos de m;(M;) coicidem com a projecao estereografica da curvas
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imagem por f em S?\ {oo}, dos bordos das M;, e que ™ ndo possui pontos singulares
no interior de cada regiao, entao usando a mesma técnica da demonstracao do Teorema
3.45, construimos uma aplicagao suave H : S? — R? = 52\ {oc}, tendo a como conjunto
singular, contendo 2deg(f) ctuspides e nenhuma auto-intersegao.

Tomando a inversa da projecao estereografica P e compondo com H, podemos obter a

aplicacao original f : S? — S2, possuindo o como conjunto singular. 0O

Acabamos de construir uma aplicacao f entre duas esferas, com grau arbitrario, tal que
o seu contorno irredutivel possui exatamente 2deg( f) cispides e nenhuma auto-intersecao.

Logo f realiza o contorno minimal.

3.5 Exemplos de Contorno Minimal

Exemplo 3.61 As aplicagoes estaveis entre duas 2-esferas, construidas no Exemplo 2.28,
realizam o contorno minimal com 2deg(f) cuspides cada e nenhuma auto-interseg¢ao, onde
deg(f) é o grau da aplica¢ao dada. A medida que aumenta o grau, aumenta o nimero de
cuspides do contorno minimal por dois, devido a cirurgia horizontal com uma aplicag¢ao

g:S% — 52 obtida a partir da aplicacao identidade passando pela transicio do tipo ldbios.

Exemplo 3.62 1. O contorno aparente da aplicagao construida na Figura 2.13 pode
ser visto como um contorno minimal de aplicagoes estdveis com grau um, do toro na
esfera, sem auto-intersegoes. Neste caso, o contorno minimal possui quatro cuspides
e nenhuma auto-intersecao. Fazendo sucessivas cirurgias horizontais como nesta
figura, podemos concluir que o contorno minimal de aplicagoes estaveis do k-toro
na esfera, com grau um e sem auto-intersecoes, possui 2k + 2 cuspides, pois a cada
cirurgia, acrescentamos o numero de cuspides por dois, sempre que acrescentamos

o género da superficie do dominio da aplicagcao por um.

2. Se queremos obter uma aplicacao de um k-toro com grau d, basta fazer cirurgia
horizontal com uma aplicacao da esfera na esfera com grau d — 1 com contorno
minimal. A aplica¢ao resultante terd um contorno minimal com 2(k + d) cuspides

e nenhuma auto-intersecao.

3. Outro exemplo de aplicagao com contorno minimal do toro na esfera estd ilustrada
na Figura 2.25 ¢). Neste caso € o contorno minimal de uma aplica¢ao dobra, com

quatro auto-intersecoes e nenhuma cuspide.

4. Combinando cirurgias entre aplicagoes dos itens 2 e 3 acima, podemos obter um
contorno minimal contendo 4l pontos duplos e 2(k + d) cispides, de uma aplicagao
do (k+1)-toro, com grau d + 1.
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Apéndice

Apresentaremos neste apéndice, uma demonstracao para um caso particular do teo-
rema de Quine, sobre aplicacoes estaveis na 2-esfera, que esta enunciado como o corolario
2.38. A técnica usada na demonstracgao é a relacao dos sinais das ciispides nas transi¢oes
de codimensao um, a caracteristica de Euler do complemento do conjunto singular antes
e apos as transigoes e o grau da aplicacao.

Observacao 3.63 As transicoes do tipo ldbios ou bicos alteram a soma dos sinais das
cispides, denotada por, > s(C;), por £2, enquanto a transi¢ao do tipo rabo de andorinha
mantém o valor de Y s(C;). De fato, as cispides obtidas pelas transi¢oes do tipo ldbios
ou bicos tém o mesmo sinal, enquanto as cuspides obtidas pelas transicoes do tipo rabo de

andorinha possuem sinais opostos, como ilustra a Figura 3.29.

(a) Rabo de Andorinha:

+ - +

) - — —
(b) Bicos
''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' — X %i;’ — T &7
| f f
\—// -
(c) Labios:
v N

Figura 3.29: Sinal das cuspides.
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Lema 3.64 Sejam fy e f1 aplicacoes estdveis de superficies fechadas e orientadas na
esfera, onde fy € obtida por fy, a partir de uma transicao do tipo bicos ou ldbios. Se M,

e My sao, respectivamente, o complemento dos conjuntos singulares X fy e X f1, entao
X(M;) = X(Mg) F s(0),
onde s(C) denota o sinal das duas novas cispides.

Demonstragao: Vamos considerar M, (M, ) o fecho da regido positiva (negativa) de f,
e M; (M) o fecho da regido positiva (negativa) de fi.

Vamos primeiro analisar a transicao do tipo bicos B. Para este caso, temos duas possibili-
dades: BT e B™, que respectivamente, acrescentam e diminuem o nimero de componentes
conexas do contorno aparente da aplicacao.

Vamos considerar cada uma delas separadamente.

. LA A= @A)-1 N A
H R \_/ N ! , 7 N ;
Lo B bl awuey=x @+ 0 (L B S
\“. /\_// : : \“. —’_,'

. ; | .

Figura 3.30: Alterando a caracteristica de Euler pelas transicao BT,

Na Figura 3.30, podemos ver a transicao do tipo B~. Inicialmente, temos uma componente
de X, que separa as regioes A e B. Apoés a transicao, >; adquire uma nova componente,
além de dois pontos de cispides. A regiao A ganha mais uma componente com bordo e
passa a ser denotada por A’. Essas duas componentes separam as regioes B’ e C’.

Temos ainda que
X(A)=X(A) -1

e como s(C') = 1, entao
X(A) =X(A) —s(0).

Consequentemente,
X (M) = X(Mg") — s(C).

Por outro lado,
X(B'UC)=X(B)+1=X(B)+s(C).

Logo
X (M) =X(My) + s(C).

93



Figura 3.31: Alterando a caracteristica de Euler pelas transicao B~.

Na Figura 3.31, podemos ver uma transicao do tipo B~. Inicialmente, duas componentes
de curva de Y fj, separa as regioes A, B e C. Apos a transicao, as duas componentes se
unem, de modo que X f; possui apenas uma componente conexa e com isso, as regioes A
e C também se iniram, dando origem a regiao A’. Neste caso, para as novas regides A’ e

B', podemos afirmar:

X(A) = X(AUC)—1=X(A)+X(C) -1

X(B')=X(B)+1
Portanto
X(M") = X(My") - s(C)

+ A XA) = X (A) -1 + A‘E
' XB) =1

______________________________ <« Y

Figura 3.32: Alterando a caracteristica de Euler pelas transicao L.

Na Figura 3.32 podemos ver uma transicao do tipo labios. Inicialmente temos uma regiao
A. Apoés a transicao, a regiao A adquire mais uma componente com bordo, logo a sua
caracteristica diminui por um. Além disso, uma nova regiao negativa, £’ homeomorfa a
um disco é criada, assim a caracteristica das regioes negativas aumenta por um. Como

neste caso, o sinal das cuspides é positivo, segue o resultado. 0

Observacao 3.65 Se no Lema 3.64, a transicao for do tipo rabo de andorinha, entao

X (M) = X(Mg),
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uma vez que esta transicao nao altera a topologia das regioes do complemento do conjunto
singular.

Na figura 3.33, ilustramos uma aplicacao estavel f = jog : M — S?, com grau d, onde
M é um k-toro, com k > 0, g ¢ um mergulho de M deformada em R? e j é a projecao da

imagem de g na esfera.

Figura 3.33: Aplicacdao dobra do k-toro com grau d.

Lema 3.66 Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel de uma superficie M fechada, ori-
entada e de género k, na esfera, com grau d, cujo contorno aparente sobre a esfera tenha
d+ k + 1 componentes conexas disjuntas e simples. Se M™* e M~ sao, respectivamente,

o fecho das regioes positivas e negativas do complemento do conjunto singular X f, entao
X(MT)—X(M™) = 2d.

Demonstracao: Se f: M — S? é uma aplicacdo estavel com grau d, onde a superficie
M tem género k e o conjunto singular tem d+ k+ 1 componentes sem pontos de ctspides,
entao M, o fecho da regiao de M cuja orientacao é preservada por f é decomposto
em d + 1 componentes, onde d componentes sao homeomorfas ao disco, denotadas por
M, ..., M e a outra componente é homeomorfa ao disco com k buracos, denotada por

M. como ilustra a Figura 3.33. Neste caso, a caracteristica de Euler de M+ é dada por

XM =xX(M*)+d=1-Fk+d.

Por outro lado, M~, o fecho dos pontos regulares de M, que tem a orientagao invertida
por f, é uma regiao homeomorfa a um disco com k + d buracos, a qual denotamos por
M'~. Com isso, a caracteristica de Euler de M~ é dada por

XM )=X(M")=1—k—d.
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Portanto
X(M+) —X(M™) =2d.

Corolario 3.67 (Coroldrio do Teorema de Quine) Sejam M uma 2-variedade suave,
compacta, orientada e conexa, f : M — S? uma aplicacio estdvel, M* o fecho do con-
junto dos pontos requlares nos quais f preserva a orientacao, M~ o fecho dos pontos

requlares os quais f inverte a orientacao e C4, ..., C, pontos de cispides, entao

X(M) = 2X(M™) + ) s(Ci) = 2deg(f),
onde X € a caracteristica de Euler e deg € o grau da aplicacao.

Demonstragao: Seja fo : My — S? uma aplicacao estavel, tal que deg(fo) = deg(f),
onde a superficie My tem género k e o nimero de componentes singulares é deg(fo) +k+1,
sem cuspides, como ilustra a Figura 3.33. Podemos obter a aplicacao f a partir de fo,
por meio de transicoes do tipo bicos, labios ou rabo de andorinha. Vamos denotar por
fi,7 € N, a aplicagdo obtida de fo apds j transigoes do tipo B, L ou S, e por M;"(M;) a
unido das regides positivas (negativas) do complemento M \ X f;. Chamaremos por Cj; e
Cj2 as cuspides criadas na j-ésima transicao.

Se a primeira transicao for do tipo L ou B, pelo Lema 3.64, temos
X (M) = X(My) — s(C), e
X (M) = X(My) + 5(Cha).
Subtraindo as equacoes acima e substituindo o Lema 3.66, temos

X(M) = X(M7) = X(M7)—X(My) =) s(Cu)

=1

= 2deg(f) — Z s(Chi)-

=1

Se a primeira transicao for do tipo S, entao pela Observacao 3.65, temos
X (M) = X(My)

X (M) = X(My).

Subtraindo as equacoes acima e substituindo o Lema 3.66, temos
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X(MF) —X(My) = X(My) - X(My)
= 2deg(f),

mas as cuspides obtidas pelas transi¢oes do tipo rabo de andorinha possuem sinais opostos,
2

com iSso Z s(C;) = 0, e dai, podemos dizer que
i
2

X (M) = X (M) = 2deg(f) = 3 s(Cra).

Com isso, vemos que se a primeira transi¢ao for do tipo L, B ou S, vale a relacao:
X(M) — X (M) = 2deg(f Z s(C1y) (3.1)
Se a segunda transicao for do tipo L ou B, pelo Lema 3.64, temos
X (M) = X (M) = 5(Can), e

X(My) = X (M) + 5(Ca).
Subtraindo as equacoes acima e substituindo a equagao 3.1, temos

2

X(My') - X(My) = X(Mf)—X(Mf)—ZS(C%)

= 2deg(f) — Z 5(C) Z (Ca)
= 2deg(f) — Z Z s(Cji)

Se a segunda transicao for do tipo S, entao pela Observacao 3.65, temos
X(My) = X (M)

X(My) = X(My).

Subtraindo as equacoes acima e substituindo a equacao 3.1, temos

X(M) —xX(My) = X(M])—X(My)
= 2deg([),



mas as cuspides obtidas pelas transicoes do tipo rabo de andorinha possuem sinais opostos,

com iSso Z s(Cy) = 0, e dai, podemos dizer que

X(M) —X(My) = 2deg(f Zsch Z (Cs)

= 2deg(f) =D > s(Cy).

j=1 i=1

Com isso, vemos que se a segunda transicao for do tipo L, B ou S, vale a relacao:

X(M5) — X(My) =2deg(f) — > > s(C). (3.-3)

7j=1 =1
Vamos concluir por inducao sobre o niimero k de transi¢oes do tipo B, L ou S.

Suponhamos que para p < k, vale a relagao

P 2

X(MF) — X (M) =2deg(f) = > Y s(Ci)

7j=1 =1

Seja a k-ésima transicao do tipo B, L ou S, pelo Lema 3.64 e pela Observacao 3.65,

podemos dizer que

[\

X(ME) = X(M) = X(ME ) = X(M_y) = ) s(Cha),
i=1
pois as cuspides obtidas pela transicao do tipo S possuem sinais opostos.

Aplicando a hipotese de inducao, temos

k=1 2 2
X(M) - X (M) = 2deg(f) — ‘ ZS(Cji) - ZS<Cki)
ko2
= 2deg(f) — Z ZS(Cji)'

Dai, obtemos

ou seja
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Conclusao e Perspectivas Futuras

O objetivo deste trabalho foi estudar as singularidades de aplicacoes estaveis de superficies
fechadas e orientadas na esfera. Para tanto, apresentamos resultados relevantes ao nosso
estudo. Apresentamos também os grafos associados a aplicacoes estaveis de superficies
na esfera e algumas relacoes do contorno minimal de tais aplicacoes com o seu grau.

Além destes resultados, podemos através de pesquisas futuras estudar:

1. Singularidades de aplicacos estaveis em superficies quaisquer

No capitulo 2, verificamos quais grafos podem ser realizados por aplicagoes estaveis
de superficies fechadas, orientadas e sem bordo nas esfera. E para aplicacoes es-
taveis em superficies quaisquer, podemos também verificar quais grafos podem ser

associados a tais aplicacoes;

2. Contornos minimais de aplicacoes em superficies quaisquer

No capitulo 3, estabelecemos o niimero minimo de cispides e auto-intersecoes que
o contorno minimal que as aplicagoes estaveis entre duas esferas deve possuir, de
acordo com o seu grau. Uma idéia, é estabelecer o nimero minimo de cuspides e
auto-intersecoes que o contorno minimal que as aplicagoes em superfies quaisquer

deve possuir.
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