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Resumo

SOUZA, Isaque Viza de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Julho de 2012. Singu-
laridades de Aplicagoes de Gauss Estaveis Orientadora: Catarina Mendes de Jesus.
Coorientadora: Simone Maria de Moraes.

Neste trabalho, estudamos os grafos como invariantes de aplicacoes de Gauss estéaveis
de superficies fechadas mergulhadas em R3. Abordamos o problema de realizacao de
grafos por aplicagoes de Gauss estaveis, enfatizando também o ntimero de ctspides destas
aplicagoes.
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Abstract

SOUZA, Isaque Viza de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July of 2012. Singula-
rities of the Stable Gauss Maps. Advisor: Catarina Mendes de Jesus. Co-advisor:
Simone Maria de Moraes.

In this work, we study the graphs as invariants of stable Gauss maps from closed
surfaces embedded in R®. We study the problem of realization of graphs by stable Gauss
maps, emphasizing also cusp number of these maps.
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Introducao

Em 1955, Whitney publicou o artigo On Singularities of Mappings of Euclidean Spaces.
1. Mappings of the Plane into the Plane, que se tornou um fundamento para uma nova
teoria, a Teoria de Singularidades de aplicacoes diferencidveis. Whitney determinou que
um germe de aplicagao estavel do plano no plano é equivalente, em cada ponto singular,
a apenas dois tipos de singularidades, a saber, dobras e cuspides [28]. Este trabalho
motivou diversos mateméaticos a estudar as singularidade de aplicagoes de R™ em R™,
como por exemplo René Thom [29] que classificou as fungoes diferenciaveis de R™ em
R de codimensao< 5 em sete catéastrofes elementares ou John M. Boardman [5], que
provou que genericamente os conjuntos singulares de ordem superior tém estrutura de
subvariedades.

Um problema classico da Teoria de Singularidades é a classificacao de aplicagoes es-
taveis, a menos de equivaléncias, como por exemplo a A-equivaléncia onde se permitem
mudancas de coordenadas no dominio e na imagem das aplicagoes. Os rumos da pesquisa
no sentido de resolver o problema de classificacao por A-equivalénica se resumem, em
muitos casos, na tentativa de encontrar invariantes que permitem classificar boa parte
das aplicagoes.

No inicio da década de 90, Vassiliev [30] desenvolveu um método geral para a obtengao
de invariantes de isotopia locais nos espagos de aplicagoes estaveis entre variedades. Essa
técnica se baseia no estudo da estrutura de um subconjunto discriminante, determinado
pelas aplicacoes nao estaveis, e pode ser aplicada a varios tipos de aplicagoes.

Desde entao, varios pesquisadores se interessaram em aplicar os invariantes tipo Vas-
siliev em diversas areas, dentre eles: Arnold [2] nas imersoes do circulo no plano, Goryunov
[T5] nas aplicagoes estéveis de superficies em R? e, mais recentemente, Ohmoto [23] que,
aplicando as idéias de Vassiliev e Goryunov, determinou um conjunto completo de ger-
adores para o anel dos invariantes semi-locais de primeira ordem do tipo Vassiliev, asso-
ciado ao contorno aparente.

No caso de aplicagoes estaveis de superficies fechadas no plano, os invariantes estudados
por T. Ohmoto e F. Aicardi [26], usando a técnica de Vassiliev, apresentaram alguns
invariantes numéricos do ponto de vista local, para o conjunto de ramificagoes dessas
aplicagoes. No entanto, existem casos em que estes invariantes nao conseguem distinguir as
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2 Introducao

aplicagoes, isto é, podem existir aplicagoes em classes de A-equivaléncia distintas tendo o
mesmo valor para esses invariantes. Este fato motivou a busca de um invariante global que
dependa da topologia do conjunto singular sobre a superficie de dominio. Tal invariante
foi introduzido por Hacon, Mendes e Romero [10] para superficies orientadas, a saber, o
grafo associado a aplicacao estével. Este invariante carrega consigo diversas informacgoes
sobre a aplicacao, além de caracterizar totalmente a superficie de dominio fornecendo seu
género. Além disso o grafo associado nos informa o tipo topolégico do complemento do
conjunto singular da aplicacao bem como o ntimero de componentes conexas do conjunto
singular.

Esse novo invariante levantou perguntas naturais a seu respeito, sendo uma delas:
““Quais grafos podem ser vistos como grafos associados a aplicacoes estaveis?”. Pergunta
esta que deu origem ao problema da realizacao de grafos por aplicagoes estéaveis. Em [9],
Hacon, Mendes e Romero deram uma caracterizagao completa dos grafos que sao realiza-
dos por aplicagoes estéaveis de superficies no plano. Em [17], os mesmos autores abordam
a realizacao de grafos para uma classe de aplicagaos estaveis na esfera, as aplicagoes dobra
(aplicagbes sem cuspide), caracterizando os grafos dessas aplicagoes.

Nesse trabalho, estudamos o problema da realizacao de grafos com aplicagoes de Gauss
estaveis de superficies fechadas sem bordo, nos baseando principalmente no artigo de
Mendes, Moraes e Romero [2I] publicado em 2011, onde os autores mostram que qualquer
grafo bipartido com pesos pode ser realizado & uma tal aplicagao.

Para dar tal resposta utilizamos as transi¢oes estudadas por Bruce, Giblin e Tari em
[8], além das cirurgias S=, S™1 e ST definidas em por Mendes, Moraes e Romero em[18].
Pois algumas transigoes, a saber, AT e A3, e as cirurgias modificam o conjunto singular
de maneira conveniente para a realizacao dos grafos.

Além disso, procuramos estabelecer relagoes entre o niimero de cispides de uma apli-
cacao de Gauss estavel que realiza um grafo dado, para isso utilizamos um resultado
apresentado por Quine em [25]. Quine estabeleceu uma formula que relaciona o grau
de uma aplicacao estavel f : M — N entre superficies, a diferenca entre o nimero de
cuspides positivas e negativas e a caracteristica de Euler das superficies M e N. Esta
formula se mostrou 1til para o estudo de alguns grafos, respondendo algumas perguntas
que surgem no desenvolvimento do estudo deste invariante.

O presente trabalho foi dividido da seguinte forma:

No capitulo 1, veremos conceitos e resultados preliminares necessarios para o desen-
volvimento do trabalho. Comecaremos com os complexos regulares e caracteristica de
Euler de uma superficie compacta, seguida de alguns conceitos relevantes da Teoria de
Grafos. Apresentamos também alguns conceitos da Teoria de Singularidades, do ponto
de vista da Topologia Diferencial, tais como k-jatos, a topologia C'*° de Whitney, alguns
conceitos de aplicagoes estaveis e a nogao de conjuntos singulares, considerando em par-
ticular, o caso das aplicagoes de Gauss de superficies. As principais referéncias utilizadas
sdo: [311, 20, [T, 27, (19, 14, [16].



3 Introdugao

No capitulo 2, apresentamos os primeiros casos das singularidades da aplicacao de
Gauss, utilizando a classificagao dada por Bruce, Giblin e Tari em [§8], que é feita a partir
do estudo das fungoes altura de uma superficie M na direcao normal a superficie. Estas
transicoes sao vistas do ponto de vista local. Além disso apresentamos as transicoes
locais da aplicacao de Gauss para familias de superficies a 1-parametro. Em seguida sao
apresentadas as cirurgias da aplicacao de Gauss, a saber, as cirurgias S=, S+ e ST,
estas cirurgias foram introduzidas em [I8]|. Para gerar as figuras que ilustram a segao
de transigoes locais utilizamos o software Superficiesll [22] que esta disponivel em sua
pagina.

No capitulo 3, estudaremos os grafos associados as aplicacoes de Gauss Estaveis, ap-
resentando o efeito das transi¢oes locais e das cirurgias definidas no capitulo 2 sobre estes
grafos. Utilizamos também as transicoes locais e cirurgias para tratar do problema da
realizacao de Grafos por aplicagoes de Guass estaveis, fazendo o uso, sempre que possivel
do resultado de Quine [25] para analise das cuspides da aplicacao de Gauss.

Para finalizar apresentamos um algoritmo que pode ser utilizado para realizar a apli-
cagao de Gauss de qualquer grafo bipartido com pesos.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos e resultados basicos necessarios para este
trabalho. Comecamos com os complexos regulares e a Caracteristica de Euler de uma
superficie com bordo, seguida de alguns conceitos basicos e relevantes da Teoria de Grafos.

Apresentamos também conceitos da Teoria de Singularidades, do ponto de vista da
Topologia Diferencial, tais como os k-jatos, a topologia C*>° de Whitney, aplicacoes estaveis
e a nocao de conjuntos singulares. Finalizamos definindo a aplicacao normal de Gauss e
funcao altura para uma superficie.

1.1 Complexos Regulares e Caracteristica de Euler

A classificacao de espagos topologicos ¢ um problema classico da Topologia. Em geral,
um invariante topolégico diferencia dois espagos nao homeomorfos, ou seja, nao topo-
logicamente equivalentes. Se a é um invariante topoldgico e X e Y sao topologicamente
equivalentes, entao a(X) = a(Y).

Nesta segao, vamos introduzir um invariante topolégico completo [19] para diferenciar
superficies compactas: a caracteristica de Euler, tendo como pré-requisito, os simplexos.

As principais referéncias utilizadas sao [31), 20} 13} [19].

1.1.1 Complexos Regulares

Definicao 1.1. Uma n-célula ¢ um conjunto cujo interior é homemorfo a um disco n-
dimensional D" = {x € R" : ||z|| < 1} com a propriedade adicional de que sua fronteira
deve ser dividida em um ntmero finito de células com dimensoes menores, chamadas faces
da n-célula.



5 1.1. COMPLEXOS REGULARES E CARACTERISTICA DE EULER

Exemplo 1.1.1. Uma célula 3-dimensional é um poliedro solido, geralmente um tetrae-
dro, com poligonos (face do poliedro), segmentos de reta (arestas do poliedro) e pontos
(vértices do poliedro).

De modo geral, as faces de uma n-célula sao as células de dimensao menor: pontos
finais de uma 1-célula sao as 0-células, a fronteira de uma 2-célula consiste de 1-células e
0-células e as faces de uma n-célula consiste de 0-células, 1-células,. ..,n — 1-células.

Definicao 1.2. Um n-complexo regular ¢ a uniao de k-células, com 0 < k < n, ou seja,
K = U}_yk — células.

Observemos que se i < j, entao i-complexo€ j-complexo.

Q (o]
Ko Ky K,

Figura 1.1: Constugao de 2-complexo

Observagao 1.1. O n-complexo regular K e o espaco original X sao espacos distintos,
pois X é um conjunto de pontos, enquanto A é um conjunto de células.

Definicao 1.3. Seja K um n-complexo regular, o espag¢o subjacente X de K, denotado
por |K|, é o conjunto:

X =|K|={z:2€v€K;v ¢ uma célula em K}.

Definicao 1.4. A caracteristica de Euler de um n-complexo regular K, denotada por
X(K), é a soma alternada das células do complexo K, ou seja,

X(K) = #(0 — célula) — #(1 — célula) + #(2 — célula) — ... (—1)"#(n — célula),
onde #(r — célula) denota o nimero de r-células do complexo K.

Exemplo 1.1.2. Para K um 2-complexo, denotando F' = #(faces), A = #(arestas) e
V' = #(vrtices), a caracteristica de Euler é dada por:

X(K)=V —A+F.

1.1.2 Superficies

Nesta se¢ao apresentamos resultados importantes de uma classe de complexos: as super-
ficies.



6 1.1. COMPLEXOS REGULARES E CARACTERISTICA DE EULER

Definicao 1.5. Uma wariedade n-dimensional é um espago topologico tal que todo
ponto x possui uma vizinhanca equivalente a um disco aberto n-dimensional, centrado
em x e com raio r, D"(x,r) ={y e R" : ||z — y|| < r}.

Definigao 1.6. Uma superficie ¢ uma 2-variedade.
Exemplo 1.1.3. A esfera, o k-toro e o cilindro sao exemplos de superficies.

Definicao 1.7. Uma n-variedade com bordo ¢ um espaco topologico tal que todo
ponto tem uma vizinhanca topologicamente equivalente ou a um disco n-dimensional ou
a meio disco D = {x = (21,...,2,,0) € R" : ||z]| <1 e z, > 0}.

Definicao 1.8. Pontos do bordo de uma n-variedade sao os pontos cuja vizinhanca é
meio disco.

Exemplo 1.1.4. O bordo de um cilindro circular reto finito consiste de dois circulos,
enquanto a esfera e o k-toro nao possuem bordo, ou seja, sao superficies sem bordo.

Definicao 1.9. Um espago topoldgico 2-dimensional M é se o seu espago subjacente de
K homeomorfo a M possui apenas células triangulares que satisfazem a condicao de que
dois triangulos sao identificados ao longo de uma aresta ou somente em um vértice ou sao
disjuntos, entdo chamamos | K| de uma triangulagdo.

Definigao 1.10. Uma triangulagcao de uma superficie (sem bordo) é um simplicial
2-complexo tal que:

1. Cada aresta é identificada com exatamente uma outra aresta;

2. um dado vértice pode pertencer a n triangulos, denotados por 717, ..., T}, de modo
que nesta sequéncia, dois a dois tridangulos sao adjacentes e possuem uma aresta em
comum e T}, identifica com T} ao longo de uma aresta.

Observacao 1.2. Uma triangulagao do complexo K ¢é dito complexo simplicial ou uma
triangulacao em M. Uma célula de um complexo simplicial é dito simplex.

Definicao 1.11. Uma superficie ¢ compacta se, e somente se, qualquer triangulacao
possui um nimero finito de triangulos.

Definicao 1.12. Uma superficie é conexa se, e somente se, uma triangulacao pode ser
arranjada na ordem 77, ..., T,, de modo que cada triangulo possui no minimo uma aresta
identificada com uma aresta de outro triangulo anterior.
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Figura 1.2: Triangulagao da 2-esfera

A figura [I.2] ilustra uma triangulagao da 2-esfera. Como podemos ver, cada triangulo
possui pelo menos uma aresta em comum com outro tridngulo. Além disso, qualquer
triangulagao de uma esfera ¢é finita. Portanto a esfera é compacta e conexa.

1.1.3 Caracteristica de Euler de Superficies

Seja M uma superficie compacta e conexa, como demonstrado em [19], se K é um 2-
complexo regular, tal que seu espago subjacente |K| é homeomorfo a M, entao K e
M possuem a mesma caracteristica de Euler. Este nimero comum a estes 2-complexos
é entao chamado de caracteristica de Fuler da superficie e utilizaremos a mesma
notacao.

BRVAGY € ]

Figura 1.3: Caracteristica de Euler do disco D?

Exemplo 1.1.5. O disco fechado D? possui a mesma caracteristica de Euler que uma
regiao triangular. Com efeito, tome trés pontos nao colineares no plano. Una-os com
arestas e considere uma face na regiao delimitada por esta figura. Temos entao um 2-
complexo K cujo o espaco subjacente é uma regiao triangular do plano, como ilustra a
Figura Como esta regiao pode ser deformada continuamente em um disco fechado,
segue que x(D?) = x(K). Em K,V =3, A=3,¢e F =1, logo, x(D?) = 1.

Teorema 1.1. [19] A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico completo para
superficies compactas, orientadas, conexas e sem bordo.

Proposicao 1.1. [19] Se My e My sao superficies compactas e conexas, entao

X(My U My) = x(My) + x(Mz) — x(My N My).

Sejam M; e M,y duas superficies disjuntas. Em cada uma delas, removendo um pe-
queno disco, obtemos as superficies M e M com uma nova componente de bordo cada,
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denotadas por ¢; e ¢o. Colando ¢; e ¢y como exemplifica a Figura [I.1.3] formamos uma
nova superficie.

C
— — ~
cl
TZ 2T2 T’Z 2T’2

T24# 2T 3T
Figura 1.4: Soma conexa do toro com o 2-toro

Definicao 1.13. A soma conexa de M, e M, denotada por M;# M, é a nova superficie
obtida na descri¢ao acima.

Observacao 1.3. Ao efeturamos a soma conexa de uma superficie qualquer com a esfera,
nao alteramos (a menos de homeomorfismo) a superficie.

Em outras palavras, M#S5% = M, seja qual for a superficie M.

$ M 5 M S #M M

Figura 1.5: Soma conexa de uma superficie com S?

Teorema 1.2 ([19]). Toda superficie compacta, orientdvel e sem bordo é homeomorfa a
esfera ou a soma conexa de n toros.

Defini¢ao 1.14. O género de uma superficie M, denotado por g(M), corresponde ao
nimero de toros presentes nela.

Teorema 1.3. [19]/ Uma superficie compacta, orientdvel e com bordo é homeomorfa a
esfera ou a soma conexa de n toros, com um niumero finito de discos removido.

Teorema 1.4. [20] Seja M uma superficie orientdvel com k componentes de bordo. A
caracteristica de Euler de M € dada por

X(M)=2—2g(M) — k. (1.1)
Corolario 1.1. Se M ¢ uma superficie orientdvel sem bordo, entdao

X(M) =2 —2g(M).

Na Figurall.5} a superficie M foi obtida pela soma conexa da esfera com a superficie M.
Para realizarmos a soma, obtemos S’ retirando um disco da esfera e obtemos M’ retirando
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um disco de M. A superficie M obtida é a uniao de S’ e M’, logo, pela Proposicao (1.1 e
pelo Teorema [1.4] temos:

X(S"UM') = x(8) +x(M') = x(5"n M)
=2-1)+KxWM)—-1)—0=x(M),

pois x(S" N M') & um circulo e portanto a sua caracteristica ¢ zero. Segue pelo Teorema
[I.T] que a soma conexa de uma superficie M com a esfera é topologicamente equivalente
a M.

1.2 Grafos

Nesta se¢ao vamos introduzir alguns conceitos basicos da Teoria dos Grafos necessarios
para este trabalho.

Definigao 1.15. Um grafo G é um 1-complexo regular conexo.

Uma aresta em G conectando dois vértices u e w sera denotada pelo par [u,w| ou,
mais simplesmente, por uw quando nao houver confusao. Neste caso, dizemos que os
vértices u e w sao adjacentes. As arestas de um vértice u sao aquelas que se conectam

a esse vértice, isto é, as arestas de G do tipo uw. Quando u possui uma tnica aresta, u é
chamado wvértice extremo e neste caso, a aresta de u é dita aresta extrema.

(2) (b) (c) (d)

Figura 1.6: Exemplos de Grafos

Exemplo 1.2.1. Na Figura [1.6] temos quatro exemplos de grafos. Em (a) nao ocorrem
ciclos, em (b) e (c¢) ocorre um ciclo e em (d) ocorrem quatro ciclos.

Definicao 1.16. O numero de ciclos de um grafo G é chamado de nimero de Betti do
grafo G e denotado por 51(G).

Teorema 1.5. [19] Seja G um grafo, o nimero de ciclos $1(G) € dado por:
fr(G)=1—-V + A,

onde V e A sao o nimero de vértices e arestas em G, respectivamente.
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Definicao 1.17. Uma drvore é um grafo G que nao possui ciclos.

Exemplo 1.2.2. O grafo (a) da Figura ¢ uma arvore.

Os Teoremas [1.6] e [1.7] a seguir foram apresentados em [19].

Teorema 1.6. Dado um grafo G, se G € uma drvore entao x(G) = 1.

Demonstragao. Pela Defini¢ao [1.15, G é um 1-complexo e pela Definigao , xX(G) =
V — A. Por ser arvore, G nao possui ciclos. Segue do Teorema que x(G) = 1. ]

Teorema 1.7. A caracteristica de Euler € um invariante topologico para grafos.

Definicao 1.18. Um grafo ¢é dito bipartido se é possivel atribuir sinais + ou — a cada
um de seus vértices de forma que cada aresta conecte apenas vértices de sinais opostos.

Teorema 1.8. [31] Um grafo é bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos tem
tamanho par. Consequentemente, toda drvore € um grafo bipartido.

Exemplo 1.2.3. Na Figura os exemplos (b) e (d) sdo grafos bipartidos pois todos
os ciclos tém tamanho par enquanto o exemplo (¢) nao é bipartido por ter um ciclo de
tamnho fmpar.

Definigao 1.19. Um grafo com peso é um grafo em que a cada um dos seus vértices
esta associado um numero natural.

Neste trabalho, os grafos que iremos considerar serao grafos com pesos. Para simpli-
ficar, a partir de agora iremos chama-los apenas de grafos e no caso de grafos bipartidos
utilizaremos a convencao de vértices na cor vermelha para vértices positivos e vértices na
cor azul para vértices negativos.

1.3 Aplicagoes Estaveis

Apresentamos agora alguns conceitos da Teoria de Singularidades adotando o ponto de
vista da Topologia Diferencial. Nesta se¢ao definimos a Topologia de Whitney, aplicagoes
de Gauss estaveis e conjuntos singulares.

As principais referéncias sao [14], 32], 33].

Definicao 1.20. Seja M um espago topologico nao-vazio, dizemos que M é uma variedade
diferenciavel de dimensao n se, e somente se, para qualquer p € M, existem abertos V,,
em M contendo p, U, aberto em R" e ¢ : V,, = U, um difeomorfismo.

Dadas duas variedades diferenciaveis X e Y, denotamos por:
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i) C"(X,Y): espaco de todas as aplicagoes de X em Y de classe C". Se X =Y
escrevemos simplesmente C"(X).

ii) C*(X,Y): espago de todas as aplicagoes de classe C* de X em Y. Se X =Y
escreveremos simplesmente C'*°(X).

Observacao 1.4. Sejam X e Y variedades diferenciaveis e f : X — Y uma aplicacao
diferenciavel. Se f tem posto maximo, entao:

i) f é uma imersao se, e somente se, dimX < dimY’;
ii) f é uma submersao se, e somente se, dimX > dimY’;
iii) f é um mergulho se, e somente se, f é uma imersao injetiva;

Observacao 1.5. Uma superficie regular parametrizada M pode ser definida como um
subconjunto de R? que pode ser localmente, na vizinhanca de cada um de seus pontos,
parametrizado por uma imersao f : U C R* — R? [11].

Observacgao 1.6. Para uma superficie regular parametrizada M com parametrizacao f :
U Cc R?> — M na vizinhanca de um ponto p € M podemos definir uma aplicacao N :
M — S? associada & M e & parametrizacao f dada por

N(q) = %(q),

onde f(p) = q € f(U), de maneira geral dizemos que N é um campo diferencidvel de
vetores normais unitdrios em U.

Definicao 1.21. Uma superficie diferenciavel regular M é dita orientdvel se ela admite
um campo diferencidvel de vetores normais unitarios definido em toda a superficie; a
escolha de tal campo é chamada orientag¢ao de M.

Definigao 1.22. Seja M uma superficie regular parametrizada com uma orientacao N.
A aplicacao N ¢ chamada aplicagcdo de Gauss de M e toma seus valores na esfera
unitéria S2.

Observagao 1.7. A aplicacao de Gauss independe da parametrizagao f de M [11].

1.3.1 Jatos

Definicao 1.23. Dadas X e Y variedades diferenciaveis e x € X, dizemos que duas
aplicagoes diferenciaveis f,g: X — Y com f(x) = g(x) = y tém:

1. Contato de primeira ordem em x se, e somente se, (df), = (dg),, como apli-
cacoes de T, X — T,Y. Notacao: f ~, g;
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2. Contato de ordem k, com k > 1 em x se, e somente se, (df) : TX — TY tém
contato de ordem k — 1 com (dg) em todo ponto de T, X. Notagao: f ~y g;

Observacao 1.8. De modo equivalente, sejam U um subconjunto aberto de R™ e p um
ponto de U. Sejam f,g : U — R™ aplicagoes diferencidveis, entao f ~p g em x se, e
somente se

ol f; dlolg,
x) = x),
ox® ox®
Va multi-indice tal que |o| < k, onde f; e g; sdo as fungdes coordenadas de f e g e com
1 <1< neuwx,...,x, as coordenadas de p em U. Isto quer dizer que f ~ g se, e

somente se, f e g possuem o mesmo desenvolvimento de Taylor de ordem k.

A relagao “contato de ordem k” definida acima é uma relacao de equivaléncia sobre o
conjunto C’;y(X ,Y') das aplicagbes r vezes diferenciaveis de X em Y, cuja imagem de z
¢ y. Denotaremos por J37(X,Y) = C; / ~,. Quando r = oo, fazemos J} (X, Y).

Definigao 1.24. Os elementos de J*(X,Y) sdo chamados k-jatos de aplicacoes de X
em Y.

Definigao 1.25. Seja o = j*(f(x) € J*(X,Y) um k-jato, onde f é um representante
da classe de equivaléncia de o em Jg’; (X, Y). Chamaremos z € X de fonte de o e
y = f(r) a meta de 0. Consequentemente temos a aplicacdo fonte o : J*(X,Y) — X e
aplicacao meta (3 : J*(X,Y) — Y, dadas respectivamente por a(c) = x e 3(0) = f(z).

Se denotamos por A¥ o espago dos polindmios de grau menor ou igual a k em m
variaveis com coeficientes em R e que se anulam na origem, teremos o seguinte isomorfismo

~ = _ (m4k—1)!
Al ~ RN onde N = d(m,k) + dim,k—1) + ... +d(m,1) ed(m,k) = L
Consequentemente podemos considerar A%, uma variedade C*>. De forma anéloga, Bf, , =

n Ak ¢ também uma variedade C*°, cuja dimenséao é dimB¥ , =n - dimAr, =n- N.

Teorema 1.9. [T}/ Sejam X e Y wvariedades C™ tais que dimX = m e dimY =n. Entao
JH(X,Y) € uma variedade C™ de dimensio (m+n+dimBY, ) e as aplicagées a e 3 sio
submersoes C'™°.

Sejam X e Y variedades C°°. Denotamos por X° = X x X x ... x X e definimos:

S vezes

X ={(21,...,2,) € X% 2, # 2, para 1 <i < j<s}.

Seja o : J¥(X,Y) — X a aplicacdo fonte, definimos a aplicacao

ot (JH(X,Y)) — X*

(01,...,0¢) — a’(oy,...,0%)

da seguinte forma o®(oy,...,0s) = (a(01),...,a(0s)) = (1, ..., xs).
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Definigao 1.26. Seja J*(X,Y) a variedade dos k-jatos de X em Y, o espaco de multi-
jatos de ordem k em s varidveis, denotado por ,J¥(X,Y), é o seguinte subconjunto
de J*(X,Y)*:

SJSHXY) = (08)"HX®), ou seja,

JHXY) = {(01, L 0) € JHX, YY) aloy) # a(oj), para todo i # j}.

Observacao 1.9. Como X ¢ aberto em X*® segue que ,J*(X,Y) = (o)1 (X®) é um
aberto em (J*(X,Y))*, e portanto uma subvariedade diferenciavel.

Definigao 1.27. Seja f : X — Y uma aplicacao C", o s-multi k-jato de f é a aplicacao
JRf X - J¥(X,Y), dada por:

I (s ws) = (55 f (), 58 ().

1.3.2 A Topologia C* de Whitney

Sejam X e Y variedades diferencidveis. Consideremos k£ um inteiro nao negativo e & um
subconjunto de J*(X,Y’). Denotamos por M*(U) o seguinte subconjunto de C*®(X,Y):

MEU) = {f € C*(X,Y):j" flaU)) CU}.

Segue da defini¢gio que M*(U) N MF(V) = M*UN V).

Lema 1.1. A famdlia de subconjuntos { M*(U)}, onde U € um aberto de J*(X,Y'), forma
uma base para uma topologia em C*°(X,Y).

Definicao 1.28. A topologia induzida no Lemaé chamada topologia C* de Whitney
em C*(X,Y), denotada por W.

Definigao 1.29. A topologia C* de Whitney em C*>*(X,Y) é aquela cuja base é dada
por W = JZo Wh

Observacao 1.10. A definicao dada acima utiliza a nogao de k-jatos e esta contextu-
alizada com a secao anterior e com o que veremos a seguir. No entanto, para o nosso
caso, podemos também utilizar a defini¢ao de topologia C'* de Whitney dada por Hirsch.
Referéncia 17 da Jane.

Definigao 1.30. A topologia em C"(M,N) que tem por base os abertos como de-
scritos acima é chamada topologia C" forte ou topologia C" de Whitney, denotada
por CI(M,N).

Definigao 1.31. Sejam f,g € C*°(X,Y), com X e Y variedades diferenciaveis. Dizemos
que f é A-equivalente a g, e denotamos por f ~4 g, se existirem difeomorfismos ¢ :
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X —XevY:Y =Ytaisqueg=1ofop L

x-toy
¢ \ v
XT>Y

Definigao 1.32. Dizemos que f € C*(X,Y) é A-estdvel se existe uma vizinhanga W
de f na topologia C'*° de Whitney, tal que para todo aplicacao g € W, vale a relagao

f~ag.

Para facilidade de notagao, a partir de agora, vamos nos referir a aplicagoes A-estaveis e
A-equivalentes como aplicagoes estdveis e aplicagcoes equivalentes, respectivamente.

1.3.3 Conjunto Singular

Agora, vamos apresentar algumas propriedades de aplicagoes estaveis f : M — N, onde
M ¢é uma superficie compacta, orientada e sem bordo. Utilizaremos a f para denotar a
aplicagao acima durante toda a subsecao, salvo quando feita mencao contraria.

Os teoremas e definigoes desta subsecao sao devidos a Whitney e sao baseados nas
referéncias [32], [14], 33].

Definicao 1.33. Seja f uma aplicagao estéavel, o conjunto singular de f, denotado por
> f, é o conjunto de pontos de M nos quais o posto da diferencial df ndo é maximo. Um
ponto p € M\ Y_ f é dito ponto regular de f e um ponto y € N é dito valor regular de
fse f~}(y) contém somente pontos regulares. O conjunto de bifurcagao de f, f(>_ f),
é a imagem do conjunto singular de f.

Teorema 1.10. [28] O conjunto singular _ f de uma aplica¢ao estdvel f € uma subvar-
iedade de codimensao 1 em M.

Seja p € > f um ponto singular de uma aplicagao estavel f, entdo uma das seguintes
situacoes ocorrem:

(a) T, f & ker(df), = T,M;

(b) 1, Y f= /{:er(df)p;

Se p ¢ um ponto singular satisfazendo (a), entdo p é chamado de ponto de dobra, por
outro lado, se (b) ocorre, dizemos que p é um ponto de cispide.
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Segundo Whitney [28], se f é uma aplicacao estavel, entdo para cada ponto x € M,
existem coordenadas locais (z1,x2) centradas em z e (y;,y2) centradas em f(z), tais que
f é dada por uma das formas locais:

L. (z1,22) = (y1,vy2) = (21, 22), © é ponto regular;
2. (z1,22) = (y1,92) = (21, 22), = ¢ ponto de dobra;

3. (w1, m9) = (y1,92) = (v129 — 73, 22), T € ponto de cuspide,

ou seja, o conjunto singular de f é formado por curvas de dobra com a possibilidade de
pontos de cuspide isolados em > f.

Figura 1.7: Pontos de dobra e ctspide

Como vemos na Figura[L.7] d é um ponto de dobra e a cuspide ¢ é o ponto de encontro
de duas curvas singulares. Notemos que uma curva singular separa regioes de M cuja
orientagao é invertida e preservada por f, e além disso note que o ponto y possui trés
pré-imagens, a saber z, T3 e x3, enquanto o ponto y' possui apenas uma pré-imagem: .

Observacao 1.11. Observamos na Figura que se f: M — N é uma aplicacao estavel
onde M e N sao superficies orientadas, entao as curvas no conjunto singular » | f separam
as regioes de M cuja orientacao é invertida e preservada por f. Além disso, se dois pontos
na imagem de uma aplicagao estavel estao separados por uma curva do contorno aparente,
entao a diferenga do ntimero de suas respectivas pré-imagens ¢ dois. Neste exemplo, a
regiao para a qual a cuspide aponta possui apenas uma pré-imagem, enquanto a outra
regiao possui trés pré-imagens.

Lema 1.2. O conjunto singular Y f de uma aplicagiao estdavel f é formado por curvas
fechadas, simples e disjuntas.

Demonstracao. Considere a aplicacao f dada no enunciado. Se existe uma curva a; do
conjunto singular de f aberta, ou seja, que termina em um dado ponto, entao os dois
lados de f(cy;) possuem o mesmo ntmero de pré-imagens, contradi¢ao!
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Se existe uma curva «a; do conjunto singular de f com auto-interse¢ao, obtemos uma
contradicao quando analisamos as regides cuja orientacgao é preservada e invertida por f,
localmente no ponto de auto-interse¢cao.Analogo para o caso de duas curvas com ponto
em comum.

Portanto, o conjunto singular de f deve possuir somente curvas fechadas, simples e
disjuntas. ]

Observagao 1.12. As componentes do complemento do conjunto singular de uma apli-
cagao estave f sao levadas por f com orientagoes opostas, logo > f separa M\ >  f em
componentes disjuntas.

As curvas singulares de f separam M em regides conexas que sao as componentes do
complemento M\ > f. Isto se deve ao fato de Y f ser composta por um conjuunto de
curvas fechadas em M, de acordo com o Lema [1.2]

Segundo Whitney [14], o conjunto singular de uma aplicac¢do estével é composto por
dobras e cuspides e além disso, os pontos de cuspides sao isolados. Segue entao do Lema

[I.2] que:

Proposicao 1.2. O conjunto de birfurca¢ao de f, > f, € uma cole¢io de curvas fechadas
em N, cujas singularidades sao pontos duplos transversais, ou seja, sem tangéncias e com
possiveis pontos de cuspides isolados.

Podemos atribuir a uma aplicacao estavel f sinais + a cada uma das componentes do
complemento M\ >’ f.

Definigao 1.34. Uma regido conexa R € M\ > f é dita positiva se f preserva a sua
orientacao, caso contrario, R é dita negativa.

&
.

Figura 1.8: Sinal das regioes de uma superficie M
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Definigao 1.35. O fecho de cada componente conexa de M\ >  f cuja orientagao é
preservada ¢ denotado por M,", enquanto o fecho de cada componente conexa de M\ Y f
cuja orientagao ¢ invertida por f € denotado por M; .

Podemos definir o sinal de qualquer ctispide de f, levando em consideragao a orientagao
da regido para a qual ela aponta, como mostra a Figura[1.9]

Definigao 1.36. O sinal de uma cispide C' de uma aplicagao estavel f é s(C') = +1se C
aponta para uma regiao positiva de f ou s(c) = —1, se C' aponta para a regido negativa

e

Figura 1.9: Sinal de cuspide

1.4 Aplicagcao de Gauss Estavel e Superficies

Para uma superficie M e um ponto p, podemos considerar seu plano tangente em p dado
por T, M e uma direcao 0 € S;, onde S; ¢ o circulo unitario em 7, M com centro p. Assim
definimos o plano II, y como sendo o plano passando por p que contém N, e o vetor com
ponto base em p na direcao ¢, e chamamos a curva obtida pela intersecao de M e II, y em
uma vizinhanca de p de ;.

A Figura exibe a curva 7, em branco, juntamente com os planos T,M ¢ I, 4.
Definicao 1.37. Sejam M uma superficie regular parametrizada e p um ponto de M. A
funcao curvatura normal em p é a aplicagao definida por

ky, S; — R
0 — kn(0)

onde k,(0) é a curvatura ~,.
A aplicagao k, é uma aplicagao continua definida em S7 que é um conjunto compacto,

rtan assume valor maximo e minimo. Sejam 6; e 0 tais que k; = 1) €
ortanto k, 1 0 o. S 0 0 t k k(6
ks = kn(02), sejam os valores maximo e minimo, respectivamente, entdo definimos:
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Figura 1.10: Curva 7y

Definicao 1.38. k; e ko, 0s valores méximo e minimo de k,, sao chamados de curvaturas
principais do ponto p.

Definicao 1.39. A curvatura gaussiana de um ponto p de uma superficie M é o
produto das curvaturas principais calculadas em p e a curvatura média ¢ a média
aritmética das curvaturas principais calculadas em p |11} 24].

A curvatura gaussiana em um ponto p é denotada por K(p) e a curvatura média em
um ponto p é denotada por H(p), ou simplesmente por K e H quando nao existir davida
do ponto estudado.

Os pontos de uma superficie podem ser classificados pelo valor que suas curvaturas
média e gaussiana assumem.

Definicao 1.40. Um ponto p de uma superficie M é dito:

e Planar se K(p) =0¢ H(p) =0

e Eliptico se K(p) >0e H(p) #0

e Hiperbalico se K(p) <0e H(p) #0

e Parabdlico se K(p) =0e H(p) #0

A caracterizacao acima engloba todos os pontos de uma superficie regular mas no caso
de aplicagoes de Gauss estéveis nao temos pontos planares, portanto podemos utilizar

apenas a curvatura de Gauss, visto que essa é capaz de classificar os pontos de uma
superficie relacionada a uma aplicacao de Gauss estavel.
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Observagao 1.13. O conjunto singular da aplicacao de Gauss N é precisamente o con-
junto formado pelos pontos parabdlicos que, por simplicidade, chamaremos apenas de
conjunto parabdlico [27]. Além disso, Mt é o fecho do conjunto dos pontos elipticos de
M enquanto M~ é o fecho dos pontos hiperbolicos de M, ou seja, os sinais da curvatura
Gaussiana descrevem o comportamento do conjunto singular e das regioes de M onde N
mantém ou inverte sua orientacao.

A partir de agora usaremos conjunto parabdlico para nos referir ao conjunto singular
de N e vamos nos referir a regices de curvatura positiva e curvatura negativa como regioes
positivas e regioes negativas, respecctivamente, mantendo também a notacao N para uma
aplicagao de Gauss estavel.

Observagao 1.14. O Lema[I.2 nos diz que o conjunto parabdlico de uma superficie onde
N é formado por um conjunto de curvas fechadas, simples e disjuntas em M

Exemplo 1.4.1. A aplicacao de Gauss do toro T nao & estavel, pois a imagem das curvas
parabolicas ;1 e 2 sao levadas em um dois nicos pontos, a saber os polos norte e sul de
S2. 0 que contraria a Proposicao [1.2]



Capitulo 2

Transicoes e Cirurgias de Aplicacoes de
(Gauss

Neste capitulo, vamos apresentar apenas os primeiros casos das singularidades da Apli-
cagao de Gauss, utilizando a notagao de Arnold (Ay e Dy) apresentada em [3]. A clas-
sificagao destas singularidades é feita a partir da analise do contato entre a superficie e
seu plano tangente em um ponto. Este estudo é realizado utilizando a funcao altura da
superficie, considerando a superficie (localmente) dada na forma de Monge. Um estudo
destas classificagoes também ¢ feito para singularidades da aplicagao de Gauss de familias
de superficies a 1-parametro, que sdo chamadas de transi¢ées locais [8].

Em seguida, apresentamos as cirurgias das aplicagdes de Gauss definidas em [21],
chamadas de Cirurgia Neck, Cirurgia Neck-Beaks e Cirurgia Round e aqui denotadas por
S~, 8~ e ST, respectivamente. Estas cirurgias sao interessantes por alterar o conjunto
singular da aplicacao de Gauss de maneira conveniente para o estudo que seré apresentado
no proéximo capitulo.

2.1 Forma de Monge e Funcao Altura de Uma Super-
ficie
Definicao 2.1. Sejam M uma superficie regular e u um vetor unitario em IR3, definimos
a funcao altura de M na direcao u por
ho(x) = (x,u) = z.u,
o produto interno de x € M e u € S2.

Observacao 2.1. h, é uma funcao real definida em M e suas singularidades medem o
contato entre M e o plano perpendicular a u, passando por x.

20
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Podemos considerar a familia de funcoes altura h, dada por
h:MxS*— R, h(z,u) = h,(z). (2.1)

Definigao 2.2. A forma de Monge (local) para a vizinhan¢a de um ponto p = (z,v, 2)
em uma superficie M é dada por:

z= f(r,y)

= aoz? + a2y + asy® + termos de ordem alta, (2.2)

A funcao altura z da superficie na forma de Monge em [2.2] ¢ a medida da ‘altura’ na
direca@o (0,0, 1).

Observagao 2.2. Toda superficie pode ser escrita localmente na forma de Monge [24]
assim, o plano tangente na origem ¢é o plano zy. Observe que sempre podemos considerar
nosso estudo na origem, pois basta realizar uma translacao da superficie em R3.

Para estudar a intersecao entre M e seu plano tangente resolvemos, simultaneamente,
a equagao e a equacao z = (. Mas é mais proveitoso estudar a fungao f em uma
vizinhanga de z = y = 0.

Observacao 2.3. Nesse caso, a funcao f ¢ a fun¢ao altura em M na direcao do eixo z visto
que M é projetada ortogonalmente no eixo z pela fungao (z,y, z) — z, medindo a altura
z do ponto (z,y, z) sobre o plano z,y. Sendo assim, podemos fazer uma classificagao local
de cada ponto de uma superficie.

2.1.1 Conjuntos de Bifurcacao

Definicao 2.3. O conjunto de bifurcacao da familia de funcoes altura[2.1]é o conjunto
dos vetores u para os quais existe x com h, tendo uma singularidade degenerada em x,
isto é, do tipo Ay ou ‘pior’ (As, Ay e Dy).

Observacao 2.4. A classificacao das secoes anteriores e a definicao implicam que x
é um ponto parabdlico e u é o vetor normal a superficie em x. Portanto, o conjunto de
bifurcacao da familia de funcoes altura h, é o conjunto de vetores normais em pontos
parabolicos de M, ou seja, ¢ a imagem do conjunto parabolico de M pela aplicagao de
Gauss.

Os pontos do conjunto de bifurcacdo, e também os pontos correspondentes em M,
podem ser classificados de acordo com o contato (A;, Ay ou A3) do plano tangente a M.
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2.2 Classificacao Local das Singularidades da Funcao
Altura

A classificacao aqui apresentada cobre apenas os primeiros casos estudados por Arnold
[3] e é estudada para o caso das aplica¢oes de Gauss em [§].

Vamos considerar uma superficie dada na forma de Monge e estudar as singularidades
da fungao f.

Tipo A; a? # 4apay e entao f é uma fungio de Morse em (0,0) [7]. Nesse caso f é equivalente
a uma das seguintes fungoes

2?4y, a2t

Sphere of Gauss map target [&3] | Sphere of Gauss map target &3l | sphere of Gauss maptarget [

X2 + yz X2 - yz X2 - yz

Figura 2.1: Singularidade A; localmente

Em particular o conjunto de zeros de f é localmente difeomorfo ao conjunto de zeros
de uma das fungoes apresentadas na Figura isto é, ¢ um ponto (dois primeiros casos)
ou duas curvas que se interceptam transversalmente (terceiro caso).

Pontos onde ocorrem singularidades A; da funcao altura f sao os pontos da superficie
M classificados como pontos elipticos (dois primeiros casos) e pontos hiperbolicos (terceiro
caso).
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Tipo Ay Se a? = 4agay entao a origem é um ponto parabolico de M. A superficie dada pela
Equagao [2.7 pode ser transformada por uma rotagdo em uma nova equagio, que
possui a seguinte seguinte forma (com um novo ag), que é apresentada na Figura

22

z =fi(x,y) = agx® + box® + biz*y + byxy® + b3y’ + termos de ordem alta. (2.3)

Se ag # 0, by # 0, por uma mudanga de coordenadas a fungao f; pode ser transformada
em +(x?+y?3), assim a interse¢ao de M com seu plano tangente ¢ difeomorfa a x*+33 = 0.

sutace I N SRR S || sotere of Gouss map target. E

Figura 2.2: Singularidade As (conjunto parabolico em preto) e sua imagem pela aplicagao
de Gauss

Tipo Az Em (2.3)) se ag # 0,b3 = 0 ent@o é necessario estudar os termos de ordem 4 coz* +
...+ cuy*. E “completando quadrados” duas vezes podemos reescrever f; da forma

fi(z,y) = apx® + (cy — b2 /4a0)y* + termos de ordem alta,

e considerando que o coeficiente de y* é nao-nulo, podemos eliminar os termos de
ordem alta usando uma mudanca de varidveis em z,7, obtendo +2% 4+ y*. Quando
os sinais sdo os mesmos escrevemos A5 e quando estes diferem escrevemos A3 . A
Figura [2.3] apresenta esta singularidade
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| Sphere of Gauss map target @

Figura 2.3: Singularidade Az (ponto ¢) e sua imagem pela aplica¢ao de Gauss

Se by # 0, dizemos que a origem é entao uma cuspide de Gauss e pode ser classificada
de acordo com o seguinte:

o Cuspide de Gauss Eliptica (positiva), AF: by # 0,a9 # 0,b3 = 0,03 < dagey. A
intersecao de M com seu plano tangente é (localmente) um tnico ponto.

e Cuspide de Gauss Hiperbdlica (negativa), Az : by # 0,a9 # 0,b3 = 0,03 > 4agcs. A
interse¢ao de M com seu plano tangente ¢ (localmente) um par de curvas diferen-
cidveis tangentes.

Observagao 2.5. Em [4] sao estudados exemplos de singularidades de aplica¢oes de Gauss
de superficies parametrizadas por X (x,y) = (z,v, f(z,y)), onde a aplicacao de Gauss é

dada por N(z,y) = (= fo, = fy, D)/[L + (f)* + (f,)*]>.

E possivel estudar as singularidades da aplicacdo de Gauss de uma maneira mais facil
por uma projegao central a partir da origem para o plano z = 1 para se obter (—fz, =1y, 1).
Ent&o projetamos essa aplicagao ao plano zy e obtemos a aplicagao N(z,y) = (— fz, —f)-

Visto que a imagem da aplicacao de Gauss N esta contida no hemisfério superior de
S2, e a projecao central é um difeomorfismo do hemisfério superior no plano z = 1, a
aplicacio de Gauss modificada N tera as mesmas singularidades de N. Sendo assim, N ¢
singular precisamente nos pontos onde a matriz Jacobiana

|:fx:p fmy:|
Joy Juy |

possui posto menor que dois, ou seja, quando o discriminante A = (fy,)? — fuxfyy € zero.

Além disso, de acordo com a terminologia de Whitney [32], uma condigao necessaria
para que uma aplicacao de Gauss seja estavel é que ela seja boa, isto é, o gradiente da
curvatura gaussiana K nunca se anule sobre o conjunto parabélico.
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No caso da origem ser um ponto As, f(z,y) ndo é boa se by = 0.
De fato, se consideramos
f(z,y) = filz,y) = apx® + box® + biz*y + byxy® + bsy® + termos de ordem alta,

com ag # 0 entdo temos grad A(0,0) = (—4agby, 0) que se anula na origem apenas quando
b2 == 0

Para mais detalhes veja [4], 14 [32]

2.2.1 Casos Extras para uma Familia de Superficies

Observacao 2.6. Uma familia de superficies a 1-parametro é uma aplicacao diferenciavel
f(z,y,t) com dominio sendo um subconjunto aberto de R?, tal que para cada t fixado a
parametrizacao (x,y, f(z,y,t)) é uma superficie regular.

Tipo A4 Intersecao do plano tangente com a superficie nesses pontos é uma cispide ramphoid,
dada pela equacao x? + 2xy? + y* + y° = 0. Tais pontos representam o “nascimento
ou morte” de duas cispides de Gauss.
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Surface j | Surface - [ | Surface - =]

Sphere of Gauss map target 3] | Sphere of Gauss map target Sphere of Gauss map target

=05 =0 | =105

x= 04080 ; y= 04285 2= 03740

Figura 2.4: Singularidade A, e sua imagem pela aplicagao de Gauss para diferentes valores
do parametro ¢

A Figura apresenta a familia de superficies parametrizada por f(x,y,t) = z? +
y° + 2zy? + y* + ty? para diferentes valores de t.

D4 Acontece quando os termos quadraticos da forma de Monge de uma superficie em
um ponto se anulam completamente: um ponto “umbilico plano”. A forma de Monge
é dada por

z = f(x,y) = box® + biz*y + byxy® + b3y® + termos de ordem alta

e o tipo de umbilico depende do ntimero de fatores lineares reais da parte cubica.

Para um umbilico hiperbdlico, D} , existe apenas um fator real: o plano tangente in-
tercepta M localmente em uma tnica curva diferenciavel. Para um umbilico eliptico,
Dy, existem trés fatores lineares reais: o plano tangente intercepta M localmente
em trés curvas diferenciaveis que se cruzam transversalmente.
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Surface o el | surface — Surface —

Sphere of Gauss map target [E3] | Sphere of Gauss map target &1 | Sphere of Gauss map target &

t=-0,5 | t=0 t=0,5

Figura 2.5: Singularidade D, e sua imagem pela aplicacao de Gauss para diferentes valores
do parametro t na parametrizacao fi(z,y,t) = x> — zy* + ty?

2.3 Transicoes Locais

Em uma familia de superficies a 1-pardmetro esperamos que acontecam “transi¢oes” no
conjunto parabodlico e em sua imagem pela aplicagao de Gauss. Essas transi¢oes se devem
a um contato maior entre M e o plano tangente, chamados de contato As, Ay e Djy.
Nesta secao apresentamos mais detalhes sobre as transi¢oes do tipo Az que sao de grande
importancia para o desenvolvimento do préximo capitulo.

2.3.1 Transicao Aj

Existem quatro tipos de transi¢oes aqui, duas correspondendo a eventos do tipo “labios” e
duas correspondendo a eventos do tipo “bicos”. Em cada um desses casos a transigao leva
ao nascimento/morte de um par de cuspides de Gauss. Essas cuspides serdo do mesmo
tipo, ou seja, ambas elipticas ou ambas hiperbodlicas, dependendo se o contato durante a
transigao ¢ do tipo A3 ou Aj.

A figura ilustra os tipos de transicao As e seu efeito no conjunto parabolico.
Também mostra as transi¢goes no conjunto de bifurcacao na esfera.
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Lips Beaks
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Figura 2.6: Transi¢oes do Tipo Aj
2.3.2 Transicoes do tipo Labios

A transicao do tipo Labios corresponde a uma transicao de Morse do tipo maximo ou
minimo na curva parabdlica. Pode acontecer em uma regiao de curvatura positiva ou
negativa, respectivamente, Ry de M dando origem a uma nova regiao com curvatura
negativa (resp. positiva). Sua fronteira em comum é uma componente conexa do conjunto
parabolico (curva ) cuja imagem pela aplicagdo de Gauss é uma curva fechada com duas
ciispides em S2. O efeito dessa transicao no grafo de A corresponde a adicionar uma nova
aresta ligada ao vértice positivo (resp. negativo) correspondendo a regiao R;.

N J

Figura 2.7: Transi¢ao do tipo Lips (L)
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2.3.3 'Transicoes do tipo Bicos

Esta transicao corresponde a uma transicao de Morse do tipo sela no conjunto parabdlico.
Este tipo de transi¢cao ocorre quando aproximamos dois arcos de um conjunto parabélico,
até que eles se juntem em um ponto comum (“pontos do tipo bicos”) e se separem nova-
mente dando lugar a um novo par de arcos. Nesse processo podemos juntar (localmente)
dois pontos hiperbdlicos diferentes e separar uma regiao eliptica dada em duas partes
(transigdo B, ), ou viceversa, comegando com uma regiao hiperbolica delimitada por dois
arcos parabolicos e separé-la (localmente) em duas regioes distintas, separa por uma regiao
eliptica (transicdo B_). Como resultado da transigdo Bicos aparece um par de cuspides
no conjunto de ramificagao.

Figura 2.8: Transi¢ao do tipo Beaks (B+)

2.3.4 Exemplos de Transicoes A3

A familia de superficies X (z,y,t) = (z,y, f(z,y,t)) onde f(z,y,t) = 2> + e;0%y* + ey +
ty?, cobre todos as possiveis combinacoes de de transicio As, onde ¢ = £1, € + 1.
Para e; = 1 temos cuspides de Gauss elipticas, e para e = —1 temos cuspides de Gauss
hiperbolicas, além disso, quando €16, = 1 temos uma transi¢ao Lips e quando €165 = —1
temos uma transicao Beaks.

As Figuras2.9]e ilustram uma transi¢ao do tipo Lips (¢; = €5 = 1) e uma transigao
do tipo Beaks (¢; = —es = —1), respectivamente.
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Figura 2.9: Transicao Lips

Figura 2.10: Transicao Beaks



31 2.4. CIRURGIAS DA APLICACAO DE GAUSS

2.4 Cirurgias da Aplicacao de Gauss

Nesta se¢ao vamos descrever algumas cirugias em imersoes que alteram o conjunto singular
das aplicagoes de Gauss de maneira conveniente. Estas cirurgias sdo apresentadas em [21]
e serao uteis para demonstrar os resultados referentes a realizagao de Grafos de Aplicagoes
de Gauss estaveis.

2.4.1 Cirurgia S™

A cirurgia S~ consiste em unir duas regioes elipticas R, e R, utilizando uma regiao inter-
mediaria hiperbolica H. Isto é feito removendo dois discos, um em cada regiao eliptica,
e conectando um tubo hiperbodlico as suas fronteiras. Isto pode ser feito, claramente, em
uma maneira diferenciavel. Este processo adiciona duas componentes conexas, 7, € 79, a
curva parabdlica e esta ilustrado na Figura [2.11]

Figura 2.11: Cirurgia S~ e sua imagem pela aplicacao de Gauss

Definicao 2.4. Chamamos de Cirurgia S~ o conjunto de passos descritos anteriormente
que sao ilustrados pela Figura [2.11]

Observacgao 2.7. As regioes R, e R2 nao sao componentes conexas de uma mesma super-
ficie necessariamente. A cirurgia S~ pode ser utilizada para conectar regioes de superficies
distintas. Digamos que R; e R, sejam regioes de superficies M; e M,, respectivamente,
entao o resultado da cirurgia S~ é uma nova superficie M = M; &~ M, que além de pos-
suir todas as componentes conexas regulares de M; e M, possui uma nova componente
conexa com curvatura gaussiana negativa e duas curvas parabolicas que separam a nova
regido das superficies M; e My, como ilustrado na Figura [2.11} Além disso, se as regides
R1 e Ro pertencem a uma mesma superficie M entao a cirurgia S~ aumenta o género da
superficie M em 1.



32 2.4. CIRURGIAS DA APLICACAO DE GAUSS

2.4.2 Cirurgia S~

Suponha que temos dois pedacoes de superficie M; e M,, ambos compostos de uma
regiao eliptica R;, ¢ = 1,2 e uma regiao hiperbolica H,;, i = 1,2 separada por uma curva
parabodlica ~;, ¢ = 1,2. Aplicamos a cirurgia S~ unindo as duas regioes elipticas através
de um cilindro hiperbolico H'. Isto introduz duas novas curvas parabolicas (fechadas) f3;,
i = 1,2 (na fronteira de H'. Utilizando uma transi¢do do tipo Beaks entre essas duas
curvas fechadas, transformamos a regiao H’ em um disco no qual a fronteira ¢ uma curva
parabolica a. Agora, aplicando duas transigoes do tipo Beaks (entre a e 1 e av e 53) nos
conectamos estes discos hiperboélicos simultaneamente com as regioes hiperbolicas H; e
Ho, como apresentado na Figura [2.12]

Figura 2.12: Cirurgia S~

Definigao 2.5. Chamamos de Cirurgia S~ o conjunto de passos descritos anterior-
mente que sao ilustrados pela Figura [2.12]

2.4.3 Cirurgia S*

A cirurgia ST consiste em conectar duas regioe elipticas através de um tubo eliptico. Para
fazer isso usamos uma cirurgia do tipo S~ e uma transicao do tipo Beaks seguida por uma
transicao do tipo Lips.

Dadas duas regioes elipticas R; e Ro, conectamos elas primeiramente com um tubo
hiperbolico usando uma cirurgia do tipo S™. Isso introduz duas curvas parabdlicas novas,
as quais sao fronteiras da nova regiao hiperbodlica H. Agora aplicamos uma transicao
do tipo Beaks unindo estas duas curvas parabolicas e transformando H em um disco.
Finalmente, fazemos esse disco desaparecer utilizando uma transicao do tipo Lips.
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Figura 2.13: Cirurgia ST e sua imagem pela aplica¢ao de Gauss

Defini¢ao 2.6. Chamamos de Cirurgia ST o conjunto de passos descritos anteriormente
que sao ilustrados pela Figura [2.13]

Exemplo 2.4.1. E possivel aumentar o género de uma regido de curvatura positiva
ou negativa em uma superficie, que possua conjunto paraboélico nao-vazio, utilizando a
cirurgia S~ e matendo o nimero de componentes conexas do conjunto parabdlico ao
final da cirurgia. Para fazermos isso realizamos a cirurgia S~ utilizando as superficies
T para regides de curvatura positivas e T} para regices de curvatura negativa.

A Figura[2.14]ilustra o processo no caso de uma regiao de curvatura negativa, observa-
mos que os circulos na cor cinza que aparecem na figura indicam o local onde removemos
dois discos afim de realizar a cirurgia +.

Figura 2.14: Usando a cirurgia S~ para aumentar o género de uma regiao



Capitulo 3

Grafos e Aplicacoes de Gauss Estaveis

Em [21] é apresentado um novo invariante global para aplicagoes de Gauss estéaveis, a saber
os grafos associados a aplicagoes de Gauss Estaveis de superficies fechadas e orientéveis
imersas no 3-espaco. Neste capitulo definimos a associacao entre uma aplicacao de Gauss
estavel e um grafo e apresentamos o efeito das cirurgias S=, S~ e ST e de algumas
transi¢oes no grafo de uma aplicagao de Gauss estavel.

Estudamos também o minimo de cuspides em alguns dos grafos apresentados e a
diferenca entre a quantidade de cuspides positivas e negativas. Aplica¢oes estaveis sem
cuspides, geralmente chamadas de aplicagoes dobra, sao um caso interessante de aplicagoes
estaveis estudadas por varios autores [T, 12 [17].

Por dltimo, abordamos o problema de realizar um grafo bipartido por uma aplicagao
de Gauss estavel, a prova deste resultado remete ao uso das cirurgias e transi¢oes apre-
sentadas no Capitulo 2. Além disso, apresentamos um algoritmo para a realizagao de tais
grafos.

3.1 Grafos Dual de Aplicacoes Estaveis

Definicao 3.1. Seja N : M — S? uma aplicacao de Gauss estavel, onde M é uma
superficie fechada e orientada e > N é o conjunto singular de A/, que é formado por um
conjunto de curvas fechadas. Associamos um grafo GG, com pesos (inteiros nao-negativos)
nos vértices, a aplicagao N do seguinte modo:

1. Cada vértice v; corresponde a uma componente conexa do complemento M \ > f
sendo representado por vermelho se a regiao possui cuvatura gaussiana positiva e
por azul se a regiao possui curvatura gaussiana negativa, cada aresta a; corresponde
a uma curva a; de > f;

34
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2. Um vértice v; e uma aresta a; sao tncidentes se, e somente se, a curva representada
por a; encontra-se no bordo da regiao representada por v;;

3. O peso do vértice v; corresponde ao género g; da regiao correspondente a M;.

Visto que M é orientéavel, cada curva singular esté na fronteira de uma regiao positiva
e negativa, e portanto temos o grafo G; associado a aplicacao f bipartido.

Figura 3.1: Superficie com conjunto parabdlico e o grafo associado

Exemplo 3.1.1. Na superficie da Figura [3.1] o conjunto de curvas finas representa o
conjunto parabolico (conjunto singular da aplicagao de Gauss N relacionada & superficie)
enquanto os pontos sobre essas curvas indicam a ocorréncia de cispides de Gauss.

Observamos entao duas curvas parabolicas (71 e 72) separando trés regioes distindas
(R1, R2 e R3). Segue da Definigao que o grafo possui trés vértices v; (i = 1, 2, 3),
sendo cada um deles relacionado a uma regiao R;. Agora, observamos que a curva -y
separa as regioes R, e Rg3, portanto o grafo G dessa aplicacao possui uma aresta ligando
os vértices vy e v, e do mesmo modo observamos que a curva -y, separa as regioes Ry e R
e portanto temos uma aresta ligando os vértices vs e v3. Além disso, o peso de cada vértice
é zero, visto que nenhuma das regides possui género positivo. Assim como apresentado
na Figura [3.1| nao apresentaremos o peso dos vértices que representam regioes de género
igual a zero.

Definicao 3.2. O grau de um vértice v de um grafo como o nimero de arestas que se
conectam a esse grafo.

Figura 3.2: Grafos com 3 arestas

Exemplo 3.1.2. O grafo da Figura possui um vértice negativo com grau 3 enquanto
todos os seus vértices positivos possuem grau 1.

Teorema 3.1. (Coroldrio do Teorema de Quine) Sejam M uma 2-variedade suave, com-
pacta, orientada e conexa, f : M — S% uma aplicagio estdvel, M+ o fecho do conjunto
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dos pontos requlares nos quais f preserva a orientacao, M~ o fecho dos pontos regqulares
os quais f inverte a orientagao e C4,...,C,, pontos de cuspides, entdo

(M) —2x(M™) + Z s(Cy) = 2deg(f), (3.1)
onde X € a caracteristica de Euler e deg € o grau da aplicagao.

6]

Observe que MTNM ™ é um conjunto de circulos fechados e portanto x(MTNM~) = 0,
logo X(M) = x(M*)+x(M~) e voltando a férmula[3.1]do Teorema [3.1] obtemos o seguinte
corolario:

Corolario 3.1. Com as mesmas hipdteses do Teorema[3.1], temos:

x(M*) — )+ Z = 2deg(f), (3.2)

Proposicao 3.1. O numero p de componentes conexas da curva parabdlica de uma su-
perficie fechada e orientdvel genéricamente imersa em R3 € dado por

p=2(V" —g) - 5(CF - C)

onde V—, g=, C~ e CT representam respectivamente o niimero de vértices negativos, soma
dos pesos dos vértices negativos, o numero de cuspides negativas e o nimero de cuspides
positivas.

Demonstracao. Denote por /\/ a aplica(;éo de Gauss da superficie M. Temos por que
2deg(N)) = x(M*) — )+ Z ) onde Y. s(C;) pode ser reescrito como CT —C~.

Por outro lado, visto que A é uma aplicagao de Gauss, deg(N) = 1 — g(M) [16], onde
g(M) é o género da superficie M. Mais ainda, g(M) = g(M™) + g(M~) + ($1(G) onde
f1(G) € o primeiro namero de Betti do grafo G de A (ntimero de ciclos independentes de

g).
Portanto, substituindo deg(N) = 1 — g(M) na Férmula 3.2 obtemos:

2(1—g(M™) —g(M™) = (@) = x(M") =x(M") +C" = C"
que nos leva a,

261(9) = 2(1 = g(M™) = g(M7)) + x(M7) = x(M™) = CT + C". (3-3)

Agora, observamos que x (M ~)—x(M™*) = 2(g(M*)—g(M~)+V~—=V7) e substituindo
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em [3.3] segue que:
261(G) =2 —4g(M™)+2V"- =2V —CT + C7, (3.4)

mas além disso 51(G) =u—V +1,com V=V +V~. E da igualdade [3.4] substituindo
o valor de f31(G) temos:

p=2V"—g7)— 5" -0

]

Corolario 3.2. Com as hipdteses da proposicao anterior, se a aplicacio de Gauss de
wma 1mersao geneéerica nao possui cuspides, o niumero | de componentes conexas da curva
parabdlica € par.

3.2 Transicoes da Aplicacao de Gauss

No Capitulo 2 apresentamos algumas singularidades das aplicagoes de Gauss do ponto de
vista local, vimos também que algumas dessas singularidades sao estaveis apenas para uma
familia de superficies a 1-parametro, por isso elas sao chamadas também de transicoes.

1. Transi¢oes de Morse da curva parabodlica em um ponto Az, correspondendo a trasi¢oes
do tipo Ldbios e Bicos na aplicagao de Gauss (Figura [2.3.1]).

2. Nascimento/eliminac¢ao de um par de cuspides da aplicagao de Gauss em uma curva
parabolica (em um ponto A, da fungdo altura). Isto corresponde a uma singulari-

dade do tipo Rabo de Andorinha na aplicagao de Gauss (Figura .

3. Transicao fo de uma funcgao altura em um ponto umbilico plano. Correspondendo
as transi¢oes do tipo Purse e Pirdmide para a aplicacao de Gauss (Figura [2.5)).

Neste capitulo estaremos interessados apenas nas transicoes que afetam as compo-
nentes conexas do conjunto singular de uma superficie, ou seja, aquelas que afetam os
grafos de uma aplicacdo de Gauss estavel, que sao as transigoes do tipo As, Bicos (B) e

Labios (L).

3.2.1 Grafo da Transicao Lips

As transicoes L levam ao aparecimento de uma nova componente conexa no conjunto
singular com o aparecimento de duas cispides. Esta transicao leva a criagao de uma nova
aresta e um novo vértice no grafo associado a aplicagao. A nova aresta corresponde a nova
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componente conexa do conjunto singular, e liga o vértice correspondente a regiao onde
foi realizada a transicao a um novo vértice. Este vértice corresponde a nova regiao criada
pela transicao e possui peso igual a zero e sinal contrario ao da regiao onde foi realziada
a transigdo, como apresentado na Figura [3.3]

N

l ! !
D O O

Figura 3.3: Transicao L e seu grafo local

Na Figura |3.3| o grafo inicial consiste de um tunico vértice positivo enquanto o grafo
final é composto de uma aresta, correspondendo a nova curva paraboélica recém criada pela
transigao, ligando os dois vértices (um positivo e um negativo). O conjunto de ramificagdo
desta segunda aplicagao é uma curva fechada com duas cuspides.

3.2.2 Grafo da Transicao Beaks

A transi¢cdo B pode ser utilizada para unir duas regides de curvatura positiva (negativa),
por um processo de tangéncia das curvas parabodlicas em pontos de ciispides, separando
duas regides de curvatura negativa (positiva). Este processo leva ao desaparecimento
de um dos vértices positivos (negativos) e ao aparecimento de um novo vértice negativo
(positivo), como apresentado na Figura

Na figura [3.4] o grafo inicial consiste de dois vértices negativos e um vértice positivo
enquanto o grafo final é compmosto de dois vértices positivos e um vértice negativo, que
corresponde & uniao das regioes negativas através da transicao B, separando assim a regiao
positiva em duas regioes.

3.3 Exemplos: Realizacao de Grafos

Esta secao é dedicada a realizacao de alguns grafos, mostrando como podemos adquirir
uma aplicacao de Gauss que possua o grafo em questao.
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Figura 3.4: Transicao B e seu grafo local

Exemplo 3.3.1. Grafos bipartidos com peso 0 em seus vértices e niimero de arestas A,

menor ou igual a 2.

(i) (ii) (i ) (iv)
Figura 3.5: Grafos béasicos

Os grafos (i), (it) e (iii) apresentados na figura [3.5/sdo obtidos a partir da aplicagao
de Gauss NV : S — 52, utilizando apenas as transicoes Labios e Bicos, como ilustrado na
Figura |3.6|

Na figura [3.0] as curvas mais finas representam o conjunto parabdlico das superficies
enquanto os pontos pretos sobre as curvas representam pontos de cuspides.
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L
——

L L k B

Figura 3.6: Realizacao dos grafos basicos usando transigoes

(
{
<<}

Com uma transi¢ao L obtemos (1) que realiza (i), novamente realizamos uma transigao
Labios e obtemos (2) que realiza (i7). Agora, observe que (2) possui quatro cuspides
positivas assim, pode-se realizar transicoes Bicos, eliminando as cuspides duas a duas,
obtendo (3) que realiza (ii7).

Por outro lado, a aplicagao de Gauss estéavel que realiza (iv) é a aplicagao do toro retor-
cido, caso particular de uma superficie canal [4], e pode ser paramerizada X (u,v) = a(u)+
r(P(u) cos(v) + B(u)sin(v)), onde « é a curva espacial a(u) = (cos(u), sin(u), esin(nu))
com n = 2, P e B o normal principal e o binormal, respectivamente, da curva «. O con-
junto parabolico é formado por duas curvas parabélicas v, e 7, que dividem a superfici
em duas regioes com sinais opostos de curvatura, cada uma com 4 cispides, com sinais
alternados p,py,p3 e p; em v e ¢ ,q5,q5 € q; em 7.

Figura 3.7: Toro Retorcido

Observe que as regices M+ e M~ do Toro Retorcido apresentado na Figura pOs-
suem género 0 e, além disso as curvas ; e ¥, sao fronteiras distintas que separam M e
M~ o que nos da uma realizagao do grafo (iv).

Exemplo 3.3.2. Agora, a realizagao de um grafo com tnica aresta e pesos nao nulos em
seus vértices, como apresentado na Figura |3.8]
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1
(1) (i1)
Figura 3.8: Grafos com peso diferente de zero

Novamente utilizamos a transi¢do B, dessa vez no “toro retorcido” da Figura [3.7]
Podemos aplicar transi¢oes B em ordem para obter grafos com uma tinica aresta e peso
diferente de zero em um dos seus vértices de duas maneiras diferentes:

1. Aproximando dois pontos de ctspides (positivas), um de cada componente da curva
parabolica, através de uma regiao hiperboélica nés passamos por uma transicao By,
obtendo uma imersao do toro a qual o grafo da aplicagao de Gauss consiste de dois
vértices ligados por uma aresta. O vértice positivo possui peso zero e o negativo
possui peso 1. Denotamos a imersao resultante do toro por 77 .

2. Podemos, alternativamente, aplicar uma transicao B_ e aproximar dois pontos de
cispides (negativas), um de cada componente conexa do conjunto parabolico, em
ordem para obter uma imersao do toro a qual o grafo da aplicagao de Gauss consiste
de dois vértices ligados por uma aresta, o vértice positivo com peso 1 e o negativo
com peso 0. Este toro imerso sera denotado por T;'.

)

Assim, T, realiza o grafo (i) e T} realiza o grafo (ii).

Figura 3.9: T} e Ty

Observe que as superficies obtidas acima possuem ainda 6 ctspides em seu conjunto
singular, sendo 4 positivas e 2 negativas em T, e 2 positivas e 4 negativas em T, . Podemos
perguntar se existem superficies que realizam os grafos apresentados em [3.8]sem cuspides,
ou seja, no caso em que a aplicacao de Gauss é uma aplicacao dobra.
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3.4 Efeito das Cirugias nos Grafos das Aplicacoes de
Gauss

A partir desta segao vamos denotar por A(M) e V(M) o nimero de arestas e vértices do
grafo associado a aplicagao de Gauss da superficie M. No lugar de M podemos utilizar
também o seu grafo G, e quando nao existir confusao vamos utilizar apenas A e V.

3.4.1 Grafo da Cirurgia S~

Esta cirugia adiciona duas novas arestas ao grafo da aplicagao e um novo vértice negativo.
Estas novas arestas representam as novas componentes do conjunto singular e se conectam
aos vértices positivos, que representam as regioes ligadas pelo tubo hiperbélico, sendo este
tubo hiperbdlico a regiao representada pelo novo vértice negativo.

A figura a seguir mostra o efeito da cirurgia nos grafos associados as aplicagoes da
Figura [2.11}]

Figura 3.10: Efeito de S~ no grafo

A préxima proposicao apresenta os efeitos da cirurgia no numero de arestas, vértices
e género da superficie.

Proposicao 3.2. Sejam M; e M, superficies distintas e Ry e Ry regices de curvatura
positiva em My e Ms, respectivamente. Considere também M = My, &~ My o resultado da
cirurgia S~ em Ry e Ra, entao A(M) = A(My)+A(My)+2, V(M) =V (M) +V(My)+1
e g(M) = g(My) + g(Ms.

No caso em que esta cirurgia € realizada entre duas regioes positivas de uma mesma
superficie M' obtendo uma nova superficie M, entao A(M) = AM') +2, V(M) =
V(M) +1eg(M)=g(M)+1.

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado basta observar o comportamento do grafo
obtido no local da cirurgia, visto que o restante do grafo se mantém inalterado. Vamos
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considerar primeiramente o caso da cirurgia realizada entre duas superficies distintas M;
e My como apresentado acima.

Nesse caso, o que ocorre localmente é o aparecimento de duas novas arestas no grafo G
de M = M, &~ M, estas arestas representam as duas novas componentes do conjunto
singular da superficie, portanto A(M) = A(M;) + A(Ms) + 2. Quanto aos vértices de G,
0 que ocorre ¢ o surgimento de um novo vértice que representa a nova regiao negativa
gerada pelo tubo hiperbolico, portanto V(M) = V(M;) + V(M;) + 1. Finalmente, o
género da superficie fica inalterado, visto que as superficies M; e M, eram disjuntas e
portanto g(M) = g(M1) + g(Mz).

Consideremos agora o caso em que esta cirurgia é realizada em regioes distintas de uma
mesma superficie M.

Nesse caso, como observado no caso de duas superficies, temos o aparecimento de duas
novas curvas parabodlicas e uma nova regiao negativa, que nos levam aos resultados
AM) = A(M")+2e V(M) = V(M) + 1, no entanto, esta cirurgia une duas regides
da superficie gerando assim um novo buraco na superfice, que pode ser visto pelo fato da
criagdo de um novo ciclo no grafo o que nos da g(M) = g(M’) + 1. ]

3.4.2 Grafo da Cirurgia S~

O efeito dessa cirurgia nos grafos consiste em ‘colar’ as arestas correspondentes a v, € 7
assim como seus respectivos vértices (isto corresponde a conectar as regioes elipticas Ry
e Ry da Figura em um lado e as regides hiperbolicas H; e Hy do outro). Além disso,
o peso w de um vértice v obtido ‘colando’ os vértices v, e vy é dado por w = wy + wo,
onde w; é o peso de v;, 1 =1, 2.

Figura 3.11: Efeito de S~ no grafo

A proposicao a seguir pode ser demonstrada de maneira analoga a demonstracao
apresentada para a Proposigao [3.2]
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Proposicao 3.3. Sejam M, e My superficies distintas e considere componentes conexas
Ry e H em M; e Ry e Hy em M, de modo que Ry e Ry sao regioes positivas e Hy e
Hy sao regioes negativas, além disso suponha que Ry e Hi possuem a fronteira 3 em
comum e Ry e Hy possuem a fronteira vo em comum. Se realizamos a cirurgia S~
nessas regioes de My e My obtendo uma nova superficie M = M, &~ M, entdo temos
os sequintes resultados A(M) = A(My) + A(My) — 1, V(M) = V(M) + V(M) —2 e
g(M) = g(My) + g(My).

Agora, se as componentes conexas Ry e Hy e Ry e Hy sao distintas e pertencem a uma
mesma superficie M' entao quando realizamos a cirurgia S~ nessas regioes obtemos uma
nova superficie M onde A(M)=A(M') -1, V(M) =V(M') -2 e g(M)=g(M')+ 1.

3.4.3 Grafo da Cirurgia S*

Esta cirurgia nos leva a identificacao dos dois vértices positivos correspondendo as regioes
R1 e Ry da Figura [2.13] nos correspondentes grafos.

Figura 3.12: Efeito de ST no grafo

A proposicao a seguir pode ser demonstrada de maneira analoga & demonstracao
apresentada para a Proposigao [3.2]

Proposicao 3.4. Sejam M, e My superficies distintas e considere componentes conexas
positivas Ry e Ry em M; e M,, respectivamente. Se realizamos a cirurgia ST em M,
e M, obtendo uma nova superficie M = M, &t My entdo temos 0s sequintes resultados

AM) = A(My) + A(My), V(M) = V(M) + V(M) — 1 e g(M) = g(My) + g(M).

Agora, se as componentes coneras Ry e Ry pertencem a uma mesma superficie M’
entao se realizamos a cirurgia em M’ unindo essas regioes temos 0s sequintes resultados

AM) = AM'), V(M) = V(M) —1 e g(M) = g(M") +1.
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Observacao 3.1. O exemplo pode ser interpretado para grafos da seguinte maneira:
Qualquer grafo com pelo menos uma aresta pode ter o peso de qualquer um de seus vértices
aumentado, como apresentado na figura [3.13]

W

W, 1 wt 1

Figura 3.13: Aumento do peso de um vértice

3.5 Realizacao de Grafos Bipartidos

3.5.1 Grafos Bipartidos com A <3

Os possiveis grafos com uma e duas arestas foram apresentados na Figura |3.5, sendo o
caso com apenas uma aresta unico e representado por (7). Além disso, vimos como este
grafo é realizado na Figura , sendo sua realiza¢ao dada pelo caso (1).

Agora, se aplicamos o Corolario do Teorema de Quine a superficie (1) temos o
seguinte resultado:

Z s(¢;) = 2degN — x(M™*) + x(M™),

=1
0 que nos da:

2

> s(e) =2

i=1
que condiz com o fato da trasigao Labios gerar duas cuspides positivas.

O proximo resultado nos diz que o grafo (i) pode ser realizado com pesos arbitrarios
em seus vértices.
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Proposicao 3.5. O grafo composto por dois vértices e apenas uma aresta com pesos k
(vértice positivo) e | (vértice negativo), apresentado na Figura pode ser realizado
por uma aplica¢ao de Gauss estdvel e além disso Y s(p;) = 2(1 —2l), onde s(c¢;) € o sinal
da ciuspide do ponto c;.

Figura 3.14: Grafo simples com pesos

Demonstracao. Caso k = [ = 0 entao sabemos que o grafo acima é realizado pela superficie
(1) da Figura No caso em que k e [ sao nao-nulos, exibimos no Exemplo uma
forma de aumentar o género de uma regido negativa utilizando a cirurgia S~ entre a
regiao negativa que desejamos aumentar o género e o a superficie 7}, e como vimos no
Exemplo o peso do vértice negativo é aumentado em um. De modo analogo, podemos
realizar a cirurgia S~ com a entre a regiao positiva e a superficie T,". Portanto basta
realizar esta cirurgia k vezes na regiao positiva e [ vezes na regiao negativa para obter o
grafo acima.

Por [16] sabemos que deg N' = 1—g(M) onde M é o dominio de N e g(M) é o seu género,
além disso, se o grafo de M nao possui ciclos temos que g(M) = g(M™*) 4+ g(M ™).

Agora, visto que x(M) = 2 — 2g(M) — t onde t é o nimero de componentes de bordo
da superficie M e g(M™) é o género da superficie fechada obtida a partir de M através
da colagem de um disco em cada componemte de bordo de M, analogamente se define

g(M™).
Das observagoes acima e da equagio 3.2 3 s(¢;) = 2degN — x(M*) + x(M~) temos:

> )

21— g(M)) — (2— 2k — 1)+ (2 —20 —1)
20 —g(M™) —g(M™)) +2( — k)

21—k —1)+2(1—k)

2(1 — 21) (3.5)

O

Observagao 3.2. Observe que na proposigao acima, »_ s(p;) depende apenas do peso
dado ao vértice negativo.

Isso acontece devido ao seguinte fato: A cirugia S™F tem um saldo final, sobre o
somatorio das cuspides, de duas cuispides negativas no conjunto paraboélico, o que nos
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levaria a somar —2 a > s(p;) mas, quando essa cirurgia é realizada com a superficie T;"
que possui o somatorio de suas ctuspides igual a 2 entao o somatorio permanece inalterado,
como a férmula nos mostra. No entanto, se a cirurgia é realizada com a superficie 7}, que
possui o somatoério das cuspides igual a —2, entao o somatorio das ciispides da cirurgia
e da superficie é igual & —4. Mas veja que isto ocorre para cada uma das cirurgias
realizadas, que sdo um total de [ cirurgias para a regido positiva, que nao alteram »_ s(p;)
e k cirurgias para a regiao negativa, que alterariam Y s(p;) em —4k.

Esta formula também nos diz que o grafo (i) da Figura nao pode ser realizado sem
cuspides, pois caso este fato fosse verdadeiro terfamos 0 = > s(p;) = 2(1 — 2I), o que nos
dal = %, que é absurdo.

Além disso, a formula responde a pergunta do Exemplo |3.3.2}
E possivel realizar os grafos das superficies T, e T, sem ciispides no conjunto parabélico?
A resposta é nao.

Para T;" temos que | = 0, o que nos da > s(p;) = 2, portanto devem haver pelo
menos 2 cuspides (positivas) e por outro lado, para T} temos que [ = 1, o que nos da
> s(p;) = —2, levando novamente a existéncia de pelos menos 2 cuspides (negativas).

No entanto, uma pergunta que pode ser feita é sobre o nimero minimo de cispides

em tais aplicagoes.

Agora, para o caso dos grafos de duas arestas temos apenas trés possibilidades, dadas

por (i4), (i) e (v) na Figura [3.5 que sdo realizados por (2) e (3) na Figura [3.6) e pelo
Toro Retorcido apresentado na Figura [3.7]

Para realizar esses grafos com pesos arbitrarios em seus vértices podemos utilizar a
Observagao que nos d4 um modo de aumentar o pesos de um dado vértice, obtendo
assim os grafos desejados e provando a seguinte proposicao:

Proposicao 3.6. Todo grafo bipartido com pesos e duas arestas pode ser realizado por
uma aplicagao de Gauss estdvel.

Para o caso de 3 arestas existe uma quantidade maior de grafos que sao apresentados
na Figura [3.15

I/I/I\\I/Q/d\ )

(ii) (iii) (iv) (vi)

Figura 3.15: Grafos com 3 arestas
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Proposigao 3.7. Os grafos de 3 arestas da Figura[3.15 podem ser realizados a partir da
cirurgia S~ entre as superficies que realizam os grafos de 2 arestas.

Demonstracao. Faremos a dmonstracao dessa proposi¢ao observando apenas o resultado
das cirurgias em grafos de 2 arestas, visto que o efeito nas superficies ja foi descrito no
capitulo anterior.

NN=1 AN=

(1) (ii)

Figura 3.16: Realiza¢ao dos grafos (i) e (ii) da Figura [3.15]

AVAVE

(iii) (iv)

Figura 3.17: Realizacao dos grafos (iii) e (iv) da Figura

IN=0\ 00 =

(v) (vi)

Figura 3.18: Realizagao dos grafos (v) e (iv) da Figura[3.15]

3.5.2 Realizacao de Grafo Arvore

Teorema 3.2. Qualquer drvore com peso zero em cada um de seus vértices e pelo menos
uma aresta pode ser realizada por uma aplicacao de Gauss estdvel em wma imersao da
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esfera, N': S? — S2.

Demonstragdao. A prova é por inducao no ntimero de vértices. A imersao padrao de S?
em R? possui a identidade como sua aplicacao de Gauss e assim o grafo associado cosiste
de um tnico vértice. Realizando uma transicao L na esfera obtemos o primeiro passo da
inducao.

Entao noés assumimos que a nossa afirmacgao ¢ verdadeira para qualquer arvore com
pelo menos k vértices e suponha que 7 é uma arvore com k + 1 vértices. Removendo
um vértice extremo v de 7 juntamente com a (tnica) aresta vw que ele esta conectado
obtemos uma arvore 7’ com k vértices. Entao a hipotese de indugao nos garante que
existe alguma imersao g : S? — R? cuja aplicacao de Gauss possui 7’ como grafo. Seja
R, a regiao de S? correspondendo ao vértice w de 7. Podemos aplicar uma transicao
L nesta regiao e obter uma nova imersao f : S? — R? cuja aplicacdo de Gauss ¢é obtida
adicionando um vértice a T’ no vértice w, isto é, é o grafo T. [

Definicao 3.3. Uma drvore nao-estrelada é uma arvore em que todos os vértices
possuem grau 2, exceto os vértices extremos.

Figura 3.19: Arvore nao-estrelada

Exemplo 3.5.1. A Figura [3.19)é um exemplo de arvore nao-estrelada com 3 arestas.

Definigao 3.4. Uma drvore estrelada de grau n positiva (negativa) ¢ uma arvore
que possui apenas um vértice positivo (negativo) com grau n.

(i) (ii)
Figura 3.20: Arvore Estreladas

Exemplo 3.5.2. A Figura é um exemplo de arvores estreladas de grau 3, sendo (7)
uma arvore positiva e (ii) uma arvore negativa.

Observacao 3.3. Qualquer arvore pode ser decomposta em um conjunto de arvores nao-
estreladas e um conjunto de arvores estreladas positivas e/ou negativas.
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Figura 3.21: Decomposi¢ao de um grafo

Exemplo 3.5.3. A Figura[3.2I|nos mostra como decompor um grafo dado de acordo com
a Observacao [3.3] Do lado esquerdo temos o grafo que queremos fazer a decomposigao,
enquanto do lado direito apresentamos uma decomposicao deste grafo e as cirurgias uti-
lizadas para reconstrui-lo.

Tal decomposicao foi realizada de forma que utilizamos apenas a cirurgia S~ para
recompor o grafo no entanto é sempre possivel decompor o grafo de forma que utilizamos
a cirurgia St para recompo-lo. A vantagem de se utilizar a cirurgia ST no lugar de
S~1 aparece quando queremos minimizar o ntumero de cuspides na realizacao de um
determinado grafo pois a cirurgia ST desaparece todas as ctspides que “nascem” durante
0 processo e 0 mesmo nao ocorre em S .

Proposicao 3.8. Toda drvore estrelada positiva (negativa) de grau n e peso zero em seus
vértices € realizavel por uma aplicagao de Gauss estdvel com

Z s(c;) =2n (Z s(c;) =2(2 — n)) )

além disso o minimo de cispides € 2n (2(2 — n)) cuspides positivas (negativas).

Demonstragao. Sabemos que esta arvore pode ser realizada devido ao Teorema[3.2] Provare-
mos para o caso da arvore positiva, sendo o caso negativo anélogo.

Sabendo que M™ possui apenas uma componente conexa e M~ possui n componentes
conexas temos que y(M™) = 2 e x(M~) = 2n, aplicamos agora o Teorema de Quine,
observando que g(M) = 0, e obtemos:

Z s(¢;) =2deg(N) — 2+ 2n
> s(e) =2(1— g(M)) — 2+ 2n
Zs(ci) =2n.

Para o caso da arvores estrelada negativa obtemos »_ s(¢;) = 2(2 — n).

Agora, observamos que conhecemos o valor da diferenca entre o ntimero de cuspides
positivas e negativas é conhecido para arvores estreladas. Além disso, sabemos que em
cada transicao L ‘nascem” duas cuspides, sendo duas positivas se a transicao ¢é realizada
numa regiao de curvatura negativa e duas negativas se a transicao é realizada numa regiao
de curvatura positiva.
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Portanto, podemos realizar um grafo estrelado positivo de grau n < 2 pode ser resolvido
obtido realizando n transicoes L distintas em S?, assim teremos 0 ctispides negativos e 2n
cuspides positivas.

Para realizar um grafo estrelado negativo de grau n < 2 observamos que a Figura [3.0]
apresenta a superficie M que realiza o grafo (ii7) da Figura com nenhuma cuspide.
Assim, paran = 2 é realizado com o minimo de cuspides dada pela superficie M que possui
nenhuma ctspide e para n > 2 basta realizar n — 2 transi¢oes L realizadas na regiao de
curvatura negativa que nos dara 0 cispides positivas e 2(n — 2) cuspides negativas. O]

Exemplo 3.5.4. Para o caso de vértices n = 5 temos a arvore estrelada positiva de grau
5 dada realizando 5 transi¢oes L na esfera S?, obtendo a Figura m

AN

Figura 3.22: Arvore Estrelada Positiva de grau 5

Para a arvore estrelada negativa de grau 5 podemos realiza-la de duas formas, dadas
pelas Figuras[3.23]e[3.24] Observe que estas duas aplica¢oes nao sao equivalentes visto que
na Figura[3.23| caso possui 2 ctuspides negativas em cada componente conexa do conjunto
parabolico e na Figura 1 componente conexa nao possui cuspides e as outras duas
componentes do conjunto parabdlico possuem 3 ctspides negativas cada.

Figura 3.23: 1° Caso: Arvore Estrelada Negativa de grau 5

A Figura ¢ obtida a partir da Figura que realiza o grafo (ii7) apresentado na
Figura [3.5] realizando trés transi¢oes L. Ja a Figura [3.24] ¢ obtida a partir da sequéncia
de transigoes apresentada na Figura|3.25] onde 2L e 2B representam a realizacao de duas
transicoes L e duas transicoes B.
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Figura 3.25: Transicoes para obter a arvore estrelada negativa de grau 5 apresentada na
Figura

3.5.3 Realizacao de Grafos Bipartidos

Teorema 3.3. Qualquer grafo bipartido o qual todos os vértices possuem peso zero pode
ser realizado por uma aplicagao de Gauss estdavel de uma superficie fechada orientdvel M,
com x(M) =2—-25,(G), onde 51(G) € o nimero de Betti de G (isto é, o nimero de loops
independentes no grafo.)

Demonstracao. Provamos este teorema por indugao no ntimero p de ciclos independentes
no grafo. O primeiro passo, correspondendo a p = 0 é dado pelo teorema anterior.

Suponha entao que o resultado seja valido para grafos com p < n e considere um novo
grafo G com p = n+ 1. Considere um dos ciclos de G e construa um novo grafo G’ com n
ciclos pela separagao de um dos vértices positivos v deste ciclo em dois vértices extremos vy
e vy. Pela hipotese de inducao, sabemos que existem imersoes g : M’ — R3 cuja aplicacao
de Gauss possui G’ como seu grafo, com x(M') = 2 — 2n. Aplicando uma cirugia S
as regides Ry e Ry correspondentes aos vértices (positivos) vy e vy de G', obtemos uma
superficie M com (M) = 2 — 2(n + 1) e uma imersao f : M — R? cuja aplicagao de
Gauss possui G como seu grafo. ]
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Teorema 3.4. Qualquer grafo bipartido G com pesos em seus vértices pode ser real-
izado por uma aplicagao de Gauss estdavel de uma superficie fechado e orientdvel M, com
X(M) =2—2(81(G +w(G))), onde 51(G) € o nimero de ciclos independentes de G (i.e.
o numero de Betti de G), e w(G) € a soma dos pesos em cada vértice de G (peso total de

G).

Demonstracao. Vamos demonstrar este teorema por indugao sobre o peso total de G. O
passo inicial (w(G) = 0) é provado pelo Teorema Suponha que o resultado seja valido
para qualquer grafo com peso total < p e considere um grafo G com w(G) = p + 1.
Podemos escolher um vértice v com peso diferente de zero, digamos w; em G e tomar
um grafo G’ que coincide com G exceto pelo fato de que o peso do vértice v é w; — 1.
Pela hipotese de indugao podemos encontrar uma superficie fechada orientavel M’, com
X(M) =2—2(3,(G) + p) e uma imersdo g : M’ — R3 a qual a aplicacio de Gauss possui
o grafo G'.

Suponha que v seja um vértice positivo e que R, é a regiao eliptica correspondente
em M’'. Nesse caso, uma cirugia S~ em R, com a superficie ;" (toro) nos d4 uma nova
superficie M com (M) = 2 — 2(B31(G) + (p + 1)) e uma imersao f : M — R3 a qual
a aplicagao de Gauss possui o grafo G como seu grafo. No caso em que v é um vértice
negativo procedemos exatamente do mesmo modo usando a imersao 77 do toro ao invés
de T} O

Teorema 3.5. Para um grafo bipartido G que realiza uma aplicagao de Gauss temos que
Y s(e) =2(A=V =2w(V7)), onde A é o nimero de arestas, V=V +V~ é o nimero
de vértices e w(V ™) € a soma dos pesos de V'~ para o grafo G.

Demonstragao. Pelo Corolario temos Y s(¢;) = 2degN — x(M™) + x(M~) e aléem
disso N =1 —g(M) onde g(M) = g(M*) + g(M~) + 1(G). Logo,

S sfe) =2 4g(M7) + 25:(G). (36)

Pelo Teorema temos que £1(G) =1 —V + A, e além disso g(M~) = w(V ™), de
onde o resultado segue fazendo os calculos. ]

Temos entao o seguinte corolario do Teorema |3.5|

Corolario 3.3. Uma condi¢ao necessdria para que a aplicacao de Gauss nao possua cuspi-
des € que o grafo associado a ela satisfa¢a a sequinte equag¢ao

A=V =2w(V7).

Exemplo 3.5.5. Observamos que a condi¢ao dada no Coroléario nao é suficiente para que
a aplicagao de Gauss seja uma aplicagao dobra, visto que o grafo do Toro Retorcido (grafo
(iv) da Figura satisfaz a equacao mas seu conjunto singular dessa superficie possui 8
cuspides, sendo 4 positivas e 4 negativas.
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3.6 Algoritmo para a Realizacao dos Grafos

Nesta se¢ao vamos introduzir um algoritmo que tém por objetivo dar um método prético
para a construcao das Aplicacoes de Gauss Estéaveis a partir de um certo grafo bipartido
com pesos que possua pelo menos uma aresta.

Uma observagao importante para a realizagao de um grafo qualquer é que precisamos
considerar apenas grafos com peso igual a zero em seus vértices, visto que a Observagao
nos da uma forma de aumentar o peso de um vértice qualquer de um grafo, desde que
o grafo possua pelo menos uma aresta.

Definigao 3.5. Uma drvore geradora T de um grafo G é um conjunto maximal de arestas
de G que nao possui ciclos, ou o conjunto minimal de arestas que contém todos os vértices

de G.

Observamos também que sempre é possivel considerar um grafo 7 que é a arvore
geradora do grafo G que queremos realizar.

Para realizar um grafo G seguimos os seguintes passos:

Passo 1: Consideramos o grafo G com peso igual a zero em todos os seus vértices;
Passo 2: Encontramos uma drvore geradora T de G;

Passo 3: Realizamos a arvore geradora 7 de G da seguinte forma:

Passo 3.1: Como G possui pelo menos uma aresta, assim também acontece com 7T,
portanto podemos escolher um vértice positivo v de T e proceder da seguinte maneira,
consideramos uma esfera S? como a regiao representada por v e para cada vértice negativo
w; de T, que possui uma aresta ligando w; a v realizamos uma transicao L em S?, gerando
uma regiao negativa que ird representar o vértice w; em questao.

Passo 3.2: Agora, se o vértice que w; representa no grafo original 7 é um wvértice
ertremo nao ha necessidade de alterar a regiao que este representa. Caso contrario,
realizamos novamente o passo anterior para w; a fim de obter as regides que representam os
vértices vi, ..., U;-, que estao ligados a w; em T, com excecao do vértice v onde comegamos.

Observe que os passos 3.1 e 3.2 sao realizados uma quantidade finita de vezes, devido
a finitude dos vértices de G. Dessa forma, obtemos uma superficie que realiza a arvore
geradora de G em questao, 7. Para realizar o grafo G precisamos agora obter os ciclos
deste grafo.

Observamos que qualquer ciclo é reconstruido unindo através de uma aresta um vértice
positivo v & um vértice negativo w. Sejam entao R, e R, as regides representadas pelos
vértices v e w, respectivamente.

Passo 4: Para realizar a superficie procurada devemos realizar uma transicao L em
R, criando uma regiao de curvatura negativa R,- e uma trasicao L em R, criando uma
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regiao de curvatura positiva R,+. Agora, basta utilizar uma cirurgia S~ unindo as
regides R, e R+, € as regides R,, e R,—, obtendo assim uma superficie que possui uma
aplicacao de Gauss com grafo G.

Obtemos assim uma realizacao do grafo G sem pesos em seus vértices, basta agora
utilizar a observagao [3.1] para obter o peso de cada vértice, aumentando assim o género
de cada regiao em questao.



Conclusao e Perspectivas Futuras

O objetivo deste trabalho foi estudar as singularidades de aplicagoes de Gauss estéveis de
superficies fechadas e orientadas mergulhadas em R3 na esfera. Para tanto, apresentamos
resultados relevantes ao nosso estudo. Apresentamos também os grafos associados a apli-
cacoes de Gauss estaveis de superficies na esfera e algumas relacoes do nimero minimo
de ctispides com o qual alguns grafos sao realizados.

Além destes resultados, podemos através de pesquisas futuras estudar:

1. Ntimero minimo de ctispides com que um grafo se realiza
No capitulo 3, verificamos quais grafos podem ser realizados por aplicagoes de Gauss
estaveis de superficies fechadas, orientadas e sem bordo. Agora, podemos verificar
qual o niumero minimo de ciispides em que um grafo dado se realiza;

2. Relagao entre grafos de aplicagoes de Gauss estaveis e grafos de aplicagoes
estaveis na esfera
Em [I§] os grafos também sao apresentados como um invariante global de aplicagoes
de superficies fechadas, orientadas e sem bordo mergulhadas em R3. Podemos agora
verificar as relagoes existentes entre as superficies que realizam um grafo por uma
aplicagao de Gauss estavel e as que realizam o grafo de uma aplicacao estével na
esfera.
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