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Resumo

BASTOS, Gustavo Terra, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Fevereiro de 2013.
Comparacao de técnicas para o calculo de idempotentes geradores de cédigos
abelianos. Orientador: Marinés Guerreiro. Coorientadores: Allan de Oliveira Moura e
Raul Antonio Ferraz.

Neste trabalho, desenvolvemos um estudo de técnicas polinomial e de algebra de grupo
de grupos abelianos para o calculo de idempotentes primitivos em anéis semissimples, sob
certas hipoteses. Estes idempotentes primitivos podem ser vistos como geradores de
cédigos abelianos minimais. Apresentamos resultados recentes para ambas as técnicas
e, a partir de exemplos, realizamos um estudo comparativo das mesmas. Nesta com-
paracao, identificamos possiveis erros na técnica polinomial abordada e propomos as devi-
das correcoes para o caso de cddigos de comprimento p™q, utilizando ambas as abordagens

para a demonstracao do resultado correto.
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Abstract

BASTOS, Gustavo Terra, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2013. Com-
parison of techniques for the computation of the generator idempotents of
abelian codes. Adviser: Marinés Guerreiro. Co-advisers: Allan de Oliveira Moura and
Raul Antonio Ferraz.

In this work, under certain hypotheses, we study two techniques for the computation
of primitive idempotents in semissimple rings, namely, the polynomial and the group
algebra techniques, the latter for abelian groups. These primitive idempotents can be
seen as generator idempotents of minimal abelian codes. We present recent results for
both techniques and, with examples, we compare them. In this comparison, we identify
possible errors in the polynomial technique and we propose the corrections for the case of

codes of length p"q, using the both approaches to prove the correct result.
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Introducao

A transmissao de dados através dos meios de comunicacao sofrem a interferéncia de fatores
externos, como por exemplo, os campos magnéticos, o que pode ocasionar distor¢ao nas
mensagens transmitidas, sendo que em alguns casos, nao é possivel ou desejavel que essa
mensagem seja retransmitida. A Teoria de Codigos Corretores de Erros busca adicionar
informacao a essa mensagem, para que possiveis erros possam ser detectados e corrigidos.
A teoria bésica adotada neste trabalho pode ser vista em [13] e [19].

A utilizacao de teorias matematicas mais avancadas permitiu desenvolver cédigos com
parametros melhores e mais elaborados. Uma classe especial de codigos corretores de
erros, e que sera usada constantemente neste trabalho, é a classe dos cédigos lineares.
Um c6digo linear é um subespago proprio do espago vetorial Fy, onde F, ¢ um corpo
finito com ¢ elementos e n é um nimero natural. Em particular, um cédigo linear € é
dito ciclico se, para qualquer palavra (vg, vy, . ..,v,_1) em &€, a palavra (v,_1, v, ..., Up_2)
também estd em €. Os cddigos ciclicos sao muito utilizados por formarem uma classe de
cédigos lineares que possui bons algoritmos de codificagao e de decodificagao.

Fylz]

E simples verificar que as estruturas algébricas Fy e R,, = sao isomorfas e, em

particular, qualquer cédigo ciclico de Fy ¢ isomorfo a um ideal nao trivial de R,,. Ainda,
sob certas condigoes, o anel R,, é semissimples e pode ser decomposto como soma direta
de ideais minimais, de acordo com o Teorema de Wedderburn-Artin [7]. Como qualquer
ideal em R,, é escrito como soma de alguns ideais minimais e todo ideal minimal de um
anel semissimples é gerado por um idempotente primitivo, entao estudar coédigos ciclicos
é equivalente a estudar idempotentes primitivos geradores dos ideais minimais de R,,.

Uma outra abordagem para o estudo de cédigos corretores de erros é utilizar a estru-
tura algébrica chamada algebra de grupo, cuja teoria basica pode ser encontrada em [7]
e [22]. Observamos que o espago vetorial [y também pode ser construido a partir de
um isomorfismo entre Fy e a dlgebra de grupo F,C,, onde C,, ¢ o grupo ciclico de ordem
n. Este isomorfismo estabelece uma correspondéncia entre os cédigos ciclicos de Fy e os
ideais da algebra de grupo F,C,. Desta maneira, os cédigos ciclicos também serao vistos



como ideais de IF,C,,.

Seja FG a algebra de grupo de um grupo G sobre um corpo F. Estendendo os resul-
tados sobre grupos ciclicos, S.D.Berman [3] e F.J MacWilliams [I§] definiram cédigos
abelianos como ideais (préprios) na élgebra de grupo de um grupo abeliano sobre um
corpo finito. J4 para cédigos sobre grupos nao abelianos, podemos citar os trabalhos [§]
e [25]. Por fim, de forma geral, em [5] os autores definem c6digos de grupo sobre grupos
finitos quaisquer.

Um elemento e € FG ¢ idempotente se e? = e. Observamos ainda que um elemento
em FG é central se ele comuta com todos os outros elementos da dlgebra. Um idempo-
tente central nao nulo e é chamado primitivo se ele nao pode ser decomposto na forma
e = e/+e€”, onde € e €” sao ambos idempotentes centrais nao nulos tais que e'e” = e”e’ = 0.
Em uma &lgebra de grupo FG, quando car(F) 1 |G|, os idempotentes primitivos centrais
sao geradores dos ideais bilaterais minimais. Dois idempotentes €’ e €” sao ortogonais se
e’ =e’e =0.

Em particular, o conjunto dos idempotentes primitivos de FG geram os ideais minimais
de FG, aos quais nos referimos como cédigos minimais.

Os indianos Pruthi e Arora [23] e [I] desenvolveram técnicas para apresentar os idem-
_Fyla]
(zm —1)
fmpar, n um inteiro positivo e ¢ é uma raiz primitiva médulo p"™. Em [I1], Ferraz e Polcino
Milies obtiveram, para o anel F,C,,, os mesmos idempotentes primitivos e ¢ notério que
a linguagem e a expressao destes elementos se mostraram muito mais simples do que em
[23] e [1]. O célculo dos idempotentes é direto e depende essencialmente da estrutura dos
subgrupos de C,,.

potentes primitivos dos anéis R, = ,onde m = p” oum = 2p", para p um primo

Nos ultimos anos estes resultados foram estendidos. Em [16], via a abordagem poli-
nomial, é possivel expressar os idempotentes primitivos para anéis do tipo R,,, onde
T

m = pr”, com cada p; um numero primo positivo, p; # p;, para 1 < i # j < r.
i=1

Ja em [6], a partir da abordagem de algebras de grupo, sdo exibidos os idempotentes
primitivos de Fs (G, X G,), onde G, e G, sdo p e g-grupos abelianos, respectivamente.
Em ambas as técnicas, existem restrigoes sobre a caracteristica do corpo sobre o qual estao
definidos os cédigos. Dado G um grupo abeliano e H um subgrupo de G, dizemos que H é
um subgrupo co-ciclico de G se o grupo quociente G/H é nao trivial e ciclico. Em [10],
os autores tratam de uma generalizacao das hipoteses sobre a ordem do grupo abeliano
G e apresentam a expressao dos idempotentes primitivos que dependem dos subgrupos
co-ciclicos de G.

Neste trabalho apresentamos as abordagens polinomial e de dlgebra de grupo para o
calculo dos idempotentes geradores de cddigos abelianos, a partir do estudo detalhado
dos artigos [16], [I1] e [6]. Além disso, exibimos exemplos para casos particulares, que
nos apontam quais as vantagens e desvantagens de cada técnica. Por fim, explicitamos os



idempotentes primitivos da algebra de grupo F; (Cpn x C,), onde [ # 2, com o auxilio da
técnica polinomial.

O Capitulo 1 desta Dissertacao esta divido em duas secoes. Na primeira, definimos
0 que sao residuos quadraticos e nao quadraticos modulo um inteiro m e apresentamos
alguns resultados importantes da Teoria de Numeros utilizados, em especial, no Capitulo
4. Na segunda sec¢ao definimos o que é uma algebra de grupo e exibimos alguns resultados
da teoria importantes para este trabalho. Vale destacar o Teorema de Perlis-Walker sobre
a decomposicao da algebra de grupo de grupos abelianos e a sua demonstracao. FEste
resultado é fundamental para determinar o niimero de cédigos minimais em uma algebra
de grupo de um grupo abeliano.

No Capitulo 2, apresentamos uma introducgao a Teoria de Cédigos Corretores de Erros
(ou simplesmente Teoria de Cddigos), definindo codigos lineares e cdigos ciclicos, que s@o
de interesse especial para este trabalho. Além disso, sob certas hipdteses, relacionamos
c6digos minimais via as abordagens polinomial e de dlgebra de grupo.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo dos codigos abelianos minimais. Iniciamos com
os resultados de Ferraz [9], onde é feito um paralelo entre o comportamento do nimero
de componentes simples em uma &algebra de grupo racional, que mostra-se como um
limitante inferior, via o Teorema de Perlis-Walker, para o niimero de componentes simples
de uma algebra de grupo semissimples sobre corpos finitos. Sob certas hipéteses, definimos
algebras de grupo que se comportam, com relagao ao nimero de componentes simples,
como uma algebra de grupo racional e assim descrevemos todos os idempotentes primitivos
para casos particulares do tipo p™ e 2p™, andlogos aos trabalhos [23] e [I]. Estes resultados
sao fundamentais e sugerem a expansao desta técnica para casos mais gerais. Na tultima
secao estendemos estes resultados para dlgebras de grupo semissimples FG, onde G é um
grupo abeliano finito e I um corpo finito. Por fim, relacionamos os subgrupos co-ciclicos
com os idempotentes primitivos da algebra de grupo. Um exemplo particular desta técnica
é apresentado no ultimo capitulo para fins de comparagcao.

No Capitulo 4, apresentamos a A-técnica, baseada em [16]. Para um nimero natural
T

r > 1 e um inteiro m = Hp?i, com cada p; um nimero primo positivo, p; # p;, [ uma

i=1
ag 3
raiz primitiva médulo p;*, onde mdc (@, @ =lparacadal <i #j<re

[ coprimo com m, definimos uma bijecao, conhecida por A-aplicagao, entre os conjun-
tos Ay X Ag x ... x A, e A, onde A; = {0,1,2,...,p" — 1}, para cada 1 < i < re

A =140,1,2,...,m}, que nos permite definir e expressar todas as classes [ ciclotomicas
modulo m. Com estes resultados, a A-técnica propoe a descricao dos idempotentes pri-
F[X]

mitivos do anel R,, = a partir das expressoes dos idempotentes primitivos dos

Fp2[ X
anéis R o; = elX]

R

Xn 1)

, construidos a partir dos conjuntos de residuos quadraticos e nao



quadréticos médulo pj’, para cada 1 < i < r. Um exemplo ¢é apresentado no ultimo
capitulo para fins de comparacao entre as técnicas.

Como um caso particular do Capitulo 3, no Capitulo 5 descrevemos os cddigos ciclicos
bindrios minimais de Fy (Cp, X Cp,), Fa (Cpym X Cpyn) € Fo (Cp, X Cp, X Cp,), onde p1, pa € p3
sao primos impares distintos dois a dois e m e n sao inteiros positivos. Por fim, apresen-
tamos um exemplo completo de um caso particular.

No Capitulo 6, exibimos todas as expressoes dos idempotentes primitivos da algebra de
5[ X]
(2215 — 1)
dadas, o que nos sugerem possiveis erros na A-técnica, uma vez que, com o uso do software
MAPLE, as expressoes obtidas a partir da técnica de algebra de grupo se mostraram ser
de fato idempotentes. Ainda, na Secao 2 do Capitulo 6, apresentamos todas as expressoes
dos idempotentes primitivos da algebra F; (C,n x C;) (onde I é o mesmo primo positivo que
satisfaz as hipoteses dadas no Capitulo , com o auxilio das expressoes dadas em [2]. Com

estas expressoes, sugerimos correcoes para as expressoes obtidas a partir da A-técnica.

grupo F3 (Cy9 X C5) e do anel , onde observamos diferencas entre as expressoes



Capitulo 1

Preliminares Algébricos

1.1 Topicos de Teoria dos Nimeros

Nesta secao apresentamos a definicao de residuos quadraticos e nao quadraticos médulo p,
onde p é um numero primo, e alguns resultados que sao utilizados neste trabalho. Como
referéncias para as demonstragoes dos resultados indicamos [21] e [17].

Definicao 1.1.1. Seja m um numero inteiro positivo. Para todo a € 7Z tal que
mdc(a,m) = 1, a € dito um residuo quadrdtico mdédulo m se a congruéncia
2?2 = a(modm) possui pelo menos uma solucdo, caso contrdrio, dizemos que a € um
residuo nao quadrdtico modulo m.

Podemos considerar como residuos quadraticos ou nao quadraticos somente os elemen-
tos do sistema completo de residuos médulo m {1,...,m — 1}. De fato, se a é residuo
quadréatico médulo m (respectivamente residuo nao quadrético), entdo a + m ¢é residuo
quadrético médulo m (respectivamente residuo nao quadrético).

Definicao 1.1.2. Sejam p um primo impar e a € Z. O simbolo de Legendre (%) €
definido por:

a 1, sea € um residuo quadrdtico modulo p;
<— =< —1, sea éum residuo nao quadrdtico modulo p;
p
0, sepla.

Teorema 1.1.3 ([21], Teorema 3.1). Sejam p um primo impar e a,b € Z. Entao:
(i) <%> = a(%)(modp).

0 () 0)- ()



6 1.2. Anéis de Grupo

(11i) Se a =b(modp), entio (%) = (%)
(

(iv) Se mdc(a,p) =1, entdo

(v) <Il’> =1le (%) = (—1)(%1>

Teorema 1.1.4. (Lei da Reciprocidade Quadrdtica de Gauss) Se p e q sao primos impares

distintos, entio
(B))-crwr

Observagao 1.1.5. Se p e q sao primos impares distintos da forma 4k + 3, entdo uma
das congruéncias > = p(modq) e x?> = q(modp) é solivel e a outra nao. Se pelo
menos um dos primos € da forma 4k + 1, entao ambas as congruéncias > = p (mod q) e
2?2 = q (modp) sao ou soliveis ou nio soliveis.

Observacgao 1.1.6. De acordo com a Defini¢ao e [T, Teorema 79/, podemos escre-
ver Z, = {0} URUN, onde R denota o conjunto dos residuos quadrdticos modulo p, N
o conjunto dos residuos ndo quadrdticos médulo p e |R| = |N| = L.

Observacao 1.1.7. Da definicao de residuos quadrdticos, para qualquer primo p, clara-
mente 1 € R. Além disso, se 2 gera U (Z,), entdo 2 € N. De fato, suponha 2 € R.
Assim, Z, \ {0} = U (Z,) = {ﬁi,z’ =1, ...,(p(p)} = R, de acordo com o Teorema|1.1.5
Portanto, Z, = {0} U R, que é um absurdo.

Lema 1.1.8 ([17], Teorema 83). Seja p um primo impar. O elemento —1 é um residuo
quadrdtico em Z, se, e somente se, p = 1(mod4).

1.2 Anéis de Grupo

Nesta secao introduzimos a definicao de anel de grupo e, em particular, de algebra de
grupo. Além disso, discutiremos condigoes sobre um grupo G e sobre um anel R para que
o anel de grupo RG seja semissimples e demonstraremos o Teorema de Perlis-Walker. As
demonstragoes omitidas podem ser encontradas em [22].

1.2.1 Fatos Basicos

Seja G um grupo e R um anel com unidade. Denotemos por RG o conjunto de todas as
combinagoes lineares da forma
=) a9,

geG



7 1.2. Anéis de Grupo

onde a, € R e a, = 0, para quase todos g € G, isto é, somente um numero finito de
coeficientes sao diferentes de 0 em cada soma.

Dado um elemento o = E a9, definimos o suporte de o como sendo o subconjunto

geG
de elementos de G que efetivamente aparecem na expressao de «, isto é:

supp(e) = {g € G : a, # 0}.

Uma conseqiiéncia imediata da definicao é que, dados dois elementos o = E agg e
geG

g = Zbgg € RG, temos o = f3 se, e somente se, a; = by, para todo g € G.
geG

Definimos a soma de dois elementos em RG componente a componente, isto é,

<Z agg> + <Z bgg> = (ay +by)g.

geG geG geG

Agora, dados dois elementos a = Z agg e B = Z byg € RG, definimos o produto
geG geG

aff = Z agbpgh.

g,heG

deles por

Reordenando os termos na férmula acima, podemos escrever o produto a8 como

af = Z dyu,

ueG

dy = aghy.

gh=u

onde

Com as operacoes acima, RG é um anel com unidade 1z = E uyg, onde o coeficiente

geG
correspondente a unidade do grupo € igual a 1 e uy = 0, para todos os outros elementos

de G.

Definimos também um produto de elementos em RG por elementos A € R por

A (Z agg> = (Aay)g.

geG geG



8 1.2. Anéis de Grupo

E f4cil verificar que RG é um R-moédulo. Na verdade, se R é comutativo, RG é uma
algebra sobre R.

Definicao 1.2.1. O conjunto RG, com as operacoes definidas acima, ¢ chamado anel
de grupo de GG sobre R. No caso em que R é comutativo, RG é chamado dlgebra de
grupo de G sobre R.

Definicao 1.2.2. Sejam V e W RG-modulos. Uma aplicacao ¢ :' V — W € dita ser um
RG-homomorfismo se ¢ é um R-homomorfismo e

¢ (vg) = ¢ (v)g,

para todov €V e g € G.

Em [22, Pédgina 134], os proximos dois resultados abaixo sao dados como exercicios.

Teorema 1.2.3 (Exercicio 4). Se R é um anel comutativo com unidade e G ¢ H sdo
grupos quaisquer, entao

(RG)H =2 R(G' x H) =2 RG ®r RH.
Demonstracao. Defina o homomorfismo © do grupo G x H no grupo das unidades de
(RG)H, dado por $((g,h)) = gh. E simples verificar que ¥ é um homomorfismo injetor.

Vamos estender ¢ linearmente da seguinte maneira:

© R(G x H) — (RG)H
1.1
> ag(gh) — Y <Zaghg) h. (1.1)
9€G, heH heH \geG
Provemos que ¢ ¢ um isomorfismo de algebras de grupo. De fato, sejam
a, f € R(G x H), onde a = Z agh(g,h) e f= Z Bik(7, k). Assim
geG, heH jeG, keH

p(aB) = ¢ (agmBix(gd, hk)) = Z (Z aghﬁjkgj) hk.

h,keH \g,jeCG

Por outro lado,

pla)- () = > (Z aghg> hey <Z 5ij> k=) (Z aghﬁjkgj> hk.

heH \geG keH \jeG h,k€eH \g,j€G



9 1.2. Anéis de Grupo

Logo ¢(af) = p(a)p(B). Além disso

plat+p) = @( > (%thﬁgh)(gah))=Z<Z(%h+ﬁgh)g)h

9€G, heH heH \geG
= > (Z %hg) h+) <Z ﬁghg> h = o(a) + ¢(8).
heH \geG heH \geG

Dado r € R, temos

o(ra) = ¢ ( > ragh(g,h)> =y (Z Taghg> h=rY_ (Z aghg) h=ro().

geG, heH heH \geG heH \geG

Por fim, vejamos que ¢ é injetora e sobrejetora. Dados «, f € R(G x H), tais que
p(a) = ¢(B), entao

pla) =p(B) = Y <Z aghg) h=3 <Z 5ghg> h=0

heH \geG heH \geG
.S (zmgh—ﬁgh)g) -
heH \geG
= Z(O‘gh_ﬁgh>9 =0
geG

= Qgp = Pgn, para todos g € Ge h e H.

Verificamos as inclusbes GH C Imp C Imyp. Sobre R, os elementos de (RG)H
sao gerados por GH e considerando a extensao linear ¢, (RG)H C Imp, ou seja, ¢ é
sobrejetora.

Vamos utilizar a Propriedade Universal do Produto Tensorial para mostrar que

¢ : RG ®r RH — R(GXH)
Z 7ig; @ Z sjh; — Zrisj (gis hy) (1.2)
i=0 j=0 (%]

¢ um isomorfismo de algebras de grupo.
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Considere o seguinte diagrama:

RG x RH —%~ RG ®p RH (1.3)

=k

R(G x H)

E simples verificar que a funcio ¥ : RG x RH — R(G x H) dada por

Y (Z r:i0i, Z sjhj> = Zrisj (g, hj) é uma aplicac@o balanceada.
i j ij

Dados o € RGe f € RH onde a = Zrigi ef = Z sjh;, pela Propriedade Universal

j
do  Produto  Tensorial, existe ~um  tUnico  homomorfismo de  &lgebras
(: RG®r RH — R(G x H) dado por

¢ (Z rigi® Y thj> =D ris; (9irhy)
i J i J

que faz o diagrama (|1.3) comutar.

Mostremos que ¢ é um homomorfismo. De fato, dados v, n € RG® RH e r € R, onde

V= Zrz’gi@)ztjhj en= Z&'%‘@Zvjhj, temos
7 i j

i

CON+C) =D (rit; + sivy) (g, hy) = ¢ (Z (ritj + sivj) g: @ hj) =((v+n).

2V i,

C(m)=¢ <Z risigic @ thvjhj2> = rsityvy (92 05%) = () C(n).-
i J ¥}

C(ry) = C(Z”’z’gi@?z:%‘hj) = thj (gishy) =7 (Zma’ (gi7hj)>

= ¢ (7’) :
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Seja C R(G x H) - RG ® RH a aplicagao definida por
Z(Z rij (9i, hj)) = Zﬁ‘jgi ® hy.
i,j i,J

Observe que

Go E (Z rij (9, hj)) =G (Z Tijgi & hj) = Zﬁj (9i, hj) = [dg-
i,j i, i, J

Por outro lado,

Co¢ <Zrigi ®Z=5‘jhj> = Z(Zﬁsg‘ (gi7hj)) = 1ris;gi @ by

i %] 2¥]

= anz & Zthj = Idc

? J

Assim, Ze ¢ sao inversas uma da outra. Logo ( é bijetora e, portanto, RG ®r RH e
R(G x H) sao isomorfos. u

Teorema 1.2.4 (Exercicio 5). Dada uma familia de anéis {R;}ier, se R = @Ri, entao
icl

RG =P RG.

Demonstracdo. A aplicagao

v . RG —» @RZG
el

Z agg +—— Z Z Agig-

geq icl geG

¢ um isomorfismo, onde a, = E ag;, com a4 € R;, para cada i € I. De fato, vejamos que
iel
1 é um homomorfismo de anéis de grupo. Dados a = E agge = E Bgg, temos
geG geq
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Yla+pB) = ¢ (Z(%"‘bg)g) :ZZ(agi+bgi>g

geG i€l geG
= DD aug+ DD byg = () + v (B).
i€l geG i€l geG

Além diso, dado A € R, obtemos

Y(Aa) = (Z /\agg> = ZZ/\agig = )\ZZamg = ().

geG i€l geG i€l geG

Por fim, dado af = Z d,u, onde d, = Z agbp, temos

ueG gh=u
v(af) = (Z duu> =3 duu=>Y_ > (anbu) gk
ueQ iel ueG iel h,keG
_ (zzamh) (ZZW) o
i€l heG i€l keG

Assim, ¢ é homomorfismo de anéis de grupo. Agora basta verificarmos que 1 é uma
bijecao.

Suponha ¥ (a) = 0. Entao Zagi =0, para todo g € G. Como R, N R; = & para
iel

it # 7, logo az = 0, para todo g € G e i € I, ou seja, a; = 0. Assim o = 0 e ¢ é injetiva.

A verificacao de que 9 é sobrejetiva ¢ direta, a partir da definicao de a4, para todo

ge€aqG. [ ]

1.2.2 Semissimplicidade

Um R-moédulo M é dito semissimples se todo submodulo de M é um somando direto.
Nesta secao enunciamos o Teorema de Maschke, que apresenta condicoes para que um anel
de grupo seja semissimples, e alguns coroldrios deste resultado. Por fim, apresentamos
uma descricao completa de uma algebra de grupo para grupos abelianos com relacao as
suas componentes simples.

Vamos determinar condi¢oes necessarias e suficientes sobre R e GG para que o anel de
grupo RG seja semissimples. A demonstragdo para o proximo resultado pode ser vista
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em [22, Teorema 3.4.7].
Teorema 1.2.5 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo. O anel de grupo RG é semis-
simples se, e somente se, valem as sequintes condi¢oes:

1. R é um anel semissimples.

2. G ¢€ finito.

3. |G| € invertivel em R.

O caso em que R = F é um corpo é de grande importancia. Neste caso, F é sempre
semissimples e |G| é invertivel em I se, e somente se, |G| # 0 em F e car(F) 1 |G|.
Corolario 1.2.6. Sejam G um grupo finito e B um corpo. Entao FG é semissimples se,

e somente se, car(F) 1 |G|.

Em Teoria de Anéis, um resultado importante que trata da estrutura de anéis semis-
simples é o Teorema de Wedderburn-Artin. Na Segao 2.6 de [22] ¢é feita a demonstra-
¢ao completa deste teorema sob hipdteses mais gerais. Optamos por enunciar aqui uma
adaptacao do Teorema de Wedderburn-Artin que destaca as informacgoes sobre a estru-
tura das algebras de grupo, uma vez que este é um dos principais objetos de estudo nesta
dissertacao.

Teorema 1.2.7. Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que car(F) t |G|. Entao:
1. FG € uma soma direta de um nimero finito de ideais bilaterais {B;}1<i<y, as com-
ponentes simples de FG. Cada B; € um anel simples.

2. Qualquer ideal bilateral de FG € uma soma direta de alguns dos membros da familia
{Biti<i<r-

3. Cada componente simples B; € isomorfa a um anel de matrizes completo da forma
M,.(D;), onde D; é um anel de divisio contendo uma copia de F em seu centro, e
0 isomorfismo

FG £ P M, (D)
i=1
é um 1somorfismo de F-dlgebras.

4. Em cada matriz M,,,(D;), o conjunto

' .
I; = DLy, Loy Ty € Dy p 2 DY

7
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¢ um ideal minimal a esquerda isomorfo ao D;-mddulo D}

Dado z € FG, consideramos ¢(z) = (ag,---,q,) € @Mn(Dl) e definimos o
i=1

produto de x por um elemento m; € I; por xm; = a;m;. Com esta definicao I;
torna-se um FG-mddulo simples.

. Iiilj; S@Z?’é]

6. Qualquer FG-maodulo simples € isomorfo a algum I;, 1 <1i <r.

A demonstracao do préximo resultado pode ser vista em [7, 27.15].

Corolario 1.2.8. Sejam G um grupo finito e F um corpo algebricamente fechado tal que
car(F) 1 |G|. Entao

ent +ny+ ooy =G

1.2.3 Algebras de Grupo de Grupos Abelianos

Apresentamos nesta secao uma descricao completa de uma algebra de grupo para um
grupo abeliano finito sobre um corpo F tal que car(F) { |G|.

Primeiro, consideremos G = (a : " = 1) um grupo ciclico de ordem n e F um corpo
tal que car(FF) 1 |G|. Considere a aplicacao ¢ : F[X]| — FG dada por

F[X] > f~— f(a) € FG,
onde F[X] é o anel dos polinomios sobre F na indeterminada X.

E facil verificar que ¢ é um epimorfismo de anéis. Logo, pelo Primeiro Teorema do
Isomorfismo para Anéis,
F1X]

FC = Rer(o)

onde Ker(¢) = {f € F[X]: f(a) = 0}.

Ja que F[X] é um dominio de ideais principais, Ker(¢) é o ideal gerado por um
polinomio fy, de menor grau, tal que fo(a) =0 em FG.

Como a™ = 1, temos X" —1 € Ker(¢). Agorase f = Z k; X' é um polinoémio de grau
i=0

.
r < n, entdao f(a) = Zkiai # 0, pois os elementos {1,a,a? -+ ,a" '} sdo linearmente
i=0
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independentes sobre F. Logo Ker(¢) = (X" —1) e

FX]
FG ~ ————.
(X7 —1)

Seja X™ — 1= fifo--- f; a decomposicao de X — 1 como um produto de polindbmios
irredutiveis em F[X]. Como assumimos car(F) { n, este polinomio é separdvel sobre I, e
assim f; # f;, se i # j. Usando o Teorema Chinés do Resto, podemos escrever:

FlX] . FX] F1X]

FO=T O © % Ty

Sob este isomorfismo, o gerador a é aplicado no elemento

<X+(f1)7 7X+ (ft))

F[X]
(fi)

FG~F(G)@F(G) @ aF(G)

Se (; denota uma raiz de f;,1 < i <t, entao ~ [F(¢;). Conseqiientemente,

Como todos os elementos (;, 1 < i < t, sao raizes de X" — 1, entao FG é isomorfo
a uma soma direta de extensoes de F. Sob este isomorfismo, o elemento a é levado no
elemento (glu CQ: e 7Ct)‘

Dado um numero inteiro d, o polinédmio ciclotomico de ordem d, denotado por @4,

¢ o produto ®; = H(X —(j), onde (; percorre todas as d-ésimas raizes primitivas da
J

unidade. Também temos X" — 1 = H ®,, o produto de todos os polinomios ciclotomicos

din
ad
¢, em Q[X], onde d é um divisor de n. Para cada d, seja &4 = H fa, a decomposigao de
i=1
®, como um produto de polindomios irredutiveis em F[X]. Logo a decomposi¢ao de FG
pode ser reescrita na forma:

FG ~ ?@% ~ jﬁ@mi),

onde (4, denota uma raiz de fz,, 1 <1 < aq. Para um d fixo, todos os elementos (4, sao
raizes d-ésimas primitivas da unidade. Logo, todos os corpos da forma F((y,), 1 < i < ag,
sao isomorfos uns aos outros e podemos assim escrever
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FG ~ @ adF(Cd)a

din

onde (4 é uma raiz primitiva de ordem d e a4F((y) denota a soma direta de a4 corpos,
todos eles isomorfos a F((y).

Ja que 0 (fq,) = [F((4) : F], os polinémios f4,, 1 < i < a4, possuem todos o mesmo
grau. Logo, tomando os graus na decomposicao de ®,4, temos

p(d) = 0(Pa) = aq [F (Ca) : F],
onde ¢ denota a funcao de Euler, a saber

old)={ne€Z:1<n<d, mde(n,d) =1}.

Ja que G é um grupo ciclico de ordem n, para cada divisor d de n, o nimero de
elementos de ordem d em G, que denotamos por ng, é precisamente (d). Portanto,

podemos escrever
Nq

g = ———.
[F(Ca) : F]

O préximo resultado nos da a decomposicao da algebra de grupo FG para um grupo
abeliano qualquer, utilizando o caso particular feito acima para grupos ciclicos.

Teorema 1.2.9 (Teorema de Perlis-Walker). Seja G um grupo abeliano finito de ordem
n e seja F um corpo tal que car(F) f n. Entao

FG ~ @D adF (Ca),

dn

ng

m. Nesta

onde (g denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e aq =

formula, ny denota o nimero de elementos de ordem d em G.

Demonstracdo. Vamos provar o resultado por inducao sobre a ordem de GG. Assumiremos
que o resultado vale para todos os grupos abelianos de ordem menor do que n. Se G
¢é ciclico, o resultado vale pelas consideracoes anteriores a este teorema. Do contrario,
a partir do teorema relativo a estrutura dos grupos abelianos finitos, vamos escrever
G = G1 x H, onde H é ciclico e |G| = ny < n. Pela hipétese de indugao, podemos

escrever FG; = aq, F((q, ,ondea1:$
1= D oaFlGa) onde o = TR

de ordem d; em G;. Assim, de acordo com os Teoremas e[1.2.4] obtemos

e ng, denota o nimero de elementos

FG =TF (G x H) = (FG1)H = | @ a0, F((a,) | H= @D aq,F(Ca,)H. (1.4)

di|n1 di|ny
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Agora, pelas consideragdes anteriores obtidas no caso de grupos ciclicos, reescrevemos (|1.4)

FG = @ @ ad, @, F(Ca, Cay) |

diln1 \dz||H]
N,

[]F<CdICdQ> . F(Cch)]
Seja d = mmc (dy, dz). Logo F ((a,Ca,) = F ((4) € assim

onde a4, = e ng, denota o nimero de elementos de ordem dy em H.

FG = @D adF (Ca).

din

com ag = E aq,a4,, onde a soma ¢ tomada sob todos os pares de divisores dy, ds de |G|

tais que mmc (dh d?) = d. Desde []F (Cd) : IF] = [IF (Cd1Cd2) :F (€d1)] []F (Cdl) : F]v temos

aq [F (Ca) : F] = Z ad, [F (CarCay) + F (Cay)] aay [F (Cay) : F] = Z Ndy My - (1.5)

dl,dg d17d2

Finalmente, por hipétese, cada elemento g € G pode ser escrito na forma g = g1h,
com g; € Gy e h € H. E fécil verificar que o(g) = mmc (0 (g1),0(h)). Assim, na soma

g ng,Ng, cada somando representa o nimero de elementos de ordem d = mmec(dy, ds)
dy,da

em G, para cada par di, ds. Logo E Ng,Na, = Mg € por (1.5)), concluimos
dy,d2

Nq

[F (Ca) : F

ag =

Corolario 1.2.10. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Entao

QG =~ @ a.Q(C).

din

onde (g denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag é o numero de subgrupos
ciclicos (ou fatores ciclicos) de G.



Capitulo 2

Introducao a Teoria dos Cddigos

Neste capitulo apresentamos as definigoes e resultados bésicos sobre Cédigos Corretores
de Erros. Vamos definir os c6digos lineares e, em particular, os codigos ciclicos e abelianos,
que sao os objetos de estudo neste trabalho. As referéncias basicas para este capitulo sao

[13] e [19].

2.1 Cdbdigos Corretores de Erros

Para definirmos um cédigo corretor de erros precisamos de um conjunto finito qualquer
A que serd chamado alfabeto. A cardinalidade de A serd denotada por |A| = ¢ e
os elementos deste conjunto serao chamados letras ou digitos. Uma palavra é uma
sequencia de letras de A e o comprimento dessa palavra é o nimero de letras que a
compoe.

Definicao 2.1.1. Dado um nimero natural n qualquer, um codigo corretor de erros
(ou simplesmente um cdédigo) de comprimento n € um subconjunto préprio de A™.

2.1.1 Meétrica de Hamming

Definigao 2.1.2. Dados dois elementos v = (uy,...,u,),v = (v1,...,v,) € A", a
distancia de Hammang entre u e v é dada por

d(u,v) = [{i:u; # v, 1 <i<n}.

Seja € C A" um cédigo. A distdncia minima de € é o nimero

d=min{d(u,v) :u,v €€ e u#uv}.

18
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Proposicao 2.1.3. A distancia de Hamming determina uma métrica em A", ou seja,
dados u, v e w € A", valem as sequintes propriedades:

e Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
o Simetria: d(u,v) = d(v,u).

e Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Os cédigos corretores de erros sao utilizados sempre que se deseja transmitir ou ar-
mazenar dados, garantindo a sua confiabilidade. Quando uma informagao é transmitida
e o receptor recebe uma palavra diferente da esperada, é possivel, com a utilizacao desta
teoria, detectar os possiveis erros, corrigi-los e assim recuperar a informacao original
transmitida pela fonte.

Teorema 2.1.4. Seja € um codigo com distancia minima d. Entao € pode corrigir até

K= L%J erros e detectar até d — 1 erros.

Do Teorema podemos observar que quanto maior a distancia minima de um

c6digo, maior seré a sua capacidade de corregcao de erros xk = L%J

Os trés parametros fundamentais de um cédigo € C A" sdo (n,M,d), onde n
¢ o comprimento do codigo, M o numero de elementos e d a distancia minima de €.
Dados trés inteiros positivos arbitrarios n, M e d, nem sempre existe um coédigo com esses
parametros, uma vez que eles se relacionam, por exemplo, pela Cota de Singleton para o
caso de cddigos lineares (veja Secao

2.2 (Cbdigos Lineares

Nesta secao, a menos que mencionemos o contrario, vamos considerar como alfabeto um
corpo finito IF, com ¢ elementos e, dado o nimero natural n, consideremos o F,-espaco
vetorial ' de dimensao n.

Definigao 2.2.1. Um cddigo € C Fy serd chamado cédigo linear se for um subespaco
vetorial proprio de Fy.

Se € tem dimensao k sobre F, dizemos que € é um (n, k) - codigo linear e se € tem

distancia minima d, dizemos que € € um (n,k,d) - cédigo linear.

Consideremos um cédigo € de dimensao k. Dada {vq,vs, ..., v} uma de suas bases,
todo elemento de € se escreve de forma tnica como

AU+ Aqvs + ...+ /\kl}k,
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onde \; € F,,para todo¢ =1, ..., k. Dai
M =[] =¢",

e, consequentemente,
dimz, € = k = log,q" = log,M.

Proposicao 2.2.2 (Cota de Singleton). Os parametros (n,k,d) de um cédigo linear sa-
tisfazem a desigualdade
d<n-—k+1.

Definigao 2.2.3. Dado x € F}, define-se o peso de x como sendo o nimero inteiro

w(z):=|{i:z; #0}.

Em outras palavras, w(z) = d(z,0), onde d é a métrica de Hamming.
Definicao 2.2.4. O peso de um codigo linear € é o inteiro
w(€) :=min{w(zr) : z € €\{0}}.

Proposigao 2.2.5. Seja € C Fy um cddigo linear com distancia minima d. Temos

(i) Para quaisquer x,y € Fy, d(x,y) = w(z —y).
(i1) d = w(€).

Pelo item (ii) da Proposi¢ao [2.2.5] a distancia minima de um cédigo € é também
chamada peso do cédigo.

2.2.1 Coédigos Ciclicos

Os codigos ciclicos sao um caso particular de codigos lineares. Nesta secao apresentaremos
os codigos ciclicos como ideais de um anel de polinémios e ideais em uma algebra de grupo
para um grupo ciclico. Estas duas abordagens serao usadas durante todo este trabalho.

Definimos a permutagao ciclica de coordenadas em [y, tomadas médulo n, por

T. - ]FZ — IFZ (2.1)
c=(coy.-yCn_1) = Tr(c) = (cn_1,¢0y---\Cn_2).

Definicao 2.2.6. Um codigo linear € é chamado codigo ciclico se, para toda palavra
u = (ug, U1, ..., Up_1) em €, o vetor Tr(u) = (Up_1,Ug, ..., Up_2) também esta em €, ou
seja, Tr(€) C € .
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Exemplo:

1) Dado v € Fy, o subespaco vetorial de Fy
() =Fp+F,To+-+FT v
¢ um cédigo ciclico.
De fato, temos
To(Fv +FTpv + - F TP ) = FTr(v) + FT2(0) + - - + BT () + Fo
e assim T ((v)) C (v).
Considere R,, o anel das classes residuais em F,[X]| mdédulo X™ — 1, ou seja,

Fy[X]

Rn:m—_D.

Todo elemento de R,, pode ser representado unicamente por um polinémio
ao+ a1 X+ +a, 1 X" a; € F,
de grau, no maximo, n — 1.
Os cédigos ciclicos podem ser “realizados”de diferentes formas. E f4cil verificar que
Q: Fy — R,

n—1
(bo, ---ybn—l) — szfl (22>
=0

¢ um isomorfismo e que os c6digos ciclicos em Fy correspondem aos ideais no anel quociente
R

Teorema 2.2.7. Um subespago vetorial € C Fy é um cédigo ciclico se, e somente se,
©(€) € um ideal de R,.

Demonstra¢ao. Dada a palavra ¢ = (¢cg,¢1,...,¢-1), temos Tr(c) € € se, e somente se,
n—1

o (Tr(c) == Zcixi € (@), isto é, () é um ideal em R,,. |
i=0

Dado um ideal I de R,, existe um unico polindbmio monico g € R,, o qual é um
divisor de X™ — 1 e gera o ideal /. Este polinomio g é dito polinémio gerador de I. Se
mdc(q,n) =1, entdo R, é semissimples e existe um idempotente € € I, que é o elemento
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identidade em I tal que I = R,e. Um polinémio e € F,[X] tal que € = ¢ sera chamado um
idempotente gerador de I.

Podemos também considerar os cédigos ciclicos como ideais na dlgebra de grupo de
um grupo ciclico. De fato, dado G = (a/a™ = 1), definimos a aplicacao

(R Fy — F,G
n—1
(bo, ...,bn_l) — Zbiai, (23)
=0

onde ¥ é um isomorfismo de espagos vetoriais.
Teorema 2.2.8. Um subespaco vetorial € de Fy € um codigo ciclico se, e somente se,

Y (€) € um ideal de F,G.

Demonstragao. Dado o isomorfismo (12.3)), é facil ver que ¢ (€) é um F -subespaco vetorial
de F,G. Seja o € ¢(€). Logo existe ¢ € € tal que ¢(c) = a. Se a € G, entdo

ac = ay(c) = ¥ (Tx(c)) € Y(€),
onde T é a permutacao ciclica definida em (2.1)). Assim, (&) é um ideal de F,G.

Reciprocamente, seja ¢ € €. Como ¢(€) é um ideal da algebra F,G, entao
a(c) = Y (Tr(c)) € Y(€), isto é, T,(c) € €, para qualquer ¢ € €. Portanto, € é um
cddigo ciclico. u

Por (2.2) e (2.3), temos o isomorfismo ¢y~ entre as F-dlgebras R, e F,G:

p! @/)
R — Fy — F,G
n—1 n—1 (24)
bifi — (bo, bl, . bn—l) — Z biai s
i=0 1=0

ou seja, podemos estudar cédigos ciclicos a partir da abordagem polinomial ou via algebras
de grupo.

Dentre os objetivos do trabalho estd descrever maneiras de se calcular esses idempo-
tentes tanto do ponto de vista polinomial quanto do ponto de vista da algebra de grupo
e comparar essas técnicas.



Capitulo 3

Coddigos Abelianos Minimais

Seja FG a algebra de grupo de um grupo G sobre um corpo F. Quando G é ciclico
de ordem n e F é um corpo finito, vimos na Secao [2.2.1] que os ideais da algebra de
grupo FG correspondem aos codigos ciclicos de comprimento n. Estendendo estas idéias,
S. D. Berman [3] e F.J.MacWilliams [I8] definiram cédigos abelianos como ideais
(préprios) na élgebra de grupo de um grupo abeliano finito sobre um corpo finito. Em
particular, o conjunto dos idempotentes primitivos de FG gera os ideais minimais de FG,
aos quais nos referimos como cédigos abelianos minimais, quando G é abeliano.

Neste capitulo introduzimos a técnica de construcao dos idempotentes primitivos
geradores de codigos abelianos minimais, utilizando a estrutura do grupo adjacente para
c6digos de comprimento p™ e 2p".

Na primeira secao, destacamos alguns resultados sobre o nimero de componentes
simples de uma dlgebra de grupo, que justificam as hipdteses exibidas para a maioria dos
resultados importantes deste trabalho.

Na segunda e terceira se¢oes, generalizamos as idéias de [23] e [I], apresentando os
c6digos abelianos minimais para os casos em que GG tem expoente p™ ou 2p™.

Na tultima secao, estendemos os resultados das se¢oes anteriores para algebras de grupo
semissimples FG, onde G é um grupo abeliano finito e ' um corpo finito, calculando os
idempotentes primitivos da algebra de grupo e relacionando-os com certos subgrupos de

G.

A principal referéncia para este capitulo é [11].

23
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3.1 O Numero de Componentes Simples

Sejam [, um corpo com ¢ elementos e G um grupo abeliano finito tal que
mdc(q, |G|) = 1. Logo F,G é semissimples.

O Corolario[1.2.10 nos diz que o numero de componentes simples da algebra de grupo
racional QG de um grupo abeliano G é igual ao nimero de subgrupos (ou quocientes)
ciclicos de G.

Nesta secao, exibimos condigoes para que o nimero de componentes simples de uma
algebra de grupo F,G seja igual ao nimero de subgrupos ciclicos de G, ou seja, para que
F,G se “comporte”como a algebra de grupo racional QG.

Pelo Teorema de Wedderburn-Artin [1.2.7, se {ej, e, ...,e,} é o conjunto de idempo-
tentes primitivos da algebra de grupo F,G, temos

F,G = é(FqG)@i = éFu
i=1 i=1

onde cada F; ~ (F,G)e;, para 1 <i <r, é uma extensao finita de F,. Defina
A=PF,e; (3.1)
i=1

Observe que Fye; = F, como corpos e assim podemos considerar .4 como um F,-espago
vetorial de dimensao r.

Em [4] e [26], os autores apresentam um método para calcular o ntimero de com-
ponentes simples de uma &algebra de grupo semissimples. Aqui apresentamos o resultado
proposto por Ferraz em [9]. Sob algumas hipéteses para F,G, exibimos uma forma simples
de determinar este nimero. Para isto, necessitamos de definicoes e resultados auxiliares
que apresentamos a seguir

Lema 3.1.1. Seja o um elemento de F,G. Entao o € A se, e somente se, o = a.

Seja g € G . Definimos a classe ¢-ciclotomica de g como o conjunto

Cy={g"/0<j<t, -1}, (3.2)
onde t, € o menor inteiro positivo tal que
¢ = 1(mod o(g))

e o(g) denota a ordem de g em G.
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E simples verificar que as classes g-ciclotomicas também sao classes de equivaléncia no
grupo G sob a relagao _
g~heg=h",

onde g,h € Gej€eZ. SejaT ={g,92, -, gs} um conjunto de representantes das classes
g-ciclotomicas de G.

Teorema 3.1.2. Se mdc(q, |G|) = 1, entdo o nimero de componentes simples de F,G é
tgual ao numero de classes q-ciclotomicas de G.

Demonstragao. Conforme foi verificado em (3.1)), o niimero de componentes simples de
F,G ¢ igual a dimensao de A sobre F,. Vamos exibir uma base de A com s elementos, ou
seja, o numero de representantes das classes g-ciclotomicas de G.

Dada uma classe g-ciclotomica Cy, definimos N, = Z h. Afirmamos que o conjunto
heCy
B = {N,,/1 <i<s} é uma F;,-base de A. Claramente B é um conjunto linearmente
independente.

Vejamos que B gera A. E f4cil observar que (Ny)* = N, e, de acordo com o

Lema [3.1.1), B C A. Seja « GA:@qui. Novamente, pelo Lema [3.1.1, a?¢ = a.

=1

Assim, se o = E a,g, entao

geG
— — q -9
E Qg = = E agg”.
geG geq
Logo, para cada g € G, temos oy = aga = ... = Qlgqtg—1, € portanto

o= ZagNg, onde T' = {g1, g2, .-, Gs }-

geT
|

De acordo com o Corolério [1.2.10, o nimero de componentes simples de uma &lgebra
de grupo racional de um grupo abeliano finito G é igual ao nimero de subgrupos ciclicos
de G e também igual ao nimero de seus quocientes ciclicos.

Observe que se h € Cy, entao h = g7, para algum j. Como mdc(q,0(g)) = 1, temos
g) = (h). Assim, cada classe g-ciclotomica C', é um subconjunto do conjunto G, de todos
9 9
os geradores do grupo ciclico (g).

E claro que o numero de subgrupos ciclicos de G é um limite inferior para o nimero
de componentes simples da algebra de grupo F,G e este limite é atingindo se, e somente
se, Cy = Gy, para todo g € G.
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Para inteiros positivos r e m, indiquemos por 7 € Z,, a imagem de r nos anel dos
inteiros modulo m. Assim:

Gg = {g"|mde(r,0(9)) =1} = {g'[F € U (Zo(g)) } -

Teorema 3.1.3. Sejam F, um corpo com q elementos e G um grupo abeliano finito de
expoente e tal que mdc(q,|G|) = 1. Entao Cy, = G,, para todo g € G se, e somente se,
U(Ze) € um grupo ciclico gerado por G € Z..

Demonstragao. Seja ¢ um gerador do grupo ciclico U (Z.). Logo mdc(q,e) = 1, e assim
verificamos que mdc(q,0(g)) = 1, ou seja, (q) = U (Zo(g)), para todo g € G.

Dado h € Gy, temos h = ¢", para algum r € N, onde 7 € U (Zog)). Assim 7 = ¢,
para algum j € N. Logo h = g% € Cy e, portanto, Cy = G,.

Reciprocamente, suponha G, = Cy, para todo g € G. Por hipétese, G ¢ um grupo
abeliano finito de expoente e, entao garantimos a existéncia de um elemento gy € G tal
que o(go) = e e, em particular, G, = C,,. Assim, para cada 7 € U (Z.), temos gj € Cy,
e daf obtemos j € N tal que 7 = ¢. Portanto, (g) = U(Z.). ]

Corolario 3.1.4 ([20], Teorema 7.10). Sejam F, um corpo finito com q elementos e G
um grupo abeliano finito de expoente e tal que mdc (q,|G|) = 1. Entao C, = G,, para todo
g € G, se, e somente se, uma das sequintes condigcoes vale:

(i) e =2 e q € impar;

(ii)) e =4 e q = 3(mod 4);
(iii) e =p" e o(q) = p(p") em U (Zy);
() e =2p" e o(q) = (p") em U (Zapr).

3.2 Cddigos Ciclicos Minimais

Nesta secao vamos apresentar o método de construcao de idempotentes primitivos nas
algebras de grupo F,G, onde G é um grupo ciclico de ordem p" ou 2p". As principais
referéncias sao [12], [11], [23] e [1].

Seja H um subgrupo finito de um grupo G. Se mdc (q, |H|) = 1, definimos

=1
H:EZg. (3.3)

geEH

E f4cil verificar que H éum idempotente em F,G
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Lema 3.2.1. Sejam F, um corpo com q elementos, p um primo e G = (g) um grupo
ciclico de ordem p™,n > 1. Seja

G=Gy>G D..OG,={1}

a cadeia descendente de todos os subgrupos de G. Entao os elementos

~ — —

GOZG (& €,L'ZGZ'—GZ‘,1, 1§2§n

formam um conjunto de idempotentes ortogonais de F,G tais que e +e1 + ... + ¢, = 1.

Demonstracao. E simples verificar que, dados 0 < i < j <mn, a@ = é\l Assim,
€oe; = @@\—5:) =0e
eiej = (é\z - 5@—\1> (é\g - @:) = GG — GiGjo1 — GG+ GGy =0,

para 1 <17 < j < n. Logo os idempotentes sao ortogonais.

Por fim, vejamos que a soma destes idempotentes ¢é igual a 1.

Zei:@+@—@+@—a+...+@—@+@—@::@:1.

1=0
|

Corolario 3.2.2. Sejam F, um corpo com q elementos e G um grupo ciclico de ordem
p". Entao o conjunto de idempotentes dado no Lema|3.2.1 é o conjunto de idempotentes
primitivos de G se, e somente se, uma das sequintes condigoes vale:

(i) p=2etanton =1 e q é impar oun =2 e q =3 (mod 4).
(it) p € impar e o(q) = ¢ (p") em U (Zyn).

Agora estamos aptos a expressar todos os Cédigos Minimais Ciclicos de compri-
mento p".

Teorema 3.2.3. Sejam G um grupo ciclico de ordem p™ e F, um corpo com q elementos
onde q gera U (Zyn). Seja
G=Gy,>G;D..0G,={1}

a cadeia descendente de todos os subgrupos de G. FEntdo o conjunto de idempotentes
primitiwos de F,G € dado por:

—

1 —_~
Goz—nZg e ¢=G;—G;iq, paral <i<n.
p geG
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Um célculo direto mostra que estes idempotentes sdo os mesmos que os dados em [23],
expressos polinomialmente em termos das classes ciclotomicas.

Os idempotentes geradores dos ideais minimais para algebras de grupo de grupos
ciclicos de ordem 2p™ agora seguem facilmente dos resultados acima e do Teorema [1.2.3],
assim como foi feito em [I].

Teorema 3.2.4. Sejam F, um corpo com q elementos e G um grupo ciclico de ordem

2p™, onde p € um primo impar tal que o(q) = ¢ (p™) em U (Zyn). Escreva G = C x A,

onde A € o p-subgrupo de Sylow de G e C = {1,t} € o seu 2-subgrupo de Sylow. Se

{e;, 0 <i <n} denota o conjunto dos idempotentes primitivos de F A, entdo os idempo-
tentes primitivos de F,G sao

1+1¢ 1—1

e e

2 2

-e;, para 0 <1 < n.

3.3 Cdbdigos Abelianos Minimais

Vamos estender os resultados da secao anterior para grupos abelianos finitos. Primeiro
consideremos o caso de p-grupos.

Definicao 3.3.1. Seja G um grupo. Um subgrupo H de G ¢é dito um subgrupo co-
ciclico se o grupo quociente {1} # G/H € ciclico.

Observagao 3.3.2. Para G um p-grupo, se {1} # G/H ¢ ciclico, entao garantimos
a ezisténcia de um unico subgrupo H* de G tal que H C H* e |H*/H| = p. Defina
€g = H— H*.

Lema 3.3.3. Sejam G um p-grupo abeliano finito e F, um corpo finito com q elementos,
tal que mdc(q, |G|) = 1. O conjunto

{eG = é} U{en : G/H € ciclico nao trivial} (3.4)

¢ formado por idempotentes ortogonais de F,G cuja a soma € igual a 1.

Demonstracao. E facil verificar que o conjunto (3.4)) é formado por elementos idempo-
tentes. Vamos mostrar que estes elementos sao ortogonais.

Sejam H e K subgrupos co-ciclicos distintos de G. Logo existem H* e K*, subgrupos
de G tais que [H* : H] = [K* : K] =p. Se H G K, logo |[K/H| = p’, com j > 1. Assim,
existe H; < G, tal que |H;/H| = p. Pela unicidade, H* = H;. Logo

o~

cnew = (A -TF) (R~ F) = Ak - AR - PR+ PR - R -F - K+ K —0
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Se H e K nao estao contidos um no outro, entao H ¢ HK e K ¢ HK. Pelo
mesmo argumento usado quando H C K, temos H* ¢ HK e K* ¢ HK, o que implica
H*K* C HK. Por outro lado, da defini¢ao de subgrupo co-ciclico, temos HK C H*K™,
ouseja, HK = H*K*. Além disso, HK = H*K = HK*. Assim, com HK = HK,

encic = (0~ 1) (K~ K*) = AR - K" ~ 'K + K =0

Por fim, vamos mostar que a soma destes idempotentes é igual a 1.

Para cada subgrupo ciclico C = (¢) de G, denote por G(C) o conjunto de todos os
geradores de C, ou seja, G(C) = {¢ € C/mdc(j,|C|) = 1}. Se C denota a familia de todos
os subgrupos ciclicos de G, entao |G| = Z |G(C)|, e do fato de que G é um p-grupo,

CeC

7 7 71— C
GO =0 () = —p 1=rcr—']7'.

Denote por S.(G) o conjunto de todos os subgrupos co-ciclicos de G. Seja
e= Z ey. Afirmamos que e = 1. De fato, vamos mostrar que (F,G)e = F,G.
HeSc.

Como os idempotentes sao ortogonais, temos

(F,Ge= P F,G)en.

HeSce

Entao
dimg, (F,G) e = Z dimg, (F,G) eq.

HESec
Observe que H = H*+ ey implica H*eyy = 0 e assim (F,G) = (F,G) H o (F,G)en.
Logo

dimg, (F,G) ey = dimg, (F,G) H — dimg, (F,G) H*
— dimg,F, (G/H) — dimg,F, (G/H")

Por |24, Teorema 10.57], garantimos a existéncia de uma bije¢ao ¢ : C — S..(G) onde
| X| = |G/p(X)|, para todo X € C. Se denotarmos por C € C o subgrupo de G tal que
¢»(C) = H, temos

. , |G| I
dims, Fy(G/H) = |C| e dim, Fy(G/H*) = HL/H _ |?|,
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logo

. C
dimg,(F,G)en = |C| — |]7| = |G(C)|.

Portanto

dimz, (F,G)e = > dimgs, (F,Gley = Y _|G(C)| = |G| = dimp, (F,G).

HeSce ceC

O préximo resultado é uma consequéncia imediata do Lema e do Corolério|3.1.4}

Teorema 3.3.4. Sejam p um primo, G um p-grupo abeliano de expoente p" e F, um
corpo com q elementos tal que mdc(p,q) = 1. Entdo o conjunto de idempotentes ({3.4)
€ o conjunto de idempotentes primitivos de F,G se, e somente se, uma das sequintes
condigoes € satisfeita:

(i) p" =2 e q é impar;
(i) p" =4 e q=3(mod 4);
(111) p € um primo impar e o(q) = ¢ (p™) em U (Zyn).

Teorema 3.3.5. Sejam p um primo impar e G um grupo abeliano de expoente 2p”. Es-
creva G = E X B, onde E € um 2-grupo abeliano elementar e B um p-grupo de expoente
p". Entao os idempotentes primitivos de F,G sao produtos da forma e - f, onde e é um
idempotente primitivo de Fo /' e f é um idempotente primitivo de F,B.

Demonstragao. Considere E = (a1) X {ag) X ... X (a;) a decomposi¢ao do 2-grupo E como
produto de grupos ciclicos de ordem 2. Os idempotentes primitivos de F, £ sao produtos
da forma e = e1é;5...¢;, onde g; = HT“ ou g; = 1_2‘“, para cada 1 < i < t. Assim, para
os inteiros positivos r < s, sejam U = {e;/1 <i <r} eV ={f;/1 < j < s} os conjuntos
dos idempontentes primitivos das algebras de grupo F,E e I B, respectivamente. Pelo
Teorema [1.2.3] temos F,G = F,(E x B) 2 F,E @ F,B. Logo

I

F,G F,EQF,B= (FEer® ... dFEe,) ® (FBfi ® ... 2F,Bf;) (3.5)

F(ExB)(e1® fi)®...0F(ExB)(e;® f;)®... 8F,(E x B) (e, ® f)

I

Afirmamos que a decomposicao ¢ a decomposicao de F,G em ideais minimais,
ou seja, os idempotentes da forma e;f; sao os idempotentes primitivos de F,G, para
todos 1 < i < j < s. De fato, é ficil verificar F,Ee; = F,, para todo 1 <1 < r. Basta
escrever F,Fe; = [F,Ee e, .. .¢ e, indutivamente, verificamos F,Fe; = [F,. Analogamente,
F,Bf; =F, paratodo 1 <j <sek>1 Assim, pelo Lema[5.1.1] temos

(F,Ee; @ F,Bf;) = (IFq ® ]Fqk) =2F . (3.6)

q
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3.3.1 Subgrupos e Idempotentes

Nesta segao vamos estender os resultados obtidos na Se¢ao [3.3] Exibiremos o comporta-
mento dos idempotentes primitivos de uma &algebra de grupo para um grupo G abeliano
qualquer, sob algumas hipéteses sobre o tamanho do corpo F,, relacionando-os com os
subgrupos co-ciclicos de G.

Para um grupo abeliano finito G, escreveremos G = G, X G, X ... X G,,, onde G,
denota o p;-subgrupo de Sylow de G, para cada 1 < ¢ < t. Além disso, conforme a
Definicao [3.3.1] consideremos

Se.(G) = {H/ H é um subgrupo co-ciclico de G }. (3.7)

Lema 3.3.6. Sejam G = Gy, X G, X ... x Gy, um grupo abeliano finito e H € S..(G).
FEscreva H = H,,, x Hp, X ... x Hp,, onde H), € o p;-subgrupo de Sylow de H. Entao H),

pt>
¢ co-ciclico em Gy, para cada 1 < i <t.

Demonstra¢ao. Dado H € S..(G), G/H ¢ ciclico e G/H = Crpy X Crpg X0 X Gy Gp./Hy,.

Hpy XHpy X...xX Hp,

Portanto H,, € S..(G,,), para cada 1 <1i <t. n

Dado H € S..(G), seja ey um idempotente de F,G. De acordo com a decomposigao
de H dada no Lema [3.3.6] para cada 1 < ¢ < ¢, ou H),, = G,,, ou existe um tnico

—

subgrupo H, tal que [H;i : Hpi] = pi. Entao, defina ey, = G, ou en, = H), — ﬁg,
respectivamente. Assim
eg = erlerg ...ert (38)

Para qualquer outro K € S..(G), com K # H, temos K,, # H,,, para algum 1 <1 <t.
Logo €H,, CK,, = 0 e, consequentemente, egex = 0. Portanto demonstramos o seguinte
resultado

Proposicao 3.3.7. Sejam G um grupo abeliano finito e F um corpo tal que car(F) 1 |G|.
Entao
B={ey/H € S.(G)} (3.9)

é um conjunto de idempotentes ortogonais de FG.

Observagao 3.3.8. Para F = Q, os idempotentes acima sao primitivos, conforme [12)].
Jd para corpos finitos, este resultado mem sempre € verdadeiro. Como contra-exemplo,
considere a dlgebra de grupo F3Cyy do grupo ciclico C;y = {g/g'' = 1}. FEsta dlgebra é
semissimples, mas como 3 ndo gera U (Zy1), entdo existem mais do que 2 = |S.. (C11)]
idempotentes primitivos em F3Cqy.
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Observamos que a Proposicao [3.3.7] nos garante a ortogonalidade deste conjunto de
idempotentes, no entanto, nao garante que esses idempotentes sejam primitivos. Realizar
a decomposicao de cada um desses idempotentes como soma de idempotentes primitivos
nao é uma tarefa simples, mesmo para grupos de ordem pequena, como veremos mais

adiante no Capitulo [5 Se¢ao [5.2]



Capitulo 4

A )M-Aplicacao e os Idempotentes
Primitivos em Anéis Semissimples

Vamos expor neste capitulo um método para obter cédigos ciclicos minimais a partir de
uma abordagem polinomial. Chamamos este método de A-técnica e ela é definida a
partir de uma A-aplicagao e um A-produto de polinomios, que sao definidos a seguir.

A principal referéncia para este capitulo é [16].

4.1 A M-aplicacao e as classes ciclotomicas

Neste capitulo consideramos a seguinte hipotese geral:

r > 2 e «; > 1 sao numeros inteiros,
I8

m = H p;*, com p; primos impares distintos, para 1 <i <r,
i=1

mdc(w(p?i) p(p;’)

5 s >=1,para1§z'7éj§r,

[ # 2 é uma raiz primitiva mod pj’, para cada 1 <i <r.

Considere o conjunto A = {0,1,...,(m — 1)}. Para a,b € A, definimos

a ~ b se, e somente se, a = bl'(modm), para algum inteiro i > 0.

(4.1)

(4.2)

Esta é uma relacao de equivaléncia no conjunto A cujas classes de equivaléncia sao

chamadas classes [-ciclotomicas de A.

33
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Se t é o menor inteiro positivo tal que s = sl*(modm), entao a classe [-ciclotomica de
s ¢ definida por C, = {s, sl, ..., sl'""1}.

Usaremos aqui a mesma nomeclatura “classe [-ciclotomica” que foi usada anteriormente
na defini¢ao de classe g-ciclotomica de elementos do grupo, dada na Pédgina 24 O uso
dessas definicoes ficara claro no contexto em que forem utilizadas.

Vamos definir e discutir os métodos chamados A-aplicacao e A-produto para a obtencao,
respectivamente, das classes [-ciclotomicas médulo m e das expressoes explicitas dos idem-
_Fifa]
(zm —1)
[-ciclotomicas moédulo m podem ser vistas como A-imagem do produto cartesiano das r
classes [*-ciclotomicas médulo pf*. Além disso, as expressoes dos idempotentes primi-

tivos em R, sao dadas como imagens do A-produto de polinémios, onde cada um destes

A, . .. F2 [x] .
polinomios ¢ um idempotente primitivo em R« = ————, para 1 <14 <.

)

Notagoes 4.1.1. Sob a hipdtese geral (4.1), estabelecemos as segquintes notagdes e
definicoes:

potentes primitivos do anel semissimples R,, = Provaremos que as classes

m

.
(i) m:Hp?i e, para 1 <1 <r, mi:pai.
i=1 i

(ii) A; ={0,1,2,...p% —1} e A={0,1,...,(m — 1)}.

(iii) R; e N; sdo os conjuntos de residuos quadrdticos e ndo quadrdticos mddulo p;*.

(iv) R s = {rpfi/r € Ri} eNps = {spfi/s € NZ}.

Fy[z]
(am —1)

]FZQ [ZE]

G-

(vi) 0 € uma raiz m-ésima primitiva da unidade em alguma extensao do corpo Fz.

(1)) Rm = (& Rp;)‘z =

(vii) Para qualquer m, sempre denotamos a classe ciclotomica Cy médulo m por {0}.

Definicao 4.1.2. Dado o produto cartesiano A; X Ag X ... X A,., definimos a A-aplicagao
por

A A xAyx . ...xA — A

r

(ay,...,a,) > Z apmy(modm)

k=1

Lema 4.1.3. A X-aplicag¢do é uma bijecao. (A A-aplicagdo € um isomorfismo de grupos
abelianos.)
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Demonstracao. De fato, a A-aplicagao estd bem definida pois, dados (ay, ..., a,) e (by, ..., b;)
em A; X Ay X ... X A, tais que a; = b; (mod p;"), para cada 1 < i < r, temos a; —b; = t;p}",
para t; € Z. Assim

s s

Aay,..,a,) = Z apmy (modm) = Z (b + tipy*) My, (modm)
k=1 k=1
= Z by, + Z tipy My, (modm)
k=1 k=1
= Z b (modm)
k=1
- )\(bl,...,br).

A A-aplicacdo é injetora, pois se A(aq, ..., a,) = A(by, ..., b.) (modm), entao

T

Z(ak — bp)my, = 0 (modm).

k=1

Tomando essa igualdade (modp;*), para cada 1 <i < r, temos
(a; — b;)m; = 0 (modp;") < a; = b; (mod p) ,
uma vez que mdc (p;*,m;) = 1.

Para verificar que a A-aplicagao é sobrejetora, basta observar que a M-aplicagao é
injetora e |A| = |A; x Ay x ... x A,|. Assim, A-aplicacdo é uma bijegao.

Se tomarmos A=Z,, e A;=Z,, para cada 1 < i <r, como grupos aditivos, entao a
1
A-aplicagao é um isomorfismo. [

Teorema 4.1.4. Seja p um numero primo positivo. Se l € uma raiz primitiva modulo p",
entdo ela € também uma raiz primitiva mddulo p™ 7, para todo 0 < j <mn — 1.

Demonstragao. Seja [ uma raiz primitiva médulo p™. Logo ! gera as unidades de Z», isto
é, dado a € U (Zyn), entdao a = I* (modp™), para algum 0 < t < p(p") — 1 e dai, para
algum k € Z e para todo 1 < j <n —1,

a—U'=kp"sa—1'=(kp’)p"7 = a=1" (modp"7) = (1) = U (Zy-),

uma vez que se mdc (a,p™) = 1, entdao mdc (a,p"7) =1, isto é, a € U (an—j). Assim,
podemos ver U (an—j) isomorfo a um subgrupo de U (Z,»), paratodo 1 <j<n—1. =

r Bi

90( i=1Pi ) L
Teorema 4.1.5. Sob a hipdtese geral (4.1)), ———= € a ordem de | mddulo pr",
i=1

21"71
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para 1 < B; < q;.

Demonstragao. Seja hg a ordem de [ médulo sz Assim
i=1

=1

s = 1<m0d ﬁpz) = =1 (modp/) ,

para todo 1 <1 < r.

Da hipétese geral (4.1)), [ é uma raiz primitiva médulo p;*, para todo 1 < i <7, logo,

pelo Teorema [4.1.4f ¢ (p’f’) |hg, o que implica

mm0<so (pf1> , (p§2> ey (pf’”)> s (4.3)

Cada p; é um primo positivo fmpar, logo p; — 1 = 2%i[;, onde [; ¢ um ntimero fmpar
e mdc(l;,l;) = 1, para todo 1 < i # j < r. Afirmamos que pode existir no maximo
um k; > 2. De fato, se existissem k; e kj, com ¢ # j, ambos maiores ou iguais a 2, isto
contrariaria a hipotese geral . Sem perda de generalidade, vamos assumir k; = 1,
para 1 < <r—1ek, > 1. Entao, da definicao de mmc, obtemos

mmC(so(pf1>,90<p§2)7.--,90(pf’”)) = [[»7" mmepr — Lp2—1,....p — 1)
i=1

Tr 1 202028,
le ' gr—1
=1

9; <H;=1 pzﬁl)

2r71

Substituindo em (4.3)), obtemos
hg (4.4)

B
Para cada 1 < i < r, tem-se ltp(pi ) =1 <m0dpj). Logo

w(ngzl pfi) w(l'[l':l pfi)

Im T =1 (modpii> =i =1 (mOd Hpii) ‘
i=1
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A dltima implicacdo é vélida pelo fato de mdec(p;,p;) = 1, para i # j. Logo

T Bi
h5|% e, portanto,

¥ (H;:l pzﬁl)

hﬁ - 2r—1

Coroldrio 4.1.6. Sob a hipdtese geral (4.1)), seja {iy,1s,...,1x} € {1,2,...,r}. Entao, para
k Bi.;
ks P (Hi:l pz’j]>
1< Bij <a;el< k <r, a ordem de l modulo Hpij’ é —
i=1
Lema 4.1.7. O namero primo | é um residuo ndo quadrdtico mddulo p;*, para todo
1< <r.

Demonstracao. De fato, suponha que [ seja um residuo quadréatico médulo pj*. Em
particular, [ é um residuo quadratico médulo p; e, do fato de que mdc(l,m) = 1, de
acordo com o Teorema [1.1.3] temos

l pi~
1= (—) = l( = (mod p;)

Di

Como | é uma raiz primitiva médulo p;*, pelo Teorema [4.1.4] [ também é uma raiz
primitiva médulo p;, assim

pi—1 pi—1
22 = Di — 1 12

©(pi) , 0 que é um absurdo.

Logo [ é residuo nao quadratico médulo p;, para todo 1 <1i <r. [

Lema 4.1.8. Sob a hipdtese geral (4.1), para cada 1 < i <r el < g < a; — 1, 0s
conjuntos R;, N;, Rp[_ji e Npﬁi sdo as classes [*-ciclotomicas mddulo p.

Demonstragao. Denote por M, = {z € A;/x = tp;,t € Z} o conjunto de todos os
multiplos de p; em A;. Assim, da Definicao A =R,UN;UM,,.

Considere C, a classe [-ciclotomica de 1 (mod p®). Como [ ¢ raiz primitiva (mod p),

el e
logo o (lz) = _¥ (1272 ) (modp;*). Além disso, pelo Lema [4.1.7, [ é um residuo nao

quadrético (modp;*) e assim

Gy = CP W E C AN\ M,

onde 5{2 é a classe [*-ciclotomica de 1 (modp{?) e 5112 é a classe [*-ciclotomica de
[ (mod pi?).
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Como )51

= (pi) e A\ M| =

a;
— {p" J = pX — p®~! entdo
p

4

1A, \ M,,| = ](71( edai O = CP WY = R UN, = A, \ M,,.

Novamente, como [ é um elemento nao quadratico (mod pj*), entao 6’{2 CR;e 6}2 C N,
~i2 ~i2
logo C7 = R; e C; = N,. [

Proposicao 4.1.9. Sob a hipdtese geral (4.1), as classes [-ciclotomicas de A sdo dos
sequintes tipos:

Co = {0}
C(1 = { 7l7l2 (PT_I)_I}v
(m)
C, — {b B, bI2, | “’r—l—l},
eo(l'llep?i Bi)
Cpfl o T { pr 7p1 T _pfrl’ '-'7pf1 T prl o _1}
)
e (M v ")

Cbpfl-...-pfr = {bpf1 o P b P 2T _1} ,

onde b € A € tal que mdc (b,HpZ) =1, bZ1"(modm) e0< S <a;—1.

Sejam D = {1,2,...,r} e B = {iy,is,...,is} um subconjunto proprio de D. Defina
a= Hp?j . H p,t. Assim, as demais classes l-ciclotomicas de A sao dos tipos:

JjEB teD\B
r a;—B;
‘P(Hi:\3|+1pi )_1
C, = Ra,al,..,al” 2 TB-1 :
r o;—B;
“"(Hi:\B\Hpil 1)71
Cra = (ba,bal, ..., bal 27— [B[-1 7
;=B

desde que C, N C1 = &, onde esta intersecao € vista modulo H P;
jeD\B

Demonstracao. Como X é sobrejetora, existem a; € A;, para cada 1 < i < r, tais que

May,ag,...,a,) =1 (4.5)

Afirmagao: a; € R; ou a; € N;, ou seja, a; 0 (modp;*), para todo 1 <i <.
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De fato, suponha sem perda de generalidade, que a, = 0. Pela definicao da A-aplicacao,
temos:

r—1 r—1 T
1(modm) = Z:aZ m;(modm)< 1+t0Hp = p." (Z%E‘) +t szqi’
=1 ’ i

=1

onde m; = Ti, paratodo 1 <i<r —1etyt, €Z. Logo
brr

r

r—1 r—1 r—1
=" <—t0 Hp? + Z a;n; + tq Hp?) = pell,
i=1 i=1 i=1

o que é um absurdo. Portanto a; € R; ou a; € N; para todo 1 <1 < r.

Considere agora duas classes [-ciclotomicas Obp61~ pir © Con..pprs  onde
)

0<B<vi<ajparal <i<r, 1#be A tal que mdc b7sz‘> =1 e b £ I*(mod m).
i=1
Afirmagao: C, 5 s, NCon...ppr = 0.

-DPr

Sob as mesmas hipoteses, basta verificarmos C’bpal B N C1 = 0 e daf o resultado da
1 ePr
afirmacao serd uma consequéncia direta.

Seja a € C’bpal BT () Ci. Da definigao de classe [-ciclotomica, temos a existéncia de
1 eePr
inteiros positivos j < ¢ tais que

bt pP =V (modm).

Assim

& (bl”’ Hp;‘ — 1) = kag”,
para algum k£ € Z. Como pr" nao divide /7, entao pr"| (blij pr — 1>. Logo

ki li[pf” = bl”li[pf -1, = ]i[p/ < Hp““ﬁz — bl j) ——1= ]i[p/

para algum £y € Z, o que é um absurdo.

Assim Cbpfln..'péT () C1 = 0 e portanto Cbpfl....-pffr NCpr. .y = 0.
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Dado b € A, onde mdc (b, pr”) =1 e b # I'(mod m), se multiplicarmos o lado
i=1

(m)
direito de (4.5 por b, bl, bl?, ..., bl ;7*171, obtemos todos os elementos de (Y, de acordo com
o Teorema Como A é injetiva e mdc(l,m) = 1, esses elementos sao as A\-imagens de

(bayl?, basl?, ..., ba,l7), para 0 < j < S;SWR —1.

Da Defini¢ao m (residuos quadréticos) e do Lema m, para j par, I/ é um residuo
quadratico médulo p$, para todo 1 < i < r. De forma andloga, para j fmpar, I ¢ um
residuo nao quadrético médulo p*. Assim,

ba; € R; (Nz) = bailj € R; (Nz)7 paraj par.
ba; € R; (N;) = ba;l’ € N; (R;), para j fmpar.

Defina X; = R;(ou N;), Y; = N;(ou R;), Xp@i = Rp/?i (ou Np§i> e Y;g‘?i = Np@i (011 Rpgi>.
LOgO T k2 k2 k2 k2 1
AMXp X .. x X, UY; X ... xY,)=C (4.6)

Multiplicando 1 em (4.5]) por bpf1p§2 PPl (modm), para algum 0 < 3; < a; — 1,

([T P ™)
27"71

1<i<re<j< — 1, obtemos

A (Xp;lal X ... X ng,. UY;,/fl X ... X YZDET> =C 3 By (47)

bpy P2 T

De fato,

T

1

a;m; (mod m) = Zdipf"mi = bpp - Pl (mod m),

i=1 =1
onde d; = bagp!" - ... -pffll pfﬁl - PPl Logo dipl e X si-
Seja ¢ o menor inteiro tal que bpl* - .. pPrit = bpt* - .. pP (modm). Logo

bt Pl = PP (modm) < bl = b (modpf‘l_ﬁ1 Ce -pf*_’g’"> :

2 (H;:l p;‘lﬁﬁi>
2r—1 '

Sem perda de generalidade, consideremos agora elementos em A da forma
bp?1p§2 - ...+ pP, com uma escolha de §3; fixo, para 0 < 3 < a; —1e2 < i < 7.

onde, pelo Teorema [4.1.5, t =




41 4.1. A M-aplicacao e as classes ciclotomicas

Os casos mais gerais seguem o mesmo raciocinio. Pela A-aplicagdo e por (4.5) obtemos

bp?‘lp’g2 —pP = (0, apr?1p§2 P ,arbp?lp/gQ P = M0,y .., a,),
onde cada aibp‘flp§2 coph =0 € Rp@,. (Np§i>, para cada 2 < i < r. Vamos calcular a
cardinalidade da classe [-ciclotomica Cb a1 Bo B

D1 P Pr
Seja t o menor inteiro positivo tal que bp?1p§2 cL -pfrlt = bp‘l"lpg2 C -pr (modm).
Entao
bpSips? - plrlt = bptph? - pl(modm) < bpitpst (I = 1) = k][ p,
i=1
(4.8)

para k € Z. Assim

,

o
I I ;"
i=1

bpSipd - pP (It —1) e bl = (mode?i_B’) :
i=2

r a;—pi
Logo, pelo Teorema (4.1.5) t = Hlﬂ—pl e

2r—2

C =AMMCyx X X...xXs UCyXYs X...xYas ).
bpy  ph2 Pl 0 P> pr 07 Eph P

Observagao 4.1.10. De (4.7)) e do Lema a \-aplicagao faz corresponder a cada

classe l-ciclotomica de A a unido de dois produtos cartesianos de classes [*-ciclotomicas

mddulo pi*, para cada 1 <i <71, a saber, Xpal X .. X X g UYpﬁ1 X ... XY s e vice-versa.
1 T 1 T

Teorema 4.1.11. Sob a hipdtese geral (4.1]), o nimero de classes l-ciclotomicas mddulo

m é
(200 +1)... 20+ 1)+ 1

2

(4.9)

Demonstragao. De acordo com o Lema |4.1.8] os conjuntos (grupos aditivos abelianos) A;
podem ser particionados com relacao as suas classes [2-ciclotomicas pri, onde
0< B <a—1el <i<r além das classes do tipo Cy médulo p;”. Aiﬂda, con-
forme foi afirmado na Observagao [4.1.10, qualquer classe I-ciclotomica pode ser vista
como A-imagem de uma combinacdo arbitraria de classes [-ciclotomicas. Por hora des-
consideremos a classe Cy modulo m, gerada de forma unica pelos zeros dos A;, para
todo 1 <i <r. Logo existem (2a; + 1) (22 + 1) ... (2a, + 1) — 1 combinagoes possiveis.
Neste calculo devemos descartar um dos dois tipos de combinagoes abaixo:

A(prl XX X, UY ><...><Yp§T> ouA(Y;);lal XXV UX x...xngT),
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pois de acordo com a Proposicaol4.1.9, estas A-imagens geram a mesma classe [-ciclotomica.

2 1)(2 1)...20,+1) —1
(201 + 1) (202 +1) (20, + 1) classes [ ciclotomicas. Adicionando

Assim existem

mais uma classe, a saber, a classe Cy mdédulo m, obtemos o resultado.

A expressao (4.9)) é igual a proposta em [16, Teorema 2.6]. [

4.2 Idempotentes Primitivos em R, = %

Aqui desenvolvemos um método para explicitar os idempotentes primitivos de R,,
descrevendo-os como A-produto de idempotentes primitivos de R oi, para cada 1 <7 <.

p; =1
Definigao 4.2.1. Para 1 <i <, seja fi(z Z a;,x% € Fpz[x]. Definimos
Afil@) ® ... ® fir(z)) = Z @y - oo e g I (4.10)
A(J1yeefr) EA(AL X ... X Ar)
py -1
Chamamos este produto de A-produto dos polinomios f;(x Z a;x’.

m—1
~ . 1 ,
Definicao 4.2.2. A expressao 0, = — (Z eix’) , onde g; = 5 Z 8%, ¢ um idem-
m ] seCly
potente primitivo no anel R,,. FEsta técnica é chamada e-método para obtencao da

expressao explicita de 0. Para maiores informagoes, ver [19, Capitulo 8, Teorema 6].

Observacgao 4.2.3.

(i) Paral < i <re0 < f; < a; — 1, denotemos por 9bpa1pﬁ2 Qi O idempotente
1 P” e Pr
primitivo correspondente a classe [-ciclotomica Cbp/alpﬁz Lo 110 anel semissimples
1 P" e Pr

R, onde I' Zb e A e mde (b,Hpi> =1.
i=1

(ii) Denotemos por 05 e 0*; os idempotentes primitivos bdsicos correspondentes as
p; p;

classes [2-ciclotomicas X Wi € Ygi, respectivamente no anel R . Além disso, dado
K2

s € A, defina o4(z) = o¢,( Z x'.

teCy
(i) Sejam X x ... x X, Xp31 X ... X Xpar e 92131 ®R...® Q;BT as primeiras partes das
1 T 1 i
expressoes A (X1 X ... x X, UY] x ... x ¥}), A (Xpﬁl X X X g UY oy X .o X Ypm)
1 T 1 T
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e\ (9*51 Q.. 9%) + A ( *Zl Q.. ;;T), respectivamente. Ainda, X;, Xp@i e
0* o sdo as i-ésimas entradas de X x ... x X, Xpﬁl X ... X Xpm e 9;51 ®...Q QZBT’
1 T 1 ™

respectlvamente

Teorema 4.2.4. Se, para cada 0 < 5; < o, as i-ésimas entradas da primeira parte de

Cir=XAMX1 x..xX,UY; x..xY,) e

(j 5 = A (pr1 X ... X ngr UYpf1 X ... X Y;)g,n> ,

p1 pg teetPr
sio R; e R i <0u N ﬁi), entao 0, s s s = A (9*/31 R ... ®«9*Br> + A ( Q... ® *ZT>,
P Po” - Pr Py Pr P Dr
onde, para 1 <i:<r, 6 o e ﬁ sao os idempotentes primitivos correspondentes as classes

l
12-ciclotomicas Rpﬁi <0u N 51> e Npﬁi <0u Rpgi>, respectivamente.

Demonstracao. Para X; = R; e ngi = Rp@i, afirmamos que os idempotentes primitivos
i [

bésicos 0* e e ,; sao definidos por

. 1 X s X 5L X s,
IR SRR o R, @) 4e,on, (@) e (@)
P; D; Op; P}
Ji=0
1 Y s Ul /Y, Y s;
0" = — i g v v 4.12
B - ; 6O UO() (I) _I_ € Ji UR Ji (l‘) + € Ji O-N i (l’) 9 ( . )
P; D; ; D; Py Op; P}
Ji=0
p p . _p_'LSi p-t p . _ap_lsi
onde 9 € N;, e," " = E 9, €5 = E o; T,

s;i€X ﬁ (Y 51) s;€X 5 (Y52>
pZ €ER i 8p7 eN i € 9; é uma raiz p;*-ésima primitiva da unidade, para cada 1< <r,

em alguma extensao de Fj2 que contenha uma raiz m-ésima primitiva da unidade.

De fato, o 1dempotente prlmltlvo 0* e correspondente a classe [2-ciclotomica X P de
acordo com a Defini¢ao | é dado por

X i X g, X g5, X g, ,
* 1 g pt pt pi—1 pt p‘_)‘z_l
Qp@,i = e g+ttt a4 R (4.13)
(3 i g

O conjunto A; pode ser escrito como unido disjunta das suas classes [*-ciclotomicas.
Além disso, sejam 1 < ¢ < to < pf" — 1, onde t1,t5 € R pJis bara 0<vw<a—1e
1 < i < r. De acordo com o Teorema 1.1.3 o produto de re&duos quadraticos moédulo
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um primo p é um residuo quadratico médulo p. Logo

pri —t15; —t2s; Xp?i

SiGpri siGpri

L Tl ,
Assim g, " = € 5 para todo t, € szi e dai

k3

X X
P’ 2 : t |l Pl

De forma analoga ao raciocinio desenvolvido em (4.14)), para todo w; € Np;/i, com

X 5 X 5
0<v <a;—1lel<i<r, obtemos e,," = a;”ii e daf
i w X
1 — 1
€ op E 7| =gy ON o (x) (4.16)
wGNP'_yi

Logo ¢ possivel reescrever a expressao (4.13)) como (4.11)). Para 6*; o raciocinio é
p;

analogo.

De posse das expressoes de 0*; e 6*; , vamos calcular a soma
p; p;
A (epfl ® ... ®0p5r> + >\( N ®...® pér) : (4.17)

O coeficiente de ox(z,x..xz;x..xz.)(x) em (4.17)) é

X X X Y Y Y
€ — l oyt p§2 . Py + plfl . p§2 . T (4 18)
)\(ZlX...XZiX...XZr) — m 621 -522 vee '62,’, 67;1 €z2 v 'ng .
1 _
- = 3 I et
m

seesSr)E(X gy XXX 5. UY g X...XY
(81,-,8r)€( A P Yo or)

onde Z; estd variando ao longo do conjunto {0} U Rp@i U Np@i, 0<B;<e;—1,z,€Z;e
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1 <i<r. Escolha Z* tal que Z* = 0Z,;. Entao o coeficiente de ON(Zix X ZE %X

X o1 X gy X g, Yo Y s Y g,
g —= I P1 £ P2 . - £ Pr + g Py . £ Py . . £ Pr
N2y %X ZE % X 27 2t 2 e E o s e E

1 Pa pr Py )
82;1 '522 '...'6ZT +€Zl '62;2 '...'ng

( X X B X g, Yo Y Ym)
= EXNZ1X..XZiX.. X Zy)

O termo geral da soma dos A-produtos é dado por:

1
—2Z1S8 —ZrS
— E Oy 70,7 | oz xex 2,0z o x 22 (),

m
seesSr)E(X X..XX g, UY g, X..xXY
(31 Sr) ( p?l pET pfl pg'r)

(4.19)
onde, de acordo com a Observagao 4.1.10, A(Z; X ... x Z, U Z{ x ... x Z*) é uma classe
l-ciclotomica de A.

Afirmagao: Para s = (s1,...,8,) e Wbpfi = (prl X ... X ngT prfl X ... X ng),
em (4.19), o coeficiente de UA(le...xZ,.uZ;x...xZ:)(I) pode ser reescrito como

1 1
- STESL ., L §TEsr — 5—)\(2'1,...,,370)15'
— > Jrr=— Y

seW 3. teC
bpfl bpf1~...~p§"'

De fato, como §; é uma raiz p}“-ésima primitiva da unidade em alguma extensao de Fpq,
que contém uma raiz m-ésima primitiva da unidade, de acordo com a
Notagao (4.1.1]), vamos assumir que 0 é a raiz m-ésima em questao. Logo

1= (6)" = (™).

Assim, vamos denotar §; = 0", para cada 1 < i < r. Além disso, de acordo com a
hipétese geral (4.1)), mde(m;, p;) = 1, para todo 1 < i < r. Logo definimos naturalmente
o isomorfismo

S; o simy,

(4.20)

que pode ser estendida para

P Al x Ay x ... x A, — A xAyx..xXA,

(51, -~-75r) — (Slml, ...,Srmr> (421>
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Entao

5—Z181 . P i l HTAMmLsT .y F sy
m

SEW g SEW gz

1
= Y S

SGW gz

1 —zlm Si
— E Z 621 1

seW 3.
bpfz

_ i Z 6*)\(21,~~~,Zr)>\(817.-~78r)
m

seW 4.
bpfl

1 —X(21,000s2r
= — Z 5= )t’

teC
bpfl»...»pér

e assim verificamos a afirmacdo, ou seja, o termo geral da soma dos A-produtos (4.19)
pode ser reescrito como

1

prL _pﬁr
— et o (x)
m Az1X...X2r) A(Z1><...><ZrUZf><...><Z::> :

Desde que A (Zy X ... X Z, U Z{ X ... x Z*) cobre todas as classes [-ciclotomicas, logo
a soma dos A-produtos (4.17)) é dada por

(X B X XX BTUY51>< XYgT)
EA(z1 % x21) UA(le...XZTqux...xZ;f)<x)

onde o somatoério percorre o conjunto de todos os representantes das classes [-ciclotomicas.
Como

l

)\(X By X XX gTUYBlX XYBT) )\(X By X XX 5TUY51>< XYBT)

6)\(zl>< X Zp) = <C:)\(zlx X Zp) ’ (422)
)\(X ﬁ1>< XX ﬁrUYﬁlx XYﬁT)
entao €zt px ) e F,.
Portanto, pela Defini¢ao4.2.2, 0, s 6= A (G*ﬁl ®...® G*ﬁr)+)\ < *Zl ®..® )
p p2 teePr 2 Dr

¢ o idempotente primitivo em R,,, correspondente a classe l c1clotom1ca
A <Xplﬁl X ... X ngr UYp?l X ... X YPET) C [31 oo [ |
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Corolario 4.2.5. Se as i-ésimas entradas da primeira parte de

Ci=2(Xix..xX,UY;x..xY,)e

Cbpflpgg_.”.p’?r =\ (prl X ... X ngr U Ypf1 X ... X YZDET> 0<8<a; —1,
sao N; e Rpfi (ou pri), entao ebpf1p§2.....p§7" =A (Gp,lgl ®..Q €p§r> + A < o ®...0 pf*)

onde, para 1 <1 <r, 0%, e 0" sdo os idempotentes primitivos correspondentes as classes
p; P;

k3

12-ciclotomicas NpBi <0u RpBi) e Rpﬁi <0u Np@i) , respectivamente.

Descrevemos nesta secao a demonstracao do Teorema conforme apresentado no
artigo [16]. No entanto, pelos exemplos que apresentamos no Capitulo |§|, observamos
que os coeficientes do termo geral podem estar incompletos. A nossa “conjectura”,
diante dos exemplos que exibimos no Capitulo |§|, é que na expressao , os coeficientes
das classes [-ciclotomicas diferentes de Cy deveriam aparecer divididos por 2, uma vez que

MZyx oo XZ,UZI X X Z0)=MNI] X .. X ZEUZy X ... X 2y,

onde a classe do Cy possui uma tnica maneira de ser escrita. No entanto, até o momento
nao temos evideéncias suficientes para propor uma nova demonstracao.



Capitulo 5

Cdédigos Abelianos Binarios
Minimais

Sejam Fy o corpo finito com 2 elementos e G um grupo finito de ordem impar. Um
ideal minimal de FyG seréd dito um cdédigo abeliano binario minimal. Neste capitulo
apresentamos as expressoes dos idempotentes primitivos geradores dos cddigos binarios
ciclicos de comprimento p™q", pg e p1paps3, onde p, q, p1, P2 € p3 sao todos primos impares
distintos dois a dois. Iniciamos com dois resultados técnicos.

5.1 Resultados Auxiliares

Lema 5.1.1. Sejam p um nimero primo positivo e r,s € N*. Entao

Fpr ®]Fp Fps = de(T, S) . Fpm,mc(r,s) .

Demonstracao. Seja L um fecho algébrico de F,, que contém F,- e Fs. Como [F,» é uma
extensao separavel de IF,,, pelo Teorema do Elemento Primitivo [I4, Proposicao V.6.15],
existe a € L tal que F,r = F (). Assim, para o polindmio minimal p(x) de a sobre F,
temos

Logo
Fp[x]

{p(z))

o Fps[]
" {(p(@)

Il

]Fpr ®Fp ]Fps g

®r, F

T Fps[]
Do

onde p(x) = H pi(z) é a decomposicao de p(z) em polindmios irredutiveis sobre .. Para
k=1

48
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1 <k <m, seja o uma raiz de pi(z). Entao

F,r ®r, F, %@ m)] PBF,: (o
k=1

k=1

IIZ

Agora, como F,» é uma extensao normal de IF,,, entdo todas as outras raizes de p(z) estao
em F,-. Como o é uma raiz de p(z), temos oy € F,r, para todo 1 < k < m. Assim,
Fus (o) = Fps (Fpr) = Fps - Fpyr, conforme a notagao dada em [14, pagina 233], para todo
k. Logo

Fpr @p, Fpe Zm (Fps - Fyr) .

O menor subcorpo de L que contém F- e Fps é o corpo F i, onde | = mmec(r, s). Entao

(Fps - Fpr) = Fpi. Por fim, basta verficarmos que m = et = mde(r, s). |

Observacao 5.1.2. Qualquer extensao K de grau 2 do corpo primo Fy € isomorfa a um
corpo de decomposicao do polinomio z* + x + 1 sobre Fy. Assim, existe a € K \ {0,1}
satisfazendo a* = a. Mais ainda, para qualquer extensao L de Fy de grau par, existe um
subcorpo K C L, com quatro elementos, que satisfaz a mesma condi¢do acima.

Lema 5.1.3. Sejam r, s € N elementos ndao nulos tais que mde(r, s) = 2. Sejam u € For
e v € Fos elementos que satisfacam a equacdo x> +x +1 = 0. Entdo

Fgr ®IF2 ng = F2% EB FQTTS (51)

eer = (U@v) + (W20 e e = (U®v?) + (V> ®0) sdo idempotentes primitivos
geradores das componentes simples de (5.1)).

Demonstracio. E facil ver que os elementos u, u? € Fj = Fy-\{0}, (respectivamente
v, v* € F}.) sao linearmente independentes sobre Fy. Consequentemente, ¢ simples verifi-
car que os elementos (u ® v), (u* ® v?), (u ® v?) e (u* ® v) sdo linearmente independentes
em

For @ Fos.
Defina 0 # e¢; = (u @ v) + (v @ v?) e 0 # e3 = (u @ v?) + (u? ®v). Verificamos
e = (000 + (0] (18 ) + (P @)
(u®v) (u®v®) + (W) (v ev)+ (V¥ v®) (uv®) + (v’ @) (v’ @)
(v*@0°) + (v’ @) + (v @ v') + (' @0’
= (W¥ol)+(10v*)+(1®v)+(u®l)
(W+uel)+ (1ov+10%). (5.2)

Como por hipdtese, u e v sao raizes de f(x) = 22 +x+1, temos v’ +u = 1 e v +v = 1,
que substituindo em (j5.2)) nos da

11)+(1®1)=2®2)=(00).
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Também,

erte = [(u®v)+ (V¥ @v*)] + [(u®v?) + (v ®v)]
(u+u2®v—|—1)2)
(1®1).

Além disso,

e1-ep = [(u@v) + (u2 ®v2)] . [(u@v) + (u2 ®v2)]
(v ®@0%) + (v’ @ 0%) + (v’ @ %) + (u* @ v*)

[

vV
ud=v3=1

= (@) + (uev)=e.
De forma andloga, verificamos a igualdade €3 = es.

Por fim, de acordo com o Lema [5.1.1] temos

FQT@]FQS gZF __Trs ng S g]Fé% @Fz%

T
2 mdc(r,s) 272

Como a algebra For ® Fos se decompoe em uma soma direta de dois corpos, ou seja,
em duas componentes simples e, além disso, e; e e; sao idempotentes ortogonais cuja a
soma ¢é igual (1 ® 1), entao estes idempotentes também sao primitivos. [ ]

5.2 (Cdbdigos Abelianos Minimais Binarios

Em [I1], foram determinados todos os cédigos minimais sob as seguintes hipéteses:

G é um grupo abeliano finito de expoente p™ (ou 2p™, com p impar), (5.3)

[F, é um corpo finito com ¢ elementos, onde ¢ tem ordem multiplicativa ¢(p™) mod p™.

Em [6], estas idéias foram aplicadas para grupos da forma G, x Gy, onde G, e G,
denotam grupos abelianos, o primeiro um p-grupo e o segundo um g-grupo, que satisfazem
as seguintes condigdes, que, em particular, satisfazem ((5.3):

de(p— 17 q— 1) - 27
2 gera o grupo das unidades de Z,2 e Z (5.4)
mdce(p —1,q) = mde(p,q —1) = 1.

Observagao 5.2.1. Em (5.4)), a primeira hipdtese nos garante que pelo menos um dos
numeros primos p e q € da forma 4k + 3, onde k € N.
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5.2.1 Idempotentes Primitivos

~ 1
Seja G um grupo de ordem impar. Para um subgrupo H < G, definimos H = — Z h,

—

da mesma forma que (3.3) e, para um elemento x € G, T = (z). Ainda, conforme foi
definido na pagina , denote por S..(G) o conjunto dos subgrupos N de G tais que
G/N # 1 é ciclico.

Teorema 5.2.2. Sejam G, e G, p e q-grupos abelianos, respectivamente, satisfazendo as
condig¢oes em (5.4]). Entdo o conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos
em Fy (G, x G,) € dado pelos elementos:

e~

G, - Gy,
Gp-ex, KeS.(G,,
en -Gy  HES.(G,),
e1(H,K), eo(H,K), HeS.(G,),KeS(G,).

Demonstracao. Sejam G, e G, grupos abelianos , o primeiro um p-grupo e o segundo um
g-grupo e defina G = G, x G,. Para cada subgrupo H de G, tal que G,/H # 1 é ciclico,
considere o idempotente ey = H —H* como na/Qbserva(;éoe, similarmente, considere
idempotentes primitivos da forma ex = K — K*, onde K ¢ um subgrupo co-ciclico de G,.

Claramente C/J;, . é; = Gp/@q ¢ um idempotente primitivo. De fato, FoG é uma
algebra comutativa, logo <Gp X Gq) = (Gp . G’q> =G, -G, =G, -G, =G, x0G,.
Ainda, (FoG) Gp/@q ~ Ty (%) = F,, de acordo com [22, Proposi¢ao 3.6.7]. Logo

qu ¢ um idempotente primitivo.

Afirmamos que os idempotentes da forma é; - ex sao primitivos. De fato, temos
(IFQG)C/J;? cex = (FQG . é;) ex = (F2G,)ex que é um corpo, pelo Teorema [3.3.4, De

forma similiar, os idempotentes da forma ey - G, sao primitivos.

Por fim, desejamos mostrar que um idempotente da forma ey - ex decompoe-se como
soma de dois idempotentes primitivos em FyG.

Para verificarmos esta afirmagao, tome a € H*\H (b € K* \ K). Observe que aH (bK)
é um gerador do grupo ciclico H*/H (K*/K), respectivamente. Defina

20 22 2?*3 —
o +a +- 4 a¥ se p = 1(mod 4) ou
_ ) 5.5
ula) {1+a2°+a22+---+a2” ", sep=3(mod 4) )
¢ a*+a®” -+ ad® se p = 1 (mod 4) ou
/ _ LY 77 p— 5'6
v (o) {1+a2+a23+-~—|—a2p ", sep=3(mod 4) >0
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N\ 2 N N\ 2 N N\ 2 ~
Denote (uH) = u'H. Verifiquemos (u’H) =uH e (uH) +uH + ey =0, ou seja,
wH satistaz o polinémio z? + x + 1, onde ey é identidade em (F2G,) ey. De fato, de
acordo com (5.8), uH = a® +a% +---+a¥ . Assim
—~ ~\ 2 0 2 -3
W H = (uH) =a??4+ a4+ 4d¥2

uma vez que car (Fy) = 2. Logo

I 17 2 % 21.2 23.2 2P—2.2 22 24. or—1
(uH) :<uH> =a° “+a““+...+a =a° +a° +...4+a .

Por " <§> =U (Zp)> ou Seja7 QW(p) = 21771 = ].(mOd p) Assim

~\ 2 ~\4 92 04, 20 =
(u'H) :<uH> =a” +a° +---+a° =uH.

Por fim,

N2 . o\ A
(uH) +uH+€H:<a20+a21+---—|—a2p3+(I2 2>H—|—€H (57)

Como aH gera H*/H, logo Z AH|+H=H = Z o H=H"—H.

Como definido anteriormente, ey = H— 1{[\*, ou seja, o — 0= —ep. Substituindo em

(5.7), obtemos

~\ 2 ~
(uH) +uH +eg=—eg+eg=0
E f4cil verificarmos
uH (ﬁ— ]TI\*> —uH —uH* = uﬁ]—s(u)]fl\*,
onde £(u) é o nimero de somandos H* em u, o qual é sempre par. Assim
uH (ﬁ - EI\) — uH.
Da mesma forma, o' H <PAI—1{I\*> = <uf[> [(uﬁ) <ﬁ—fl\*ﬂ = wHuH = 'H.

Logo, concluimos que uH e w'H € F.G, (ﬁ — ]/:l\*>

Analogamente, vK e v'K € F.G, (IA( — [/(\*>
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Em [I1, pagina 390], se [G : H| = p", entdo a dimensao do ideal gerado por um
idempotente da forma ey é

dimp(FG)ey = dimpF|G/H] — dimgF[G/H*] = p" ' (p — 1). (5.8)
De acordo com (j5.8)), temos dimp(FoGp)ey = p"(p—1) e dimp(F2Gy)ex = ¢ 1(g—1),
onde p" =[G : H] e ¢ =[G, : K]. Assim
(FZGP) ey = F2pr71(p,1) = IFQ(p(pT) (§] (]FQGQ) €K = ]qusfl(qfl) = ]B‘2(p<qs).

Como mdc (¢ (p"), ¢ (¢°)) = mde (p"(p —1),4°(¢ — 1)) = 2, conforme (5.4), entéo as
hipoteses do Lema [5.1.3] sao satisfeitas, ou seja,

F, (Gp X Gq) egerx = (FQGp> eg ® <F2Gq> ex = FQ«/D(M) ® IFQ«@((JS) = 2F2w(pT)w(qS) )

onde
e =e(H,K) = wH -vK + o'H-vK
er =es(H,K) = uH -vK + «H-vK
sao idempotentes ortogonais primitivos tais que e; + e3 = egeg. [

5.2.2 Cdédigos em [, (C, x C,)

Sejam p # ¢ primos fmpares. Consideremos o grupo G = (g / g’? = 1) e vamos denotar
a=g¢l,b=g"eG=C,xCy onde C, = (a) e C;, = (b). Como caso particular do Teo-
rema nesta secao vamos descrever todos os idempotentes primitivos de Fy (C, x C,)
e as classes 2-ciclotomicas de G.

Teorema 5.2.3. Seja G = (a) X (b) como acima e assuma que p e q satisfazem (5.4]).
Entdao os idempotentes primitivos de FoG sdo

~

eo = G, elz?i<1—b>, es = (1-0)b, e3 = wv +u®v? e ey = w* +u?v,

onde u = u(a) e v =wv(b) sao como em (5.5)).



54 5.2. Cédigos Abelianos Minimais Binarios

Demonstracao. E simples verificar que

Fo (@) x () = (F:G) (a) @ (FG) {b)
(FG)a @ (F,G) (1 - a)] @ [(F

[ )3 ® (F,G) ] [(FQG) F, )(1—3)] (5.9)
& [(F:0)(1-9)® (BG)H] & [(1:6) (1-2) @ (1:6) (1-)]
(F2

G) (
G)ab @ (F2G) @ (1—6) (F )(1—@)13@(1@2@(1_&)(1—2)

@ (1-9)

@b
® (
(1

Como (1 —a) e (1 —/b\> nao sao idempotentes principais em Fy(a) e Fy(b), respectiva-

mente, de acordo com Teorema [5.2.2, o produto (1 —a) (1—3) decompoe-se em

e3 = uwv +u*v? e eq = wv? + v?v, onde (1 — Q) <1 —3) = e3 + e4. Assim, substituindo
em ([5.9)), obtemos
F ((a) x (b)) = (F2G) ab & (F2G) @ (1 _B) ® (F2G) (1 - 3) b @ (F2G) e3 @ (F2G) e
n

Agora vamos descrever as classes 2-ciclotomicas de G. Aqui utilizaremos a relacao
definida em (3.2)). Para cada 0 <7 < pg — 1, escrevemos

g' = ¢ onde iy = i(mod p) e iy = i (mod q), (5.10)

e, dados conjuntos X C Z, e Y C Z,, escrevemos ¢/ € (X,Y) para indicar ¢/ = gl1J2),
com (j1,72) € (X,Y).

Para um primo p > 0, nesta secao, escrevemos (P para o conjunto dos residuos
quadraticos modulo p, NP para o conjuntos dos residuos nao quadraticos médulo p.

Lema 5.2.4. Seja G um grupo abeliano de ordem pq como no Teorema |5.2.5. Entao as
classes 2-ciclotomicas de G sao:

c, = {1}
5 92 2(?*1)2(%1),1
Cy = 4999 ,...,9

= {¢" / (i,5) € (Q",Q") U (N?,N%)}
Co = Cp= {gq,ng,gQQq,gz%,.--,g2p_2q}

= {9" / (i,5) € (Q",0) U(N?,0)}
C, = Cp= {gp,gzp,922p,923p,---,92‘1721”}

— g%/ (i,5) € (0,Q%) U (0, N}
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onde

(=Y
2
(a) Cgp+q = {gp-l-q’ 92(p+q)’ 92 (p—&-q)? -5 g }

_ {g(z‘,j) / (i,7) € (QP, N) U (N”,Qq)},

se p=3 (modd) e ¢ =3 (mod4) ou

) _(2 (P*l)Q(qfl),l)
(b> Cg_l = g_lag_279_2 7"')9

_ {g(m) / (i,7) € (QP, N)) U (N”,Qq)},

sep=1(modd) e q=3 (mod4).

Demonstragio. Desde 2 gera U(Z,) e U(Z,), o menor inteiro positivo i tal que (gq)Qi = g1
é¢ p— 1 e, similarmente, o menor inteiro positivo j tal que (¢?)? = g? é ¢ — 1. Assim
(p—1)(g—1)

5 .

|Co]l =p—1e|Cy| =q— 1. Pelo Teorema |4.1.5 temos |C,| =

Usando a notagao ([5.10]), podemos escrever

C, = {g(i’j) /i =2"(mod p), j = 2" (mod q),0 < k < |Cy| —1}.

De acordo com a Observacao e a Hipotese , 2 € NP(NY), ou seja,
(2,2) € (NP,N?). Assim, afirmamos que todos os elementos em C, sao da forma
g% = ¢ com (iy,iy) percorrendo todo o conjunto (QP, Q%) U (N?, N). De fato,
como (2,2) € (NP, N9), da Defini¢do [1.1.2] e do Teorema [1.1.3] (27,27) € (NP, NY) se, e
somente se, 7 e j sdo impares. Além disso, conforme [I7), Teorema 79|, temos

(QP,Q9) U (NP, NY)| = (p; 1) (Q;l) N (p; 1) (Q;l) _(p- 1)2(61— 1) _ .

Observemos que Cyq C {g(?q’o) /i€ N}. Como 2 gera U (Z,) e q é invertivel mod p,

podemos escrever

Cyu = {9(2"%0) / (2iq,0) € (Q7,0) U (Np,O)}.

Similarmente,

Oy = {g(ov%)/ (0,2°p) € (0,Q") U (o,Nq)}.

Para determinar a ultima classe 2-ciclotomica, vamos considerar dois casos.
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Caso 1: p =3 (mod4) e ¢ = 3 (mod4). Pelo Teorema temos p € Q7 se, e somente
se, ¢ € NP. Assim o elemento gPt? = g@?) € (NP, Q9) U (QP, N7) e g**? & C,. Observe
1 # g"t1 & Cp U Cye. Consequentemente, neste caso, a quinta classe 2-ciclotomica é:

, (2 (p—1)(g—1) _1)(p+q)
Copra = g’ 92(p+q)7 e (p+q), g .

Caso 2: p = 1(mod4) e ¢ = 3(mod4). Pelo Lema [1.1.8) temos —1 € QP ¢ —1 € N
Entdo g~ ' = ¢t e (QP,N) e g~ ' & Cy. Considerando a ordem dos elementos em C,
e Gy, temos 1 # g7t & Cyp U Ca.

Portanto, podemos descrever a quinta classe 2-ciclotomica como:

) _(2(P—1)(q—1)_1)
Cor =49 929 7,....g :

Observacgao 5.2.5. Para um elemento x € G, escreveremos S, = Z h, para denotar a

heCy
soma de todos 0s elementos na classe 2-ciclotomica de x em G. Logo podemos escrever:

Para o Caso 1:

€3 = Sg + Sgp + qu [§ €4 = Sgp+q + SgP + qu. (511)

Para Caso 2:
€3 = Sg + qu (S €4 = Sg—l + qu. (512)

Vamos verificar a igualdade es para o Caso 1. Para o Caso 2 o raciocinio é analogo.
De acordo com o Teorema [5.2.3] temos

es = uv + u*v?, com u e v definidos em (5.5) e (5.6) respectivamente.

Na introducao desta secao, definimos a = g? e b = gP. Assim
T <1+g2p+g23p+...+g2q*2p> + <g20q+g2°qg2p+...+g2 ag%" 21)) N
(9 g g gzp%qgwgp) ‘
2.2 _ 20p 22p 29—3p 21q 21g 20p 21g 29-3p
uvv = (1+gP"+9g " "+--+g +l9g " +g g+ g7 g +oot

ng 24 2p 2qg20p T ggp—2q92q—3p>
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Logo

2p=2
74
7

uv + u*v? = gzo” F PP gt +Q2Oq +g? g7 g
Sy Sip

+920qg21p+. . .+g20q92q72p+921q920p+. . 921q92q73p+_ . ggp72q920p+. . .+g2p72q92q73p (513)

Dado um elemento arbitrario na ultima linha, verificamos que ele pode ser reescrito
como o -
g¥ 197" = g¥ TP com0<i<p-—-2el<j<q-3.

Observamos, neste caso, que se ¢ ¢ um numero par, entao j ¢ um numero impar.

Assim, utilizando a notagao (5.10]), temos

g2iq+2jp = g(ziq’y”), onde 2'q = 2'q + 2'p (mod p) e 2/p = 2'q + 27p (mod q).

No Caso 1, pelo Teorema e do fato de que 2 € NP ¢ 2 € N4, logo

1 é par e j é6 impar = (Zip, 2jq) € (Qp, Qy)
i é fmpar e j é par = (2'p,2/q) € (N,, N,)

—1)(g—1
p=Dlg=1 = |C,| elementos em ([5.13). De fato, o expoente j ora

percorre os nimeros pares entre 0 e ¢ — 3, ora percorre os nimeros impares entre 1 e ¢ — 2.
(p—1)(g—1)
2

Por fim, existem

O mesmo ocorre para 0 < i < p — 2. Assim existem = |C,| elementos.

Logo, concluimos

g20qg21p + L + g20qg2q—2p + g21qg20p + . g21qg211—3p + . g2p—2qg20p + L + g2p—2qg2q—3p _ Sg
e, portanto,
e = uv + u*v? =S, + Spp + Sya.

O Teorema [5.2.2] nos permite explicitar os idempotentes primitivos para os casos
Cpm XCyn, m > 2 e n > 2. Além disso, utilizando técnicas similares, podemos também con-
siderar os idempotentes primitivos quando o grupo é do tipo C,, XCp, XC,,, onde py, pa2 € p3
sao primos impares distintos.
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5.2.3 Coédigos em Fy (Cym X Cpn), para m > 2,n > 2

Teorema 5.2.6. Sejam p e q numeros primos que satisfazem e G = {(a) x (b), com
(a) = Cym e (b) = Cyn. Entdo os codigos minimais de FoG sao gerados pelos sequintes
tdempotentes primitivos

—_

o~ R — /?1 ~ 1\
ep = ab, ey =a (bqj + b7 ) e <ap1 + a?’ ) b, e =uv+u*v? e e

22
ij ij = uvTtutv,

onde

i—1

u = a <a20pi_1 +a¥" a2p_3Pi_1> , sep=1(mod 4) ou

—~

uw = o (1 a2 2T a2P73pi71> sep=3(mod 4)

v o= 07 <l720qj71 N TR b2q73qj71> , se ¢ =1(mod 4) ou

vo= (1 2T P quigqFl) , se q =3 (mod 4)
Demonstracao. Pelo Lema [5.1.1} e o Teorema [3.2.3] obtemos
m Py — m
FQCpm = cmpm -a® @Fgcpm . (a”i + aPi”) 2 Fy, P @]F2(pi,pifl),
i=1 i=1

FiCp = Folpn b @ FCp - (0 + 07 ) 2 Fy & PFy0 .
j=1 j=1

onde FQCpm (C;I; + apFl) = FQ(pz‘_pz‘—1) §] IFQan <gq\J + b;:> =F (¢ —qi=1Y5 conforme ([5.8)).

2

O ideal Iy = (eg) = <di)> ¢ minimal, pois é gerado pelo idempotente primitivo prin-

cipal. Os ideais Iy = (ei) e Ip; = (eg;) também sdo minimais de acordo com o Teo-
rema [D.2.2l

—

Para cada par 7, j, o idempotente ¢;; = (api + apiﬂ) . (bqj + bq];l) nao é primitivo

conforme o Teorema e decompoe-se como soma de dois idempotentes primitivos,

*

ou seja, ef; = uv + u*v? e eff = uv® + u*v, onde u e v sdo definidos como afirmado no
1 1 * 2,,2 kK __ 2 2 ~ .. . .
Teorema [5.2.2, Logo os ideais I}; = (uv +u’v?) e I)f = (u*v 4 uv?) sdo minimais tais
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que I}; @ I77 = (e;;). Portanto

IFZ (Cpm X an) — cmpm ®]F2 cmqn

=1

J=1

= F,® @F2(pi,pi—l) S7) ®F2(qj7qj—l) B2- @]FQ (pi,piq)Q(qj,qj—l) .
i=1 j=1 i,J

5.2.4 Cddigos em Fy (C,, x Cp, X Cp,)

Os métodos das segoes anteriores podem ser estendidos para o caso geral, mas os calculos
tornam-se muito mais complexos. Como uma ilustragdo, mostramos abaixo como obter
os idempotentes primitivos quando |G| envolve trés primos distintos.

Teorema 5.2.7. Sejam p, ps e ps trés primos impares distintos tais que
mde (p; — 1, pj — 1) =2, para 1 < i # j <3, e 2 um gerador do grupo U (Z,,). Entao os

idempotentes primitivos da dlgebra de grupo FoG, para G = Cp, X Cp, X Cpy, com Cp, = (a),
sz = <b> € Cp3 = <C>7 5.0

eo = abé er =ab(1—¢)

62:d<1—l;>é es = (1—a)be

eg = (wv +u’v?) e &5 = (u*v +uwv?)é

es = (uw + u?w?) b er = (v w + uw?) b

es = (vw + v*w?) a eg = (Vw4 vw?) a

e =(1-a)(1-0)(1=8) en=(1-a)(1-b) (1)
+ u?v?w + uvw? + u?v?w? + uow

en=(1-a)(1-0)(1-8) e=(1-a)(1-b) (1)
+ vPow? + wvw? + ww + vPow?

onde u = u(a),v =v(b) e w=w(c) sao definidos como em ([5.5)), respectivamente
Demonstracao. De acordo com o Teorema 4.1.11} existem 14 classes 2-ciclotomicas, ou
seja, existem 14 componentes simples em FyG.

Pelos Teoremas e para cada ¢ = 1,2,3, FoC), contém dois idempotentes
primitivos, a saber, C,, e 1 —C,,. Logo

FoCp, = (FoCpy) - @ @ (FoCpy) - (1 — @) = Fo @ Fopy—1.
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FoCp, 22 (FoCy,) - b @ (FoC,) - (1 —3> Ry ) Fopyi.
IE?26173 = (F2cp3> o (F2CP3) ’ (1 - E) = I[3-"2 D IF2173—1~

De acordo com o Teorema [5.2.2), os idempotentes de FoG sao dados por

Eg=abeé Ei=(1—-a)beé

Egza(1 B)c Bs=ab (1-¢)

B =(1-a) (1—(3)@ E5:&<1—A> (1— @) (5.14)
Bs=(1—a)b(1-¢ Er=(1-a) (1—13) (1— @)

Observe que
SE = abé+(1—a)i)é+a(1—z}) + 6(1—c)+(1—a)<1—6)@

+ a<1—13)(1—e)+(1—a)6(1—a)+(1—a)(1-6)(1—@)
= 8ab¢ + 4a¢ + 4bé + 4ab + 26 + 2b + 26 + 1
- 1.

Além disso, os ideais FoG - abé, FoG - (1 — @) be, FoG - & (1 - 13) ¢ e FolG-ab (1 — &) sio

minimais. De fato,

FoG - abé — JF2G G =

FoG - (1—a)be ( ) n ,,3~F20p1-(1—c’p\1) >
FGa(1-b)¢ = FG-C, (1-Cn)Cp 2FoCyy - (1-Cp) = Fars
F,G-ab(1—¢) = FG-C, G ( CA)N F26p3-< —@) SIS

No que segue, vamos omitir o indice F; do produto tensorial. De acordo com o
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Teorema [1.2.3] obtemos
FoG = FoCp @ FoCp, @ FaCpy
(F2Cyya ® FaCp, (1 = @) @ (FaCpud © FoCpy (1 5) ) @ (FoCyul © FoCyy (1 - €))

I

S ( 2Cpy & @ FoCy b @ FoClpy ) (Ibgcma ® FoCpyb @ FoCp, (1 — e))

o (cmpla ® FaC,, ( = 0) @ F:Cyt) @ (FoCpya @ oGy, (1 0) @ TGy, (1))
® (IE‘2C ) @ FoCy,b @ FoCpy ) ® (cmpl (1— @) ® FoCpyb ® FoCp, (1 — e))
& (IFQC ) @ FoC,, (1 - B) ® Fgcpga)

® (FQCPI ) @ FoC,, (1 - B) ® FoCyp, (1 — é))

De acordo com a Observagao [5.1.2] existe um elemento 0 # u € FyCp, (1 — a) = Fopy—1
tal que u® = (1 —a) e u # (1 —a), ou seja, u nao desempenha o papel de identidade

no ideal minimal FoC,, (1 — a). Da mesma forma, existe 0 # v € FoCp, (1 — 6) = [Fopy—1
tal que v® = (1 — 5) ev # (1 — B) e, por fim, 0 # w € FaoCp, (1 — ¢) = Fops—1 tal que
wd=(1-2¢)ew# (1 —2¢). Assim,

FoCy, (1 0) @ FoCy, (1= 5) @ oG8 2 (FaG)es'e @ (FG)esle,

FoCpy (1 — @) @ FoCpyb @ FoCyy (1 — ) = (FoG)eid @ (F2G)eseh,

FoCp i ® FaC,p, (1 - 13) @ FaCyy (1 — &) 22 (F2G)ea @ (FoG)ella

sao decomposicoes em componentes simples, onde e = ww + u??, e = v + w?,

e = uw + vPw?, e§° = vPw + uw?, e = vw + viw eeZ —v2w+vw

De fato, vamos verificar a primeira decomposicao. O racicionio é analogo para as
demais. Temos

FoCp, (1 — &) @ FoC,, (1 - B) @l =2 (FoG) (1 a) ( B) &

Fy (Cp, X Cpy) ( 1— )

12

Pelo Teorema [5.2.3] o ideal acima decompoe-se em duas componentes simples. Logo

F2 (G % Cpa) (1= ) (1) 2 Fa(Cpy % Cpu) 5" @F2 (Cpy X C) . (5.15)
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Assim, reescrevendo ({5.15]), obtemos

(F2G) (1 — ) (1 - 13) e (FyG)ee @ (FyG)ele

Por fim, vamos mostrar que o ideal
FoCy, (1 — &) ® FoC,, (1 - 6) @ FoCyp, (1 — &)
decompoe-se em quatro componentes simples. De fato,
FoG (1 — @) (1_B> (1—8) 2 Fy(Cp x Cp, x Cpy) (1 — @) 1—6) (1-¢)

= [F; (€, % ) (1- ) (1-0)| @ (FaC) (1= 2)
[F2 (Cpy % Cp) €5" @ F2 (Cpy X Cpy) €] ® (F2Cpy) (1 €)
(F2G) € (1—c)@(F2G)ezb(1—é) (5.16)

2

I

Devemos verificar que as componentes em ([5.16|) nao sao simples. Vejamos

FoCy, (1= @) @ FaCy, (1-0) 2y (Cpy % Cp) (1= @) (1= D) 2Ty @ Fyar. (5.17)

Existem © € Fop-1 € v € Fopy—1, tais que u® = 1 e v3 = 1. Logo, por (5.17), e sem

perda de generalidade, afirmamos 1® 1 = u* ® v* = (wv)? = (1 — a) <1 — 3) Além disso,

wv # e = uwv+u?v? Assim, defina o = wve§’ = uwv+u?v+uv?. Entao, das consideragoes

anteriores, verificamos
o’ = a’a = u*v? (egb)Q =(l1—a) (1 b) 5’ = (e3 +ef?) es’ = ey, (5.18)

onde, de acordo com o Teorema m, e3® ¢ um idempotente primitivo em
Fy (Cp, X Cpy) (1 —a) (1 — l;) Similarmente, (u20?)’ = ((w)?)® = (1 — a) <1 — 5),

elemento o? = u?v?e?’ = u?v? + w?v + uv? satisfaz as mesmas condigdes do pardgrafo

anterior.

2

Afirmamos que os elementos A = aw + o?w? e B = o?*w + aw? sdo idempotentes
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primitivos de Fy (Cp, x Cp,) €3’ @ Folpy (1 — &) = (FoG) €% (1 — ¢). Vejamos

A+ B = aw+ o*w? + o*w + aw?

= a(w+w2) + a? (w+w2)
= (a+0?) + (w+uw?)
——

w24+w+1=0
(a+a?) - (1-2)
= (w +v*v® + 2u°v 4 2w?) - (1 —¢)
(uwv +u*v?) - (1 —¢)

egb

= e (1-¢)
onde, em (5.16]), e4® (1 — ¢) desempenha o papel de identidade no primeiro somando.

AB = (aw+ o’w?) (a’w + aw?)
aPw? + a?w? + atw? + aPw?
aSw? + o? + ot + a’w
= oW +w) + o +ad?
R , N——
ad=1 e w24w=1 o?(a?+1)=1

= 0 (5.19)

Por fim,

A? = (aw + 0z2w2)2 =ad*w+atuwt=Ae B> = (a2w + aw2)2 =o' +*uwt =B

Similarmente, em FyC,, (1 —a) ® FoCp, <1 - 6), temos (uv?)’ = (1 —a) (1 - E) e

uv? # e, Defina 8 = uv?e?® = uv? + u?v? + uv. Como foi feito para A e B, os elementos
C = pw + fw? e D = p*w + pw? sao os idempotentes primitivos de
Fa (Cpy X Cpy) €3” @ FoCpy (1 = €).

Finalmente, afirmamos que A,B,C' e D sao idempotentes ortogonais e que
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A+B+C+D=(1-4a) (1-(3) (1 ¢). De fato:
2 = (v + v*v + uw?)w + (wv + v + w?)*w? = vow + vow

+  ww + v*Pw? + ww? + wPow?

= (1—a) <1 — l;) (1 —¢é) + v*v*w + uvw?,

A = aw+dw

B = *w+ aw® = (uv + v*v + uw?) 2w + (uv + v*v + uwo?)w?® = v*v’w + ww + vivw

wow? + wow? + wvw?

(1—a) <1 — 6) (1 —¢) + v*v*w?® + uvw,

+

C = pw+ fw = (w’ +u*v” + uw) w + (w? + u?v® + uv)2 w? = ww + v?viw
+  wvw + vow? + wow? + u?o*w?
= (1-a) <1 - I;) (1—¢) + v?vw + ww?,
D = Bw+ puw® = (w®+ u*® + uv)2 w+ (uw® + u*® + w) w? = vow + uow
+  w*Pw + wtw? + vv*w? + wow?
= (1-a) <1 - ZS) (1 — &) + uwvw + v?vw?,
Logo,

A+B+C+D = (1—-a) (1—13) (1— @) [(1—&) (1—13) (1—@)}
— (1-a) (1—6) (1-2).
Por fim, os idempotentes A, B, C' e D sao ortogonais. De fato, em ([5.19) j4 mostramos

que AB = 0. Vamos verificar que AC' = 0. A verificacao para os demais casos é anédloga.

AC = apw®+ af® + o?B+ o*BPw
= af (v’ +a+ B+ afw) =0,

pois

aff = (uv+u2v+u02)(uv2+u2v2+uv):u2+1+u2v2+1+u+v2+u20+v+u2
= vt u+tvvt+ i to=u (V¥ +u)tut+l=u"+u+1=0



65 5.3. Idempotentes Primitivos de Fy (C191 X Cig9)

Portanto, podemos reescrever a tabela ([5.14) da seguinte forma

Ey=abeé Ei=(1—-a)beé
E2:a(1—b>c Es=ab (1-0) (5.20)
Ey=¢es+e5 Es=cq+ ey
Eg = e+ eg Er = e+ €11 + €12 + €13
onde os e;, para cada 0 < 4 < 13, sao dados conforme o enuncionado do Teorema. [

5.3 Idempotentes Primitivos de [y (Ci21 X Cig9)
Finalizamos este capitulo explicitando o calculo de idempotentes primitivos para uma
algebra do tipo Fy (Cp2 x Cjp2), a partir da técnica apresentada na Segao ([5.2.3)).

E facil ver que 2 gera U (Zys1) € U (Zygo). Além disso, as demais hipéteses de (5.4)

sao satisfeitas.

Os subgrupos de Cia; = (a) e Cig9 = (b) sdo dados respectivamente por (a), (a'!) e
(a'') e (b), (b'®) e (b'%?). Assim, os idempotentes primitivos de Fy (C121 X Ci69) sao dados

por:
e = a/l;:@(b\): (Za’) (Zb])

a120b168+6L120b167+a119b168+ ..—I—ab2+b3+a2—|—ab+b2—|—a+b+l

s ) () )

a120b156 + a119b156 + a118b156 o+ a4b13 + a3b13 + a2b13 + abl?) + b13

o1 = 5(513+3> <><<bl3 ) (i%a) <2613J+§8:bﬂ>

alQObIGS 4 a120b167 —|—a1196168 L+ b4 + CL2b+ ab2 + b3 +6Lb+ b2 4 b

€ = <ﬁ+c§1\1>g= <@+<€11\>>@\>= <1+i_0:a11j) (flf)

at0p'68 4 q1Op167 4 99108 4 (10166 L 4 @b+ ab’ + @ +ab+a
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€10

Jj=0

- ()= (@ @) B (L 3w ($0)

— a1206168 + a120b167 4 a119b168 o+ a121)+ a11b2 4 (1,12 —|—CL11b+ all

Agora vamos expressar os elementos u e v, conforme definido no Teorema (5.2.6)).

U2

V2

Entao

€92

kok
€99

€12

*k

€12

*

€21

*%k

€21

*

€11

*k

€11

<a121> <1 i pe e o —|—a2811> _ (1 i 21 4 221 T a2811)
a® 4+ a®+a+a*+at +1
<b169> <62013 LBy a21013) _ <b2013 T CE b21013>

6156 + b130 4 b117 4 b52 4 b39 + b13

10
(a'!) (1 +a¥ +a¥ .+ a28> = <Za1”> (1 +a® +a¥ .+ a28>
1=0

a119+a115—|—au4+...+al4+a12—|—a11—|—a9—|—a5—|—a4—|—a3+a—|—1

12
(b'%) <b2° 0P a210> = (Z b13j> <b20 +05 a210>

7=0
Ho8 4 plo6 4 pl65 4 pl60 4 159 4 M p12 L 0 L Y 4t P 1 b

UV + ugvg

aPOp156 4 1I0p143 | (88p143 | (3318 4 39 4 26 4 1113 4 pl3
u2v§ + u%vg

ql10p156 4 (88p156 | (995143 o 39 L 11326 L 22013 | 326 | pl3
U1v9 + u%vg

Q19p156 | (1153156 (1143156 4 L (5p13 L (413 o o3p13 4 op13 4 13
ulvg + u%vg

q120p156 | UI8p156 o (UITp156 4 L 8p13 L (Tpl3 L 618 L 2p13 L p13
UV + u%vf

qUIOp167 4 (1105164 | (1105163 | g8 4 7 4 g6 4 ps L gt 3 42 4
uwf + u%vl

ql10p168 | (1105166 (1104165 4 4 38 o pT L g6 4 g5 4 pd 43 4 2 1y
uv1 + u%v%
Q120p167 | 1193168 (119166 4 L 03 4 0252 4 0p3 4t 3 1 b B2 4 )
uyvy + ufv
Q120p168 4 1203166 o (1199167 23 g5 4 pd 20 b3 b 4



Capitulo 6

Comparacao de técnicas para codigos
de comprimento p''q

Neste capitulo, [,p e ¢ sdo primos distintos dois a dois, tais que mdc(l,p"q) = 1 e I
satisfaz a hipdtese geral . Para cédigos de comprimento p"q sobre um corpo de
caracteristica [ # 2, as técnicas de algebras de grupo nao nos permitem ainda dar uma
descrigao completa dos idempotentes primitivos. No entanto, com o auxilio da abordagem
polinomial feita por Bakshi e Raka em [2], conseguimos explicitar tais idempotentes. Desta
forma, podemos dizer que estas duas técnicas se complementam.

Apresentamos ainda as expressoes dos idempotentes primitivos para cédigos de com-
primento 245, de acordo com ambas as técnicas. Em seguida, generalizamos estes resul-
tados para cédigos de comprimento p"q, onde conseguimos identificar possiveis erros nas
expressoes dos idempotentes primitivos dados pela A-técnica, descrita no Capitulo

6.1 Exemplos Comparativos

Exibiremos neste capitulo exemplos comparativos entre as duas técnicas apresentadas
neste trabalho.

o e IF3 T
6.1.1 Idempotentes Primitivos de Ry = %
x J—
. ... . . Fs [513] .
Vamos expressar os idempotentes primitivos do anel quociente Roy5 = m, a partir
x [—

da A-técnica.

Todos os calculos deste capitulo foram realizados com o auxilio do software MAPLE.

67
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Como 245 = 725, verifica-se que 3 é raiz primitiva médulo 49 e médulo 5. Pelo
Teoremald.1.11}, existem oito classes 3-ciclotomicas modulo 245, ou seja, oito idempotentes
primitivos em Ra45. Para expressé-los, calcularemos as classes 32-ciclotomicas médulo
49 e médulo 5. Denotaremos por R; e N; os conjuntos de residuos quadraticos e nao
quadraticos médulo 49, respectivamente. Além disso, defina Ry = {r - 7/r € Ry} ¢
Ny ={n-7/n € Ni}. Por fim, sejam Ry e N os conjuntos de residuos quadraticos e nao
quadréticos médulo 5, respectivamente. Assim as classes 32-ciclotomicas sao os conjuntos

Ry = {1,2,4,8,9,11,15,16,18,22,23,25,29, 30, 32, 36, 37, 39, 43, 44, 46}

Ny = {3,5,6,10,12,13,17, 19,20, 24, 26, 27, 31, 33, 34, 38, 40, 41, 45, 47, 48}
R; = {7,14,28}

N; = {21,35,42} (6.1)
Ry, = {1,4}
Ny, = {2,3}
Co = {0}

onde Cy = {0} denota as classes 3*-ciclotomicas do zero médulo 49 e médulo 5 e também
denotara a classe 3-ciclotomica do zero médulo 245.

Conforme foi visto na demonstracdo da Proposigao 4.1.9) existem a; € Ry (N) e
by € Ry (N3) tais que

)\(Gl,bl) = daj - 5+ b1 -49=1 (m0d245)

Para a; = 10 € Ny e by =4 € R, a congruéncia acima é valida. Assim

Cl :)\(Nl XRQURl XNQ). (62)
~ Fs[x] . ~ .
Observacao 6.1.1. Para o anel R3s = m, a classe [-ciclotomica
735 —
Cl = (Rl X R2 U N1 X Nz), (63)

onde, em comparagio com a expressao (6.2), verificamos que as afirmagoes dadas em
[16, Exemplo 4.1] podem nao estar completas.

Pela descricao dada na Proposicao [4.1.9] as classes 3-ciclotomicas modulo 245 sao

Ci=AN, X RyURy x No)  Cy=\(R; x By UN; x N)
Cr = A(Ry x Ry UNy x Na)  Chy = A (Ny x Ry U Ry x Ny)
049:)\(00XR2UCOXN2) C5:)\(R1 XC(]UNlXCO)
035:)\(R7><00UN7XC()) O():/\(OOXO()):{O}

(6.4)

De acordo com a notagao dada na Observagao e em [16, Exemplo 4.1}, os idem-



69 6.1. Exemplos Comparativos

potentes primitivos correspondentes as classes [*-ciclotomicas médulo p*, onde p é um
primo positivo, sao dados por:

4 - [ @)+ 3 (n, +aN<>)],

0, = pi{ [000 +22n: (o, () + o, (a ))]
+ ]%(Aaan (@) + Aoy jjl(:c))} e (6.5)
o = ]%{W;_J) oc0(x>+znnlj (om(2) +aw, (@)]
+ %(ZUR (@) Aoy )}
e AT (Y
(ou P (12_ \/__p)) quando p= 1 (mod 4) (ou p = 3 (mod 4)).

Logo, os idempotentes primitivos relacionados as classes 3?-ciclotomicas (6.1]) sao da-
dos por:

1

900 = 49 [O-C'o( ) +OR, (I) + UR7(x) +on ($) + 0N7($)] )

;0 = E [AO'R7($) +ZO’N7(JI)} s

2= [71037(:B) T Ao (@)
0; = 343 [Aog, (z) + Aoy, (z)],
07 = o [Aon () + Aox, ()]
b = 3 locul@) +om,(a) + o, ()],
5 = = [20a(e) + Bon,(x) + Bow(2)]
5 = & [200,(r) + Bon,(x) + Bow,(2)]
ondeA:_7(1+\/__7),71: _7(1_2\/__7), B = _1;\/5 egz%ﬁ.

De acordo com o Teorema e o Corolario [4.2.5] apresentamos as expressoes dos
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Fs|x
oito idempotentes primitivos do anel Roy5 = —< 242[ ] 1>;
x‘ J—

b = A(9;0®6*)+A(9;3‘® 5)
2 - 2 —
- 245 (A+A) ocy,(x) + 5 (AB + AB) o¢,, (z) + S (AB + AB) oc, (),
b = A(@;&*@@ o) + A (03 ® **)
= 245 (.A‘l‘.A) 0'035( )+%(AB+AB) 0'07( )—F%(.AB‘FAB) 0'014( )
0, = >\(9**®9 o) + (02 @ 05 )
2
= 1715 (A+A) oc,(z) + —1715 (AB + AB) 00, (x) + 1= (AB+ AB) oc, (x).
Oy = A(@*@G 0) F A (07 ® 0% )
2
- 1715 (A+A) oc,(x )+ﬁ(AB+AB) o0, () + 1oz (AB +AB) oc, (x),
b9 = A(bc, ® 6 )+)\(900®9 ;)

4 8 2 -
- 245 Co( )+§5(B+B)UC49< ) 245 C5< >+§5(B+B)UC’2(LE)
8 2 2
+ 245 (B+B) ooy (w) + 5z004 () + 5= (B+ B) oc:(w) + 5= (B+ B) o0, (@),

f, = A (9;:; ®0c,) + A (0% @ eco>

- 245 (‘A+A)0035( )+%(A+A)0'C7( )+%(A+A)O‘Cl4( )

O35 = A (9** ® Oc,) + A (07 @ 900)

A+A)ch( )—i-ﬁ(A-i-A)UCQ( )"’%(A‘i‘/l)a&( ),

1715 (
O = A(Oc, ®0c,)
1 2 2 2 2 2
245 Co( ) 245 C49( ) %005($) + %002(56) + %Ucl( ) 2450035< )
2 2

+ oc: () + 245

245 0-014( )

Necessitamos do seguinte resultado para calcularmos os valores dos coeficientes.

Corolério 6.1.2 ([2], Corolario, pagina 445). Se p,q, el sao primos impares distintos,
v (") »(9)

, =1, entao —pq € um
5 5 ) Pq

€ uma raiz primitiva modulo p™ e modulo q, mdc (

o(p™q)
1

residuo quadrdtico mddulo | se 'l Z —1(modp"q) e pq € residuo quadrdtico médulo

(P )

se l = —1(modp"q).

Assim, em Fs, AB+ AB =1, AB+ AB =0, A+ A=2eB+B =2 Logo, os
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idempotentes podem ser reescritos como:

0, A (070 ®0%) + X (07 @ 055) = 0cys (x) + 0c, (),
O = X070 ®05) + A (07 ® 950) = 00y (2) + 00y, (),
O; = A0 ®0%)+ (07 ®0%) =0c,(x) + o¢, (2),
by = ANOT®0%)+ (07" ®60:) =00, (x) + 0c, (),

019 = A(Oc, ®0z0) + X (Oc, ® 0%5) (6.6)
= 200,(x) + 200, () + 00, (x) + 200, (x) + 200, (x) + 004, () + 200, (2) + 20¢,,(T),
05 = X070 ®0c,) + X070 @0c,) =200y, (x) + 200, () + 200, (2),
O35 = ANOF7®0c,)+ (05 @0c,) =200,(x) + 200,(x) + 20¢, (x),
By = A (900 & 900)
= 200,(%) + 00, (x) + 005 (2) + 00, (2) + 00, () + 0045 () + 00, () + 06y, (T).

6.1.2 Idempotentes Primitivos de 3 (Cy X Cs)

Vamos expressar os idempotentes primitivos da algebra de grupo Fs (Cy9 X Cs), desta vez
a partir da técnica apresentada na Segao [3.2]

Como afirmado na segdo anterior, 3 gera U (Zyo) e U (Zs). Além disso, as demais
hipéteses de ((5.4]) s@o satisfeitas.

Para Cays = (g), os subgrupos de Cy = (a) = (¢°) e C5 = (b) = (¢g"?) sdo dados
respectivamente por (a), (a”) e (a*) e (b) e (b°). Assim a decomposi¢iao da 4lgebra de
grupo F3Cyy5 ¢ dada por:

F3(Ca9 x Cs5) = IF3C49 @ F3Cs

o [FgaeaFg (c??—a)@m (1—57)} ® |Fsb ® Ty (1—3)]
o )Z@Fg aA?—a) (1—6)

Fyib & Fsd (1 _Z) & Fs (? _a
&

o Fs (1—a7>b@F3(

~ Fgaé@wg(a G)@]F3<c?b @)@Fg(cﬁ—a) (1—3)
o Fs (B—J?b)@wg (1 a (1—6) (6.7)

Os idempotentes sao dados por

1 1 A 1 48 4
_ _Ag LS. ST R 5i 49
0 = 5= 5599 = o <Zog ) (Zg

— 29244+29243+29242+29241+29240+---+294+293+292+29+2
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1 ~ 1 1 48 1 48 4
— a-O= —p— — 5= — 5| L 5 49j
a - 197 " 2157 " 19 (;g > 245 (;g ) (;g

— 9244+g243+9242+9241+2924O+~'-+295+g4+g3+g2+g+2

R o 1 6 1 4 1 244
€y = a’b—G = 935949 - ? = ? (Z 9352> 5 <Z 949J) - % (Z gk>
i=0 j=0 k=0

— g244+g243_'_g242+9241+g240+.”_|_g5+g4+93+92+g

4 6 4
- e \ o1 A\ 1 i
e3 = b—apb:g49—g35g49:5<g g491>—?<5 g35j>g<g g49>
Jj=0

1=0 =0
— 9238 ‘|‘9231 +9224 +9217 +g210 N +935 +928 +921 +g14 _|_g7

Do Teorema [5.2.2} temos que

—~ R 1 6 ‘ 1 48 ‘ 1 4
ey = <a7_a) <1—b> = <?Zg35¢_4_9295g> <1_ 3294%)
i=0 j=0

k=0
— 2g244+29243+2g242+29241+9240+”'+g5+2g4+293+292+2g

6 4
~ -~ 1 , 1
— 1 — 7) <1_b>: 1—- = 351 1—Z= 49k
“ = (- P2\
— 29238+29231+292Q4+29217+g210+---+2928+2921+2914+297

nao sao idempotentes primitivos em Fs (Cy9 X C5). Assim eq = €} + €}* e e5 = ef + ei*
onde

ez — 29243+29240+29239+29237+29235+---+299+295+294+293+29
ezkl* _ 29244+29242+29241_}_29240_}_2'9236_'_.”+2910+298+296+2g5+292

6; — 29231+29210+29203+29189+2gl75+“'+2963+2935+2928+2921_|_297
6;* — 29238+2g224+29217+29210+29182+”'+2g70+2956+2942+2935+2914

Portanto, os idempotentes primitivos de F3 (C49 X C5) podem ser expressos da seguinte
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forma:

eg = 251+ 2Sg + 28g2 + 2897 + 28914 + 25949 + 2895 + 28935
er = 281+ 85+ Sg2 + Sg7 + Sgua + Sgao + 25,5 + 2835
€y = Sg + 892 + 895
es = Sy + Sgua+ Sy (6.8)
ey = 28,428,
ey’ = 28,2428,
e; = 28,7 + 25,3
e;’ = 28g14 + 25935.

Agora apresentamos uma tabela comparativa entre os idempotentes primitivos calcu-
lados a partir de ambas as técnicas.

% ]Fg (C49 X 65)
0, = Ocys + 0c, e; = Sg35 + Sg7
0y = Ocys + 00y, eg* = 8935 + 8g14
0, = ocs +0cy ey = Sgs + Sg
014 = Ocs + 0, ej;* = Sgs + ng
Ou9 = 200, + 0cy + 00, +0c, | €1 = 28 + 8949 + 28g5 + 892
+0c, +0cys +0c, + 00y, —|—Sg -+ 28935 -+ 897 + 8914
05 = Ocys + 00, + 00y, e3 = 8935 + 897 + 8914
O35 = oc, + 00, + 00y ey = Sp + Sz + Sy
Oy = 20¢c, + 00,y + 00 + 0, eg = 281 + Sg49 +Sgs + ng
+o0c, + 00y + 00, + 004, —I—Sg + 8935 + Sg7 + 8914

Tabela 6.1: Idempotentes primitivos

Comparando os idempotentes primitivos dados por ambas abordagens, encontramos
diferencas entre as expressoes correspondentes, o que nos sugere possiveis falhas na
A-técnica, uma vez que todos os idempotentes primitivos encontrados a partir da técnica
de dlgebras de grupo, foram testados no software MAPLE com éxito.

6.2 Idempotentes Primitivos em F;(Cy» x C,)

Nesta secao buscamos identificar os possiveis erros na A-técnica para a expressao dos
idempotentes primitivos, utilizando as expressoes dadas pela técnica de dlgebra de grupo.

Se Cpng = (g), onde Cpn = (a) = (g7) e C; = (b) = (g""), considere a seguinte
decomposicao em ideais da dlgebra de grupo F; (Cpn x C;), a partir dos resultados vistos
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na Secao [3.2

Iy (Cp”q) = FiCy @ FiC,
[FiCpa ... @ FCp (1- ! )| @ [Feperc, (1-0)]

>~ FCpg b ... B FCpng (afn—\ﬂ - an/—(j\H)) (1 —3) G ... ®FCpa (1 —3) .

I

De acordo com o Lema [5.1.1 para todo 0 < j < n — 1, os idempotentes da forma
ab, (a”—j —a”—(j“))b e a 1—b) sao primitivos. J4 os idempotentes da forma
en i = (a”*j — a”*(f“)) (1 —3) nao sao primitivos. Dos resultados vistos no Capitulo ,
juntamente com os resultados de [2], podemos fornecer uma expressao para €” 7 como
soma de idempotentes primitivos.

Considerando a notagao estabelecida na Observagao e a hipdtese geral (4.1)),

temos os seguintes resultados

Lema 6.2.1.

pj+1_1 ) pj—l

0 S () =X (57 ) + S

i=1 i=1

pi—1 i n—1
() 3 (677) = 3 Sy
i=1 i=n—j

Demonstragao. De fato, para (i), temos

pj+171 . .
S () = X ()
i=1 i€ 4
_ Z <gqpn—j—1>r n Z (gqp"7j71>s
re Z;]-+1—U(ij+1) SGU<ZPj+1)
p-1 ;
frd Z <gqp”_3) + qupnfjfl .
i=1

uma vez que todo elemento da forma g<qpn7j71)5, onde s € U <Z;j+1), pode ser escrito da

forma g(qpnfjA)lt pois, pelo Teorema .14, | gera U (Zy+), para todo
0 <j<n-—1. Além disso, pela Proposicao 4.1.9 temos

‘U (ij“)’ =p(p-1)= ‘qu"*fl‘ :




75 6.2. Idempotentes Primitivos em F; (Cpn x Cy)

O item (iz) decorre de (7). n
q—1 -1 _ n—1
Lema 6.2.2. Z (gpn)kz (gqpn_]> Z S+ Z S,avi, onde d faz o papel do
k=1 i=1 i=n—j i=n—j
elemento a dado em [2, Lema 3].
q—1
Demonstracdo. E simples verificar que (gpn)k =8um.  Logo, pelo Lema [6.2.1)
k=1
item (i7), temos
q— 1 pi-1
k n—
( v J) = Sgor Z S
k:l =1 i=n—j

Verifiquemos, para um elemento arbitréario Sgpn—(j—w), que
S”S ]w):Sg ]w)+8 —(J—w),

para algum 0 < w < j — 1. De fato

n n —1,n n—(j—w n—(j—w 4 pjiw 1 on—G-w
(gp +glp _{_”‘_'_glq:(q) lp)(gp € )q+glp G )q+...+gl( ) pr—( )q) (69)

A Equagao pode ser reescrita como

n—(j—w ] —w n—(j—w j —w p o (lw(q)lpjw+l¢(pjw)_1q>
g ra) O () g . (6.10)
onde existem exatamente ¢ (q) p (p"%) = ¢ (qp’~") elementos, nimero este igual ao
numero de somandos em Sgpn_(]-_w) + Sgdpn_g_w). O argumento para provar que a

equagao (6.10) representa a soma Sgpn_g_w) + Sgdpn_(j_w) serd por exclusao.
O grupo Cpn, pode ser particionado de acordo com as seguintes classes [-ciclotomicas:

c,, C

g

P’y Cgpta Cgptqv € ngpt7
onde 0 <t <n-—1.

Naturalmente, nenhum dos elementos em (|6.10)) ¢é igual a 1, o que nos permite excluir
a classe (1. Além disso, afirmamos que nenhum dos elementos de pertencem as
classes do tipo Cym e C otar além das classes Cgph e ngph, com h #n— (j —w), uma que
vez se isso fosse possivel, entao os nimeros da forma (I"p/ =% + [%q), para 0 < r < p(q) — 1
e0<s<p(@' ") —1, seriam na verdade miiltiplos de p ou de ¢, o que contradiz o fato
de que mdc(l,pq) = 1. Portanto, os elementos dados em estao distribuidos entre
as duas classes, a saber, S (—w) € S —G—w) . [}
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Agora estamos aptos para explicitar e"7 como soma de idempotentes primitivos,
conforme anunciamos na péagina

" =0, + O4pi. (6.11)
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— — — —_—

an—i — qn—ip — an—U+D) 4 gn—G+1p
p-1 . pi-1 - g—1 pIr-1
]_ ( n—j ¢ ]_ n—j 4 ny k 1 n—j—1 t
-l g% ) _ (gqp > (gp ) - — Z <gqp )
P i=0 Pq i=0 k=0 P t=0
1 pitt—1 q—1
n—j—1 ny k
L ey S
t=0 k=0
1 pI—1 pi—1 . q—1 pitl_1
_ — 1 n\ k n—j—1
— qu(g‘”’ J) —pZ(g‘”’ J) (") —q > (97 )
Py = i=0 k=0 t=0
pIt—1 Nt q—1 i
n—j— n
<gqp ) (gp )
t=0 k=0
1 q—1 pj—l pl—1 .
k n—j\"*
— [-D@-1)-(p-1)>_ (¢") +pq2(9‘”’ ) —pZ(g‘”’ )
pj q k=1 i=1 =1
pIti-1 p-1 g—1
n—j—1 - k
(a—1) Y (qp ’ ) —pZ(g"p J) (¢")
t=1 i=1 k=1
p]'+171 o . g—1 i
Z < qp"™ 7 ) (gp )
t=1 k=1
1 pl—1 . pi—1 pi—1 ‘
i (p—l)(q—1)+pqz<g‘”’ ) —pZ(gq” ) —qZ(gq” )
i=1 i=1 i=1
pl—1 ) q—1
n—j 3 n\ k
> (0" ) = =D (") = (= DS s
i=1 k=1
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- wiq%p—n@—n

1+ Z Sgpiq] — (q — 1>qupnfj71

i=n—j
ST S +ZSMwZSM}.
1=n—7 =n—=]

i=n—j t=n—j

De acordo com [2, Teorema 3|, os idempotentes primitivos 6,; e 84, sdo dados por:

_ (p=De—-1) Dot
Op = T opitly 1+ Z Syt n+ﬂ Sg”n T +p”“q S
i=n— ]
B 2pj+1 [Z ot Z S i 2p]+11)5 i1, (6.12)
i=n—j i=n—j
(p—1)(¢—1) At
edpj T Z S n+qugpn j—1 pn+qugdpn j—1
i=n— ]
) Z +ZS le-s (6.13)
2p]+1 i=r—j imnj o pitlg et '
onde as constantes A,_; e B,_1 sao dadas por:
( n—1 1 "
A -1 = 1
L : <2+ )752:—1961 Selwi—l (mod p"q) .
( p—1(1 — "
u, V=pg se = (mod pq) ;
Bn—l = pn—1<% _ 5) 9 e(p"q)
P00 oy ot %t (ot ).
\

E simples verificar que 0, + 04, = e" 7, ou seja, podemos expressar todos os idem-
potentes primitivos da édlgebra de grupo F; (C,n x Cy).

Agora vamos verificar quais sao as expressoes de 0,; e 04, via A-técnica. As expressoes
explicitas dos idempotentes primitivos basicos sao calculadas a partir de (6.5)). Assim



79 6.2. Idempotentes Primitivos em F; (Cpn x Cy)

O = A0 ©60%) + A (05 ® 9**)

P-1(g-1) B,
- 2pﬂ+1 L+ z;]S n+jq8g pri-1 + pn-Hngdp"*j*l
(%) (*)
—1)
— pj+1 Z S + Z 8 p7+1 Sgpnfjflq (614)
i=n— ] i=n— ]
™ i
(p-—1)(g-1) 1) q—1)
= ]+1 1+ZS 7’L+j Sgpn]1+ 7’L+j Sdpn]l
2p q q
i=n—j \
(%) (%)
—1)
_ p7+1 Z o Z S,u le S iy, (6.15)
i=n— ] 1=n— ]
o iy

onde as constantes A,,_1 e B,_1 sao dadas por:

e P (1+vV=pq), sep=4k;+1eq=4dks+3;
nele P (1 +/pq) se p=4ki +3 e q=4ky + 3.
B . p"_1 (1—\/—pq), sep=4k;+1eq=4ky + 3;
nel e P (1= /pq), se p=4k; +3 e q=4ky + 3.

m (6.14) e (6.15), os erros da A-técnica foram destacados por (*) em relacdo as
expressoes e (6.13), que satisfazem a soma proposta em (6.11)), onde observamos
que em (|6.12)) e os coeficientes estao divididos por 2. No exemplo calculado na
Secao [6.1) por ambas as técnicas, observamos a mesma diferenga entre os coeficientes
de e . Por estas observagoes e calculos de outros exemplos que nao apresentamos

aqui, podemos afirmar que, para codigos de comprimento p"q, as expressoes corretas para
os idempotentes primitivos sao as dadas em (6.12)) e (6.13)).
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6.3 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos resultados recentes para o calculo de idempotentes primitivos
a partir das técnicas polinomial e de dlgebra de grupo. Ao concretizarmos alguns casos
particulares, observamos que ambas as técnicas se complementam. Conseguimos identi-
ficar um possivel erro no calculo dos coeficientes dos idempotentes primitivos propostos
em [I6], no entanto, somente conseguimos propor a corregao para cédigos de comprimento
p"q (Segao com o auxilio das técnicas apresentadas.

Como sequéncia natural deste trabalho, identificamos varios problemas:

(i) A demonstracao correta do Teorema [1.2.4]

(ii) Aprimorar a técnica de algebra de grupo afim de expressar os idempotentes primi-
tivos sem necessitar do auxilio das técnicas polinomiais.

(iii) Descrever idempotentes primitivos para o caso de grupos metaciclicos e nilpotentes
com o auxilio das técnicas de algebra de grupo desenvolvidas para os casos abelianos.
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