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Resumo

MARQUES, Glelson Pereira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2015.
UM TEOREMA QLOBAL PARA SINGULARIDADES DE APLICACOES
ENTRE SUPERFICIES. Orientadora: Catarina Mendes de Jesus.

Em 1978, Quine ([28]) apresentou um teorema global para aplicagoes estaveis entre
superficies fechadas e orientadas, que relaciona a soma do grau das ctispides com a
caracteristica de Euler do contradominio e de dois conjuntos da aplicagao: um formado
pelo fecho das regioes regulares que tem a orientacao preservada pela aplicacao e, o
outro, formado pelo fecho das regioes regulares que tem a orientagao invertida. Em
[23], Mendes de Jesus obteve resultados que levaram a uma nova demonstragao para o
teorema de Quine, via transigoes de codimensao um e cirurgias de aplicagoes estaveis, no
estudo do comportamento topolégico dos conjuntos regulares e singulares de aplicacoes
estaveis entre superficies fechadas e orientadas. O objetivo deste trabalho é apresentar

essa nova demonstracao e os principais resultados que levaram a ela.

X



Abstract

MARQUES, Glelson Pereira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2015.
UM TEOREMA QLOBAL PARA SINGULARIDADES DE APLICACOES
ENTRE SUPERFICIES. Adiviser: Catarina Mendes de Jesus.

In 1978, Quine ([28]) presented a global theorem for stable applications between closed
and oriented surfaces, which relates the sum of the degree of the cusps with the Euler
characteristic of the codomain and two sets of the application: one formed by the
closure of regular regions that have preserved by the application and orientation, the
other, formed by the closure of regular regions which has inverted orientation. In [23],
Mendes de Jesus obtained results that led to a new demonstration to Quine’s theorem,
via transitions of codimension one and surgeries of stable applications, in topological
behavior of the study of regular and singular sets of stable maps between closed and
oriented surfaces. The objective of this paper is to present this new demonstration and

the main results that led to it.



Introducao

Em 1955, Whitney publicou o artigo On Singularities of Mappings of Euclidean
Spaces. 1. Mappings of the Plane into the Plane, que se tornou fundamento para uma
nova teoria sobre aplicacoes estaveis do plano no plano. Whitney determinou que um
germe de aplicagao em cada ponto é equivalente a um ponto regular, ou ponto de dobra
ou uma cuspide. No final dos anos 50, Thom ([29]) notou que esses resultados poderiam

ser incorporados a uma nova teoria: a Teoria das Singularidades.

Um problema cléssico da Teoria das Singularidades é a classificacao de aplicagoes
estaveis, a menos de equivaléncias, em particular, a A—equivaléncia. Os rumos das pes-
quisas no sentido de resolver este problema se resumem, em muitos casos, na tentativa

de encontrar invariantes que permitam classificar boa parte destas aplicagoes.

No inicio da década de 90, Vassiliev ([30]) desenvolveu um método para a obtengao
de invariantes de isotopia locais nos espacos das fungoes. Essa técnica se baseia no es-

tudo da estrutura do subconjunto discriminante, formado pelas aplicagoes nao estaveis.

Esse método estimulou varios pesquisadores a dedicarem seus estudos a invariantes
topoldgicos de aplicacoes estaveis, tanto do ponto de vista local como global, sendo
aplicado em véarios casos como: mergulhos de S* em R?, pelo préprio Vassiliev ([30]);
imersoes de S em R?, por Arnold ([I]); superficies imersas em R? por Goryunov ([8]);
superficies no plano, por Ohmoto e Aicardi ([26]) e por Hacon, Mendes de Jesus e
Romero Fuster ([10]).

No caso de aplicagoes estaveis no plano, os invariantes estudados em [10] e [26] néo
sao suficientes para classificar todas tais aplicacoes. Isso acontece quando o contorno
aparente de duas aplicagoes estaveis nao A—equivalentes possui o mesmo valor para
esses invariantes. Este fato motivou a busca de um novo invariante, do ponto de vista
global, que dependesse da topologia do conjunto singular sobre a superficie do dominio

da aplicacao.

Em [9] Hacon, Mendes de Jesus e Romero Fuster apresentaram um invariante para

o caso de superficies orientadas no plano: o grafo, que ¢é associado ao dominio da



aplicacao, juntamente com o seu conjunto singular. Neste caso, dizemos que o grafo é
dual ao conjunto singular na superficie. Este invariante caracteriza completamente a
superficie do dominio: género, tipo topoldgico do complemento do conjunto singular,

assim como o numero de componentes singulares.

Essa técnica de associar invariantes a aplicacoes estaveis foi também estendida para
outras aplicagoes estaveis como: aplicacoes estaveis de superficies fechadas e orientadas
na esfera e no plano projetivo, por Hacon, Mendes de Jesus e Romero Fuster em [13]
e [14]; aplicacoes estdaveis de 3-variedades orientadas e fechadas no R3, por Mendes de
Jesus, Oset e Romero Fuster, em [24]; e também para aplicagdes estaveis de Gauss de
superficies fechadas e orientadas imersas no 3-espaco, por Mendes de Jesus, Moraes e

Romero Fuster em [22].

Em 1978, Quine ([28]) apresentou um teorema global para aplicagoes estaveis entre
superficies fechadas e orientadas, o qual demonstrou usando resultados da Teoria de
Variedades Diferencidaveis. Este teorema relaciona a soma do grau das cuspides com a
caracteristica de Euler do contradominio e de dois conjuntos da aplicagao: M~ formado
pelo fecho das regioes regulares que tem a orientacao preservada pela aplicacao e, Mt

formado pelo fecho das regioes regulares que tem a orientacgao invertida pela aplicagao.

Em [23], Mendes de Jesus obteve resultados que levaram a uma nova demons-
tragao para o teorema de Quine dentro da Teoria das Singularidades, no estudo do
comportamento topoldgico dos conjuntos regular e singular de aplicagoes estaveis en-
tre superficies fechadas e orientadas, via transicoes de codimensao um e cirurgias de
aplicacoes estaveis. O objetivo do presente trabalho é detalhar este estudo e apresentar

a nova demonstracao obtida para o teorema de Quine.
Neste contexto, este trabalho estd dividido da seguinte forma:

No capitulo 1, introduzimos alguns conceitos e resultados preliminares necesséarios
para o entendimento deste trabalho. A priori definimos os complexos regulares, grafos,
superficies fechadas e orientadas e a caracteristica de Euler. Conseguinte, abordamos
alguns conceitos da Teoria das Singularidades do ponto de vista da Topologia Diferen-
cial, como, por exemplo: a topologia de C*° de Whitney, aplicacoes estdveis, conjunto
singular e grau de aplicagoes. As referéncias utilizadas sao [7], [11], [15], [16], [19], [25],
[33] e [34].

No capitulo 2, inicialmente associamos a uma aplicacao estavel entre superficies
fechadas e orientadas o vetor ¢, cujas coordenadas sao invariantes globais da aplicagao.
Apresentamos também alguns invariantes globais associados aos conjuntos regulares

M™* e M~ de uma aplicacao estdvel entre superficies fechadas e orientadas. Estes



invariantes sao: 6, dado pela diferenca entre o nimero de componentes regulares de
M* e M~, 0, dado pela diferenga entre a soma total dos géneros de M+ e de M~
e 0, dado pela diferenga entre a caracteristica de Euler de M* e M~. Conseguinte,
apresentamos uma sequéncia de transicoes de codimensao um e estudamos seus efeitos
sobre os invariantes apresentados acima. E, por fim, apresentamos grafos com pesos nos
vértices como um invariante global de aplicagoes estaveis, o qual serve para auxiliar
outros invariantes ja conhecidos na classificacao dessas aplicacoes. Tomamos como
referéncias para este capitulo os trabalhos de E. Chincaro [3], Hacon, Mendes de Jesus
e Romero Fuster [9], [12], [14], Mendes de Jesus [23] ¢ Ohmoto e Aicardi [26].

No capitulo 3, abordamos as cirurgias de aplicagoes estaveis para tratar da cons-
trucao de aplicagoes estaveis com grau arbitrario, entre superficies fechadas e orienta-
das. Posteriormente, estudamos os efeitos destas cirurgias sobre os invariantes apre-
sentados no capitulo 2. As principais referéncias para este capitulo sao [12], [14] e
[23].

Finalmente, no capitulo 4, com base nos resultados obtidos nos capitulos anteriores,
apresentamos um teorema global para aplicagoes entre superficies fechadas e orientadas,
que leva a uma nova demonstragao para o teorema de Quine ([28]), esta demonstragao

¢ devida a Mendes de Jesus em [23].



Capitulo 1
Preliminares

Um dos problemas classicos em Topologia é a classificacao dos espagos topoldgicos
via homeomorfismos. Neste contexto, os chamados invariantes topolégicos desempe-
nham um papel importante nesta classificacao. Em geral, um invariante topoldgico

permite provar quando dois espacos nao sao homeomorfos.

Neste capitulo, sao apresentados alguns conceitos e resultados que serao usados
no desenvolvimento deste trabalho. Por serem resultados familiares, omitiremos mui-
tas das demonstracao, mas mencionaremos as principais referéncias onde podem ser

encontradas.

A priori, definiremos os complexos requlares e com base neles, trataremos de um
invariante topoldgico completo muito utilizado para diferenciar superficies compactas
e conexas: a caracteristica de Fuler. Conseguinte, abordaremos alguns conceitos da
Teoria de Singularidades do ponto de vista da Topologia Diferencial, como, por exem-
plo: a topologia de C'*° de Whitney, aplicagoes estaveis, conjuntos singulares e grau de

aplicacoes.

As principais referéncias deste capitulo sao [7], [11, [15], [16], [19], [33] e [34].

1.1 Complexos regulares
Nesta secao apresentaremos alguns conceitos no contexto da topologia de superficies,
baseados em [16], [19] e [34].

Definicao 1.1. Uma n-célula é um conjunto cujo interior ¢ homeomorfo a um disco

n-dimensional D" = {x € R" : ||z|| < 1} com a propriedade adicional de que sua



1.1. Complexos regulares )

fronteira deve ser dividida em um nimero finito de células com dimensoes menores,
chamadas faces da n-célula. Além disso, dados p uma k—célula e o uma j—célula,

dizemos que o < p se o € uma face de p.

1. Uma célula 0—dimensional € um ponto A.

2. Uma célula 1—dimensional é um segmento de linha a = AB, onde A e B sao

0—células.

3. Uma célula 2—dimensional é um poligono p = ABC' (geralmente um triangulo),
onde AB, BC e AC sao 1—células.

De modo geral, as faces de uma n-célula sao as células de dimensao menor: pontos
finais de uma 1-célula sao as 0-células, a fronteira de uma 2-célula consiste de 1-células

e O-células e as faces de uma n-célula consiste e 0-células, 1-células, ..., n — 1-células.

Definicao 1.2. Um n-complexo regular é a uniao de k-células, com 0 < k <n, ou

seja, K = U k-células.

k=0

Observemos que se 7 < 7, entao o t—complexo esta contido em algum j—complexo.

Ky K, K>

Figura 1.1: Construcao de um 2-complexo.

Observemos que a dimensao do complexo K é a maior dimensao das células que o
compoem. Por exemplo, a Figura ilustra a construcao de um 2—complexo porque

a maior dimensao das células que o compoem é 2.

Definicao 1.3. Seja K um n—complezxo regular. O conjunto de todos os pontos nas

células de K ¢

|[K|={z:x€0€K; o éuma célula em K }.

|K| é chamado espago subjacente do n—complexo K.

Note que o n-complexo regular K e o espago original | K| sdo espagos distintos, pois

| K| é um conjunto de pontos, enquanto K é um conjunto de células.
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Definicao 1.4. A caracteristica de Euler de um n—complexo reqular K, denotada

por x(K), é o nimero definido pela soma alternada das células do complexo K, isto é,
X(K) = #(0 — célula) — #(1 — célula) + #(2 — célula) — ... (—1)"#(n — célula),

onde #(r — célula) denota o nimero de r—células do complezxo K.

Exemplo 1.5. Para um 2—complexo, denotando F = #{faces}, A = #{arestas} e

V' = #{vértices}, a caracteristica de Euler é dada por:

X(K)=V —-A+F.

1.1.1 Grafos

Nesta subsecao introduziremos alguns conceitos da Teoria dos Grafos necessérios

para o entendimento deste trabalho. As principais referéncia sao [10] e [34].

Definicao 1.6. Um grafo, G, é um 1—complexo conezo.

Uma aresta em G conectando dois vértices u e w serd denotada pelo par [u, w] ou,
simplesmente, por uw. Neste caso, dizemos que os vértices u e w sao adjacentes. As
arestas de um vértice u sao aquelas que se conectam a este vértice, isto é, as arestas
de G do tipo uw. Quando u possui apenas uma unica aresta, u ¢ chamado vértice
extremo. Neste caso, a aresta de u é dita aresta extrema. Arestas Adjacentes
sao duas arestas com um extremo em comum. Um lago (loop) em G é uma aresta
da forma wu. O grau de um vértice u, denotado por deg,, ¢ o nimero de arestas

incidentes sobre w.

Definicao 1.7. Um caminho em G é uma sequéncia alternada de vértices (distintos)

e arestas

Vo, [Vo, v1], V1, [U1, Vo], Vo, -+ U1, [Ui—1, U, vp

O numero natural t é chamado de tamanho do caminho. Supondo que ocorra vy = vy,
o caminho serd chamado de ciclo. Se G nao possui ciclos dizemos que G € uma

drvore.

Exemplo 1.8. A Figura ilustra quatro exemplos de grafos. Em (a) ndo ocorrem
ciclos, em (b) e (c) ocorrem um ciclo e em (d) ocorre um lago (ciclo com uma tnica

aresta,).
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(a) (b) () (d)

Figura 1.2: Exemplos de grafos.

Definicao 1.9. O numero de ciclos de um grafo G € chamado de nimero de Betti

do grafo G e é denotado por B1(G).

Teorema 1.10. [16] Se G é um grafo, entio o nidmero de ciclos de G é dado por
fi(G)=1—-V + A,

onde V e A sdo, respectivamente, o numero de vértices e arestas de G.

Definicao 1.11. Uma drvore é um grafo G que nao possui ciclos.

O grafo ilustrado em [1.2] (a) é uma 4rvore.
Note que no caso em que G é uma arvore, temos V = A + 1.

Observacao 1.12. Dado que um grafo G é um 1—complexo, seque pela do Exemplo

que a caracteristica de Euler de um grafo € dada por
X(G)=V—A.

Teorema 1.13. [16] Dado um grafo G, se G é uma drvore, entio X (G) = 1.
Teorema 1.14. [16] A caracteristica de Euler é um invariante topolégico para grafos.

Definicao 1.15. Um grafo G ¢é dito bipartido se é possivel atribuir sinais £ a cada
um de seus vértices de forma que cada aresta conecte vértices de sinais opostos. Caso

contrdrio, dizemos que G € nao-bipartido.

Teorema 1.16. [3]] Um grafo G € bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos
tém tamanho par. Caso contrdrio, se G tem um ciclo de tamanho impar, ele € nao-

bipartido. Consequentemente, toda drvore é um grafo bipartido.

Exemplo 1.17. Na Figura o grafo (b) € bipartido pois tem ciclo de tamanho

quatro, enquanto o grafo (c) nao € bipartido por ter um ciclo de tamanho trés.
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Definicao 1.18. Dois grafos G1 e Go sao ditos isomorfos se existe uma bijecao
p: V(Gy) — V(Gy) preservando adjacéncias, isto é: uw € A(G1) se, e somente se,
p(u)p(w) € A(G2), onde V(G;) e A(G;) sdo, respectivamente, os vértices e as arestas
do grafo G;, com i =1,2.

Definicao 1.19. Um grafo com peso é um grafo em que a cada um dos seus vértices

estd associado um numero natural.

Neste trabalho, os grafos considerados sao apenas os grafos com pesos, os quais a

partir de agora, serao chamados apenas de grafos.

1.1.2 Superficies orientaveis

Definicao 1.20. Uma variedade topolégica n—dimensional ¢ um espaco to-
pologico de Hausdorff tal que todo ponto possui uma vizinhanga topologicamente equi-
valente a um disco aberto n—dimensional, centrado em x e com raio r, D™(x,r) =
{y eR™ |lz—y| <r}.

Definicao 1.21. Uma wvariedade topologica n—dimensional com bordo é um
espaco topologico de Hausdorff tal que todo ponto tem uma vizinhanga topologicamente
equivalente a um disco n—dimensional ou a um meio disco D! = {x = (x1,--- ,1,,0) €
R™: ||z|| <r ez, > 0}.

Definicao 1.22. Uma superficie é uma variedade 2—dimensional.

Definicao 1.23. Uma superficie M ¢é orientdvel se toda curva fechada e simples
sobre M preserva a orientagao. Caso contrdario, se eriste wma curva que inverte a

orientacao, dizemos que M é nao-orientdvel.

Exemplo 1.24. A esfera e o k—toro sao exemplos de superficies sem bordo, enquanto
que a faiza de mobius e o cilindro circular, reto e finito sao superficies com bordo,
pois possuem pontos cuja vizinhanga € topologicamente equivalente (homeomorfa) a
meio disco. A faiza de mdbius possui apenas um bordo e o cilindro possui dois bordos
circulares. Dentre estas superficies a esfera, o k—toro e o cilindro sao orientdveis,
jd a faixa de mobius € nao-orientdvel, pois possui um caminho fechado que inverte a

orientacao.

Dizer que uma superficies é nao-orientavel e o mesmo que dizer que ela contém uma

faixa de mobius. Mas, para este trabalho importam apenas as superficies orientaveis.

Definicao 1.25. Um espaco topoldgico 2— dimensional M € trianguldvel se é possivel

arranjar um 2—complexo k com espago subjacente |K| homeomorfo a M (|K| = M),
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que possua apenas células triangulares que satisfazem a condicdo de que dois triangulos

sao identificados ao longo de uma aresta, ou somente em um vértice ou sao disjuntos.

Definicao 1.26. Uma triangulagao de um complexo K é dito complexo simplicial

ou uma triangulagcao em M. Uma célula de um complexo simplicial € dito stmplex.

Definigao 1.27. Uma triangulagcdo de uma superficie (sem bordo) é um 2—

complexo simplicial tal que:

1. cada aresta € identificada com exatamente uma outra aresta;

2. um dado vértice pode pertencer an triangulos, denotados por Ty, --- ,T,, de modo
que nesta sequéncia, dois a dois triangulos sao adjacentes e possuem uma aresta

em comum, e T, se identifica com T} ao longo de uma aresta.

Teorema 1.28. [16/ Uma superficie ¢ compacta se, e somente se, qualquer trian-

gulacao possui um numero finito de triangulos.
Definicao 1.29. Uma superficie € dita fechada se é compacta e nao possui bordo.

Teorema 1.30. [16/ Uma superficie é conexa se, e somente se, uma triangula¢ao
pode ser arranjada na ordem Ty, - T}, de modo que cada triangulo possui no minimo

uma aresta identificada com a aresta do triangulo anterior.

Exemplo 1.31. A Fz'gum ilustra uma triangulagao da 2-esfera (S*). Como pode-
mos ver, cada triangulo possui pelo menos uma aresta comum com a aresta de outro
triangulo. Além disso, qualquer triangulacao da S* € finita. Portanto, ela é uma

superficie compacta e coneza.

Figura 1.3: Triangulacao da S2.

1.1.3 Caracteristica de Euler de superficies orientaveis

Seja M uma superficie compacta e conexa. Pode-se demonstrar (ver [16]) que se K
¢ um 2—complexo regular, tal que seu espago subjacente | K| é homeomorfo a M (| K| =
M), entao a caracteristica de Euler de M é dada por x(M) = x(K) =V — A+ F (ver
Definigao e Exemplo . A caracteristica de Euler de uma superficie independe

do 2—complexo regular construido.
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C-AA@

Figura 1.4: Espaco subjacente homeomorfo ao disco D?.

Exemplo 1.32. O disco fechado D?* possui a mesma caracteristica de Euler que uma
regiao triangular. Com efeito, tome trés pontos nao colineares no plano. Una-os com
arestas e considere uma face na regiao delimitada por esta figura. Temos entao um
2-complexo K cujo o espago subjacente |K| € uma regido triangular do plano, como

ilustra a Figura[1.f, Como esta regiao é homeomorfa a um disco fechado, seque que

X(D?)=x(K). Em K,V =3, A=3¢e¢F =1, logo, x(D*) =V — A+ F =1.

Exemplo 1.33. A fim de calcular a caracteristica de Euler da 1—esfera (S*), cons-
truimos um 1—complexo reqular K cujo o espago subjacente |K| é homeomorfo a S*,

conforme Figura |1.5.

ﬁNQ&

Figura 1.5: Espaco subjacente homeomorfo a S*.

Deste modo, x(S*) = x(K) e prova-se que o seu valor independe do 1—complezo
construido. Como podemos ver na Figura o numero de vértices € igual ao numero

de arestas (V = A = 3). Assim, concluimos facilmente que x(S') = 0.

Exemplo 1.34. De modo andlogo aos Exemplos[1.39 e[1.35, usando, por exemplo, a
triangulacdo da S? ilustrada na Figura obtemos x(S?) = 2.

O préximo teorema diz que a caracteristica de Euler constitui um invariante to-
poldgico completo para superficies compactas e conexas. Isso significa que se M e
N sao superficies compactas, conexas e homeomorfas, entao elas possuem a mesma

caracteristica de Euler, ou seja, x(M) = x(N).

Teorema 1.35. [3]] Duas superficies compactas e conexas sao homeomorfas se, so-
mente se, elas tém a mesma caracteristica de Fuler e sao ambas orientdaveis ou ambas

nao-orientdveis.

Proposicao 1.36. [16] Se M e N sao superficies compactas e conexas, entao

V(M UN) = x(M) + x(N) = x(M N N). (L1)
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Proposigao 1.37. Seja M = MyU... UMy a unidgo de superficies compactas e conexas
(com bordo), tais que para quaisqueri,j € {1,...,k},i # j, ou M;NM; = @ ou M;NM,;

é homeomorfo a S*. Entao
k

X(M) =" x(M)). (1.2)

=1

Sejam M e N duas superficies disjuntas. Em cada uma delas, removendo um
pequeno disco, obtemos as superficies M’ e N’ com uma nova componente de bordo
cada, denotadas por ¢; e ¢a. Colando ¢; e ¢z, como exemplifica a Figura [I.6] obtemos

uma nova superficie.

112

3T? T*#2T°
Figura 1.6: Soma conexa do toro (7?) com o 2—toro (27?).

Definicao 1.38. A soma conexa de M e N, denotada por M#N € a nova superficie

obtida na descri¢ao acima (a Figura[1.6 ilustra uma soma coneza).

Observagao 1.39. Ao efetuarmos a soma conexa de uma superficie qualquer com a
esfera, nao alteramos (a menos de homeomorfismo) a superficie. Em outras palavras,
M#S?% = M, seja qual for a superficie M, conforme mostra a Figura . Isso significa

que a S? € o elemento neutro da soma coneza de superficies.

QD - I

S? M S’ l M’

112

M S2H M

Figura 1.7: Soma conexa de uma superficie com a S2.

Proposicao 1.40. [19] Para a soma coneza de duas superficies, M e N, temos que

X(M#N) = x(M) + x(N) — 2. (1.3)
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Demonstracao: Se M e N sao disjuntas e M’ = M \ D?, entao

X(M') = x(M)—x(D?

X(N') = x(N)—x(D?

Além disso, M’ N N’ = St Logo,
X(M#N) = x(M"UN').
Pela Proposigao segue que

X(M#N) = x(M) + x(N) — 2.
0

Teorema 1.41. (Teorema de Classificacao) [16] Toda superficie compacta, orientdvel

e sem bordo € homeomorfa a esfera S* ou a soma coneza de n toros.

Definicao 1.42. O género de uma superficie compacta e orientavel M, denotado por

g(M), corresponde ao nimero de toros ou al¢as presentes nela.

Teorema 1.43. (Teorema de Classificagao) [16] Uma superficie compacta, orientdvel
e com bordo € homeomorfa a esfera ou a soma conexra de n toros, com um numero

finito de discos removido.

Teorema 1.44. [19] Seja M uma superficie compacta e orientdvel com k componentes

de bordo. A caracteristica de Euler de M é dada por
X(M) =2-29(M) — k.
Corolario 1.45. Se M uma superficie compacta, orientdvel e sem bordo, entao

X(M) =2 —2g(M). (1.4)

Desse modo, dado o género da superficie, podemos determinar sua caracteristica de
Euler.

Definicao 1.46. Seja M uma superficie compacta, orientdvel e sem bordo. O género
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de M € dado por .
g(M) = 5(2 = x(M)). (1.5)

2
Assim, dado a caracteristica de Euler da superficie, conseguimos saber qual é o

género dessa superficie.

1.2 Aplicacoes estaveis

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos da Teoria das Singularidades do ponto
de vista da Topologia Diferencial, tais como: wvariedades diferencidveis, aplicagoes
estaveis, topologia C° de Whitney e conjuntos singulares. As principais referéncias
sao [7], [27] e [33].

Definicao 1.47. Sejam X uma variedade topologica n—dimensional e V; um aberto de
R™, onde I i € um conjunto de indices. Dizemos que X € diferencidvel de classe
C*, 0 < k < oo, se é um conjunto junto com uma familia de aplicacées biunivocas

¢; Uy C X = V;, chamadas carta local (ou sistema de coordenadas local), tal que:

i) Os dominios das cartas recobrem M, isto é, | J,c; Ui = X.

ii) Para todo par i,j € I, o dominio das aplicagies ¢j o ¢;*, isto é, ¢i(U; NU;) é

7

um aberto de R™ e as aplicagoes
¢; 007 (Ui NU;) — ¢;(U; N T;)

sdo diferencidveis de classe C*.

Uma familia de cartas locais {(U;, ¢,) }ies satisfazendo as condigbes da Definigao
¢ dita uma estrutura diferencidvel de classe C* em X ou um atlas de classe C*
em X. As inversas das cartas locais sao ditas parametrizagoes locais e as aplicacoes

¢j o ¢; ' sdo chamadas de mudanga de coordenadas local.

Ou seja, uma variedade é um objeto que é construido localmente, como o espago
aritmético R", onde n designa a sua dimensdo. Portanto, uma superficie (que ja sa-
bemos ser uma variedade topoldgica 2—dimensional) é do ponto de vista da defini¢ao

acima, diferenciavel.

Dadas duas variedades diferencidaveis X e Y, denotamos por C"(X,Y), r < 0o o
espago das aplicagoes diferencidveis de classe C" de X em Y e, por C*°(X,Y") o espago
das aplicacoes diferenciaveis de classe C*° de X em Y. A topologia dos espacos destas

aplicagoes (ver [15]) pode ser dada como segue.
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Definigao 1.48. Sejam f € C"(M,N),r < oo, ® = {¢;,U; }icn um atlas de M local-
mente finito, K = {k;}ien uma cobertura por compactos de M com K; C U; tal que
f(K;) C V;. Considere ¥ = {4;,V;}iea um atlas de N e € = {€;}ien > 0 uma familia
de nimeros reais. Uma vizinhanga fundamental N"(f; ¥, ®, K,€) de f é o conjunto

das aplicagoes g : M — N tal que para todo i € A, g(K;) CV; e

ID* (i 0 fod; ) (@) = DM(iogod (@) < e
para todo x € ¢;(K;),k=0,--- 7.

Observacao 1.49. Em outras palavras, a representacao local de g e suas derivadas
estao e-proximas da representacao local de f e suas derivadas dentro de cada compacto

que cobre X.

Definigao 1.50. A topologia C" de Whitney em C"(X,Y) € gerada pelas vizi-
nhangas (abertos) descritos na Definicio [1.48.

Definigao 1.51. A topologia C*>* de Whitney em C>*(X,Y) ¢é definida como a
unido das topologias induzidas pela inclusio C*(X,Y) — C"(X,Y),r < oc.

Defini¢ao 1.52. Seja o grupo A = {¢ : X — X, ¢ : Y — Y}, onde ¢ e ) sdo
difeomorfismos. Em rela¢io a composi¢ao, A atua sobre f € C*(X,Y) da sequinte

manewra:

p: AxC®X,)Y) — C>(X.,Y)
(0, 0), /) = o(d,9),f)=g=vofop™t
Definigao 1.53. A A—drbita de uma aplicagio f € C®(X,Y), é o subconjunto das

aplicagoes g € C(X,Y), tais que existe um par de difeomorfismos (¢,%) € A onde
g=vofogp

Definigao 1.54. Sejam f,g € C*(X,Y), com X e Y wvariedades diferencidveis. Di-
zemos que [ é A—equivalente a g (estao na mesma A—drbita), e denotamos por
f ~4 g, se existem difeomorfismos ¢ : X — X e :Y =Y tais que g=1vo fod !,

ou seja, o sequinte diagrama comuta:

xt.oy
ol P

Defini¢ao 1.55. Dizemos que f € C°(X,Y) é A—estdvel se existe uma vizinhang¢a
aberta Wy de f, na topologia C*°— Whitney, tal que para toda aplicacao g € Wy, vale
a relagao f ~4 g.
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Denotamos por £(X,Y) C C(X,Y) o conjunto das aplicagoes A—estaveis de X
em Y, e o complementar por D = C*(X,Y)\E(X,Y) que é dito conjunto discrimi-

nante e é formado pelas aplicagoes nao estaveis.
Defini¢ao 1.56. Duas aplicacoes f,g € C*(X,Y) sio isotopicamente estdveis se
existe uma aplicagio F : X x [0,1] =Y de classe C* tal que:

i) Fy: X x[0,1] =Y € estdvel para cada t € [0,1];

ZZ) F():f 6F1:g.

Definicao 1.57. Duas aplicacoes f,g: X — Y de classe C*°, sao ditas homotopicas
(e representamos por f ~ g) se existe uma aplicagio continua F : X x [0,1] = Y tal

que:

i) F(x,0) = f(x);

it) F(z,1) = g(z);

para todo © € X. Neste caso dizemos que F' é uma homotopia entre f e g (F : f ~g).

Figura 1.8: Configuracao simbdlica da interse¢ao de um plano com C*(M, N).

Observagao 1.58. Dizer que f e g sdo isotopicamente estdveis € equivalente a dizer
que f e g se encontram na mesma componente conexa de E(X,Y), pois uma isotopia
estdvel define um caminho estdvel entre estas aplicagoes. Por exemplo, na Figura[I.§
as aplicacoes f e g sdo A—equivalentes e consequentemente isotopicamente estdveis,
enquanto as mesmas em relacdo a h nao sao isotopicamente estdveis, pois estao em
diferentes componentes conexas de E(X,Y). No entanto, f e g em relagao a h sao

homotopicas.

Para descarregar as notagoes, de agora em diante nos referiremos as aplicagoes

A—equivalentes e A—estaveis apenas por equivalentes e estaveis, respectivamente.
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1.2.1 Conjunto singular e contorno aparente

Nesta subsecao apresentaremos algumas propriedades de aplicagoes estaveis f :
M — N, onde M e N sao superficies compactas, conexas, orientadas e sem bordo.
Salvo mengao contraria, estaremos sempre tratando deste tipo de aplicacao. Os teo-
remas e definigoes apresentados sao devidos a Whitney e foram retirados de [7], [15] e
[33].

Definicao 1.59. Seja f: M — N uma aplicagao estavel entre duas superficies fecha-
das e orientadas M e N, o conjunto singular de f, denotado por X f, € o conjunto
de pontos p € M nos quais o posto da diferencial df, nao é mdximo. Um ponto
p € M\ Xf é dito ponto regular de f e um ponto y € N ¢é dito valor regular de f
se, f~Y(y) contém somente pontos requlares. O contorno aparente de f, denotado

por Bf = f(Xf), € a imagem do conjunto singular de f.

Observacao 1.60. [7/ Se f : M — N é uma aplicagao estdvel, entao o conjunto

singular de f, X f, € uma subvariedade de codimensao 1 em M.

Figura 1.9: Tipos de pontos do conjunto singular.

Se p € ¥ f, entao, como ilustra a Figura [1.9, uma das seguintes situacoes ocorrem:

{ (a) T,Xf & Ker(df,) =T,M
(b) T,2f = Ker(df,) '

onde T,Xf é a reta tangente a X f no ponto p e Ker(df,) é o nicleo da aplicacao

diferencial de f no ponto p.

Defini¢ao 1.61. Um ponto p € M ¢ dito ponto de dobra se satisfaz (a) e ponto de

cuspide se satisfaz (b).

Na Figura 1.9} p é um ponto de dobra e ¢ é um ponto de ciispide. Note que o T,X f
¢ levado pela df, na reta tangente a f(p), enquanto que T, X f é levado por df, sobre

f(q).
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Segundo Whitney [33], se f é uma aplicagao estavel, entao para cada ponto p € M,
existem coordenadas locais (z1,x2) centradas em p e (y1,y2) centradas em f(p), tais

que f é equivalente a uma das formas locais:

i) (z1,22) — (Y1,y2) = (21, x2), p é ponto regular;
ii) (x1,22) = (y1,92) = (21, 22), p é ponto de dobra;

iii) (21, 22) = (y1,92) = (x122 — 23, 23), p é ponto de cispide.

dobra cuspide
M b ‘/
—

Figura 1.10: Singularidades de aplicagoes estaveis.

Definicao 1.62. O conjunto singular de f é formado por curvas de dobra com a
possibilidade de pontos de cispides isoladas, ou seja, L f = Dy UCy, onde Dy = {p €
Xf; p € ponto de dobra} e Cy = {p € Xf; p € ponto de cispide isolado}.

Definicao 1.63. Uma aplicacdo estdvel entre superficies é chamada de aplicacao

plana de Whitney ou aplicacao excelente

Figura 1.11: Pontos de dobra e de ctspide.

Na Figura|l.11, d é um ponto de dobra e a cuspide ¢ é (sempre) o ponto de encontro

de duas curvas de dobra. Note que uma curva singular (sempre) separa regioes de M
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cuja orientacao é preservada ou invertida por f, e também que o ponto y possui trés
pré-imagens, a saber, 1, T3 e z3, enquanto o ponto f(z) possui apenas uma pré-imagem

x.

Definicao 1.64. Seja f : M — M uma aplicacao estdvel, a orientagcao das curvas
do contorno aparente de f ¢ dada da sequinte maneira: ao percorrer a curva de acordo

com a sua orientacdo, o numero de pré-imagens de f é sempre maior do lado esquerdo.

Observacao 1.65. Se dois pontos na imagem de uma aplicacdo estavel estao separados
por uma curva do contorno aparente, entao a diferenca do nimero de suas respectivas
pré-imagens é dois, sendo que a regiao para a qual a cuspide aponta possui menos pré-
mmagens. Por exemplo, na Figura |1.11] a regiao para a qual a cuspide aponta possui

apenas uma pré-imagem, enquanto a outra regiao possui trés pré-imagens.

Lema 1.66. Se f : M — N € uma aplicagao estdvel, onde M ¢é uma superficie fechada
e orientada, entdo as curvas que compoem o conjunto singular X f sao todas fechadas,

simples e disjuntas.

Demonstragao: Considere a aplicacao f dada no enunciado. Se existe uma curva
«; do conjunto singular de f aberta, ou seja, que termine em um dado ponto, entao
os dois lados de f(q;) possuem o mesmo nimero de pré-imagens, o que contradiz a
Definigao [I.64] Se existe uma curva «; do conjunto singular de f com auto-intersegao,
obtemos uma contradicao quando analisamos localmente no ponto de auto-intersecao
as regides cuja orientagao é preservada e invertida por f. Andlogo para o caso de duas

curvas com ponto em comum.

Portanto, o conjunto singular de f deve possuir somente curvas fechadas, simples e

disjuntas. 0

Observacao 1.67. As componentes do complemento do conjunto singular de uma
aplicagao estavel f sao levadas por f com orientagoes opostas, logo Xf separa M\ ¥ f
em componentes disjuntas. As curvas singulares de X f separam M em regioes conexas,
que sao as componentes do complemento M\ Xf. Isto se deve ao fato do conjunto X f

ser composto apenas de curvas fechadas em M, conforme o Lema|1.60.

Como o conjunto singular de uma aplicacao estavel é composto por dobras e cuspides

isoladas, segue pelo Lema [1.66}

Proposicao 1.68. Seja f : M — N uma aplicagao estdvel, onde M é uma superficie
fechada e orientada. O contorno aparente de f, Bf, € uma colegcio de curvas fecha-
das 1mersas em N, cujas singularidades sao pontos duplos transversais, ou seja, sem

tangéncias e pontos de cuspides isolados.
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Observagao 1.69. Se f : M — N ¢ uma aplicagao estdvel onde M e N sao superficies
fechadas e orientadas, entdo as curvas do conjunto singular Xf separam as regioes de

M cuja orientacao € preservada ou invertida por f.

Respeitando o fato de que cada curva singular de X f separa regioes de M cujas
orientacoes sao opostas, podemos atribuir a uma aplicacao estavel f entre duas su-

perficies fechadas e orientadas, sinais + a cada uma das componentes do complemento
M\ Xf.

Defini¢ao 1.70. Uma regidgo conexa R € M\ Xf € dita positiva de f preserva a sua

orientacao, caso contrdrio, R ¢ dita negativa.

Figura 1.12: Sinal das Regioes de M.

Definigao 1.71. Denotemos por M;" o fecho de cada regiio conexa de M \ Lf cuja
orientagao € preservada por f, e M; o fecho de cada regiao conera cuja orientagdio é

wmvertida por f.

Para facilitar as notagoes consideremos os conjuntos regulares M+ = |J, M;" e
M- = ; M;", disso segue que M e M . sao superficies compactas com bordo e além
disso

M =M M~ e Sf=M\M",
onde

M (\M; €Sf  ou MM =0

Podemos definir o sinal de qualquer cispide de f, levando em consideragao a ori-

entagao da regiao para a qual ela aponta, como mostra a Figura [1.13

Definicao 1.72. Se a cuspide ¢ aponta para a regido positiva da aplicagao estdvel f,
dizemos que o sinal da cuspide € s(c) = +1, caso contrdrio, se a ciuspide aponta para

a regiao negativa de f, dizemos que o sinal da cispide é s(c) = —1.
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Figura 1.13: Sinal de cuspide.

Observacao 1.73. Veja que a aplicacao estdavel f : M — N leva uma vizinhanga Us

do conjunto singular em uma vizinhanga Vgy do seu contorno aparente.

1.3 Grau de aplicacoes entre superficies

Nesta secao, obteremos o grau de uma aplicagao examinando a imagem inversa de
um valor regular de uma aplicacao prépria f : M — N, de classe C', onde M e N sao

superficies compactas, orientadas e sem bordo. Os resultados apresentados aqui sao
baseados em [17] e [I§].

1.3.1 Grau local

Definigao 1.74. Uma aplicacio f: M — N é prépria se a imagem inversa [~ (K)

de todo compacto K € N é um compacto em M.

Sejam M e N superficies fechadas e orientadas e f : M — N uma aplicagao propria
de classe C'. De acordo com [I§], para todo valor regular y € N, de f, a imagem
inversa f~!(y) ¢ uma subvariedade compacta de dimensdo 0 em M, donde consiste em

um nimero finito de pontos:

f_1<y) - {1:17 e 7x7l} C M.
O que é completado pelo Teorema, [1.75]

Teorema 1.75. [18]/ Se M e N sao superficies fechadas e orientadas, e f : M — N
uma aplicacao prépria de classe C*. Todo valor reqular vy € N possui uma vizinhanca
aberta V' tal que f~Y (V) = Uy U--- U Uy € reunidgo finita de abertos U;, dois a dois

disjuntos, cada um dos quais f aplica difeomorficamente sobre V.
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Definigao 1.76. Dizemos que um ponto z;, € f~'(y) € positivo se x;, € M. ou
negativo se ry € M, onde M e M;" estao expressos na Defini¢ao m

L.

Figura 1.14: Grau de uma aplicacao em um ponto .

Definicao 1.77. Sejam M e N superficies fechadas e orientadas e f : M — N uma
aplicagao prépria de classe Ct. O grau de f mo ponto y (grau local), denotado
por deg,(f) € a diferenca entre o niumero de pontos positivos e o niumero de pontos

negativos em f~1(y).

Exemplo 1.78. A Fz’gum ilustra localmente uma aplicagdo f, onde temos f~(y) =
{1, 29,23}, sendo x1 e x3 pontos positivos, pois pertencem a regides cuja orienta¢do
¢ preservada por f, enquanto que xo € um ponto negativo, jd que pertence a uma
regido cuja orientacdo € invertida por f. Assim, deg,(f) = 2 —1 = 1. Analoga-
mente deg, (f) = 1. Note também que ao atravessar a imagem do conjunto singular
da aplicacdo estdvel f, o numero de pré-imagens aumenta ou diminui por dois pontos

(ver Defini¢ao M), 0s quais sao aplicados por f com orientacoes opostas.

Observacao 1.79. O grau local em um ponto de cuspide corresponde ao sinal local da

cispide da Definig¢io[1.73

1.3.2 Grau global

O proximo teorema diz que para uma aplicacao entre duas superficies fechadas e
orientadas M e N, onde N é conexa, o grau da aplicacao independe do valor regular

escolhido.

Teorema 1.80. [18] Sejam M e N superficies fechadas e orientadas. Se N € coneza,
a cada aplicacao prépria f: M — N, de classe C?, corresponde um nimero inteiro r,

tal que para qualquer valor reqular y € N, de f, tem-se que deg,(f) = d.
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Defini¢ao 1.81. O nimero d = deg,(f) do Teorema[1.8(0 é o graw da aplicagao f,

ou simplesmente, deg(f).

Ou seja, o grau (global) de uma aplicagao entre duas superficies fechadas, conexas

e orientadas M e N ¢ igual ao grau local, qualquer que seja o valor regular.

Propriedade 1.82. [1§/

1. Se f: M — M € a aplicagao identidade, entio deg(f) = 1;

2. Se f,g: M — N sao propriamente homotdpicas em classe C?, entdo deg(f) =
deg(g);

3. Se f: M — N ndo é sobrejetiva, entao deg(f) =0;

4.8 f: M — Neg: M — P sio proprias, de classe C?, onde M, N e P

sao superficies fechadas e orientadas, com N e P conezxas, entio deg(g o f) =
deg(g) - deg(f).

Em geral, neste trabalho, as aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orien-
tadas M e N, onde M tem género gy, sao aplicagoes com grau positivo, a menos que
mencionemos o contrario (aplicagoes com grau negativo podem ser obtidas de modo

andlogo). Estas aplicagoes sao obtidas da seguinte forma:

Consideramos l; : M — R? é uma imersdao de M, centrado na origem, no 3—espaco
euclidiano e, j; : l;(M) — N € a projecao radial (ou projecao normal quando j; = ;)

da imagem de l; sobre N. A aplicacdo f; € a composi¢cao j; o l;.

J2
i l R I
(a) ///;2 ) /',I (b) /1/82 @ I,’,

________________

Figura 1.15: Aplicagoes da esfera na esfera com grau 1.

Exemplo 1.83. A Figura[I.1 ilustra duas diferentes aplica¢oes estdveis da esfera na
esfera. Em (a) a aplica¢ao fi possui uma unica curva singular, duas cispides e grau
1. Em (b) a aplicagao fy possui duas curvas singulares, nenhum ponto de cispide e

grau 1.
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Exemplo 1.84. Uma aplicagao estdvel que usaremos bastante neste trabalho € a aplicagao
identidade Id : N — N, que possui conjunto singular vazio, grau 1 (conforme Propri-

edade |1.89), zero cuspides, zero pontos duplos, género gn e uma unica componente
) ) )

reqular.



Capitulo 2

Invariantes de aplicacoes estaveis

entre superficies

Neste capitulo associamos a uma aplicacao estavel entre superficies fechadas e orien-
tadas o vetor ¢, cujas coordenadas sao invariantes globais da aplicagao. Apresentamos
alguns invariantes globais associados ao conjunto regular de aplicacoes estaveis entre
superficies fechadas e orientadas. Falamos de alguns invariantes locais e das transicoes
de codimensao um que interessam a este trabalho, e estudamos os seus efeitos sobre os
invariantes apresentados. Posteriormente, definimos os grafos com pesos nos vértices
como um invariante global de aplicagoes estaveis entre superficies, que serve para au-
xiliar outros invariantes ja conhecidos, na classificacao dessas aplicagoes. Tomamos
como principais referéncias os trabalhos de E. Chincaro [3], Hacon, Mendes de Jesus e
Romero Fuster [9], [12], [14], Mendes de Jesus [23] e Ohmoto e Aicardi [20].

A menos que mencionemos o contrario, todas as aplicacoes referidas neste capitulo,
assim como nos demais, sao aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas
com grau positivo. O estudo das aplicagoes com grau negativo é analogo. E impor-
tante destacar também que este trabalho disserta sobre a topologia do dominio destas
aplicacoes, o que leva a resultados que podem ser usados numa nova demonstracao

para o teorema de Quine ([28]).

2.1 Invariantes do conjunto regular

O objetivo desta secao é apresentar os invariantes associados ao conjunto regular de
aplicacgoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas, que serao objeto de estudo

ao longo deste trabalho.

24
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Sejam M e N duas superficies fechadas e orientadas e f : M — N uma aplicagao
estavel, denotamos por M \ ¥ f o conjunto regular da aplicagdo f. Conforme visto
no capitulo anterior, M = M*|JM~, onde o conjunto M+t é a reuniao do fecho das
regioes regulares onde f preserva a orientagao e, o conjunto M~ ¢é a reuniao do fecho
das regioes regulares em que f inverte a orientacao, quando conveniente denotaremos

estes conjuntos por MJT e Mf_

Definicao 2.1. Dadas duas superficies fechadas e orientadas M e N, onde M tem

éenero e uma aplicacao estavel f : M — N, associamos a o sequinte “vetor”:
M, ’

O(f) = (u(f), deg(f), c(f), n(f), gr, v(f)), (2.1)

onde u(f) € o numero de componentes do conjunto singular f, deg(f) € o grau da
aplicagao, c(f) é o numero de cuspides, n(f) é o nimero de pontos duplos transversais

e v(f) € o nimero de componentes requlares da aplicagio f.

O vetor ¢ é um invariante global para aplicagoes estaveis entre superficies fechadas

e orientadas, pois cada uma de suas coordenadas é um invariante global da aplicacao.

Notagoes: Ao longo deste trabalho denotaremos por:

° vi( f) o ntimero de componentes regulares de M +
e g*(f) a soma total dos géneros da componente M=;
e ¢=(f) o ntimero de cuspides com sinal +1;

e X(M;) a caracterfstica de Euler de M*.

Observacao 2.2. Observe que v(f) = v (f)+v(f) € o nimero total de componentes

requlares e ¢(f) = ¢t (f) + ¢ (f) € o nimero total de cispides da aplica¢ao f.

Figura 2.1: Exemplo de aplicacao com grau zero do toro na esfera.
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Observacao 2.3. Nem sempre o género de M ¢ dado pela soma total dos géneros das
componentes requlares, isto €, nem sempre vale a igualdade gy = g7 (f) + g~ (f). Isso
ocorre quando o género da superficie ndo pertence a nenhuma das regioes requlares. A
Figura [2.1) ilustra um exemplo de aplicagio do toro na esfera em que isso ocorre. Na

Observacao veremos as condi¢oes necessdrias para gy = g7 (f) + 97 (f).

A partir deste momento, omitiremos sempre que conveniente e nao ambiguo, a

aplicacao estavel f: M — N.

Observagao 2.4. A caracteristica de Fuler de cada componente ]\4jE da aplicagao f,
¢ dada por

X(Mii) =2- 29(Mii) - Mf» (2.2)
onde g(]\/[ii) € /ﬁ denotam, respectivamente, o numero de géneros e o numero de

componentes de bordo de cada M.

Esse fato resulta diretamente do Teorema[l.f4], que diz que caracteristica de Euler de
uma superficie fechada e orientada com k componentes de bordo € dada por x(M) =
2 —2g(M) — k, pois vimos na Subsegdo que cada componente conexa ]\42.jE € uma
superficie fechada, orientada e com bordo, assim, confrontando estes dois resultados,

temos que a caracteristica de Euler de cada componente ]\IijE ¢ dada por
X(Mii) =2- QQ(Mii) - Nf-

Observacao 2.5. A caracteristica de Euler do conjunto M™* da aplicacio f € dada

por
X(M*) = 20% = 2% —p, (2:3)

onde p1 € o mimero total de componentes de bordo de M=.

+

Isto ocorre porque o conjunto M™T possui v= componentes requlares, isto é, M* =

j: ~ Va . . Ve
Ui_, M=, entdo a caracteristica de Euler do conjunto M* ¢

X(M) = 3 x(7) (2.4

Substituindo a equagdo na equagao temos

vE

X(M*) = (2—29(MF) — i)
=1
= 20F — 29" —p,
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onde p = Zil ,uj»t ¢ o nimero total de componentes de bordo de M=.

Observacao 2.6. Se f : M — N ¢é uma aplicagao estdvel entre duas superficies

fechadas e orientadas M e N, entdo a caracteristica de Fuler de M ¢é dada por
X(M) = x(MT) + x(M").
Pois, M = M+ |JM~, entao

x(M) = x(MTuM"~)
= X(MF)+x(M™) —x(M"nM").

Mas, o conjunto M™ N M~ (Subse¢ao € composto apenas de curvas fechadas,
simples e disjuntas sobre M (homeomorfas a S*), logo x(MT N M) = x(S') =0 ¢

X(M) = x(MT)+x(M").

Proposigao 2.7. Se f: M — N ¢é uma aplicagao estavel entre duas superficies fecha-

das e orientadas M e N, entdo o género de M € dado por

gu=1—v+ (9" +9)+pn (2.5)
Demonstragao: Sabemos pela Observagao [2.6] que

X(M) = x(MT)+x(M"). (2.6)

Por outro lado, pela Observagao temos y(M*) = 2vF — 2¢g* — p, onde p denota o
nimero de componentes de bordo de M*. Substituindo este resultado na equacao ,

segue

X(M) = (20 =297 —p) + (207 =297 — p)
= 2[(v +0v7) = (¢" +g7) — 4
= 20v—(g"+g7)—ul (2.7)

Como M é uma superficie fechada e orientada, entao x (M) = 2—2g,, (Coroldrio|l1.45)).
Substituindo este resultado na equacao e isolando gy, obtemos

gu=1—v+(g +g7)+un
O

Definicao 2.8. Uma aplicagao estavel f : M — N entre duas superficies fechadas e
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orientadas M e N ¢é dita uma aplicagao dobra quando nao possui ciuspides, ou seja,

o numero de cuspides c(f) = 0.

Definicao 2.9. O contorno irredutivel de uma aplicagcao estavel f : M — N, onde
M ¢é uma superficie fechada e orientada, € o seu contorno aparente Bf, quando o

congunto singular X f € conexo, ou seja, o numero componentes do conjunto singular €

u(f) =1.

Segundo Eliasberg [5], para cada aplicagao f : M — N de classe C™, existe uma
aplicacdo estdvel h homotdpica a f e com contorno irredutivel (inica componente

singular). Neste contexto, se M é fechada e orientada e f tem contorno irredutivel,

entéio u(f) = 1 e o(f) = 2, ou seja, G(f) = (1, deg(f), c(f),n(f): gar.2).

Exemplo 2.10. A Figura [1.19 ilustra duas aplicagoes estdveis fi e fa, onde a se-
gunda possui nao possui contorno irredutivel, pois uf = 2, enquanto a primeira pos-
sui contorno irredutivel, pois pf = 1. Note que ¢(f2) = (2,1,0,0,0,3) e ¢(f1) =
(1,1,2,0,0,2).

Observacao 2.11. Se f : M — N € uma aplicagao estavel com contorno irredutivel,
entdo gy = g7 + g, pois o numero de curvas singulares da aplica¢io é p = 1 e o
numero de componentes requlares € v = 2. Aplicando estes valores na Proposi¢cao

resulta gpr = g7 + 9.

Definicao 2.12. Dada uma aplicacao estavel f : M — N entre duas superficies fecha-

das e orientadas M e N, associamos a f o0s sequintes numeros:

a) 0,(f) = v (f) — v~ (f) a diferenca entre o nimero de componentes requlares de
M+t e M~;

b) 0,(f) =gt (f)— g (f) a diferenca entre o soma total dos géneros de M+ e M~ ;

c) 0.(f) =ct(f) — c(f) a diferenca entre o nimero de cispides com sinais +1 e
—1:

)

d) 0,(f) = x(M7)—=x(M;) a diferenca entre a caracteristica de Euler dos conjuntos
M* e M.

Os numeros da Definicao sao invariantes globais da aplicacao estavel f.

Observacgao 2.13. Se f : M — N € uma aplicagao estdvel com contorno irredutivel
e M ¢€ orientada, entio vt = v~ =1 e 6, = 0. De fato, se f tem contorno irre-
dutivel, entdo X f possui uma unica componente singular p que decompoe M em duas

componentes requlares, uma positiva e outra negativa.
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A partir deste momento, para simplificar as notacoes, denotaremos o grau de uma

aplicac@o estavel f apenas por d, ao invés de deg(f).

Observagao 2.14. Se f € uma aplica¢ao dobra com grau d = 0 e contorno irredutivel,
entdo M~ € uma cépia de M*. Consequentemente, 0, = 0, = 0, = 0, pois a carac-
teristica de Euler, o género e o nimero de componentes requlares de M~ e M™* sdo
idénticos, anulando assim as diferencas 0, 04 e 0,. Um exemplo disto € a aplicacao

projecao m do toro sobre a esfera, ilustrada na Figura|2.16,

Teorema 2.15. Seja f : M — N uma aplicagao estdvel entre duas superficies fechadas

e orientadas M e N, entao

0 (f) = 200.(f) — 0,(f)]. (2.8)

Demonstragao: Pelo item d) da Definicao 2.12]
O (f) = x(MT) = x(M™).
Como x(M*) = 2v* — 2¢g* — pu (Observagao [2.5)), segue

0(f) = (2v" —2¢" —p) — (20 =297 — p).
= 2" —v7) = (g7 —g7)]
— 209, —0,].

2.2 Transicoes de codimensao um

Seja E(M,N) C C*>°(M, N) o conjunto das aplicagoes estaveis de M em N. Consi-
dere uma homotopia F; entre duas aplicacoes estéveis f,h: M — N (ver Figura .
A medida em que ¢ varia no intervalo [0, 1] o contorno aparente de Fy = h é deformado
no contorno aparente de F; = f. O caminho em algum “momento” pode passar pelo
complemento C*°(M, N) \ E(M,N), isto é, pode existir algum t, € [0,1] tal que a
aplicacao Fj, nao seja estavel. Algumas das deformagoes locais no contorno aparente,
que ocorrem quando um caminho atravessa este complemento, foram classificadas por
E. Chincaro [3] em sua tese de doutorado. Estas deformagoes, também chamadas de

transi¢oes, aparecem posteriormente no trabalho de Ohmoto e Aicardi [26].

Baseados nessas transicoes, Ohmoto e Aicardi apresentaram trés invariantes do

ponto de vista local para o contorno aparente de aplicacoes estaveis de superficies no
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0)
\0
%

Figura 2.2: Exemplo de uma homotopia em C*(5% R?).

plano. Dentre estes invariantes estao os que denotaremos por I, e I,,, que correspondem,
respectivamente, ao nimero de cispides e ao nimero de pontos duplos do contorno

aparente.

Em [9], seguindo a mesma linha de trabalho, Hacon, Mendes de Jesus e Romero
Fuster apresentaram outro invariante, denotado por I., que corresponde ao niimero
de componentes conexas do contorno aparente de superficie no plano. Mais tarde em
[14], esses invariantes foram analisados para aplicacoes estaveis de superficies fechadas

e orientadas na 2-esfera, pelos mesmos autores.

Nesta secao trataremos das transicoes de codimensao um que interessam a este
trabalho e seus efeitos sobre alguns dos invariantes locais aqui apresentados. Cada
transicao estd representada localmente por uma sequéncia de trés aplicagoes em C™ (M, R?)
ordenadas com orientagao positiva (da esquerda para direita). A aplicagdo do meio é
uma aplicagao nao estavel, ou seja, pertence ao conjunto C*°(M,R?)\ £(M,R?). As

setas nos arcos indicam o sentido em que o ntimero de pré-imagens aumenta por dois.

As transigoes que alteram o nimero de cuspides sao denominadas de: ldbios (L),
bicos (B) e rabo de andorinha (5); as transi¢oes que alteram o nimero de pontos
duplos sao denominadas de: tangéncia de dobras (7'), dobra com cispide (TC) e
rabo de andorinha (5); enquanto que as transi¢oes 1abios (L) e bicos (B) também

podem alterar o nimero de componentes regulares (ou componentes singulares).

Transicao Labios (L)

A transicao do tipo Labios ocorre quando a partir de uma regiao regular, forma-se
uma componente singular com duas cispides que apontam para a mesma regiao regular,
isso implica que as cispides possuem o mesmo sinal. A orientagao da transicao pode
ser positiva ou negativa. Isto significa que esta transicao faz “nascer” ou “morrer” um

par de cuspides.
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Figura 2.3: Transicao do tipo Labios.

A Figura ilustra uma transi¢ao do tipo labios. Ohmoto e Aicardi mostraram
que quando uma aplicacao sofre uma transicao labios, o nimero de pontos de cispides
é alterado por £2, com o sinal dependendo da orientacao da transicao. Em outras

palavras, o nimero de cispides da aplicagao aumenta ou diminui por dois.

Observagao 2.16. Além dessa transicdo alterar o numero I, de cuspides do contorno
aparente (consequentemente do conjunto singular), o nimero I, de componentes cone-
zas do contorno aparente também ¢ modificado, sofrendo um aumento de uma unidade,

quando no sentido positivo.

Transicao Bicos (B)

A transicao do tipo Bicos ocorre quando duas curvas de dobra, que sao bordos
de uma mesma regiao, se tangenciam e se separam em duas cuspides que apontam
para a mesma regiao regular, isso implica que as cuspides possuem o mesmo sinal.
Dependendo da orientagao, esta transicao também faz “nascer” ou “morrer” um par

de cuspides.

w
— == = —
Figura 2.4: Transicao do tipo Bicos.

A Figura ilustra uma transicao do tipo bicos, onde o nimero de cuspides é

alterado por £2, de acordo com a orientacao da transicao.

A definigao a seguir distingue trés casos de transicao bicos relevantes a este trabalho,
dos quais os dois primeiros foram apresentados por E. Chincaro [3] e Ohmoto e Aicardi

[26], enquanto que o terceiro foi apresentado por Mendes de Jesus em [23].

Definicao 2.17. Denotaremos por: BT a transicao bicos, no sentido positivo, que

acrescenta o numero de cuspides por dois e, ao mesmo tempo, aumenta por um o
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numero de componentes requlares e singulares; B~ a transi¢cao bicos, no sentido posi-
tivo, que acrescenta o mumero de cuspides por dois e, ao mesmo tempo, diminui por
um o numero de componentes requlares e singulares; e B a transi¢ao bicos, no sentido
positivo, que aumenta o numero de cuspides por dois, diminui o nimero de componen-
tes singulares por um, e altera o niumero de géneros das regioes requlares sem, contudo,

aumentar o numero de componentes requlares.

Um exemplo para cada caso de transicao bicos pode visto na demonstragao do Lema
2.2

Observacao 2.18. Dependendo da orientacado, a transicao do tipo bicos altera por +2
o numero de cuspides e por +1 o numero de componentes singulares, enquanto que o
numero de regioes requlares pode ou nao ser alterado por £1. Em particular a transi¢ao

do tipo B faz surgir um género em uma das regides requlares.

Transicao Rabo de Andorinha (S)

A transi¢ao do tipo Rabo de Andorinha ocorre quando uma curva de dobra passa
por uma pequena deformacao e aparecem um ponto duplo e duas cuspides que apontam
para regioes regulares com sinais diferentes, isso implica que as cispides possuem sinais

opostos.

Figura 2.5: Transicao do tipo Rabo de andorinha.

A Figura [2.5] ilustra uma transi¢cao do tipo rabo de andorinha. De acordo com
a orientacao da transicao, o numero de cuspides é alterado por +2, e o ntimero de
pontos duplos é alterado por +1. Ja4 o nimero de componentes singulares e regulares

permanece 0 mesmo.
Transicao Tangéncia de Dobras (77)

Em [26], Ohmoto e Aicardi apresentaram trés casos (79, T" e T?) de transigao do
tipo T, que ocorrem quando duas curvas de dobra se tangenciam. O indice i em T, é
determinado pela metade do nimero de pré-imagens (zero, dois ou quatro) dentro da

nova regiao criada apds a tangéncia no contorno aparente.
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e 70 ¢ a transicao tangéncia de dobras que ocorre quando duas curvas de dobra
com orientacoes opostas se tangenciam, e o nimero de pré-imagens dentro da

nova regiao criada apds a tangéncia é necessariamente zero (Figura .
\: - \! - N
T > e
Figura 2.6: Transicao T°.

e T ¢ a transicao tangéncia de dobras que ocorre quando duas curvas de dobra
com a mesma orientagao se tangenciam, e o numero de pré-imagens dentro da

nova regiao criada apds a tangéncia é dois (Figura .

— - — — — ° —
) — J - |’

Figura 2.7: Transicao T.

e T2 ¢ a transicao tangéncia de dobras que ocorre quando duas curvas de dobra
com orientagoes opostas se tangenciam, e o nimero de pré-imagens dentro da

nova regiao criada apés a tangéncia é necessariamente quatro (Figura [2.8]).

mmmmem e — Lemmmmo— Eemmemeo— 0
. - - 3

Figura 2.8: Transicao T2

Note que as transicoes de tangéncia de dobras alteram apenas o numero [, de

pontos duplos, por £2.
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Transicao Dobra com Cuspide (TC)

Ohmoto e Aicardi apresentaram dois casos (T'C' e TC?) de transicao do tipo T'C,
que ocorrem quando uma curva de dobra e uma ctuspide se tangenciam. Analogo ao
que foi definido na transicao de dobras, o indice i em T'C* ¢ determinado pela metade
do nimero de pré-imagens (dois ou quatro) dentro da nova regiao triangular criada

apds a tangeéncia.

e T'C' é a transicao de dobra com cispide em que a nova regiao triangular criada

apds a tangéncia possui duas pré-imagens (Figura [2.9)).

> > e
X — \! — \

Figura 2.9: Transicao TC?.

e T'C? é a transicao de dobra com cispide em que a nova regiao triangular criada

apds a tangéncia possui quatro pré-imagens (Figura [2.10)).

. VL Y
> > P ek
\ - \: — |’

Figura 2.10: Transicao T'C?.

Note que as transicoes de dobra com ctspide alteram apenas o nimero [,, de pontos

duplos, por £2.

Outro tipo de transicao de codimensao um é a transicao do tipo Ponto Triplo
PT, mas nao entraremos em detalhes sobre esta transicao por nao ser relevante ao

nosso trabalho, pois estamos interessados nas relagoes entre os pontos de ctspides, as
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componentes regulares e singulares e os pontos duplos, os quais nao sao alteradas pela
transicao ponto triplo. Os detalhes sobre a transicao ponto triplo podem ser vistos em
[3] ou [26].

2.3 Efeitos das transicoes sobre ¢, 0., 0,, 0, e 0,

Sejam M e N duas superficies fechadas e orientadas, onde M tem género gp;. No que
segue, estamos considerando f,h : M — N duas aplicacoes estaveis na mesma classe
de homotopia em C*°(M,N), onde f pode ser obtida da aplicagdo h (distinguida),
passando apenas pelas transi¢oes de codimensao um: ldbios (L), bicos (B* e B), rabo
de andorinha (5), tangéncia de dobras (T) e tangéncia de dobra com cuspide (7'C'), no

sentido positivo.

Nesta secao estudaremos os efeitos dessas transi¢oes de codimensao um sobre os
invariantes globais apresentados na Definicao [2.12] denotados por: 6, (diferenca entre
o nimero de cuspides positivas e negativas de conjunto singular), 6, (diferenga entre
o numero de componentes regulares de M+ e M~), 6, (diferenga entre a soma total
dos géneros de M* e M) e 0, (diferenca entre a caracteristica de Euler de M™* e
M™). Estes efeitos levam a resultados necessérias para o objetivo deste trabalho que é

apresentar uma nova demonstragao para o teorema de Quine, dada em [23].

Definicao 2.19. Se [ € um invariante de aplicagoes estdveis e f pode ser obtida de
h passando apenas por transi¢oes de codimensdo um, entao a diferenca, 1(f) — I(h),
entre os invariantes destas aplicagoes a cada transicao, ¢ chamada varitacao de I e
denotada por AI(n) = I(f) — I(h), onde n € {L,B*,B,S,T,TC}. A soma de todas
as variacoes de I ao longo de um caminho entre duas aplicacoes estaveis, que passa

apenas por transi¢oes de codimensao um, € dada por AI =" Al(n;).

Teorema 2.20. [26/ A variagdo do nimero ¢ de cispides e do nimero n de pontos

duplos durante uma homotopia entre as aplicagoes estdveis f e h, sao dadas por:

i) Ac=c(f)—c(h)=2(VL+VBT+VB~ +VB+VS);
ii) An=n(f) —n(h) =2(VT+VC)+ VS.
onde VL, VB*, VB, VS, VT e VTC, denotam, respectivamente, o nimero de

transicoes do tipo ldbios, bicos, rabo de andorinha, tangéncia de dobras e de dobra

com cuspide, no sentido positivo, sofridas durante a homotopia.
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Teorema 2.21. [J] A variagcdo do nimero v de componentes requlares e do nimero u de
componentes conexas do conjunto singular, durante uma homotopia entre as aplicacoes

estaveis f e h, sao dadas por:

i) Av=wv(f)—v(h)=VL+VBt -VB~;

ii) Ap = u(f) —u(h)=VL+ VBt —-VB™ —VB.

onde VL, VB*, VB, denotam, respectivamente, o nimero de transicoes do tipo ldbios

e bicos, no sentido positivo, sofridas durante a homotopia.

Observacgao 2.22. Analisando apenas o contorno aparente das aplicacoes, podemos

calcular de modo bastante natural os invariantes ¢, n e .

Afim de calcular o invariante 0,(f), onde a € {c,v, g, x}, podemos escolher uma
aplicac@o inicial A na mesma classe de homotopia de f em C*(M,N), com 6,(h)
conhecido. Como 6, é um invariante de aplicacoes estaveis, entao pela Definicao [2.19
temos 0,(f) = 0a.(h) + Ab,(n). Assim, podemos calcular 0,(f) a partir de 6,(h)
adicionando a variagdo Af,(n), sofrida ao longo de um caminho de h a f, passando

apenas pelas transicoes de codimensdao um n € {L, B*, B, S,T,TC}.

Mas, primeiramente calcularemos a variacao, A¢(n) = ¢(f) — ¢(h), do vetor ¢ para
cada transi¢ao de codimensao um 7 (Proposigao . Lembremos que este invariante
global é dado por ¢ = (u,d,c,n,gum,v), cujas entradas denotam, respectivamente, o
nimero de componentes do conjunto singular > f, o grau da aplicagao, o nimero de
cuspides, o numero de pontos duplos, o género de M e o nimero de componentes
regulares da aplicagao estavel (Defini¢ao .

Proposicao 2.23. A variagio Ap(n) do vetor ¢ = (u,d, c,n, gy, v) para cada transicao
de codimensio um n € {L, B*, B, S,T,TC}, é como segue:

AG(L) = (1,0,2,0,0,1); A¢(B*) = (£1,0,2,0,0,£1); A¢(B) = (1,0,2,0,0,0);
AG(S) = (0,0,2,1,0,0);  A¢(T) = (0,0,0,2,0,0);  A@(TC) = (0,0,0,2,0,0).

Demonstracao: As transicoes de codimensao um nao alteram o grau das aplicacoes e
nem o género das superficies envolvidas, pois cada transicao de codimensao um, altera

apenas localmente o conjunto regular (ou singular) (Segao . Logo,

Ap(n) = o(f) —o(h)
= (u(f) = p(h),0,¢(f) = e(h),n(f) = n(h), 0,0(f) = v(h)).
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Pelos Teoremas[2.20(e[2.21]temos Ap = pu(f)—p(h), Ac = c(f)—c(h), An = n(f)—n(h)
e Av =v(f) —v(h), entao

Ad(n) = (Ap, 0, Ac, An, 0, Av), (2.9)
onde n € {L,B*,B,S, T, TC}.

Pela igualdade [2.9] seguem os seguintes resultados:

e Sabemos que a transi¢ao labios (L) altera apenas o o nimero de cispides, por 2,

e numero de componentes singulares e regulares, por 1. Entao

A¢(L) = (1,0,2,0,0,1).

e Como visto na Definicao a transicao bicos do tipo B¥, altera por 2 o ntimero

de cuspides e por +1 o nimero de componentes singulares e regulares, entao

A¢(BF) = (£1,0,2,0,0, £1),

Enquanto a transi¢ao bicos do tipo B, altera por 2 o ntimero de ctspides e por
—1 o nuimero de componentes singulares, sem, contudo, aumentar o nimero de

componentes regulares, ou seja,

A¢(B) = (~1,0,2,0,0,0).

e A transi¢do rabo de andorinha (.5), altera apenas o nimero de cispides, por 2, e

o numero de pontos duplos, por 1. Entao

A¢(S) = (0,0,2,1,0,0).

e Por fim, as transi¢oes tangéncia de dobras (T') e tangéncia de dobra com cispide

(T'C), alteram apenas o nimero de pontos duplos por 2. Portanto,

Ap(T) = Ap(TC) = (0,0,0,2,0,0).
O
A partir de agora estudaremos a variacao Ab,(n) com « € {c,v,g, x}, para cada
uma das transicoes de codimensao um n € {L, B*, B, S,T,TC}. Ao longo deste tra-
balho usaremos constantemente a Definicao [2.12] a qual, em sintese matematica, nos
fornece que 0, = a™ — a~, é importante té-la sempre em mente, contudo, sempre que

necessario a retomaremos.
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Observacao 2.24. As transicoes de codimensao um T e T'C' ndo alteram 0., 0,4, 0, e
0y, pois nao modificam o nimero de cuspides e nem o conjunto regular. A transi¢ao S
nao altera 0., dado que o par de cuspides nascidas através dessa transicao tém sempre
sinais opostos, e também nao altera o conjunto regular, portanto, nao influi sobre 0,

0, ou 0. Consequentemente, Ab, = 0 para estas transicoes.

Neste contexto, nosso estudo incide sobre a variagao destes ntimeros pelas transicoes

L, B* e B, conforme ser4 feito a partir de agora.

Lema 2.25. Se f e h sdo duas aplicagoes estaveis, tal que f pode ser obtida de h
passando por uma unica transicao de codimensao um n € {L,B*, B, B}, entio a

variagao de 6,, onde o € {c, g,v, x}, satisfaz
Aba(n) = Aa™(n) — Aa” (n). (2.10)

Demonstracao: Se a aplicacao f pode ser obtida de h passando por uma unica

transicao de codimensao um 7, segue pela Defini¢ao que

Abo (1) = 0a(f) — 0a(h).

Mas, 0, = a™ —a~, onde « € {¢, g,v, x} (Defini¢ao [2.12)), entao

para cada transicao de codimensdo um n € {L, B™, B~, B}. O

Observacgao 2.26. O par de cuspides nascidas através das transicoes L, BT e B, tém

sempre o mesmo sinal, portanto,
A, (L) = AG(BF) = A0.(B) = Act — Ac™ = £2,

dependendo da orientacao da regiao reqular para a qual o par de ciuspides aponta.

Lema 2.27. Se f ¢é uma aplicacdo estdvel obtida de h por uma transicio L, B ou B,

entao

Af, (L) = A0 (BF) = A0, (B) = F2. (2.11)
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Demonstragcao: Denotemos por U, Z e W as regioes regulares de h onde ocorrem as
transicoes labios e bicos ao longo de um caminho de h a f. Estas transicoes alteram

as regioes regulares de h em cada caso, da seguinte forma:

1. Se a transicao L ocorre na regiao regular U, cria-se uma nova curva singular que

separa U em duas novas componentes regulares U; e Us,, onde Us é homeomorfa

a um disco (ver Figura [2.11)).

Figura 2.11: Efeito da transicao L no conjunto regular.

(a) Se U C M;", temos
Mf = (M\U)UU, e M; =M, Ul

Neste caso, Us é uma componente regular de M, de modo que v=(f) = v~ (f)+1.
Como U; tem uma componente de bordo a mais que U, e U é homeomorfa a um
disco, entao
X(M7) = x[(M\U) U] = x(M;)) — 1
X(My) = x(M, UUz) = x(M,,) + 1.
(b) Analogamente procede-se para U C M, .

Portanto, para U C Mhi temos

M7 =(MN\U)UU, e MJ=M7uU,

onde o niimero de componentes regulares de M é v (f) = v¥(h) + 1. Assim,

X(MF) = X[(M\U) U U] = x (M) — 1, (2.12)
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pois U; tem uma componente de bordo a mais que U, e
X(MF) = x(M;F) U Uy = x(M;7) + 1, (2.13)

ja que Uy é uma componente regular homeomorfa a um disco.

2. Se a transicdo Bt ocorre entre dois arcos de uma mesma curva singular que
separa as componentes regulares U e Z, entao a transicao Bt transforma as

componentes U e Z em trés novas componentes Uy, Z; e Zy, conforme Figura

212

Figura 2.12: Efeito da transicao BT no conjunto regular.

(a) Se U C M,", temos
M= (MN\U)UU, e My = (M\Z)U(Z1U Z).

Neste caso, Z; U Z; ¢ uma componente regular de M, de modo que v (f) =
v~ (h)+ 1. Como U; tem uma componente de bordo a mais que U, e Z; U Z, tem

uma componente regular a mais que Z, homeomorfa a um disco, entao

X(MF) = X[(MNU) UT] = x (M) — 1

X(My) = x[(M, \Z) U(Z1U Z5)] = x(M,) + L.
(b) Analogamente procede-se para U C M, .

Portanto, para U C M,f temos

MF = (MAU)UU, e MJ=(Mi\Z)U(Z U Z),

onde o nimero de componentes regulares de M7 é v (f) = v¥(h) + 1. Assim,

X(M7) = X[(M\U) U U] = x (M) - 1, (2.14)
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pois U; tem uma componente de bordo a mais que U, e
X(MF) = x[(M;P\Z) U (Z1 U Z2)] = x(M)]) + 1, (2.15)

ja que Z; U Z5 tem uma componente regular a mais que Z, homeomorfa a um

disco.

3. Se a transicao B~ ocorre entre duas curvas singulares bordos de uma componente
regular Z, que tem um bordo em comum com as regioes regulares U e W, entao
a transicao B~ transforma Z, U e W em duas novas componentes regulares U; e

7y, conforme Figura [2.13]

Figura 2.13: Efeito da transicdo B~ no conjunto regular.
(a) Se (UUW) C M,", temos
M; = [MA\NUUW)UU, e M;=(M\Z)UZ.

Neste caso, U; é uma componente regular de M7, de modo que v*(f) = v (h)—1.
Como U; tem uma componente regular a menos que (U U W), e Z; tem uma

componente de bordo a menos que Z, entao

X(MJ) = X[(MANUUW)) U] = x (M) =1

X(My) = x[(M,\Z) U Z)] = x(M);) + 1.
(b) Analogamente procede-se para (U U W) C M, .

Portanto, para (U UW) C M;* temos

M7 = [MA\UUW)UU e M= (M\Z)UZ,
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onde o niimero de componentes regulares de M é v=(f) = v*(h) — 1. Assim,
X(MF) = x[(MF\(UUW))UU] = x(My) - 1, (2.16)
pois U; tem uma componente regular a menos que (U U W), e
X(MF) = x[(M7\Z) U Z1] = x(M,]) + 1, (2.17)

ja que Z; tem uma componente de bordo a menos que Z.

4. Se a transigao B ocorre entre duas curvas singulares que separam as componentes
regulares U e Z, entao a transicao B transforma as componentes U e Z em duas
novas componentes U; e Z;, alterando por um, o género de uma das regioes
regulares conforme Figura [2.14]

Figura 2.14: Efeito da transicao B no conjunto regular.

(a) Se U C M,", temos
M= (MN\U)UU, e Mp=(M\Z)U Z.

Neste caso h e f possuem o mesmo nimero de componentes regulares, logo
v (f) = v~ (h). Como U; possui uma componente de bordo a menos que U,

porém um género a mais que U (g7 = g + 1), segue que
X(Mf) = x[(MF(W\U) U] = x (M) - 1.
Ja que Z; tem uma componente de bordo a menos que Z, entao

X(My) = X[(M,\Z) U Z1] = x(M,;) + 1.

(b) Analogamente procede-se para U C M, .
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Portanto, para U C Miﬁ temos
M7= (MN\U)UU, e M =(MJ\Z)U Z,
onde o nimero de componentes regulares de M é vT(f) = v¥(h). Assim,
4y _ + _ -
X(M5) = X[(M\U) U] = x(My™) = 1, (2.18)

pois U; tem uma componente de bordo a menos que U e um género a mais

(g5(f) =g*(h)+1), e
X(MF) = x[(M;\Z) U Z1] = x(MT) + 1, (2.19)

ja que Z; tem uma componente de bordo a menos que Z.

As equacoes [2.12] [2.13] 2.14], 2.15], 2.16] 2.17, 2.18] e 2.19] nos fornecem a relacio

{ X(MF) = x(MF) -1

L - , (2.20)
X(M7) = x(M;7) +1
que é equivalente a
X(Mf) = x(M;f) =1
Desta relagao resulta que a variagao de 6, pelas transi¢oes L, B* e B é
AG, (L) = NG, (B*)
= A0y (B)
= Ax(M™*) — Ax(M™) (Pelo Lema [2.25))
= [X(M}) = x(M;")] = [x(M}) = x(M];)]
= F2.
O

Observagao 2.28. Pela prova do Lema[2.27 temos que a variagao, A8, da diferenca
entre o nimero de componentes requlares de M+ e M~ , para cada uma das transicoes

de codimensao um do tipo labios e bicos, € como seque:

AG,(L) = A0,(B*) = A0,(B~) = F1:  A6,(B) = 0.

Isso ocorre porque:
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e Para a transicao L e B, temos o niimero de componentes requlares de M* dado

pela relagao v¥(f) = vT(h) + 1, disso resulta

AG,(L) = Ab,(BT)

= Avt —Av™
= () v (W)] = [ (f) — v (h)]
= =Fl.

e Para a transicio B~, temos v:(f) = v=(h) — 1, e de modo andlogo ao cdlculo

anterior se mostra AQ,(B~) = F1. Para a transicio B, como vT(f) = v¥(h),
temos AG,(B) = 0.

Observacgao 2.29. Uma consequéncia do Teorema onde 0, = 2[0, — 0], € que a

variagdo de 04 pelas transicoes L, B* e B, pode ser calculada por

2A0, = 2A0, — AG, .

Pelo Lema e pelas Observacoes [2.24] [2.28] e [2.29] temos o seguinte resultado:

Teorema 2.30. A variacio A0, com a € {c,v,g,x} pelas transicoes L, B* ¢ B é

dada por:

)
Ab,(L) = AO,(BY) = A0(B™) = F1; A0,(B) =0
(L) = Aby(BT) = Ay (B~) = 0; Afy(B) = £1

2.3.1 Relagoes entre 0. e 0,

Conforme visto na secao anterior, se f,h : M — N sao aplicacoes estaveis ho-
motopicas entre duas superficies fechadas e orientadas M e N, entdao podemos escolher
um caminho entre f e h em C*°(M, N), de modo que f pode ser obtida de h passando

apenas por transicoes de codimensao um.

Nosso objetivo nesta subsecao é estudar os efeitos dessas transi¢oes na topologia do

conjunto regular e sua relagao com os sinais das cuspides.

Definicao 2.31. Sejam x e y um par de cispides nascidas através de uma transi¢ao
de codimensao um, com graus locais s(x) e s(y), respectivamente. Dizemos que o grau
do par (x,y) de cuspides €

O(x,y) = ——7=. (2.22)
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Observacao 2.32. Visto que os pares (z,y) de ciuspides nascidas pelas transi¢oes
labios (L) e bicos (B* e B) sempre tém o mesmo sinal, entdo pela Definicio m
o grau destes pares de cuspides é O(x,y) = +1, dependendo da orienta¢do da regido
reqular para onde apontam. Por outro lado, para a transi¢ao rabo de andorinha (S)

essas cuspides tém sinais opostos e, portanto, o grau do par de cispide € 6(z,y) = 0.

Proposigao 2.33. Se f e h sdo aplicacoes estdveis numa mesma classe de homotopia

em C>®(M,N), entao
k

Abe(n) =2 0(wi, y), (2.23)

i=1
onden € {L,B*,B,S, T, TC} e, (x;,y;) denotam os pares de cispides nascidas durante

as transicoes de codimensdo um, ao longo de um caminho de h a f .

Demonstracao: Sabemos pela Observacao [2.24] que Af. = 0 para as transicoes
tangéncia de dobras (7) e tangéncia de doba com ctspide (7°C'), pois elas nao alteram
f.. A Observacao nos fornece que 6(z;,y;) = £1 para as transicoes L, B* e B,
e O(z;,y;) = 0 para a transicdo S. Pela Observacao [2.26] temos que cada par (z;,y;)
de ciispides nascidas pelas transicoes L, B* e B, alteram A#, por 2, dependendo da
orientacao da regiao regular para a qual o par de ctspides aponta. Por estes resultados
conclui-se que A, =235 0(x;, v5). O

Definigao 2.34. Seja U uma componente reqular de M+ (resp. M~ ), denotaremos o
sinal da regigo U por s(U) = +1 (resp. s(U) = —1).

Lema 2.35. Se f € uma aplicagao estavel que pode ser obtida de h através de uma

unica transicao de codimensao um, entao
X(MF) = X (M) F 0(x,y) (2.24)

onde x denota a caracteristica de Euler e 6(z,y) o grau do par de cispides (x,y) que

nascem durante a transi¢ao.

Demonstrag¢ao: Consideremos as transicoes nas regioes regulares U, Z e W, con-

forme expressas na demonstragao do Lema |2.27], entao, para as transigoes labios e bicos

vale a relagao [2.20}
X(M7) = x(M;) — 1
X(MF) = x(M)F) + 1

Por outro lado, sabemos que o grau do par de cuspides que nascem em cada transicao
labios e bicos ao longo de um caminho de h a f é 6(z,y) = £1 (Observagao [2.32)). Por

estes resultados seguem que:
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1. Para a transicao labios (L) (retorne & Figura2.11)), como U C M5, temos s(U;) =
s(U) = —s(Uy) = £1 = 0(z,y). Entao,

X(U1) = x(U) = 1= x(U) F 0(x,y)
X(Us) =1 =£6(z,y)

2. Para a transigao do tipo bicos B (retorne a Figura[2.12)), como U C M ,f e Z C
M7, temos s(Uy) = s(U) = 0(z,y) e s(Zs) = s(Z1) = s(Z) = F1 = —0(z,y).

Entao

{ X(U1) = x(U) =1 = x(U) F 0(z,y)
X(Z1U Zs) = x(2) + 1= x(Z) £ 0(z,y)

3. Para a transicdo B~ (retorne a Figura , como (UUW) C Mif e Z C M,
temos s(Uy) = s(U) = s(W) = £1 = 0(x,y) e S(Z1) = S(Z) = F1 = —0(z,y).
Entao

X(U) = x(UUW) =1 =x(UUW)F6(z,y)

X(Z1) = x(Z) +1=x(Z) £ 6(z,y)

4. Para a transicio B (retorne & Figura [2.14)), como U C M;" e Z C M7, temos
s(Uy) =s(U) =£1=0(z,y) e s(Z1) = s(Z) = F1 = —6(z,y). Entao

=x(Z) £0(z,y)

Como as demais transigoes, a saber, rabo de andorinha (S), tangéncia de dobras (7') e
tangéncia de ctspides (T'C') nao alteram a topologia das componentes regulares, resulta
que

X(MF) = x(M,5) F 0(x,y).
0

Teorema 2.36. Se f,h : M — N sao duas aplicagoes estdaveis na mesma classe de

homotopia em C*(M,N), e h é uma aplica¢iao dobra, entao

0.(f) = 2Ax(M ™) = —=2Ax(M™). (2.25)

Demonstracao: Seja f; uma aplicagao estavel obtida de outra aplicagao estavel f;_1,

através de uma transicao de codimensao um, pelo Lema [2.35] temos

X(M}t) = X(M}L:fl) F 0(xi, yi),
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onde (z;,7;) denotam os pares de cispides que nascem com a transigao. Se h é uma
aplicacao dobra e a aplicacao f; pode ser obtida de h por uma transicao de codimensao
um, entao

X(M}D = X(Mhi) F 0(x1, y1),

onde (x1,1) é o par de cuspides que nasceram pela transi¢cdo. Dessa forma, pode-se

verificar por recorréncia a igualdade

X(M?[> = x(My) F Ze(ﬂ%yi)a (2.26)

=1

que é equivalente a
k

X(M}t) —x(My) = :FZ@(%;%),

=1

com f = f; para algum k € N. Consequentemente,

que é equivalente a
FAX(M®) =" 0(x, yi). (2.27)
i=1

Como h é uma aplicacao dobra, entao 0.(h) = 0 e a relacao Af. = 2 Zle 0(z;,y;) da
Proposicao pode ser reescrita como

Al = Act — Ac
= 0.(f) — bc(h)

k
= 2) Oz, ) (2.28)
i=1
Aplicando a equacao nesta ultima igualdade, onde 6.(f) = 2 Zle 0(z;,v;), segue

= 2Ax(M™).
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Corolario 2.37. Se f,h: M — N sao duas aplicagoes estdveis na mesma classe de

homotopia em C*(M,N), e h é uma aplica¢iao dobra, entao

ec(f) = ex(h) - ex(f)- (2-29)

Demonstracao: Uma vez que estamos sob as mesmas hipoteses do Teorema [2.36),
Oc(f) K
5 Zi:1 e(xiayi)

podemos usar a equacao [2.26| e substituir nela a igualdade 02
(extraida da equagao [2.28)), isto é,

X(Mfi) = X(Miit)¢ze(xi,?/i)

i=1
0.
= o) 7 %Y (2.30)
Por outro lado, sabemos pela Definicao que
O (f) = X(M]) = x(My). (2.31)
Assim, substituindo a equagao [2.30] na equagao [2.31], temos
0.(f) v, be(f)
00 =[xy = 2L = [vorp+
= ex(h) - ec(f)a
que é equivalente a
0.(f) = ex(h) - gx(f)
OJ

2.4 Invariante global de aplicacoes estaveis

Os invariantes locais I., I, e I. apresentados na secao podem ser calculados
olhando para o contorno aparente das aplicagoes estaveis entre superficies. No entanto,
quando o contorno aparente de duas aplicagoes sao idénticos, esses trés invariantes nao

sao suficientes para dizer se elas sao ou nao A—equivalentes.

A Figura [2.15] ilustra um exemplo de duas aplicacoes estaveis distintas da esfera
na esfera, com grau um, construidas pela composicao 7 o f;, onde f; é um mergulho

com deformacao da esfera no R® e m é a projecao da imagem de f; na esfera. Ambas
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as aplicacoes possuem o mesmo contorno aparente, o qual contém seis componentes

conexas disjuntas e simples.

Figura 2.15: Diferentes aplicagoes com o mesmo contorno aparente.

Uma maneira de diferenciar essas aplicacoes, é pela disposicao das curvas do con-
junto singulares X f na superficie de dominio. Em [9], Hacon, Mendes de Jesus e
Romero Fuster apresentaram um invariante para o caso de superficies orientadas no
plano: o grafo, que é associado ao dominio da aplicagao, juntamente com seu conjunto
singular. Posteriormente, em [13], os mesmos autores estenderam a técnica de associar

grafos para o caso de superficies fechadas na esfera.

Na préxima se¢ao apresentaremos o grafo como um invariante global de aplicacoes
estaveis entre superficies fechadas e orientadas e os efeitos das transicoes de codimensao

um sobre os mesmos.

2.4.1 Grafos de aplicacoes entre superficies

Sejam f : M — N uma aplicacao estavel, onde M e N sao superficies fechadas e
orientadas e X f o conjunto singular de f. O grafo associado a aplicacao f, denotado
por Gy, é o grafo associado ao par (M, X f) com pesos (inteiros positivos) nos vértices.

Este grafo é obtido da seguinte forma:
1. cada componente regular U do complemento M \ ¥ f fazemos corresponder a um
vértice v; do grafo;

2. cada curva u; do conjunto singular X f fazemos corresponder a uma aresta a; do

grafo;
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3. um vértice v; e uma aresta a; sao incidentes se, e somente se, a curva corres-

pondente a a; encontra-se no bordo da regiao correspondente a v;;
4. o peso w; no vértice v; corresponde ao género g; da componente conexa M;.

Definicao 2.38. O grafo obtido pelo processo acima, associado a uma aplicagao estavel
f:M — N € dito grafo dual de ¥f em M e denotado por Gy.

Notagoes: Ao longo deste trabalho, sempre que nos referirmos a grafos, denota-
remos por V = VT + V™ a soma total dos vértices correspondentes a M* e M~, A
o ntimero total de arestas e por W = W' + W™ a soma total dos pesos dos vértices

correspondentes a M™ e M~.

Definicao 2.39. Dada uma aplicacao estdvel f : M — N entre duas superficies fe-

chadas e orientadas M e N, a caracteristica do grafo Gy, associado a aplicagdao f, é o
vetor C(Gy) = (V, A, W).

Exemplo 2.40. A Figura [2.10 ilustra os grafos de trés aplicacoes diferentes do toro
na esfera, a aplicacao m™ possui duas curvas singulares que decompoe o toro em dois
cilindros, cujo grafo tem duas arestas, dois vértices e um ciclo. As aplicagoes g e f
tém uma unica componente no conjunto singular, que separa um disco do toro menos

um disco, as quais correspondem ao grafo com unica aresta e peso um.

(a) j\ (0)

(527Ef1)

Figura 2.17: Grafos associados as aplicacoes da Figura [2.15]

Como vemos na Figura[2.17]os grafos podem diferenciar aplica¢oes nao A—equivalentes

que possuenn 0 mesmo contorno aparente.
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Observagao 2.41. O grafo é um invariante por A—equivaléncia. Em outras palavras,

se duas aplicagoes sao associadas a grafos distintos, entao elas nao sao A— equivalentes.

Observacgao 2.42. O grafo associado a aplicagao estavel f: M — N, onde M € uma
superficie fechada e orientada, € sempre bipartido. Pois, pela Definicao temos
que as componentes singulares de X f separam regioes de M com sinais opostos, assim,

as arestas dos grafos sempre separam vértices de sinais opostos.

A demonstracao da Proposicao abaixo pode ser encontrada em [21].

Proposigao 2.43. [21] Seja G um grafo com caracterisca C(G) = (V, A, W) associado
ao par (M,Xf). Entdo a caracteristica de Euler de M (em funcio de C(G)) € dada
por x(M)=2(V —A-W).

Sobre os efeitos das transicoes de codimensao um sobre os grafos associados as

aplicagoes estaveis, segue a Observacao [2.44]

Observacao 2.44. Sabemos que apenas as transicoes de codimensao um do tipo labios
(L) e bicos (B* e B) alteram a topologia do conjunto reqular das aplicagoes estdveis
entre superficies, portanto, alteram também os grafos associados a estas aplicacoes.

Essas alteragoes se dao da sequinte maneira:

e a transicdo Labios (L), acrescenta um vértice no grafo da aplicagao estavel, pois

esta transi¢ao faz nascer uma nova componente regqular.

e a transi¢do bicos do tipo BT, também acrescenta um vértice no grafo da aplicagao,

pois divide uma regiao reqular em duas novas regioes requlares.

e transicao B, diminui um vértice no grafo. Isso ocorre, porque esta transi¢ao

une duas componentes requlares distintas.

e a transi¢ao bicos do tipo B, diminui o numero de arestas por um e altera o
peso sobre um dos vértices, pois esta transicao ocorre entre duas componentes
singulares distintas, alterando a topologia, mas nao o numero das componentes

requlares.

O grafo dual associado ao conjunto singular de uma aplicacao entre superficies, pode
ser estendido a qualquer conjunto finito C, de curvas fechadas, simples e disjuntas em
M. Associamos as arestas do grafo as componentes de C e os vértices as componentes
conexas do complemento M \ C. Com isso, vale a mesma relagdo de adjacéncia da
construgao do grafo associado ao par (M,Xf) para o par (M,C). Para saber mais,
consulte [2] e [21].



Capitulo 3
Cirurgias de aplicacoes estaveis

No espaco C*°(M, N), podemos obter uma aplicagao f a partir de uma aplicagao h
distinguida, passando apenas por transicoes de codimensao um, desde que f e h estejam
na mesma classe de homotopia, uma condi¢ao necessaria neste caso é que f e h tenham
o mesmo grau. No caso em que gy > 0, o nimero de vezes e a forma que as alcas de
M se enrolam as algas de N também diferenciam as classes de homotopia ([31]), além
do grau. O ideal é conhecer uma aplicacao na classe de homotopia desejada. A Figura
ilustra um exemplo de trés aplicagoes do 4—toros sobre o 3—toros, com grau zero
e contorno irredutivel (inica componente singular), mas, devido a forma com que as

alcas do 4—toros se enrolam a alcas do 3—toros, apenas h; e hy 880 homotopicas.

i P2\ e

@ ®)

Figura 3.1: Exemplo do contorno aparente de aplicagoes do 4-torus no 3-toros.

Outra maneira de construir aplicacoes estaveis em diferentes classes de homotopia
no espago C*°(M, N) ou em espagos que sejam a soma dos espagos originais, é fazendo
a “soma de aplicagoes estaveis” ja conhecidas. Os dois tipos de soma de aplicagoes
que apresentaremos neste capitulo, denominadas cirurgia horizontal e cirurgia vertical,
foram introduzidas em [12], por Hacon, Mendes de Jesus e Romero Fuster, para o caso
de aplicagoes estaveis de superficies fechadas e orientadas no plano. Mais tarde, em [14],
estas cirurgias foram estendidas por estes autores para aplicagoes estaveis de superficies
fechadas e orientadas na 2—esfera e, recentemente Mendes de Jesus e Romero Fuster

apresentaram condigoes necessarias e suficientes para o caso de aplicagoes de superficies

52
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fechadas no plano projetivo ([13]).

Em sintese, essas cirurgias consistem na remoc¢ao de um par de discos disjuntos
(vizinhangas de certos tipos de pontos) na superficie de dominio, os quais s@o subs-
tituidos por um tubo limitado conectando os “bordos”da superficie, ao longo do qual

as aplicacoes envolvidas sao estendidas estavelmente.

Apoés definir as cirurgias horizontal e vertical e apresentar alguns exemplos, estu-
daremos os seus efeitos sobre o vetor ¢ = (i, deg, ¢, n, gar, v) e os invariantes 0., 6,, 0,

e 0, das aplicacao estaveis obtidas por estas cirurgias.

3.1 Cirurgia Horizontal

Sejam W = M; U M, e N duas superficies fechadas e orientadas e h : W — N uma
aplicagao estavel. Denotemos por Bh o contorno aparente de h, por hy : M; — N a
restricao de h a My e por hy : My — N a restricao de h a M. Uma soma horizontal

sobre a aplicagao h pode ser feita da seguinte forma:

Figura 3.2: Cirurgia horizontal.

1. Escolhemos dois arcos a' = hy(l) e b/ = hy(k) em Bh, onde | € Xhy e k € Yhy

sao arcos de dobras, tal que exista um caminho z entre a’ e b’ com z N Bh = @.

2. Mergulhamos um retangulo f em N \ Bh, na vizinhanca de z, que une os seus
lados opostos a e b, respectivamente, com os arcos a’ e b’ respeitando a orientagao
de Bh (Figura (¢)). O retangulo § é chamado de ponte entre curvas.

3. Escolhemos dois discos D; e D;, contendo os arcos de dobras [ e k, e substituimos

seus interiores (respeitando as orientagdo das regides) por um tubo limitado T'
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(homeomorfo a S' x [0,1]), colando dD; & uma componente de bordo do tubo
e 0D, a outra componente de bordo do tubo. Com este processo obtemos uma

superficie homeomorfa a soma conexa M;# Ms.

4. Podemos estender pelo interior do tubo (ver [I5]) as aplicagoes estaveis hy e
hs. Assim, obtemos uma nova aplicacao estavel hy @ hy : Mi#Ms; — N, cujas

restrigoes a M; e M, correspondem a hy e hy, respectivamente (ver Figura |3.2]).

Definigao 3.1. A aplicagao estdvel hy & hy obtida pela soma horizontal descrita acima,

¢ dita cirurgia horizontal entre hy e hy e denotada por hy &g hs.

Note que a cirurgia horizontal restrita ao conjunto singular da aplicacao tem, por

construcao, o efeito de uma ponte no contorno aparente.

Observagao 3.2. A superficie resultante da cirurgia horizontal conforme definida
acima, € sempre orientada, pois My e My sao superficies orientadas e o tubo T, de
um lado da curva singular conecta regioes positivas com regioes positivas e, do outro,
conecta regioes negativas com regioes negativas. Isso equivale a dizer, que a ponte 3

respeita as orientacoes do contorno aparente.

Definicao 3.3. A cirurgia horizontal se distingue nos trés sequintes casos:

1. H{: a cirurgia horizontal que conecta dois arcos de wma mesma componente
singular da aplica¢ao. Esta cirurgia acrescenta um género (al¢a) na superficie do

dominio e aumenta por um o niumero de componentes do conjunto singular.

2. H{ : a cirurgia horizontal que conecta dois arcos de diferentes componentes sin-
gulares de uma mesma componente conexa da aplicagao. Esta cirurgia acrescenta
um género (al¢a) na superficie do dominio e diminui por um o nimero de com-

ponentes do conjunto singular.

3. Hy: a cirurgia horizontal que conecta dois arcos de componentes singulares de
diferentes componentes conexas da aplicacdo. Esta cirurgia corresponde a “soma

conexa” das superficies do dominio.

Observagao 3.4. As cirurgias horizontais do tipo H, e H| acrescentam por um o

género da superficie do dominio.

Conforme ilustra a Figura [3.2) a cirurgia horizontal de aplicacoes estaveis, induz
naturalmente a cirurgia horizontal dos grafos associados a essas aplicagoes. Os efeitos
da cirurgia horizontal do tipo Hs sobre os grafos de aplicagoes estaveis, sao dados pela

observagao seguinte.
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Observagao 3.5. Se G; € um grafo associado a aplicagao estdvel h; : M; — N, com
1 = 1,2, entao realizando a cirurgia horizontal do tipo Hy entre as duas aplicagoes hy

e hy, obtemos:

1. V(G1®n,Gs) = V(G1)+V(Gy)—2, pois duas regides positivas e duas regides ne-
gativas se unem, ou seja, dois vértices positivos e dois negativos sao identificados

(respeitando os sinais).

2. A(Gy @, Go) = A(Gy) + A(Gg) — 1, pois duas curvas singulares se unem, ou

seja, duas arestas sao identificadas.

3. W(G1 ®m, G2) = W(Gy) + W(G2), pois as regides conectadas carregam os seus
géneros, com isso, o peso no vértice correspondente a nova regiao € a soma dos

pesos dos vértices que o geraram.

De modo anélogo, pode-se descrever os efeitos das cirurgias horizontais do tipo H;

e H sobre os grafos de aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas.

Em [2], Bretas observou que dados dois grafos bipartidos G; e G3, a soma destes
por cirurgia horizontal sera ainda um grafo bipartido, pois esta cirurgia conecta regioes

com o0 mesmo sinal.

Proposicao 3.6. [2]] Se G1 e Gy sdo grafos associados, respectivamente, as aplicagoes
estaveis hy : M — N e hy : My — N, entao o grafo resultante da cirurgia horizontal

¢ um grafo associado a aplicagao estavel hy Sy ho.

3.1.1 Aplicacoes na esfera e no n—toros

Nesta subsecao, mostraremos algumas formas de se obter aplicagoes estaveis en-
tre superficies fechadas e orientadas, via cirurgias horizontais. A forma de se obter
estas aplicacoes nao é Unica, e aqui apresentaremos apenas alguns exemplos conveni-
entes para o entendimento deste trabalho. Para saber sobre os grafos que podem ser

associados a aplicagdes deste tipo, veja [2], [6] e [21].

Sejam M; e N duas superficies fechadas e orientadas com géneros gy; e gy, res-
pectivamente. Dada a aplicagao estavel f; : My — N com grau deg(f;) = m, e a
aplicagao estavel fo : N — N, com uma componente singular e duas ctspides, obtida
da aplicacao identidade Id : N — N por uma homotopia passando por uma transicao
do tipo 1dbios (L). Sabemos que o grau é um invariante por homotopia e deg(Id) = 1,
entao deg(fy) = deg(Id) = 1.
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Para obter uma aplicagao estavel f : M — N com grau d, onde M é uma superficie
fechada e orientada, basta tomar a aplicagao estavel f; com grau m < d (pois queremos
grau positivo), e fazer d — m cirurgias horizontais do tipo Hs entre a aplicacdo f; e
d — m aplicagoes estaveis do tipo fo : N — N com grau 1. De fato, o grau da nova

aplicagao obtida por este processo sera

deg(fi Om, fo ®Omy - Omy f2) = deg(fr) + (d —m) - deg(f2)
= m+(d—m)-1
- d

pois deg(fi) =m e deg(f2) = 1.

Exemplo 3.7. A Figura tlustra uma cirurgia horizontal do tipo Hy entre a aplicagao
estdavel f; : M — S? com grau m, e a aplicacdio estdvel fy : S? — S? com grau 1, ob-
tida da aplicacdo identidade Id : S?> — S? por uma transicio do tipo ldbios. Neste
caso, a nova aplicagdo estdvel fy ®m, fo : M — S* possui grau deg(fi ®m, f2) =
deg(f1) +deg(f2) = m+ 1, pois deg(fi) = m e deg(f2) = 1.

Figura 3.3: Exemplo de cirurgia horizontal.

Exemplo 3.8. A Figura tlustra a construgcao de uma aplicacao f da esfera na
esfera, com grau 2, contorno irredutivel (inica componente singular) e 4 cuspides. Esta
aplicacao foi obtida fazendo uma cirurgia horizontal do tipo Hy entre duas aplicagoes fr

e fa da esfera na esfera, ambas com grau 1 e uma componente singular com 2 ciuspides.

Denotemos o toro por 7?. O Exemplo nos mostra como obter uma aplicacao
estavel de uma superficie fechada e orientada M, com género gy; > 0, sobre o n—toros,
com género n > 1. Na verdade, construiremos uma aplicagao do dn—toros sobre o

n—toros.
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(a) (b) (c)
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Figura 3.4: Construcao de uma aplicacao da esfera na esfera com grau 2.

Exemplo 3.9. Consideremos a aplicacio estdvel fi : nT? — nT?, onde n > 1,
com uma componente singular, duas cuspides e grau 1, obtida da aplicagao identi-
dade Id : nT* — nT? por uma transicao do tipo ldbios (conforme Figura item
(a)). Fazendo d — 1 cirurgias horizontais do tipo Hs entre d aplica¢ao do tipo f1, ob-
temos uma aplicag¢ao estdvel f, do dn—toros sobre o n—toros, com grau d, a qual, por

construcao, possui também contorno irredutivel e 2d cuspides com o mesmo sinal (ver

Figura item (b) ).

Figura 3.5: Construcao de uma aplicacao do dn—toros sobre o n—toros, com grau d.

Exemplo 3.10. A Figura [3.6 ilustra uma aplicagao estdvel f do toro na esfera, com
grau 1, contorno irredutivel e 4 cuspides. FEsta aplicacao foi obtida por uma cirurgia
horizontal do tipo H; sobre uma mesma aplicagao estdvel fo da esfera na esfera, com
duas componentes singulares e 4 cispides, obtida da aplicagdo identidade (Id : S* —

S?) por duas transicoes do tipo ldbios.

Note que as cirurgias horizontais do tipo H; e H; nos fornecem aplicagoes com
o mesmo grau da aplicagao sobre a qual fizemos a cirurgia, enquanto que a cirurgia

horizontal do tipo H,, soma o grau das aplicagoes sobre as quais fizemos a cirurgia.

Observacgao 3.11. Se f : M — N ¢é uma aplicagao estavel com grau d, entre duas
superficies fechadas e orientadas M e N, obtida por cirurgias horizontais, podemos
também obter varias outras aplicacoes estaveis com grau d, na mesma classe de ho-

motopia da f, basta passar por alguma transicao de codimensdo um, por exemplo, do
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Figura 3.6: Construcao de uma aplicacao do toro na esfera, com grau 1.

tipo ldbios (L) ou bicos (BT e B), pois estas transicoes nos fornecem aplicagoes ho-
motopicas a f, alterando apenas o numero de componentes requlares ou singulares, bem

como o numero de cuspides.

3.2 Cirurgia Vertical

Sejam W = M; U My e N duas superficies fechadas e orientadas e h : W — N
uma aplicagao estavel. Denotemos por hy; : M; — N a restricao de h a M; e por
hy : My — N a restricao de h a M,. Uma soma vertical sobre a aplicacao h pode ser

feita da seguinte forma:

o 1 L
M,

Figura 3.7: Cirurgia Vertical.

1. Escolhemos duas regioes com sinais opostos, uma em M; e outra em M e to-
mamos dois discos D, e D, vizinhangas regulares dos pontos p € M; \ Xh; e
q € My \ Xha, tal que hy(D,) = ha(D,).

2. Substituimos os interiores destes discos (respeitando as orientagoes envolvidas)

por um tubo limitado 7', com uma curva singular o ao longo do seu centro,
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fechada e nao contratil. Com este processo obtemos uma superficie homeomorfa

a soma conexa My#Ms.

3. Estendemos pelo interior do tubo as aplicagoes estdveis hy e hy. Assim, obtemos
uma nova aplicagao estavel hy @ hy : My#Ms — N, cujas restrigcoes a My e M,

correspondem a hy e hy, respectivamente (ver Figura |3.7)).

Definicao 3.12. A aplicacao estdvel hy ® hy obtida pela soma vertical descrita acima,

¢ dita cirurgia vertical entre hy e hy e denotada por hy ®y hs.

Note que a cirurgia vertical, por construcao, acrescenta uma nova componente ao
conjunto singular e, consequentemente, uma nova curva disjunta imersa no contorno

aparente da aplicacao, a qual é a imagem da curva singular «.

Observacgao 3.13. A superficie resultante da cirurgia vertical conforme definida acima,
¢ sempre orientada, pois My e My sao superficies orientadas e o tubo T conecta uma

regiao positiva com uma regiao negativa mantendo as adjacéncias conforme ilustra a
Figura item (b).

Definicao 3.14. A cirurgia vertical se distingue nos dois sequintes casos:

1. Vi: a cirurgia vertical feita sobre uma mesma componente conexa da aplicacdo.
Esta cirurgia acrescenta um género (alga) na superficie do dominio e aumenta

por um o numero de componentes do conjunto singular.

2. V. a cirurgia vertical entre duas componentes conexas da aplicacao. Esta cirurgia
corresponde a “soma conexa” das superficies do dominio e aumenta por um o

numero de componentes do conjunto singular.

Conforme ilustra a Figura |3.7] a cirurgia vertical de aplicagoes estaveis, induz na-
turalmente a cirurgia vertical dos grafos associados a essas aplicagoes. Os efeitos da
cirurgia vertical do tipo V5 sobre os grafos de aplicacoes estaveis, sao dados pela ob-

servacao seguinte.

Observacao 3.15. Se G; é um grafo associado a aplicagao h; : M; — N, com i =1, 2,

entao realizando a cirurgia vertical do tipo Vo entre as duas aplicagcoes hy e ho, obtemos:
1. V(Gy &y, Ga) = V(Gy) + V(Gy), pois nenhuma regido € retirada ou colocada, ou
seja, nenhum vértice é identificado ou acrescentado.

2. A(G1v, Ga) = A(G1)+A(G2)+1, pois uma nova componente singular € criada,

ou seja, uma nova aresta é acrescentada.
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3. W(G1®y,Go) = W(Gh)+W(Gs), pois nenhum género € acrescentado ou retirado

das regioes.

De modo analogo, pode-se descrever os efeitos da cirurgia vertical do tipo Vj, sobre

os grafos de aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orientadas.

Em [2], Bretas observou que dados dois grafos bipartidos G; e Gs, a soma destes
por cirurgia vertical sera ainda um grafo bipartido, pois esta cirurgia cria uma nova
componente singular que separa regioes de sinais opostos, mantendo as adjacéncias das

outras regioes com as curvas singulares.

Proposicao 3.16. [21] Se G| e G5 sao grafos associados, respectivamente, as aplicagoes
estdaveis hy : My — N e hy : My — N, entdao o grafo resultante da cirurgia vertical é

um grafo associado a aplicacao estdvel hy @y hs.

3.2.1 Aplicacoes na esfera e no n—toros

De modo andlogo ao que foi feito para cirurgias horizontais, mostraremos nesta
subsecao algumas formas de se obter aplicagoes estaveis entre superficies fechadas e
orientadas, via cirurgias verticais. A forma de se obter estas aplicacoes também nao é
Unica, e aqui apresentaremos apenas alguns exemplos convenientes para o entendimento
deste trabalho. Para saber sobre os grafos que podem ser associados a aplicagoes deste
tipo, veja [2], [6] e [21].

Sejam M; e N duas superficies fechadas e orientadas com géneros g,s € gy, respec-
tivamente. Dada a aplicagao estavel f; : M; — N com grau deg(f;) = m, e a aplicagao

identidade Id : N — N, com grau deg(Id) = 1 e conjunto singular vazio.

Para obter uma aplicacao estavel f : M — N com grau d, onde M é uma superficie
fechada e orientada, basta tomar a aplicagao estavel f; com grau m < d (pois queremos
grau positivo), e fazer d — m cirurgias verticais do tipo V5 entre a aplicagao identidade
f1 e d —m aplicacoes identidade Id, com grau 1. De fato, o grau da nova aplicagao

obtida por este processo sera

deg(fl @Vz Id @Vz "'EBV2 ]d) = deg(fl) + (d_m) : deg(jd)
= m+(d—m)-1

pois, deg(f1) = m e deg(Id) = 1.
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Exemplo 3.17. A Figura|3.§ ilustra uma cirurgia vertical do tipo V entre a aplicacdo
estdvel fi : M — S? com grau m, e a aplicacdio identidade Id : S* — S?%, com grau 1.
Neste caso, a nova aplicagdo estdvel fi @y, Id : M — S? possui grau deg(fi @y, Id) =
deg(f1) + deg(Id) = m + 1, pois deg(f1) = m e deg(Id) = 1.

Figura 3.8: Exemplo de cirurgia vertical.

Exemplo 3.18. Conforme ilustra a Figura[3.9, fazendo uma cirurgia vertical do tipo
Vi sobre a mesma aplicacao estavel fi da esfera na esfera, com grau zero, obtemos a
aplicacao f1 @y, fi1 do toro na esfera, com grau zero e duas componentes singulares.
Por uma transicao do tipo bicos (B~ ) sobre fi @y, fi1, obtemos uma aplica¢ao [ do
toro na esfera, com grau zero, contorno irredutivel (inica componente singular) e duas

cuspides.

Figura 3.9: Construcao de uma aplicacao do toro na esfera com contorno irredutivel.

Note que a cirurgia vertical do tipo V; nos fornece aplicacoes com o mesmo grau da
aplicacao sobre a qual fizemos a cirurgia, enquanto que a cirurgia vertical do tipo V5,

soma o grau das aplicagoes sobre as quais fizemos a cirurgia.

Observacao 3.19. Se f : M — N ¢ uma aplicagao estdvel com grau d, entre duas su-

perficies fechadas e orientadas M e N, obtida por cirurgias verticais, podemos também
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obter varias outras aplicagoes estaveis com grau d, na mesma classe de homotopia da
f, basta passar por alguma transicio de codimensao um, por exemplo, do tipo ldbios
(L) ou bicos (B* e B), pois estas transi¢oes nos fornecem aplica¢oes homotdpicas a
f, alterando apenas o niumero de componentes requlares ou singulares, bem como o

numero de cuspides.

Algumas aplicacoes sobre o n—toros, obtidas por cirurgias verticais, serao apresen-

tadas mais adiante neste capitulo.

3.3 Efeitos das cirurgias sobre ¢, 0., 0, e 0,

No capitulo|2] vimos os efeitos das transi¢oes de codimensao um sobre os invariantes
0., 0, e 0,, que denotam, respectivamente, a diferenga entre o ntimero de cuspides
positivas e negativas, a diferenca entre a soma total dos géneros de M+ ede M~ e a
diferenga entre o nimero de componentes regulares de M* e de M~ (Definigao .
Nesta segao, estudaremos como obter estes invariantes para uma aplicacao estavel f
obtida de uma aplicacao estavel h, através de cirurgias horizontais e verticais. Em

outras palavras, estudaremos os efeitos destas cirurgias sobre estes invariantes.

Sep: P— Negqg:Q — N duas aplicagoes estaveis, onde P, () e N sao superficies
fechadas e orientadas. Se h : W — N é uma aplicagao estavel, onde h = pUqge W é
a uniao de P e @), denotada por W = P U (@, entao a intersecao do contorno aparente
das aplicagoes p e ¢, ou seja, Bp N Bgq, possui apenas pontos duplos transversais.
Denotemos por n,, o nimero de pontos duplos transversais de Bp N Bq. Note que p é

a restricao de h a P e ¢ é a restricao de h a Q).
Ao longo desta secao, trabalharemos com a seguinte observagao sempre em mente:

Observacao 3.20. Se h : W — N € uma aplicacao estavel, onde h = p U q e
W =P U Q, entao o vetor ¢ associado a h ¢ dado por

o(h) = (u(p) + p(q), d(p) + d(q), c(p) + c(q), n(p) +n(q) + npg, gp + 9q, v(p) +v(q)).

Denotaremos a partir de agora, por f = S(h) a aplicacao estavel obtida a partir
da aplicacao estavel h = p U ¢, através de uma das cirurgias horizontais ou verticais
S € {H{, Hy, Hy,V;,Va}. Assim com fizemos no capitulo 2 mediante as transicoes,
estudaremos nesta secao a variagdo A¢(S) = ¢(f) — ¢(h) e como obter 6.(f), 0,(f) e

0,(f) mediante cada cirurgia.
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A proposigao abaixo nos permite conhecer as coordenadas do vetor ¢( f) que diferem
das coordenadas do vetor ¢(h) e também a variacdo A¢(S), para o caso em que f =

S(h) é obtida da aplicagdo h por cirurgias horizontais ou verticais.

Proposicao 3.21. Sejam p : P — N e q : Q — N duas aplicagoes estdveis e h =
pUq : W — N uma aplicacao estdvel, onde W = P U Q. Se f : M — N ¢
uma aplicacdo estdvel obtida de h por uma cirurgia S € {H{", H{ , Hy, V1, Va}, entdo

o(f) = o(h) + Ap(S), onde

A¢(HT) = (1,0,0,0,1,0); A¢(H; ) = (—1,0,0,0,1,—1); A¢(Hs) = (—1,0,0,0,0, —2);
Ap(V;) = (1,0,0,0,1,0); A¢(Va) = (1,0,0,0,0,0).

Demonstragao: Seja f = S(h): M — N uma aplicagao estével obtida da aplicacao
h=pUgq:W — N, por uma cirurgia S € {H;", H; , Hy,V;,V,}. Devido a forma
com que h estd definida (ver Observacao , as Unicas alteragoes do vetor ¢(f) em
relagdo ao vetor ¢(h) por estas cirurgias serdo quanto ao numero g de componentes

singulares, o nimero v de componentes regulares ou o nimero de géneros. Entao,

A¢(S) = ¢(f) - ¢<h) = (M(f) - ,Lt(h), O? 07 07 gM — gw, U(f) - U<h))
e disto seguem os seguintes resultados:

1. Se f é uma aplicacdo estdvel obtida de h por uma cirurgia do tipo H;", uma
vez que esta cirurgia conecta dois arcos de uma mesma componente singular de
h, alterando apenas por +1 o nimero de componentes singulares e o género da
superficie do dominio, temos, u(f) = p(H (h)) = u(h) +1 = p(p) + ulq) + 1,
gu =gw+1=gr+go+1 e v(f) =v(H(h))=v(h) =v(p)+v(q). Portanto,

A¢(HF) = (1,0,0,0,1,0).

2. Se f é uma aplicagao estavel obtida de h por uma cirurgia do tipo H;, uma
vez que esta cirurgia conecta dois arcos de diferentes componentes singulares de
uma mesma componente conexa de h, alterando apenas por —1 o numero de
componentes singulares e regulares, e por +1 o género da superficie do dominio,
temos, u(f) = p(Hy (h)) = p(h)—1 = p(p)+u(@)—1, gu = gw+1 = grt+go+1
e v(f)=v(H;(h))=v(h)—1=uv(p)+v(q) — 1. Portanto,

A¢(Hy) = (=1,0,0,0,1,—1).

3. Se f é uma aplicagao estavel obtida de h por uma cirurgia do tipo Hy, uma
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vez que esta cirurgia conecta dois arcos de componentes singulares de diferentes
componentes conexas de h, sendo um arco da aplicacao p e o outro da aplicacao
q, altera apenas por —1 o nimero de componentes singulares e por —2 o niimero
de componentes regulares. Logo, u(f) = u(Hy) = u(h) —1 = u(p) + u(q) — 1,
g =gw=9gp+9g e v(f)=uv(Hz)=v(h)—2=uv(p)+v(q) — 2. Portanto,

A¢(H,) = (—1,0,0,0,0,—2).

4. Se f é uma aplicacao estavel obtida de h por uma cirurgia do tipo V;, uma vez
que esta cirurgia conecta duas regides (com sinais opostos) de uma mesma com-
ponente conexa de h, altera apenas por +1 o nimero de componentes singulares e
o nimero de géneros da superficie do dominio. Logo, u(f) = u(V1) = p(h)+1=
pp)+ple)+1 e gu=9gw+1=gp+go+1. Entao,

A¢(Vi) = (1,0,0,0,1,0).

5. Se f é uma aplicacao estavel obtida de h por uma cirurgia do tipo V5, uma vez
que esta cirurgia conecta duas regioes regulares (com sinais opostos) de diferentes
componentes conexas de h, a saber, uma regiao regular da superficie P e outra
da superficie (), entao altera apenas o niumero de componentes singulares por +1.
Logo, p(f) = u(Va) = u(h) +1 = plp) + wla) +1 e gu = gw = gr + 9o
Entao,

Agp(Vy) = (1,0,0,0,0,0).
OJ

O corolédrio a seguir nos fornece que 6.(f) é dado em fungao de 6.(h), apds cada

cirurgia horizontal ou vertical sobre h.

Corolario 3.22. Seja f : M — N uma aplicagao estdvel obtida da aplicacdo estdvel
h=pUq:W — N, por uma cirurgia S € {H,", Hy , Hy, V1, Va}. Entdo c(f) = c(h) e
0c(f) = 0c(h).

Demonstracao: O resultado deste corolario decorre imediatamente do fato de que
as cirurgias horizontais e verticais, bem como as intersecoes dos contornos aparentes,

nao alteram o nimero ¢ de cispides, portanto 0.(f) = 0.(h). O

Observagao 3.23. A aplicagao estavel f obtida da aplicacdo estavel h através de uma
cirurgia, tem contorno irredutivel se, e somente se, f = Ha(h) e h =pUgq, onde p e

q sdo aplicagdes estdveis com contorno irredutivel (unica componente singular). Isso
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ocorre porque a cirurgia horizontal do tipo Hy sobre a aplicacao h, conecta dois arcos
de componentes singulares de diferentes componentes conexas de h, a saber, um arco

da restricao de h a p e outro da restri¢cao de h a q, de modo que

u(f) = p(Ha(h)) = p(h) =1 = p(p) + plq) — 1.

Assim, f possui contorno irredutivel, ou seja, u(f) =1 se, e somente se, pu(p) = u(q) =
1, o que quer dizer que as aplicacoes p e q possuem contorno irredutivel. As demais
cirurgias sobre a aplicacao h alteram o numero de componentes do conjunto singular

para mais ou para menos, de forma que o contorno aparente de f nao € irredutivel.

A proposicao a seguir nos fornece que 0,(f) e 6,(f) sao dados em funcao de 6,(h)
¢ 0,(h), onde 0y(h) = 0y(p) + 0,(q) e 8, (h) = 6,(p) + 0u()-

Proposicao 3.24. Seja h: W — N uma aplicacdo estdvel, onde h=pUqgeW =P U

Q. Se f =S(h): M — N ¢é obtida de h por uma cirurgia S € {H{", H_ , Hy, V1, Va},
entio 0,(S(1)) = 0y(p) + 0,(a) € 0,(S(h) = 6,(p) + 0,(0).

Demonstracao: Pela Definicao temos

0,(f) =97 (f) =g (f), (3.1)

0u(f) =v"(f) = v (f). (3.2)

Provaremos esta proposicao para o caso S = Hj, ou seja, f = Hy(h). Os demais casos

seguem de modo andlogo.

Sabemos que a cirurgia horizontal do tipo Hs faz soma conexa das superficies do

dominio da aplicagdo h (Defini¢ao e diminui por dois o nimero de componentes

regulares (Proposigao item 3.), entdo ¢=(f) = gT(Ha(h)) = g (p) + g(q) e
vE(f) = vE(Ho(h)) = vE(p) + vE(q) — 2. Aplicando estes resultados nas equagoes

e B2 respectivamente, segue

Qg(HQ(h)) = 9+(H2(h)) — g (Ha(h))
= [¢7(p) + 97 ()] =g~ (») + 9 (q)]
= [¢"(») —g (] +97(a) —9 (9]
= 04(p) + 0,(q)
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0,(Ha(h)) = v (Hy(h)) — v (Hay(h))
= TP +v"(q) = 2] = [v7(p) +v (q) — 2]
= [v"(p) —v (P + " (q) — v (9)]
= 0u(p) +0u(q)

3.4 Construcao de aplicacoes dobra com grau d

Dada uma aplicacao estavel f : M — N com grau d, entre duas superficies fechadas
e orientadas M e N, com géneros g,s e gy, respectivamente. Nesta secao, determina-
remos usando as cirurgias horizontais e verticais uma aplicagao dobra h : M — N na
mesma classe de homotopia de f no espaco C*°(M, N), com ¢(h) conhecido. Veremos
que esta aplicagao dobra h pode ser obtida por cirurgias entre aplicagoes dobras com
grau zero e aplicagoes de recobrimento (no caso particular, homotépicas a aplicagao
identidade com grau um). E importante reiterar que as aplicacoes tratadas neste tra-

balho sao aplicagoes estaveis com grau positivo, a menos que mencionemos o contrario.

Observacao 3.25. Para o caso em que gy > 0, podemos construir aplicagoes sem
singularidades de uma superficie M sobre N da sequinte maneira (ver [4], Teorema
2.4.9, p. 46):

e Se gy = 1, podemos construir aplicacoes com grau d arbitrdrio do toro no toro

sem pontos de singularidades.

e Se gy =k > 1, entao podemos recobrir o k—toro d vezes por uma superficie M
com género gy = d(gn — 1) + 1 (ver Figura .

Para o caso em que gy > 1, podemos construir aplicagoes estaveis com singularidades,

de uma superficie M sobre N como seque:

e Se gy =1, podemos construir aplicagoes estdveis sobre o toro, com graud =Y d;

arbitrario, pois cada alga de N pode cobrir o toro d; vezes.

e Se gy # 1, entdo podemos construir uma aplicagdo com grau no mdzrimo igual
am —
gN —

d(gN - 1) + 1.

a

T pois cada componente conexa regular tem género mo minimo gy =
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Figura 3.10: Aplicacao de recobrimento.

A Figura(3.1]apresentada no inicio deste capitulo, ilustra uma sequéncia de aplicacoes
dobras sobre o 3—toros, com grau zero e contorno irredutivel (inica componente sin-
gular), obtidas sob as hip6teses da Observagao m

Exemplo 3.26. Sejam P e R superficies fechadas e orientadas, onde o género de R
Egr=1lem: R— N é uma aplicagcao estavel com grau d = 0, onde m é a projecao
normal da superficie R sobre a superficie N. A Figural|3.11| ilustra uma aplicagao dobra
p: P — N com grau d, obtida por d + 2m cirurgias verticais do tipo Vs, sendo d +m
cirurgias entre a aplicacao projecao m e a aplicacao identidade Id : N — N, com grau
1 e conjunto singular vazio, e m cirurgias entre m e a aplicagio —Id : N — N (com

orientacdao oposta a Id), com grau —1 e conjunto singular vazio.

Figura 3.11: Exemplo de cirurgia vertical de aplicagoes sobre o n—toros.

Observacgao 3.27. Conforme ilustra a Figura[3.11], se R € uma superficie fechada e
orientada com gr =1 e ™ : R — N € a projecdo normal, entao o contorno aparente de
m consiste de | + 1 curvas simples e disjuntas sobre N. A aplicacdo dobra p: P — N
com grau d, obtida pelas d 4+ 2m cirurgias do tipo Vi, tem, por construcao, género

gp = (d+2m)gn +1 e contorno aparente com d+2m+1+1 curvas simples e disjuntas
sobre N.

Exemplo 3.28. Consideremos agora M e @ superficies fechadas e orientadas. A

Figura ilustra uma aplicacao dobra h : M — N com grau d, obtida por uma
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cirurgia horizontal do tipo Hs entre a aplicagio dobra p : P — N com grau d (ver
Figura e um aplicagao dobra q : Q — N com grau zero (semelhante a aplicagdo
hs da Figura . Observe que podemos obter aplicagoes em diferentes classes de

homotopia fazendo mais cirurgias entre as aplicagoes p e q.

Figura 3.12: Exemplo de cirurgia horizontal no contorno aparente.

O resultado a seguir generaliza as construgoes acima e nos garante a existéncia de
uma aplicagao dobra h com grau d, m™+m~+I+1 componentes singulares e m*+m~+2
componentes regulares, obtida por cirurgias verticais do tipo V5 ou horizontais do
tipo H,, entre aplicagbes dobra com grau zero e aplicagoes de recobrimento (no caso

particular dos exemplos acima, recobrimentos homotépicos a identidade).

Lema 3.29. Sejam M e N duas superficies fechadas e orientadas com género g

+

e gn, respectivamente. Se ewistem inteiros positivos dt e m* que satisfazem s =

gy —[(dt+d7)(gn—1)+(mT+m™)] > 0, entao existe uma aplica¢io dobra h : M — N

com grau d=d" —d” e
¢(h) = (m* +m~ +1+1,d,0,n, gy, m* +m~ +2),

para algum k,1 > 0 tal que | = s — 2k.

Demonstragao: Observe que para k = 0, a Figura ilustra o caso em que m* =
m~ =m e d" =d+ m, enquanto a Figura ilustra um exemplo para k > 0.

Dadas M e N duas superficies fechadas e orientadas com género gy; e gy, respectiva-

mente, que satisfazem s = gy — [(d* + d7)(gn — 1) + (m™ +m7)] > 0 para inteiros

+

positivos d* e m*, mostraremos como obter uma aplicacio dobra h : M — N com as

propriedades referidas neste lema.

Primeiro, mostraremos para k = 0. Neste caso, consideremos a projecao normal 7 :
R — N com grau zero, como no Exemplo , onde ¢(m) = (1+1,0,0,0,,2). Tomemos
m™ aplicagoes de recobrimento ;" : W, — N com grau d;, que preservam a orientagao
em W' (ver Figura , e outras m~ aplicacoes de recobrimento m; : W,- — N com

7

grau —d; , que invertem a orientacdo em W,™. As aplicacdes 7 satisfazem ¢ (i) =



3.4. Construcao de aplicagoes dobra com grau d 69

(0,4dF,0,0,d5(gy — 1) + 1,1). A Figura ilustra o caso em que di = 1(isto §, as

aplicagoes de recobrimento sdo homotdpicas a Id ou —Id).

Uma aplicacao dobra p : P — N pode ser obtida por m* + m™ cirurgias verticais do
tipo V; entre as aplicacoes 7 e 77 (ver F igur. Cada uma das m™ +m™~ cirurgias
V5 aumenta por um o numero de componentes do conjunto singular, ou seja, contribui
com A¢(Vz) = (1,0,0,0,0,0) (Proposicao item 5.) para o vetor ¢(p). Desta forma

para a aplicacao

_ + + —
P=7TDH, Ty Oy Py Ty Om, Ty By OH, T

m—?

temos

o(p) = Mﬂ+§jwﬁd+§jwﬂv+wﬁ+vaM%)

= (m"+m”+1+1,d,0,0,g" +g~ +1,m" +m” +2),

onde g* = Z:’j[d;t(g]v —1)+1=d*(gn —1)+m*, ed= Z"ﬁ df —>" d; . Neste

=1 """ i=1""1

caso, para k = 0 obtivemos uma aplicacao dobra p = h com as propriedades desejadas.

Para k£ > 0, podemos partir da aplicagao p : P — N obtida acima, e considerar
outras novas r aplica¢oes dobras ¢; : Q; — N com grau zero, que satisfazem ¢(¢;) =
(1,0,0,n,2k;,2),i=1,--- ,r,e k=>_._, k;, onde n; (nimero de pontos duplos de ¢;)
depende da classe de homotopia desejada, ou seja, de como as alcas de (); se enrolam

as algas de V.

Uma aplicacao h : M — N pode ser obtida fazendo r cirugias horizontais tipo Hs entre
p e as aplicagbes ¢;, i = 1,--- ,r (ver Figura. Cada uma das r cirurgias Hs diminui
por um o nimero de componentes singulares e por dois o nimero de componentes
regulares, ou seja, contribui com A¢(Hs) = (—1,0,0,0,0,—2) (Proposigao item

3.) para o vetor ¢(h). Finalmente, para a aplicacao h = p @y, ¢1 D, - - - Du, ¢, temos

o(h) = ¢(p)+ Z &(qi) + rAG(Hs)

= (m"+m +1+4+1,d,0,0,g" +g~ +1,m" +m~ +2)+(r,0,0,n,2k,2r)
+(—7r,0,0,0,0,—2r)
= (m"4+m” +1+1,d,0,n,gp,m" +m~ +2),

onden =3, n; eogénerode M, gy = gt + ¢~ + 1+ 2k, satisfazem s = gpr — [(dT +
d)gy — 1)+ (mT+m7)] > 0.

Portanto, mediante as hipoteses deste lema, existe uma aplicacao dobra com grau
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d, obtida por cirurgias verticais do tipo V5 ou horizontais do tipo Hs, que satisfaz
o(h) = (m* +m~ +1+1,d,0,n, gpr,m" +m~ +2). 0

Teorema 3.30. Se h : M — N wuma aplicagao dobra com as propriedades do Lema

[5.29, entdo

X(ME) =1—2d5(gy — 1) — (m™ +m™ +1), (3.3)

onde d* = Z?j dF e x denota a caracteristica de Euler.

Demonstracao: Pelo Lema |3.29, temos

m*

g (h) = Zdiil(gzv -1)+1 (3.4)
= Cli;t(gN — 1) +m*,

vE(h) = m* +1e pr(h) = m*™ +m~ + 1+ 1. Aplicando estes resultados na equagio
X(M;F) = 2v* — 2g* — 11 (Observagio 2.5)), obtém-se o resultado desta proposigao. [

Corolario 3.31. Se h : M — N ¢é um aplicacao dobra com grau d, entre duas su-

perficies fechadas e orientadas M e N, obtida como no Lemal|3.29, entao
0 (h) = dx(N), (3.5)
onde x denota a caracteristica de Fuler.
Demonstracao: Pela Definicao temos
O (h) = x(M;[) — x(My,). (3.6)
Aplicando o Teorema [3.30 na equacao [3.6, segue

O (h) = [1=2d"(gn —1) = (m" +m” +1)] = [1 =2d" (gy — 1) = (m" +m~ +1)]
= —2d%(gn — 1) +2d (gn — 1)
= d*(2—-2gy) —d (2 —2gn)
= (dt —d7)(2 —2gn). (3.7)

Sabemos do Lema|3.29, que d = d* —d~. Como N é uma superficie fechada e orientada,
entao sua caracteristica de Euler é dada por x (V) = 2—2¢gy (Corolério|l.45)). Aplicando
estes resultados na equagao obtemos 6, (h) = d x(N). O

O Coroléario também pode ser demonstrado fazendo uso do Teorema [2.15]
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Proposicao 3.32. Seja h : M — N uma aplicagdo dobra com as propriedades do
Lema[3.29 Entdo, 04(h) =d(gny — 1)+ (m*™—m~) e 0,(h) =m" —m".

Demonstragao: Se h: M — N tem as propriedades do Lema [3.29] entao satisfaz

O4(h) = g -9
= [[d"(gv =) +mT] = [(d (gv — 1) + m7]
= d(gy — 1) + (m* —m")

e
0,(h) = vF—w
= (m*+ 1)~ (m +1)
= mt—m".
OJ
Note que uma aplicacdo dobra com grau zero e contorno irredutivel (nica curva
singular) tem v* = v~ =1 e g© = g~. Consequentemente, 0, = 6, = 0 (Observacao

e como visto na tultima parte da demonstracao do Lema , ao fazermos varias
cirurgias horizontais entre a aplicacao p : P — N e aplicacoes dobras ¢ : () — N com
grau zero e contorno irredutivel, independente da classe de homotopia desejada, isto
é, do numero de vezes e da forma com que as alcas de () se enrolam as alcas de N, a
aplicagao h resultante satisfaz 6,(h) = 6,(p) e 6,(h) = 6,(p). Entao pela Proposicao
3.32] e Proposigao [3.21] obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.33. Sejam p: P — N wuma aplicagcao dobra com as propriedades do Lema
3.29, e q : Q@ — N uma aplicagao dobra com grau zero e contorno irredutivel. Se
h=pUq:W —= N, onde W=PUQ ef=Hsyh), entao 0,(f) =mT—m~ e
0,(f) = dlgx — 1) — (m* —m").



Capitulo 4
Teorema global e aplicacoes

Neste capitulo, trataremos da relacao entre o grau da aplicacao, a diferenca entre a
caracteristica de Euler de M™ e M~ e a diferenca entre os sinais das ctspides, denota-
dos ao longo deste trabalho, respectivamente, por d, 6, e 0.. Esta relacao foi provada
por Quine ([28]) em 1978, usando resultados de Variedades Diferencidveis. Nesta secao,
apresentaremos uma nova demonstracao para esta relagao dentro da Teoria das Sin-
gularidades, com base nos efeitos das transi¢oes de codimensao um e das cirurgias de
aplicacoes estaveis sobre os invariantes d, 6, e 0., efeitos estes tratados previamente

neste trabalho. Esta demonstracao ¢ devida a Mendes de Jesus ([23]).

4.1 Resultados globais para superficies orientadas

O teorema a seguir é um teorema global para aplicacoes entre superficies fechadas e
orientadas, que relaciona os invariantes de aplicagoes estaveis d, 0, 0. e a caracteristica
de Euler do contradominio da aplicacao. Este resultado sera provado com base no
que dissertamos até o momento e, como veremos na secao seguinte, leva a uma nova

demonstracao para o teorema de Quine.

Teorema 4.1. Seja f : M — N wuma aplica¢ao estdvel com grau d, entre duas su-

perficies fechadas e orientadas M e N. Entao

0 (f) +0.(f) = dx(N), (4.1)
onde x denota a caracteristica de Fuler.

Demonstragao: Dada uma aplicagao estavel f : M — N com grau d, entao existe

uma aplicacao dobra h : M — N com grau d, e um caminho entre h e f no espaco

72
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C*>°(M, N), passando apenas por transi¢oes de codimensao um. Como estamos sob as
hipéteses do Coroldrio temos

ec(f) = ex(h) - ex(f)7

ou seja,

0 (f) +0c(f) = Ox(h). (4.2)

Escolhamos a aplicagao dobra h com as propriedades do Lema[3.29] obtida por cirurgias
verticais do tipo V5 ou por cirurgias horizontais do tipo Hs, entre aplicacoes dobra com

grau zero e aplicacoes de recobrimento. Entao, pelo Corolario [3.31] temos
0.(h) = dX(N). (4.3)
Substituindo a equagao [4.3] na equagao 4.2} obtemos

O0x(f) +0.(f) = dx(N).

Note que este resultado independe da escolha da aplicacao dobra h na classe de homo-

topia da aplicagao estavel f. 0

Teorema 4.2. Se M e N sao superficies fechadas e orientadas, e f: M — N € uma

aplicacao estavel com grau d, entao

ec(f)
5

0,(f) = 05(f) = d(1 = gn) — (4.4)

Demonstragao: Se f: M — N é uma aplicacao estavel com grau d, pelo Teorema
[4.1] isolando 6,.(f), obtemos
0, (f) = dXx(N) = 0(f)- (4.5)

Por hipétese, N é uma superficie fechada e orientada, entao x(N) = 2—2gy (Corolario
1.45)). Substituindo este resultado na equacao , obtemos

0 (f) = d(2—2gn5) —0c(f)
= 2d(1 —gn) — 0.(f)- (4.6)

Mas, o Teorema [2.15| nos fornece

0 (f) = 2[0,(f) — 04(f)]. (4.7)
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Substituindo a equacao na equacao (4.6}, segue

200,(f) = 0,()] = 2d(1 = gn) = 0c(f).
Isolando 6,(f) — 6,4(f), resulta que

ec(f)
5

0,(f) = 0,(f) = d(1—gn)—
O

Os dois corolérios a seguir, sao consequéncias imediatas do Teorema para os

grafos associados a aplicagoes estaveis entre superficies:

Coroléario 4.3. Seja f : M — N uma aplicagao estdvel entre duas superficies fechadas
e orientadas M e N. Se f tem grau d e ¢ pontos de cuspides, entdo o grafo associado

a f satisfaz

n

(VE—V) = (WF=W") =d(1— gy) —%Zs (4.8)

Corolario 4.4. O grafo associado a uma aplicagao dobra f : M — N com grau d,

satisfaz
V=V )= (Wt —=W7) =d(1 — gn). (4.9)

A demonstracao dos coroldrios acima podem ser encontradas em [21].

Para simplificar as notagoes, a partir de agora omitiremos a aplicagao f, caso nao

haja confusao.

Os resultados a seguir sao referentes a aplicacoes estéveis entre superficies fechadas

e orientadas, com grau d e contorno irredutivel.

Proposigao 4.5. Seja f: M — N uma aplicagao estavel entre duas superficies fecha-
das e orientadas, com grau d e contorno irredutivel (inica componente singular). Se
r =gy — dgn, entao

0.(f) = 2(d+1 —2g7). (4.10)

Demonstracao: Se M é uma superficie fechada e orientada e f possui contorno
irredutivel, entao da Observacao obtém-se que ¢g© = gy — ¢g~. Aplicando este
resultado na igualdade 6,(f) = g* — ¢~ da Definigao [2.12] segue

0,(f) = (gu—9)—9
= gu — 29 . (4.11)
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Como f tem contorno irredutivel, M e M~ possuem o mesmo nimero de componentes
regulares, portanto, 6,(f) = 0 (Observagao|2.13)). Aplicando este resultado e a equagao

no Teorema [1.2] e isolando 6,(f), obtemos

0.(f) = 2[d(1—gn)+ (gu —297)]
= 2d—2dgn + 2g9pm — 49~
= 2d+2(gn — dgn) — 49~

Por hipétese, r = gy — dgn, entao

0.(f) = 2d+2r—4g”
= 2(d+r—2g9).

Corolario 4.6. Toda aplicacao estdvel da esfera na esfera satisfaz 0. = 2d.

O préximo resultado fornece limites para que 6..(f), conforme escrito no Proposigao

4.5 seja dado em funcao do género de M e do grau da aplicagao estével f.

Teorema 4.7. Seja f : M — N uma aplicagao estdvel entre duas superficies fechadas
e orientadas, com grau d e contorno irredutivel (unica componente singular). Se r =

gm — dgn, entao 0.(f) € limitado por

2(d — 1) < 0.(f) < 2(d + 7). (4.12)

Demonstracao: Se M é uma superficie fechada e orientada e f é uma aplicacao
estdavel com grau d e contorno irredutivel, entao da Observacao obtém-se que
gt = g — g~. Note que gt = gy — g~ > dgn, o que implica em 0 < g <
gy —dgy =1, pois r = gy — d gy. Consequentemente 0 < 4g~ < 4r. Aplicando esta
tltima desigualdade na Proposicao [A.5, obtemos 0.(f) > 2(d —r) e 0.(f) < 2(d+r).
Portanto, 2(d — r) < 6.(f) < 2(d+ 7). O

Observagao 4.8. O numero de ciuspides c(f) > 0.(f). Se c(f) = 0.(f), entao, todas
as cuspides sao positivas ou negativas. Consequentemente, pelo Teoremam temos o

sequinte resultado:

Corolario 4.9. Seja f : M — N uma aplicacao estavel entre duas superficies fechadas
e orientadas M e N, com grau d e contorno irredutivel. Se r = gy — dgyn, entao o

contorno aparente de f, denotado por Bf, tem no minimo 2(d +r) cispides.
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O resultado a seguir foi provado em [32]. Neste trabalho ele é um caso particular
do Teorema [4.7], para gy = 0.

Coroldrio 4.10. Seja f : M — S? uma aplicacdo estdvel entre com grau d e contorno

irredutivel, onde M ¢é uma superficie fechada e orientada. Entdo 0.(f) € limitado por

2(d = gn) < 0c(f) < 2(d+ gur)-

4.2 Teorema global de Quine

Sejam M e N duas superficies suaves, compactas, orientadas e conexas, e f,h :
M — N duas aplicacao estaveis com grau d, numa mesma classe de homotopia no
espago C°(M, N), onde h é uma aplicacao dobra com as propriedades do Lema m

O Teorema [4.1] nos fornece o seguinte resultado

0 (f) +0c(f) = dx(N). (4.13)

Pela Definicao temos

Oy (f) = x(M™) = x(M™) (4.14)

Oc(f) =t (f) = (f) = _s(c). (4.15)

=1

Aplicando as igualdades e na igualdade [£.13] resulta que
X(MT) = x(M7) +) " s(e;) = dx(N). (4.16)
i=1

Como M é uma superficie fechada e orientada, sabemos pela Observacao que M =
M*|JM~ e que o conjunto M+t N M~ é composto apenas por curvas fechadas, simples
e disjuntas sobre M, homeomorfas a S*, entao x(M) = x(M™*) + x(M™), isto é,

X(M™) = x(M)—x(M"). (4.17)
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Substituindo a equacao [4.17 na equagao segue
(M) = x(M7)] = x(M7) + ) s(e;) = dx(N)
i=1

= X(M)—QX(M*HZS(Q) = dx(N).

Desta forma podemos afirmar o seguinte resultado:

Teorema 4.11. (Teorema de Quine) Sejam M e N duas 2-variedades suaves, com-
pactas, orientadas e conexas, f : M — N uma aplicagio estdvel, M* o fecho do con-
jgunto dos pontos regqulares nos quais f preserva a orientacao, M~ o fecho dos pontos

requlares mnos quais f inverte a orientacdo e cq,...,c, pontos de cuspides, entao
X(M) = 2x(M ™)+ s(c;) = dx(N) (4.18)
i=1

onde x denota a caracteristica de Euler, s(¢;) o sinal da cispide ¢; e d o grau da

aplicagao f.
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